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proceso. Le agradesco a mi esposa Ángeles por su eterno apoyo y sus grandes palabras de
aliento, por caminar a mi lado y mostrarme que juntos podemos llegar a la meta. A mi
familia por nunca dejar de creer en mi. Le agradesco mi asesor Yury Vorobev, por cultivar
en mi un poco de sus grandes conocimientos y brindarme su apoyo en todo momento. A
mi asesor Andrés Pedroza por su valioso apoyo y por las fructiferas platicas que tuvimos.
A Rubén Flores por ser un excelente tutor y un profesor invaluable. Le agradesco de gran
manera al profesor y amigo Misael Avendaño, por su valioso apoyo en todos estos años y
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ix



x



Abstract

This thesis is devoted to the study of geometric structures with symmetries, in par-
ticular Dirac and Poisson structures. We describe an averaging procedure on Dirac and
Poisson manifolds, with respect to a class of compatible actions of compact Lie groups.
Necessary conditions for the existence of invariant Poisson structures around (singular)
symplectic leaves are presented. We also introduce a generalization of the Hannay-Berry
connection in the context of foliated manifolds carrying Lie group actions with pre-
momentum map. The main application of our approach is related to the construction
of Dirac structures with symmetry on Poisson foliations. Moreover, we apply the avera-
ging method due to Jotz, Ratiu and Sniatycki to construct invariant Dirac and Poisson
structures with respect to the proper action of a Lie group (not necessarily compact).
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Introducción

Comunmente en mecánica Hamiltoniana, los espacios fase son modelados por varie-
dades simplécticas. En ocaciones sucede que la dinámica que gobierna la evolución de un
sistema está limitada por algunas restricciones f́ısicas, lo que se traduce a que la dinámi-
ca del sistema se lleve a cabo en ciertas subvariedades del espacio fase. Además, cada
una de estas subvariedades hereda una forma pre-simpléctica, definida como el pullback
de la forma simpléctica en la variedad ambiente.

Por otro lado, existen sistemas clásicos, como el cuerpo ŕıgido, que admite otra for-
mulación en variedades que no son simplécticas. En esa otra formulación se hace uso
de una estructura geométrica llamada corchete de Poisson o bivector de Poisson, que
de hecho, es una generalización de una estructura simpléctica. La noción de estructuras
de Poisson no se le atribuye a un solo autor, pues esta fue re-introducida por muchos
autores en diferentes años; esto ocurre en los trabajos de Lie (1890), Dirac (1930, 1964),
Pauli (1953), Martin (1959), Jost (1964), Arens (1970), Hermann (1973), Sudarshan y
Mukunda (1974), Vinogradov y Krasilshchik (1975) y Lichnerowicz (1975). El término
de variedad de Poisson se le atribuye a Lichnerowicz [1]. Una estructura o bivector de
Poisson es un bivector Π en una variedad diferencial M , que satisface la identidad de
Jacobi, es decir, la operación binaria {f, g} := Π(df, dg) en C∞(M) satisface la identidad

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Al igual que en el caso simpléctico, existen ejemplos de sistemas que son modelados en
variedades de Poisson y restringidos a subvariedades. Cada variedad de Poisson (M,Π)
tiene asociada una foliación simpléctica que caracteriza completamente la estructura.
La foliación simpléctica consiste en una descomposición de M , por variedades integrales
de la distribución caracteŕıstica Π](T ∗M). Ademas, la estructura de Poisson Π induce
una estructura simpléctica en cada una de las variedades integrables [2]. Si N es una
subvariedad de M , la foliación simpléctica en M , define una descomposición en N . Más
aún, la estructura simpléctica de cada hoja de la foliación S, induce una estructura
pre-simpléctica en S ∩ N , definida como el pullback de la estructura simpléctica en
S. Es importante resaltar que esta foliación pre-simpléctica, en general, no define una
estructura de Poisson en N . Por lo tanto, es natural preguntarse si existe un objeto
geométrico más general con una foliación pre-simpléctica asociada. Esta pregunta da pie
a las estructuras de Dirac.

La noción de estructuras de Dirac fue introducida por Courant y Weinstein en [3].
Por su parte, Courant presenta la noción de variedades de Dirac en [4] y Dorfman
extiende la noción de estructuras de Dirac, a complejos sobre algebras de Lie en [5].
Las estructuras de Dirac fueron llamadas aśı, debido al trabajo de Dirac en la teoŕıa
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4 Introducción

de mecánica clásica con restricciones; la cual incluye una clasificación de superficies de
restricciones, la formulación del corchete de Dirac, aśı como aplicaciones a cuantización y
teoŕıa de campos. Independiente de su motivación original en mecánica con restricciones;
hay investigaciones recientes en que la teoŕıa de estructuras de Dirac están relacionadas
con un amplio rango de tópicos en matemáticas y f́ısica matemática. Véase por ejemplo
[6], [7], [8], [9], [10], [11], [12] y [13].

Una estructura de Dirac es una distribución suave en el haz de Pontryagin TM =
TM ⊕ T ∗M de una variedad suave M , la cual es Lagrangiana con respecto al empa-
rejamiento natural de formas y campos vectoriales. Un elemento clave en la definición
de estructuras de Dirac en una variedad M , es el corchete de Courant [10], esto es,
una operación bilineal en el espacio de secciones de TM , la cual es usada para formular
una condición general de integrabilidad; ésta engloba las condiciones que una 2-forma
sea cerrada y que un bivector sea de Poisson. En este sentido, estas estructuras genera-
lizan dos enfoques en la mecánica Hamiltoniana: el enfoque covariante (las estructuras
simplécticas) y el enfoque contravariante (las estructuras de Poisson). Geométricamente,
una estructura de Dirac define una foliación singular pre-simpléctica en M [10], la cual
está dada por la foliación en variedades integrables de la distribución que se obtiene al
proyectar la estructura de Dirac en TM .

En ocasiones, los sistemas en mecánica clásica presentan ciertas simetŕıas. Esto es, un
grupo actuando por transformaciones canónicas en el espacio fase, el cual deja invariante
el Hamiltoniano de un sistema mecánico. Tal es el caso del cuerpo ŕıgido, donde el grupo
de simetŕıas, es dado por el grupo de movimientos Euclideanos en tres dimensiones.
Por otro lado, en [7] y [11], estudian la noción de simetŕıa para sistemas Hamiltonianos
impĺıcitos, los cuales son sistemas Hamiltonianos con respecto a una estructura de Dirac.
Esto motiva el estudio y desarrollo de estructuras geométricas (estructuras de Dirac o
estructuras de Poisson) con simetŕıas, las cuales generalizan propiamente la noción de
simetŕıas en estructuras simplécticas, de Poisson, y en sistemas Hamiltonianos.

El objetivo general del presente trabajo es desarrollar métodos geométricos para la
construcción de variedades de Dirac y Poisson con simetŕıas, es decir, cuya estructura
sea invariante con respecto a la acción de un grupo de Lie. Una herramienta fundamental
para construir tales estructuras, es el método clásico de promedios, el cual se define en
un G-espacio, siempre que el grupo de Lie G sea compacto y conexo. Desde el punto
de vista geométrico, la dificultad de estudiar la construcción de estructuras de Dirac y
Poisson, que son invariantes con respecto a la acción de un grupo dado, esta relacionada al
problema de promediar estructuras pre-simplécticas en foliaciones singulares. En general,
la prescencia de singularidades puede destruir la diferenciabilidad de las estructuras
promediadas, lo cual da pie a preguntarnos sobre condiciones de compatibilidad entre la
foliación singular pre-simpléctica y las órbitas de la acción del grupo. Vorobev y Vallejo
[9], desarrollaron un procedimiento, basado en el método de promedios, para construir
estructuras de Dirac y Poisson invariantes con respecto a una clase de acciones de grupos
de Lie compactos, que son compatibles con la estructura. En este trabajo, generalizamos
este enfoque usando un método de promedios introducido por Jotz, Ratiu y Śniatycky
[6, 12, 13] para acciones propias de grupos de Lie no necesariamente compactos. Por
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otra parte, también recuperamos las construcciones de Vorobev y Vallejo de estructuras
de Dirac canónicas, para acciones de grupos compactos y conexos en el contexto de
foliaciones de Poisson, aplicando el método de promedios a conexiones de Ehresmann-
Poisson con curvatura Hamiltoniana, (Caṕıtulo 3).

Nuestro enfoque y los resultados principales de esta tesis, se presentan a continuación.

1. Métodos de promedio para campos tensoriales con respecto a acciones de
grupos compacto y acciones propias.

Sea Φ: G×M →M la acción de un grupo de Lie compacto G en una variedad suave
M . El promedio de un campo tensorial F en M , es definido como

〈F 〉G =

∫
G

Φ∗gF dg,

donde dg es la medida de Haar normalizada en G. Para cada λ ∈ Hom(g,Ω1) definimos
el tensor

δG(λa) :=

∫
D

(∫ 1

0
Φ∗exp(ta)λa dt

)
exp∗ µ, (1)

donde µ = dg y a ∈ g. Podemos notar que la aplicación exponencial de un grupo de Lie
compacto es sobreyectivo, pero en general no es inyectivo. En la definición de δG, D es
un dominio en el álgebra de Lie que es isomorfo al grupo de Lie excepto un conjunto de
medida cero, llamado cut locus [14], por lo cual tiene sentido integrar sobre D. Definimos
el operador lG : T sr (M) → Hom(g, T sr (M)) como lG(F )a = LaF , y mostramos que el
operador de promedios satisface la siguiente propiedad.

〈·〉G = Id +
(
δG ◦ lG

)
.

Por otro lado, en trabajos de Jotz, Ratiu y Śniatycki [6, 12, 13] introdujeron un
método de promedios para acciones propias, el cual esta basado en el teorema del tubo
[15]. Éste nos permite definir un campo tensorial invariante con respecto a la acción del
grupo, en un abierto de la variedad, el cual está dado como sigue.

Suponemos que la acción de un grupo de Lie G en una variedad suave M es propia.
El teorema del tubo, define, para cada punto p ∈M , un difeomorfismo equivariante

τ : G×H B → U,

donde U es un abierto de la órbita de p, B es un espacio vectorial, H es el grupo de
isotropia de p y G×H B cierto producto torcido. Definimos el promedio G-invariante de
un campo tensorial F , en G×H B, como

FG([g, b]) := Φ∗g−1

(∫
H

Φ∗hF dh

)
([g, b]),

donde dh es la medida de Haar normalizada de H. Finalmente, para cada campo tensorial
T definido en el abierto U ,

τ∗
(
(τ∗T )G

)
,
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es un campo tensorial invariante en este abierto.

Cabe mencionar que la acción de un grupo de Lie compacto en una variedad suave,
es también propia. En el caso que el grupo de Lie sea compacto, el promedio para grupos
compactos y el promedio para acciónes propias en general no coinciden. Este punto se
hace evidente en el Ejemplo 4.2.5.

2. Construcción de estructuras de Dirac invariantes respecto a grupos com-
pactos. Condición de compatibilidad y transformaciones gauge.

En una variedad de Dirac (M,D), consideremos su foliación pre-simpléctica asociada
(S, ω). Decimos que la acción de un grupo de Lie compacto y conexo G en una variedad
suave M , es compatible [9] con D, si cada hoja pre-simpléctica S ∈ S satisface las
siguientes propiedades.

1. S es G-invariante.

2. Existe una aplicación R-lineal ρ ∈ Hom(g,Ω1(M)), tal que para todo a ∈ g

iaMωS = −i∗Sρa, (2)

donde i : S →M es la inclusión canónica.

Si la acción de un grupo de Lie compacto y conexo, es compatible con una estructura de
Dirac D en M , entonces existe una estructura de Dirac G-invariante D que se relaciona
con D por la transformación gauge

D = {(X,α+ iXdθ) | (X,α) ∈ D}

para cierta 1-forma θ en M que esta definida en terminos de la acción, el morfismo
ρ y el operador δG de la fórmula (1). Como aplicación de este hecho, se prueba lo
siguiente: Si (M,Π) es una variedad de Poisson con una acción compatible de un grupo
de Lie compacto y conexo. Entonces bajo ciertas hipotesis de no-degeneración, existe una
estructura de Poisson invariante Π en M , que se relaciona con Π por la transformación
de gauge

Π
]

= Π] ◦
(

Id + (dθ)[ ◦Π]
)−1

.

Ésta construcción la podemos representar mediante el siguiente diagrama.
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Para ilustración, mostramos que las estructuras de Poisson Π en R3 que son com-
patibles con la acción de S1 en R3, dada por rotaciones alrededor del eje coordenado
(0, 0, z), están caracterizadas por la ecuación α = iΠΩ, donde Ω es la forma de volumen
Euclideana en R3 y α es una 1-forma definida por

α = f(xdx+ ydy + Idz)

donde f ∈ C∞(R3) es una función que no se anula, e I es una integral primera del
generador infinitesimal de la acción.

3. Estructuras de Poisson invariantes alrededor de hojas simplécticas.

Sean (M,F) una variedad foliada, y G un grupo de Lie compacto y conexo actuando
en M , que preserva la foliación F . Sea Π una estructura de Poisson en M , y fijemos una
hoja simpléctica S de la estructura. Consideremos las siguientes propiedades:

1. Π es de F-acoplamiento [16] en M , esto es, el haz tangente a M admite la siguiente
descomposición

TM = Π]((TF)◦)⊕ TF .

2. Cada generador infinitesimal de la G-acción es de la forma

aM = Π]
0,2(µa)

para todo a ∈ g y un morfismo µ : g→ Ω1(M).

3. La foliación es transversal a la hoja simpléctica, esto es que

TSM = TS ⊕ TSF .

Si se cumplen las propiedades (1)− (3), mostramos que existen un entorno invariante N
de S, y una estructura de Poisson Π definida en N , que tiene a S como hoja simpléctica,
y que es invariante con respecto a la acción del grupo. Este resultado se puede usar en
el contexto semilocal del formas normales equivariantes para estructuras de Poisson [9],
[17].

4. Conexión de Hannay-Berry generalizada.

En esta parte se presenta un enfoque uniforme del método de promedios para cone-
xiones de Ehresmann en variedades foliadas. Ademas del interes teórico, los resultados
obtenidos aqui, pueden ser útiles en el estudio de formas normales para sistemas Hamil-
tonianos de tipo adiabático [18].

Una conexión de Ehresmann γ : TM → TM en una variedad foliada (M,F), es
caracterizada por las siguientes propiedades

γ ◦ γ = γ y γ(TM) = V,

donde V = TF . Cada conexión de Ehresmann tiene asociada una distribución horizontal
Hγ , que es complementaria a la distribución V. Denotamos por (M,F , P ) a una variedad
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foliada de Poisson, esto es, una variedad foliada equipada con un bivector de Poisson
P ∈ Γ(

∧2 V). Una connexion γ se dice de Poisson en (M,F , P ), si cada campo horizontal
proyectable es de Poisson con respecto a P . Se muestra que dada una conexión de
Ehresmann-Poisson γ en (M,F , P ), la conexión promediada 〈γ〉G es también de Poisson
y es llamada conexión de Hannay-Berry generalizada, en honor al trabajo de Marsden,
Ratiu y Montgomery [19].

Supongamos que la acción de un grupo de Lie G en una variedad foliada de Poisson
(M,F , P ), admite un operador de pre-momento en el sentido de Ginzburg [20], esto es
que existe µ : g→ Ω1(M), tal que

aM = Π](µa) y iP ](α)dµa = 0,

para todo a ∈ g y α ∈ Ω1(M). Se dice que el operador de momento µ satisface la
condición adiabatica (respecto a una conexión γ) si para toda a ∈ g〈

i(Id−γ)(X)µa

〉G
= 0 ∀ X ∈ Γpr(TM).

Si la G-acción es canonica con momentum map J, entonces la condición adiabática se
escribe como

〈d1,0Ja〉G = 0

y se recupera la condición adiabática para acciones Hamiltonianas en haces fibrados de
Poisson [19].

Tenemos la siguiente versión generalizada de la definición de conexiones de tipo
Hannay-Berry que satisfacen la condición adiabatica. Dada una conexión γ en (M,F , P ),
supongamos que existe una conexión γ̃ tal que

a) i(I−γ̃)(X)µa = 0, para todo X ∈ Γpr(TM).

b) Ξ(X) = P ]d(Q(X)), para todo X ∈ Γpr(TM), donde Ξ := γ − γ̃ y Q es una
1-forma horizontal.

c) 〈Q(X)〉G es una función de Casimir.

Entonces γ̃ es única. Más aún, una conexión γ̃ que satisface (a)-(c) existe si y sólo si
el operador de pre-momento µ se puede fijar tal que cumple la aśı llamada condición
adiabatica (respecto a γ). En este caso la conexión de Hannay-Berry generalizada es la
única conexión que satisface las condiciones (a)-(c).

Estamos interesados en el conjunto ConH(M,F , P ) de conexiones de Poisson γ en
(M,F , P ), tal que la curvatura Curvγ de γ satisface

Curvγ(X,Y ) = −P ]d(σ(X,Y )),

para todo X,Y ∈ Γpr(Hγ), y donde σ es una 2-forma horizontal llamada, forma Hamil-
toniana de curvatura. Mostraremos que el operador de promedios preserva el conjunto
ConH(M,F , P ), esto es que

γ ∈ ConH(M,F , P ) =⇒ 〈γ〉G ∈ ConH(M,F , P ),
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con forma Hamiltoniana de curvatura

σ̃ = σ − d1,0Q−
1

2
{Q ∧Q}P .

5. Estructuras de Dirac invariantes en variedades foliadas.

Aqúı, vamos a aplicar los resultados del item 4 para desarrollar más el método de
promedios para estructuras de Dirac [9] con propiedades definidas.

Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson. Cada conexión γ ∈ ConH(M,F , P )
con forma Hamiltoniana de curvatura σ, tiene asociada una distribución en el haz de
Pontryagin, dada por

Dγ,σ := {(X + P ](α), α− iXσ) | X ∈ Γ(Hγ), α ∈ Γ((Hγ)0)}.

Si suponemos que dγ1,0σ = 0, entonces Dγ,σ es una estructura de Dirac en M . La forma
Hamiltoniana de curvatura σ̃ asociada a la conexión promediada γ̄ := 〈γ〉G, satisface
que dγ̄1,0σ̃ = 0 y la estructura de Dirac asociada Dγ̄,σ̃ es G-invariante.

Sea Ck ≡ Ck(M,F , P, γ) el conjunto de k-formas γ-horizontales β tal que

β(X1, ..., Xk) ∈ Casim(M,P ),

para todo Xi ∈ X(M), con i = 1, .., k. Cada forma Hamiltoniana de curvatura es definida
salvo transformaciones de la forma

σ 7−→ σ + C

donde C ∈ C2. Dada una conexión de Ehresmann γ ∈ ConH(M,F , P ), podemos aso-
ciar al conjunto (M,F , P, γ), un complejo de cocadena llamado complejo de De-Rham-
Casimir [21] ( ∞⊕

k=0

Ck, d̄γ

)
,

donde el operador d̄γ : Ck → Ck+1, es la restricción del diferencial dγ1,0 al conjunto Ck.
El resultado principal es lo siguiente: se construye una familia de estructuras de

Dirac invariantes de la forma Dγ̄,σ̃+C donde C ∈ C2 es un 2-cociclo del complejo de
De-Rham-Casimir.

6. Estructuras de Dirac invariantes bajo acciones propias de grupos de Lie.

Sean G un grupo de Lie conexo actuando propiamente en una variedad suave M .
Sea p un punto fijo en M . Del teorema del tubo, tomemos el producto torcido G×H B,
donde H es el grupo de isotropia de p. Sea D una estructura de Dirac en G ×H B con
foliación pre-simpléctica (S, ωS). Decimos que la acción en G×H B es compatible con la
estructura de Dirac D, si para cada hoja pre-simpléctica (S, ωS) se cumple que

1. S es H-invariante.
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2. Existe una aplicación R-lineal ρ : h→ Ω1(G×H B), tal que para cada a ∈ h

iaG×HBωS = −i∗Sρa

donde iS : S → G×H B es la inclusión canónica.

Nuestra observación es: si la acción es compatible con D, entonces la estructura de Dirac
en G×H B

D
ωGS
[g,b] = {

(
X,−iXωGS ([g, b])

)
| X ∈ T[g,b]S}

asociada a la forma pre-simpléctica ωGS , es G-invariante.

El presente trabajo viene estructurado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2,
definimos el método de promedios para grupos de Lie compactos. En el Teorema 2.2.5,
construimos estructuras de Dirac que es invariante con respecto a una clase de acciones
de grupos de Lie compactos, que son compatibles con la estructura. En particular, en el
Teorema 2.2.7, vamos a presentar la construcción de estructuras de Poisson invariantes.
Como una aplicación, en el Teorema 2.3.2, daremos condiciones necesarias para construir
estructuras de Poisson invariantes alrededor de hojas simplécticas.

En el caṕıtulo 3, presentamos la noción de conexiones de Ehresmann en variedades
foliadas, asi como la construcción de conexiones de Ehresmann invariantes. En el Teo-
rema 3.3.4, se muestra que, bajo hipótesis adecuadas, una conexión de Ehresmann y su
promedio difieren por campos Hamiltonianos. En el Teorema 3.3.9 vamos a presentar una
caracterización de las conexiones de Hannay-Berry generalizadas. En el Teorema 3.4.3,
damos condiciones suficientes donde el operador de promedio preserve el conjunto de
conexiones de Ehresmann-Poisson con curvatura Hamiltonaiana. Luego, en el Teorema
3.5.4, construimos estructuras de Dirac invarantes en variedades foliadas. Más aún, en el
Teorema3.5.6, construimos una familina de estructuras de Dirac invariantes, que estan
parametrizadas por coćıclos del complejo de De-Rham-Casimir.

En el caṕıtulo 4, vamos a introducir ciertas propiedades de acciones propias de grupos
de Lie. En el Teorema 4.1.13 vamos a dar una prueba formal del teorema del tubo.
Propiedades del operador de promedios para acciónes propias de grupos de Lie, seran
presentadas en la Proposición 4.2.3. En el Ejemplo 4.2.5, presentaremos un contraejemplo
donde sea evidente que el promedio clásico y el promedio para acciones propias no
coiciden, cuando el grupo de Lie es compacto. Finalmente, en los Teoremas 4.3.2 y 4.3.4,
presentamos un procedimiento para construir estructuras de Dirac y Poisson, que son
invariantes bajo la acción propia de grupos de Lie (no necesariamente compactos), las
cuales están definidas en vecindades en la variedad.



Caṕıtulo 1

Estructuras de Dirac

Las estructuras de Dirac, introducidas en el año de 1988 por Courant y Weinstein,
generalizan dos enfoques en la mecánica Hamiltoniana, estructuras simplécticas y estruc-
turas de Poisson. Definimos una estructura de Dirac en una variedad como un subhaz
del haz de Pontryagin, que es Lagrangiano con respecto al pairing natural y cumple con
cierta condición de “integrabilidad”.

En la sección 1.1, introduciremos la noción de distribuciónes generalizadas en una
variedad suave, aśı como criterios de integración y foliaciones singulares asociadas a es-
tas. En la seccion 1.2, presentaremos el concepto de estructura de Dirac en un contexto
algebráico [5]. En base a ello, mostraremos que las estructuras de Dirac son álgebras
de Lie con el corchete de Courant. En la sección 1.3, presentaremos la definición de
estructuras de Dirac en variedades diferenciales. Además, mostraremos que existe una
correspondencia uno a uno entre estructuras Dirac y foliaciones pre-simplécticas [10].
Finalmente, en la sección 1.4, presentaremos las transformación de gauge de una estruc-
tura de Dirac, y daremos condiciones necesarias y suficientes donde la transformación
de gauge de una estructura de Dirac, pueda ser vista como la gráfica de una estructura
de Poisson.

1.1. Distribuciones generalizadas

En esta sección vamos a presentar la noción de distribuciones generalizadas en va-
riedades suaves. Vamos a dar algunos resultados importantes sobre integrabilidad de
distribuciones generalizadas y foliaciones singulares.

Sea M una variedad diferencial conexa y supongamos que todas las variedades y
aplicaciones entre variedades diferenciales son suaves.

Definición 1.1.1. Una distribución generalizada en M , es un conjunto ∆ ⊂ TM tal
que ∆p es un subespacio de TpM , para todo p ∈M .

En particular, podemos definir una función

p ∈M 7−→ ∆p ⊂ TpM.

El número dim(∆p) es llamado el rango de la distribución ∆ en el punto p ∈ M y es
denotado por rkp(∆).

11
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Decimos que un punto p ∈M es regular si existe un abierto U que contiene a p, tal
que el rango es constante en todo punto de U . Por otro lado, p ∈M es un punto singular
si para todo abierto U , existe q ∈ U tal que rkq(∆) 6= rkp(∆). Decimos que ∆ es una
distribución regular si todos los puntos en M son puntos regulares.

Ejemplo 1.1.2. Sean M = R2. Entonces

∆(x,y) :=

{
gen{ ∂∂x ,

∂
∂y} si x ≥ 0,

gen{ ∂∂y} si x < 0.

es una distribución generalizada. Podemo notar, que la distribución ∆(x,y) tiene dimen-
sión 2 en el conjunto {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0}, y dimensión 1 en el conjunto {(x, y) ∈
R2 | x < 0}. O

Definición 1.1.3. Se dice que una distribución generalizada ∆ en M es suave, si para
cada punto p ∈M existen un abierto U ⊂M que contiene a p y una familia de secciones
locales s1, ..., sk de ∆ en U , tal que para cada q ∈ U

∆q = gen{s1(q), ..., sk(q)}.

Ejemplo 1.1.4. Sean M = R2 Definamos la función

f(x) :=

{
exp

(
− 1
x2

)
si x > 0,

0 si x ≤ 0.

y consideremos los campos vectoriales

X1(x, y) :=
∂

∂x
y X2(x, y) := f(x)

∂

∂y
.

Entonces ∆(x,y) := gen{X1(x, y), X2(x, y)} es una distribución generalizada suave.

Figura 1.1: Grafica de la distribución del ejemplo 1.1.4

Notemos que esta distribución ∆ satisface que dim(∆(x,y)) = 2 en el conjunto
{(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0}, y dim(∆(x,y)) = 1 en el conjunto {(x, y) ∈ R2 | x < 0}. O
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Podemos dar una definición equivalente de suavidad de una distribución generalizada
de la siguiente manera.

Proposición 1.1.5. Una distribución generalizada ∆ en M es suave si y sólo si, para
cada punto p ∈M y cada v ∈ ∆p, existe alguna sección local s de ∆ tal que s(p) = v.

Demostración. Supongamos que ∆ es una distribución generalizada suave. Sea p ∈ M ,
entonces existen un abierto U que contiene a p y secciones locales s1, ..., sk en U tales
que para cada q ∈ U

∆q = gen{s1(q), ..., sk(q)}.

Lo cual implica que, para cada v ∈ ∆p, se tiene que v =
∑k

i=1 aisi(p), y entonces

s :=

k∑
i=1

aisi,

es una sección suave en U y satisface que s(p) = v.

Rećıprocamente, fijemos p ∈ M y escogemos una base B = {e1, ..., ek} de ∆p. Para
cada ei ∈ B existe una sección local suave si de ∆, tal que si(p) = ei, para cada
i = 1, ..., k. Tomemos el abierto U como la intersección de todos los dominios de sj para
j = 1, ..., k. Notemos que para cada q ∈ U , el conjunto {s1(q), ..., sk(q)} es linealmente
independiente, y todo vector v ∈ ∆q se puede escribir como

v =

k∑
i=1

aisi(q),

de esta forma ∆q = gen{s1(q), ..., sk(q)}.

Ejemplo 1.1.6. La distribución definida en el Ejemplo 1.1.2, no es suave. En efecto,
sean p = (0, 0) ∈ R2 y v = (1, 0) ∈ E(0,0). Supongamos que existe una sección suave

X := a(x, y) ∂
∂x + b(x, y) ∂∂y de ∆, con a, b ∈ C∞(Dom(X)), tal que X(p) = v. Entonces

tenemos que {
a(x, y) = 1,

b(x, y) = 0.

por lo cual, existe un abierto V ⊂ R2, con (0, 0) ∈ V , tal que a|V 6= 0. En particular si
definimos el dominio V(−) := V ∩ {x < 0}, se tiene que, para cada q ∈ V(−) el campo

evaluado X(q) = a(q) ∂
∂x + b(q) ∂∂y , cumple que a(q) 6= 0.

Por otro lado, para todo q ∈ V(−), se tiene que X(q) = c(q) ∂∂y y entonces a|V(−)
= 0.

Por tanto, ∆ no es suave. O

Definición 1.1.7. Sea ∆ una distribución generalizada suave en M . Se dice que ∆ es
finitamente generada sobre un abierto U ⊂ M , si existe un número finito de secciones
locales s1, ..., sk de ∆ tales que

∆p = gen{s1(p), ..., sk(p)},
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para todo p ∈ U . En este caso, se dice que s1, ..., sk generan a ∆ sobre U . Si además
U = M , se dice que ∆ es globalmente finitamente generada.

Observación 1.1.8. En el Apéndice A, se muestra que toda distribución generalizada
suave es globalmente finitamente generada. Más aún, existen a lo mas rk(TM)(dim(M)+
1) max(rk(∆)) secciones globales que generan a ∆ en cada punto de M .

1.1.1. Integrabilidad de distribuciones generalizadas

Sea M una variedad suave y denotemos por Xloc(M) el conjunto de campos vecto-
riales definidos en algún conjunto abierto de M . Para cada campo X, denotamos por
Dom(X) a su dominio de definición.

Para cada p ∈ Dom(X), sea Ip el intervalo máximo donde el campo X tiene solución
en el punto p y denotemos por DX

t = {p ∈ Dom(X) | t ∈ Ip}. Sea FltX : DX
t →M el flujo

del campo vectorial X, el cual es un difeomorfismo sobre su imagen.

Definición 1.1.9. Decimos que una distribución generalizada suave ∆ es integrable si
para cada p ∈ M , existe una subvariedad conexa inmersa iS : S ↪→ M , donde iS es la
inclusion de S en M y p ∈ S, que satisface la condición

TqS = ∆q, (1.1)

para todo q ∈ S. La subvariedad S es llamada subvariedad integral maximal de ∆ que
pasa por p.

Definición 1.1.10. Una distribución generalizada ∆ es involutiva si para todo X ∈
Γ(∆), se cumple que

(dp FltX)∆p = ∆FltX(p),

para todo p ∈ DX
t y para todo t ∈ R.

Definición 1.1.11. Una distribución generalizada ∆ es algebraicamente involutivo si
para todo X,Y ∈ Γ(∆), se cumple

[X,Y ](p) ∈ Γ(∆),

para todo p ∈ Dom(X) ∩Dom(Y ).

Si la distribución es regular, entonces las definiciones 1.1.10 y 1.1.11 coinciden.
Además, el siguiente teorema establece un criterio de integrabilidad para distribucio-
nes regulares.

Teorema 1.1.12 (Frobenius). Una distribución regular suave es integrable si y sólo si
es involutiva.

Demostración. La prueba de este resultado la podemos encontrar en [22, Teo. 8.2].
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Por otro lado, en caso singular, la distribución es algebraicamente involutivo si ésta
es involutiva. El siguiente ejemplo presenta una distribución que es alebraicamente in-
volutiva pero no es integrable.

Ejemplo 1.1.13. Consideremos los campos vectoriales en R2

X1(x, y) =
∂

∂x
y X2(x, y) = f(x)

∂

∂y
,

donde f ∈ C∞(R2) esta definida como

f(x) =

{
exp(− 1

x2 ) si x > 0,

0 si x ≤ 0.

La distribución suave ∆(x,y) = gen{X1(x, y), X2(x, y)} es algebraicamente involutivo
pero no es integrable. En efecto, supongamos que S es una subvariedad integral que
pasa por (0, y) ∈ R2, entonces existe un abierto V donde S esta definido. Sin embargo,
la intersección V− ∩S es de dimensión 1 y V+ ∩S es de dimensión 2, donde V− y V+ son
la parte negativa y positiva del abierto V , respectivamente. Por lo cual la distribución
generalizada ∆(x,y) no puede ser integrable. O

El siguiente teorema presenta un criterio de integrabilidad para distribuciones gene-
ralizadas.

Teorema 1.1.14 (Stefan-Sussmann). Sea ∆ una distribución generalizada suave. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ∆ es integrable.

2. Existe una familia de campos locales V ⊂ Xloc(M) con las siguientes propiedades.

V es definido en todas partes, es decir, para todo p ∈M existe X ∈ V tal que
p ∈ Dom(X).

∆ es generada por V.

∆ es V-invariante, es decir, para todo X ∈ V se cumple que

(dp FltX)∆p = ∆FltX(p),

para todo p ∈ DX
t y para todo t ∈ R.

Demostración. Supongamos que ∆ es integrable y definamos V := Γ(∆), notemos que
V es definida en todas partes. Como ∆ es suave, es decir, para toda p ∈ M y v ∈ ∆p

existe X ∈ Γ(∆) tal que p ∈ Dom(X) y Xp = v, entonces ∆p = gen{Xp | X ∈ Γ(∆)}, lo
cual implica que ∆ es generada por Γ(∆).

Finalmente, mostremos que ∆ es V-invariante. Fijemos un campo X ∈ Γ(∆), un
punto p0 ∈ Dom(X) y una subvariedad integral i : S → M en p0. Entonces para todo
p ∈ S se tiene que

dpi(TmS) = ∆i(p). (1.2)
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Entonces existe un campo vectorial X̄ ∈ Xloc(S), con Dom(X) = M tal que los
siguientes diagramas conmutan

M
X // TM

S

i

OO

X̄
// TS

di

OO M
FltX //M

S

i

OO

Flt
X̄

// S

i

OO

es decir
X ◦ i = di ◦ X̄, (1.3)

FltX ◦i = i ◦ FltX̄ . (1.4)

Por lo tanto, usando las ecuaciones (1.2), (1.4) y la regla de la cadena, se tiene que

(di(p) FltX)∆i(p) = di(p) FltX(dpi(TpS)) = dp(FltX ◦i)(TpS),

= dp(i ◦ FltX̄)(TpS) = dFlt
X̄

(p)i(dp FltX̄(TpS)),

= dFlt
X̄

(p)i(TFlt
X̄

(p)S) = ∆i◦Flt
X̄

(p) = ∆FltX ◦i(p),

para todo p ∈ S.

Reciprocamente, supongamos que existe V ⊂ Γ(∆) que satisface las hipótesis del
teorema. Fijemos p0 ∈ M , mostremos que existe una variedad integral S que pasa por
p0. Fijemos una base v1, ..., vr ∈ ∆p0 , con r = dim(∆p0),

Como ∆ es generado por V, existen X1, ..., Xr ∈ V tal que X1(p0) = v1, ..., Xr(p0) =
vr y cuyos dominios es Dom(X1), ...,Dom(Xr) = V . Podemos definir una aplicación

t := (t1, ..., tr) 7−→ f(t) := Flt1X1
◦ · · ·FltrXr(p0) ∈M.

Por el teorema de “Flow Box” [23, Teo. 2.1.8] existe una bola B ∈ Dom(X) de radio

δ > 0 tal que FltX es C∞ y el Jacobiano
DFltX
Dt (p0) tiene rango igual a

DFltX
Dt

(p0)

∣∣∣∣
t=0

= r.

Entonces por el teorema del rango constante, f es una inmersión y localmente f(B) es
una subvariedad encaje en M .

Definimos S := f(B). El espacio tangente a S es

Tf(t)S = gen

{
df

dt1
(t), ...,

df

dtr
(t)

}
,

y para cada i = 1, ..., r se tiene que df
dti
∈ Ef(t).

Finalmente, ∆f(t) = ∆p. En efecto, si definimos

Zi := (Fl−t1X1
)∗ ◦ · · · ◦ (Fl

−ti−1

Xi−1
)∗
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para cada i = 1, ..., r, entonces f(t) es una curva integral de Zi. Entonces para todo
i = 1, ..., r

f(t) = Flti
Zi

(f(t1, ..., ti−1, 0, ti+1, ..., tr)).

Si i = 1, entonces f(t) = Flt1
Z1(f(0, t2, ..., tr)) y aśı

dim(∆f(t)) = dim(∆f(0,t2,...,tr)).

Inductivametne tenemos

dim(∆f(t)) = dim(∆f(0,t2,...,tr)) = · · · = dim(∆f(0,...,0)) = dim(∆p).

1.1.2. Foliaciones generalizadas

La unión de todas las subvariedades integrales de una distribución generalizada invo-
lutiva ∆, en una variedad suave M , forma una partición de la variedad en subvariedades
que localmente, lucen como rebanadas en una carta coordenada de la variedad.

Definición 1.1.15 (Foliación generalizada). Sea M una variedad suave de dimensión
m. Una foliación generalizada (singular) es una partición ajena de la variedad

M =
⋃
α∈Λ

Aα,

por subconjuntos conexos {Aα}α∈Λ en M , tal que, para cada p ∈ M existe una carta
ϕ : U → W con W ⊂ Rm y p ∈ U , que satisface la siguiente propiedad: Para cada
Aα existe un número k ≤ m, no necesariamente constante, y un conjunto numerable
Σα ⊂ Rm−k tal que

ϕ(Aα ∩ U) = {(x1, ..., xm) ∈ ϕ(U) | (x1, ..., xm) ∈ Σα}.

Cada Aα ⊂ M es llamada hoja de foliación, los elementos de ϕ(Aα ∩ U) son llamados
slices y k es la dimensión de Aα.

Si el número k es constante, entonces la foliación es llamada foliación regular. Además,
cada hoja de foliación es una subvariedad inicial.

Ejemplo 1.1.16. 1. La colección de todos los subespacios de Rn, paralelos a Rk, es
una foliación regular de dimensión k en Rn.

2. El conjunto de todas las esferas en Rn centradas en
−→
0 , junto con el

−→
0 , es una

foliación generalizada de Rn. Las esferas son hojas de dimensión n− 1 y el origen
es una hoja de dimensión 0.

3. Si M y N son variedades suaves conexas, el conjunto de subespacios de la forma
{q} × N con q ∈ M , es una foliación de M × N , cuyas hojas son difeomorfas a
N . Por ejemplo, la colección de todos los circulos de la forma S1 × {q} ∈ T2, para
cada q ∈ S1, es una foliación del toro T2.
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4. En R3. Sea S1
r el circulo en el plano xy de radio r. El conjunto {S1

r ×R}r>0, junto
con el eje z, forma una foliación en R3. Los cilindros S1

r×R son hojas de dimensión
2 y el eje z es una hoja de dimensión 1.

O

Para mostrar que cada distribución generalizada que es integrable, tiene asociada
una foliación generalizada, es necesario presentar el siguiente lema.

Lema 1.1.17. Supongamos que ∆ es una distribución generalizada integrable en M .
Sea {Sα}α∈Σ la colección de subvariedades integrales conexas de ∆ con un punto en
comun. Entonces

⋃
α Sα tiene una única estructura de variedad diferencial que la hace

una subvariedad integral conexa de ∆, en la cual Sα es una subvariedad abierta.

Proposición 1.1.18. Sea ∆ una distribución generalizada integrable en una variedad
suave M . El conjunto de todas las subvariedades integrales maximales de ∆ definen una
foliación generalizada en M .

Demostración. Para cada p ∈ M , definimos Ap la unión de todas las subvariedades
integrales conexas de ∆ que contienen a p. Por el Lemma 1.1.17, Ap es una subvariedad
integral conexa de ∆ que contiene a p, la cual es maximal. Si dos subvariedades Ap y
Aq se intersectan, entonces la union es una subvariedad integral que contiene a p y q, y
como estas son maximales se tiene que Ap = Aq. Lo cual implica que las subvariedades
Ap son ajenas o iguales.

Si (U,ϕ) es una carta coordenada de ∆, entonces Ap∪U es unión numerable de slices
(Estructura local de variedades integrales [24, Proposición 19.12]). Para cada slice S, si
Ap∩S no es vacio o todo S entocnes Ap∪S es una subvariedad integral conexa contenida
en Ap, lo cual contradice que Ap es maxima. Por lo tanto Ap ∩U es la union numerable
de slices, por lo cual la colección {Ap | p ∈M} es una foliación generalizada en M .

1.2. Estructuras de Dirac sobre complejos

En esta sección daremos la definición de estructura de Dirac en el contexto de com-
plejos diferenciales sobre álgebras de Lie. Ademas, mostraremos que una estructura de
Dirac forma un álgebra de Lie con respecto al corchete de Courant.

Se dice que un espacio vectorial Z-graduado es un espacio vectorial V , el cual se
puede descomponer como la suma directa

V =
⊕
k∈Z

Vk,

donde cada Vk es un espacio vectorial. Por otro lado, un operador lineal entre dos espacio
vectoriales Z-graduados f : V →W se dice ser un operador lineal graduado si

f(Vk) ⊂Wk+l,

para todo l ∈ Z. En este caso, se dice que f es de grado l.
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Definición 1.2.1. Un complejo diferencial es un par (Ω,d) donde

Ω =
⊕
k∈Z

Ωk,

es un R-espacio vectorial Z-graduado y d: Ω → Ω es un operador lineal de grado 1 tal
que

d2 = 0.

Definición 1.2.2. Sea (A, [·, ·]) un R-álgebra de Lie. Decimos que un complejo diferen-
cial (Ω, d) es un complejo sobre el álgebra (A, [·, ·]) o A-complejo si existe un morfismo
i : A× Ω→ Ω tal que, para cada a ∈ A el operador

ia : Ω −→ Ω

ia(η) 7−→ i(a, η)

es lineal, de grado −1 y satisface

1. iaib + ibia = 0.

2. i[a,b] = [dia + iad, ib].

El operador i : A× Ω→ Ω nos permite definir un pairing entre Ω1 y A como

〈·, ·〉 : Ω1 ×A −→ A,

(η, a) 7−→ iaη.

En general, si ω ∈ Ωk entonces para todo a1, ..., ak ∈ A se define

ω(a1, ..., ak) = iak · · · ia1ω.

Definición 1.2.3. Sea (Ω,d) un A-complejo. Para cada a ∈ A definimos la derivada de
Lie a lo largo de a, como el endomorfismo de Ω de grado cero

La := dia + iad.

Este operador se puede extender al álgebra A definiendo

Lab := [a, b],

para todo b ∈ A.

Proposición 1.2.4. Para todo a, b ∈ A y η ∈ Ω1, el operador derivada de Lie, satisface
las siguientes propiedades:

1. [d, La] = 0.

2. [La, Lb] = L[a,b].
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3. 〈Laη, b〉+ 〈η, Lab〉 = La 〈η, b〉.

Demostración. Sean a, b ∈ A y η ∈ Ω1.

1. De la identidad de Jacobi para el corchete de endomorfismos se tiene que

[La,d] = [[ia,d],d] = [ia, [d,d]] + [d, [ia, d]] = [−La,d]

lo cual sucede si y sólo si [La, d] = 0.

2. Por la identidad de Jacobi, el inciso 1 y la identidad [La, ib] = i[a,b], se tiene que

[La, Lb] = [La, [ib,d]] = [[La, ib], d] + [ib, [La,d]] = [i[a,b], d] = L[a,b].

3. Tenemos la siguiente serie de igualdades

〈Laη, b〉+ 〈η, Lab〉 = iaη + i[a,b]η,

= ibdiaη + ibiadη + [dia + iad, ib]η,

= ibdiaη + ibiadη + diaibη + iadibη

−ibdiaη − ibia,dη

= iadibη + diaibη + diaibη = Laibη = La 〈η, b〉 .

Sea (Ω, d) un A-complejo. Podemos definir una forma bilineal simétrica canónica en
A× Ω1 como

� ·, · � : A⊕ Ω1 ×A⊕ Ω1 −→ A,

(a1 ⊕ η1, a2 ⊕ η2) 7−→ 〈η1, a2〉+ 〈η2, a1〉 .

Entonces, para cualquier subespacio L ⊂ A⊕ Ω1 podemos definir el complemento orto-
gonal con respecto a � ·, · � como

L⊥ := {a⊕ η ∈ A⊕ Ω1 | � a⊕ η, a′ ⊕ η′ �= 0, para todo a′ ⊕ η′ ∈ A⊕ Ω1}.

Definición 1.2.5 (Estructura de Dirac). Sea (Ω, d) un complejo sobre (A, [·, ·]).

1. Un subespacio L ⊂ A⊕ Ω1 se llama estructura casi-Dirac si L = L⊥, en este caso
L es llamado subespacio isotropico maximal o Lagrangiano.

2. Una estructura de Dirac, es una estructura casi-Dirac que satisface la siguiente
condición

〈La1η2, a3〉+ 〈La2η3, a1〉+ 〈La3η1, a2〉 = 0, (1.5)

o equivalentemente

ia3La1η2 + ia1La2η3 + ia2La3η1 = 0,

La ecuación (1.5) es llamada condición de integrabilidad.
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Definición 1.2.6. Dados a1 ⊕ η1, a2 ⊕ η2 ∈ A⊕ Ω1 definimos el corchete

Ja1 ⊕ η1, a2 ⊕ η2K := [a1, a2]⊕ (La1η2 − La2η1 + dia2η1). (1.6)

llamado corchete de Courant.

Notemos que el corchete de Courant J·, ·K es R-bilineal, pero en general no es anti-
simétrico.

El corchete de Courant nos permite formular el siguiente criterio de integrabilidad
para las estructuras casi-Dirac.

Lema 1.2.7. Una estructura casi-Dirac L ⊂ A⊕ Ω1 es Dirac si y sólo si JL,LK ⊂ L.

Demostración. Sean li = ai⊕ ηi con i = 1, 2 y l = a⊕ η elementos en L. Mostremos que
� Jl1, l2K, l �= 0, en efecto, como L es una estructura casi-Dirac tenemos que L = L⊥
lo cual implica que 〈l, li〉 = 0 y entonces iaiη = −iaηi. Luego

� Jl1, l2K, l� = � Ja1 ⊕ η1, a2 ⊕ η2K, a⊕ η �,

= � [a1, a2]⊕ (ia1dη2 − ia2dη1 + d 〈η2, a1〉), a⊕ η �,

= 〈ia1dη2 − ia2dη1 + d 〈η2, a1〉 , a〉+ 〈η, [a1, a2]〉 ,

= 〈La1η2, a〉 − 〈ia2dη1, a〉+ La1ia2η − ia2La1η,

= iaLa1η2 + ia2iadη1 + ia1dia2η + ia1ia2dη + ia2diaη1,

= 〈La1η2, a〉+ 〈Laη1, a2〉+ 〈La2η, a1〉 .

Por lo tanto, si L es Dirac entonces por la condición de integrabilidad se tiene

� Jl1, l2K, l�= 〈La1η2, a〉+ 〈Laη1, a2〉+ 〈La2η, a1〉 = 0,

de donde se sigue que Jl1, l2K ∈ L⊥ y entonces Jl1, l2K ∈ L.

Por otro lado, si suponemos que JL,LK ⊂ L entonces � Jl1, l2K, l �= 0, lo cual
implica que se cumple la condición de integrabilidad

〈La1η2, a〉+ 〈Laη1, a2〉+ 〈La2η, a1〉 = 0,

por lo tanto L es una estructura de Dirac.

Queremos probar que el corchete de Courant define una estructura de álgebra de
Lie a una estructura de Dirac. Para poder mostrar esto, es necesario introducir una
deformación del corchete de Courant que hace de este antisimétrico. Dados l1, l2 ∈ A⊕Ω1,
definimos el corchete de Courant deformado como

Jl1, l2KD = Jl1, l2K− 0⊕ 1

2
d� l1, l2 � .
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Notemos que en una L estructura de Dirac, el corchete de Courant deformado y el
corchete de Courant coinciden. Más aún, el corchete de Courant deformado satisface que

S
(1,2,3)

J Jl1, l2KD, l3 KD =
1

4
S

(1,2,3)
J Jl1, l2K, l3 K, (1.7)

para todo li ∈ A⊕ Ω1 con i = 1, 2, 3.

Teorema 1.2.8. La restricción de J·, ·K a una estructura de Dirac L es un corchete de
Lie en L. Es decir, (L, J·, ·K) es un álgebra de Lie.

Demostración. Sean li = ai ⊕ ηi ∈ L con i = 1, 2, 3. Mostremos primero que el corchete
de Courant es bilineal.

Jl1 + l2, l3K = Ja1 + a2 ⊕ η1 + η2, a3 ⊕ η3K,

= [a1 + a2, a3]⊕ (ia1+a2dη3 − ia3d(η1 + η2) + d 〈η3, a1 + a2〉),

= [a1, a3] + [a2, a3]⊕ (ia1dη3 + ia2dη3 − ia3dη1 − ia3dη2

+d 〈η3, a1〉+ d 〈η3, a2〉),

= [a1, a3]⊕ (ia1dη3 − ia3η1 + d 〈η3, a1〉)

+[a2, a3]⊕ (ia2dη3 − ia3dη2 + d 〈η3, a3〉),

= Ja1 ⊕ η1, a3 ⊕ η3K + Ja2 ⊕ η2, a3 ⊕ η3K,

= Jl1, l3K + Jl2, l3K.

Ahora mostremos que el cochete de Courant en L es antisimétrico.

Jl1, l2K + Jl2, l1K = [a1, a2]⊕ (ia1η2 − ia2η1) + d 〈η2, a1〉

+[a2, a1]⊕ (ia2η1 − ia1η2 + d 〈η1, a2〉),

= [a1, a2] + [a2, a1]⊕ (ia1η2 − ia2η1 + dia1η2

+ia2η1 − ia1η2 + dia2η1),

= 0⊕ (dia1η2 + dia2η1) = 0⊕ 0.

Finalmente, mostremos que el corchete de Courant en L satisface la identidad de
Jacobi. Usando la ecuación (1.7) y el hecho que el corchete de Courant deformado y el
corchete de Courant coinciden en L, se tiene que

S
(1,2,3)

J Jl1, l2K, l3 K =
1

4
S

(1,2,3)
J Jl1, l2K, l3 K,

para todo l1, l2, l3 ∈ L. Lo cual implica que

S
(1,2,3)

J Jl1, l2K, l3 K = 0.
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1.3. Estructuras de Dirac en variedades diferenciables

En esta sección daremos el concepto de estructuras de Dirac en variedades diferen-
ciables, usando los resultados presentados en la Sección 1.2.

SeaM una variedad suave de dimensiónm, y sea A = X(M) el algebra de campos vec-
toriales en M , equipado con el corchete de campos usual. Consideremos Ω =

⊕
Ωk(M)

el complejo de formas diferenciales sobre el algebra de Lie (X(M), [·, ·]), equipado con la
diferencial exterior d.

Denotamos por TM := TM⊕T ∗M al haz de Pontryagin y definimos la forma bilineal
simétrica canonica en TM como

� ·, · � : TM × TM −→ R,

((X1, α1), (X2, α2)) 7−→ 〈α1, X2〉+ 〈α2, X1〉 .

Dados X1, X2 ∈ Γ(TM) y α1, α2 ∈ Γ(T ∗M), el corchete de Courant (1.6) se ve como

J(X1, α1), (X2, α2)K := ([X1, X2], (LX1α2 − LX2α1 + diX2α1)) . (1.8)

De la Definición 1.2.5 y del Lema 1.2.7, daremos la noción de estructuras de Dirac
para variedades diferenciales suaves.

Definición 1.3.1. Una estructura de Dirac en M es una distribución suave D en el haz
de Pontryagin TM , que satisface:

1. D es isotropico maximal, es decir, D⊥m = Dm para todo m ∈M .

2. Γ(D) es cerrado con respecto al corchete de Courant.

Ejemplo 1.3.2. En R3, consideremos el álgebra de Lie (X(R3), [·, ·]) de campos vec-
toriales en R3 con el corchete de campos vectoriales usual. Entonces el subespacio
D ⊂ X(M)⊕ Ω1(M) definido por

D := gen

{(
∂

∂y
, zdx

)
,

(
∂

∂x
,−zdy

)
, (0, dz)

}
,

define una estructura de Dirac. O

Ejemplo 1.3.3 (Variedades pre-simplécticas). Sea (M,ω) variedad pre-simpléctica, es
decir ω es una 2-forma cerrada, dω = 0. Entonces la distribución

Dω := Graf(−ω[) = {(X,−iXω) | X ∈ X(M)},

es una estructura de Dirac en M . O

Ejemplo 1.3.4 (Variedad de Poisson). Sea (M,Π) una variedad de Poisson. Definimos
el morfismo Π] : T ∗M → TM como Π](α) :=< β,Π]α >= Π(α, β) para todo β. Entonces
la distribución

DΠ := Graf(Π]) = {(Π]α, α) | α ∈ Ω1(M)},

es una estructura de Dirac en M . O
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La siguiente proposición nos presenta un criterio para que una estructura de Dirac
sea la gráfica de un bivector de Poisson.

Proposición 1.3.5. Sea M una variedad, y sea D ⊂ TM una estructura de Dirac en M .
Entonces existe un bivector de Poisson Π tal que DΠ si y sólo si D∩ (TM ⊕{0}) = {0}.

Demostración. Suponemos que D ∩ (TM ⊕ {0}) = {0}. Definamos un 2-tensor Π en M
como

Π](α) = X,

si (X,α) ∈ Γ(D) y notemos que esta bien definido pues D es una estructura de Dirac.

Veamos que para todo α ∈ Γ(T ∗M), existe un vector Y tal que (Y, α) ∈ Γ(D). Sea
pr2 : TM → T ∗M la proyección canónica de haz de Pontryagin al cotangente. Como
rk(D) = dim(M), entonces pr2 es sobreyectiva. Ahora, notemos que ker(pr2) = D ∩
(TM ⊕ {0}) = {0}. Entonces, por el 1◦-teorema de isomorfismos se tiene que

D/ ker(pr2) ≡ D ∼= T ∗M

por lo cual, para toda sección α ∈ Γ(T ∗M) existe un campo Y ∈ Γ(TM) tal que
(Y, α) ∈ Γ(D).

Ahora mostremos que Π es de clase C∞-lineal: Sean α, β ∈ Γ(T ∗M) y f ∈ C∞(M),
entonces

Π(fα, β) =
〈
β,Π](fα)

〉
= 〈β, fX〉 = f

〈
β,Π](α)

〉
= fΠ(α, β).

Veamos que Π es antisimétrica: Sean α, β ∈ Γ(T ∗M), entonces

Π(β, α) =
〈
α,Π](β)

〉
= iΠ](β)α = −iΠ](α)(β) = −Π(α, β).

Finalmente veamos que Π es de Poisson: Usando el corchete de Schouten tenemos la
siguiente formula

1

2
[Π,Π](α1, α2α3) = − S

(1,2,3)
iΠ](α3)LΠ](α1)α2.

Usando la condición de integrabilidad de la estructura de Dirac D se tiene que

S
(1,2,3)

iΠ](α3)LΠ](α1)α2 = 0.

Por lo tanto [Π,Π] = 0, lo cual implica que Π es un bivector de Poisson.

Por otro lado, suponemos que existe un bivector de Poisson Π en M y consideremos
su estructura de Dirac asociada DΠ. Si α ∈ Γ(T ∗M) es tal que α = 0 entonces Π](α) = 0,
por lo tanto D ∩ (TM ⊕ {0}) = {0}.

Proposición 1.3.6. Sea D ⊂ TM un estructura de Dirac y sea pr1 : TM → TM
la proyección en la primera coordenada, entonces la triada (D → M,pr1, J·, ·K) es un
algebroide de Lie.
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Demostración. Por el Teorema 1.2.8 se tiene que (D, J·, ·K) es un álgebra de Lie, basta
probar que se cumple la regla de Leibniz. Sean li = Xi ⊕ αi ∈ Γ(D) con i = 1, 2 y sea
f ∈ C∞(M), entonces tenemos

Jl1, f l2K = J(X1, α1), (fX2, fα2)K,

= ([X1, fX2], (iX1d(fα2)− ifX2dα1 + d(iX1fα2))) ,

= (LX1fX2 + f [X1, X2], (iX1dfα2 + fiX1dα2

−fiX2dα1 + dfiX1α2 + fdiX1α2)) ,

= (LX1fX2 + f [X1, X2], (f(iX1dα2 − iX2dα1 + diX1α2)

+iX1dfα2 + dfiX1α2)) ,

= (LX1fX2 + f [X1, X2], (f(iX1dα2 − iX2dα1 + diX1α2) + LX1fα2)) ,

= (LX1fX2, LX1fα2) + f(J(X1, α1), (X2, α2)K).

Por lo tanto (D →M, pr1, J·, ·K) es un algebroide de Lie.

Puesto que (D →M,pr1, J·, ·K) es un algebroide de Lie, es posible definir una distri-
bución caracteŕıstica en TM como

D := Im(pr1) = pr1(D). (1.9)

Esta distribución es integrable y por lo tanto existe una foliación singular S en M tal
que, para cada p ∈M

Dp = TpS,

para algun hoja S ∈ S.

Teorema 1.3.7. Sea D ⊂ TM una estructura de Dirac en M . Entonces, existe una
forma pre-simpléctica, definida por hojas de S

ωp(Xp, Yp) = −αp(Yp), (1.10)

donde p ∈ S, Xp, Yp ∈ TpS y (Xp, αp), (Yp, βp) ∈ Dp

Demostración. Veamos que ωp es bien definida. Fijemos Xp ∈ TpS, supongamos que
(Xp, αp), (Xp, α

′
p) ∈ Dp con αp 6= α′p. Entonces tenemos que

(0, α′p − αp) ∈ Dp,

por isotropia se tiene que � (0, α′p−αp), (Yp, βp)�= 0 para todo Yp ∈ TpS y (Yp, βp) ∈
Dp, entonces

(α′p − αp)(Yp) = 0,

por lo tanto αp(Yp) = α′p(Yp).
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Ahora, mostremos que ωp es antisimétrica. Sean (Xp, αp), (Yp, βp) ∈ Dp, por defini-
ción ωp(Xp, Yp) = −αp(Yp), entonces como D es isotrópico maximal

ωp(Yp, Xp) = −βp(Yp) = αp(Yp) = −ωp(Xp, Yp),

por lo tanto ωp esta bien definido.

Finalmente, mostremos que ωp es cerrada. Sean (X,α), (Y, β), (Z, γ) ∈ Γ(D) con
Xp, Yp, Zp ∈ TpS, denotemos por ωS a la forma pre-simpléctica en la hoja S. Entonces
usando la formula de Koszul tenemos que

dSωS(X,Y, Z) = − S
(X,Y,Z)

iY LXiZωS ,

en efecto

dSωS(X,Y, Z) = LXωS(Y,Z)− LY ωS(X,Z) + LZωS(X,Y ),

−ωS([X,Y ], Z) + ωS([X,Z], Y )− ωS([Y, Z], X),

= −LX(iZωS(Y ))− LY (iXωS(Z))− LZ(iY ωS(X)),

+iZωS([X,Y ]) + iY ωS([Z,X]) + iXωS([Y, Z]),

= −iY LXiZωS − iZLY iXωS − iXLZiY ωS .

Como ωp(Zp, ·) = −γp(·) para todo p ∈ S entonces iZωS = −γ, similarmente ob-
tenemos las ecuaciones iXωS = −α y iY ωS = −β. Por lo tanto por la condición de
integrabilidad se tiene que

dSωS(X,Y, Z) = iY LXγ + iZLY α+ iXLZβ = 0.

Lo cual implica que ωS es cerrado y entonces ωS es una forma pre-simpléctica definida
en S.

Dada una estructura de Dirac D en una variedad suave M . La foliación S definida por
la integrabilidad de la distribucion (1.9), equipada con la forma presimpléctica (1.10),
es llamada foliación presimpléctica asociada a la estructura de Dirac D.

En el caso que DΠ sea la estructura de Dirac asociada a una variedad de Poisson
(M,Π). Entonces el siguiente resultado muestra que la forma pre-simpléctica (1.10), es
no-degenerada y entonces la foliación asociada a DΠ, es una foliación simpléctica. Este
resultado es bien conocido en la teoria de variedades de Poisson, sin embargo aqúı lo
probaremos en el contexto de estructuras de Dirac.

Corolario 1.3.8. Cada estructura de Poisson en una variedad M , induce una foliación
singular simpléctica (S, ωS).

Demostración. Sea (M,Π) una variedad de Poisson y tomemos la estructura de Dirac

D =
{(

Π](α), α
)
∈ TM | α ∈ T ∗M

}
,
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y consideremos la foliación singular S definida por la distribución caracteristica Im(Π])

Entonces por el Teorema 1.3.7, existe ωS una forma pre-simpléctica definida en S ∈ S,
por lo cual basta ver que ker(ωp) = {0}.

Consideremos ker(ωp) = {Xp ∈ Tp | (Xp, 0) ∈ Dp}, notemos que (Xp, 0) ∈ Dp si
y sólo si iXωp = 0 lo cual es equivalente a tener que −αp = 0. Si αp = 0 entonces

Π]
p(αp) = 0, lo cual implica que ker(ωp) = {0}.

Definición 1.3.9. Una 2-forma ω definida por hojas de una foliación S tal que ωS
es no-degenerada para cada hoja S ∈ S, se llama diferenciable si para cada 1-forma
α ∈ Ω1(M) el campo Vα : M → TM definido como

iVαωS = −i∗Sα,

es suave, donde iS : S →M es la inclusión de S en M .

Es posible dar otra definición de diferenciabilidad de una 2-forma definida por hojas
de una foliación de la siguiente manera.

Definición 1.3.10. Sea (S, ωS) una foliación pre-simpléctica y consideremos la distri-
bución

DωS
p = {(Xp, αp) ∈ TpM | Xp ∈ TpS y αp|TpS = −iXpωp}, (1.11)

para p ∈ S ∈ S. Decimos que ωS es suave, si DωS
p ⊂ TpM es una distribución suave.

Lema 1.3.11. dim(DωS
p ) = dim(M).

Demostración. Consideremos la descomposición

TpM = TpS ⊕ Vp,

y tomar una base {Y1, ..., Ys} de TpS con su base dual {α1, ..., αs} de T ∗pS tal que αi ∈
(Vp)0. Tomemos un conjunto {β1, ..., βm−s} ⊂ T ∗pM tal que sea base de (TpS)0, entonces

{(Y1, α
1), ..., (Ys, α

s), (0, β1), ..., (0, βm−s)},

es una base de DωS
p .

La condición de suavidad nos permite definir estructuras de Dirac a partir de folia-
ciones pre-simplécticas como sigue.

Teorema 1.3.12. Para cada foliación pre-simpléctica (S, ωS) en M con ωS suave, la
distribución DωS definida en (1.11), es una estructura de Dirac.

Demostración. Mostremos que DωS es isotrópico maximal. Sean (X,α), (Y, β) ∈ DωS ,
entonces tenemos que

� (X,α), (Y, β)� = β(X) + α(X) = −(iyωS)(X)− (iXωS)(Y ),

= −ωS(Y,X)− ωS(X,Y ) = 0.
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La condición de integrabilidad se cumple puesto que dSωS = 0. De igual manera que
en la demostración del Teorema 1.3.7, se tiene que

dSωS(X1, X2, X3) = S
(1,2,3)

iX2LX1α3 = 0,

para todo (X1, α1), (X2, α2), (X3, α3) ∈ DωS .

Corolario 1.3.13. Cada foliación simpléctica (S, ωS) con ωS suave, induce una estruc-
tura de Poisson en la variedad.

Demostración. Como (S, ωS) es una foliación pre-simpléctica, entonces podemos consi-
derar la distribución suave

DωS
p = {(Xp, αp) ∈ TpM | Xp ∈ TpS y αp|TpS = −iXpωp},

por el Teorema 1.3.12, se tiene que DωS
p es una estructura de Dirac en M .

Para cada p ∈M se tiene que

DωS
p ∩ (TpM ⊕ {0}) = {Xp ∈ TpS | iXpωp = 0} ⊕ {0}

= ker(ωp)⊕ {0}.

Ahora, ωp es simplectico por lo cual ker(ωp) = {0}, esto implica que DωS
p ∩(TpM⊕{0}) =

{0} y entonces por la Proposición 1.3.5 tenemos que DωS
p es la gráfica de una estructura

de Poisson.

1.4. Transformaciones de gauge

Sea D una estructura de Dirac en M y (S, ωS) su foliación simpléctica asociada.
Dada una 2-forma cerrada B, es posible modificar la forma pre-simpléctica ωS de la
siguiente manera.

En cada hoja pre-simpléctica S ∈ S, definimos una nueva estructura pre-simpléctica
como

ωS − i∗SB,

donde iS : S → M es la inclusión de S en M . Notemos que d(ωS − i∗SB) = d(ωS) −
i∗Sd(B) = 0, por lo cual ωS − i∗SB es una 2-forma cerrada definida en S.

Definición 1.4.1. Sea B ∈ Ω2
cl una 2-forma cerrada y sea D una estructura de Dirac

en M . Definimos la transformación de gauge de D por

τB(D) = {(X,α− iXB) | (X,α) ∈ D}.

Lema 1.4.2. La transformación τB : Γ(TM)→ Γ(TM) es inyectiva

Demostración. Sea (X,α) ∈ TM tal que (X,α) ∈ ker(τB), entonces (X,α − iXB) =
(0, 0), lo cual implica que X = 0 y iXB = 0, entonces α = 0 y por tanto τB es inyectivo.
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Teorema 1.4.3. La transformación de gauge τB(D) de una estructura de Dirac D en
M , es una estructura de Dirac en M .

Demostración. Veamos que τB(D) es Lagrangiano. Sean li = (Xi, αi−iXiB) ∈ Γ(τB(D))
para i = 1, 2, es decir, (Xi, αi) ∈ Γ(D). Entonces tenemos que

� l1, l2 � = � (X1, α1 − iX1B), (X2, α2 − iX2B)�,

= α1(X2)− iX1B(X2) + α2(X1)− iX2B(X1),

= α1(X2) + α2(X1)−B(X1, X2)−B(X2, X1) = 0.

por lo tanto τB(D) = (τB(D))⊥.

Veamos ahora que τB(D) es involutivo bajo el corchete de Courant. Sean li =
(Xi, αi − iXiB) ∈ Γ(τB(D)) con i = 1, 2. Entonces tenemos que

Jl1, l2K = J(X1, α1 − iX1B), (X2, α2 − iX2B)K,

= ([X1, X2], LX1(α2 − iX2B)− iX2d(α1 − iX1B)) ,

= ([X1, X2], LX1α2 − iX2dα1 − LX1iX2B + iX2diX1B) ,

= ([X1, X2], LX1α2 − iX2dα1 − LX1iX2B + iX2LX1B) ,

=
(
[X1, X2], LX1α2 − iX2dα1 − i[X1,X2]B

)
.

Por lo tanto Jl1, l2K ∈ τB(D). Y entonces τB(D) es una estructura de Dirac en M .

Por lo tanto, para cada 2-forma cerrada B, la transformación de gauge τB manda
estructuras de Dirac en estructuras de Dirac.

Si (S, ωS) es una foliación simpléctica de M , entonces del corolario 1.3.13, esta
foliación induce una estructura de Poisson en M . Ahora, la foliación pre-simpléctica
(S, ωS − i∗SB) induce una estructura de Poisson si B es no-degenerada.

Mas aun, si (M,Π) es una variedad de Poisson y DΠ su estructura de Dirac asociada.
Entonces la siguiente proposición nos da una caracterización de cuando la estructura de
Dirac τB(DΠ) es la gráfica de un bivector de Poisson.

Proposición 1.4.4. Sea (M,Π) una variedad de Poisson, consideremos su estructura
de Dirac asociada DΠ. Sea B ∈ Ω2

cl(M). Entonces, la estructura de Dirac τB(DΠ) es la
gráfica de un bivector de Poisson si y sólo si B[ ◦ Π] no tiene puntos fijos distintos de
cero.

Demostración. Por la proposición 1.3.5, τB(DΠ) es gráfica de un bivector de Poisson si
y sólo si

τB(D) ∩ (TM ⊕ {0}) = {0},

esto es τB(DΠ) ∩ (TM ⊕ {0}) = {Π](α) | B[ ◦Π](α) = α} ⊕ {0} = {0} ⊕ {0}
Si suponemos que τB(DΠ) es la gráfica de un bivector de Poisson y α ∈ Γ(T ∗M) es

tal que la ecuación B[(Π](α)) = α implica que Π](α) = 0, en este caso, α = 0.
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Por lo tanto, la ecuación B[ ◦ Π](α) = α solo tiene solución trivial para α, es decir,
B[ ◦Π] no tiene puntos fijos distintos de cero.

Por otro lado, si B[◦Π] no tiene puntos fijos distintos de cero, entonces B[◦Π](α) = α
solo tiene solución trivial para α. Por lo cual se tiene que

τB(DΠ) ∩ (TM ⊕ {0}) = {Π](0)} ⊕ {0} = {0},

y entonces τB(DΠ) es la gráfica de un bivector de Poisson.



Caṕıtulo 2

Método de promedios y estructuras geométricas

invariantes

El método de promedio nos permite construir campos tensoriales que son invariantes
con respecto a la acción de un grupo de Lie compacto en una variedad suave. El objetivo
general de este caṕıtulo es, aplicar el método de promedios para construir estructuras
de Dirac y Poisson con simetŕıas.

En la sección 2.1, introduciremos el operador de promedios y daremos algunas pro-
piedades importantes del mismo. En la sección 2.2, aplicaremos el método de promedios
para construir estructuras de Dirac y Poisson invariantes con respecto a la acción de un
grupo de Lie compacto que es compatible con la estructura [9]. En particular, vamos a
caracterizar las estructuras de Poisson que son compatibles con la acción de S1 en R3

por rotaciones. Finalmente, en la sección 2.3, vamos a construir estructuras de Poisson
invariantes alrededor de hojas simplécticas.

2.1. Operadores de promedio

En esta sección introduciremos el operador de promedios. Ademas, presentaremos
algunos criterios de invarianza de campos tensoriales. A manera de ejemplo, definiremos
el operador de promedio bajo la acción de S1 en una variedad suave.

Sea M una variedad suave y G un grupo de Lie compacto y conexo. Sea Φ: G×M →
M la acción de G en M . Para cada g ∈ G, denotamos por Φg ∈ Diff(M), el difeomorfismo
inducido por Φ, y definido como Φg(m) := Φ(g,m) para todo m ∈ M . Denotamos por
T rs (M) el espacio de todos los campos tensoriales en M de tipo (r, s).

Definición 2.1.1. Un tensor F ∈ T rs (M) se dice G-invariante, si para todo g ∈ G

Φ∗gF = F.

Sea g el algebra de Lie del grupo de Lie G. Para cada a ∈ g, denotamos por aM el
generador infinitesimal de Φ definido por

aM (m) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φexp(ta)(m),

para cada m ∈M . Notemos que el flujo del campo aM es completo y esta dado por

FltaM (m) = Φexp(ta)(m).

31
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Definición 2.1.2. Para cada F ∈ T rs (M), definimos el promedio de F , como

〈F 〉G :=

∫
G

Φ∗gF dg,

donde dg es la medida de Haar normalizada en G.

Lema 2.1.3. Para cada F ∈ T rs (M), el promedio 〈F 〉G es un tensor G-invariante.

Demostración. Sea g′ ∈ G y denotemos por g̃ = g′g. Usando propiedades de integración
en grupos de Lie tenemos que

Φ∗g′ 〈F 〉G = Φ∗g′

∫
G

Φ∗gF dg =

∫
G

Φ∗g′gF dg,

=

∫
G

Φ∗g̃F dg̃ = 〈F 〉G ,

por lo tanto 〈F 〉G es G-invariante.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos la acción del toro en R4 dada por

Φ: T2 × R4 −→ R4,

((θ1, θ2), (x1, x2, x3, x4)) 7−→


x1 cos(θ1)− x2 sen(θ1)
x1 sen(θ1) + x2 cos(θ1)
x3 cos(θ2)− x4 sen(θ2)
x3 sen(θ2) + x4 cos(θ2)

 .

La medida de Haar en T2 es la 2-forma diferencial

1

(2π)2
dθ1 ∧ dθ2.

Considerando el cambio de variables

x1 = s cos(α1) x2 = s sen(α1) x3 = r cos(α2) x4 = r sen(α2),

la acción queda

Φ: T2 × R4 −→ R4,

((θ1, θ2), (α1, α2, s, r)) 7−→ (α1 + θ1, α2 + θ2, s, r).

Entonces el T2-promedio de una función f(α1, α2, s, r) en R4 es dado por

〈f〉T2 (α1, α2, s, r),

=
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ 2π

0
Φ∗(θ1,θ2)f(α1, α2, s, r)dθ1dθ2,

=
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ 2π

0
f(θ1, θ2, s, r)dθ1dθ2.

O



2.1 Operadores de promedio 33

Proposición 2.1.5. Sea F ∈ T rs (M) un tensor de tipo (r, s). Entonces las siguientes
propiedades son equivalentes.

1. F es G-invariante.

2. LaMF = 0 para todo a ∈ g.

3. 〈F 〉G = F .

Demostración. Supongamos que F es G-invariante y mostremos que LaMF = 0 para
todo a ∈ g. En efecto, usando propiedades de la derivada de Lie, para cada p ∈ M
tenemos

(LaMF )p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
(FltaM )∗Fp

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
(Φexp(ta))

∗Fp
)
,

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Fp) = 0.

Por otro lado, supongamos que LaMF = 0, mostremos que 〈F 〉G = F . En efecto,
usando propiedades de la derivada de Lie tenemos

d

dt
(FltaM )∗F = (FltaM )∗(LaMF ) = 0,

por lo cual (FltaM )∗F es contante, como Fl1aM = IdM , se tiene que

(FltaM )∗F = F.

Puesto que (FltaM )∗F = Φ∗exp(ta)F y como la aplicación exponencial es sobreyectiva,
hecho que podemos encontrar en el Corolario B.2.5, tenemos que Φ∗gF = F para todo
g ∈ G, por lo tanto

〈F 〉G =

∫
G

Φ∗gF dg =

∫
G
F dg = F.

Ahora, supongamos que 〈F 〉G = F y mostremos que F es G-invariante. Calculemos
Φ∗g 〈F 〉G

Φ∗g 〈F 〉G = Φ∗g

(∫
G

Φ∗hF dg

)
=

∫
G

(Φh ◦ Φg)
∗F dg,

=

∫
G

Φ∗h·gF dg = 〈F 〉G ,

por lo tanto Φ∗gF = F .

Como 〈F 〉G es un tensor G-invariante para cada tensor F ∈ T rs (M), entonces de la
Proposición 2.1.5 se sigue que el G-promedio es un operador de proyección, es decir

〈〈F 〉G〉G = 〈F 〉G .
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Por lo cual, tenemos una descomposición del espacio de tensores en M dada por

T rs (M) = Im(〈·〉G)⊕ (T rs (M))0,

donde (T rs (M))0 denota el espacio de tensores con promedio cero.

Corolario 2.1.6. Para cada F ∈ T rs (M) tenemos la siguiente identidad

〈LaMF 〉G = 0,

para cada a ∈ g.

Demostración. Mostremos que 〈LaMF 〉G = LaM 〈F 〉G, en efecto, tenemos

〈LaMF 〉G =

∫
G

Φ∗gLaMF dg = LaM

∫
G

Φ∗gF = LaM 〈F 〉G ,

como 〈F 〉G es G-invariante, se sigue de la Proposición 2.1.5 que LaM 〈F 〉G = 0.

Del Corolario B.2.5, se tiene que, como G es un grupo de Lie compacto y conexo,
la aplicación exponencial exp: g → G es sobreyectiva. Sea e el elemento neutro de G.
Por el Teorema B.2.3, existe un dominio en forma de estrella De tal que la aplicación
exponencial restringida

exp |De : De → G\C(e),

es un difeomorfismo, donde C(e) es un conjunto de medida cero llamado cut locus en e.

Denotamos por Hom(g, T rs (M)) el espacio de aplicaciones R-lineales del álgebra de
Lie g al espacio de tensores T rs (M).

Definición 2.1.7. Sea λ ∈ Hom(g, T rs (M)), definimos el operador δG : Hom(g, T rs (M))→
T rs (M) como

δG(λ) :=

∫
De

(∫ 1

0
Φ∗exp(ta)λa dt

)
exp∗ µ,

donde µ = dg es la medida de Haar normalizada en G.

Tomando en cuenta que Ωk(M) ⊂ T 0
k (M), tenemos el siguiente lema.

Lema 2.1.8. El operador 〈·〉G conmuta con la diferencial exterior.

Demostración. Para cada α ∈ Ωk(M), se tiene que

〈dα〉G =

∫
G

Φ∗gdα dg =

∫
G

dΦ∗gα dg = d

∫
G

Φ∗gα dg = d 〈α〉G .
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Supongamos que λ ∈ Hom(g,Ωk(M)), esto es que, para todo a ∈ g, λa ∈ Ωk(M). La
derivada exterior d, define un operador

d: Hom(g,Ωk(M)) −→ Hom(g,Ωk+1(M))

λ 7−→ dλ
(2.1)

definido por (dλ)a := dλa.

Lema 2.1.9. El operador δG conmuta con el operador d (2.1).

Demostración. Ahora mostremos que δG conmuta con la diferencial. En efecto, para
cada λ ∈ Hom(g,Ωk(M)), se tiene

δG(dλ) =

∫
De

(∫ 1

0
Φ∗exp(ta)dλa dt

)
exp∗ µ,

=

∫
De

(∫ 1

0
dΦ∗exp(ta)λa dt

)
exp∗ µ,

= d

∫
De

(∫ 1

0
Φ∗exp(ta)λa dt

)
exp∗ µ,

= d ◦ δG(λ).

Consideremos la aplicación lG : T rs (M)→ Hom(g, T rs (M)) dada por

lG(F )a = LaMF.

Lema 2.1.10. El operador de promedio 〈·〉G se puede escribir como

〈·〉G = Id +δG ◦ lG.

Demostración. Como Φexp(ta) es el flujo del campo aM , tenemos

d

dt
Φ∗exp(ta)F = Φ∗exp(ta)(LaMF ),

para todo F ∈ T rs (M). Integrando en ambos lados de la igualdad con respecto a t,
tenemos que ∫ 1

0

d

dt
Φ∗exp(ta)F dt =

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)(LaMF ) dt, (2.2)

por el teorema fundamental del cálculo obtenemos del lado izquierdo de la igualdad∫ 1

0

d

dt
Φ∗exp(ta)Fdt = Φ∗exp(a)F − F,
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integrando la ecuación (2.2) en De ⊂ g con respecto a la medida exp∗ µ, tenemos∫
De

(Φ∗exp(a)F ) exp∗ µ−
∫

De

F exp∗ µ =

∫
De

(∫ 1

0
Φ∗exp(ta)(LaMF ) dt

)
exp∗ µ. (2.3)

Puesto que el cut locus C(e) tiene medida cero, entonces el promedio 〈F 〉G puede
escribirse como la integral en De

〈F 〉G =

∫
G

Φ∗gFdg =

∫
G\C(e)

Φ∗gFdg =

∫
De

(Φ∗exp(a)F ) exp∗ µ. (2.4)

Por lo tanto, de las ecuaciones (2.3) y (2.4), obtenemos la igualdad

〈F 〉G − F = δG ◦ lG(F ).

Corolario 2.1.11. Si β ∈ Ωk(M) es una k-forma diferencial cerrada, entonces su pro-
medio se puede escribir como

〈β〉G = β − d ◦ δG(ρ),

donde ρ ∈ Hom(g,Ωk(M)) esta definido ρa = −iaMβ.

Demostración. De los Lemas 2.1.9 y 2.1.10, obtenemos las siguientes igualdades

〈β〉G = β + δG(LaMβ) = β + δG(diaMβ + iaMdβ),

= β + δG(diaMβ) = β + d(δG(iaMβ)) = β − d ◦ δG(ρa).

Notemos que si β ∈ Ωk(M) es cerrada, entonces por el Lema 2.1.8 la forma prome-
diada 〈β〉G ∈ Ωk(M) tambien lo es. Por lo cual, del Corolario 2.1.11, se sigue que β y
〈β〉G estan en la misma clase de cohomoloǵıa de De Rham. Una generalización de este
resultado lo podemos encontrar en [20, Proposición 4.11].

2.1.1. Operadores de promedio bajo la acción de S1.

Consideremos el caso particular del grupo G = S1 actuando en una variedad suave
M . Denotemos por Υ el generador infinitesimal de la acción. Notemos que Υ es un campo
vectorial completo en M y con flujo 2π- periódico. Entonces, el promedio de un campo
tensorial F ∈ T rs (M) se puede escribir como

〈F 〉S1 =
1

2π

∫ 2π

0
(FltΥ)∗Fdt.
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Lema 2.1.12. Para cada λ = aF , con F ∈ T rs (M) y a ∈ R, el operador δS
1

se puede
escribir como

δS
1
(λ) = − 1

2π

∫ 2π

0
(t− π)(FltΥ)∗F dt+ π 〈F 〉S1 .

Demostración. De la Definición 2.1.7 tomemos G = S1 y λt = tF con t ∈ g ∼= R entonces

δS
1
(λ) =

1

2π

∫ 2π

0

(∫ 1

0
t
(

FlθtΥ

)∗
F dθ

)
dt.

Tomando el cambio de variables τ = tθ tenemos que dτ = tdθ y

δS
1
(λ) =

1

2π

∫ 2π

0

∫ t

0
(FlτΥ)∗ F dτ dt.

Por otro lado, consideremos la integral

− 1

2π

∫ 2π

0
(t− π)

(
FltΥ
)∗
F dt+ π 〈F 〉S1 ,

la cual podemos escribir como

− 1

2π

∫ 2π

0
t
(
FltΥ
)∗
F dt+

∫ 2π

0

(
FltΥ
)∗
F dt,

usando integración por partes tenemos la integral

− 1

2π

((
t

∫ t

0
(FlτΥ)∗F dτ

) ∣∣∣∣2π0 − ∫ 2π

0

∫ t

0
(FlτΥ)∗F dτ dt

)
+

∫ 2π

0
(FltΥ)∗F dt,

evaluando tenemos la integral

− 1

2π

((
2π

∫ 2π

0
(FlτΥ)∗F dτ

)
−
∫ 2π

0

∫ t

0
(FlτΥ)∗F dτ dt

)
+

∫ 2π

0
(FltΥ)∗F dt,

y esta es igual a
1

2π

∫ 2π

0

∫ t

0
(FlτΥ)∗F dτ dt,

lo cual demuestra el lema.

Si definimos el operador R-lineal S : T rs (M)→ T rs (M) como

S(F ) :=
1

2π

∫ 2π

0
(t− π)(FltΥ)∗F dt,

entonces el operador δS
1

se puede escribir como

δS
1
(λ) = −S(F ) + π 〈F 〉S1 . (2.5)
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Proposición 2.1.13. Para cada F ∈ T rs (M), se satisface

LΥ ◦ S(F ) = F − 〈F 〉S1 .

Demostración. Como el flujo es un grupo 1-paramétrico, tenemos que

(FlτΥ)∗S(F ) = − 1

2π

∫ 2π

0
(t− π)(Flt+τΥ )∗F dt = − 1

2π

∫ 2π+τ

τ
(t− τ − π)(FltΥ)∗F dt.

Derivando ambos lados de la igualdad, obtenemos

d

dτ
(FlτΥ)∗S(F ) =

1

2π
(t− τ − π)(FltΥ)∗F dt

∣∣∣∣2π+τ

τ

− 1

2π

∫ 2π+τ

τ
(FltΥ)∗F dt,

= (Fltτ )∗(F − 〈F 〉S1),

por otro lado, tenemos que

d

dτ
(FlτΥ)∗S(F ) = (FlτΥ)∗LΥ ◦ S(F ),

por lo tanto LΥ ◦ S(F ) = F − 〈F 〉S1 .

Como consecuancia de la Proposición 2.1.13, tenemos la siguiente propiedad.

Proposición 2.1.14. Sea σ una forma cerrada, entonces σ−〈σ〉S1 es una forma exacta.

Demostración. De la Proposición 2.1.13, tenemos que

LΥ ◦ S(σ) = σ − 〈σ〉S1 ,

pero LΥ ◦ S(σ) = diΥS(σ) + iΥdS(σ) = diΥS(σ).

Como consecuencia de la Proposición 2.1.14, se sigue que σ y 〈σ〉S1 estan en la misma
clase de cohomoloǵıa de De Rham.

2.2. Construcción de estructuras de Dirac invariantes

En esta sección aplicaremos el método de promedios para construir estructuras de
Dirac y Poisson que son invariantes con respecto a una clase de acciones de grupos de Lie
compactos, que son compatibles con la estructura. A manera de ejemplo, presentaremos
una caracterizacion de las estructuras de Poisson que son compatibles con la acción de
S1 en R3, por rotaciones.

Recordemos del Teorema 1.3.7, que cada estructura de Dirac D en una variedad suave
M , tiene asociada una foliación pre-simpléctica S en M , con forma pre-simpléctica por
hojas ωS para cada S ∈ S. Sea Φ: G×M →M la acción de un grupo de Lie G en una
variedad de Dirac (M,D).
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Definición 2.2.1. Se dice que la acción es canónica, si cada sección (X,α) ∈ Γ(D)
satisface que (Φ∗gX,Φ

∗
gα) ∈ Γ(D), para todo g ∈ G. Adicionalmente, se dice que la

variedad de Dirac es G-invariante.

Podemos notar que, si la acción preserva cada hoja pre-simpléctica S ∈ S, no ne-
cesariamente canónica relativa a D, entonces la G-acción es tangente a las hojas pre-
simplécticas, esto es, que aM (m) ∈ TmS para todo a ∈ g y m ∈M .

Definición 2.2.2. Decimos que la G-acción es compatible con la estructura de Dirac D,
si para cada hoja pre-simpléctica (S, ωS) se cumple

1. S es G-invariante, es decir, Φg(S) ⊂ S para todo g ∈ G.

2. Existe una aplicación R-lineal ρ ∈ Hom(g,Ω1(M)), tal que, para todo a ∈ g

iaMωS = −i∗Sρa, (2.6)

donde i : S →M es la inclusión canónica.

Lema 2.2.3. La ecuación (2.6) de la condición de compatibilidad, se puede escribir
como

(aM , ρa) ∈ Γ(D),

para todo a ∈ g.

Demostración. Sea X ∈ Γ(TS), se sigue de la ecuación (2.6) que

ωS(aM , X) = −i∗Sρa(X)

Por tanto, de la ecuación (1.10), obtenemos que

(aM , ρa) ∈ Γ(D).

Observación 2.2.4. Podemos notar que la condición de compatibilidad siempre se cumple
cuando la foliación pre-simpléctica es regular.

Teorema 2.2.5. Si la G-acción es compatible en (M,D), entonces el promedio 〈ωS〉G
es una forma pre-simpléctica suave de la forma

〈ωS〉G = ωS − i∗Sd(θ), (2.7)

donde θ = δG(ρ) ∈ Ω1(M). Más aún, la estructura de Dirac asociada D := D〈ωS〉G es
G-invariante y se relaciona con D por la transformación de gauge

D = {(X,α+ iXdθ) | (X,α) ∈ D}.
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Demostración. Puesto que ωS es una forma pre-simpléctica, entonces el Lema 2.1.8 im-
plica que 〈ωS〉G también lo es. Del el Corolario 2.1.11, podemos escribir el G-promedio
de la forma pre-simpléctica ωS como

〈ωS〉G = ωS − d ◦ δG(−iaMωS),

puesto que la G-acción es compatible en la variedad (M,D), entonces existe ρ : g →
Ω1(M) que satisface la ecuación (2.6). Por lo cual se tiene que

〈ωS〉G = ωS − d ◦ δG(i∗Sρa) = ωS − i∗S ◦ d(δG(ρa)) = ωS − i∗Sd(θ).

Notemos que 〈ωS〉G = ωS− i∗Sd(θ) es una forma pre-simpléctica por hojas de la foliación
S, que es G-invariante. Por el Teorema 1.3.12, ésta foliación tiene asociada la estructura
de Dirac

D := D〈ωS〉 = {(X,α) | X ∈ Γ(TS) y α = −iX 〈ωS〉G},

= {(X,α+ iXdθ) | (X,α) ∈ D},

y entonces D es la transformación de gauge τ−dθ(D) de D asociada a la 2-forma cerrada
−dθ.

Finalmente mostremos que D es G-invariante. Para cada sección (X,α) ∈ Γ(D) y
para cada g ∈ G, se tiene que α = −iX 〈ωS〉G y

(Φ∗gX,−Φ∗gα) = (Φ∗gX,−Φ∗giX 〈ωS〉G) = (Φ∗gX,−iΦ∗gXΦ∗g 〈ωS〉G),

= (Φ∗gX,−iΦ∗gX 〈ωS〉G) ∈ Γ(D).

Ahora, supongamos que (M,Π) es una variedad de Poisson y consideremos su es-
tructura de Dirac asociada

DΠ =
{

(Π](α), α) | α ∈ Γ(T ∗M)
}
.

Decimos que la acción de un grupo de Lie G en M es compatible con Π, si ésta es
compatible con la estructura de Dirac DΠ en el sentido de la Definición 2.2.2.

Del Lema 2.2.3, obtenemos que la G-acción es compatible con Π, si existe un morfismo
ρ : g→ Ω1(M) tal que

aM = Π](ρa), (2.8)

para todo a ∈ g.

Lema 2.2.6. Sea (M,Π) una variedad de Poisson y sea G un grupo de Lie actuando en
M . Entonces Π es G-invariante si y sólo si DΠ es G-invariante.
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Demostración. Supongamos que DΠ es G-invariante. Para toda seccion (Π](α), α) ∈
Γ(DΠ) se cumple que

(Φ∗gΠ
](α),Φ∗gα) ∈ Γ(DΠ),

para todo g ∈ G. Esto es cierto si y sólo si

Φ∗gΠ
](α) = Π]Φ∗gα,

lo cual implica que el bivector Π es G-invariante.

Teorema 2.2.7. Sea (M,Π) una variedad de Poisson, S su foliación simpléctica aso-
ciada y ωS la forma simpléctica de S ∈ S. Supongamos que la acción de un grupo de Lie
compacto y conexo G en M es compatible con Π. Si el endomorfismo

Id +(dθ)[ ◦Π] : T ∗M → T ∗M,

con θ = δG(ρ), es invertible, entonces la 2-forma 〈ωS〉G es no degenerada en cada hoja de
S. Más aún, existe una única estructura de Poisson G-invariante Π en M cuya foliacion
simpléctica es (S, 〈ωS〉G).

Además, las estructuras de Poisson Π y Π estan relacionadas por la transformación
de gauge a lo largo de la 2-forma cerrada dθ, esto es que

Π
]

= Π] ◦ (Id +(dθ)[ ◦Π])−1. (2.9)

Demostración. Sea DΠ := {(Π](α), α) | α ∈ Γ(T ∗M)} la estructura de Dirac en M , aso-
ciada al bivector de Poisson Π. Por el Corolario 1.3.8, DΠ induce una foliación simpléctica
por hojas S con forma simpléctica ωS para cada S ∈ S.

Como la acción de G en M es compatible con la estructura de Dirac, entonces por
el Teorema 2.2.5, el promedio de ωS tiene la forma

〈ω〉G = ω − i∗Sdθ,

y define una forma pre-simpléctica en la foliación S, cuya estructura de Dirac asociada
D := τ−dθ(DΠ) es G-invariante.

Como el morfismo

Id +(dθ)[ ◦Π],

es invertible, entonces por la Proposición 1.4.4, la estructura de Dirac D es la gráfica de
un bivector de Poisson Π, es decir, D = DΠ.

Como D es G-invariante, entonces por el Lema 2.2.6 la estructura de Poisson Π es
G-invariante.
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2.2.1. Ejemplo: acción del circulo en variedades 3-dimensionales

La condición de compatibilidad, Definición 2.2.2, nos permite construir una estruc-
tura de Dirac que es invariante con respecto a la acción de un grupo de Lie. Nuestro
objetivo es construir ejemplos de estructuras de Poisson y Dirac en R3, que sean com-
patibles con una acción de S1 dada.

Sea M una variedad suave de dimensión 3. Cada 1-forma α ∈ Ω1(M) define una
distribución en M como

∆ := ker(α).

Si además, M es una variedad orientable con forma de volumen Ω, existe una relación

biyectiva entre 1-formas α ∈ Ω1(M) y bivectores Π ∈ Γ
(∧2 TM

)
, mediante la ecuación

α = iΠΩ. (2.10)

En este caso, el bivector Π es de Poisson si y sólo si α ∧ dα = 0.

Definición 2.2.8. Se dice que α ∈ Ω1(M) es una forma de Poisson si

α ∧ dα = 0.

Proposición 2.2.9. La distribución ∆ es suave. Más aún, ∆ es integrable si y sólo si
α es una forma de Poisson.

Demostración. De la ecuación (2.10), el bivector Π asociado a α, tiene la propiedad que
Π](T ∗M) = ∆, cuando α 6= 0. Entonces ∆ es una distribución suave.

Ahora, α es una forma de Poisson si y sólo si Π es de Poisson, y entonces la distri-
bución Π](T ∗M) es integrable.

Teorema 2.2.10. Si S1 actua en M con generador infinitesimal Υ, entonces la acción
es compatible con la estructura de Poisson asociada a una forma de Poisson α si

1. iΥα = 0.

2. La ecuación
α ∧ ρ = −iΥΩ (2.11)

tiene solución para ρ ∈ Ω1(M).

Demostración. La condicion iΥα = 0 significa que la acción preserva cada hoja de folia-
ción.

Ahora, tenemos que Π](ρ) = Υ si y sólo si iΠ](ρ)Ω = iΥΩ. Por lo tanto, de la formula

iΠ](ρ)Ω = −α ∧ ρ, se sigue que Π](ρ) = Υ si y sólo si α ∧ ρ = −iΥΩ.

Notemos que la ecuación (2.11) implica que

Ceros(α) ⊂ Ceros(Υ). (2.12)
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Observación 2.2.11. Sea p ∈ M , si dim(∆p) = 0 entonces existe una forma simpléctica
canonica en S dada por ωS ≡ 0. Por otro lado, si dim(∆p) = 2, existe una forma
simpléctica ω̃S en S. Sea f una función en M que sea 0 en algún punto donde ω̃S sea
no-degenerada. Entonces ωS := fω̃S es una forma pre-simpléctica en S. Del Teorema
1.3.12, se sigue que la foliación pre-simplectica (S, ωS), tiene asociada una estructura de
Dirac dada por

Dp = {(Xp, βp) | Xp ∈ TpS y βp|TpS = −iXpωp}

= {(Π](ηp),−ω[p ◦Π](ηp)) | ηp ∈ T ∗pM}

Finalmente, podemos notar que la distribución caracteŕıstica de la estructura de Dirac
es dada por

pr1(Dp) = Π](T ∗pM) = ∆p.

Caso R3R3R3. Sea Ω0 la forma de volumen Euclideana en R3. Consideremos la acción de S1

en R3 dada por rotaciones con respecto al eje z, el cual tiene como generador infinitesimal

Υ = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
.

Sean N, z : R3 → R funciones definidas como

N(x, y, z) =
1

2
(x2 + y2) y z(x, y, z) = z

Lema 2.2.12. Una 1-forma α en R3, satisface que iΥα = 0 si y sólo si

α = fdN + gdz,

donde f, g ∈ C∞(R3).

Demostración. Sea U = R3\{(0, 0, z)}, el campo vectorial Υ define una distribución
regular de dimensión 1. Por lo cual, el conjunto de formas en T ∗U que anulan a Υ
definen un subhaz de rango 2.

Sean N, z : R3 → R, las funciones definidas por

N(x, y, z) =
1

2
(x2 + y2) z(x, y, z) = z.

Notemos que las 1-formas dN y dz anulan a Υ, en efecto

iΥdN = LΥN = Υ · ∇N = (−y, x, 0) · (x, y, 0) = 0,

iΥdz = LΥz = Υ · ∇z = (−y, x, 0) · (0, 0, z) = 0.

Más aún, como las formas dN y dz son independientes en U , se sigue que dN y dz
generan al subhaz de rango 2 anterior. Por lo cual, si α es una 1-forma diferencial en R3

tal que iΥα = 0, entonces existen f, g ∈ C∞(U) tal que

α|U = fdN |U + gdz|U .
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Mostremos que f, g puede ser extendidas a funciones suaves en todo R3. Sea α = αxdx+
αydy + αzdz. Como α|U = fdN |U + gd|U se tiene que

αx|U = fx, αy|U = fy y αz|U = g.

Como αx se anula en el plano x = 0, entonces αx tiene que ser de la forma

αx = xh(x, y, z)

con h una función global en R3. Por otro lado, αy se anula en el plano y = 0, entonces
tiene que ser de la forma

αy = yh′(x, y, z).

con h′ una función global en R3.

Puesto que h y h′ son funciones globales tal que f = h′|U = h|U , el conjunto U
es denso en R3, y por continuidad de las funciones, se tiene que h = h′. Por lo tanto,
podemos considerar las funciones f y g definidas en todo R3.

Rećıprocamente, si α = fdN + gdz, se tiene que

iΥα = iΥ(fdN + gdz) = fiΥdN + giΥdz = 0.

Notemos que cada 1-forma α = αxdx+αydy+αzdz en R3, tiene asociado un vector
−→α en R de la forma −→α = (αx, αy, αz). En este caso, la ecuación (2.11) es equivalente a
la ecuación

−→α ×−→ρ = −
−−−→
iΥΩ0 (2.13)

donde −→α , −→ρ y
−−−→
iΥΩ0 son los vectores asociados a α, ρ y iΥΩ0 respectivamente. Por lo

cual, una solución para la ecuación (2.13), es dada por

−→ρ =
−→α ×

−−−→
iΥΩ0

||−→α ||2
+ c · −→α (2.14)

donde c es una función suave arbitraria.

Lema 2.2.13. La 1-forma ρ = 1
f dz, con f ∈ C∞(R3) una función que no se anula en

ningún punto, es una solución de la ecuación (2.11).

Demostración. De las ecuaciones (2.13) y (2.14), tenemos que la ecuación (2.11) tiene
solución dada por

−→ρ =
−→α ×

−−−→
iΥΩ0

||−→α ||2
+ c · −→α = −(gx, g, y,−fy2 − fx2)

f2x2 + f2y2 + g2
+ c(fx, fy, g).

Si tomamos c = − g
f ||α||2 , entonces

−→ρ =

(
0, 0,

1

f

)
,

y como f es una función que no se anula en ningún punto, entonces −→ρ es bien definida.
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Lema 2.2.14. Sea α = fdN +gdz con f una función que no se anula en ningún punto.
Entonces α es de Poisson si y sólo si g = fI, donde I(x2 +y2, z) es una integral primera
de Υ.

Demostración. Dado α = fdN +gdz, su diferencial es dα = df ∧dN +dg∧dz, entonces

α ∧ dα = (fdg − gdf) ∧ dN ∧ dz = 0,

si y solo si fdg − gdf = c1dN + c2dz, para funciones suaves c1, c2 ∈ C∞(R3). Del Lema
2.2.12, se tiene que fdg − gdf = c1dN + c2dz si y solo si

0 = iΥ(fdg − gdf) = fLΥg − gLΥf.

En este caso, la función g
f es una integral primera de Υ, en efecto

LΥ

(
g

f

)
=
fLΥg − gLΥf

f2
= 0,

lo cual implica que g
f = I, donde I(x2 + y2, z) es una integral primera de Υ, y por tanto

g = fI.

Teorema 2.2.15. Una 1-forma α en R3 es compatible con la acción de S1 en R3, si y
sólo si

α = fdN + gdz

donde f, g ∈ C∞(R3) con f una función que no se anula y g una función arbitraria.
Más aún, α es una forma de Poisson si y solo si α = f(dN + Idz) donde I(x2 + y2, z)
es una integral primera del generador infinitesimal de la acción.

Demostración. De los Lemas 2.2.12 y 2.2.13, se sigue que una forma de Poisson α en R3

es compatible con la acción de S1 en R si y solo si

α = fdN + gdz

con f una función que no se anula en ningún punto.

Del Lema 2.2.14, se sigue que α es de Poisson si y solo si g = fI donde I(x2 + y2, z)
es una integral primera del generador infinitesimal Υ.

Debido a que I es una integral primera del generador infinitesimal Υ, tenemos que
los ceros de α es de la forma

Ceros(α) ⊂ {(0, 0, z) | z ∈ R}.

Lema 2.2.16. Una 1-forma de Poisson α en R3 que es compatible con la acción de S1,
es S1-invariante si y sólo si f es una función S1-invariante.
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Demostración. Del Teorema 2.2.15, se sigue que α = f(dN + Idz) con f ∈ C∞(R3) una
función que no se anula en ningún punto.

La 1-forma α es G-invariante si y sólo si LΥα = 0, esto es

LΥα = LΥ(f(dN + Idz)) = LΥf · (dN + Idz).

por lo tanto LΥα = 0 si y sólo si LΥf = 0.

Entonces el promedio de una forma de Poisson α en R3 que es compatible con la
acción de S1, tiene la forma

〈α〉G = 〈f〉G (dN + Idz) .

Caso lineal. Supongamos que Π es una estructura de Poisson lineal en R3, con forma
de volumen Euclideana Ω0. Entonces existe una matriz A ∈ Mat3×3 tal que la estructura
de Poisson tiene la forma

Π = Ax · ∂
∂x
∧ ∂

∂x

donde x = (x1, x2, x3) y ∂
∂x =

(
∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)
. En este caso la forma de Poisson es dada

por

α = iΠΩ0 = −Ax · dx. (2.15)

Ahora, consideremos la acción de S1 en R3 por rotaciones alrededor del eje que
contiene al vector b = (b1, b2, b3) y tal que ||b|| = 1. Entonces el generador infinitesimal
de la acción es de la forma

Υ = (Λ ◦ b)x · ∂
∂x

(2.16)

donde (Λ ◦ b) es la matriz antisimétrica asociada a b y definida como

Λ ◦ b =

 0 −b3 b2
b3 0 −b1
−b2 b1 0


Consideremos la descomposición de la matriz A como

A = S + (Λ ◦ l), (2.17)

donde S es la parte simétrica de A, (Λ ◦ l) es la parte antisimétrica de A asociada a un
vector l ∈ R3.

Notemos que la identidad de Jacobi del bivector Π es equivalente a la ecuación

Sl = 0. (2.18)

Lema 2.2.17. Para la 1-forma α dada por (2.15) y el campo vectorial Υ dado por
(2.16). La condición iΥα = 0 es equivalente a (Λ ◦ b)A−AT (Λ ◦ b) = 0.
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Demostración. Tenemos que

iΥα = −i(Λ◦b)x· ∂
∂x
Ax · dx = 0

si y sólo si 〈(Λ ◦ b), Ax〉 = 0 lo cual equivale a

xT (Λ ◦ b)TAx = −xT (Λ ◦ b)Ax = 0.

Esta ecuación se cumple si la parte simétrica de la matriz (Λ ◦ b)A es cero es decir

(Λ ◦ b)A−AT (Λ ◦ b) = 0.

Teorema 2.2.18. Sea Π una estructura de Poisson lineal en R3. Consideremos la acción
de S1 en R3 definida por el flujo del campo vectorial Υ dado por (2.16). Si la acción deja
invariante cada hoja de la foliación simpléctica de Π, entonces la estructura de Poisson
es invariante con respecto a dicha acción. En particular, esto es cierto en el caso cuando
la acción de S1 es compatible con Π.

Demostración. Sea p ∈ R3 tal que αp = 0, esto es que Sp+ (Λ ◦ l)p = 0. De la ecuación
(2.12) se sigue que (Λ ◦ b)p = 0. Si tomamos p = l, entonces (Λ ◦ b)l = b× l = 0, por lo
tanto existe una constante c tal que l = c · b.

Del Lema 2.2.17, se tiene que la condición iΥα = 0 es equivalente a la ecuación
(Λ ◦ b)A−AT (Λ ◦ b) = 0. Tomando la descomposición de A = S + (Λ ◦ l), se tiene que

(Λ ◦ b)(S + c(Λ ◦ b))− (S − c(Λ ◦ b))(Λ ◦ b),

= (Λ ◦ b)S + c(Λ ◦ b)2 − S(Λ ◦ b) + c(Λ ◦ b)2,

= [Λ ◦ b, S] + 2c(Λ ◦ b)2 = 0.

Fijemos {b,X1, X2} una base ortonormal de R3 tal que

(Λ ◦ b)X1 = −X2 (Λ ◦ b)X2 = X1.

De la propiedad l × b = 0 y de la ecuación (2.18) se sigue que Sb = 0. Luego podemos
escribir SX1 = S11X1 + S12X2 y SX2 = S21X1 + S22X2.

Entonces evaluando la ecuación [Λ ◦ b, S] + 2c(Λ ◦ b)2 = 0 en el elemento basico X1

tenemos que

[Λ ◦ b, S]X1 + 2c(Λ ◦ b)2X1 = 0,

⇔ (Λ ◦ b)SX1 + c(Λ ◦ b)2X1 − S(Λ ◦ b)X1 + c(Λ ◦ b)2X1 = 0,

⇔ −S11X2 + S12X1 + S21X1 + S22X2 − 2cX1 = 0.

Por otro lado, evaluando en X2 tenemos que

[Λ ◦ b, S]X2 + 2c(Λ ◦ b)2X2 = 0,

⇔ (Λ ◦ b)SX2 + c(Λ ◦ b)2X2 − S(Λ ◦ b)X2 + c(Λ ◦ b)2X2 = 0,

⇔ −S21X2 + S22X1 − S11X1 + S12X2 − 2cX2 = 0.
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entonces tenemos que la accion preserva cada hoja de foliación si y solo si se satisface el
siguiente sistema de ecuaciones 

S12 + S21 − 2c = 0,

S22 − S11 = 0,

S21 + S12 + 2c = 0,

es decir, cuando c = 0, S11 = S22 y S12 = −S21, y entonces A es una matriz simétrica.

Ahora, supongamos que la acción preserva cada hoja de la foliación, es decir, iΥα = 0
y la matriz A es una matriz simétrica, por lo cual dα = 0. Como Υ esta definido por
una matriz antisimétrica, entonces div(Υ) = 0. Por lo tanto, se cumple que

LΥα = iΥdα+ diΥα = 0,

es decir la acción preserva la estructura de Poisson.

Observación 2.2.19. Si suponemos que la acción preserva cada hoja de foliación, entonces
de la demostración del Teorema 2.2.18, tenemos que la matriz A, de la ecuación (2.17),
es un matriz simétrica de la forma  m 0 u

0 m v
u v t

 .

Consideremos el plano ortogonal al vector b, y tomemos dos vectores linealmente inde-
pendientes en este plano ortogonal. Notemos que A es invariante en este plano y entonces
A es unicamente determinado por su valor en este espacio.

2.3. Estructuras de Poisson invariantes alrededor de hojas
simplécticas

En esta sección, vamos a dar condiciones suficientes para la existencia de estructuras
de Poisson invariantes, alrededor de hojas simplécticas.

Sea (M,F) una variedad foliada, es decir, M es una variedad suave equipada con
una foliacion regular F . Denotemos por

V := TF ,

el haz tangente de F y por V0 ⊂ T ∗M su anulador.

Definición 2.3.1. Un bivector de Poisson Π ∈ Γ(
∧2 TM) en una variedad foliada

(M,F), se dice que es de F-acoplamiento, si la distribución

H := Π](V0),

es un haz normal de la foliación, es decir

TM = H⊕ V.
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En este caso tenemos la descomposición en el cotangente dada por

T ∗M = V0 ⊕H0, (2.19)

entonces podemos definir una bigraduación de formas diferenciales y multivectores en
M como

Ωk(M) =
⊕
p+q=k

Ωp,q(M) χk(M) =
⊕
p+q=k

χp,q(M).

Una k-forma diferencial (multivector) que esta en el espacio Ωp,q(M) (χp,q(M)) se dice
ser de bigrado (p, q).

Se puede probar que la diferencial exterior es un operador bigraduado con la siguiente
descomposición [25], [8]

d = d1,0 + d2,−1 + d0,1.

Si Π es un bivector de Poisson de F-acoplamiento Para cada bivector de Poisson Π de
F-acoplamiento, tenemos la descomposición

Π = Π2,0 + Π0,2,

donde Π2,0 ∈ Γ(
∧2 H) es un bivector tal que rk(Π2,0) = dimH. Lo cual implica que

Π]
2,0(V0) = H,

y Π0,2 ∈ Γ(
∧2 V) es un tensor de Poisson tangente por hojas. Es decir,

Π]
0,2(T ∗M) ⊂ V y [Π0,2,Π0,2]SCH = 0.

Cada 1-forma β en M se puede descomponer como β = β1,0+β0,1, donde β1,0 ∈ Γ(V0)
y β0,1 ∈ Γ(H0), por lo cual

Π]β = Π]
2,0β1,0 + Π]

0,2β0,1, (2.20)

entonces tenemos que

Π](T ∗M) = Π](V0 ⊕H0) = Π]
2,0 + Π]

0,2(V0 ⊕H0),

= Π]
2,0(V0)⊕Π]

2,0(H0) + Π]
0,2(V0)⊕Π]

0,2(H0),

= Π]
2,0(V0)⊕Π]

0,2(H0) = H⊕Π]
0,2(H0).

En consecuencia, la distribución caracteŕıstica de Π, es la suma directa de la distribu-
ción H y la distribución caracteristica de Π0,2. Esto muestra que el conjunto de puntos
singulares de las estructuras de Poisson Π y Π0,2 coinciden. Ademas, la distribución H
es integrable si y sólo si Π0,2 es un tensor de Poisson.

Teorema 2.3.2. Sea (M,F) una variedad foliada y sea Φ: G ×M → M la acción de
un grupo de Lie compacto y conexo que preserva la foliación. Sea Π una estructura de
Poisson de F-acoplamiento en M y S una hoja simpléctica de Π, que satisfacen las
siguientes propiedades:
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1. Existe un morfismo µ : g → Ω1(M), tal que los generadores infinitesimales de la
G-acción son de la forma

aM = Π]
0,2(µa), (2.21)

para todo a ∈ g.

2. La foliación es transversal a la hoja simpléctica S, es decir

TSM = TS ⊕ TSF . (2.22)

Entonces existe un entorno G-invariante N de S, y existe una estructura de Poisson G-
invariante Π en N . Más aún, podemos tomar N de tal manera que Π y Π son isomorfos.

Para mostrar el Teorema 2.3.2, es necesario mostrar los siguientes lemas.

Lema 2.3.3. Bajo las hipotesis del Teorema 2.3.2, la G-acción es compatible con la
estructura de Poisson Π. Más aún, la 1-forma diferencial ρ, de la ecuación de compa-
tibilidad (2.8), es de la forma ρa = (µa)0,1 ∈ Γ(H0), para todo a ∈ g, y satisface que
δG((µa)0,1) es una 1-forma cerrada en S.

Demostración. De las ecuaciones (2.20) y (2.21), se sigue que

aM = Π]
0,2((µa)0,1) = Π]

2,0((µa)0,1) + Π]
0,2((µa)0,1) = Π]((µa)0,1)

lo cual implica que la condición de compatibilidad (2.8) se cumple para ρa = (µa)0,1.

Como la foliación es transversal a la hoja simpléctica S y (µa)0,1 ∈ Γ(H0), entonces

i∗S(µa)0,1 = 0.

y entonces d(i∗S(µa)0,1) = 0. Finalmente, del Lema 2.1.9, obtenemos que

0 = δG(d(i∗S(µa)0,1)) = dδG(i∗S(µa)0,1) = dδG ((µa)0,1|S) ,

y por tanto δG((µa)0,1) es una forma cerrada en S.

Lema 2.3.4. Bajo las hipótesis del Teorema 2.3.2, la familia de morfismos

Id−tB] ◦Π],

con B := −dδG((µa)0,1), es invertible en S para cada t ∈ [0, 1].

Demostración. El Lema 2.3.3 implica que i∗SB = 0 o equivalentemente B[(TS) ⊆ (TS)0.
Como la foliación es transversal a las hojas simplécticas se tiene que

T ∗SM = V0
S ⊕ (TS)0,
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entonces obtenemos que

Π](T ∗SM) = Π](V0
S)⊕Π]((TS)0),

= Π]
2,0(V0

S) + Π]
0,2(V0

S)⊕Π]
2,0((TS)0) + Π]

0,2((TS)0),

= Π]
2,0(V0

S) = TS.

Como Π](V0
S) = TS, para cada α ∈ V0

S se tiene que Π](α) ∈ TS, entonces B[ ◦
Π](α) ∈ (TS)0, y por tanto

B[ ◦Π](V0
S) ⊆ (TS)0.

Por otro lado, como Π]((TS)0) = 0 entonces

B[ ◦Π]((TS)0) = 0.

Estas inclusiones nos dicen que la matriz del morfismo B[ ◦ Π]|S : T ∗SM → T ∗SM , con
respecto a la descomposición T ∗SM = V0

S ⊕ (TS)0, es de la forma(
0 0
? 0

)
,

por lo tanto, para cada t ∈ [0, 1], el morfismo Id−tB[ ◦Π] es invertible en S.

Demostración del Teorema 2.3.2. Por el Lema 2.3.3, tenemos que la G-acción es compa-
tible con la estructura de Poisson Π. Del Lema 2.3.4, se sigue que el morfismo Id−tB[◦Π]

es invertible para cada t ∈ [0, 1], donde B = −d(δG((µa)0,1)). Entonces existe una vecin-
dad N de S en la cual este morfismo es invertible. Más aún, como G es un grupo de Lie
compacto, entonces podemos escoger la vecindad N como una vecindad G-invariante.

Para cada t ∈ [0, 1], aplicamos el Teorema 2.2.7 para obtener una familia de estruc-
turas de Poisson G-invariantes Πt, tal que

τtB(DΠ) = Graf(Π]
t),

y donde la estructura de Poisson Πt, es definida como

Π]
t = Π] ◦ (Id−tB[ ◦Π])−1,

notemos que Π0 = Π y denotamos por

Π1 = Π. (2.23)

Denotemos θ := δG((µa)0,1). La familia de estructuras de Poisson {Πt} forman un camino
que une Π con Π. Definimos un campo vectorial que depende de t como

Zt = −Π]
t(θ) = −Π] ◦ (Id +t(dθ)[ ◦Π])−1(θ),

y mostremos que Zt satisface la siguiente ecuación homológica

[Zt,Πt]SCH +
d

dt
Πt = 0,
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en efecto, por propiedades del corchete de Schouten tenemos que

[Zt,Πt]SCH = −[Π]
t(θ),Πt]SCH = −Π]

t(dθ),

por otro lado, tenemos que

d

dt
Π]
t =

d

dt

(
Π](Id +t(dθ)[ ◦Π])−1

)
,

= −Π](Id +t(dθ)[ ◦Π])−1 ◦ (dθ)[ ◦Π](Id +t(dθ)[ ◦Π])−1,

= −Π]
t ◦ (dθ)[ ◦Π]

t = (Π]
t(dθ))

],

por lo tanto el campo Zt cumple la ecuación homológica.

Ahora, θ|TSM ∈ (TS)0, como Π]((TS)0) = 0 se tiene que

Zt|S = −Π]
t(θ)|S = 0,

por lo tanto el flujo de Zt es bien definido en todo N , para todo t ∈ [0, 1]. Sea

φt := FltZt : N →M,

el flujo de Zt. Notemos que φt|S = IdS , y además (φt)∗Πt = Π0, para todo t ∈ [0, 1]. Por
lo tanto, el difeomorfismo φ1 : N →M cumple que

(φ1)∗Π1 = Π0,

aśı, de la ecuación (2.23) se sigue que

(φ1)∗Π = Π.

Bajo las hipotesis del Teorema 2.3.2. Dada una variedad de Poisson (M,Π), existe una
estructura de Poisson Π (2.23), que es invariante con respecto a la G-acción de un grupo
de Lie compacto. Esta estructura invariante esta definida en una vecindad G-invariante
N de una hoja simpléctica S de Π. Ahora, Π tiene una bigraduación Π = Π2,0 + Π0,2

con respecto a la descomposición

TNM = H⊕ VN .

donde H es el haz normal G-invariante de F respecto a Π.

Proposición 2.3.5. Bajo las hipotesis del Teorema 2.3.2. La estructura de Poisson
G-invariante Π, definida en la ecuación (2.23), tiene una descomposición de la forma

Π = Π2,0 + Π0,2, (2.24)

por bivectores G-invariantes.
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Demostración. Puesto que las distribuciones caracteristicas de Π y Π coinciden en N ,
entonces S es una hoja simpléctica de Π. Por lo cual, podemos definir

H = Π
]
(V0),

haz normal de la foliación F , y entonces tenemos la descomposición

TM = H⊕ V.

Aśı, la estructura de Poisson Π, se puede escribir como

Π = Π2,0 + Π0,2.

Ahora, como aM = Π]
0,2µa para cada a ∈ g, entonces aM ∈ Γ(V). Entonces tenemos

que

[Π2,0, aM ]SCH ∈ χ2,0(M)⊕ χ1,1(M) [Π0,2, aM ]SCH ∈ χ0,2(M),

y como Π es G-invariante, se tiene que

0 = LaMΠ = [Π, aM ]SCH = [Π2,0, aM ]SCH + [Π0,2, aM ]SCH ,

por lo cual [Π2,0, aM ]SCH = [Π0,2, aM ]SCH = 0, y entonces Π2,0 Π0,2 son bivectores
G-invariante.

Proposición 2.3.6. La estructura de Poisson G-invariante Π0,2, definida en la ecuación
(2.24), es de la forma

Π
]
0,2 = Π]

0,2 ◦ (Id−B[
0,2 ◦Π]

0,2)−1,

donde B = −d(δG(µ0,1)).

Demostración. De la ecuación (2.9), tenemos que Π
]

= Π] ◦ (Id−B[ ◦Π])−1, al descom-
poner esta ecuación en bi-grados, obtenemos

Π
]
2,0 + Π

]
0,2 = (Π]

2,0 + Π]
0,2) ◦ (Id−B[ ◦ (Π]

2,0 + Π]
2,0))−1,

componiendo esta igualdad con (Id−B[ ◦ (Π]
0,2 + Π]

0,2)) por ambos lados obtenemos

Π
]
2,0 + Π

]
0,2 −Π

]
2,0(Id−B[(Π]

2,0 + Π]
2,0))−Π

]
0,2(Id−B[(Π]

2,0 + Π]
2,0)) = (Π]

2,0 + Π]
0,2).

Como Π
]
2,0(T ∗M) = H, Π

]
0,2(T ∗M) ⊂ V y si pV : TM → V es la proyección a lo largo

de H, entonces podemos descomponer esta fórmula como Π
]
2,0 −Π

]
2,0 ◦B[ ◦ (Π]

2,0 + Π]
0,2) = (Id−pV ) ◦Π]

2,0,

Π
]
0,2 −Π

]
0,2 ◦B[ ◦ (Π]

2,0 + Π]
0,2) = pV ◦Π]

2,0 + Π]
0,2.

(2.25)
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Como Π]
2,0(H0) = 0 y Π]

0,2 = Π
]
0,2(V0) = 0, entonces la segunda ecuación de (2.25)

se puede escribir como Π
]
0,2 −Π

]
0,2 ◦B[ ◦Π]

0,2 = Π]
0,2,

−Π
]
0,2 ◦B[ ◦Π]

2,0 = pV ◦Π]
2,0.

(2.26)

Si tomamos B = B2,0 +B1,1 +B0,2 obtenemos de la primera ecuación de (2.26) que

Π
]
0,2 −Π

]
0,2 ◦ (B2,0 +B1,1 +B0,2) ◦Π]

0,2 = Π]
0,2,

usando que B[
2,0(V) = 0 y B[

1,1(V) ⊂ V0 obtenemos

Π
]
0,2 −Π

]
0,2 ◦B[

0,2 ◦Π]
0,2 = Π]

0,2,

y por lo tanto

Π
]
0,2 = Π]

0,2 ◦ (Id−B[ ◦Π]
0,2)−1.

Observación 2.3.7. Si la distribución H es integrable, entonces el bivector de Poisson
invariante Π se descompone en dos estructuras de Poisson G-invariantes Π2,0 y Π0,2.

2.4. Compatibilidad en haces fibrados de Poisson: El caso
de acciones de S1

En esta sección estudiaremos el caso de tener la acción de S1 en un haz fibrado
de Poisson, daremos condiciones para las cuales dicha accion es compatible con una
estructura de Poisson dada.

Sea (E, π, S) un haz fibrado. La distribución vertical V del haz se define como la
distribución tangente a las fibras, es decir

V := ker(Tπ).

Definición 2.4.1. Un haz fibrado de Poisson es un par (π : E → S) donde π : E → S es

un haz fibrado en una variedad suave S, y P un bivector de Poisson tal que P ∈ Γ
(∧2 V

)
.

Teorema 2.4.2. Sea (E, π, S, P ) un haz fibrado de Poisson con fibra F . Supongamos
que Φ: S1 × E → E es una acción de S1 en E, tal que el generador infinitesimal de la
acción es de la forma

Υ = P ](µ), (2.27)

para algún µ ∈ Ω1(E). Entonces una estructura de Poisson Π en E es compatible con
dada acción si existe una distribución horizontal H en E tal que

Π = Π2,0 + Π0,2,

con Π0,2 = P .
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Demostración. La distribución horizontal H nos da una descomposición de µ como µ =
µ1,0 + µ0,1, donde µ0,1 ∈ Γ(H◦) y µ1,0 ∈ Γ((TF )◦). Por hipótesis tenemos que

Υ = Π]
0,2(µ) = Π]

0,2(µ1,0 + µ0,1) = Π]
0,2(µ0,1),

por otro lado tenemos que

Π](µ0,1) = Π]
2,0(µ0,1) + Π]

0,2(µ0,1) = Π]
0,2(µ0,1) = Υ.

Por lo tanto la condición de compatibilidad descrita en el Teorema 2.2.7 se cumple para
ρ = µ0,1, lo cual implica que Π es compatible con la acción de S1 en E.

Observación 2.4.3. El Teorema 2.4.2, se sigue cumpliendo en el caso de tener la acción
de un grupo de Lie compacto G en el espacio total E de un haz de Poisson. Sustituyendo
la hipotesis (2.27) por la siguiente: Existe µ ∈ Hom(g,Ω1(E)), tal que para todo a ∈ g,
los generadores infinitesimales son de la forma

aE = P ](µa).

Corolario 2.4.4. La 1-forma ρ que cumple con la condicion de compatibilidad

Υ = Π](ρ),

es dada por ρ = µ0,1.

Definición 2.4.5. Una estructura de Poisson Π en un haz fibrado (E → S, F ) con fibra
F , se llama de casi-acomplamiento si existe una distribución horizontal H en E tal que

Π = Π2,0 + Π0,2,

con Π2,0 ∈ Γ
(∧2 H

)
y Π0,2 ∈ Γ

(∧2 TF
)

.

Teorema 2.4.6. Sea (E → S, P ) un haz fibrado de Poisson, consideremos una acción
de S1 en E, tal que el generador infinitesimal de la acción es de la forma

Υ = P ](µ),

para algun µ ∈ Ω1(E). Sea Π una estructura de Poisson en E de casi-acoplamiento via
una distribución H con Π0,2 = P . Entonces, existe una estructura de Dirac S1-invariante

D = {(X,α− iXB) | (X,α) ∈ DΠ},

con B := −dQ y donde Q esta dado por la formula

Q := δS
1
(µ0,1) = − 1

2π

∫ 2π

0
(t− π)(FltΥ)∗µ0,1 + π 〈µ0,1〉S1 . (2.28)

En particular, si el morfismo
Id− (B[ ◦Π]),

es invertible, entonces existe una estructura de Poisson S1-invariante Π, tal que

D = DΠ := Graf(Π
]
).
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Demostración. Como consecuencia del Teorema 2.4.2, tenemos que la S1-acción es com-
patible con Π, donde la forma de compatibilidad es ρ = µ0,1. Definamos la 1-forma

Q := δS
1
(ρ), entonces del Lema 2.1.12 se sigue que

Q = δS
1
(µ0,1) =

1

2π

∫ 2π

0
(t− π)(FltΥ)∗µ0,1 + π 〈µ0,1〉S1 .

Sea DΠ la estructura de Dirac asociada a Π, entonces del Teorema 2.2.5 existe una
estructura de Dirac S1-invariante D, que se relaciona con DΠ por la transformación de
B-gauge donde B := −dQ. Es decir,

D = τB(DΠ) = {(X,α− iXB) | (X,α) ∈ Dπ}.

En particular, si Id− (B[ ◦Π]) es invertible, entonces por la Proposición 1.4.4, existe
una estructura de Poisson Π tal que D = DΠ.

Del Teorema 2.4.2, supongamos que µ es una forma diferencial cerrada. Entonces
tomando la descomposición del diferencial d = d1,0+d2,−1+d0,1, dada por la distribución
horizontal H, se tiene que

0 = d = d1,0µ+ d2,−1µ+ d0,1µ,

= d1,0(µ1,0) + d1,0(µ0,1) + d2,−1(µ1,0) + d2,−1(µ0,1),

+d0,1(µ1,0) + d0,1(µ0,1).

De aqui, obtenemos las siguientes ecuaciónes
(dµ)0,2 = d0,1(µ0,1) = 0,

(dµ)2,0 = d1,0(µ1,0) + d2,−1(µ0,1) = 0,

(dµ)1,1 = d1,0(µ0,1) + d0,1(µ1,0) = 0.

(2.29)

Como δS
1

conmuta con la derivada exterior, la 1-forma δG(µa) es cerrada, y la 2-forma
de gauge B del Teorema 2.4.6, puede ser representada por B = −dQ, donde

Q = −δS1
(µ1,0) ∈ Γ(V◦). (2.30)

En efecto, de la ecuación (2.28) tenemos que Q = δS
1
(dµ0,1), ahora, como d(µ) = 0 y

µ = µ1,0 + µ0,1 entonces dδG(µ1,0 + µ0,1) = 0 y por lo tanto

dδG(µ1,0) = −dδG(µ0,1).

Finalmente, de la ecuación (2.29) se sigue que B0,2 = 0, luego

δS
1
dQ = δS

1
(dµ1,0) = δS

1
(d1,0µ1,0 + d2,−1µ1,0 + d0,1µ1,0),

= δS
1
(d1,0µ1,0 + d0,1µ1,0) = d1,0δ

S1
(µ1,0) + d0,1δ

S1
(µ1,0),
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y entonces B = B2,0 +B1,1 con

B2,0 = d1,0δ
S1

(µ1,0) B1,1 = d0,1δ
S1

(µ1,0).

En particular, si la acción de S1 es Hamiltoniana con momentum map J : R→ C∞(E)
entonces

Υ = Π]
0,2dJ1, Q = −δS1

(d1,0J1),

y

Q =
1

2π

∫ 2π

0
(t− π)(Flt

Π]0,2dJ1
)∗d1,0J1 dt− π 〈d1,0J1〉S1 .



58 Método de promedios y estructuras geométricas invariantes



Caṕıtulo 3

Estructuras de Dirac invariantes en variedades

foliadas

El objetivo general de este caṕıtulo es construir estructuras de Dirac en variedades
foliadas, que son invariantes con respecto a la acción de un grupo de Lie compacto. Para
esto, usaremos herramientas de conexiones de Ehresmann en variedades foliadas [9], el
método de promedios [19] y el método de acoplamiento [8] [26].

En la sección 3.2, aplicaremos el método de promedios para construir conexiones de
Ehresmann que son invariantes con respecto a la acción de un grupo de Lie compacto.
Luego, daremos condiciones suficientes donde el operador de promedios preserve el con-
junto de conexiones de Poisson. En la sección 3.3, vamos a presentar una generalización
de las conexiones de Hannay-Berry en haces fibrados de Poisson [19], en el contexto de
variedades foliadas de Poisson. En la sección 3.4, daremos condiciones suficientes donde
el operador de promedios preserve el conjunto de conexiones de Poisson con curvatura
Hamiltoniana. Finalmente, en la sección 3.5, vamos a aplicar el operador de promedios y
el metodo de acoplamiento para construir estructuras de Dirac invariantes en variedades
foliadas.

3.1. Conexiones en variedades foliadas

En esta sección introducimos nociones básicas sobre conexiones de Ehresmann en
variedades foliadas, aśı como algunas propiedades importantes que usaremos a lo largo
de este caṕıtulo.

Una variedad foliada es un par (M,F), donde M es una variedad diferencial y F
es una foliación F regular en M . La foliación F , nos permite definir una distribución
integrable

V := TF ,

llamada distribución vertical.

Definición 3.1.1. Un morfismo de haces vectoriales γ : TM → TM se dice ser una
conexión de Ehresmann si

1. γ ◦ γ = γ.

2. γ(TM) = V.

59
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La condición (2) en la definición 3.1.1, es equivalente a la condición

γ|V = idV.

Cada conexión de Ehresmann γ define una distribución suave en M , dada por

Hγ := ker(γ),

la cual es llamada distribución γ-horizontal. Esta distribución es complementaria con V
en el sentido que

TM = Hγ ⊕ V, (3.1)

lo cual induce una descomposición del haz cotangente T ∗M dada por

T ∗M = (V)0 ⊕ (Hγ)0, (3.2)

donde (Hγ)0 y (V)0 son los anuladores de Hγ y V respectivamente.

La distribución vertical de la variedad foliada define un subhaz vectorial en TM
llamado haz vertical. El conjunto de secciones de este subhaz, denotado por Γ(V), son
los campos vectoriales X ∈ Γ(V) tal que X(m) ∈ TmF , para todo m ∈M . Decimos que
X ∈ Γ(TM) es un campo proyectable si

[X,Γ(V)] ⊂ Γ(V).

Denotamos por Γpr(TM) al conjunto de campos proyectables de M . Más aún, los campos
proyectables horizontales Γpr(Hγ), generan a la distribución horizontal.

La curvatura de una conexión γ, es una 2-forma valuada vectorial Curvγ ∈ Ω2(M,V)
en M , definida como

Curvγ :=
1

2
[γ, γ]FN ,

donde [·, ·]FN denota el corchete de Frölicher-Nijenhuis [27, pp. 250]. En caso que µ, η ∈
Ω1(M,TM), tenemos que

[µ, η]FN (X,Y ) = [µ(X), η(Y )]− [µ(Y ), η(X)]− η([µ(X), Y ]− [µ(Y ), X]),

−µ([η(X), Y ]− [η(Y ), X]) + (µ ◦ η + η ◦ µ)[X,Y ],
(3.3)

donde X,Y ∈ Γ(TM).

Si γ es una conexión en (M,F), entonces las curvatura de γ está unicamente deter-
minada por las relaciones{

Curvγ(X,Y ) = γ([X,Y ]) para X,Y ∈ Γpr(Hγ),

iV Curvγ = 0 para V ∈ Γ(V).
(3.4)

Definición 3.1.2. Decimos que un difeomorfismo Φ: M →M preserva la foliación, si

(TpΦ)(TpF) = TΦ(p)F , (3.5)

para todo p ∈M .
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Notemos que la ecuación (3.5), es quivalente a

Φ∗(Γ(V)) = Γ(V).

Ejemplo 3.1.3. Sea X ∈ Γpr(TM) un campo vectorial completo, entonces el flujo
FltX : M →M de X, es un difeomorfismo que preserva foliación.

En efecto, como X es campo proyectable, se cumple que

(TpΦ)Y (p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Φ∗)Y (p) = LXY = [X,Y ] ∈ Γ(VΦ(p)),

para todo Y ∈ TpF . O

Dada una conexión γ en una variedad foliada (M,F) y un difeomorfismo que preserva
foliación Φ: M →M , definimos un morfismo de haces vectoriales Φ∗γ : TM → TM como

Φ∗γ(X) := Φ∗(γ(Φ∗X)), (3.6)

para cada X ∈ Γ(TM).

Lema 3.1.4. Sea γ una conexión de Ehresmann en una variedad foliada (M,F) y
Φ: M →M un difeomorfismo que preserva foliación. Entonces Φ∗γ es una conexión de
Ehresmann

Demostración. Suponemos que Φ preserva foliación y γ(TM) = V, entonces de la ecua-
ción (3.6), tenemos que Φ∗γ(TM) = Φ∗(γ(Φ∗(TM))) = V.

Finalmente, sea X ∈ Γ(V) entonces Φ∗X ∈ Γ(V). Como γ es conexión entonces
γ(Φ∗X) = Φ∗X. Por lo cual

Φ∗γ(X) = Φ∗(γ(Φ∗X)) = Φ∗(Φ∗X) = X,

por lo tanto, Φ∗γ es una conexión.

Como consecuencia del Lema 3.1.4, la conexión de Ehresmann Φ∗γ tiene asociada
una distribución horizontal dada por

HΦ∗γ := ker(Φ∗γ).

Proposición 3.1.5. Sea γ una conexión de Ehresmann en una variedad foliada (M,F)
y Φ: M → M un difeomorfismo que preserva la foliación. Entonces, se cumplen lo
siguientes.

1. Para cada p ∈M
HΦ∗γ
p = Φ−1

∗ (Hγ
Φ(p)).

2. Las curvaturas Curvγ y CurvΦ∗γ estan relacionadas por la ecuación

Φ∗Curvγ = CurvΦ∗γ .
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Demostración. 1. Se tiene que, X ∈ HΦ∗γ
p si y sólo si Φ∗γ(X) = Φ∗(γ(Φ∗X)) = 0,

si y sólo si γ(Φ∗(X)) = 0. Entonces tenemos que Φ∗(X) ∈ Hγ
Φ(p), es decir X ∈

Φ−1
∗ (Hγ

Φ(p)), por lo tanto

HΦ∗γ
p = Φ−1

∗ (Hγ
Φ(p)),

para todo p ∈M .

2. Ahora mostremos (2). Por la naturalidad del corchete de Frölicher-Nijenhuis se
sigue que

Φ∗Curvγ =
1

2
[γ, γ]FN =

1

2
[Φ∗γ,Φ∗γ]FN = CurvΦ∗γ .

3.2. Método de promedio para conexiones de Ehresmann

En esta sección, nuestro objetivo es aplicar el método de promedios para construir
conexiones de Ehresmann que sean invariantes con respecto a la acción de un grupo de
Lie compacto. Además, daremos condiciones necesarias donde el operador de promedios
preserva el conjunto de conexiones de Poisson.

Sean (M,F) una variedad foliada y V = TF su distribución vertical. Sea γ : TM →
TM una conexión de Ehresmann en (M,F), y Hγ su distribución horizontal asociada.
Supongamos que Φ: G ×M → M es la acción de un grupo de Lie G compacto en una
variedad foliada (M,F), tal que, para cada g ∈ G, el difeomorfismo Φg preserva la folia-
ción. En consecuencia del Lema 3.1.4, se tiene que Φ∗gγ es una conexión de Ehresmann
para cada g ∈ G. Como el grupo es compacto y conexo, podemos promediar la conexión
de Ehresmann con respecto a la medida de Haar. Lo cual da pie a la siguiente definición.

Definición 3.2.1. Sea γ una conexión de Ehresmann, el promedio de γ se define por

〈γ〉G =

∫
G

Φ∗gγ dg,

donde dg es la medida de Haar normalizada.

Notemos que 〈γ〉G : TM → TM es un morfismo de haces vectoriales, el cual es
definido como

〈γ〉G (X) =

∫
G

Φ∗g(γ((Φg)∗(X)))dg,

para cada X ∈ Γ(TM).

Definición 3.2.2. Sea Φ: G×M →M la acción de un grupo de Lie G en una variedad
foliada (M,F). Decimos que una conexión de Ehresmann γ es G-invariante si

Φ∗gγ = γ

para todo g ∈ G.
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Lema 3.2.3. Sea γ una conexión de Ehresmann en (M,F), entonces el promedio 〈γ〉G
es una conexiónde Ehresmann G-invariante.

Demostración. Primero, mostremos que 〈γ〉G es una conexión de Ehresmann. Sea V ∈
Γ(V), entonces como Φg preserva foliación, tenemos que

〈γ〉G (V ) =

∫
G

Φ∗g(γ((Φg)∗V )) dg =

∫
G

Φ∗g((Φg)∗V ) dg = V

∫
G

dg = V.

Ademas, para cada X ∈ Γ(TM), tenemos que γ((Φg)∗X) ∈ Γ(V), entonces

〈γ〉G (X) =

∫
G

Φ∗g(γ((Φg)∗X)) dg ∈ Γ(V),

por lo tanto 〈γ〉G es una conexión de Ehresmann.

Mostremos ahora, que 〈γ〉G es G-invariante. Sea g′ ∈ G y denotemos por g̃ := g′g,
como la medida dg es bi-invariante, se sigue que

Φ∗g′ 〈γ〉G = Φ∗g′

∫
G

Φ∗gγ dg =

∫
G

Φ∗g′gF dg,

=

∫
G

Φ∗g̃γ dg̃ = 〈γ〉G ,

por lo tanto 〈γ〉G es G-invariante.

Como 〈γ〉G es una conexión de Ehresmann en (M,F), entonces tiene asociado una

distribución horizontal H̃ = H〈γ〉G := ker (〈γ〉G) que se relaciona con Hγ por la formula

H̃ = (I + Ξ)(Hγ), (3.7)

donde Ξ = γ − 〈γ〉G.

Proposición 3.2.4. Se satisfacen las siguientes propiedades.

1. Im(Ξ) ⊂ V ⊂ ker(Ξ).

2. 〈Ξ〉G = 0.

3. H̃ es G- invariante, esto es que

TpΦg(H̃p) = H̃Φg(p),

para todo p ∈M y g ∈ G.

Demostración. 1. Es claro que Im(Ξ) ⊂ V, debido a que el morfismo Ξ es la diferencia
de conexiones. Por otro lado, para cada V ∈ Γ(V) se tiene que

Ξ(V ) = γ(V )− 〈γ〉G (V ) = V − V = 0,

por lo tanto Im(Ξ) ⊂ V ⊂ ker(Ξ).
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2. Recordemos que el promedio es un operador lineal de proyección, esto es que
〈〈γ〉G〉G = 〈γ〉G. Entonces se sigue que

〈Ξ〉G = 〈γ〉G − 〈〈γ〉G〉G = 0.

3. Sea X ∈ ker(〈γ〉G)m. La propiedad de G-invarianza de 〈γ〉G es equivalente a tener
que

(〈γ〉G)Φg(m) ◦ TmΦg = TmΦg ◦ (〈γ〉G)m,

por lo tanto TmΦgX ∈ ker(〈γ〉G)Φg(m), por lo cual H̃ es G-invariante.

Para resultados posteriores, resulta de suma importancia dar una formula para el
morfismo Ξ := γ − 〈γ〉.

Proposición 3.2.5. Sea Φ: G × M → M la acción de un grupo de Lie compacto y
conexo en una variedad foliada (M,F), que preserva la foliación. Entonces el morfismo
Ξ es de la forma

Ξ =

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)[γ, aM ]FN dt dg,

donde dg es la medida de Haar normalizada de G.

Demostración. Como Φexp(ta) es el flujo del campo vectorial aM , para cada a ∈ g, tene-
mos la siguiente identidad

d

dt
Φ∗exp(ta)γ = Φ∗exp(ta)LaMγ,

Integrando esta expresión tenemos∫ 1

0

d

dt
Φ∗exp(ta)γ dt =

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)LaMγ dt. (3.8)

Por el teorema fundamental del calculo, la parte izquierda de la ecuación (3.8), se escribe
como ∫ 1

0

d

dt
Φ∗exp(ta)γ dt = Φ∗exp(a)γ − γ.

De esta forma obtenemos

Φ∗exp(a)γ − γ =

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)LaMγ dt. (3.9)

Integrando la ecuación (3.9), con respecto a la medida de Haar, tenemos∫
G

Φ∗exp(a)γ dg −
∫
G
γ dg =

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)LaMγ dt dg. (3.10)
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El lado izquierdo de la equación (3.10) es igual a 〈γ〉G − γ. De aqúı se sigue que

〈γ〉G − γ =

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)LaMγ dt dg,

y entonces

Ξ = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)LaMγ dt dg.

Como LaMγ = −[γ, aM ]FN , entonces

Ξ =

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)[γ, aM ]FN dt dg.

Observación 3.2.6. En la prueba de la Proposición 3.2.5, usamos que la parte izquierda
de la ecuación (3.10) es igual a 〈γ〉G − γ, lo cual puede no ser evidente a primera vista,
ya que la aplicación exponencial exp: g→ G no es inyectiva. Por lo cual formalmente no
podemos integrar la aplicación Φ∗exp(ta)γ con respecto a todo el grupo G. Sin embargo, del
Teorema B.2.3, existe un subconjunto D ⊂ g donde la aplicación exponencial restringida

exp |D : D → G\C(e),

es un difeomorfismo. Aqúı C(e) es un conjunto de medida cero que contiene a la identidad
e ∈ G, llamado “cut locus”. Formalmente la integral∫

G
Φ∗exp(a)γ dg,

es bien definida en G\C(e), sin embargo como C(e) es de medida cero, la integral en
G es igual a la integral en G\C(e). Por lo tanto, de aqui en adelante escribiremos estas
integrales con respecto a todo el grupo.

En terminos infinitesimales, la acción de un grupo de Lie G en una variedad foliada
(M,F) preserva la foliación, si los generadores infinitesimales de la acción son proyec-
tables, es decir

aM ∈ Γpr(TM),

para todo a ∈ g. Por otro lado, decimos que la acción preserva cada hoja de foliación si

aM ∈ Γ(V),

para todo a ∈ g.

Lema 3.2.7. Supongamos que la acción preserva cada hoja de foliación. Entonces cada
X̃ ∈ Γpr(H̃), es un campo vectorial G-invariante, es decir

[X̃, aM ] = 0, (3.11)

para todo a ∈ g.
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Demostración. De la proposición 3.2.4, tenemos que la distribución horizontal H̃ es G-
invariante. Esto implica que [X̃, aM ] ∈ Γ(H̃), para todo a ∈ g y X̃ ∈ Γ(H̃).

Por otro lado como X̃ es proyectable y aM ∈ Γ(V), entonces [X̃, aM ] ∈ Γ(V), lo cual
implica que [X̃, aM ] = 0 para todo a ∈ g.

Lema 3.2.8. Supongamos que la G-acción de un grupo de Lie compacto y conexo en
una variedad foliada (M,F), preserva cada hoja de foliación. Entonces, para todo X ∈
Γpr(Hγ) se tiene que

Ξ(X) = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)[X, aM ] dt dg.

Demostración. Sea X ∈ Γpr(Hγ), de la ecuación (3.14), tenemos que X̃ := X + Ξ(X) ∈
Γpr(H̃). Del Lema 3.2.7 tenemos que X̃ es un campo G-invariante, entonces

Ξ(X̃) = Ξ(X) + Ξ2(X) = Ξ(X).

Por la Proposición 3.2.5 y tomando en cuenta que X̃ es G-invariante, se tiene

Ξ(X) = Ξ(X̃) =

∫
G

∫ 1

0

(
Φ∗exp(ta)[γ, aM ]FN

)
(X̃) dt dg,

=

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)

(
[γ, aM ]FN (X̃)

)
dt dg,

(3.12)

Por otro lado, podemos notar que

[γ, aM ]FN (V ) = [γ(V ), aM ]− γ([V, aM ]) = [V, aM ]− [V, aM ] = 0,

para todo, V ∈ Γ(V). Lo cual implica que

[γ, aM ]FN (X̃) = [γ, aM ]FN (X). (3.13)

Por cálculo directo y tomando en cuenta las ecuaciones (3.12) y (3.13), se sigue que

Ξ(X) =

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta) ([γ, aM ]FN (X)) dt dg,

=

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta) ([γ(X), aM ]− γ([X, aM ])) dt dg,

=

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta) (−γ([X, aM ])) dt dg,

= −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)[X, aM ] dt dg.
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De la ecuación (3.7) se sigue que Γ(H̃) = (I + Ξ)Γ(Hγ). En particular

Γpr(H̃) = (I + Ξ)Γpr(Hγ). (3.14)

En efecto, para cada X ∈ Γpr(Hγ), definimos X̃ := X + Ξ(X). Si V ∈ Γ(V), entonces

[X̃, V ] = [X + Ξ(X), V ] = [X,V ] + [Ξ(X), V ] ∈ Γ(V).

Por otro lado, el morfismo I + Ξ es un isomorfismo con inversa I − Ξ. Entonces para
cada X̃ ∈ Γpr(H̃), definimos X = X̃ − Ξ(X̃), lo cual implica que

[X,V ] = [X̃, V ]− [Ξ(X̃), V ] ∈ Γ(V).

Lema 3.2.9. Supongamos que la G-acción en (M,F) preserva cada hoja de foliación.
Entonces, para todo X ∈ Γpr(Hγ) se cumple que

〈Ξ(X)〉G = 0.

Demostración. De la ecuación (3.14), tenemos que X = X̃ − Ξ(X) donde X̃ ∈ Γpr(H̃).
De la Proposición 3.2.4, se sigue que Ξ2 = 0, entonces

Ξ(X) = Ξ(X̃)− Ξ2(X) = Ξ(X̃).

Del Lema 3.2.7 se tiene que X̃ es G-invariante, por lo tanto se tiene que

〈Ξ(X)〉G =
〈

Ξ(X̃)
〉
G

= 〈Ξ〉G (X̃) = 0.

Lema 3.2.10. Supongamos que la G-acción preserva cada hoja de foliación. Entonces
para cada X ∈ Γpr(Hγ) se tiene que

〈X〉G = X + Ξ(X).

Demostración. Sea X̃ ∈ Γpr(H̃), de la ecuación (3.14), tenemos que X̃ = X + Ξ(X).

Del Lema 3.2.7 tenemos que X̃ es G-invariante, entonces X̃ =
〈
X̃
〉
G

. Por otro lado, del

Lema 3.2.9, tenemos que 〈
X̃
〉
G

= 〈X〉G + 〈Ξ(X)〉G = 〈X〉G ,

y aśı concluimos que 〈X〉G = X + Ξ(X).

Lema 3.2.11. Supongamos que la G-acción preserva cada hoja de foliación. Entonces
el conjunto de secciones de la distribución horizontal H̃ es de la forma

Γpr(H̃) = {〈X〉G | X ∈ Γpr(Hγ)}.

Demostración. El resultado se sigue directamente del Lema 3.2.10.
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3.2.1. Criterios de invarianza de conexiones de Ehresmann

En los siguentes resultados se establecen una serie de criterios para determinar la
invarianza de conexiones de Ehresmann.

Proposición 3.2.12. Sea Φ: G × M → M la acción de un grupo de Lie compacto
y conexo en una vareidad foliada (M,F). Entonces una conexión de Ehresmann γ es
G-invariante si y sólo si

〈γ〉G = γ. (3.15)

Demostración. Como γ es G-invariante, entonces

〈γ〉G =

∫
G

Φ∗gγ dg =

∫
G
γ dg = γ.

Reciprocamente, supongamos que se cumple la ecuación (3.15), entonces

Φ∗gγ = Φ∗g 〈γ〉G = 〈γ〉G = γ.

por lo tanto γ es G-invariante.

Proposición 3.2.13. Sea Φ: G×M →M la acción de un grupo de Lie conexo que actua
en una variedad foliada (M,F). Entonces una conexión de Ehresmann γ es G-invariante
si sólo si

[γ, aM ]FN = 0. (3.16)

para todo a ∈ g

Demostración. Recordemos que el flujo los generadores infinitesimales aM es dado por

Φexp(ta) : M →M,

donde exp: g→ G es la aplicación exponencial del algebra de Lie.

Supongamos que γ es G-invariante, entonces

[γ, aM ]FN = −LaMγ = − d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ∗exp(ta)γ = − d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ = 0.

por lo tanto se cumple la ecuación (3.16).

Reciprocamente, supongamos que se cumple la ecuación (3.16), entonces

d

dt
Φ∗exp(ta)γ = Φ∗exp(ta)(LaMγ) = −Φ∗exp(ta)([γ, aM ]FN ) = 0,

lo cual implica que Φ∗exp(ta)γ es constante y como Φexp(0a) = idM , entonces

Φ∗exp(ta)γ = γ.
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Como G es conexo, el Teorema B.2.6 nos asegura que cada elemento g ∈ G, se puede
escribir como el producto de aplicaciones exponenciales es decir, existen a1, a2 ∈ g tal
que g = exp(a1) · exp(a2), por lo tanto

Φ∗gγ = Φ∗exp(a1)·exp(a2)γ = Φ∗exp(a2) ◦ Φ∗exp(a1)γ = Φ∗exp(a2)γ = γ,

y entonces γ es G-invariante.

Proposición 3.2.14. Sea Φ: G×M →M la acción de un grupo de Lie conexo actuando
en (M,F), tal que la acción preserva cada hoja de foliación. Una conexión de Ehresmann
γ es G-invariante si y sólo si

[X, aM ] = 0, (3.17)

para todo X ∈ Γpr(Hγ) y a ∈ g.

Demostración. Aqúı usaremos el directamente la Proposición 3.2.13, y mostraremos que
la condición (3.16) es equivalente a la condición (3.17). Supongamos que [γ, aM ]FN = 0
para todo a ∈ g. Sea X ∈ Γpr(Hγ), entonces

0 = [γ, aM ]FN (X) = [γ(X), aM ]− γ([X, aM ]) = γ([X, aM ]),

lo cual implica que [X, aM ] ∈ Γ(Hγ). Por otro lado, como aM ∈ Γ(V) entonces [X, aM ] ∈
Γ(V), por lo tanto [X, aM ] = 0.

Reciprocamente, supongamos que para todo X ∈ Γpr(Hγ) se cumple que [X, aM ] = 0.
Si V ∈ Γ(V), entonces

[γ, aM ]FN (V ) = [γ(V ), aM ]− γ([V, aM ]) = [V, aM ]− [V, aM ] = 0.

Por otro lado, si X ∈ Γpr(Hγ), entonces

[γ, aM ]FN (X) = [γ(X), aM ]− γ([X, aM ]) = 0,

pues cada termino es cero. Por lo tanto [γ, aM ] = 0 para todo X ∈ Γ(TM).

3.2.2. Conexiones de Poisson invariantes

Una variedad foliada de Poisson (M,F , P ) es una variedad foliada (M,F), dotada
con un bivector de Poisson P tal que P ∈ Γ(

∧2 V). Sea Φ: G×M →M la acción de un
grupo de Lie compacto y conexo G en (M,F , P ), que preserva cada hoja de foliación,
esto es que aM ∈ Γ(V) para todo a ∈ g.

Definición 3.2.15. Una conexión de Ehresmann γ en (M,F , P ) se dice ser una conexión
de Poisson, si todo campo horizontal y proyectable X ∈ Γpr(Hγ) satisface que

LXP = 0.
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Teorema 3.2.16. Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson. Supongamos que G
es un grupo de Lie compacto y conexo que actua canónicamente en M y que preserva
cada hoja de foliación, es decir, se cumple que

LaMP = 0 y aM ∈ Γ(V),

para todo a ∈ g. Si γ es una conexión de Poisson en (M,F , P ), entonces su promedio
〈γ〉G es una conexión de Poisson.

Demostración. Como la acción es canónica, se tiene que 〈P 〉G = P . Por otro lado, como
γ es conexión de Poisson, se tiene que, para todo X ∈ Γpr(Hγ)

0 = 〈LXP 〉G = L〈X〉GP.

Por lo cual, el promedio 〈X〉G es un campo de Poisson y entonces el teorema se sigue
del Lema 3.2.11.

Observación 3.2.17. De la ecuación (3.14) tenemos que todo X̃ ∈ Γpr(H̃), se puede

expresar de la forma X̃ = X + Ξ(X), con X ∈ Γpr(Hγ). Calculando la derivada de Lie

de P a lo largo de X̃, tenemos que

L
X̃
P = LXP + LΞ(X)P.

Bajo las hipotesis del Teorema 3.2.16, se obtiene que

LΞ(X)P = 0,

por lo cual Ξ(X) es un campo vertical de Poisson.

Recordemos que, dada una conexión de Ehresmann γ en una variedad folidada
(M,F), la distribución horizontal Hγ induce una descomposición del espacio tangen-
te como

TM = Hγ ⊕ V

Por lo cual, cada campo vectorial X ∈ Γ(TM) puede ser expresado como

X = X1,0 +X0,1,

donde X1,0 ∈ Γ(Hγ) y X0,1 ∈ Γ(V).

Lema 3.2.18. Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson y γ una conexión de
Poisson. Si X ∈ Γpr(TM) es un campo de Poisson con descomposición X = X1,0 +X0,1

respecto a la conexión γ, entonces X1,0 y X0,1 son campos de Poisson.

Demostración. Sea X ∈ Γpr(TM), entonces

[X1,0,Γ(V)] = [X,Γ(V)]− [X0,1,Γ(V)] ∈ Γ(V),
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lo cual implica que X1,0 ∈ Γpr(Hγ). Como γ es de Poisson, entonces

LX1,0P = 0.

Ahora, como X ∈ Γ(TM) es de Poisson y [X1,0, P ] = 0, entonces

0 = [X,P ] = [X1,0, P ] + [X0,1, P ] = [X0,1, P ].

por lo cual X0,1 es campo de Poisson.

Proposición 3.2.19. Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson, equipada con
una conexión de Poisson γ. Para cada X,Y ∈ Γpr(Hγ), Curvγ(X,Y ) es un campo de
Poisson. Si ademas, G es un grupo de Lie compacto y conexo actuando canónicamente
en (M,F , P ) y preserva cada hoja de foliación. Entonces, para todo X,Y ∈ Γpr(Hγ),
Curv〈γ〉G(X,Y ) es un campo de Poisson de la forma

Curv〈γ〉G(X,Y ) = Curvγ(X,Y )− Ξ([X,Y ]). (3.18)

Demostración. Sean X,Y ∈ Γpr(Hγ), de la ecuación (3.4), se tiene que

Curvγ(X,Y ) = γ([X,Y ]) = [X,Y ]0,1,

donde [X,Y ]0,1 denota la parte vertical de [X,Y ]. Entonces del Lema 3.2.18 se sigue que
[X,Y ]0,1 es campo vectorial de Poisson.

Analogamente, por el Teorema 3.2.16, el promedio 〈γ〉G es una conexión de Poisson
y entonces de nueva cuenta Curv〈γ〉G(X,Y ) es campo de Poisson. Más aún,

Curv〈γ〉G(X,Y ) = 〈γ〉G ([X,Y ]) = (γ − Ξ)([X,Y ]) = Curvγ(X,Y )− Ξ([X,Y ]).

3.3. Conexiones de Hannay-Berry generalizadas

En esta sección vamos a introducir una generalización de las conexiones de Hannay-
Berry en haces fibrados de Poisson, en el contexto de variedades foliadas de Poisson.

Supongamos que un grupo de Lie compacto y conexo G actua en una variedad foliada
de Poisson (M,F , P ).

Definición 3.3.1. Decimos que la acción admite un operador de pre-momento, si existe
un operador lineal µ : g→ Ω1(M) tal que

aM = P ](µa), (3.19)

y
iP ](α)dµa = 0, (3.20)

para todo a ∈ g y α ∈ Ω1(M).
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Observación 3.3.2. Formalmente, se dice que una acción admite un operador de pre-
momento si ésta satisface la propiedad (3.19). Noción que fue introducida por Ginzburg
[20, pp. 331], [28, pp.993]. Sin embargo, en éstos trabajos, él introduce la propiedad
(3.20), con el proposito de mostrar algunos resultados con respecto a flujos de Poisson
[20, Proposicón 3.6] y cohomoloǵıa de Poisson G-invariante [20, Proposición 4.11]. Por
lo cual, en este trabajo adoptamos el término de operador de pre-momento cuando se
cumplan las dos propiedades antes descritas.

La condición (3.20) que caracteriza al operador de pre-momento, implica que la forma
µa es cerrada en cada hoja de foliación simpléctica de P .

Lema 3.3.3. Si la G-acción en (M,F , P ) admite un operador de pre-momento µ, en-
tonces es canónica.

Demostración. Para cada a ∈ g se tiene que

LaMP = P ]dµa.

Si α, β ∈ Ω1(M), entonces de la ecuación (3.20), se sigue que

P ]dµa(α, β) = dµa(P
](α), P ](β)) = iP ](α)dµa(P

](β)) = 0.

Por lo tanto LaMP = 0, y entonces la acción es canónica.

Sean γ una conexión de Poisson en (M,F , P ), 〈γ〉G su promedio y el morfismo de
haces vectoriales Ξ = γ − 〈γ〉G.

Teorema 3.3.4. Si la G-acción en (M,F , P ) admite operador de pre-momento µ, en-
tonces para todo X ∈ Γpr(Hγ), el campo vectorial Ξ(X) es Hamiltoniano de la forma

Ξ(X) = P ]d(Q(X)), (3.21)

donde Q es una 1-forma horizontal definida por

Q(X) = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)iX(µa)1,0 dtdg.

Demostración. Del Lema 3.2.8, tenemos que para todo X ∈ Γpr(Hγ)

Ξ(X) = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)LXP

](µa) dt dg. (3.22)

Como la conexión γ es Poisson, de la ecuación (3.22) se sigue

Ξ(X) = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)P

]LXµa dt dg,

= −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)P

] (diXµa + iXdµa) dt dg,

(3.23)
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Como P es un bivector antisimétrico, entonces para toda α ∈ Ω1(M)〈
α, P ]iXdµa

〉
= −

〈
iXdµa, P

]α
〉

= 〈iP ]αdµa, X〉 ,

entonces la ecuación (3.20) implica que P ]iXdµa = 0. Como P es un vertical, de la
ecuación (3.23), se sigue que

Ξ(X) = −P ]
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)diXµa dt dg,

= −P ]d
(∫

G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)iXµa dt dg

)
.

(3.24)

Como X es un campo horizontal, se tiene que

iX(µa) = iX(µa)1,0 + iX(µa)0,1 = iX(µa)1,0, (3.25)

por lo tanto, de las Ecuaciones (3.24) y (3.25) tenemos

Ξ(X) = P ]d

(
−
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)iX(µa)1,0 dt dg

)
.

y aśı Ξ(X) = P ]d(〈Q,X〉), donde Q ∈ Γ(V0) esta definida por

Q(X) = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)iX(µa)1,0 dt dg.

De la formula X = X̃ − Ξ(X) y que Ξ(X) es vertical, se sigue que

iXα = i
X̃
α− iΞ(X)α = i

X̃
α,

para toda α ∈ Γ(V◦) y como X̃ es G-invariante, entonces

Q(X) = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)iX(µa)1,0 dt dg,

= −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)iX̃(µa)1,0 dt dg,

= −i
X̃

∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)(µa)1,0 dt dg,

= −iX
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)(µa)1,0 dt dg,

de aqui se sigue que

Q = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)(µa)1,0 dt dg.
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Corolario 3.3.5. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo actuando en una variedad
foliada (M,F , P ) que admite un operador de pre-momento. La distribución horizontal
de la conexión promediada 〈γ〉G es generada por los campos vectoriales G-invariantes de
la forma

〈X〉G = X + P ]d(Q(X)),

donde X ∈ Γpr(Hγ).

Demostración. El resultado se sigue directamente del Lema 3.2.11, la formula (3.14) y
el Teorema 3.3.4.

Definición 3.3.6. Decimos que la acción de un grupo de Lie G en una variedad foliada
de Poisson (M,F , P ) es localmente Hamiltoniana, si existe un morfismo µ : g→ Ω1(M)
tal que

aM = P ](µa) y d(µa) = 0,

para todo a ∈ g.

Definición 3.3.7. La acción de un grupo de Lie G en una variedad foliada de Poisson
(M,F , P ) es Hamiltoniana con operador de momento J : g→ C∞(M), si

aM = P ](dJa),

para todo a ∈ g.

Podemos notar que las acciones localmente Hamiltonianas y las acciones Hamilto-
nianas con operador de momento, admiten un operador de pre-momento.

Las acciones Hamiltonianas con operador de momento, son también llamadas accio-
nes canonicas con operador de momento. Como consecuencia directa del Teorema 3.3.4,
se tiene el siguiente resultado

Corolario 3.3.8. Supongamos que la acción de G en (M,F , P ) es Hamiltoniana con
operador de momento J : g → C∞(M). Entonces para cada X ∈ Γpr(Hγ), el campo
vertical Ξ(X) es Hamiltoniano

Ξ(X) = P ]d(〈Q,X〉),

donde Q esta dado por

Q = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)d1,0Ja dt dg.

Demostración. El corolario se sigue directamente del Teorema 3.3.4 y del hecho que

(dJa)1,0 = d1,0Ja.
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Supongamos que un grupo de Lie compacto y conexo G actua en una variedad foliada
de Poisson (M,F , P ), tal que admite un operador de pre-momento. Dada una conexión
de Poisson γ, llamamos a su promedio 〈γ〉G conexión de Hannay-Berry generalizada, en
honor al trabajo de Marsden, Ratiu y Montgomery [19]. Ademas, tenemos la siguiente
generalización de la caracterización de conexiones tipo Hannay-Berry, en terminos de los
siguientes axiomas.

Teorema 3.3.9. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo actuando en una variedad
foliada de Poisson (M,F , P ). Supongamos que la G-accion admite un operador de pre-
momento µ : g→ Ω1(M) y fijemos una conexión de Poisson γ en (M,F , P ). Sea γ̃ una
conexión de Ehresmann en (M,F , P ) que satisface las siguientes propiedades:

1. i(I−γ̃)(X)µa = 0, para todo X ∈ Γpr(TM).

2. Existe K ∈ Γ(V0) tal que

Ξ(X) = P ]d(K(X)),

para todo X ∈ Γpr(TM), donde Ξ := γ − γ̃.

3. 〈K(X)〉G ∈ Casim(M,P ) para todo X ∈ Γpr(TM).

Entonces γ̃ es única. Más aún, γ̃ existe si y sólo si〈
i(I−γ)(X)µa

〉
G

= 0, (3.26)

para todo X ∈ Γpr(TM). En este caso, γ̃ es la conexión de Hannay-Berry generalizada.

Demostración. Supongamos que existen dos conexiones γ̃1 and γ̃2 que satisfacen (1)-(3).
Para cada i = 1, 2, la conexión γ̃i es de la forma

γ̃i = γ − Ξi.

De la condición (2), se sigue que

(γ̃1 − γ̃2)(X) = (Ξ2 − Ξ1)(X) = P ]d ((K2 −K1)(X)) . (3.27)

para todo X ∈ Γpr(TM). Mostremos que la función (K2 −K1)(X) es G-invariante, en
efecto, por antisimetŕıa de P , de la condición (1) y la ecuación (3,27), obtenemos que

LaM ((K2 −K1)(X)) = iP ](µa)d((K2 −K1)(X))

= −iP ]d((K2−K1)(X))µa = −i(γ̃1−γ̃2)(X)µa

= −i(I−γ̃2)(X)µa + i(I−γ̃1)(X)µa = 0

Aśı, (K2 − K1)(X) = 〈(K2 −K1)(X)〉G = 〈K2(X)〉G − 〈K1(X)〉G. Por tanto, de la
condición (3) y la ecuación (3.27) concluimos que

(γ̃1 − γ̃2)(X) = P ]d (〈K2(X)〉G − 〈K1(X)〉G) = 0,
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lo cual implica que γ̃1 = γ̃2.

Por otro lado, las conexiones γ̃ y γ satisfacen〈
i(I−γ)(X)µa

〉
G

=
〈
i(I−γ̃−Ξ)(X)µa

〉
G

=
〈
i(I−γ̃)(X)µa

〉
G
−
〈
iΞ(X)µa

〉
G
. (3.28)

para todo X ∈ Γpr(TM).

Supongamos que se cumplen las condiciones (1)-(3) . Las condiciones (2) y (3) im-
plican que 〈

iΞ(X)µa
〉
G

=
〈
iP ]d(K(X))

〉
G

= −
〈
iP ]µad(K(X))

〉
G

= −iP ]µad(〈K(X)〉G) = iP ]d(〈K(X)〉G)µa = 0,
(3.29)

por lo tanto, de la ecuación (3.28), se sigue que〈
i(I−γ)(X)µa

〉
G

=
〈
i(I−γ̃)(X)µa

〉
G

= 0.

Rećıprocamente, supongamos que se cumple la ecuación (3.26). Del Teorema 3.3.4, la
conexión 〈γ〉G satisface la condición (2). Ahora, para cada X ∈ Γpr(TM), se tiene que

0 = 〈〈X〉G −X〉G = 〈Ξ(X)〉G =
〈
P ]d(Q(X))

〉
G

= P ]d (〈Q(X)〉G) ,

lo cual implica la condición (3). De aqúı, se sigue que la ecuación (3.29) se cumple,
entonces, de la ecuación (3.28), γ y 〈γ〉G satisfacen la relación

0 =
〈
i(I−γ)(X)µa

〉
G

=
〈
i(I−〈γ〉G)(X)µa

〉
G
,

para todo X ∈ Γpr(TM). Por lo tanto, 〈γ〉G satisface la propiedad (1).

De la demostración del Teorema 3.3.9, podemos notar que la conexión 〈γ〉G, en
general, no satisface la propiedad (1), pues dicha propiedad se cumple si y sólo si (3.26)
se cumple. En este caso, por unicidad, cualquier conexión γ̃ que satisfaga (1)-(3), tiene
que ser la conexión de Hannay-Berry generalizada.

En particular, si la G-acción es Hamiltoniana con operador de momento J : g →
C∞(M), entonces la condición (3.26) es equivalente a la ecuación〈

dγ1,0Ja

〉
G

= 0,

la cual es llamada condición adiabatica.

3.4. Conexiones de Poisson con curvatura Hamiltoniana

En esta sección, vamos a dar condiciones necesarias donde el operador de promedios
preserve el conjunto de conexiones de Poisson con curvatura Hamiltoniana.
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Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson. Definimos ConH(M,F , P ) el conjunto
de las conexiones de Poisson γ en (M,F , P ) tal que existe σ ∈ Ω2(M) tal que

Curvγ(X,Y ) = −P ]d(σ(X,Y )), (3.30)

para cadaX,Y ∈ Γpr(Hγ). En este caso σ es llamada 2-forma Hamiltoniana de curvatura.

Podemos notar que cada forma Hamiltoniana de curvatura σ (3.30) es definida salvo
transformaciones

σ 7−→ σ + C (3.31)

donde C es una 2-forma horizontal tal que

C(X,Y ) ∈ Casim(M,P ),

para todo X,Y ∈ Γ(Hγ).

Definición 3.4.1. Se dice que una conexión γ ∈ ConH(M,F , P ) es admisible, si una
2-forma Hamiltoniana de curvatura σ, satisface la condición

dγ1,0σ = 0. (3.32)

Para cada β ∈ Γ(
∧q V0) y Q ∈ Γ(V0) definimos la forma diferencial {Q ∧ β}P ∈

Γ(
∧q+1 V0) como

{Q ∧ β}P (X0, ..., Xq) :=

q∑
i=0

(−1)i{Q(Xi), β(X0, ..., X̂i, ..., Xq)}P (3.33)

donde {·, ·}P denota al corchete de Poisson asociado a P , para todo Xi ∈ Γpr(Hγ) con
i = 0, ..., q.

Lema 3.4.2. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo actuando en una variedad foliada
(M,F). Para cada X,Y ∈ Γpr(Hγ) la curvatura de la conexión promediada satisface

Curv〈γ〉G(X,Y ) = Curvγ(X,Y ) + [Ξ(X),Ξ(Y )] + [Ξ(X), Y ]− [Ξ(Y ), X]− Ξ([X,Y ]).

Demostración. Sean X,Y ∈ Γpr(Hγ), se tiene que

Curv〈γ〉G =
1

2
[〈γ〉G , 〈γ〉G]FN = [γ−Ξ, γ−Ξ]FN = Curvγ+

1

2
[Ξ,Ξ]FN−[γ,Ξ]FN . (3.34)

Ahora, de la definición del corchete de Frölicher-Nijenhuis, ecuación (3.3), se sigue que

[γ,Ξ]FN (X,Y ) = [γ(X),Ξ(Y )]− [γ(Y ),Ξ(X)]− Ξ([γ(X), Y ]− [γ(Y ), X]),

−γ([Ξ(X), Y ]− [Ξ(Y ), X]) + (γ ◦ Ξ + Ξ ◦ γ)([X,Y ]),

= −[Ξ(X), Y ] + [Ξ(Y ), X] + Ξ([X,Y ]).

(3.35)
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Por otro lado, tenemos que

[Ξ,Ξ]FN (X,Y ) = [Ξ(X),Ξ(Y )]− [Ξ(Y ),Ξ(X)]− Ξ([Ξ(X), Y ]− [Ξ(Y ), X]),

−Ξ([Ξ(X), Y ]− [Ξ(Y ), X]) + 2Ξ2([X,Y ]),

= 2[Ξ(X),Ξ(Y )].
(3.36)

Finalmente, de las Ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36), se sigue que

Curv〈γ〉G(X,Y ) = Curvγ(X,Y ) + [Ξ(X),Ξ(Y )] + [Ξ(X), Y ]− [Ξ(Y ), X]− Ξ([X,Y ]).
(3.37)

Vamos a mostrar que el operador de promedios preserva el conjunto ConH(M,F , P ).

Teorema 3.4.3. Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson y sea G un grupo de Lie
compacto y conexo actuando en M . Supongamos que la G-acción admite un operador
de pre-momento. Si γ ∈ ConH(M,F , P ) con 2-forma Hamiltoniana de curvatura σ,
entonces el promedio 〈γ〉G ∈ ConH(M,F , P ) con 2-forma Hamiltoniana de curvatura

σ̃ = σ − d1,0Q−
1

2
{Q ∧Q}P . (3.38)

Demostración. Sean X,Y ∈ Γpr(Hγ), como γ ∈ ConH(M,F , P ), existe σ ∈ Ω2(M) tal
que

Curvγ(X,Y ) = −P ]d(σ(X,Y )).

Como la acción admite un operador de pre-momento, entonces se cumple la ecuación
(3.21), por lo cual

Ξ([X,Y ]) = Ξ([X,Y ]1,0) + Ξ([X,Y ]0,1) = Ξ([X,Y ]1,0),

= P ]d(Q([X,Y ]1,0)) = P ]d (Q([X,Y ]1,0 + [X,Y ]0,1)) ,

= P ]d(Q([X,Y ])).

(3.39)

Por otro lado

[Ξ(X), Y ] = −LY Ξ(X) = −LY (P ]dQ(X)) = −P ]d(LYQ(X)), (3.40)

[Ξ(Y ), X] = −LXΞ(Y ) = −LX(P ]dQ(Y )) = −P ]d(LXQ(Y )). (3.41)

Como Ξ(X) y Ξ(Y ) son campos Hamiltonianos entonces su corchete es el campo Hamil-
toniano dado por

[Ξ(X),Ξ(Y )] = P ]d({Q(X), Q(Y )}P ), (3.42)

donde {·, ·}P es el cochete de Poisson, asociado a P .
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Por lo cual, de las Ecuaciones (3.37), (3.39), (3.40), (3.41) y (3.42), la curvatura
queda como

Curv〈γ〉G(X,Y ) = Curvγ(X,Y ) + [Ξ(X), Y ]− [Ξ(Y ), X],

−Ξ([X,Y ]) + [Ξ(X),Ξ(Y )],

= P ]d(−σ(X,Y )− LYQ(X) + LXQ(Y )−Q([X,Y ])

+{Q(X), Q(Y )}P ).

De la formula dQ(X,Y ) = LXQ(Y )− LYQ(X)−Q([X,Y ]) se sigue que

Curv〈γ〉G(X,Y ) = P ]d (−σ(X,Y ) + dQ(X,Y ) + {Q(X), Q(Y )}P ) ,

= −P ]d
(
σ(X,Y )− d1,0Q(X,Y )− 1

2
{Q ∧Q}P (X,Y )

)
,

por lo tanto la 2-forma Hamiltoniana de curvatura σ̃ asociada a la conexión 〈γ〉G es

σ̃ = σ − d1,0Q−
1

2
{Q ∧Q}P .

Mostraremos que el operador de promedios preserva el subconjunto de conexiones
admisibles en ConH(M,F , P ).

Teorema 3.4.4. Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson y sea G un grupo de Lie
compacto y conexo actuando en M . Supongamos que la G-acción admite un operador de
pre-momento. Si γ ∈ ConH(M,F , P ) es una conexión admisible, entonces la conexión
promediada 〈γ〉G es también admisible.

Para mostrar el Teorema 3.4.4, es necesario dar primero los siguientes lemas.

Lema 3.4.5. Supongamos que la acción admite operador de pre-momento. Para cada
2-forma horizontal β ∈ Γ(

∧2 V), se tiene que

d
〈γ〉G
1,0 β = dγ1,0β + {Q ∧ β}P , (3.43)

donde Q es la 1-forma horizontal en la ecuación (3.21).

Demostración. Como β es horizontal, entonces

dγ1,0β(X,Y, Z) = dβ(X1,0, Y1,0, Z1,0).

Para la conexión de Ehresmann γ, se tiene que

dγ1,0β(X,Y, Z) = dβ(X1,0, Y1,0, Z1,0)

= L(Id−γ)X(β(Y,Z))− L(Id−γ)Y (β(X,Z)) + L(Id−γ)Z(β(X,Y ))

−β([X,Y ], Z) + β([X,Z], Y )− β([Y,Z], X),



80 Estructuras de Dirac invariantes en variedades foliadas

por otro lado, para la conexión promediada 〈γ〉G, tenemos que

d
〈γ〉G
1,0 β(X,Y, Z) = dβ(X1,0, Y1,0, Z1,0)

= L(Id−〈γ〉G)X(β(Y,Z))− L(Id−〈γ〉G)Y (β(X,Z))

+L(Id−〈γ〉G)Z(β(X,Y ))− β([X,Y ], Z) + β([X,Z], Y )

−β([Y, Z], X).

Supongamos que η := d
〈γ〉G
1,0 β − dγ1,0β. Como Ξ := γ − 〈γ〉G y de la ecuación (3.21), se

sigue que

η(X,Y, Z) = L(γ−〈γ〉G)X(β(Y, Z))− L(γ−〈γ〉G)Y (β(X,Z)) + L(γ−〈γ〉G)Z(β(X,Y ))

= LΞ(X)(β(Y, Z))− LΞ(Y )(β(X,Z)) + LΞ(Z)(β(X,Y ))

= iP ]d(Q(X))dβ(Y,Z)− iP ]dQ((Y ))dβ(X,Z) + iP ]d(Q(Z))dβ(X,Y )

= P (dQ(X), dβ(Y,Z))− P (dQ(Y ),dβ(X,Z)) + P (dQ(Z),dβ(X,Y ))

= {Q(X), β(Y, Z)}P − {Q(Y ), β(X,Z)}P + {Q(Z), β(X,Y )}P
= {Q ∧ β}P (X,Y, Z),

lo cual prueba la formula (3.43).

Lema 3.4.6. Sea γ una conexión de Poisson, entonces cada 1-forma horizontal Q,
satisface la ecuación

dγ1,0
1

2
{Q ∧Q}P = −{Q ∧ dγ1,0Q}P . (3.44)

Demostración. Notemos que dγ1,0{Q ∧ Q}P es una 3-forma horizontal. Sean X,Y, Z ∈
Γ(Hγ), por la formula de Koszul se sigue que

1

2
dγ1,0{Q ∧Q}(X,Y, Z) = LX

(
1

2
{Q ∧Q}P (Y,Z)

)
− LY

(
1

2
{Q ∧Q}P (X,Z)

)
+LZ

(
1

2
{Q ∧Q}P (X,Y )

)
− 1

2
{Q ∧Q}P ([X,Y ], Z)

+
1

2
{Q ∧Q}P ([X,Z], Y )− 1

2
{Q ∧Q}P ([Y, Z], X)
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Sea η :=
1

2
dγ1,0{Q ∧Q}. Como γ es una conexión de Poisson, entonces

η(X,Y, Z) = {LX(Q(Y )), Q(Z)}P + {Q(Y ), LX(Q(Z))}P − {LY (Q(X)), Q(Z)}P
−{Q(X), LY (Q(Z))}P + {LZ(Q(X)), Q(Y )}P + {Q(X), LZ(Q(Y ))}P
−{Q([X,Y ]), Q(Z)}P + {Q([X,Z]), Q(Y )}P − {Q([Y, Z]), Q(X)}P

= −{Q(X), LY (Q(Z))− LZ(Q(Y ))−Q([Y, Z])}P
+{Q(Y ), LX(Q(Z))− LZ(Q(X))−Q([X,Z])}P
−{Q(Z), LX(Q(Y ))− LY (Q(X))−Q([X,Y ])}P

= −{Q(X),dγ1,0Q(Y,Z)}P + {Q(Y ), dγ1,0Q(X,Z)}P
−{Q(Z), dγ1,0Q(X,Y )}P = −{Q ∧ dγ1,0Q}P (X,Y, Z).

lo cual prueba la formula (3.44).

Lema 3.4.7. Sea γ ∈ ConH(M,F , P ) con 2-forma Hamiltoniana de curvatura σ. En-
tonces, se cumple que

(dγ1,0)2Q = {Q ∧ σ}P . (3.45)

Demostración. Recordemos que la diferencial exterior tiene una bigraduación dada por
d = dγ1,0 + dγ0,1 + dγ2,−1. Tomando en cuenta que d2 = 0, se tiene que

(dγ1,0)2 = −dγ0,1 ◦ dγ2,−1 − dγ2,−1 ◦ dγ0,1.

Como Q es una 1-forma horizontal, se sigue que dγ2,−1Q = 0, en consecuencia

(dγ1,0)2Q = −dγ2,−1 ◦ dγ0,1Q.

Definimos η := d0,1Q. De aqúı se sigue que d2,−1η es una 3-forma horizontal. Sean
X,Y, Z ∈ Γpr(Hγ), entonces, de la formula de Koszul, la ecuación (3.4) y por bigradua-
ción, se tiene que

−d2,−1η(X,Y, Z) = η([X,Y ], Z)− η([X,Z], Y ) + η([Y, Z], X)

= −η(X, γ([Y, Z])) + η(Y, γ([X,Z]))− η(Z, γ([X,Y ]))

= −η(X,Curvγ(Y, Z)) + η(Y,Curvγ(X,Z))− η(Z,Curvγ(X,Y )).

Ahora, para todo W ∈ Γ(Hγ) y V ∈ Γ(V), se tiene que

d0,1Q(W,V ) = dQ(W,V ) = LW (Q(V ))− LV (Q(W ))−Q([W,V ])

= −LV (Q(W )) = −iV d(Q(W )).
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Tomando en cuenta que η = d0,1Q y la ecuación (3.30) se tiene

−d2,1η(X,Y, Z) = 〈d(Q(X)),Curvγ(Y,Z)〉 − 〈d(Q(Y )),Curvγ(X,Z)〉

+ 〈d(Q(Z)),Curvγ(X,Y )〉

= −
〈
d(Q(X)), P ]d(σ(Y,Z))

〉
+
〈
d(Q(Y )), P ]d(σ(X,Z))

〉
−
〈
d(Q(Z)), P ]d(σ(X,Y ))

〉
= P (dQ(X),dσ(Y,Z))− P (dQ(Y ), dσ(X,Z))

+P (dQ(Z),dσ(X,Y ))

= {Q(X), σ(Y,Z)}P − {Q(Y ), σ(X,Z)}P + {Q(Z), σ(X,Y )}P
= {Q ∧ σ}P (X,Y, Z).

Por lo tanto (dγ1,0)2Q = −d2,−1 ◦ d0,1Q = {Q ∧ σ}P .

Demostración del Teorema 3.4.4. De la ecuación (3.43), se tiene que

d
〈γ〉G
1,0 σ̃ = dγ1,0σ̃ + {Q ∧ σ̃}P .

Substituyendo σ̃ por la ecuación (3.38), se sigue que

d
〈γ〉G
1,0 σ̃ = dγ1,0σ − (dγ1,0)2Q− dγ1,0

1

2
{Q ∧Q}P

+{Q ∧ σ}P − {Q ∧ dγ1,0Q}P −
{
Q ∧ 1

2
{Q ∧Q}P

}
P

.

Notemos que, de la identidad de Jacobi se sigue que
{
Q ∧ 1

2{Q ∧Q}P
}
P

= 0. Finalmen-
te, de las ecuaciones (3.44) y (3.45), tenemos que

d
〈γ〉G
1,0 σ̃ = dγ1,0σ, (3.46)

por tanto, como γ es admisible, entonces 〈γ〉G es tambien admisible.

Ejemplo 3.4.8. Mostremos un ejemplo de una variedad foliada donde se cumplan las
hipotesis del Teorema 3.2.16, y entonces existe una conexión G-invariante de Poisson. Sea
M := B×N un haz trivial con (N,Pfib) una variedad de Poisson. Sean pr1 : B×N → B
y pr2 : B ×N → N las proyecciones canónicas.

Definimos una estructura de Poisson P en M como{
P ((pr2)∗α, (pr2)∗β) = (pr2)∗Pfib(α, β) para α, β ∈ Ω1(N),

i(pr1)∗ωP = 0 para ω ∈ Ω1(B).

En coordenadas locales (xi, yα) de B ×N , el bivector Pfib tiene la forma

Pfib =
1

2
Pα,β(y)

∂

∂yα
∧ ∂

∂yβ
.



3.5 Estructuras de Dirac invariantes en variedades foliadas 83

Entonces P |pr−1
1 (b) = Pfib|pr−1

1 (b) para todo b ∈ B.

Consideremos la foliación F en M definida por

Fm = pr1(m)×N,

para cada m ∈ M . Supongamos que Φ: G ×M → M es la acción de un grupo de Lie
compacto y conexo en M y que preserva cada hoja de foliación, esto es que, para cada
b ∈ B fijo, el difeomorfismo Φg,b : N → N cumple que

Φ∗g,bPfib = Pfib,

lo cual es equivalente a Φ∗gP = P .

Definimos una conexión γ0 : TM → TM de la siguiente manera. Para cada m ∈ M
tenemos la siguiente descomposición

TmM = Tpr1(m)B ⊕ Tpr2(m)N,

y entonces definimos γ0 := Tpr2. Entonces la distribución horizontal es

H0
m = Tpr1(m)B.

Como los campos vectoriales horizontales son de la forma X = U⊕0 con U ∈ Γ(TB),
entonces

LXP = 0.

Por lo tanto, en este caso, existe una conexión G-invariante de Poisson 〈γ0〉. En particular
si la acción es localmente Hamiltoniana, como la curvatura Curvγ ≡ 0, entonces γ0 ∈
ConH(M,F , P ), y del Teorema 3.4.3, se sigue que

〈γ0〉G ∈ ConH(M,F , P ).

O

3.5. Estructuras de Dirac invariantes en variedades folia-
das

En esta sección vamos a aplicar el Teorema 3.4.3 y el Teorema 3.4.4 con el objetivo
de construir una familia de estructuras de Dirac que son invariantes con respecto a la
acción de un grupo de Lie compacto y conexo. Estos resultados son una extensión del
trabajo de Vallejo y Vorobev [9].

Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson. Para cada γ ∈ ConH(M,F , P ) con
2-forma Hamiltoniana de curvatura σ, definimos una distribución en TM ⊕ T ∗M dada
por

Dγ,σ :=
{(
X + P ](α), α− iXσ

)
| X ∈ Γ(Hγ), α ∈ Γ

(
(Hγ)0

)}
. (3.47)

Recordemos de la Definición 3.4.1, que γ es admisible si una forma Hamiltoniana de
curvatura σ, satisface la condición

dγ1,0σ = 0.
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Proposición 3.5.1. Para cada conexión de Poisson admisible γ ∈ ConH(M,F , P ), la
distribución asociada Dγ,σ es una estructura de Dirac en M .

Demostración. Mostremos que Dγ,σ es una distribución Lagrangiana. Notemos que Dγ,σ

es una distribución regular de rango igual a dim(M). Además, para todo X ∈ Γ(Hγ) y
α ∈ Γ((Hγ)0) se tiene que

� (X + P ](α), α− iXσ), (Y + P ](β), β − iY σ)�

= iY α+ iP ](β)α− iY iXσ − iP ](β)iXσ + iXβ + iP ](α)β − iXiY σ − iP ](α)iY σ = 0

por lo tanto Dγ,σ es Lagrangiana.

Ahora mostremos que Dγ,σ es involutiva con respecto al corchete de Courant (1.8).
Tomando en cuenta que

Dγ,σ = Graf(P )⊕Graf(σ),

podemos definir elementos básicos en Dγ,σ como

eα = (P ](α), α) and eX = (X,−iXσ),

para todo X ∈ Γ(Hγ) y α ∈ Γ((Hγ)0). Como P es un bivector de Poisson, tenemos que

[P ](α), P ](β)] = P ]({α, β}P ) = P ]
(
LP ](α)β − iP ](β)dα

)
,

y entonces

Jeα, eβK =
(
P ]
(
LP ](α)β − iP ](β)dα

)
, LP ](α)β − iP ](β)dα

)
∈ Dγ,σ.

Por otro lado, como γ es admisible, se tiene que

JeX , eY K = ([X,Y ],−LXiY σ + iY diXσ) = ([X,Y ],−LXiY σ + iY diXσ + iY iXdσ)

=
(
[X,Y ],−i[X,Y ]σ

)
∈ Dγ,σ

Finalmente, como γ es una conexión de Poisson, se sigue que

JeX , eαK =
(

[X,P ]α], LXα+ iP ](α)diXσ
)

=
(
P ](LXα), LXα+ iP ](α)diXσ

)
.

Ahora, tenemos que

� JeX , eαK, eβ � = iP ](LXα)β + iP ](β)(LXα+ iP ](α)diXσ) = iP ](β)iP ](α)iXσ

= LP ](α)(iXσ(P ]β))− LP ](β)(iXσ(P ]α))− iXσ
(
[P ]α, P ]β]

)
= 0,

donde la última igualdad se cumple debido a que cada termino es cero. Además

� JeX , eαK, eX �= 〈LXα, Y 〉+
〈
iP ](α)diXσ, Y

〉
+
〈
−iY σ, [X,P ]α]

〉
, (3.48)

como P es un bivector de Poisson, se tiene que〈
−iY σ, [X,P ]α]

〉
= −

〈
iY σ, P

](LXα)
〉

= σ
(
Y, P ](LXα)

)
= 0.
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Por bigraduación, tenemos que

〈LXα, Y 〉 = −〈α, [X,Y ]〉 = −〈α, γ([X,Y ])〉 = 〈α,−Curvγ(X,Y )〉

por otro lado〈
iP ](α)diXσ, Y

〉
= (LXσ)(P ]α, Y )− iXdσ(P ], Y )

= LX(σ(P ]α, Y ))− σ(LXP
]α, Y )− σ(P ]α,LXY )− dσ(X,P ]α, Y )

= −dσ(X,P ]α, Y ) = LP ]α(σ(X,Y )) = iP ](α)d(σ(X,Y ))

=
〈
d(σ(X,Y )), P ]α

〉
=
〈
α,−P ]d(σ(X,Y ))

〉
.

Entonces, de la ecuación (3.48) se sigue que

� JeX , eαK, eX �= −〈α,Curvγ(X,Y )〉 −
〈
α, P ]d(σ(X,Y ))

〉
= 0,

y por tanto JeX , eαK ∈ Dγ,σ.

Observación 3.5.2. Se dice que Dγ,σ es una estructura de Dirac de acoplamiento, en
una variedad foliada (M,F), asociada a los datos geométricos integrables (γ, σ, P ), en
el sentido de Vaisman [8] y Wade y Dufour [26].

Sea Φ: G×M →M la acción de un grupo de Lie compacto y conexo en (M,F , P ).
Supongamos que laG-acción admite un operador de pre-momento µ : g→ Ω1(M). Recor-
demos del Teorema 3.4.3, si γ ∈ ConH(M,F , P ) con forma Hamiltoniana de curvatura σ,
entonces el promedio γ̄ := 〈γ〉G ∈ ConH(M,F , P ) con forma Hamiltoniana de curvatura

σ̃ = σ − d1,0Q−
1

2
{Q ∧Q}P ,

donde {Q ∧Q}P es definida por la formula (3.33).

Del teorema 3.4.4, se tiene que la conexión promediada γ̄ es admisible, en consecuen-
cia, de la Proposición 3.5.1, se sigue que Dγ̄,σ̃ es una estructura de Dirac en M .

Lema 3.5.3. La estructura de Dirac Dγ̄,σ̃ es G-invariante si y sólo si σ̃ es G-invariante.

Demostración. Como la acción preserva la foliación y de la Proposición 3.2.4, se tiene
que γ̄ es G-invariante si y sólo si las descomposiciones (3.1) y (3.2) son G-invariantes.
Supongamos que Dγ̄,σ̃ es G-invariante, entonces para cada sección (X+P ](α), α−iX σ̃) ∈
Γ(Dγ̄,σ̃), se tiene que

Φ∗gX + Φ∗gP
](α) = X̃ + P ](α̃), (3.49)

Φ∗gα− iΦ∗gXΦ∗gσ̃ = α̃− i
X̃
σ̃, (3.50)

para algún X̃ ∈ Γ(Hγ̄) y α̃ ∈ Γ((Hγ̄)0). Como la G-acción preserva las distribuciones Hγ̄

y V, tenemos que

Φ∗gX ∈ Γ(Hγ̄) y Φ∗gP
](α) ∈ Γ(V),
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y de la ecuación (3.49), se sigue que X̃ = Φ∗gX. Del mismo modo, de la ecuación (3.50),
se sigue que

α̃ = Φ∗gα y i
X̃
σ̃ = i

X̃
Φ∗gσ̃.

Por lo tanto Φ∗gσ̃ = σ̃. El rećıproco se prueba de manera similar.

Ahora, estamos listos para probar el resultado principal de este caṕıtulo. Mostraremos
que Dγ̄,σ̃ es una estructura de Dirac G-invariante.

Teorema 3.5.4. Sea (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson y sea G un grupo de
Lie compacto y conexo actuando en M . Supongamos que la G-acción admite un operador
de pre-momento. Para cada conexión admisible γ ∈ ConH(M,F , P ) con forma Hamil-
toniana de curvatura σ, la estructura de Dirac Dγ̄,σ̃, asociada a la conexión promediada
γ̄ con forma Hamiltoniana de curvatura σ̃, es G-invariante.

Demostración. Mostremos que σ̃ es G-invariante. Sean (S, ω) y (S, ω̃) las foliaciones
pre-simplécticas asociadas a Dγ,σ y Dγ̄,σ̃ respectivamente. Recordemos de la ecuación
(1.9) que cada hoja de foliación S ∈ S es de la forma

TS = prT (Dγ,σ) =
{
X + P ]α | X ∈ Γ(Hγ), α ∈ Γ

(
(Hγ)0

)}
= Hγ ⊕ P ](T ∗M).

Del Teorema 1.3.7, se sigue que S es equipada con una forma pre-simpléctica definida
como

ωS(X + P ]α, Y + P ]β) = iY+P ]β(α− iXσ)

= iY α+ iP ](β)α− iY iXσ − iP ](β)iXσ

= iP ](β)α− iY iXσ,
por lo cual ωS = σ + τS , donde τS es la forma simpléctica asociada a P en S.

Del mismo modo, la foliación pre-simpléctica asociada a Dγ̄,σ̃, es definida por

prT (Dγ̄,σ̃) =
{
X̃ + P ]α̃ | X̃ ∈ Γ(Hγ̄), α̃ ∈ Γ

(
(Hγ̄)0

)}
= Hγ̄ ⊕ P ](T ∗M) = Hγ ⊕ Ξ(Hγ) + P ](T ∗M)

= Hγ ⊕ P ](T ∗M) = TS.

y la forma pre-simpléctica asociada es dada por ω̃S = σ̃ + τS .

Notemos que TS es generada por elementos de la forma{
X̃ = X + P ]d(Q(X)), P ](df) | X ∈ Γ(Hγ), f ∈ C∞(M)

}
,

por lo cual tenemos que ω̃S es de la forma

ω̃S(X + P ]d(Q(X)), Y + P ]d(Q(Y ))) = σ̃(X,Y ) + τS(P ]d(Q(X)), P ]d(Q(Y )))

= σ(X,Y )− dγ1,0Q(X,Y )− 1
2{Q ∧Q}P (X,Y ) + τS(P ]d(Q(X)), P ]d(Q(Y )))

= σ(X,Y )− dγ1,0Q(X,Y )− {Q(X), Q(Y )}P + {Q(X), Q(Y )}P
= σ(X,Y )− dγ1,0Q(X,Y ) = ωS(X,Y )− dQ(X,Y ),
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por lo tanto
ω̃S = ωS − dQ|S . (3.51)

Podemos notar que la 1-forma diferencial Q coincide con la formula δ(µa) de la Defi-
nición 2.1.7. De la ecuación (3.19), se sigue que la estructura de Poisson P es compatible
con la G-acción, en el sentido de (2.8). Entonces, del Teorema 2.2.5, comparando las
ecuaciones (2.7) y (3.51), se sigue que

ω̃S = 〈ωS〉G

lo cual implica que ω̃S es G-invariante. Finalmente, como τS y ω̃S son G-invariantes,
entonces σ̃ es G-invariante. Aśı, del Lema 3.5.3, se sigue que la estructura de Dirac Dγ̄,σ̃

es G-invariante.

Denotemos por Ck = Ck(M,F , P, γ), el conjunto de todas las k-formas horizontales

β ∈ Γ
(∧k V0

)
tal que

β(X1, ..., Xk) ∈ Casim(M,P ),

para todo X1, ..., Xk ∈ Γpr(Hγ).

Puesto que los generadores infinitesimales aM de la G-acción son tangentes a la
foliación simpléctica de P , para cada funcion de Casimir f ∈ Casim(M,P ), se tiene que

LaM f = 0, (3.52)

para todo a ∈ g.

Lema 3.5.5. Cada 2-forma C ∈ C2 es G-invariante.

Demostración. De la ecuación (3.52) y como C ∈ C2 es una k-forma horizontal, se sigue
que

LaMC(X,Y ) = LaM (C(X,Y ))− C(LaMX,Y )− C(X,LaMY ) = 0,

para todo X,Y ∈ Γ(Hγ). Por lo tanto, C es una 2-forma G-invariante.

Dada una conexión de Ehresmann γ ∈ ConH(M,F , P ), podemos asociar al conjunto
(M,F , P, γ), un complejo de cocadena, llamado complejo complejo de De-Rham-Casimir
[21], como ( ∞⊕

k=0

Ck, d̄γ

)
,

donde el operador d̄γ : Ck → Ck+1, es la restricción del diferencial dγ1,0 al conjunto Ck.
Tomando en cuenta la libertad (3.31) en la elección de una forma Hamiltonaiana de

curvatura σ, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5.6. Sean γ ∈ ConH(M,F , P ) una conexión de Ehresmann admisible y
γ̄ := 〈γ〉G su promedio. Entonces, Dγ̄,σ̃+C es una estructura de Dirac G-invariante, para
todo d̄γ-coćıclo C ∈ C2, esto es que

d̄γC = 0.
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Demostración. Como C ∈ C2, entonces para todo X,Y, Z ∈ Γpr(Hγ), se tiene que

{Q ∧ C}P (X,Y, Z) = {Q(X), C(X,Y )}P − {Q(Y ), C(X,Z)}P + {Q(Z), C(X,Y )}P
= 0.

Del Teorema 3.5.4 y como C es un d̄γ-coćıclo, se tiene que

dγ̄1,0(σ̃ + C) = dγ̄1,0C = dγ1,0C + {Q ∧ C}P = 0.

Por lo tanto, del Teorema 3.5.4 y el Lema 3.5.5, se sigue que σ̃ + C es G-invariante, y
entonces del Lema 3.5.3 y la Proposición 3.5.1, concluimos que Dγ̄,σ̃+C es una estructura
de Dirac G-invariante.

3.6. Deformaciones infinitesimales en variedades foliadas
de Poisson

En esta sección, aplicaremos resultados de la Sección 3.3, con el objetivo de definir
una transformación de normalización a primer órden, de un bivector de Poisson P ,
definido en la distribución vertical de una variedad foliada. Estos resultados son una
generalización del trabajo de Avendaño y Vorobev [18].

Sean (M,F , P ) una variedad foliada de Poisson y V := TF la distribución vertical.
Sea G un grupo de Lie compacto y conexo actuando en (M,F , P ). Sea A un bivector en
M tal que [A,P ]SCH = 0, y consideremos la deformación infinitesimal de P

Ψε = P + εA,

para ε ≥ 0. En general A no es G-invariante, por lo tanto Ψε tampoco lo es. Nuestro
objetivo es encontrar una transformacion Tε : N ⊂M →M tal que

T ∗ε (Ψε) = P + εA+O(ε2), [A,P ]SCH = 0

y A es G-invariante. En este caso T es llamada transformación de normalización G-
invariante a primer orden.

Definición 3.6.1. Definimos el operador de Lichnerowicz asociado a la variedad de
Poisson (M,P ), como la aplicación δP : X k(M)→ X k+1(M) definida por

δP (A) := [P,A]SCH

donde [·, ·]SCH denota el cochete de Schouten–Nijenhuis.

El operador de Lichnerowicz tiene la propiedad que

δP ◦ δP = 0,
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por lo cual define un complejo de cocadena

C∞(M)
δP // X 1(M)

δP // X 2(M)
δP // · · · δP // X k(M) // · · ·

Y entonces definimos los grupos de cohomoloǵıa de Poisson, como

Hk
P (M) =

ker
(
δP : X k(M)→ X k+1(M)

)
Im (δP : X k−1(M)→ X k(M))

.

Los elementos de ker(δP ) son llamados k-coćıclos y los elementos de Im(δP ) son llamados
k-cofronteras de P . Decimos que dos k-coćıclos A,B ∈ X k(M) estan en la misma clase
de cohomologiá si

B = A− δP (Y )

para algun Y ∈ X k−1(M).

Finalmente, tenemos que los siguientes diagramas conmutan

C∞(M)
d //

Id
��

Ω1(M)
d //

P ]

��

Ω2(M)
d //

P ]

��

· · · d // Ωk(M)
d //

P ]

��

· · ·

C∞(M)
δP // X 1(M)

δP // X 2(M)
δP // · · · δP // X k(M)

δP // · · ·

Supongamos que la acción admite un operador de pre-momento µ : g → Ω1(M), es
decir

aM = P ](µa) y iP ](α)dµa = 0

para cada a ∈ g y α ∈ Ω1(M).

Supongamos que existe una conexión de Poisson γ tal que A ∈ Γ
(∧2 Hγ

)
.

Proposición 3.6.2. Para cada 2-coćıclo horizontal A, la clase de cohomoloǵıa de A
puede ser representada por un 2-coćıclo G-invariante A.

Demostración. Como A es un 2-coćıclo horizontal y Hγ es generado por campos proyec-
tables horizontales, entonces podemos escribir A como

A =
1

2

∑
i,j

AijX
i ∧Xj

para Xi ∈ Γpr(Hγ) y Aij una función suave en M .

Como A es un 2-coćıclo entonces δP (A) = 0. Ademas, como γ es una conexión de
Poisson, entonces δP (Xi) = LXiP = 0 para todo Xi ∈ Γpr(Hγ). Entonces se sigue que

0 = δP (A) = δP

(
1

2
AijX

i ∧Xj

)
=

1

2

(
δP (Aij)X

i ∧Xj +AijδP (Xi) ∧Xj +AijX
i ∧ δP (Xj)

)
=

1

2
δP (Aij)X

i ∧Xj ,
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por lo tanto, Aij es una función de Casimir para todo i, j.

Como la acción admite un operador de pre-momento, del Corolario 3.3.5, se sigue
que el promedio de cada Xi ∈ Γpr(Hγ), toma la forma〈

Xi
〉
G

= Xi − P ]d(iXiQ)

donde

Q = −
∫
G

∫ 1

0
Φ∗exp(ta)(µa)1,0 dt dg.

En este caso tenemos que

Xi =
〈
Xi
〉
G
− P ](diXiQ) =

〈
Xi
〉
− δP (iXiQ)

Denotemos por Y i := iXiQ, entonces

A =
1

2
AijX

i ∧Xj =
1

2
Aij
((〈

Xi
〉
G
− δP (Y i)

)
∧
(〈
Xj
〉
G
− δP (Y j)

))
=

1

2
Aij
(〈
Xi
〉
G
∧
〈
Xj
〉
G
−
〈
Xi
〉
G
∧ δP (Y j)

−δP (Y i) ∧
〈
Xj
〉
G

+ δP (Y i) ∧ δP (Y j)
)

Sea A := Aij
〈
Xi
〉
G
∧
〈
Xj
〉
G

, como γ es una conexión de Poisson, entonces del

Teorema 3.2.16 se sigue que 〈γ〉G es una conexión de Poisson, por lo cual δP
(〈
Xi
〉
G

)
=

L〈Xi〉GP = 0. Como Aij es una función de Casimir, se tiene que

δP (A) = δP

(
1

2
Aij
〈
Xi
〉
G
∧
〈
Xj
〉
G

)
=

1

2

(
δP (Aij)

〈
Xi
〉
G
∧
〈
Xj
〉
G

+AijδP
(〈
Xi
〉
G

)
∧
〈
Xj
〉
G

+Aij
〈
Xi
〉
G
∧ δP

(〈
Xj
〉
G

))
=

1

2
δP (Aij)

〈
Xi
〉
G
∧
〈
Xj
〉
G

= 0,

por lo tanto A es un 2-coćıclo. Ahora, como A es un elemento en Γ
(∧2 H〈γ〉

)
, entonces

del Lema 3.2.7, se sigue que A es G-invariante.

El operador de Lichnerowicz satisface la propiedad

δP (A ∧B) = δP (A) ∧B +A ∧ δP (B),

para todo A,B ∈ X k(M), entonces tenemos

Aij
〈
Xi
〉
G
∧ δP (Y j) = δP (Aij

〈
Xi
〉
∧ Y j)

del mismo modo

AijδP (Y i) ∧
〈
Xj
〉
G

= −Aij
〈
Xj
〉
G
∧ δP (Y i) = −δP (Aij

〈
Xj
〉
∧ Y i)
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y como Aij es de Casimir, se sigue que

AijδP (Xi) ∧ δP (Xj) = δP (AijY
iδP (Y j))

Por lo tanto, se tiene que

A = A− δP
(
Aij
〈
Xi
〉
∧ Y j −Aij

〈
Xj
〉
∧ Y i −AijY iδP (Y j)

)
lo cual implica que A y A estan en la misma clase de cohomoloǵıa de Poisson.

Denotemos por

Y := Aij
〈
Xi
〉
∧ Y j −Aij

〈
Xj
〉
∧ Y i −AijY iδP (Y j),

de manera que podemos escribir A = A−δP (Y ). La Proposición 3.6.2, nos permite cons-
truir una transformación de normalización G-invariante, dada como el flujo del campo
vactorial Y .

Teorema 3.6.3. Para cada N ⊂ M abierto G-invariante con cerradura compacta, el
flujo FlεY es una transformación de normalización G-invariante a primer orden.

Demostración. Para cada campo tensorial T (ε) que dependa sauvemente por un para-
metro ε, se tiene que

d

dε
(FlεY )∗T (ε) = (FlεY )∗

(
LY T +

∂T

∂ε

)
.

Entonces, para el bivector T (ε) = P + εA obtenemos

d

dε
(FlεY )∗(P + εA) = (FlεY )∗(LY (P + εA) +A),

evaluando para ε = 0, se tiene

d

dε
(FlεY )∗(P + εA)

∣∣∣∣
ε=0

= LY P +A.

Finalmente, de la proposición 3.6.2, se tiene que A = A − δP (Y ), donde A es un
2-coćıclo G-invariante, y entonces

(FlεY )∗(P + εA) = P + ε
d

dε
(FlεY )∗(P + εA)

∣∣∣∣
ε=0

+O(ε2)

= P + εLY P + εA+O(ε2)

= P + εδP (Y ) + εA− εδP (Y ) +O(ε2)

= P + εA+O(ε2).
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Caṕıtulo 4

Estructuras de Dirac invariantes bajo acciones

propias

El objetivo en este caṕıtulo es definir un método de promedio para acciones propias
de grupos de Lie, con el proposito de construir estructuras de Dirac y Poisson que sean
invariantes con respecto a dicha acción.

En la sección 4.1, presentaremos algunas propiedades importantes sobre acciones
propias, con el objetivo de dar una demostración completa del teorema del tubo [15]. En
la sección 4.2, usaremos el teorema del tubo para definir un operador de promedios para
acciones propias de grupos de Lie, el cual fue introducido por Ratiu, Jotz y Śniatycki
[12]. Dicho operador, garantiza obtener campos tensoriales invairantes en abiertos de la
variedad. Finalmente, en la sección 4.3, presentaremos la construcción de estructuras de
Dirac y Poisson, que son invariantes con respecto a una acción propia de grupos de Lie.

4.1. Acciones propias y el teorema del tubo

En esta sección, vamos a presentar algunos resultados importantes sobre acciones
propias de grupos de Lie, con el objetivo de dar una demostración completa del teorema
del tubo.

Dado un grupo de Lie actuando propiamente en una variedad suave. El teorema del
tubo nos permite construir un difeomorfismo equivariante entre un abierto de la orbita
de un punto y un producto torcido del grupo de Lie con cierto espacio vectorial, bajo
el grupo de isotropia de dicho punto. En esta sección, vamos a dar las herramientas
necesarias para presentar una prueba formal de este resultado.

4.1.1. Acciones propias y subvariedades tipo isotroṕıa

Consideremos una acción suave de un grupo de Lie G en una variedad suave M ,
denotada por

Φ: G×M −→ M,

(g,m) 7−→ Φ(g,m) := g ·m.

93
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Definición 4.1.1. Decimos que Φ: G×M →M es una acción es propia, si la aplicación

G×M −→ M ×M,

(g,m) 7−→ (g ·m,m),

es propia, es decir, la preimagen de cualquier conjunto compacto es compacto.

Esta definición es equivalente a la siguiente condición: para cada sucesión convergente
{mn} en M y una sucesión {gn} en G tal que la sucesión {Φ(gn,mn)} es convergente,
entonces la sucesión {gn} tiene una subsucesión convergente {gnk} y

lim
k→∞

Φ(gnk ,mnk) = Φ

(
lim
k→∞

gnk , lim
k→∞

mnk

)
.

Definimos el grupo de isotroṕıa Gm de un punto m ∈M como

Gm = {g ∈ G | Φ(g,m) = m}.

Proposición 4.1.2. Sea Φ: G ×M → M una acción propia de un grupo de Lie G en
una variedad suave M .

1. Los subgrupos de isotroṕıa son compactos.

2. M tiene una métrica Riemanniana G-invariante.

Demostración. 1. Sea {gn} una sucesión en el grupo de isotroṕıa Gm de m ∈ M .
Entonces Φ(gn,m) = m para todo n, y la sucesión {Φ(gn,m)} converge a m. Por
la definición de acción propia, existe una subsucesión {gnk} en G que converge a g
tal que

Φ(g,m) = lim
k→∞

Φ(gnk ,m) = lim
k→∞

m = m.

Por lo tanto g ∈ Gm, lo cual implica que Gm es compacto.

2. La prueba de este resultado se puede encontrar en [29, Prop. 2.5.2].

Supongamos que G actua propiamente en M , sea H un subgrupo cerrado de G y
sea N una subvariedad encajada de M tal que h · N ⊂ N para todo h ∈ H. Entonces
podemos restringir la acción de G en M a una acción de H en N y esta acción restringida
tambien es propia.

Definición 4.1.3. Para cada subgrupo de Lie cerrado H de G, definimos el conjunto
tipo isotroṕıa como

MH = {m ∈M | Gm = H}.

El conjunto de todos los MH , donde H oscila sobre el conjunto de subgrupos de Lie
cerrados ajenos de G, para el cual MH es no vacio, forma una partición de M , por lo
cual estos son las clases de equivalencia de una relación en M .
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Definición 4.1.4. Definimos el normalizador de H en G como

N(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}.

Recordemos que el normalizador N(H) es un subgrupo de Lie cerrado de G y como
H es un subgrupo normal de N(H), entonces N(H)/H es un subgrupo de Lie de G.

Proposición 4.1.5. Si m ∈MH , entonces Φ(g,m) ∈MH si y sólo si g ∈ N(H).

Demostración. Mostremos primero que si m ∈ MH entonces Gg·m = gHg−1. Tomemos
m ∈MH , es decir Gm = H, calculemos el subgrupo de isotroṕıa de g ·m.

Gg·m = {g′ ∈ G | g′ · (g ·m) = g ·m} = {g′ ∈ G | (g′g) ·m = g ·m},

= {g′ ∈ G | (g−1g′g) ·m = m},

aśı g−1g′g ∈ H, entonces existe h ∈ H tal que g−1g′g = h, luego g′ = ghg−1 y por tanto

Gg·m = gHg−1.

Ahora tomemos g ·m ∈ MH , entonces se cumple que Gg·m = H, luego tenemos que
H = Gg·m = gHg−1, y por tanto g ∈ N(H).

Por otro lado, si g ∈ N(H) entonces gHg−1 = H, como m ∈ MH entonces Gg·m =
gHg−1 y por lo tanto g ·m ∈MH .

Por la Proposición 4.1.5, la acción de G en M se restringe a una acción de N(H) en
MH dada por

N(H)×MH −→ MH ,

(g,m) 7−→ g ·m.

Recordemos que la órbita de un elemento m ∈M , es el conjunto

G ·m = {g ·m | g ∈ G},

los cuales definen una partición de M . Más aún, podemos definir una relación de equi-
valencia en M de la siguiente manera: Dos elementos m,m′ ∈M estan relacionados si y
sólo si existe g ∈ G tal que m = g ·m′. Las clases de equivalencia de esta relación son las
órbitas de la misma, y el conjunto de todas las órbitas de M bajo esta acción es llamado
el espacio de órbitas y denotado por M/G.

Definición 4.1.6. Definimos el conjunto tipo órbita como

M(H) = {m ∈M | ∃ g ∈ G tal que Gm = gHg−1}.

Podemos notar que el conjunto tipo órbita se puede ver como

M(H) = {g ·m | g ∈ G, m ∈MH} =
⋃

m∈MH

G ·m.
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Como las componentes conexas de MH y M(H) son subvariedades encajadas de M ,
por lo cual MH es llamado variedad tipo isotroṕıa y M(H) es llamado variedad tipo órbita.
Más aún, si denotamos por π : M →M/G la proyección al espacio de órbitas, entonces

π(M(H)) = {g ·m | m ∈MH}/G,

es una variedad contenida en el espacio de órbitas M/G, y las componentes conexas de
π(M(H)) forman una partición del espacio de órbitas M/G.

Ejemplo 4.1.7. Consideremos M = R3 y la acción del grupo G = SO(3) por rotacio-
nes en R3. Podemos notar que como SO(3) es compacto, entonces la acción es propia.
Tomemos un elemento m ∈ R3\{0}, y lm la recta que une 0 con m. Consideremos el
subgrupo de rotaciones que dejan fijo a lm, definido por

Hm = {R ∈ SO(3) | R = exp(θ(Λ ◦Nm))},

donde R es una rotación en SO(3) con respecto al angulo θ y Λ ◦ Nm es la matriz
antisimétrica asociada a Nm ∈ R3, el vector normal con dirección lm. Aqúı, Λ ◦ Nm

es un elemento del algebra de Lie so(3) de SO(3) y exp: so(3) → SO(3) la aplicación
exponencial.

En este caso, la variedad tipo isotroṕıa es dada por MHm = lm\{0}. Notemos que si
H = SO(3), entonces MSO(3) = {0}, por lo cual las variedades MSO(3) y MHm para cada
m ∈ R3\{0}, forman una partición de R3.

Notemos que el normalizador de esta acción esta dado por

N(Hm) = {O ∈ SO(3) | OHmO
−1 = Hm} = Hm.

La variedad tipo órbita de Hm es M(Hm) =
⋃
m∈MH

= R3\{0}, por otro lado, la
variedad tipo órbita de SO(3) es M(SO(3)) = {0}. Entonces

π(M(Hm)) = π(R3\{0}) = (0,∞) y π(MSO(3)) = π({0}) = {0},

forman una partición del espacio de órbitas R3/ SO(3) ∼= [0,∞). O

Ejemplo 4.1.8. Consideremos la acción diagonal Φ de SO(3) en R3 × R3, dado por
Φ(A, (v, w)) := (Av,Aw). Esta acción es propia pues SO(3) es un grupo de Lie compacto.
Tenemos que Φ(A, (v, w)) = (v, w) si y sólo si Av = v y Aw = w, es decir la rotación A
deja fijo a v y w. Entonces tenemos los siguientes casos:

1. (v, w) = (0, 0), en este caso el grupo de isotropia es G(0,0) = SO(3).

2. v y w son linealmente independeientes, en este caso G(v,w) = Id.

3. v y w son linealmente dependientes y no ambos cero, si suponemos que v 6= 0
entonces G(v,w) = {A ∈ SO(3) | A es una rotación con respecto a v}.
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En el ultimo caso, existen un número infinito de variedades tipo isotropia, una para cada
v ∈ R3 fija. Además existen tres variedades tipo órbita MSO(3), MId3 y MSO(2), donde

SO(2) ∼=




cos(α) − sen(α) 0

sen(α) cos(α) 0

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣ α ∈ R

 ⊂ SO(3),

es el subgrupo de isotropia de (e3, e3), correspondiente a la variedad tipo isotropia

MSO(2) = {(ae3, be3) | (a, b) ∈ R2\{(0, 0)}}.

O

Definición 4.1.9. Dada una acción de un grupo G en una variedad M , definimos un
slice que pasa por m ∈ M como una subvariedad Sm de M que contiene a m, que
satisface:

1. Sm es transversal y complementario a la órbita G · m de G que pasa por m, es
decir,

TmM = TmSm ⊕ Tm(G ·m).

2. Para cada m′ ∈ Sm, la variedad Sm es transversal a la órbita G ·m′, es decir

Tm′M = Tm′Sm ⊕ Tm′(G ·m′).

3. Sm es Gm-invariante.

4. Sea m′ ∈ Sm. Si g ·m′ ∈ Sm, entonces g ∈ Gm.

Teorema 4.1.10. Sea G un grupo actuando en una variedad M de manera propia,
entonces existen slices para cada m ∈M .

Demostración. Esta prueba la podemos encontrar en [30, Teo. 6.26].

4.1.2. Teorema del tubo

Dada una acción propia de un grupo de Lie en una variedad suave, el teorema del
tubo nos permite obtener, para cada punto de la variedad, un difeomorfismo equivariante
entre un abierto de la órbita del punto y el producto torcido del grupo de Lie, con un
subespacio dado, bajo la acción restringida al grupo de isotropia.

En esta sección presentaremos una prueba formal para el teorema del tubo, para lo
cual es necesaro dar algunos resultados acerca de subespacios invariantes. Sea Φ: G ×
M → M una acción suave por la izquierda y propia, de un grupo de Lie G en una
variedad suave M .

Recordemos que como la acción de G en M es propia, entonces el subgrupo de
isotroṕıa H := Gm es compacto.



98 Estructuras de Dirac invariantes bajo acciones propias

Proposición 4.1.11. Sea G un grupo de Lie compacto que actua en una variedad M .
Supongamos que m ∈M es un punto fijo de la acción, es decir, la órbita G ·m = {m}.
Entonces cada abierto de m contiene una vecindad G-invariante de m.

Demostración. Denotemos por Φ: G×M → M la acción de G en M y tomemos U un
conjunto abierto arbitrario de m. Entonces la imagen inversa Φ−1(U) es un abierto en
G×M que contiene a G× {m}.

Como Φ−1(U) es abierto en G ×M , entonces para cada g ∈ G existen vecindades
Wg de g en G y Vg de m en M tal que Wg × Vg ⊂ Φ−1(U).

Entonces el conjunto {Wg | g ∈ H} forma una cubierta abierta de G. Como G es
compacto, existe una subcubierta finita {Wg1 , ...,Wgn}.

Sea V :=
⋂n
i=1 Vgi y definamos el conjunto W := Φ(G,V ) ⊂ U . Notemos que W es

un abierto, pues W =
⋃
g∈G Φg(V ).

Mostremos que W es un conjunto G-invariante, en efecto: Sea w ∈W , entonces existe
(g, v) ∈ G×M tal que Φ(g, v) = w. Aśı, para cada h ∈ G se tiene que

Φ(h,w) = Φ(h,Φ(g, v)) = Φ(hg, v) ∈W.

Proposición 4.1.12. Sea G un grupo de Lie compacto que actua en M , y tomemos un
punto fijo m ∈ M . Entonces existe una métrica Riemanniana G-invariante definida en
alguna vecindad G-invariante de m.

Demostración. Sea ρ : U → ρ(U) ⊂ Rn una carta local de M alrededor del punto m. Por
la Proposición 4.1.11, podemos considerar el abierto U , como un abierto G-invariante.
Sea % una métrica Euclideana en ρ(U) ⊂ Rn, y consideremos el pullback de la métrica
g := ρ∗%, la cual es una métrica Riemanniana en U .

Ahora tomamos g′ la métrica promediada en U dada por

g′(z)(u, v) :=

∫
G

g(h · z) (TzΦh(u), TzΦh(v)) dg,

donde z ∈ U , u, v ∈ TzU y dg es la medida de Haar normalizada en G.

Como g es bilineal entonces g′ tambien lo es, y por construcción g′ es una métrica
Riemanniana G-invariante en U . Puesto que m ∈M es punto fijo de la acción, entonces
las métricas g y g′ coinciden en m.

Sea M una variedad y sea Φ: G×M →M la acción de un grupo de Lie en M . Para
m ∈M , tomamos H := Gm el subgrupo de isotroṕıa de G en m y G ·m la órbita de m.
Entonces, podemos definir una H-representación en el espacio cociente TmM/Tm(G ·m)
como

ρ : H −→ GL(TmM/Tm(G ·m)),

h 7−→ ρ(h)
,



4.1 Acciones propias y el teorema del tubo 99

definida como
ρ(h)(vm + Tm(G ·m)) := TmΦh(vm) + Tm(G ·m),

donde Φh(m) := Φ(h,m) para todo h ∈ H y m ∈M . Para fines prácticos, denotaremos
por h · (vm + Tm(G ·m)) := ρ(h)(vm + Tm(G ·m)) a la H-representación anterior.

Sea A un subespacio del espacio vectorial TmM/Tm(G ·m). Usando ρ, definimos el
producto torcido G×H A como el espacio de órbitas G×A/H de la acción

ψ : H × (G×A) −→ G×A,

(h, (g, v)) 7−→ (gh−1, h · v),

por lo cual, para cada h ∈ H tenemos que [g, v] = [gh−1, h · v]. Además podemos definir
la acción de G en G×H A como

Φ′ : G× (G×H A) −→ G×H A,

(g, [g′, v]) 7−→ [gg′, v] .

Teorema 4.1.13 (Teorema del tubo). Sea M una variedad diferenciable y sea G un
grupo de Lie que actua propiamente en M . Tomemos un punto m ∈ M , definamos
H := Gm como el subgrupo de isotroṕıa de G en m y G ·m la órbita de la acción de G
en m. Entonces

Existe una vecindad H-invariante B del 0 en un espacio de H-representaciones,
tal que B es H-equivariantemente isomorfo a TmM/Tm(G ·m).

Existe un abierto U de la órbita G · m en m H-invariante y un difeomorfismo
H-equivariante

ϕ : G×H B −→ U.

Demostración. Como la acción Φ: G × M → M es propia, entonces el subgrupo de
isotroṕıa H := Gm es compacto.

Por la Proposición 4.1.12, existe una métrica Riemanniana H-invariante definido en
alguna vecindad H-invariante de m.

Sea g · m := gen{ξM (m) | ξ ∈ g} ∼= Tm(G · m) el subespacio generado por los
generadores infinitesimales de la acción Φ, y definamos Nm el complemento ortogonal de
g ·m en TmM con respecto a la métrica Riemanniana g. Entonces obtenemos la siguiente
descomposición del espacio tangente

TmM = g ·m⊕Nm.

El subespacio Nm es H-invariante, por estar definida a partir de la métrica g, la cual
es H-invariante, y equivariantemente isomorfo a TmM/Tm(G ·m).

Sea Expm : TmM → M la aplicación exponencial Reimanniana. El Teorema B.2.3,
garantiza la existencia de una vecindad W del origen en TmM tal que Expm |W es un
difeomorfismo sobre su imagen.
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Por la Proposición 4.1.11, podemos escoger W como una vecindad H-invariante.
Definimos V := W ∩Nm, como W y Nm con abiertos H-invariantes, entonces V también
es un abierto H-invariante, por lo cual el producto torcido G×H V esta bien definido.

Ahora, definamos la aplicación

τ : G×H V −→ M,

[g, v] 7−→ Φ(g,Expm(v)),

mostremos que τ esta es bien definida, en efecto: Sea [gh−1, h · v] ∈ G×H V , entonces

τ(
[
gh−1, h · v

]
) = Φ(gh−1,Expm(h · v)) = Φ(gh−1h,Expm(v)),

= Φ(g,Expm(v)) = τ([g, v]).

Además, podemos mostrar que τ es G-invariante, en efecto: Sea g′ ∈ G y [g, v] ∈
G×H V , entonces

τ(Φ′(g′, [g, v])) = τ([g′g, v]) = Φ(g′g,Expm(v)),

= Φ(g′,Φ(g,Expm(v))) = Φ(g′, τ([g, v])).

Ahora mostremos que T[e,0]τ es un isomorfismo. Sea πH : G × V → G ×H V la
proyección a se clase de equivalencia, y sea exp: g → G la aplicación exponencial al
grupo de Lie. Entonces para cada (ξ, u) ∈ T(e,0)(G× V ) = g×Nm se tiene

T(e,0)(τ ◦ πH)(ξ, u) =

(
d

dt
Φ(exp(tξ),Expm(tu))

)
,

=

(
dexp(tξ)Φ

Expm(tu)

(
d

dt
exp(tξ)

)
,

= + dExpm(tu)Φexp(tξ)

(
d

dt
Exp(tu)

))∣∣∣∣
t=0

,

= TeΦ
m(ξ) + u = ξM (m) + u.

Como u es un elemento arbitrario en Nm, y g · m es generado por los generadores
infinitesimales ξM (m) de la acción, entonces de la descomposición

TmM = g ·m⊕Nm,

se sigue T(e,0)τ : T[e,0](G×H V )→ TmM es un isomorfismo.

Entonces, el teorema de la función impĺıcita implica que existe una vecindad W ′ de
[e, 0] en G×H V tal que τ |W es difeomorfismo sobre su imagen. En particular, existe un
abierto V ′ de 0 en V tal que, para cada v ∈ V ′, el punto [e, v] ∈ W ′. Aśı, T[e,v]τ es un
isomorfismo para todo v ∈ V ′.

Ahora, τ es G-equivatiante, es decir, para todo g ∈ G

τ ◦ Φ′g([e, v]) = Φg ◦ τ([e, v]),
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entonces se tiene que

T[g,v]τ ◦ d[e,v]Φ
′
g = dExpm(v)Φg ◦ d[e,v]τ.

Por lo cual T[g,v]τ es un isomorfismo para cada g ∈ G y v ∈ V ′ y entonces τ |G×HV ′ es
un difeomorfismo sobre su imagen.

Finalmente, usaremos la condición de que la G-acción es propia para mostrar que
existe un abierto H-invariante B de V ′ que contiene a 0, tal que τ |G×HB es inyectivo.

Supongamos por contradicción que dicho subconjunto no existe. Por la Proposición
4.1.11 existe una vecindadB1 H-invariante en el cual existen dos elementos [g1, v1], [g′1, v

′
1] ∈

G ×H B1 tal que [g1, v1] 6= [g′1, v
′
1] y τ([g1, v1]) = τ([g′1, v

′
1]). Como B1 es un abierto en

V ′ existe un abierto V ′2 que no contiene a v1 y v′1, por la Proposición 4.1.11, existe un
abierto H-invariante B2 ⊂ V ′2 tal que existen dos elementos [g2, v2], [g′2, v

′
2] ∈ G ×H B2

tal que [g2, v2] 6= [g′2, v
′
2] y τ([g2, v2]) = τ([g′2, v

′
2]).

Recursivamente, obtenemos dos sucesiones {[gi, vi]}i∈N y {[g′i, v′i]}i∈N, tal que {vi} y
{v′i} tienden a cero, para cada i tenemos que [gi, vi] 6= [g′i, v

′
i] y τ([gi, vi]) = τ([g′i, v

′
i]), es

decir
Φ(gi,Expm(vi)) = Φ(g′i,Expm(v′i)).

Sin pérdida de generalidad, suponemos que g′i = e para todo i.

Como {vi} y {v′i} tienden a cero, las sucesiones {Expm(vi)} y {Expm(v′i)} tienden a
m, y la igualdad

Φ(gi,Expm(vi)) = Expm(v′i),

implica que Φ(gi,Expm(vi)) tiende a m.

Ahora, tenemos que las sucesiones {Expm(vi)} y {Φ(gi,Expm(vi))} convergen, y
como la G-acción es propia, entonces la sucesión {gi} tiene una subsucesión convergente,
la cual, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que es {gi}. Tomemos

g = lim
i→∞

gi.

Entonces la sucesión {Φ(gi,Expm(vi))} converge a Φ(g,m). Entonces tenemos que
Φ(g,m) = m, lo cual implica que g ∈ H, y por tanto [g, 0] = [e, 0].

Como la sucesión {[gi, vi]} converge a [g, 0] = [e, 0] ∈ W ′, y además la sucesión
{[e, v′i]} converge a [e, 0] ∈W ′, se sigue que para i suficientemente grande [gi, vi] y [e, v′i]
son elementos en W ′.

Por hipótesis, tenemos que [gi, vi] 6= [e, v′i] y Φ(gi,Expm(vi)) = Expm(v′i) lo cual
contradice la biyectividad de τ en W ′.

Entonces existe una vecindad H-invariante B de 0 en V ′ tal que τ |G×HB es inyectivo.
Y aśı τ |G×HB es un difeomorfismo G-equivariante sobre su imagen.

Por lo tanto definimos el abierto H-invariante

U := τ(G×H B).
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4.2. Método de promedio para acciones propias

En esta sección, presentaremos un método de promedio, introducido por Ratiu en
los trabajos [13], [12] y [6], para acciones propias de grupos de Lie no necesariamente
compactos. Dicho método esta basado en el teorema del tubo, y nos permite construir
estructuras geométricas invariantes definidos en abiertos de la variedad.

Sea Φ: G ×M → M una acción propia de un grupo de Lie en una variedad suave
M . Fijemos un elemento m ∈ M , sea H := Gm el grupo de isotroṕıa de m, y G ·m su
órbita.

Consideremos la H-representación en el cociente TmM/Tm(G ·m)

ρ : H −→ GL(TmM/Tm(G ·m)),

h 7−→ ρ(h),

definida como
ρ(h)(vm + Tm(G ·m)) := TmΦh(vm) + Tm(G ·m).

Supongamos que B es un subespacio H-invariante de TmM/Tm(G·m). Consideremos
la H-acción en G×B dada por

ψ : H × (G×B) −→ G×B,

(h, (g, v)) 7−→ (gh−1, ρ(h)(v)),

y denotemos por G×H B su espacio de órbitas.

El Teorema del Tubo 4.1.13 garantiza la existencia de una vecindad H-invariante B
isomorfa a TmM/Tm(G · m), una vecindad G-invariante U de G · m y un isomorfismo
G-equivariante

τ : G×H B → U,

con respecto a la acción de G en G×H B dada por

Φ: G× (G×H B) −→ G×H B,

(g, [g′, b]) 7−→ [gg′, b].
(4.1)

De ahora en adelante, vamos a denotar al espacio de órbitas G×H B por E.

Lema 4.2.1. Sea F ∈ T rs (E) un tensor H-invariante, entonces el tensor

F̃ ([g, b]) := (Φ∗g−1F )([g, b]),

no depende del representante.

Demostración. Sea [gh−1, h · b] ∈ E. Como F es H-invariante, entonces Φ∗hF = F para
todo h ∈ H, por lo cual

F̃ ([gh−1, h · b]) = (Φ∗hg−1F )([gh−1, h · b]) = (Φ∗g−1Φ∗hF )([gh−1, h · b]),

= (Φ∗g−1F )([gh−1, h · b]) = T[e,b]Φg(F ([g−1gh−1, h · b])),

= T[e,b]Φg(F ([e, b])) = Φ∗g−1F ([g, b]) = F̃ ([g, b]),
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por lo cual F̃ esta bien definida.

La acción propia Φ: G × E → E, se puede restringir a una acción del grupo de
isotropia H en E, la cual es tambien una acción propia, y esta acción restringida la
vamos a denotar también por Φ. Como la acción de G en E es propia, entonces de
la Proposición 4.1.2, H es compacto, lo cual implica que existe una medida de Haar
normalizada que denotaremos por dh.

Definición 4.2.2. Sea F ∈ T rs (E), definimos el promedio G-invariante de F como

FG([g, b]) := Φ∗g−1

(∫
H

Φ∗hF dh

)
([g, b]),

para todo [g, b] ∈ E y dh es la medida de Haar normalizada en H.

Del Lema 4.2.1, tenemos que el promedio G-invariante FG([g, b]) esta bien definido,
pues el tensor

∫
H Φ∗hF dh es H-invariante.

Proposición 4.2.3. Supongamos que E es conexo y sea F ∈ T rs (E). El promedio G-
invariante de F satisface las siguientes propiedades.

1. FG es G-invariante.

2. El promedio G-invariante de F coincide con F si y sólo si F es G-invariante.

3. F es G-invariante si y sólo si LξEF = 0, para cada ξ ∈ g. Aqui, ξE denota el
generador infinitesimal de la acción (4.1).

Demostración. Fijemos F ∈ T rs (E).

1. Definamos un tensor H-invariante

Y ([g, b]) :=

∫
H

Φ∗hF ([g, b]) dh,

y mostremos que FG([g, b]) = Φ∗g−1Y ([g, b]) es G-invariante. En efecto, para todo

g′ ∈ E (
Φ∗g′F

G
)

([g, h]) = T[g′g,b]Φg′−1FG ([g′g, b]) ,

= T[g′g,b]Φg′−1 ◦ Φ∗(g′g)−1Y ([g′g, b]),

= T[g′g,b]Φg′−1 ◦ T[e,b]Φg′gY ([e, b]),

= T[e,b]ΦgY ([e, b]) = Φ∗g−1Y ([g, b]) = FG ([g, b]) .

2. Primero, supongamos que FG = F , entonces

Φ∗gF = Φ∗gF
G = FG = F,
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para todo g ∈ G. Por otro lado, si F es G-invariante, entonces Φ∗gF = F para todo
g ∈ G, por tanto

FG([g, b]) = Φ∗g−1

(∫
H

Φ∗hF dh

)
([g, b]) = Φ∗g−1F ([g, b])

∫
H

dh,

= Φ∗g−1F ([g, b]) = F ([g, b]).

3. Supongamos que F es G-invariante. Entonces, para cada p ∈ E tenemos que

(LξEF )p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
(FltξE )∗F

)
p

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ∗exp(tξ)Fp,

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Fp = 0.

Por otro lado, supongamos que LξEF = 0 para todo ξ ∈ g, entonces

d

dt
Φ∗exp(tξ)F = Φ∗exp(tξ)(LξEF ) = 0,

lo cual implica que Φ∗exp(tξ)F es constante y como Φexp(0ξ) = idE , entonces

Φ∗exp(tξ)F = F.

Como E es conexo, el Teorema B.2.6 nos asegura que cada elemento g ∈ G, se
puede escribir como el producto de aplicaciones exponenciales, es decir, existen
a1, a2 ∈ g tal que g = exp(ξ1) · exp(ξ2). Por lo tanto

Φ∗gF = Φ∗exp(ξ1)·exp(ξ2)F = Φ∗exp(ξ2) ◦ Φ∗exp(ξ1)F = Φ∗exp(ξ2)F = F,

por lo tanto F es G-invariante.

El promedio G-invariante nos permite construir tensores invariantes definidos en
el espacio de órbitas E. Sin embargo, a raiz del teorema del tubo, podemos construir
tensores invariantes en abiertos de M como sigue. Del teorema de tubo, existe un difeo-
morfismo equivariante τ entre el espacio de órbitas E y un abierto U de la órbita. Dado
un campo tensorial F definido en el abierto U , podemos mandarlo, via τ , al espacio de
órbitas como τ∗F . Promediando el tensor (τ∗F )G, obtenemos un tensor G-invariante en
E, y “regresamos” el campo promediado a U , lo cual nos deja el campo tensorial

τ∗((τ
∗F )G),

el cual es un tensor G-invariante definido en el abierto U .

Denotemos el promedio G-invariante como una aplicación

A : T rs (E)→ T rs (E),
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definida como A(F ) := FG. Puesto que el pullback de un difeomorfismo conmuta con el
diferencial, se sigue que

d ◦ A = A ◦ d

Del inciso (1) de la Proposición 4.2.3, tenemos que el promedio G-invarinate A es un
operador de proyección, es decir, A2 = A. Entonces tenemos una descomposición

T rs (E) = Im(A)⊕ ker(A),

donde Im(A) es el conjunto de campos tensoriales G-invariantes y ker(A) son los campos
tensoriales con G-promedio cero.

Del inciso (3) de la Proposición 4.2.3, tenemos que (LξEF )G = 0, en efecto

(LξEF )G([g, b]) = Φ∗g−1

(∫
H

Φ∗hLξEF dh

)
([g, b]),

= LξE

(
Φ∗g−1

(∫
H

Φ∗hF dh

))
([g, b]),

= LξEF
G([g, b]) = 0.

En particular, para cada campo vectorial X en E, el promedio G-invariante de X es

XG([g, b]) : = Φ∗g−1

(∫
H

Φ∗hX dh

)
([g, b]),

= T[e,b]Φg

(∫
H

(
T[h,b]Φh−1X([h, b])

)
dh

)
.

Para cada forma diferencial α en E, el promedio G-invariante de α es

αG([g, b]) : =

(
Φ∗g−1

(∫
H

Φ∗hα dh

))
([g, b]) ,

=

(∫
H

(
α([h, b]) ◦ T[e,b]Φh

)
dh

)
◦ T[g,b]Φg−1 .

Si f es una función suave definida en E, entonces su promedio G-invariante esta dado
por

fG([g, b]) :=

∫
h∈H

f([h, b]) dh.

Ejemplo 4.2.4 (Acción de S1 ×R en R3). Consideremos la acción propia de S1 ×R en
R3 dada por

Φ: (S1 × R)× R3 −→ R3,

((θ, k), (x, y, z)) 7−→

 x cos(θ)− y sen(θ)
x sen(θ) + y cos(θ)

k + z

 .
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Fijemos el punto p = (0, 0, z) ∈ R3. Entonces el grupo de isotropia en p es

H := (S1 × R)p =

(θ, k) ∈ S1 × R

∣∣∣∣∣∣ Φ

θ, k,
 0

0
z

 =

 0
0
z

 ,

=

(θ, k) ∈ S1 × R

∣∣∣∣∣∣
 0

0
z + k

 =

 0
0
z

 ,

= {(θ, 0) ∈ S1 × R} ∼= S1.

La órbita de p esta dado por

G · p = {Φ(θ, k, (0, 0, z)) | (θ, k) ∈ S1 × R} = {(0, 0, z + k) | k ∈ R},

y entonces el espacio tangente Tp(G · p) es de dimensión 1.

Por el teorema del tubo existen, un abierto U de la órbita G · p y un difeomorfismo
equivariante

(S1 × R)×H B −→ U,

donde B ∼= TpR3/Tp(G · p) lo podemos identificar con R2.

Tomemos un elemento h = (θ, 0) ∈ H ⊂ S1 × R y sea v = (v1, v2, v3) ∈ TpR3.
Calculamos el diferencial

dΦh(v) =

 cos(θ) − sen(θ) 0
sen(θ) cos(θ) 0

0 0 1

 v1

v2

v3

 =

 v1 cos(θ)− v2 sen(θ)
v1 sen(θ) + v2 cos(θ)

v3

 ,

entonces, la H-representación ρ : H ×B → B es dada por

ρ((θ, 0), (x, y)) =

(
x cos(θ)− y sen(θ)
x sen(θ) + y cos(θ)

)
.

Por lo tanto, la H-acción Ψ: H × (S1 × R×B)→ S1 × R×B es dada por

Ψ((θ, 0), (α, k, x, y)) =


α− θ
k

x cos(θ)− y sen(θ)
x sen(θ) + y cos(θ)

 .

Tomando el cambio de variables x = r cos(α2), y = r sen(α2) esta acción queda como

Ψ((θ, 0), (α0
1, k, r, α

0
2)) =


α0

1 − θ
k
r

α0
2 + θ

 .
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Por tanto, un modelo para el espacio de órbitas (S1 × R)×H B es

(S1 × R)×H B ∼= R× [0,∞)× S1,

este isomorfismo toma cada elemento [(α, k), (r, θ)] ∈ (S1 × R) ×H B y lo manda al
elemento (k, r, α + θ) ∈ R × [0,∞] × S1. La inversa, toma cada elemento (k, r, θ) ∈
R× [0,∞]× S1 y lo manda a la clase [(0, k), (r, θ)] ∈ (S1 × R)×H B.

La acción del cilindro en el espacio modelo es

Φ: (S1 × R)× (R× [0,∞]× S1) −→ R× [0,∞]× S1,

((θ, l), (k, r, α)) 7−→ (k + l, r, α+ θ).

El isomorfismo equivariante de (S1 × R)×H B a U ⊂ R3 es dado por

τ([(α1, k), (r, α2)]) = (r cos(α1 + α2), r sen(α1 + α2), k).

Por lo tanto, para cada función f en R× [0,∞]×S1, el promedio (S1×R)-invariante
de f es

fS
1×R(k, r, α) = Φ∗−(0,k)

(
1

2π

∫ 2π

0
Φ∗(α̃,0)f dα̃

)
(k, r, α),

=
1

2π

∫ 2π

0
Φ∗(α̃,0)f(0, r, α) dα̃ =

1

2π

∫ 2π

0
f(0, r, α) dα.

En el abierto U ⊂ R3, el promedio (S1 × R)-invarainte de f ∈ C∞(U) es

〈f〉S
1×R (x, y, z)

=
1

2π

∫ 2π

0
f(x cos(t)− y sen(t), x sen(t) + y cos(t), 0) dt.

O

Con el siguiente ejemplo mostraremos que, en el caso queG sea compacto, el promedio
clásico y el promedio G-invariante de una función dada, no coinciden.

Ejemplo 4.2.5. Sea Φ: T2 × R4 → R4 la acción del toro en R4, definida como

Φ

(θ1, θ2),


x1

x2

x3

x4


 =


x1 cos θ1 − x2 senθ1

x1 senθ1 + x2 cos θ1

x3 cos θ2 − x4 senθ2

x3 senθ2 + x4 cos θ2

 .

La medida de Haar en T2 es la 2-forma diferencial

1

(2π)2
dθ1 ∧ dθ2.
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Sea p = (x1, x2, 0, 0) ∈ R4 con p 6= 0, el grupo de isotroṕıa H := Gp de p es

H = {(θ1, θ2) ∈ T2 | Φ((θ1, θ2), (x1, x2, 0, 0)) = (x1, x2, 0, 0)},

=

(θ1, θ2) ∈ T2

∣∣∣∣∣∣∣∣


x1 cos θ1 − x2 senθ1

x1 senθ1 + x2 cos θ1

0
0

 =


x1

x2

0
0


 ,

∼= {(0, θ2) ∈ T2} ∼= S1.

Por el teorema del tubo, existe un abierto U de la órbita G ·p de p y un difeomorfismo
G-equivariante τ : T2 ×H B → U donde

B ∼= TpR4/Tp(G · p) ∼= R4/Tp(G · p).

Notemos que dim(B) = dim(R4) − dim(Tp(G · p)) = 3, por lo cual B es isomorfo a R3.
Calculemnos el espacio Tp(G · p) con p = (x1, x2, 0, 0). Si r = ||p||, tenemos

G · p = {(r cosϕ, r senϕ, 0, 0) | 0 ≤ ϕ ≤ 2π}.

Sea γ(t, p) = (x1 cos t − x2 sent, x1 sent + x2 cos t, 0, 0) una curva en G · p, entonces
γ′(t, p) = (−x1 sent − x2 cos t, x1 cos t − x2 sent, 0, 0), y cuando t = 0 nos queda que
γ′(0, p) = (−x2, x1, 0, 0), por lo cual el espacio Tp(G · p) es generado por elementos de la
forma (−x2, x1, 0, 0).

Por lo tanto, si {e1, e2, e3, e4} es la base canónica de R4, entonces {x2e1, x1e2, e3, e3}
tambien es base, por lo cual {−x2e1 +x1e2, x2e1 +x1e2, e3, e4} es una base ortonormal de
R4, donde el primer elemento −x2e1 + x1e2 ∈ Tp(G · p) y por tanto {x2e1 + x1e2, e3, e4}
es una base de R4/Tp(G · p) ∼= B.

Podemos caracterizar al toro y H como subgrupos de GL(R4) de la siguiente manera

T2 ∼=




cos θ1 − senθ1 0 0
senθ1 cos θ1 0 0

0 0 cos θ2 − senθ2

0 0 senθ2 cos θ2


∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 ≤ θ1, θ2 ≤ 2π

 ,

H ∼=




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos θ2 − senθ2

0 0 senθ2 cos θ2


∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 ≤ θ1, θ2 ≤ 2π

 .

Sea v = (v1, v2, v3, v4) ∈ R4 y sea h = (0, θ2) ∈ H, entonces el diferencial de la
función Φh : R4 → R4 es

dΦh(v) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos θ2 − senθ2

0 0 senθ2 cos θ2




v1

v2

v3

v4

 =


v1

v2

v3 cos θ2 − v4 senθ2

v3 senθ2 + cos θ2

 ,
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entonces la H-representación ρ : H ×B → B se puede ver como

ρ

(0, θ2),

 y1

y2

y3

 =

 y1

y2 cos θ2 − y3 senθ2

y2 senθ2 + y3 cos θ2

 ,

y aśı, la aplicación Ψ: H × (T2 ×B)→ T2 ×B es igual a

Ψ

(0, θ2), (α1, α2),

 y1

y2

y3

 =


α1

α2 − θ2

y1

y2 cos θ2 − y3 senθ2

y2 senθ2 + y3 cos θ2

 .

Para simplificar notación, definimos la matriz

A(θ2) =

 1 0 0
0 cos θ2 − senθ2

0 senθ2 cos θ2

 ,

y consideramos elementos (α, y) := (α1, α2, y1, y2, y3) ∈ T2×B. En este caso, la aplicación
Ψ, queda como

Ψ((0, θ2), (α, y)) = (α1, α2 + θ2, A(θ2)y).

Consideremos el cambio de variables

y2 = r cos(α3) y3 = r sen(α3),

en este caso consideramos el espacio R3 con coordenadas (y1, r, α3), la acción Ψ de H en
T2 ×B se ve como

Ψ

(0, θ2), (α1, α2),

 y1

r
α3

 =


α1

α2 − θ2

y1

r
α3 + θ2

 .

Recordemos que el espacio T2 ×H B esta definido como el espacio de órbitas de la
acción de H en T2 ×B bajo Ψ. Por lo cual, un modelo para este espacio esta dado por

T2 ×H B ∼= S1 × S1 × R× [0,∞),

el difeomorfismo toma cada elemento [(α1, α2), (y, r, α3)] en T2 ×H B y le asigna el
elemento (α1, α2 + α3, y, r) en S1 × S1 × R × [0,∞), y la inversa toma (α1, α2, y, r) en
S1 × S1 × R× [0,∞) y le asigna el elemento [(α1, 0), (y, r, α3)] en T2 ×H B.

Notemos que cualquier clase de equivalencia [(α1, α2), (y, r, α3)] ∈ T2 ×H B cumple
que

[(α1, α2), (y, r, α3)] = [(α1, 0), (y, r, α2 + α3)].
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La acción de T2 en T2 × R× [0,∞), esta dada por

Φ: T2 × T2 × R× [0,∞) −→ T2 × R× [0,∞),

((θ1, θ2), (α1, α2, s, r)) 7−→ (θ1 + α1, θ2 + α2, s, r).

El difeomorfismo τ : T2 ×H B → U esta definido como

τ((θ1, θ2, r1, r2)) =


r1 cos(θ1)
r1 sen(θ1)
r2 cos(θ2)
r2 sen(θ2)

 ,

y es equivariante pues

τ(Φ(θ1,θ2)(α1, α2, r1, r2)) = τ(α1 + θ1, α2 + θ2, r1, r2),

=


r1 cos(α1 + θ1)
r1 sen(α1 + θ1)
r2 cos(α2 + θ2)
r2 sen(α2 + θ2)

 ,

=


r1(cos(α1) cos(θ1)− sen(α1) sen(θ1))
r1(cos(α1) sen(θ1) + sen(α1) cos(θ1))
r2(cos(α2) cos(θ2)− sen(α2) sen(θ2))
r2(cos(α2) sen(θ2) + sen(α2) cos(θ2))

 ,

= Φ(θ1,θ2)(τ(α1, α2, r1, r2)).

Sea f ∈ C∞(T2 × R× [0,∞)). Entonces el promedio G-invariante de f es

fT
2
(α1, α2, s, r) = Φ∗−(α1,α2)

(
1

2π

∫ 2π

0
Φ∗(0,θ2)fdθ2

)
(α1, α2, s, r),

=
1

2π

∫ 2π

0
Φ∗(0,θ2)f(0, α2, s, r)dθ2,

=
1

2π

∫ 2π

0
f(0, θ2, s, r)dθ2.

Por otro lado, recordemos del Ejemplo 2.1.4, que el promedio clásico de f es

〈f〉T2 (α1, α2, s, r) =
1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
Φ∗(θ1,θ2)f(α1, α2, s, r)dθ1dθ2,

=
1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0
f(θ1, θ2, s, r)dθ1dθ2,

por lo cual el promedio clásico y el promedio T2-invariante de la función f ∈ C∞(T2 ×
R× [o,∞)) no coinciden.
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Finalmente, el promedio T2-invariante de una función f ∈ C∞(R4) se puede escribir
como

< f >T2
(x1, x2, x3, x4) =∫ 2π

0
f

(√
x2

1 + x2
2, 0, x3 cos(t)− x4 sen(t), x3 sen(t) + x4 cos(t)

)
dt.

O

Consideremos el grupo de isotroṕıa H y sea h su álgebra de Lie. Del Corolario
B.2.5, tenemos que, como H es compacto y conexo, entonces la aplicación exponencial
exp: h→ H es sobreyectiva.

Consideremos el cut locus C(e) en la identidad e ∈ H, por el Teorema B.2.3 existe
una vecindad De tal que la función exponencial restringida exp: De → H\C(e) es un
difeomorfismo. Más aún, el cut locus C(e) tiene medida cero. Denotemos por µ := dh la
medida de Haar en H, la cual induce la medida de Haar exp∗ µ en De.

Definición 4.2.6. Definamos el operador δH : Hom(h, T rs (E))→ T rs (E) como

δH(λξ) :=

∫
De

(∫ 1

0
Φ∗exp(tξ)λξ dt

)
(exp∗ µ),

donde λ ∈ Hom(h, T rs (E)) y ξ ∈ h.

Proposición 4.2.7. Para cada F ∈ T rs (E), el promedio G-invariante de F satisface la
ecuación

FG([g, b]) = Φ∗g−1F ([g, b]) + Φ∗g−1δ
H(LξEF )([g, b]), (4.2)

para cada [g, b] ∈ E.

Demostración. Sea ξ ∈ h, recordemos que el flujo de los generadores infinitesimales ξE
estan dados por

Φexp(tξ) : E → E.

Sea F ∈ T rs (E), consideremos la ecuación

d

dt
Φ∗exp(tξ)F = Φ∗exp(tξ)(LξEF ).

Integrando ambos lados de la igualdad, obtenemos∫ 1

0

d

dt
Φ∗exp(tξ)F ([g, b]) dt =

∫ 1

0
Φ∗exp(tξ)(LξEF )([g, b]) dt,

de aqui se sigue que

Φ∗exp(tξ)F ([g, b])− F ([g, b]) =

∫ 1

0
Φ∗exp(tξ)(LξEF )([g, b]) dt,
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e integrando sobre De, obtenemos∫
De

Φ∗exp(tξ)F ([g, b]) exp∗(µ)− F ([g, b]) =∫
De

(∫ 1

0
Φ∗exp(tξ)(LξEF )([g, b]) dt

)
exp∗(µ).

Como exp: De → H\C(e) es un difeomorfismo y C(e) tiene medida cero, entonces∫
De

Φ∗exp(tξ)F ([g, b]) exp∗(µ) =

∫
H\C(e)

Φ∗hF ([g, b]) dh,

=

∫
H

Φ∗hF ([g, b]) dh.

Por lo tanto, tenemos que

Φ∗g−1

(∫
H

Φ∗hF ([g, b]) dh

)
− Φ∗g−1F ([g, b]) =

Φ∗g−1

(∫
De

(∫ 1

0
Φ∗exp(tξ)(LξEF )([g, b]) dt

)
exp∗(µ)

)
.

finalmente con esta ecuación obtenemos la formula

FG([g, b]) = Φ∗g−1F ([g, b]) + Φ∗g−1(δH(LξEF ))([g, b]).

En particular, si β es una forma diferencial cerrada en E, entonces la ecuación (4.2)
tiene la forma

βG([g, b]) = Φ∗g−1β([g, b]) + Φ∗g−1(dδH(iξEβ))([g, b]). (4.3)

4.3. Estructuras de Dirac G-invariantes

En esta sección presentaremos un método para construir estructuras de Dirac y
Poisson que son invariantes, con respecto a una clase de acciones propias de grupos de
Lie, que son compatibles con la estructura.

Supongamos que E es equipada con una estructura de Dirac D, por Teorema 1.3.7,
esta induce una foliación pre-simpléctica (S, ωS), donde ωS es una forma pre-simpléctica
por hojas, para cada S ∈ S. La acción de G en el espacio modelo E, induce una acción
restringida de H en E. Si la H-acción preserva cada hoja pre-simpléctica, entonces los
generadores infinitesimales ξE son tangentes a las hojas de foliación.

Definición 4.3.1. Decimos que la H-acción es compatible con la estructura de Dirac,
si para cada hoja pre-simpléctica (S, ωS) se cumplen
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1. S es H-invariante.

2. Existe una aplicación R-lineal ρ ∈ Hom(h,Ω1(E)) tal que para cada ξ ∈ h

iξEωS = −i∗Sρξ,

donde iS : S → E es la inclusión.

Teorema 4.3.2. Sea (E,D) una estructura de Dirac con foliación pre-simpléctica (S, ωS).
Si la H-acción es compatible con la estructura de Dirac, entonces el promedio G-invariante
de ωS tiene la forma

ωGS ([g, b]) = Φ∗g−1ωS([g, b])− i∗S(dΦ∗g−1θ)([g, b]),

donde θ := δH(ρξ). Y la estructura de Dirac D
ωGS
[g,b] asociada a ωGS es G-invariante.

Demostración. Consideremos el promedio G-invariante ωGS , recordemos que esta es una
forma pre-simpléctica G-invariante, por la ecuación (4.3), esta forma promedidada es

ωGS ([g, b]) = Φ∗g−1ωS([g, b]) + Φ∗g−1(dδH(iξEωS))([g, b]).

Como la acción es compatible, tenemos que

ωGS ([g, b]) = Φ∗g−1ωS([g, b])− Φ∗g−1(dδH(i∗Sρξ))([g, b]),

= Φ∗g−1ωS([g, b])− Φ∗g−1(i∗SdδH(ρξ))([g, b]),

= Φ∗g−1ωS([g, b])− Φ∗g−1(i∗Sdθ)([g, b]),

= Φ∗g−1ωS([g, b])− i∗S(dΦ∗g−1θ)([g, b]),

donde θ := δH(ρξ) es una 1-forma en E. Por lo tanto, la estructura de Dirac D
ωGS
[g,b]

asociada a la forma promediada ωGS tiene la forma

D
ωGS
[g,b] :=

{
(X,−iXωGS ([g, b])) | X ∈ T[g,b]S

}
,

=

{(
X,α+ iX

(
dΦ∗g−1θ

)
([g, b])

)
| (X,α) ∈ Γ

(
D

Φ∗
g−1ωS

[g,b]

)}
.

Finalmente, mostremos que la estructura de Dirac D
ωGS
[g,b] es G-invariante. Sea

(
X([g, b]),−iXωGS ([g, b])

)
∈ Γ

(
D
ωGS
[g,b]

)
,

entonces para cada g ∈ G(
Φ∗gX([g, b]),−Φ∗giXω

G
S ([g, b])

)
=

(
Φ∗gX([g, b]),−iΦ∗gXΦ∗gω

G
S ([g, b])

)
,

=
(

Φ∗gX([g, b]),−iΦ∗gXω
G
S ([g, b])

)
,
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por lo tanto (
Φ∗gX([g, b]),−Φ∗giXω

G
S ([g, b])

)
∈ Γ

(
D
ωGS
[g,b]

)
.

Lema 4.3.3. La estructura de Dirac D
ωGS
[g,b] es la gráfica de una estructura de Poisson si

y sólo si (dΦ∗g−1θ)
[ ◦ (Φ∗g−1Π)] no tiene puntos fijos distintos de cero.

Demostración. De la Proposición 1.3.5, recordemos que la estructura de Dirac D
ωGS
[g,b] es

la gráfica de una estructura de Poisson si y sólo si D
ωGS
[g,b] ∩ (T[g,b](G×H B)⊕ {0}) = {0},

esto es {
(Φ∗g−1Π)](α)

∣∣∣ (dΦ∗g−1θ)
[ ◦ (Φ∗g−1Π)](α) = α

}
= {0}.

Supongamos que D
ωGS
[g,b] ∩ (T[g,b](E) ⊕ {0}) = {0}, entonces (Φ∗g−1Π)](α) = 0 implica

que α = 0. Por lo cual la ecuación (dΦ∗g−1θ)
[◦(Φ∗g−1Π)](α) = α sólo tiene solución trivial.

Por otro lado, si (dΦ∗g−1θ)
[ ◦ (Φ∗g−1Π)](α) = α no tiene puntos fijos distintos de cero,

entonces α = 0 y

D
ωGS
[g,b] ∩

(
T[g,b](E)⊕ {0}

)
=
{

(Φ∗g−1Π)](0)
}
⊕ {0} = {0},

por lo tanto D
ωGS
[g,b] es la gráfica de una estructura de Poisson.

Sea (E,Π) una variedad de Poisson. Supongamos que la H-acción en E es compatible
con Π, es decir, los generadores infinitesimales son de la forma

ξE = Π](ρξ),

para cada ξ ∈ h y donde ρ ∈ Hom(h,Ω1(E)). En este caso, consideremos la 1-forma
θ := δH(ρ).

Teorema 4.3.4. Sea (E,Π) una variedad de Poisson, y (S, ωS) su foliación simpléctica.
Supongamos que la H-acción en E es compatible con Π y el endomorfismo

Id + (dΦ∗g−1θ)
[ ◦ (Φ∗g−1Π)],

es invertible. Entonces el promedio G-invariante ωGS de ωS es no degenerado en cada

hoja S ∈ S, y existe una estructura de Poisson Π̃ que es G-invariante y cuya foliación
simpléctica es {(S, ωGS ) | S ∈ S}.

Demostración. Consideremos la estructura de Dirac

DΠ :=
{(

Π](α), α
)
| α ∈ Γ(T ∗(G×H B))} ,
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asociada a Π. Por el Corolario 1.3.8, DΠ induce una foliación simpléctica (S, ωS), como
la H-acción es compatible con Π, entonces del Teorema 4.3.2 se sigue que la forma
simpléctica ωS en [g, b] ∈ E tiene la forma

ωS([g, b]) = Φ∗g−1ωS([g, b])− i∗SdΦ∗g−1θ([g, b]),

y la estructura de Dirac

D
ωGS
[g,b] =

{(
X,α+ iX

(
dΦ∗g−1θ

)
([g, b])

) ∣∣∣∣ (X,α) ∈ Γ

(
D

Φ∗
g−1ωS

[g,b]

)}
,

es G-invariante y cuyas hojas pre-simplécticas son (S, ωGS ).

Notemos que Φ∗g−1ωS es una forma simpléctica en S cuya estructura de Poisson
asociada es Φ∗g−1Π. En efecto, para cada 1-forma diferencial α se cumple que

−i(Φ∗
g−1Π)]αΦ∗g−1ωS = −iΦ∗

g−1Π]Φg−1∗α
Φ∗g−1ωS = −Φ∗g−1(iΠ]Φg−1∗α

ωS),

= Φ∗g−1(Φg−1∗α) = α,

ahora, tenemos que

D
Φ∗
g−1ωS

[g,b] =
(
DΦ∗

g−1Π

)
[g,b]

,

y por lo tanto podemos escribir D
ωGS
[g,b] como

D
ωGS
[g,b] =

{(
X,α+ iX

(
dΦ∗g−1θ

)
([g, b])

) ∣∣∣∣ (X,α) ∈ Γ

((
DΦ∗

g−1Π

)
[g,b]

)}
,

=

{((
Φ∗g−1Π

)]
(α), α+ i(

Φ∗
g−1Π

)]
(α)

(
dΦ∗g−1θ

)
([g, b])

) ∣∣∣∣∣ α ∈ T ∗[g,b]S
}
.

Finalmente, como el morfismo Id + (dΦ∗g−1θ)
[ ◦ (Φ∗g−1Π)] es invertible, entonces por

el Lemma 4.3.3 se sigue que existe una estructura de Poisson Π en E tal que

D
ωGS
[g,b] = Graf

(
Π
]
)
,

cuyas hojas simplécticas son (S, ωGS ).

4.3.1. Ejemplo

Ahora, vamos a presentar la construcción de una estructura de Dirac invariante con
respecto a la acción del cilindro en R3.

Consideremos la acción de S1 × R en R3 como en el Ejemplo 4.2.4, dada en coorde-
nadas polares por

Φ: (S1 × R)× R3 −→ R3,

((α, k), (r, θ, z)) 7−→

 r
θ + α
z + k

 .
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Los generadores infinitesimales de esta acción estan dado por

Υ =
∂

∂θ
y Υ̃ =

∂

∂z
.

Fijemos el punto p = (0, 0, z) ∈ R3 con p 6= 0, entonces el grupo de isotropia en este
punto es

H := (S1 × R)p ∼= S1.

Del teorema del tubo, existe un abierto U de la órbita G · p, y un difeomorfismo
equivariante

U −→ (S1 × R)×H B,

donde B ∼= TpR3/Tp(G · p) ∼= R2. Y donde un modelo para este espacio de órbitas es
dado por

(S1 × R)×H B ∼= R× [0,∞]× S1,

este isomorfismo toma cada elemento [(α, k), (r, θ)] ∈ (S1 × R) ×H B y lo manda al
elemento (k, r, α + θ) ∈ R × [0,∞] × S1. La inversa, toma cada elemento (k, r, θ) ∈
R× [0,∞]×S1 y lo manda a la clase [(0, k), (r, θ)] ∈ (S1×R)×H B. La acción del grupo
de Lie S1 × R en el espacio modelo R× [0,∞]× S1 es dada por

Φ: (S1 × R)× (R× [0,∞]× S1) −→ R× [0,∞]× S1,

((θ, l), (k, r, α)) 7−→ (k + l, r, α+ θ).

Consideremos la estructura de Poisson en R3

Π = f(θ, z)
∂

∂θ
∧ ∂

∂z
,

con f 6= 0 y ∂f
∂θ 6= 0. Notemos que cada hoja de foliación es invariante con respecto a la

acción del grupo de isotroṕıa H en R3 pues

iΥ(−f(θ, z)dr) = 0 y Ceros(α) ⊂ Ceros(Υ).

Sin embargo podemos notar que la acción no deja invariante la estructura de Poisson
pues

LΥα = iΥdα = −iΥ
(
∂f

∂θ
dθ ∧ dr +

∂f

∂z
dz ∧ dr

)
=
∂f

∂θ
dr 6= 0.

Por otro lado la ecuación que nos da la condición de compatibilidad Υ = Π](ρ) tiene
solución con

ρ = − 1

f(θ, z)
dz.

Ahora, aplicando el operador δH(ρ) (que en este caso coincide con la formula (2.5))
obtenemos que

δH(ρ) = −S(ρ) + π 〈ρ〉S1 = S

(
1

f

)
(θ, z)dz − π

〈
1

f

〉
S1

(z)dz,
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aplicando el diferencial tenemos que

dδH(ρ) = S

(
∂1/f

∂θ

)
(θ, z)dθ ∧ dz.

Sea (z0, r0, θ0) un elemento en el espacio modelo R×[0,∞]×S1, el cual tiene asociado
el elemento [(0, z0), (r0, θ0)] en el espacio de órbitas (S1 × R) ×H B. Bajo la acción del
cilindro, en el espacio modelo, tenemos que

Φ∗−(0,z0)dδ
H(ρ) = Φ∗−(0,z0)

(
S
(
∂1/f
∂θ

)
(θ0, z0)dθ ∧ dz

)
,

= S
(
∂1/f
∂θ

)
(θ0, 0)dθ ∧ dz.

La forma simpléctica asociada a la estructura de Poisson es dada por

ω(r0,θ0,z0) =
1

f(θ0, z0)
dθ ∧ dz,

y entonces

Φ∗−(0,z0)ω(r0,θ0,z0) =
1

f(θ0, 0)
dθ ∧ dz.

Por lo cual, del Teorema 4.3.2 podemos construir una estructura de Dirac invariante
como

D(r0,θ0,z0) =
{(
X,α+ iX(Φ∗−(0,z0)dδ

H(ρ))
) ∣∣∣ (X,α) ∈ Γ

(
D

Φ∗−(0,z0)
ω

(r0,θ0,z0)

)}
,

=
{(
X,
(
− 1
f(θ0,0) + S

(
∂1/f
∂θ

)
(θ0, 0)

)
(X2dz −X3dθ)

)}
,

donde X = X1dr +X2dθ +X3dz.
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Apéndice A

Distribuciones en haces vectoriales y secciones

globales generadoras

El proposito de este caṕıtulo es dar una demostración completa del siguiete resultado,
el cual fue presentado por Sussmann [31, Teorema 1] y Drager, Lee, Park, Efton y
Richardson [32, Sec. 4]. Dado un subhaz vectorial generalizado de un haz vectorial sobre
una variedad diferenciable. Existe un numero finito de secciones globales suaves que
generan a la distribución en cada punto de la variedad. Más aún, daremos una cota para
el numero de generadores globales.

A.1. Distribuciones generalizadas sobre haces vectoriales

En esta sección, daremos las nociones básicas sobre distribuciones generalizadas en
haces vectoriales.

Sea M una variedad diferencial conexa con dim(M) = m y supongamos que todas
las variedades y aplicaciones entre variedades diferenciales son suaves. Un haz vectorial
real sobre M es una terna (E, π,M) donde π : E → M es una aplicación sobreyectiva
tal que:

(i) Para todo p ∈ M , π−1(p) tiene estructura de espacio vectorial sobre R, la cual
denotaremos por Ep.

(ii) Para cada punto p ∈ M existe un abierto U ⊂ M , un número k ∈ N y un
difeomorfismo

ϕ : π−1(U)→ U × Rk,

tal que π ◦ ϕ−1(p, v) = p y la restricción ϕ|Ep : Ep → {p} × Rk es un isomorfismo
lineal.

Como M es conexa, la función p 7→ dim(Ep) es constante en M , por lo cual si E es
un haz vectorial sobre una variedad conexa, la fibra Ep en cada punto p ∈ M tiene la
misma dimensión. En este caso decimos que el rango de E es igual a k y es denotado
como rk(E) = k. Para simplificar notación, denotaremos un haz vectorial (E, π,M)
únicamente por su espacio total E.

Definición A.1.1. Una distribución generalizada ∆ de un haz vectorial E, es una asig-
nación p 7→ ∆p, donde ∆p es un subespacio vectorial de Ep.

119
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El número dim(∆p) es llamado el rango de ∆ en p ∈M .

Definición A.1.2. Sea E un haz vectorial sobre M . Una sección local de E sobre un
abierto U de M , es una aplicación suave s : U → E tal que

π ◦ s = idU .

Se dice que una sección es global si U = M .

Dado una distribución generalizada ∆ de un haz vectorial E sobre M , y un abierto
U ⊂M , se dice que una sección local s de E sobre U es una sección de ∆, si para todo
p ∈ U

s(p) ∈ ∆p.

Definición A.1.3. Una distribución generalizada ∆ de un haz vectorial E es suave, si
para cada punto p ∈ M existen un abierto U ⊂ M que contiene a p y una familia de
secciones locales s1, ..., sk de ∆ en U , tal que para cada q ∈ U

∆q = gen{s1(q), ..., sk(q)}.

Del mismo modo que en la Proposición 1.1.5, se puede mostrar que un distribución
generalizada en un haz vectorial E, es suave si y sólo si para cada punto p ∈ M y cada
v ∈ ∆p, existe alguna sección local s de ∆ tal que s(p) = v.

De ahora en adelante, todas las distribuciones generalizadas que se mencionen las
tomaremos como distribuciones generalizadas suaves.

Definición A.1.4. Sea E un haz vectorial sobre M y ∆ una distribución generalizada
suave de E. Sea U un abierto en M , decimos que ∆ es finitamente generado sobre U si
existe un número finito de secciones locales s1, ..., sk de ∆ tales que

∆p = gen{s1(p), ..., sk(p)},

para todo p ∈ U . En este caso, se dice que s1, ..., sk generan a ∆ sobre U . Si además
U = M , decimos que ∆ es globalmente finitamente generado.

Ahora, queremos mostrar que todo haz vectorial sobre una variedad suave es isomorfo
a un subhaz de un haz trivial. Para lo cual es necesario formular una serie de lemas
técnicos.

Lema A.1.5. Sea (E, π,M) un haz vectorial. Entonces, el conjunto de secciones Γ(E)
es un C∞(M)-módulo finitamente generado, con rk(E)(m+ 1) generadores.

Demostración. Este resultado lo podemos encontrar en [33, Cap. 2, Sec. 5, Lema II].

Lema A.1.6. Sean (E, π,M) y (E′, π′,M) haces vectoriales sobre M , con fibras F y
F ′ respectivamente. Sea Ψ: E′ → E un morfismo de haces tal que cada Ψx : F ′x → Fx
es sobreyectivo. Entonces, existe un morfismo de haces vectoriales ϕ : E → E′ tal que
Ψ ◦ ϕ = id.
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Demostración. Este resultado lo podemos encontrar en [33, Cap. 2, Sec. 5, Lema III].

Proposición A.1.7. Cada haz vectorial (E, π,M) sobre una variedad conexa M , es
isomorfo a un subhaz de un haz trivial M × Rk, con k = rk(E)(m+ 1).

Demostración. Del Lema A.1.5, existe un conjunto finito de secciones σ1, ..., σk que ge-
neran a Γ(E), con k = rk(E)(m+ 1). Consideremos el haz trivial M ×Rk y el morfismo
de haces Ψ: M × Rk → E definido como

Ψ

(
x,

k∑
i=1

λiei

)
=

k∑
i=1

λiσi(x), x ∈M,

donde e1, ..., ek es base de Rk. Entonces, cada aplicación lineal Ψx : Rk → Fx es sobre-
yectivo. En efecto, sea z ∈ Fx, escogemos una sección σ ∈ Γ(E) tal que σ(x) = z. Como
las secciones σi generan a Γ(E), podemos escribir σ como

σ =
k∑
i=1

fiσi,

con fi ∈ C∞(M). Por lo tanto

z = σ(x) =
k∑
i=1

fi(x)σi(x) = Ψx

(
k∑
i=1

fi(x)ei

)
.

Ahora, el Lema A.1.6, nos permite definir un morfismo de haces ϕ : E → M × Rk, tal
que Ψ ◦ ϕ = id, lo cual implica que cada aplicación ϕx : Fx → Rk es inyectivo. Por lo
tanto, E es un subhaz vectorial de M × Rk.

A.2. Construcción del conjunto de generadores

En esta sección vamos a presentar la construcción del conjunto de generadores de
distribuciones generalizadas. Antes, es necesario dar una noción sobre convergencia de
funciones en espacios de Fréchet de funciones suaves, la cual se puede consultar en [34,
Cap. 5].

Denotemos por | · | la norma Euclideana en Rn. Si f : Rn → Rm es una función
acotada, entonces definimos la norma del supremo como

||f || = sup{|f(x)| | x ∈ Rn}.

Definimos BC∞(Rn,Rm) como el conjunto de funciones f : Rn → Rm tal que f es de
clase C∞ y todas sus derivadas parciales sean acotadas en Rn. Si f ∈ BC∞(Rn,Rm),
definimos una seminorma pk para k = 0, 1, 2, ... como

pk(f) = max

{∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂|α|f∂xα

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ |α| = k

}
,
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donde el máximo es tomado sobre todos los multi ı́ndices α de orden k. Ahora sumando
los pk definimos una norma

||f ||k =
k∑
j=1

pj(f),

y entonces se tiene que ||f ||k ≤ ||f ||k+1.

Esta norma || · ||k induce una topoloǵıa en BC∞(Rn,Rm). Recordemos que una
sucesión {fi}∞i=1 en BC∞(Rn,Rm) es de Cauchy si esta es de Cauchy con respecto a la
norma || · ||k para cada k, este hecho se puede consultar en [34, Lema 5.17]. Por lo tanto,
para mostrar que una serie

∑∞
i=1 fi converge en BC∞(Rn,Rm) es suficiente mostrar que

cada una de las series
∞∑
i=1

||fi||k con k = 0, 1, 2, ...

es convergente. Si
∑∞

i=1 fi es convergente en BC∞(Rn,Rm), entonces la función f =∑∞
i=1 fi puede ser evaluado puntualmente, ya que la convergencia en BC∞(Rn,Rm)

implica convergencia puntual.

Teorema A.2.1. Sean M una variedad conexa y E un haz vectorial sobre M . Sea ∆ una
distribución generalizada suave de E, entonces ∆ es globalmente finitamente generado.

La idea general de la prueba del Teorema A.2.1 es la siguiente. De la Proposición
A.1.7, podemos considerar ∆ como una distribución generalizada de un haz vectorial
trivial. Mostraremos que el Teorema A.2.1 se cumple para distribuciónes generalizadas
de haces vectoriales triviales, y extenderemos las secciones encontradas en distribuciones
de haces vectoriales triviales a secciones de distribuciones de haces vectoriales arbitrarios.

Proposición A.2.2. Sea ∆ una distribución generalizada suave del haz trivial Rm ×
Rk → Rm, entonces ∆ es globalmente finitamente generado.

Para mostrar la Proposición A.2.2, es necesario presentar lo siguiente. Denotemos por
B a la bola abierta euclidiana en Rm y denotemos por 2B a la bola con el mismo centro
y doble de radio que B. Sea B el conjunto de todas la bolas con centro en coordenadas
racionales y radio racionales, entonces B es una base numerable para la topoloǵıa de Rm.

Para 0 ≤ d ≤ max(rk(∆)) definimos el conjunto

Σd = {p ∈ Rm | dim(∆p) = d},

fijemos d ≥ 1 tal que Σd 6= ∅.
Para cada p ∈ Σd, existen secciones locales s1, ..., sd en ∆, tal que {s1(p), ..., sd(p)} es

una base de ∆p. Estas secciones son linealmente independientes en una vecindad U de p.
Nuestro objetivo es construir una cantidad finita de secciones definidas globalmente que
generan a ∆ en cada punto de Σd. Para esto es necesario demostrar el siguiente lema.

Lema A.2.3. Sea B ∈ B una bola tal que p ∈ B y 2B ⊂ U . Entonces existe un morfismo
de haces vectoriales suave

P : 2B × Rk → 2B × Rk,
donde k = rk(E)(m+ 1), con las siguiente propiedades: Para cada q ∈ 2B
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1. P (q) es una proyección ortogonal.

2. Im(P (q)) ⊂ ∆q.

3. Im(P (q)) tiene dimensión d.

4. Si q ∈ 2B ∩ Σd, entonces Im(P (q)) = ∆q y P (q) = Qq, donde Qq es un operador
proyección ortogonal tal que Im(Qq) = ∆q.

Demostración. La prueba de este lema lo podemos encontrar en [32, Lema 4.4].

Demostración de la Proposición A.2.2. Como B es numerable, entonces por el Lema
A.2.3 podemos encontrar una colección numerable de bolas {Bi}i∈I que cubre a Σd, tal
que para cada bola Bi existe un morfismo de haces vectoriales Pi : 2B × Rk → 2B × Rk
con las propiedades descritas en dicho resultado.

Sea e1, ..., ek base estándar de Rk. Definamos secciones suaves constantes S1, ..., Sk
de Rm × Rk como

Si : Bi −→ Bi × Rk,
p 7−→ (p, ei).

Para cada i ∈ I, escogemos funciones meseta ψi en Rm tal que 0 ≤ ψi ≤ 1, supp(ψi) ⊂
2Bi y se cumple que {

ψi = 1 en Bi,
ψi = 0 en Rm − 2Bi.

Para cada 2Bi, definimos secciones suaves en ∆ como p 7→ Pi(p)◦Sα(p) donde p ∈ Σd.
Puesto que Im(Pi(p)) ⊂ ∆p entonces PiSα es una sección de ∆ para cada α = 1, ..., k.
Ahora, multiplicando por las funciones meseta ψi, obtenemos secciones globales ψiPiSα
de ∆ tal que supp(ψiPi ◦ Sα) ⊂ 2Bi, para α = 1, ..., k.

Como ψi tiene soporte compacto y tiene sus derivadas acotadas, entonces ψi ∈
BC∞(Rm,Rk). Para cada i, podemos encontrar una constante ci > 0 tal que ci||ψi||i ≤
1
2i

, entonces para cada α = 1, ..., k tenemos que

ci||ψiPiSα||i ≤
1

2i
.

Ahora, si definimos la aplicación ϕi := ciψi, entonces tenemos que ||ϕi||i ≤ 1
2i

y
entonces para cada α = 1, ..., k tenemos que

||ϕiPiSα||i ≤
1

2i
.

Ahora definimos una aplicación ϕ =
∑∞

i=1 ϕi y secciones sα de ∆ como

sα =

∞∑
i=1

ϕiPiSα,

para α = 1, ..., k.
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Mostremos que el conjunto {s1, ..., sk} define una familia de secciones suaves globales
que genera a ∆, en cada punto de Σd. Para esto es necesario que estas series sean
convergentes en un espacio de funciones adecuado, lo va a implicar que son suaves.

Para que ϕ sea convergente en BC∞(Rm,R), es suficiente mostrar que la serie∑∞
i=1 ||ϕi||k converge para cada k. Para k fijo, tenemos

∞∑
i=k

||ϕi||k ≤
∞∑
i=k

||ϕi||i ≤
∞∑
i=1

1

2i
= 2−k+1,

por lo cual, la serie
∑

i ϕi converge en BC∞(Rm,R) y entonces ϕ es una aplicación suave
definida como

ϕ(p) =
∞∑
i=1

ϕi(p),

con p ∈ Σd. Como p ∈ Bj para alguna bola Bj entonces ϕj = cjψj = cj > 0 en Bj , por
lo tanto ϕ > 0 en Σd.

Ahora, sα =
∑∞

i=1 ϕiPiSα es convergente en BC∞(Rm,Rk) dado que

∞∑
i=k

||ϕiPiSα||k ≤
∞∑
i=k

||ϕiPiSα||i ≤
∞∑
i=k

1

2i
= 2−k+1,

entonces las aplicaciones sα son secciones suaves de ∆ definidas como

sα(p) =
∞∑
i=1

ϕi(p)Pi(p) ◦ Sα(p),

con p ∈ Σd.

Finalmente veamos que si p ∈ Σd, entonces {s1(p), ..., sk(p)} generan a ∆p. Del
Lema A.2.3, tenemos que si p ∈ 2Bi entonces Im(Pi(p)) = ∆p y Pi(p) = Qp, para cada
i. Entonces tenemos

sα(p) =
∞∑
i=1

ϕi(p)Pi(p) ◦ Sα(p) =
∞∑
i=1

ϕi(p)QpSα(p),

=

∞∑
i=1

Qp(ϕi(p)Sα(p)) = Qp(ϕ(p)Sα(p)).

Para cada p ∈ Σd tenemos que {S1(p), ..., Sk(p)} es una base de (Rm × Rk)p. Como
ϕ(p) 6= 0 entonces {ϕ(p)S1(p), ..., ϕ(p)Sk(p)} es una base de (Rm × Rk)p, entonces

{Qpϕ(p)S1(p), ..., Qpϕ(p)Sk(p)},

genera a ∆p, esto es que {s1(p), ..., sk(p)} generan a ∆p. Por lo tanto, tenemos un número
finito de generadores para ∆ en puntos de Σd.
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En el caso donde B tenga un número finito de bolas, definimos

ϕ =
∑
i∈I

ψi y sα =
∑
i∈I

ψiPiSα,

como tenemos sumas finitas, ϕ es una aplicación suave y sα es una sección global suave
de ∆. Análogo al caso anterior, las secciones sα generan a ∆ en cada punto de Σd.

Observación A.2.4. Podemos hacer la construcción de la prueba de la Proposición A.2.2,
para cada d = 1, ...,max(rk(∆)), lo cual nos da una cota de a lo más max(rk(∆)) · k
secciones globales que generan a ∆ en cada punto de Rm.

Demostración del Teorema A.2.1. De la Proposición A.1.7 tenemos que E es isomorfo a
un subhaz del haz trivial M ×Rk, en este caso podemos ver a ∆ como una distribución
generalizada del haz trivial M × Rk.

Podemos identificar cada subespacio ∆p con un subespacio de Rk. Por otro lado, las
secciones de M × Rk, son aplicaciones s : M → Rk.

Consideremos M una variedad diferenciable de dimensión m, entonces tenemos que
cualquier aplicación suave s : U → Rk con U ⊂M , puede ser extendida a una aplicación
suave s̃ : Ũ → Rk con Ũ ⊂ Rm abierto.

Como ∆ es suave, existe una familia F de secciones locales de ∆ tal que ∆p =
gen(F|p). Entonces cada s ∈ F es una aplicación s : U → Rk con U ⊂ M , que puede

ser extendida a una aplicación s̃ : Ũ → Rk con Ũ ⊂ Rm. Entonces, tenemos una familia
F̃ = {s̃ | s ∈ F} de secciones locales definidas en Ũ ⊂ Rm. Por lo cual, podemos definir
una distribución generalizada ∆̃ = gen(F̃ ) de Rm×Rk, tal que para cada p ∈M se tiene
que ∆p = ∆̃p.

Ahora, de la Proposición A.2.2, podemos encontrar un número finito de secciones
globales de ∆̃ que generan a ∆̃p̃ en cada punto de p̃ ∈ Rm. Y estas secciones definen
secciones globales de ∆ que generan a ∆p en cada punto p ∈M .

Dado un haz vectorial E y una distribución generalizada ∆, es posible dar una cota
superior de secciones globales que generan a ∆. De la demostración de la Proposición
A.1.7 tenemos que ∆ es isomorfo a una distribución generalizada del haz trivial Rm×Rk,
donde k = rk(E)(m+1). Ahora, en la Proposición A.2.2 construimos k secciones globales
para cada conjunto Σd con d = 1, ...,max(rk(∆)), y de la Observación A.2.4, concluimos
que existen a lo más max(rk(∆)) · k secciones globales que generan a ∆. Lo cual nos da
una cota de rk(E)(m+ 1) max(rk(∆)) secciones globales que generan a ∆ en cada punto
de M .



126 Distribuciones en haces vectoriales y secciones globales generadoras



Apéndice B

Geometŕıa Riemanniana

El objetivo en este caṕıtulo es introducir la aplicación exponencial en geometria
Riemanniana, con el objetivo de definir un dominio donde la aplicación exponencial sea
un isomorfimo.

B.1. Aplicación exponencial

El objetivo en esta sección es introducir la aplicación exponencial en geometŕıa Rie-
manniana, y presentar algunas propiedades importantes de la misma.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y ∇ : X(M)× X(M)→ X(M) la conexión de
Levi-Civita de g en M , que es compatible con la métrica Riemanniana, en el sentido que

∇g = 0.

Definición B.1.1. Decimos que un camino γ : (α, β) → M de clase C l, con l ≥ 2, en
una variedad suave M con conexión compatible ∇, es geodésico si

∇γ′(t)γ′(t) = 0, ∀ t ∈ (α, β)

Sea (U, x1, ..., xm) un entorno coordenado de M . La ecuación ∇γ′(t)γ′(t) = 0 para γ
un camino geodésico, en terminos locales, se ve como

d2

dt
γi(t) +

∑
j,k

(Γijk ◦ γ)(t)
d

dt
γj

d

dt
γk(t) = 0, (B.1)

para todo i = 1, ...,m, y donde ∇∂/∂xj∂/∂xk =
∑

Γljk∂/∂x
l. Entonces por existencia y

unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, γ existe localmente y es única.

Lema B.1.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y ∇ conexion compatible, entonces
existe un campo G ∈ X(TM), tal que para cada curva integral c : (α, β) → TM de G,
existe una curva geodésica γ : (α, β)→M tal que

d

dt
γ(t) = c(t).

127



128 Geometŕıa Riemanniana

Demostración. Sea π : TM →M el haz tangente aM . Vamos a trabajar de manera local,
y luego extenderemos esta construcción golbalmente. Sea (U, x1, ..., xm) carta coordenada
en M , esta induce una carta (π−1(U), q1, ..., qm, q̇1, ..., q̇m)) en TM donde

qi = xi ◦ π y q̇i(ξ) = ξxi,

entonces cada ξ ∈ π−1(U) se puede escribir como

ξ =

m∑
j=1

q̇j(ξ)
∂

∂xj
.

Entonces el conjunto {∂/∂q1, ..., ∂/∂qm, ∂/∂q̇1, ..., ∂/∂q̇m} forma una base local de cam-
pos en TM , por lo cual tenemos que

π∗(∂/∂q
j) = ∂/∂xj y π∗(∂/∂q̇

j) = 0.

Entonces de (B.1), tenemos la ecuación diferencial de primer orden en π−1(U)
(ql)′ = q̇l,

(q̇l)′ = −
∑
jk

(Γljk ◦ π)q̇j q̇k,

para cada j = 1, ...,m. Las soluciones de esta ecuación diferencial, son curvas integrales
del campo vectorial G en π−1(U) dado por

G =
∑
l

q̇l ∂∂ql −∑
jk

(Γljk ◦ π)q̇j q̇k
∂

∂q̇j

 .

Como la ecuación (B.1) es independiente de la elección de las cartas en M , entonces G
define un campo vectorial en TM .

Finalmente, veamos que existe una geodésica con las propiedades deseadas. Sea
c : (α, β) → M curva integral de G, definimos γ := π ◦ c, por construcción la curva
γ(t) es una curva geodésica, y además

d

dt
γ(t) = (dc(t)π)

(
d

dt
c(t)

)
= (dc(t)π)(G|c(t)) = (dc(t)π)(q̇i∂/∂qi|c(t)),

= ci(t)∂/∂qi|c(t) = c(t).

Definición B.1.3. El flujo maximal del campo vectorial G es llamado flujo geodésico
de G.

Sea ϕ := ϕ(t, ξ) el flujo maximal de G en TM , donde t ∈ R y ξ ∈ TM . Definimos
para cada ξ ∈ TM

γξ(t) := (π ◦ ϕ)(t, ξ),

entonces γξ es la única geodésica maximal en M que satisface
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γξ(0) = π(ϕ(0, ξ)) = π(ξ).

γ′ξ(0) = ϕ(0, ξ) = ξ.

En particular, γξ(t) depende suavemente de t y ξ. Para cada ξ ∈ TM , denotamos por
Iξ = (−δ1, δ2) al máximo intervalo de definición de la curva γξ.

Lema B.1.4. Para todo ε > 0 y ξ ∈ TM , la geodésica γεξ satisface

Iεξ = 1
εIξ,

γεξ(t) = γξ(εt).

Demostración. Sea γ̃ : (−δ1/ε, δ2/ε)→M una reparametrización de la curva γξ(t) defi-
nida por

γ̃(t) := γξ(εt).

Notemos que esta curva es una geodésica, pues

∇γ̃′(t)γ̃′(t) = ε2∇γ′ξ(t)γ
′
ξ(t) = 0.

Por definición, tenemos que γ̃(0) = γξ(0) = π(ξ) y además

γ̃′(0) =
d

dt
γξ(εt)

∣∣∣∣
t=0

= εγ′ξ(0) = εξ.

Por otro lado, tenemos que la curva γεξ(t) cumple que

γεξ(0) = π(ϕ(0, εξ)) = π(ξ) y γ′εξ(0) = ϕ(0, εξ) = εξ,

por lo tanto, por unicidad se sigue que

γεξ(t) = γξ(εt).

Recordemos que la sección cero o ∈ Γ(TM) es el campo vectorial tal que o|p es el
vector cero en TpM , para todo p ∈M . Definamos el conjunto

TM := {ξ ∈ TM | 1 ∈ Iξ}.

Corolario B.1.5. El conjunto TM es un conjunto abierto de TM . Más aún TM es
un dominio estrella respecto a la sección cero o, es decir, si ξ ∈ TM entonces εξ ∈ TM
para todo ε ∈ [0, 1].

Demostración. El conjunto TM es abierto, puesto que el dominio del flujo máximo es
abierto y TM es el dominio del flujo con t = 1. Más aún, TM es un dominio de estrella
por el Lema B.1.4.
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Definición B.1.6. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Definimos la aplicación ex-
ponencial Riemanniana Exp: TM →M como

Expg(ξ) ≡ Exp(ξ) := γξ(1).

Además, para cada p ∈M definimos Expp : TpM ∩ TM →M como

Expp := Exp |TpM∩TM .

Lema B.1.7. La aplicación Expp es diferenciable y de rango máximo en el vector cero
en TpM .

Demostración. Para el siguiente cálculo, denotamos por 0 el origen de R y por 0̄ el
elemento neutro en TpM . Sea I0̄ : TpM → T0̄(TpM) la identificación canónica de TpM
con su espacio tangente en T0̄(TpM). Mostremos que

d0̄ Expp ◦I0̄ = IdTpM .

Para cada ξ ∈ TpM la curva ω(t) := tξ en TpM satisface que

ω′(0) = I0̄(ξ) = d0ω
∂

∂t
,

lo cual implica que

d0̄ Expp ◦I0̄(ξ) = d0̄ Expp ◦d0ω
∂

∂t
= d0(Expp ◦ω)

∂

∂t

=
d

dt
(Expp ◦ω)(t)

∣∣∣∣
t=0

= γ′ξ(0) = ξ,

por lo tanto Expp tiene rango máximo en 0̄ ∈ TpM .

Consideremos la aplicación

π × Exp: TM −→ M ×M

ξ 7−→ (π(ξ),Exp(ξ)).

Lema B.1.8. La aplicación π × Exp es diferenciable y de rango máximo en 0̄ ∈ TpM .

Demostración. Sea ξ ∈ TM y p = π(ξ). Sea (U,ϕ) una carta en M con ϕ : U → Rm,
entonces podemos definir una carta en TM como (π−1(U), ϕTM ), donde ϕTM : π−1(U)→
Rm×Rm se define como ϕTM (ξ) = (q(ξ), q̇(ξ)). Ahora, tomemos la carta (U ×U,ϕ×ϕ)
en M×M , y consideremos (π×Exp)−1(U×U) el cual es un abierto en TM que contiene
a o(U).

Entonces la expresión local de π × Exp esta dada por

(ϕ× ϕ) ◦ (π × Exp) ◦ ϕ−1
TM : ϕTM (π−1(U)) −→ R2m,

notemos que ϕ ◦ π ◦ ϕ−1
TM = pr1, donde pr1 : Rm × Rm → Rm denota la proyección a

la primera coordenada. Por lo tanto del Lema B.1.7, se sigue que π × Exp tiene rango
máximo.
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Observación B.1.9. Del Lema B.1.8, se tiene que para cada ξ ∈ o(M)

rkξ(π × Exp) = 2m.

Por lo cual existe una vecindad W de o(M) en TM , tal que (π × Exp)|W es un difeo-
morfismo en su imagen.

B.2. Cut locus puntual

El objetivo de esta sección es definir el cut locus en una variedad Riemanniana,
con el objetivo de introducir un dominio en el cual la aplicación exponencial es un
difeomorfismo.

Para cada p ∈M y ε > 0, definamos los conjuntos

S(p, ε) = {ξ ∈ TpM | |ξ| < ε} y Sp = S(p, 1).

y dado ξ ∈ Sp definimos el conjunto

cp(ξ) := sup{t > 0 | tξ ∈ TM, d(p, γξ(t)) = t}.

Observación B.2.1. La función c̄ : {ξ ∈ TM | |ξ| = 1} → (0,∞] definida como c̄(ξ) :=
cπ(ξ)(ξ), es semi-continua superior en su dominio. Más aún, si M es una variedad Rieman-
niana completa entonces c̄ es continua su dominio. La prueba de este resultado utiliza
herramientas anaĺıticas y se pude consultar en [14, Teorema III.2.1]

Definición B.2.2. Para cada p ∈ M , definimos el cut locus de p en TpM (cut locus
tangencial), como

C(p) := {cp(ξ)ξ | cp(ξ) <∞, ξ ∈ Sp} ∩ TM,

y entonces definimos el cut locus de p en M , como

C(p) := Exp C(p).

Ahora, definimos los siguientes conjuntos,

Dp := {tξ | 0 ≤ t < c(ξ), ξ ∈ Sp}, (B.2)

Dp := Exp(Dp),

cuyas propiedades se establecen en el siguiente teorema.

Teorema B.2.3. El conjunto Dp en la ecuación (B.2), es el dominio mas grande en
forma de estrella, con respecto al origen de TpM , para el cual, la aplicación exponencial

Expp |Dp : Dp −→M\C(p),

es un difeomorfismo. Además, para cada p ∈M , el cut locus C(p) tiene medida cero.
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Demostración. Este resultado se puede consultar en [14, Teorema III.2.2, Teorema III.3.1].

Supongamos ahora que tenemos un grupo de Lie, equipado con una métrica Rieman-
niana. En este caso, mostraremos primero que si la métrica es bi-invariante, entonces
la aplicación exponencial de grupos de Lie y la aplicación exponencial Riemanniana
coinciden. Luego, usaremos éste resultado y el Teorema de Hopf-Rinow, el cual podemos
consultar en [35, Teorema 2.9], para mostrar que si el grupo de Lie es compacto y conexo,
entonces la aplicación exponencial es sobreyectiva.

Teorema B.2.4. La aplicación exponencial de Lie y la aplicación exponencial Rieman-
niana en la identidad, coinciden en grupos de Lie con una métrica bi-invariante.

Demostración. Sea G un grupo de Lie con métrica Riemanniana bi-invariante y g su
álgebra de Lie. Fijemos ξ ∈ g. Para mostrar que las aplicaciones exponenciales coinciden
en ξ, es suficiente probar que el subgrupo 1-paramétrico

γ : R 7−→ G

t 7−→ exp(tξ),

es la geodésica con γ(0) = e y γ′(0) = ξ.

Recordemos que γ es la curva integral del campo vectorial invariante por izquierda
X que pasa por e ∈ G cuando t = 0, es decir,

γ′(t) = X(γ(t)) y γ(0) = e.

Como G tiene una métrica bi-invariante, entonces de la formula de Kozul se sigue que

∇γ′(t)γ′(t) = ∇XX =
1

2
[X,X] = 0,

donde ∇ es la conexión lineal asociada a G y compatibe con la métrica. Por lo tanto γ
es una geodésica y entonces la aplicación exponencial de Lie y la aplicación exponencial
Riemanniana coinciden.

Corolario B.2.5. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo. Entonces la aplicación
exponencial exp: g→ G es sobreyectiva.

Demostración. Como G es un grupo de Lie compacto, entonces existe una métrica Rie-
manniana bi-invariante g. Por el Teorema B.2.4, la aplicación exponencial de Lie y la
aplicación exponencial Riemanniana coinciden. Como la aplicación exponencial de Lie
es definida para todo elemento del álgebra de Lie g, entonces se sigue del Teorema de
Hopf-Rinow [35, Teorema 2.9] que (G, g) es una variedad Riemanniana completa, es de-
cir, cada dos puntos de G pueden ser unidos por una geodésica minimal. Por lo tanto
exp = Expe : TeG→ G es sobreyectiva
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Un resultado importante para el desarrollo de este trabajo, es el hecho que para
grupos de Lie reales y conexos, cualquier elemento del grupo se puede escribir como el
producto de dos elementos en la imagen de su aplicación exponencial.

Teorema B.2.6. Si G es un grupo de Lie real y conexo, entonces G = (exp(g))2. Más
aún, para cada elemento g ∈ G, existen x, y ∈ g tal que g = exp(x) exp(y).

Demostración. La prueba de este resultado se puede encontrar en [36, Teorema 3] y [37,
Teorema 5.6].
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