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Abstract

This thesis is devoted to the study of geometric structures with symmetries, in par-
ticular Dirac and Poisson structures. We describe an averaging procedure on Dirac and
Poisson manifolds, with respect to a class of compatible actions of compact Lie groups.
Necessary conditions for the existence of invariant Poisson structures around (singular)
symplectic leaves are presented. We also introduce a generalization of the Hannay-Berry
connection in the context of foliated manifolds carrying Lie group actions with pre-
momentum map. The main application of our approach is related to the construction
of Dirac structures with symmetry on Poisson foliations. Moreover, we apply the avera-
ging method due to Jotz, Ratiu and Sniatycki to construct invariant Dirac and Poisson
structures with respect to the proper action of a Lie group (not necessarily compact).
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Introduccion

Comunmente en mecdanica Hamiltoniana, los espacios fase son modelados por varie-
dades simplécticas. En ocaciones sucede que la dinamica que gobierna la evolucién de un
sistema esta limitada por algunas restricciones fisicas, lo que se traduce a que la dindmi-
ca del sistema se lleve a cabo en ciertas subvariedades del espacio fase. Ademads, cada
una de estas subvariedades hereda una forma pre-simpléctica, definida como el pullback
de la forma simpléctica en la variedad ambiente.

Por otro lado, existen sistemas cldsicos, como el cuerpo rigido, que admite otra for-
mulacién en variedades que no son simplécticas. En esa otra formulacién se hace uso
de una estructura geométrica llamada corchete de Poisson o bivector de Poisson, que
de hecho, es una generalizacién de una estructura simpléctica. La nocién de estructuras
de Poisson no se le atribuye a un solo autor, pues esta fue re-introducida por muchos
autores en diferentes anos; esto ocurre en los trabajos de Lie (1890), Dirac (1930, 1964),
Pauli (1953), Martin (1959), Jost (1964), Arens (1970), Hermann (1973), Sudarshan y
Mukunda (1974), Vinogradov y Krasilshchik (1975) y Lichnerowicz (1975). El término
de variedad de Poisson se le atribuye a Lichnerowicz [1]. Una estructura o bivector de
Poisson es un bivector II en una variedad diferencial M, que satisface la identidad de
Jacobi, es decir, la operacién binaria { f, g} := II(df, dg) en C*° (M) satisface la identidad

{f {9, hiy +{g,{n f}} +{h.{f,9}} = 0.

Aligual que en el caso simpléctico, existen ejemplos de sistemas que son modelados en
variedades de Poisson y restringidos a subvariedades. Cada variedad de Poisson (M, II)
tiene asociada una foliacion simpléctica que caracteriza completamente la estructura.
La foliacién simpléctica consiste en una descomposicion de M, por variedades integrales
de la distribucién caracterfstica IT#(T*M). Ademas, la estructura de Poisson II induce
una estructura simpléctica en cada una de las variedades integrables [2]. Si N es una
subvariedad de M, la foliacién simpléctica en M, define una descomposicién en N. Més
aun, la estructura simpléctica de cada hoja de la foliaciéon S, induce una estructura
pre-simpléctica en S N N, definida como el pullback de la estructura simpléctica en
S. Es importante resaltar que esta foliacién pre-simpléctica, en general, no define una
estructura de Poisson en N. Por lo tanto, es natural preguntarse si existe un objeto
geométrico mas general con una foliacion pre-simpléctica asociada. Esta pregunta da pie
a las estructuras de Dirac.

La nocién de estructuras de Dirac fue introducida por Courant y Weinstein en [3].
Por su parte, Courant presenta la nocién de variedades de Dirac en [4] y Dorfman
extiende la nocién de estructuras de Dirac, a complejos sobre algebras de Lie en [5].
Las estructuras de Dirac fueron llamadas asi, debido al trabajo de Dirac en la teoria
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4 Introduccion

de mecénica cldsica con restricciones; la cual incluye una clasificaciéon de superficies de
restricciones, la formulacién del corchete de Dirac, asi como aplicaciones a cuantizacién y
teoria de campos. Independiente de su motivacién original en mecénica con restricciones;
hay investigaciones recientes en que la teoria de estructuras de Dirac estan relacionadas
con un amplio rango de tépicos en matematicas y fisica matematica. Véase por ejemplo
6], [7], [8], [9], [10], [11], [12] ¥ [13].

Una estructura de Dirac es una distribucién suave en el haz de Pontryagin TM =
TM & T*M de una variedad suave M, la cual es Lagrangiana con respecto al empa-
rejamiento natural de formas y campos vectoriales. Un elemento clave en la definiciéon
de estructuras de Dirac en una variedad M, es el corchete de Courant [10], esto es,
una operacién bilineal en el espacio de secciones de TM, la cual es usada para formular
una condicién general de integrabilidad; ésta engloba las condiciones que una 2-forma
sea cerrada y que un bivector sea de Poisson. En este sentido, estas estructuras genera-
lizan dos enfoques en la mecanica Hamiltoniana: el enfoque covariante (las estructuras
simplécticas) y el enfoque contravariante (las estructuras de Poisson). Geométricamente,
una estructura de Dirac define una foliacién singular pre-simpléctica en M [10], la cual
esta dada por la foliacién en variedades integrables de la distribucién que se obtiene al
proyectar la estructura de Dirac en T M.

En ocasiones, los sistemas en mecdnica clasica presentan ciertas simetrias. Esto es, un
grupo actuando por transformaciones candnicas en el espacio fase, el cual deja invariante
el Hamiltoniano de un sistema mecanico. Tal es el caso del cuerpo rigido, donde el grupo
de simetrias, es dado por el grupo de movimientos Euclideanos en tres dimensiones.
Por otro lado, en [7] y [11], estudian la nocién de simetria para sistemas Hamiltonianos
implicitos, los cuales son sistemas Hamiltonianos con respecto a una estructura de Dirac.
Esto motiva el estudio y desarrollo de estructuras geométricas (estructuras de Dirac o
estructuras de Poisson) con simetrias, las cuales generalizan propiamente la nocién de
simetrias en estructuras simplécticas, de Poisson, y en sistemas Hamiltonianos.

El objetivo general del presente trabajo es desarrollar métodos geométricos para la
construccién de variedades de Dirac y Poisson con simetrias, es decir, cuya estructura
sea invariante con respecto a la accion de un grupo de Lie. Una herramienta fundamental
para construir tales estructuras, es el método clasico de promedios, el cual se define en
un G-espacio, siempre que el grupo de Lie G sea compacto y conexo. Desde el punto
de vista geométrico, la dificultad de estudiar la construccién de estructuras de Dirac y
Poisson, que son invariantes con respecto a la accién de un grupo dado, esta relacionada al
problema de promediar estructuras pre-simplécticas en foliaciones singulares. En general,
la prescencia de singularidades puede destruir la diferenciabilidad de las estructuras
promediadas, lo cual da pie a preguntarnos sobre condiciones de compatibilidad entre la
foliacion singular pre-simpléctica y las 6rbitas de la accién del grupo. Vorobev y Vallejo
[9], desarrollaron un procedimiento, basado en el método de promedios, para construir
estructuras de Dirac y Poisson invariantes con respecto a una clase de acciones de grupos
de Lie compactos, que son compatibles con la estructura. En este trabajo, generalizamos
este enfoque usando un método de promedios introducido por Jotz, Ratiu y Sniatycky
[6, 12, 13] para acciones propias de grupos de Lie no necesariamente compactos. Por



otra parte, también recuperamos las construcciones de Vorobev y Vallejo de estructuras
de Dirac canonicas, para acciones de grupos compactos y conexos en el contexto de
foliaciones de Poisson, aplicando el método de promedios a conexiones de Ehresmann-
Poisson con curvatura Hamiltoniana, (Capitulo 3).

Nuestro enfoque y los resultados principales de esta tesis, se presentan a continuacion.

1. Métodos de promedio para campos tensoriales con respecto a acciones de
grupos compacto y acciones propias.

Sea ®: G x M — M la acciéon de un grupo de Lie compacto GG en una variedad suave
M. El promedio de un campo tensorial F' en M, es definido como

(F)g = / B F dg,
G

donde dg es la medida de Haar normalizada en G. Para cada A\ € Hom(g, Q!) definimos

el tensor .
6% (N) = /D </0 DL p(ta)Aa dt) exp” i, (1)

donde ;= dg y a € g. Podemos notar que la aplicacién exponencial de un grupo de Lie
compacto es sobreyectivo, pero en general no es inyectivo. En la definicién de 6%, D es
un dominio en el dlgebra de Lie que es isomorfo al grupo de Lie excepto un conjunto de
medida cero, llamado cut locus [14], por lo cual tiene sentido integrar sobre D. Definimos
el operador (¥: T.*(M) — Hom(g, 7,*(M)) como I%(F), = L,F, y mostramos que el
operador de promedios satisface la siguiente propiedad.

(Vg =1d+ (69019).

Por otro lado, en trabajos de Jotz, Ratiu y Sniatycki [6, 12, 13] introdujeron un
método de promedios para acciones propias, el cual esta basado en el teorema del tubo
[15]. Este nos permite definir un campo tensorial invariante con respecto a la accién del
grupo, en un abierto de la variedad, el cual estd dado como sigue.

Suponemos que la accién de un grupo de Lie G en una variedad suave M es propia.
El teorema del tubo, define, para cada punto p € M, un difeomorfismo equivariante

T:GxygB—U,

donde U es un abierto de la 6rbita de p, B es un espacio vectorial, H es el grupo de
isotropia de p y G x g B cierto producto torcido. Definimos el promedio G-invariante de
un campo tensorial ', en G x g B, como

POt = 5 ([ @i an) (0.0,

donde dh es la medida de Haar normalizada de H. Finalmente, para cada campo tensorial
T definido en el abierto U,
Tw ((T*T)G) ,
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es un campo tensorial invariante en este abierto.

Cabe mencionar que la accién de un grupo de Lie compacto en una variedad suave,
es también propia. En el caso que el grupo de Lie sea compacto, el promedio para grupos
compactos y el promedio para accidénes propias en general no coinciden. Este punto se
hace evidente en el Ejemplo 4.2.5.

2. Construccién de estructuras de Dirac invariantes respecto a grupos com-
pactos. Condicion de compatibilidad y transformaciones gauge.

En una variedad de Dirac (M, D), consideremos su foliacién pre-simpléctica asociada
(S,w). Decimos que la accién de un grupo de Lie compacto y conexo G en una variedad
suave M, es compatible [9] con D, si cada hoja pre-simpléctica S € S satisface las
siguientes propiedades.

1. S es G-invariante.

2. Existe una aplicacién R-lineal p € Hom(g, Q(M)), tal que para todo a € g

layws = ~igpa; (2)

donde i: S — M es la inclusién candnica.

Si la accién de un grupo de Lie compacto y conexo, es compatible con una estructura de
Dirac D en M, entonces existe una estructura de Dirac G-invariante D que se relaciona
con D por la transformacién gauge

D ={(X,a+ixdd) | (X,a) € D}

para cierta 1-forma 6 en M que esta definida en terminos de la accién, el morfismo
p vy el operador 6@ de la férmula (1). Como aplicacién de este hecho, se prueba lo
siguiente: Si (M, II) es una variedad de Poisson con una accién compatible de un grupo
de Lie compacto y conexo. Entonces bajo ciertas hipotesis de no-degeneracion, existe una
estructura de Poisson invariante IT en M, que se relaciona con II por la transformacion

de gauge
-1

I = I o (1d + (d9)" o TT¥)
Esta construccién la podemos representar mediante el siguiente diagrama.

Promedio
Estructuras

de Dirac

Estructuras de

— N
Dirac Invariantes

l No-degeneracion

Estructuras de
Poisson invarianteg

Estructuras
de Poisson



Para ilustracién, mostramos que las estructuras de Poisson IT en R? que son com-
patibles con la accién de S' en R3, dada por rotaciones alrededor del eje coordenado
(0,0, 2), estan caracterizadas por la ecuacién a = irf2, donde €2 es la forma de volumen
Euclideana en R? y a es una 1-forma definida por

a = f(zdx 4+ ydy + Idz)

donde f € C*°(R3) es una funcién que no se anula, e I es una integral primera del
generador infinitesimal de la accién.

3. Estructuras de Poisson invariantes alrededor de hojas simplécticas.

Sean (M, F) una variedad foliada, y G un grupo de Lie compacto y conexo actuando
en M, que preserva la foliacién F. Sea II una estructura de Poisson en M, y fijemos una
hoja simpléctica S de la estructura. Consideremos las siguientes propiedades:

1. IT es de F-acoplamiento [16] en M, esto es, el haz tangente a M admite la siguiente
descomposicién

TM =1 ((TF)°) ® TF.
2. Cada generador infinitesimal de la G-accién es de la forma
anr = 10§ 5 (11a)
para todo a € g y un morfismo p: g — QY(M).

3. La foliacién es transversal a la hoja simpléctica, esto es que

TsM =TS & TsF.

Si se cumplen las propiedades (1) — (3), mostramos que existen un entorno invariante N
de S, y una estructura de Poisson II definida en N, que tiene a S como hoja simpléctica,
y que es invariante con respecto a la accién del grupo. Este resultado se puede usar en
el contexto semilocal del formas normales equivariantes para estructuras de Poisson [9],
[17].

4. Conexién de Hannay-Berry generalizada.

En esta parte se presenta un enfoque uniforme del método de promedios para cone-
xiones de Ehresmann en variedades foliadas. Ademas del interes tedrico, los resultados
obtenidos aqui, pueden ser ttiles en el estudio de formas normales para sistemas Hamil-
tonianos de tipo adiabético [18].

Una conexion de Ehresmann ~v: TM — TM en una variedad foliada (M, F), es
caracterizada por las siguientes propiedades

voy=v vy (TM)=YV,

donde V = T F. Cada conexién de Ehresmann tiene asociada una distribucién horizontal
H", que es complementaria a la distribucién V. Denotamos por (M, F, P) a una variedad
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foliada de Poisson, esto es, una variedad foliada equipada con un bivector de Poisson
PeT1( /\2 V). Una connexion  se dice de Poisson en (M, F, P), si cada campo horizontal
proyectable es de Poisson con respecto a P. Se muestra que dada una conexién de
Ehresmann-Poisson v en (M, F, P), la conexién promediada (7). es también de Poisson
y es llamada conexiéon de Hannay-Berry generalizada, en honor al trabajo de Marsden,
Ratiu y Montgomery [19].

Supongamos que la accién de un grupo de Lie G en una variedad foliada de Poisson
(M, F,P), admite un operador de pre-momento en el sentido de Ginzburg [20], esto es
que existe p: g — QY (M), tal que

ay =T (pa) y  ipaaydita =0,

para todo a € gy a € QY(M). Se dice que el operador de momento u satisface la
condicion adiabatica (respecto a una conexién ) si para toda a € g

(igayxopa)" =0 ¥ X € Tpe(TM).

Si la G-accién es canonica con momentum map J, entonces la condicion adiabatica se
escribe como
G
(d1,0Ja)” =0
y se recupera la condicion adiab&tica para acciones Hamiltonianas en haces fibrados de
Poisson [19].

Tenemos la siguiente versién generalizada de la definicién de conexiones de tipo
Hannay-Berry que satisfacen la condicién adiabatica. Dada una conexién v en (M, F, P),
supongamos que existe una conexion v tal que

a) i(1-3)(x)Ha = 0, para todo X € I'y,,(T'M).

b) E(X) = P*(Q(X)), para todo X € T (TM), donde = := v — 5 y Q es una
1-forma horizontal.

c) (Q(X))q es una funcién de Casimir.

Entonces 7 es unica. Més atn, una conexién 7 que satisface (a)-(c) existe si y sélo si
el operador de pre-momento i se puede fijar tal que cumple la asi llamada condiciéon
adiabatica (respecto a 7). En este caso la conexién de Hannay-Berry generalizada es la
unica conexién que satisface las condiciones (a)-(c).

Estamos interesados en el conjunto Cong (M, F, P) de conexiones de Poisson 7 en
(M, F, P), tal que la curvatura Curv? de ~ satisface

Curv?(X,Y) = —P*d(0(X,Y)),

para todo X,Y € I',,(H"), y donde o es una 2-forma horizontal llamada, forma Hamil-
toniana de curvatura. Mostraremos que el operador de promedios preserva el conjunto
Cong (M, F, P), esto es que

v € Cong (M, F,P) = (7)4 € Cong (M, F, P),



con forma Hamiltoniana de curvatura
- 1
o=o0—dioQ — i{Q ANQ}p.

5. Estructuras de Dirac invariantes en variedades foliadas.

Aqui, vamos a aplicar los resultados del item 4 para desarrollar mas el método de
promedios para estructuras de Dirac [9] con propiedades definidas.

Sea (M, F, P) una variedad foliada de Poisson. Cada conexién v € Cong (M, F, P)
con forma Hamiltoniana de curvatura o, tiene asociada una distribucion en el haz de
Pontryagin, dada por

D7 = {(X + P(a),a —ixo) | X e P(H"), a € T((H")?)}.

Si suponemos que d] ;o = 0, entonces D77 es una estructura de Dirac en M. La forma
Hamiltoniana de curvatura ¢ asociada a la conexién promediada 4 := (7)., satisface
que d] ;o = 0 y la estructura de Dirac asociada D7 es G-invariante.

Sea CF = C¥(M, F, P,v) el conjunto de k-formas ~-horizontales 3 tal que
B(X1,..., X)) € Casim(M, P),

para todo X; € X(M), con ¢ = 1, .., k. Cada forma Hamiltoniana de curvatura es definida
salvo transformaciones de la forma

c—o+C

donde C' € C%. Dada una conexién de Ehresmann v € Cong (M, F, P), podemos aso-
ciar al conjunto (M, F, P,7), un complejo de cocadena llamado complejo de De-Rham-

(@— Ck’d ) ’

donde el operador d7: C¥ — CF+1, es la restriccién del diferencial d  al conjunto ck.

El resultado principal es lo siguiente: se construye una familia de estructuras de
Dirac invariantes de la forma D7°+¢ donde C' € C? es un 2-cociclo del complejo de
De-Rham-Casimir.

6. Estructuras de Dirac invariantes bajo acciones propias de grupos de Lie.

Sean GG un grupo de Lie conexo actuando propiamente en una variedad suave M.
Sea p un punto fijo en M. Del teorema del tubo, tomemos el producto torcido G x g B,
donde H es el grupo de isotropia de p. Sea D una estructura de Dirac en G Xy B con
foliacién pre-simpléctica (S, wg). Decimos que la accién en G X g B es compatible con la
estructura de Dirac D, si para cada hoja pre-simpléctica (S,wg) se cumple que

1. S es H-invariante.
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2. Existe una aplicacién R-lineal p: h — Q(G x gy B), tal que para cada a € h

. T
/I’anHBwS = —1gpa

donde ig: S — G x g B es la inclusién candnica.

Nuestra observacién es: si la accién es compatible con D, entonces la estructura de Dirac
en G X H B

WG G
D[g,b} = {(X’ —’LXWS([g, bD) ‘ X € ﬂg,b]S}

asociada a la forma pre-simpléctica wg, es G-invariante.

El presente trabajo viene estructurado de la siguiente manera. En el capitulo 2,
definimos el método de promedios para grupos de Lie compactos. En el Teorema 2.2.5,
construimos estructuras de Dirac que es invariante con respecto a una clase de acciones
de grupos de Lie compactos, que son compatibles con la estructura. En particular, en el
Teorema 2.2.7, vamos a presentar la construccién de estructuras de Poisson invariantes.
Como una aplicacién, en el Teorema 2.3.2, daremos condiciones necesarias para construir
estructuras de Poisson invariantes alrededor de hojas simplécticas.

En el capitulo 3, presentamos la nocion de conexiones de Ehresmann en variedades
foliadas, asi como la construccién de conexiones de Ehresmann invariantes. En el Teo-
rema 3.3.4, se muestra que, bajo hipétesis adecuadas, una conexiéon de Ehresmann y su
promedio difieren por campos Hamiltonianos. En el Teorema 3.3.9 vamos a presentar una
caracterizacion de las conexiones de Hannay-Berry generalizadas. En el Teorema 3.4.3,
damos condiciones suficientes donde el operador de promedio preserve el conjunto de
conexiones de Ehresmann-Poisson con curvatura Hamiltonaiana. Luego, en el Teorema
3.5.4, construimos estructuras de Dirac invarantes en variedades foliadas. Més atn, en el
Teoremad.5.6, construimos una familina de estructuras de Dirac invariantes, que estan
parametrizadas por cociclos del complejo de De-Rham-Casimir.

En el capitulo 4, vamos a introducir ciertas propiedades de acciones propias de grupos
de Lie. En el Teorema 4.1.13 vamos a dar una prueba formal del teorema del tubo.
Propiedades del operador de promedios para acciénes propias de grupos de Lie, seran
presentadas en la Proposicién 4.2.3. En el Ejemplo 4.2.5, presentaremos un contraejemplo
donde sea evidente que el promedio clasico y el promedio para acciones propias no
coiciden, cuando el grupo de Lie es compacto. Finalmente, en los Teoremas 4.3.2 y 4.3.4,
presentamos un procedimiento para construir estructuras de Dirac y Poisson, que son
invariantes bajo la accién propia de grupos de Lie (no necesariamente compactos), las
cuales estan definidas en vecindades en la variedad.



Capitulo 1

Estructuras de Dirac

Las estructuras de Dirac, introducidas en el ano de 1988 por Courant y Weinstein,
generalizan dos enfoques en la mecanica Hamiltoniana, estructuras simplécticas y estruc-
turas de Poisson. Definimos una estructura de Dirac en una variedad como un subhaz
del haz de Pontryagin, que es Lagrangiano con respecto al pairing natural y cumple con
cierta condicién de “integrabilidad”.

En la seccién 1.1, introduciremos la nociéon de distribucidnes generalizadas en una
variedad suave, asi como criterios de integracién y foliaciones singulares asociadas a es-
tas. En la seccion 1.2, presentaremos el concepto de estructura de Dirac en un contexto
algebréico [5]. En base a ello, mostraremos que las estructuras de Dirac son &lgebras
de Lie con el corchete de Courant. En la seccién 1.3, presentaremos la definicion de
estructuras de Dirac en variedades diferenciales. Ademads, mostraremos que existe una
correspondencia uno a uno entre estructuras Dirac y foliaciones pre-simplécticas [10].
Finalmente, en la seccién 1.4, presentaremos las transformacién de gauge de una estruc-
tura de Dirac, y daremos condiciones necesarias y suficientes donde la transformacién
de gauge de una estructura de Dirac, pueda ser vista como la grafica de una estructura
de Poisson.

1.1. Distribuciones generalizadas

En esta secciéon vamos a presentar la nocién de distribuciones generalizadas en va-
riedades suaves. Vamos a dar algunos resultados importantes sobre integrabilidad de
distribuciones generalizadas y foliaciones singulares.

Sea M una variedad diferencial conexa y supongamos que todas las variedades y
aplicaciones entre variedades diferenciales son suaves.

Definicion 1.1.1. Una distribucion generalizada en M, es un conjunto A C T'M tal
que A, es un subespacio de T,,M, para todo p € M.

En particular, podemos definir una funcién
p€M+— A, CT,M.

El nimero dim(A,) es llamado el rango de la distribucién A en el punto p € M y es
denotado por rk,(A).

11
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Decimos que un punto p € M es reqular si existe un abierto U que contiene a p, tal
que el rango es constante en todo punto de U. Por otro lado, p € M es un punto singular
si para todo abierto U, existe ¢ € U tal que rky(A) # rk,(A). Decimos que A es una
distribucion reqular si todos los puntos en M son puntos regulares.

Ejemplo 1.1.2. Sean M = R?. Entonces

gen{ax, oyt st =0,
(e0) gen{a—y} si z<0.
es una distribucién generalizada. Podemo notar, que la distribucién A(, ) tiene dimen-

sién 2 en el conjunto {(x,y) € R? | x > 0}, y dimensién 1 en el conjunto {(z,y) €
R? | z < 0}. v

Definicion 1.1.3. Se dice que una distribucién generalizada A en M es suave, si para
cada punto p € M existen un abierto U C M que contiene a p y una familia de secciones
locales s1, ..., 51 de A en U, tal que para cada g € U

Aq = gen{si(q), ..., sx(q)}.

Ejemplo 1.1.4. Sean M = R? Definamos la funcién
1 .
exp (——2) si x>0,

0 si x<O0.

y consideremos los campos vectoriales

0

Xiy) =y Xalow) = S0

Entonces A, ) := gen{X1(z,y), X2(z,y)} es una distribucién generalizada suave.

Figura 1.1: Grafica de la distribucién del ejemplo 1.1.4

Notemos que esta distribucién A satisface que dim(A(,,)) = 2 en el conjunto
{(z,y) e R? | 2 > 0}, y dim(A(,,)) = 1 en el conjunto {(z,y) € ]R2 | x < 0}. v
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Podemos dar una definiciéon equivalente de suavidad de una distribucion generalizada
de la siguiente manera.

Proposicion 1.1.5. Una distribucion generalizada A en M es suave si y sélo si, para
cada punto p € M y cada v € A, eziste alguna seccion local s de A tal que s(p) = v.

Demostracion. Supongamos que A es una distribucién generalizada suave. Sea p € M,
entonces existen un abierto U que contiene a p y secciones locales si, ..., s, en U tales
que para cada ¢ € U

Aq = gen{si(q), ..., sx(q)}.

Lo cual implica que, para cada v € A, se tiene que v = Zle a;si(p), y entonces

k
S = E a;S;,
=1

es una seccién suave en U y satisface que s(p) = v.

Reciprocamente, fijemos p € M y escogemos una base B = {eq,...,ex} de A,. Para
cada e; € B existe una seccién local suave s; de A, tal que s;(p) = e;, para cada
t=1,...,k. Tomemos el abierto U como la interseccién de todos los dominios de s; para
j =1,...,k. Notemos que para cada q € U, el conjunto {s1(q), ..., sk(q)} es linealmente
independiente, y todo vector v € A, se puede escribir como

k
v=" aisiq),
=1

de esta forma A, = gen{si(q), ..., sx(q)}. O
Ejemplo 1.1.6. La distribucién definida en el Ejemplo 1.1.2, no es suave. En efecto,

sean p = (0,0) € R? y v = (1,0) € E(,0)- Supongamos que existe una seccién suave
X = a(:c,y)a% + b(:c,y)a% de A, con a,b € C*°(Dom(X)), tal que X (p) = v. Entonces

tenemos que
a(z,y) =1,
b(x,y) = 0.

por lo cual, existe un abierto V' C R2, con (0,0) € V, tal que alys # 0. En particular si
definimos el dominio V(_) := V N {x < 0}, se tiene que, para cada ¢ € V{_y el campo
evaluado X (q) = a(q)% + b(q)a%, cumple que a(q) # 0.

Por otro lado, para todo q € V(_), se tiene que X(q) = c(q)a% y entonces a\VH =0.
Por tanto, A no es suave.

Definicion 1.1.7. Sea A una distribucion generalizada suave en M. Se dice que A es
finitamente generada sobre un abierto U C M, si existe un nimero finito de secciones
locales s1, ..., s, de A tales que

A;D = gen{sl(p)a Ex) Sk(p)}a
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para todo p € U. En este caso, se dice que s1, ..., S generan a A sobre U. Si ademés
U = M, se dice que A es globalmente finitamente generada.

Observacion 1.1.8. En el Apéndice A, se muestra que toda distribucién generalizada
suave es globalmente finitamente generada. Mas atn, existen a lo mas rk(7T'M)(dim(M )+
1) max(rk(A)) secciones globales que generan a A en cada punto de M.

1.1.1. Integrabilidad de distribuciones generalizadas

Sea M una variedad suave y denotemos por Xj,.(M) el conjunto de campos vecto-
riales definidos en algin conjunto abierto de M. Para cada campo X, denotamos por
Dom(X) a su dominio de definicién.

Para cada p € Dom(X), sea I, el intervalo maximo donde el campo X tiene solucién
en el punto p y denotemos por DX = {p € Dom(X) | t € I,}. Sea Fl : DX — M el flujo
del campo vectorial X, el cual es un difeomorfismo sobre su imagen.

Definiciéon 1.1.9. Decimos que una distribucion generalizada suave A es integrable si
para cada p € M, existe una subvariedad conexa inmersa ig: S — M, donde ig es la
inclusion de S en M y p € S, que satisface la condicién

T,S = A, (1.1)

para todo ¢ € S. La subvariedad S es llamada subvariedad integral mazimal de A que
pasa por p.

Definicion 1.1.10. Una distribucién generalizada A es involutiva si para todo X €
I'(A), se cumple que
(dy Flx)A, = AFlg( (p)’

para todo p € DX y para todo t € R.

Definicion 1.1.11. Una distribucién generalizada A es algebraicamente involutivo si
para todo X,Y € I'(A), se cumple

(X, Y](p) € T(A),
para todo p € Dom(X) N Dom(Y).

Si la distribucién es regular, entonces las definiciones 1.1.10 y 1.1.11 coinciden.
Ademss, el siguiente teorema establece un criterio de integrabilidad para distribucio-
nes regulares.

Teorema 1.1.12 (Frobenius). Una distribucion reqular suave es integrable si y sdlo si
es involutiva.

Demostracion. La prueba de este resultado la podemos encontrar en [22, Teo. 8.2]. [
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Por otro lado, en caso singular, la distribucién es algebraicamente involutivo si ésta
es involutiva. El siguiente ejemplo presenta una distribuciéon que es alebraicamente in-
volutiva pero no es integrable.

Ejemplo 1.1.13. Consideremos los campos vectoriales en R?

Y=g v Kalow) = f@)5

donde f € C*°(R?) esta definida como

1

exp(—-%) si x>0,
f<x>:{ P

0 si x<0.

La distribucién suave A, .y = gen{X1(z,y), X2(z,y)} es algebraicamente involutivo
pero no es integrable. En efecto, supongamos que S es una subvariedad integral que
pasa por (0,y) € R?, entonces existe un abierto V' donde S esta definido. Sin embargo,
la interseccién V_ NS es de dimensiéon 1 y V2 NS es de dimensién 2, donde V_ y V4 son
la parte negativa y positiva del abierto V', respectivamente. Por lo cual la distribucion
generalizada A, ,) no puede ser integrable. v

Fl siguiente teorema presenta un criterio de integrabilidad para distribuciones gene-
ralizadas.

Teorema 1.1.14 (Stefan-Sussmann). Sea A una distribucion generalizada suave. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es integrable.
2. Existe una familia de campos locales V C Xjoc(M) con las siguientes propiedades.
m )V es definido en todas partes, es decir, para todo p € M existe X €V tal que
p € Dom(X).
= A es generada por V.

» A es V-invariante, es decir, para todo X € V se cumple que
(dp FIx)A, = AR (p)»
para todo p € D;‘/X y para todo t € R.

Demostracion. Supongamos que A es integrable y definamos V := I'(A), notemos que
V es definida en todas partes. Como A es suave, es decir, para toda p € M y v € A,
existe X € I'(A) tal que p € Dom(X) y X, = v, entonces A, = gen{X,, | X € ['(A)}, lo
cual implica que A es generada por I'(A).

Finalmente, mostremos que A es V-invariante. Fijemos un campo X € I'(A), un
punto p° € Dom(X) y una subvariedad integral i: S — M en p°. Entonces para todo

p € S se tiene que
dpi(TimS) = Aj(p)- (1.2)



16 Estructuras de Dirac

Entonces existe un campo vectorial X € Xjo.(S), con Dom(X) = M tal que los
siguientes diagramas conmutan

X FI%

M—TM M— M
J Tdi iT Ti
S——TS S—— S
X Fl%
es decir
Xoi=dioX, (1.3)
Fl oi =ioFlf . (1.4)

Por lo tanto, usando las ecuaciones (1.2), (1.4) y la regla de la cadena, se tiene que
(dig) FI)Aiyy = digy) Flix (dpi(T5,9)) = dp(FL 0i)(T;,5),
= 410 FI)(T8) = deyi(d, P (T,S)),
= dpr () (Trre (5)S) = Dokt (n) = Ari oi(p)»

para todo p € S.

Reciprocamente, supongamos que existe V C I'(A) que satisface las hipdtesis del
teorema. Fijemos pg € M, mostremos que existe una variedad integral S que pasa por
po. Fijemos una base vy, ...,v, € Ay, con r = dim(A,,),

Como A es generado por V, existen X1, ..., X, € V tal que X1(pg) = v1, ..., X;(po) =
vy y cuyos dominios es Dom(X3), ..., Dom(X,) = V. Podemos definir una aplicacién

ti=(t1, .., ty) —> f(t) := Flt)i-1 o--~Fl§2T(p0) e M.

Por el teorema de “Flow Box” [23, Teo. 2.1.8] existe una bola B € Dom(X) de radio
t
§ > 0 tal que Fl% es C* y el Jacobiano DEX (po) tiene rango igual a

DFIl
Dt

=T.
t=0

(o)

Entonces por el teorema del rango constante, f es una inmersién y localmente f(B) es
una subvariedad encaje en M.

Definimos S := f(B). El espacio tangente a S es

d d
Tf(t)S = gen {dtji(t), cery dl'f];(t)} )

y para cada i = 1,...,r se tiene que % € Epyp).

Finalmente, Ay, = Ap. En efecto, si definimos

Zi — (Fl;(tll)* 0+--0 (Fl;{iz:ll)*
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para cada i = 1,...,7, entonces f(t) es una curva integral de Z°. Entonces para todo
1=1,..,7r
F@) =F12(F(t1, oo tic1, 0, tig 1, o ty)).

Sii =1, entonces f(t) = Flgl(f((),tg, cy b)) y ast
dim(Ay(p)) = dim(Agog,,..t,))-
Inductivametne tenemos

dlm(Af(t)) = dim(Af(O,tg,...,tr)) == dim(Af(O,...,O)) = dlm(Ap)

1.1.2. Foliaciones generalizadas

La union de todas las subvariedades integrales de una distribucion generalizada invo-
lutiva A, en una variedad suave M, forma una particion de la variedad en subvariedades
que localmente, lucen como rebanadas en una carta coordenada de la variedad.

Definicién 1.1.15 (Foliacién generalizada). Sea M una variedad suave de dimensién
m. Una foliacién generalizada (singular) es una particién ajena de la variedad

M= A,

a€N

por subconjuntos conexos {Aq}aca en M, tal que, para cada p € M existe una carta
p: U = W con W C R™y p € U, que satisface la siguiente propiedad: Para cada
A, existe un nimero k < m, no necesariamente constante, y un conjunto numerable
Yo C R™7F tal que

O(Aa NU) = {(z,....2™) € (U) | (2!, ...,2™) € 4}.

Cada A, C M es llamada hoja de foliacion, los elementos de ¢(A, N U) son llamados
slices y k es la dimensién de A,.

Si el nimero k es constante, entonces la foliacién es llamada foliacion regular. Ademas,
cada hoja de foliacién es una subvariedad inicial.

Ejemplo 1.1.16. 1. La coleccién de todos los subespacios de R”, paralelos a R, es
una foliacién regular de dimensién k en R™.

. —
2. El conjunto de todas las esferas en R™ centradas en 0, junto con el 0, es una
foliacién generalizada de R™. Las esferas son hojas de dimensiéon n — 1 y el origen

es una hoja de dimensién 0.

3. Si M y N son variedades suaves conexas, el conjunto de subespacios de la forma
{q} x N con ¢ € M, es una foliacién de M x N, cuyas hojas son difeomorfas a
N. Por ejemplo, la coleccién de todos los circulos de la forma S x {q} € T?, para
cada ¢ € S, es una foliacién del toro T2,
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4. En R3. Sea S} el circulo en el plano zy de radio r. El conjunto {S! x R},~0, junto
con el eje z, forma una foliacién en R3. Los cilindros S} x R son hojas de dimensién
2 y el eje z es una hoja de dimensién 1.

\Y

Para mostrar que cada distribuciéon generalizada que es integrable, tiene asociada
una foliacién generalizada, es necesario presentar el siguiente lema.

Lema 1.1.17. Supongamos que A es una distribucion generalizada integrable en M.
Sea {Sa}aes la coleccion de subvariedades integrales conexas de A con un punto en
comun. Entonces | J, Sa tiene una tnica estructura de variedad diferencial que la hace
una subvariedad integral conexa de A, en la cual S, es una subvariedad abierta.

Proposiciéon 1.1.18. Sea A una distribucion generalizada integrable en una variedad
suave M. El conjunto de todas las subvariedades integrales mazximales de A definen una
foliacion generalizada en M.

Demostracion. Para cada p € M, definimos A, la unién de todas las subvariedades
integrales conexas de A que contienen a p. Por el Lemma 1.1.17, A, es una subvariedad
integral conexa de A que contiene a p, la cual es maximal. Si dos subvariedades 4, y
A, se intersectan, entonces la union es una subvariedad integral que contiene a py ¢, y
como estas son maximales se tiene que A, = A,. Lo cual implica que las subvariedades
Ap son ajenas o iguales.

Si (U, ¢) es una carta coordenada de A, entonces A, UU es unién numerable de slices
(Estructura local de variedades integrales [24, Proposicién 19.12]). Para cada slice S, si
ApN S no es vacio o todo S entocnes A,US es una subvariedad integral conexa contenida
en A,, lo cual contradice que A, es maxima. Por lo tanto A, N U es la union numerable
de slices, por lo cual la coleccién {A, | p € M} es una foliacién generalizada en M. [

1.2. Estructuras de Dirac sobre complejos

En esta seccién daremos la definiciéon de estructura de Dirac en el contexto de com-
plejos diferenciales sobre algebras de Lie. Ademas, mostraremos que una estructura de
Dirac forma un algebra de Lie con respecto al corchete de Courant.

Se dice que un espacio vectorial Z-graduado es un espacio vectorial V', el cual se
puede descomponer como la suma directa

V=W,

keZ

donde cada V} es un espacio vectorial. Por otro lado, un operador lineal entre dos espacio
vectoriales Z-graduados f: V — W se dice ser un operador lineal graduado si

f(Vk) C Wi,

para todo [ € Z. En este caso, se dice que f es de grado .
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Definicién 1.2.1. Un complejo diferencial es un par (£2,d) donde
o ot
keZ

es un R-espacio vectorial Z-graduado y d: Q — € es un operador lineal de grado 1 tal
que

d* =o0.
Definicién 1.2.2. Sea (A4, [-,-]) un R-dlgebra de Lie. Decimos que un complejo diferen-
cial (2,d) es un complejo sobre el dlgebra (A, [-,-]) o A-complejo si existe un morfismo

i: A x Q — Q tal que, para cada a € A el operador
ie: 0 —
ia(n) — i(a,n)
es lineal, de grado —1 y satisface
1. ig%p + ipiq = 0.
2. gy = [dig + dad, ip).
El operador i: A x Q — Q nos permite definir un pairing entre Q' y A como
()t xA — A
(n,a) +—— igm.
En general, si w € QF entonces para todo aq, ...,a; € A se define
w(a, ..., ax) = iq, * g, w-

Definicién 1.2.3. Sea (€2,d) un A-complejo. Para cada a € A definimos la derivada de
Lie a lo largo de a, como el endomorfismo de € de grado cero

Lg :=dig + iqd.
Este operador se puede extender al dlgebra A definiendo
Lgb = [a, ],
para todo b € A.

Proposicién 1.2.4. Para todo a,b € A yn € Q', el operador derivada de Lie, satisface
las siguientes propiedades:

1. [d, La] = 0.

2. [Las L) = Ligy).
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3. (Lgn,b) + (n, Lyb) = L4 (0, b).
Demostracion. Sean a,b € Ay ne Q.

1. De la identidad de Jacobi para el corchete de endomorfismos se tiene que
[Lavd} = [[ia’ d]’ d] = [iav [dv d“ + [d’ [imd“ = [—La,d]
lo cual sucede si y sélo si [Lg, d] = 0.
2. Por la identidad de Jacobi, el inciso 1 y la identidad [Lg, i) = i[q,0], S€ tlene que
[Las Ly] = [La, [iv, d]] = [[La,db], d] + [ib, [La, d]] = [ifap), d] = Liay)-
3. Tenemos la siguiente serie de igualdades
(Lan, b) + (n, Lab) = ian + i,
= ibd’ian + ib’iadn + [dia + iad, ib}n,
= 4pdign + ipiedn + digtyn + i dipn
—ipdiqn — ipia,dn
= iqdiyn + digipn + digipn = Laipn = La (0, D) .
O

Sea (€2, d) un A-complejo. Podemos definir una forma bilineal simétrica candnica en
A x Q! como

L > AU x A QY — A,
(a1 ®ni,a2 ®m2) — (m,a2) + (M2, a1) .

Entonces, para cualquier subespacio £ C A @ Q' podemos definir el complemento orto-
gonal con respecto a < -, - > como

Lr={adnecAddQ | <a®n,d ®ny >=0, paratodod @7 € A Q')
Definicién 1.2.5 (Estructura de Dirac). Sea (£2,d) un complejo sobre (A4, [-,-]).

1. Un subespacio £ C A @ Q! se llama estructura casi-Dirac si £ = £+, en este caso
L es llamado subespacio isotropico maximal o Lagrangiano.

2. Una estructura de Dirac, es una estructura casi-Dirac que satisface la siguiente
condicion
<La1772’a3> + <La27737a1> + <La37717 a2> =0, (1'5)
o equivalentemente

iasLa1772 + ia1 La2773 + iagLa;{fll = 07

La ecuacién (1.5) es llamada condicién de integrabilidad.



1.2 Estructuras de Dirac sobre complejos 21

Definicién 1.2.6. Dados a1 @ n1,a2 @2 € A ® Q' definimos el corchete

[ar ® m,a2 @ n2] := [a1,a2] ® (Layn2 — Laym + diay,n1). (1.6)

llamado corchete de Courant.

Notemos que el corchete de Courant [-,-] es R-bilineal, pero en general no es anti-
simétrico.

El corchete de Courant nos permite formular el siguiente criterio de integrabilidad
para las estructuras casi-Dirac.

Lema 1.2.7. Una estructura casi-Dirac L C A @ Q' es Dirac si y sélo si [L,L] C L.

Demostracion. Sean l; = a; ®n; coni = 1,2y [ = a®n elementos en L. Mostremos que
< [l1,12],1 >= 0, en efecto, como £ es una estructura casi-Dirac tenemos que £ = £+
lo cual implica que (I,1;) = 0 y entonces i,,n7 = —ign;. Luego
< [l 2], 1> = < [ar ®n,a2 D npl,a®n >,

= < a1, a2] ® (iq,dn2 — ia,dm + d (n2,a1)),a & n >,

= (ia,dm2 — o, dm + d (12, 01) , @) + (1, [a1, a2])

= (Lam2,@) — (lapdn1, @) + Layia; — GayLay 0,

= taLla, M2 + tazladm + ia,diay N + Pa,tay A1) + ey diamn,

= (Laym2,a) + (Lami, a2) + (Layn, a1) -

Por lo tanto, si £ es Dirac entonces por la condicién de integrabilidad se tiene
< [l1, 2], >= (Laym2, a) + (Lam, az) + (Layn, a1) = 0,

de donde se sigue que [I1,l2] € £ y entonces [l1, 1] € L.

Por otro lado, si suponemos que [£,L] C L entonces < [l1,l2],l >= 0, lo cual
implica que se cumple la condicién de integrabilidad

<La17727a> + <La7717a/2> + <La277a CL1> - O)

por lo tanto £ es una estructura de Dirac. O

Queremos probar que el corchete de Courant define una estructura de dlgebra de
Lie a una estructura de Dirac. Para poder mostrar esto, es necesario introducir una
deformacién del corchete de Courant que hace de este antisimétrico. Dados 1,1y € A®Q!,
definimos el corchete de Courant deformado como

1
Hl17l2]]D = IIZLZQ]] -0 §d L g, lo > .
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Notemos que en una L estructura de Dirac, el corchete de Courant deformado y el
corchete de Courant coinciden. Mas atn, el corchete de Courant deformado satisface que

1
(1,273)[[ [l1,l2]p, 13 |p 4(1,273)[[ 1,02, 15 1, (1.7)

para todo I; € A® Q! con i =1,2,3.
Teorema 1.2.8. La restriccion de [-,-] a una estructura de Dirac L es un corchete de

Lie en L. Es decir, (L,[-,-]) es un dlgebra de Lie.

Demostracion. Sean l; = a; ®n; € L con ¢ = 1,2, 3. Mostremos primero que el corchete
de Courant es bilineal.

[li +12,03] = [a1+ a2 ®m +n2,a3 ®ns),
= [a1 + a2,a3] & (ia,+axdN3 — fagd(m +12) +d (03,01 + a2)),
= [a1,a3] + [az, a3] @ (ia; N3 + iy dn3 — dagdm — iazdne
+d (n3, a1) + d (n3, a2)),
= [a1,a3] ® (ia,dn3 — daym + d (13, a1))
+lag, az] ® (iaydnz — iazdne + d (13, a3)),
= [ar ®m, a3 ® ns] + [az @ m2, a3 ® 3],
= [l,3] + [l2,13]-

Ahora mostremos que el cochete de Courant en £ es antisimétrico.

[t, o] + [l2,b] = a1, a2] @ (daym2 — taym) + d (2, ax)
+laz, a1] ® (iaym — iaym2 + d (M1, a2)),
= [a1,a2] + [a2, a1] @ (10,2 — tam + dia, 72
Fiay — Gy M2 + diayM),
= 06 (dig,n2 + dig,m1) =06 0.
Finalmente, mostremos que el corchete de Courant en L satisface la identidad de

Jacobi. Usando la ecuacién (1.7) y el hecho que el corchete de Courant deformado y el
corchete de Courant coinciden en L, se tiene que

1
(G I, L] |=- & 11, 0], 1
(172’3)[[ [l1,02],15 ] 4(172’3)[[ 11, 02], 13 1,

para todo l1,1ls,l3 € L. Lo cual implica que

G l1,0],13 | = 0.
(17273)[[ [[ 1, 2]], 3 ]]
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1.3. Estructuras de Dirac en variedades diferenciables

En esta secciéon daremos el concepto de estructuras de Dirac en variedades diferen-
ciables, usando los resultados presentados en la Seccién 1.2.

Sea M una variedad suave de dimensién m, y sea A = X(M) el algebra de campos vec-
toriales en M, equipado con el corchete de campos usual. Consideremos 2 = @ Q* (M)
el complejo de formas diferenciales sobre el algebra de Lie (X(M), |-, -]), equipado con la
diferencial exterior d.

Denotamos por TM :=TM ®T*M al haz de Pontryagin y definimos la forma bilineal
simétrica canonica en TM como

L->»>: TM xTM — R,
(X1,01), (X2, 02)) > (a1, X2) + (a2, X1).
Dados X1, X2 € I'(TM) y a1, € I'(T*M), el corchete de Courant (1.6) se ve como

[[(Xl, Oq), (XQ,OQ)]] = ([Xl,XQ], (LXlon — LX20¢1 + dix2a1)) . (18)
De la Definicién 1.2.5 y del Lema 1.2.7, daremos la nocién de estructuras de Dirac

para variedades diferenciales suaves.

Definicion 1.3.1. Una estructura de Dirac en M es una distribucién suave D en el haz
de Pontryagin TM, que satisface:

1. D es isotropico maximal, es decir, D,J;l = D,, para todo m € M.

2. T'(D) es cerrado con respecto al corchete de Courant.

Ejemplo 1.3.2. En R3, consideremos el &dlgebra de Lie (X(R3),[,-]) de campos vec-
toriales en R3 con el corchete de campos vectoriales usual. Entonces el subespacio
D C X(M) ® QY(M) definido por

0 0
D := gen { <6y’ zda:) , (833’ —zdy> , (0, dz)} )

define una estructura de Dirac. \Y,

Ejemplo 1.3.3 (Variedades pre-simplécticas). Sea (M,w) variedad pre-simpléctica, es
decir w es una 2-forma cerrada, dw = 0. Entonces la distribucién

D¥ := Graf(—w”) = {(X, —ixw) | X € (M)},
es una estructura de Dirac en M. \V,

Ejemplo 1.3.4 (Variedad de Poisson). Sea (M,II) una variedad de Poisson. Definimos
el morfismo IT*: T*M — T'M como IT¥(a) :=< S, IT*a >= TI(a, B) para todo 3. Entonces
la distribucién

Dy := Graf(IT*) = {(IT%a, o) | o € QY (M)},

es una estructura de Dirac en M. \Y,
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La siguiente proposiciéon nos presenta un criterio para que una estructura de Dirac
sea la gréafica de un bivector de Poisson.

Proposicion 1.3.5. Sea M una variedad, y sea D C TM una estructura de Dirac en M.
Entonces existe un bivector de Poisson 11 tal que Dy si y sélo si DN (TM &{0}) = {0}.

Demostracion. Suponemos que DN (TM @ {0}) = {0}. Definamos un 2-tensor IT en M
como

IT*(a) = X,
si (X, ) € I'(D) y notemos que esta bien definido pues D es una estructura de Dirac.

Veamos que para todo a € I'(T* M), existe un vector Y tal que (Y, a) € I'(D). Sea
pry: TM — T*M la proyeccién candnica de haz de Pontryagin al cotangente. Como
rk(D) = dim(M ), entonces pr, es sobreyectiva. Ahora, notemos que ker(pry) = D N
(TM @ {0}) = {0}. Entonces, por el 1°-teorema de isomorfismos se tiene que

D/ker(pry) =D =2T*M
por lo cual, para toda seccién a € T'(T*M) existe un campo Y € I'(T'M) tal que
(Y,a) e T'(D).

Ahora mostremos que IT es de clase C*-lineal: Sean o, 3 € T'(T*M) y f € C*°(M),
entonces

U(fa,B) = (8,11 (fa)) = (B8, fX) = f (8,1(a)) = fII(a, B).

Veamos que II es antisimétrica: Sean «, 5 € I'(T* M), entonces

(3, ) = (o, TI(B)) = iz = —ims(a)(B) = —1(ev, ).

Finalmente veamos que II es de Poisson: Usando el corchete de Schouten tenemos la
siguiente formula

]_ .
§[H7 H] (ala CVQCkg) - —(1gg)lnﬁ(a3)LHﬂ(a1)a2'

Usando la condicién de integrabilidad de la estructura de Dirac D se tiene que

(155t Lty @2 = 0-

Por lo tanto [II,II] = 0, lo cual implica que II es un bivector de Poisson.

Por otro lado, suponemos que existe un bivector de Poisson Il en M y consideremos
su estructura de Dirac asociada Dry. Si a € T'(T*M) es tal que a = 0 entonces IT* (o) = 0,
por lo tanto D N (T'M & {0}) = {0}. O

Proposiciéon 1.3.6. Sea D C TM wun estructura de Dirac y sea pry: TM — TM
la proyeccion en la primera coordenada, entonces la triada (D — M,pry, [, ]) es un
algebroide de Lie.
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Demostracion. Por el Teorema 1.2.8 se tiene que (D, [-,-]) es un algebra de Lie, basta
probar que se cumple la regla de Leibniz. Sean [; = X; ® o; € T'(D) con ¢ = 1,2 y sea
f € C®(M), entonces tenemos

[, flo] = [(X1, 1), (f X2, faa)],

([ X1, fXo), (ix,d(foz) —ipx,dar + d(ix, fa2)))

(Lx, fXo+ f[X1, Xol, (ix,dfas + fix,das
—fix,day +dfix, a0 + fdix, a2)),
= (Lx, [ X2+ f[X1, Xo], (f(ix,dag —ix,day + dix, az)

+ix,dfas + dfix, a2)),
= (Lx,fXo+ f[X1,X2], (f(ix,dag —ix,dag + dix,a2) + Lx, fag)),
= (Lx, fXo, Lx, faz) + f([(X1, a1), (X2, a2)]).

Por lo tanto (D — M, pry, [, -]) es un algebroide de Lie. O

Puesto que (D — M, pry, [-,-]) es un algebroide de Lie, es posible definir una distri-
bucién caracteristica en T'M como

D :=Im(pr;) = pry(D). (1.9)

Esta distribucién es integrable y por lo tanto existe una foliacién singular S en M tal
que, para cada p € M
D, =1,85,

para algun hoja S € S.

Teorema 1.3.7. Sea D C TM wuna estructura de Dirac en M. Entonces, existe una
forma pre-simpléctica, definida por hojas de S

wp(Xp, Yp) = —ap(Yp), (1.10)

dondep e S, X,,Y, € T,S y (Xp, ), (Yp, Bp) € Dy

Demostracion. Veamos que wj, es bien definida. Fijemos X, € T),S, supongamos que

(Xp, ap), (Xp, ay) € Dy con oy, # a,. Entonces tenemos que

(0, 04; —ap) € Dy,

por isotropia se tiene que < (0, «
D,, entonces

»—ap); (Yp, Bp) >= 0 para todo Y, € T),S'y (Y}, Bp) €

(o, — ) (Yp) =0,

por lo tanto a,(Yy) = a,(Y}).
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Ahora, mostremos que w, es antisimétrica. Sean (X, ap), (Yy, 5p) € Dy, por defini-
cién wy(Xp,Y,) = —ap(Y)), entonces como D es isotrépico maximal

wp(Yp, Xp) = —=Bp(Yp) = ap(¥p) = —wp(Xp, V),

por lo tanto w), esta bien definido.

Finalmente, mostremos que w, es cerrada. Sean (X,a),(Y,f),(Z,7) € I'(D) con
Xp, Yy, Z, € T),S, denotemos por wg a la forma pre-simpléctica en la hoja S. Entonces
usando la formula de Koszul tenemos que

dsws(X,Y,Z2)=—- & )iYLXiZWSa

en efecto
dsws(X,Y,Z) = Lxws(Y,Z)— Lyws(X,Z)+ Lzws(X,Y),
—ws([X, Y], Z2) + ws([X, Z],Y) —ws([Y, Z], X),
= —Lx(izws(Y)) = Ly (ixws(Z)) — Lz(ivws(X)),
+izws([X,Y]) +ivws([Z, X]) + ixws([Y, Z]),
= —iylLxizws —izLyixws —ixLziyws.
Como wy(Zp,-) = —p(+) para todo p € S entonces izwg = —7, similarmente ob-

tenemos las ecuaciones ixwg = —a y iywg = —f. Por lo tanto por la condicién de
integrabilidad se tiene que

dSwS(X, }/’ Z) = iny’}/ =+ izLya + ixLzﬁ = 0.

Lo cual implica que wg es cerrado y entonces wg es una forma pre-simpléctica definida
en S. O

Dada una estructura de Dirac D en una variedad suave M. La foliaciéon S definida por
la integrabilidad de la distribucion (1.9), equipada con la forma presimpléctica (1.10),
es llamada foliacion presimpléctica asociada a la estructura de Dirac D.

En el caso que Dy sea la estructura de Dirac asociada a una variedad de Poisson
(M, 1I). Entonces el siguiente resultado muestra que la forma pre-simpléctica (1.10), es
no-degenerada y entonces la foliacién asociada a Dy, es una foliacién simpléctica. Este
resultado es bien conocido en la teoria de variedades de Poisson, sin embargo aqui lo
probaremos en el contexto de estructuras de Dirac.

Corolario 1.3.8. Cada estructura de Poisson en una variedad M, induce una foliacion
singular simpléctica (S,ws).

Demostracion. Sea (M,II) una variedad de Poisson y tomemos la estructura de Dirac

D= {(Hﬁ(a),a) ETM |ac T*M},
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y consideremos la foliacién singular S definida por la distribucién caracteristica Im(Hﬁ)

Entonces por el Teorema 1.3.7, existe wg una forma pre-simpléctica definidaen S € S,
por lo cual basta ver que ker(w,) = {0}.

Consideremos ker(w,) = {X, € T, | (X,,0) € D,}, notemos que (X,,0) € D, si
y sélo si ixw, = 0 lo cual es equivalente a tener que —cy, = 0. Si a;, = 0 entonces
Hg(ap) =0, lo cual implica que ker(w,) = {0}. O

Definicion 1.3.9. Una 2-forma w definida por hojas de una foliacion S tal que wg
es no-degenerada para cada hoja S € S, se llama diferenciable si para cada 1-forma
a € QY (M) el campo V,: M — TM definido como

iv,ws = —iga,
es suave, donde ig: S — M es la inclusién de S en M.

Es posible dar otra definicién de diferenciabilidad de una 2-forma definida por hojas
de una foliacién de la siguiente manera.

Definicién 1.3.10. Sea (S,wg) una foliacién pre-simpléctica y consideremos la distri-
bucién
D;,"S ={(Xp,ap) € T,M | X, € TS y aplr,5 = —ix,wp}, (1.11)

para p € S € S. Decimos que wg es suave, si D5 C T, M es una distribucién suave.
Lema 1.3.11. dim(Dy*) = dim(M).
Demostracion. Consideremos la descomposicion

T,M =T,5 © V),

y tomar una base {V1,..., Y5} de T},S con su base dual {a!,...,a®} de TS tal que al €
(V,)°. Tomemos un conjunto {#%, ..., 375} C T, M tal que sea base de (T,,9)°, entonces

{(Yi,a'), ., (Ys,0%), (0, 81), s (0, 8™7%)

es una base de D;‘js . O

La condicién de suavidad nos permite definir estructuras de Dirac a partir de folia-
ciones pre-simplécticas como sigue.

Teorema 1.3.12. Para cada foliacion pre-simpléctica (S,wg) en M con wg suave, la
distribucion D¥S definida en (1.11), es una estructura de Dirac.

Demostracion. Mostremos que D“S es isotrépico maximal. Sean (X, «), (Y, ) € D¥s,
entonces tenemos que

<(X,0), (Y, 8) > = BX)+a(X) = —(iyws)(X) — (ixws)(Y),
= —ws(YV,X)—-wg(X,Y)=0.
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La condicién de integrabilidad se cumple puesto que dswg = 0. De igual manera que
en la demostracion del Teorema 1.3.7, se tiene que

dsws (X1, X2, X3) = 1?3 ix,Lx, a3 =0,

1<y

para todo (X1, a1), (XQ, 042), (Xg,ag) € Dv¥s, L]

Corolario 1.3.13. Cada foliacion simpléctica (S,wg) con ws suave, induce una estruc-
tura de Poisson en la variedad.

Demostracion. Como (S,wg) es una foliacién pre-simpléctica, entonces podemos consi-
derar la distribucién suave

Dys ={(Xp,ap) € TpM | X, € TSy oplr,s = —ix,wp},

por el Teorema 1.3.12, se tiene que DS es una estructura de Dirac en M.

Para cada p € M se tiene que
Dys N (T,M ©{0}) = {X,€TpS |ix,w, =0} {0}
= ker(wp) ® {0}.
Ahora, wy, es simplectico por lo cual ker(w,) = {0}, esto implica que Dy's N (T, M @{0}) =

{0} y entonces por la Proposicién 1.3.5 tenemos que DS es la gréfica de una estructura
de Poisson. ]

1.4. Transformaciones de gauge

Sea D una estructura de Dirac en M y (S,wg) su foliacién simpléctica asociada.
Dada una 2-forma cerrada B, es posible modificar la forma pre-simpléctica wg de la
siguiente manera.

En cada hoja pre-simpléctica S € S, definimos una nueva estructura pre-simpléctica
como

ws —igB,
donde ig: S — M es la inclusién de S en M. Notemos que d(ws — i¢B) = d(ws) —
itd(B) = 0, por lo cual wg —igB es una 2-forma cerrada definida en S.

Definicion 1.4.1. Sea B € Qzl una 2-forma cerrada y sea D una estructura de Dirac
en M. Definimos la transformacion de gauge de D por

(D) ={(X,a —ixB) | (X,a) € D}.
Lema 1.4.2. La transformacion tp: I'(TM) — I'(TM) es inyectiva

Demostracion. Sea (X,a) € TM tal que (X,«a) € ker(7g), entonces (X,a —ixB) =
(0,0), lo cual implica que X =0y ix B = 0, entonces « = 0 y por tanto 7 es inyectivo.
O
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Teorema 1.4.3. La transformacion de gauge (D) de una estructura de Dirac D en
M, es una estructura de Dirac en M.

Demostracion. Veamos que 7p(D) es Lagrangiano. Sean l; = (X;, a; —ix, B) € I'(tp(D))
para i = 1,2, es decir, (X;, ;) € I'(D). Entonces tenemos que
< ll,lQ > = LK (Xl,Oél - inB)a (X27052 - ,LX2B) >,
Xa) —ix; B(X2) + aa(X1) — ix, B(X1),
X2 —|—(X2(X1) B(Xl,XQ)—B(XQ,X1> =0.

I
Q

1(
— o
por lo tanto 75(D) = (t5(D))" .

Veamos ahora que 7p(D) es involutivo bajo el corchete de Courant. Sean [; =
(Xi, o —ix,B) € I'(tg(D)) con i = 1,2. Entonces tenemos que

[lh,1s] = [(X1,a1 —ix,B),(Xe, a2 —ix,B)],
= ([X1,X2],Lx, (0o —ix,B) —ix,d(aq —ix, B)),
= ([X1,X2],Lx,az —ix,dag — Lx,ix,B + ix,dix,B),
= ([X1,X3],Lx, 00 —ix,doq — Lx,ix, B +ix,Lx,B),
= ([X1,Xa], Lx, 00 —ix,don —ifx, x,B) .

Por lo tanto [l1,l2] € 7(D). Y entonces 75(D) es una estructura de Dirac en M. [

Por lo tanto, para cada 2-forma cerrada B, la transformacién de gauge 7 manda
estructuras de Dirac en estructuras de Dirac.

Si (S,wg) es una foliacién simpléctica de M, entonces del corolario 1.3.13, esta
foliacién induce una estructura de Poisson en M. Ahora, la foliacién pre-simpléctica
(S,ws — igB) induce una estructura de Poisson si B es no-degenerada.

Mas aun, si (M, II) es una variedad de Poisson y Dy su estructura de Dirac asociada.
Entonces la siguiente proposicién nos da una caracterizaciéon de cuando la estructura de
Dirac 75(Drp) es la gréfica de un bivector de Poisson.

Proposicién 1.4.4. Sea (M,II) una variedad de Poisson, consideremos su estructura
de Dirac asociada Dy. Sea B € Q%(M). Entonces, la estructura de Dirac 7p(Dr) es la
grdfica de un bivector de Poisson si y sélo si B’ o II* no tiene puntos fijos distintos de
cero.

Demostracion. Por la proposicién 1.3.5, 7(Dr) es grafica de un bivector de Poisson si
y solo si
(D) N (T'M @ {0}) = {0},
esto es 7p(Dr) N (TM @ {0}) = {ITI¥(a) | B’ o IT¥(ar) = o} @ {0} = {0} @ {0}
Si suponemos que 75(Dry) es la grafica de un bivector de Poisson y o € T'(T*M) es
tal que la ecuacién B’(IT¥(a)) = o implica que IT*(a)) = 0, en este caso, a = 0.
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Por lo tanto, la ecuacién B’ o IT*(«) = a solo tiene solucién trivial para «, es decir,
B’ o II! no tiene puntos fijos distintos de cero.

Por otro lado, si B”oII no tiene puntos fijos distintos de cero, entonces BboHﬁ(a) =«
solo tiene solucién trivial para «. Por lo cual se tiene que

75(Dn) N (TM & {0}) = {II(0)} & {0} = {0},

y entonces 7p(Dyy) es la grafica de un bivector de Poisson. d



Capitulo 2

Método de promedios y estructuras geométricas
invariantes

El método de promedio nos permite construir campos tensoriales que son invariantes
con respecto a la acciéon de un grupo de Lie compacto en una variedad suave. El objetivo
general de este capitulo es, aplicar el método de promedios para construir estructuras
de Dirac y Poisson con simetrias.

En la seccién 2.1, introduciremos el operador de promedios y daremos algunas pro-
piedades importantes del mismo. En la seccion 2.2, aplicaremos el método de promedios
para construir estructuras de Dirac y Poisson invariantes con respecto a la acciéon de un
grupo de Lie compacto que es compatible con la estructura [9]. En particular, vamos a
caracterizar las estructuras de Poisson que son compatibles con la accién de S' en R3
por rotaciones. Finalmente, en la seccion 2.3, vamos a construir estructuras de Poisson
invariantes alrededor de hojas simplécticas.

2.1. Operadores de promedio

En esta seccién introduciremos el operador de promedios. Ademas, presentaremos
algunos criterios de invarianza de campos tensoriales. A manera de ejemplo, definiremos
el operador de promedio bajo la accién de S! en una variedad suave.

Sea M una variedad suave y GG un grupo de Lie compacto y conexo. Sea ®: G x M —
M la accién de G en M. Para cada g € G, denotamos por ®, € Diff (M), el difeomorfismo
inducido por @, y definido como ®,4(m) := ®(g, m) para todo m € M. Denotamos por
TS (M) el espacio de todos los campos tensoriales en M de tipo (r, s).

Definicién 2.1.1. Un tensor F' € 7] (M) se dice G-invariante, si para todo g € G
*
o F=F.

Sea g el algebra de Lie del grupo de Lie G. Para cada a € g, denotamos por ap; el
generador infinitesimal de ® definido por

d
= a -0 (pexp(ta) (m)7

para cada m € M. Notemos que el flujo del campo ays es completo y esta dado por

FI, (m) = (I)exp(ta) (m)

anr

an(m)
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Definicién 2.1.2. Para cada F' € 7] (M), definimos el promedio de F, como

(Flg= [ 4F dg,
G
donde dg es la medida de Haar normalizada en G.

Lema 2.1.3. Para cada F € T] (M), el promedio (F). es un tensor G-invariante.

Demostracion. Sea g’ € G y denotemos por § = ¢’g. Usando propiedades de integracién
en grupos de Lie tenemos que

e a
- /G<1>3F 45 = (Fg .

por lo tanto (F') es G-invariante. O

Ejemplo 2.1.4. Consideremos la accién del toro en R* dada por

d: T2 xR* — R,
((01,602), (z1, 22,23, 24)) +——> (<

La medida de Haar en T? es la 2-forma diferencial

1
W d91 AN d92

Considerando el cambio de variables
x1 = scos(ay) xo = ssen(ay) w3z =rcos(az) x4 =rsen(as),
la accién queda
O: T2 xR* — RY,
((01,02), (a1, a9,s,7)) — (a1 + 01,00+ 602, s,7).
Entonces el T2-promedio de una funcién f(ay,asz,s,r) en R* es dado por

<f>’1[‘2 (0517 a2, S, T’),

1 2 21 §
- (27T)2/0 /0 (I)(01792)f(041,042,S,T)d01d927

1

27 21
- (271’)2/ f(61,02,s,r)d6;dbs.
0 0
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Proposicién 2.1.5. Sea F' € T (M) un tensor de tipo (r,s). Entonces las siguientes
propiedades son equivalentes.

1. F es G-invariante.

2. Lg,,F =0 para todo a € g.

an
3. <F>G == F.
Demostracion. Supongamos que F' es G-invariante y mostremos que L,,, F' = 0 para

todo a € g. En efecto, usando propiedades de la derivada de Lie, para cada p € M
tenemos

d . d )
(LaMF)p = & 0 ((FIZM) Fp) = a o (((I>exp(ta)) Fp)v
d
= — F,) =0.
dt t:()( p)

Por otro lado, supongamos que L,,, F' = 0, mostremos que (F), = F. En efecto,
usando propiedades de la derivada de Lie tenemos
d

7 Flay ) F = (F1g, )" (Lay, F) = 0,

1

ay = Idas, se tiene que

por lo cual (F1,, )*F es contante, como Fl

(FIX Y*F =F.

anr

Puesto que (FIZM)*F = (I)pr(ta)F y como la aplicacién exponencial es sobreyectiva,

hecho que podemos encontrar en el Corolario B.2.5, tenemos que ®3F = F para todo
g € G, por lo tanto

(F)G:/Q;ng:/ng:F.
G G

Ahora, supongamos que (F), = F'y mostremos que F' es G-invariante. Calculemos
o7 (Fg

O (F)g = @ (/ o F dg) = / (®p, 0 ®y)*F dyg,
G G
= / ®}.,F dg=(F)g,
G
por lo tanto ¢ F' = F. O

Como (F) es un tensor G-invariante para cada tensor F' € 7] (M), entonces de la
Proposicion 2.1.5 se sigue que el G-promedio es un operador de proyeccion, es decir
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Por lo cual, tenemos una descomposicién del espacio de tensores en M dada por
T (M) = Im((-)¢) @ (77 (M))°,
donde (77 (M))? denota el espacio de tensores con promedio cero.
Corolario 2.1.6. Para cada F € T (M) tenemos la siguiente identidad
(Lay ¥ >G =0,

para cada a € g.

Demostracion. Mostremos que (Lq,, F'); = La,, (F)q, en efecto, tenemos

<LaMF>G = L¢;LGA4F dg = LaM/G(I);F = Lay, <F>Ga
como (F'). es G-invariante, se sigue de la Proposicién 2.1.5 que Lg,, (F); = 0. O

Del Corolario B.2.5, se tiene que, como G es un grupo de Lie compacto y conexo,
la aplicacién exponencial exp: g — G es sobreyectiva. Sea e el elemento neutro de G.
Por el Teorema B.2.3, existe un dominio en forma de estrella D, tal que la aplicacién
exponencial restringida

exp |p,: De = G\C(e),

es un difeomorfismo, donde C(e) es un conjunto de medida cero llamado cut locus en e.

Denotamos por Hom(g, 7, (M)) el espacio de aplicaciones R-lineales del dlgebra de
Lie g al espacio de tensores T, (M).

Definicién 2.1.7. Sea A € Hom(g, 77 (M)), definimos el operador 6% : Hom(g, 77 (M)) —

TS (M) como
1
5C(N) = / < /0 O bty Ma dt> exp*

donde = dg es la medida de Haar normalizada en G.

Tomando en cuenta que QF(M) C T2(M), tenemos el siguiente lema.

Lema 2.1.8. El operador (-), conmuta con la diferencial exterior.

Demostracion. Para cada a € QF(M), se tiene que

<dOé>G:/G‘I>;dOédg:/Gd(I);adg:d/G@;adg:d<a>G
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Supongamos que A € Hom(g, 2¥(M)), esto es que, para todo a € g, A\, € Q¥(M). La

derivada exterior d, define un operador
d: Hom(g, Q*(M)) — Hom(g, Q¥T1(M)) 21

A — dA
definido por (dA), := dA,.

Lema 2.1.9. El operador 6 conmuta con el operador d (2.1).

Demostracidn. Ahora mostremos que 6¢ conmuta con la diferencial. En efecto, para

cada \ € Hom(g, QF(M)), se tiene

5G(dN) = / (/1 Do p(ta) Aa dt> exp” 1,
) 1
= / </ d@:xp(m))\ dt> exp” 1,
1
= /0 exp(ta) N dt> exp” i,

= do 60()\)

Consideremos la aplicacién 1¢: T7 (M) — Hom(g, 7. (M)) dada por
19(F)q = Laq,, F.
Lema 2.1.10. El operador de promedio () se puede escribir como
(Vg =Td+6%01C.
Demostracion. Como Peyp(iq) €s el flujo del campo ayy, tenemos

d .
— % F =0

dt &P LCLMF)v

exp(ta) (

para todo F' € T](M). Integrando en ambos lados de la igualdad con respecto a t,

tenemos que

1 1
d ., *
/0 dt q)exp(ta)F dt = /(; exp(ta) (LaM F) dt,

(2.2)

por el teorema fundamental del calculo obtenemos del lado izquierdo de la igualdad

1
d * *
/0 dt (I)exp(ta)th = ®exp( ) - F,
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integrando la ecuacién (2.2) en D, C g con respecto a la medida exp* i, tenemos

1
/ (Pexp(yF) exp*u—/D F exp*,u:/ (/0 Desp(ta) Lan F) dt> exp” u. (2.3)

Puesto que el cut locus C(e) tiene medida cero, entonces el promedio (F)). puede
escribirse como la integral en D,

(FYe = / ) Fdg = / ) Fdg = / (Pexp(a)F) exp” p. (2.4)
G G\C(e) De

Por lo tanto, de las ecuaciones (2.3) y (2.4), obtenemos la igualdad
(F)o — F =3%0l%(F).
O

Corolario 2.1.11. Si B € Q¥(M) es una k-forma diferencial cerrada, entonces su pro-
medio se puede escribir como

</B>G =p—do 5G(P)a

donde p € Hom(g, QF(M)) esta definido py = —ia,, -

Demostracion. De los Lemas 2.1.9 y 2.1.10, obtenemos las siguientes igualdades

</8>G = [+ 6G(LaM/8) =B+ 5G(diaMﬁ + iaMdﬁ)y
= p+ 5G(diaM/8) =0+ d((SG(iU«MB)) =p—do 5G(pa)-

O]

Notemos que si § € Qk(M ) es cerrada, entonces por el Lema 2.1.8 la forma prome-
diada (8), € QF(M) tambien lo es. Por lo cual, del Corolario 2.1.11, se sigue que 3 y
(B)¢ estan en la misma clase de cohomologfa de De Rham. Una generalizacién de este
resultado lo podemos encontrar en [20, Proposicién 4.11].

2.1.1. Operadores de promedio bajo la accién de S'.

Consideremos el caso particular del grupo G = S' actuando en una variedad suave
M . Denotemos por Y el generador infinitesimal de la acciéon. Notemos que T es un campo
vectorial completo en M y con flujo 27- periédico. Entonces, el promedio de un campo
tensorial F' € T (M) se puede escribir como

1 2

Fla = — F1L)* Fdt.
(Flo =52 | (F)
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Lema 2.1.12. Para cada A\ = aF, con F € T7(M) y a € R, el operador 65 se puede

escribir como
1 27

55\ = “a |, (t —m)(Fl)*F dt + 7 (F)g .

Demostracion. De la Definicién 2.1.7 tomemos G = S' y \; = tF con t € g = R entonces

st Lot o) *
6 () = 5 t(FlT) Fdo) d.
T Jo 0

Tomando el cambio de variables 7 = tf tenemos que d7 = tdf y
1 1 2 t
S (\) = / / (FI3)* F dr dt.
2T 0 0

Por otro lado, consideremos la integral

1 27 .
“or J, (t—m) (FIy) F dt + 7 (F)g1 ,

la cual podemos escribir como

1 2 . s .
-—— [ t(Fl}) th+/ (FIy)" F dt,
2T 0 0

usando integracién por partes tenemos la integral

1 t 2T t 27
S <<t/ (FI)* F d7> 3&/ /(Fl@)*p dr dt> +/ (FIL)* F dt,
27 0 o Jo 0

evaluando tenemos la integral

1 2 27 t 2
L <<27r/ (FI3)*F d7> —/ / (FIL)*F dr dt) +/ (FI,)*F dt,
27 0 o Jo 0

y esta es igual a

1 27 t
— / (FI%)*F dr dt,
27T 0 0
lo cual demuestra el lema. O

Si definimos el operador R-lineal S: 7 (M) — 7] (M) como

S(F) =

/Zﬂ(t —7)(Fl4)*F dt,
0

1 1 e
entonces el operador 5 se puede escribir como

85 (\) = —S(F) + 7 (F)gi . (2.5)
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Proposicién 2.1.13. Para cada F € T (M), se satisface
LyoS(F)=F — (F)q .

Demostracion. Como el flujo es un grupo 1-paramétrico, tenemos que

1 2

1 2741
(FIL)*S(F) = (t —m)(FIL) F dt = —5- / (t — 7 — ) (FI4)*F dt.

_%0

Derivando ambos lados de la igualdad, obtenemos

d 1 : 2m+T 1 241 .
E(FIT) S(F) = %(t —7—7)(FI%)*F dt ) — 277/r (FIx)* F dt,
= (FL)*(F — (F)s),
por otro lado, tenemos que
d T \* T \*
3 Fl0)"S(F) = (FIy) Ly o S(F),
por lo tanto Ly o S(F) = F — (F)g1. O

Como consecuancia de la Proposicion 2.1.13, tenemos la siguiente propiedad.

Proposicién 2.1.14. Sea o una forma cerrada, entonces o —(0)q1 es una forma ezxacta.
Demostracion. De la Proposicion 2.1.13, tenemos que

LyoS(o) =0 — (o)
pero Ly o S(o) = divrS(o) +ivrdS(o) = diyS(0). O

Como consecuencia de la Proposicién 2.1.14, se sigue que 0 y (0)g1 estan en la misma
clase de cohomologia de De Rham.

2.2. Construccion de estructuras de Dirac invariantes

En esta seccién aplicaremos el método de promedios para construir estructuras de
Dirac y Poisson que son invariantes con respecto a una clase de acciones de grupos de Lie
compactos, que son compatibles con la estructura. A manera de ejemplo, presentaremos
una caracterizacion de las estructuras de Poisson que son compatibles con la accion de
S! en R3, por rotaciones.

Recordemos del Teorema 1.3.7, que cada estructura de Dirac D en una variedad suave
M, tiene asociada una foliacién pre-simpléctica S en M, con forma pre-simpléctica por
hojas wg para cada S € S. Sea ®: G x M — M la accién de un grupo de Lie G en una
variedad de Dirac (M, D).
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Definicién 2.2.1. Se dice que la accién es candnica, si cada seccién (X,a) € I'(D)
satisface que (®;X,®;a) € T'(D), para todo g € G. Adicionalmente, se dice que la
variedad de Dirac es G-invariante.

Podemos notar que, si la acciéon preserva cada hoja pre-simpléctica S € S, no ne-
cesariamente canonica relativa a D, entonces la G-accidén es tangente a las hojas pre-
simplécticas, esto es, que apr(m) € T,,S paratodoa € gy m € M .

Definicion 2.2.2. Decimos que la G-accién es compatible con la estructura de Dirac D,
si para cada hoja pre-simpléctica (S,wg) se cumple

1. S es G-invariante, es decir, ®,4(5) C S para todo g € G.

2. Existe una aplicacién R-lineal p € Hom(g, Q(M)), tal que, para todo a € g

Z.(IMWS = _i*Spav (2.6)
donde i: S — M es la inclusién candnica.

Lema 2.2.3. La ecuacion (2.6) de la condicion de compatibilidad, se puede escribir
como

(aM7pa) € F(‘D)v

para todo a € g.

Demostracion. Sea X € T'(T'S), se sigue de la ecuacién (2.6) que
ws(anr, X) = —igpa(X)
Por tanto, de la ecuacién (1.10), obtenemos que
(anr, pa) € T(D).
O

Observacion 2.2.4. Podemos notar que la condicién de compatibilidad siempre se cumple
cuando la foliacién pre-simpléctica es regular.

Teorema 2.2.5. Si la G-accion es compatible en (M, D), entonces el promedio (wg)q
es una forma pre-simpléctica suave de la forma

(wS>G = wg — igd(&), (2.7)

donde 6 = 6% (p) € QY (M). Mds ain, la estructura de Dirac asociada D := D“sle es
G-invariante y se relaciona con D por la transformacion de gauge

D={(X,a+ixdd) | (X,a) € D}.
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Demostracion. Puesto que wg es una forma pre-simpléctica, entonces el Lema 2.1.8 im-
plica que (wg). también lo es. Del el Corolario 2.1.11, podemos escribir el G-promedio
de la forma pre-simpléctica wg como

(ws) =ws —do (5G(—iaMw5),

puesto que la G-accién es compatible en la variedad (M, D), entonces existe p: g —
Q(M) que satisface la ecuacién (2.6). Por lo cual se tiene que

(Ws) = ws —d o089 (i5pa) = ws — 1% 0d(6%(pa)) = ws — i5d(0).

Notemos que (ws), = ws —i¢d(f) es una forma pre-simpléctica por hojas de la foliacién
S, que es G-invariante. Por el Teorema 1.3.12, ésta foliacién tiene asociada la estructura
de Dirac

D:=DWs) = {(X,a)| X e(TS) y a=—ix (ws)c}
= {(X,a+ixdf) | (X,«a) € D},

y entonces D es la transformacién de gauge 7_q9(D) de D asociada a la 2-forma cerrada
—dé.

Finalmente mostremos que D es G-invariante. Para cada seccién (X,«) € T'(D) y
para cada g € G, se tiene que a = —ix (W) ¥

(®2X7 —(I);Od) - (®2X7 _(I);ZX <wS>G) - (@;X, _ZQZ;X(I); <wS>G)7
= (@ZX, —’L}p;x <w5>G) S F(D)
O

Ahora, supongamos que (M,II) es una variedad de Poisson y consideremos su es-
tructura de Dirac asociada

Dy = {(Hﬁ(a),a) lae F(T*M)}.

Decimos que la accién de un grupo de Lie G en M es compatible con 11, si ésta es
compatible con la estructura de Dirac Dy en el sentido de la Definicién 2.2.2.

Del Lema 2.2.3, obtenemos que la G-accion es compatible con 11, si existe un morfismo
p: g — QYM) tal que

apnr = Hﬂ(pa)a (2'8)

para todo a € g.

Lema 2.2.6. Sea (M,1II) una variedad de Poisson y sea G un grupo de Lie actuando en
M. Entonces Il es G-invariante si y solo si Dy es G-invariante.
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Demostracién. Supongamos que Dy es G-invariante. Para toda seccion (ITf(a),a) €
I'(Dr) se cumple que

(©:1T* (), ®hev) € T(Dn),
para todo g € GG. Esto es cierto si y solo si
:1(a) = TP o,
lo cual implica que el bivector Il es G-invariante. 0

Teorema 2.2.7. Sea (M,II) una variedad de Poisson, S su foliacion simpléctica aso-
ciada y wg la forma simpléctica de S € S. Supongamos que la accion de un grupo de Lie
compacto y conexo G en M es compatible con I1. Si el endomorfismo

Id +(d6)’ o II*: T*M — T* M,

con 0 = 6% (p), es invertible, entonces la 2-forma (ws) es no degenerada en cada hoja de
S. Mads atin, existe una unica estructura de Poisson G-invariante Il en M cuya foliacion
simpléctica es (S, (ws)q)-

Ademds, las estructuras de Poisson II y II estan relacionadas por la transformacion
de gauge a lo largo de la 2-forma cerrada d@, esto es que

I = I o (Id +(d9)’ o IT¥) 1. (2.9)

Demostracion. Sea Dy := {(IT*(a), ) | o« € T(T*M)} la estructura de Dirac en M, aso-
ciada al bivector de Poisson II. Por el Corolario 1.3.8, Dy induce una foliacién simpléctica
por hojas § con forma simpléctica wg para cada S € S.

Como la accién de G en M es compatible con la estructura de Dirac, entonces por
el Teorema 2.2.5, el promedio de wg tiene la forma

<W>G =Ww— 1§d97

y define una forma pre-simpléctica en la foliacién S, cuya estructura de Dirac asociada
D :=7_49(Dr1) es G-invariante.

Como el morfismo
Id +(df)’ o IT%,
es invertible, entonces por la Propos&:ién 1.4.4, la estructura de Dirac D es la grafica de
un bivector de Poisson II, es decir, D = Dg.

Como D es G-invariante, entonces por el Lema 2.2.6 la estructura de Poisson II es
G-invariante. O
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2.2.1. Ejemplo: accion del circulo en variedades 3-dimensionales

La condicién de compatibilidad, Definicién 2.2.2, nos permite construir una estruc-
tura de Dirac que es invariante con respecto a la accién de un grupo de Lie. Nuestro
objetivo es construir ejemplos de estructuras de Poisson y Dirac en R3, que sean com-
patibles con una accién de S! dada.

Sea M una variedad suave de dimensién 3. Cada 1-forma a € Q'(M) define una
distribucién en M como

A = ker(a).

Si ademds, M es una variedad orientable con forma de volumen (2, existe una relacién
biyectiva entre 1-formas o € Q' (M) y bivectores Il € T ( /\2 TM ), mediante la ecuacién

o = 1§ (2.10)
En este caso, el bivector II es de Poisson si y sélo si a A da = 0.
Definicién 2.2.8. Se dice que o € Q' (M) es una forma de Poisson si
aNda = 0.

Proposicion 2.2.9. La distribucion A es suave. Mds aun, A es integrable si y sdlo si
a es una forma de Poisson.

Demostracion. De la ecuacién (2.10), el bivector IT asociado a «, tiene la propiedad que
II¥(T*M) = A, cuando « # 0. Entonces A es una distribucién suave.

Ahora, « es una forma de Poisson si y sé6lo si II es de Poisson, y entonces la distri-
bucién IT¥(T* M) es integrable. O

Teorema 2.2.10. Si S! actua en M con generador infinitesimal X, entonces la accion
es compatible con la estructura de Poisson asociada a una forma de Poisson a i

1. Z"rOé =0.

2. La ecuacion
alp=—ir (2.11)

tiene solucion para p € Q' (M).

Demostracion. La condicion iva = 0 significa que la accién preserva cada hoja de folia-
cion.

Ahora, tenemos que IT¥(p) = Y si y sélo si it ()§2 = 17 2. Por lo tanto, de la formula
it ()2 = —a A p, se sigue que IT%(p) = Y siy sélo si a A p=—iyQ. O

Notemos que la ecuacién (2.11) implica que

Ceros(a) C Ceros(Y). (2.12)
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Observacion 2.2.11. Sea p € M, si dim(A,) = 0 entonces existe una forma simpléctica

canonica en S dada por wg = 0. Por otro lado, si dim(A,) = 2, existe una forma
simpléctica wg en S. Sea f una funcién en M que sea 0 en algin punto donde wg sea
no-degenerada. Entonces wg := fwg es una forma pre-simpléctica en S. Del Teorema

1.3.12, se sigue que la foliacién pre-simplectica (S, wg), tiene asociada una estructura de
Dirac dada por

D, = {(vaﬂp) | XpeTpS'y 5p‘TpS = *iXpwp}
= {(I(np), —w) o II¥(p)) | mp € Ty M}

Finalmente, podemos notar que la distribucién caracteristica de la estructura de Dirac

es dada por
pry(D,) = IHT; M) = A,

Caso R3. Sea Qg la forma de volumen Euclideana en R?. Consideremos la accién de S!
en R3 dada por rotaciones con respecto al eje z, el cual tiene como generador infinitesimal

Sean N, z: R? — R funciones definidas como

1

N(.’L‘,y,Z):§( 2+y2) y Z(l’,y,Z):Z

Lema 2.2.12. Una 1-forma o en R3, satisface que iva =0 si y solo si
a = fdN + gdz,
donde f,g € C*°(R3).
Demostracion. Sea U = R3\{(0,0,2)}, el campo vectorial T define una distribucién

regular de dimensiéon 1. Por lo cual, el conjunto de formas en T*U que anulan a T
definen un subhaz de rango 2.

Sean N, z: R? — R, las funciones definidas por

1
N(w,y,2)25($2+y2) Z(xayaz):'z'

Notemos que las 1-formas d/N y dz anulan a T, en efecto
iydN = LyN =71 -VN = (—y,,0) - (z,y,0) =0,

ivdz =Lyz=7"-Vz=(—y,z,0)-(0,0,2) =0.

Mas ain, como las formas dN y dz son independientes en U, se sigue que dN y dz
generan al subhaz de rango 2 anterior. Por lo cual, si « es una 1-forma diferencial en R3
tal que iya = 0, entonces existen f,g € C*°(U) tal que

aly = fdN|y + gdz|u.
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Mostremos que f, g puede ser extendidas a funciones suaves en todo R3. Sea o = ada +
aydy + a.dz. Como a|y = fdN|y + gd|v se tiene que
awlu=fz, olv=Ffy v aluv=g.
Como «, se anula en el plano x = 0, entonces «,, tiene que ser de la forma
ay = xh(z,y, z)

con h una funcién global en R3. Por otro lado, ay se anula en el plano y = 0, entonces
tiene que ser de la forma

ay = yh/'(z,y, 2).
con A’ una funcién global en R3.

Puesto que h y h' son funciones globales tal que f = h'|y = h|y, el conjunto U
es denso en R3, y por continuidad de las funciones, se tiene que h = h’. Por lo tanto,
podemos considerar las funciones f y g definidas en todo R3.

Reciprocamente, si a = fdN + gdz, se tiene que
iva =iy (fdN + gdz) = fiydN + givrdz = 0.
O

Notemos que cada 1-forma o = a,dr + aydy + a.dz en R3, tiene asociado un vector

@ en R de la forma o = (g, ay, ;). En este caso, la ecuacién (2.11) es equivalente a

la ecuacion
T x P = —irQ (2.13)

donde 3, 7 v iv§g son los vectores asociados a «, p v iv{)y respectivamente. Por lo
cual, una solucién para la ecuacién (2.13), es dada por

Oé X ZTQO _)
7= TRE +c (2.14)
donde ¢ es una funcién suave arbitraria.

Lema 2.2.13. La 1-forma p = %dz, con f € C®(R3) una funcién que no se anula en
ningun punto, es una solucion de la ecuacion (2.11).

Demostracion. De las ecuaciones (2.13) y (2.14), tenemos que la ecuacién (2.11) tiene
solucién dada por

—_—
7= dxir o (97,9, —fy° — f2?) +c(fz, fy.9)
i fa? + fy? + g o

(o)

y como f es una funcién que no se anula en ningin punto, entonces ? es bien definida.
O

Si tomamos ¢ = entonces

__9
flafl*?
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Lema 2.2.14. Sea a = fdN +gdz con f una funcion que no se anula en ningin punto.
Entonces o es de Poisson si y solo si g = fI, donde I(x?+y?, 2) es una integral primera
de T.

Demostracion. Dado a = fdN + gdz, su diferencial es da = df AdN +dg Adz, entonces
aNda = (fdg—gdf) NdN Adz =0,

siy solo si fdg — gdf = ¢1dN + codz, para funciones suaves ¢y, ca € C°(R3). Del Lema
2.2.12, se tiene que fdg — gdf = c1dN + codz si y solo si

0 =iy(fdg —gdf) = fLxg—gLrf.

En este caso, la funcion % es una integral primera de Y, en efecto

Iy <g) _ JLxg—glxf _ 0.

f Iz

lo cual implica que % = I, donde I(x? + 42, 2) es una integral primera de Y, y por tanto

g=fI. O

Teorema 2.2.15. Una 1-forma o en R es compatible con la accion de S* en R3, si y
solo si

a= fdN + gdz

donde f,g € C®(R3) con f una funcion que no se anula y g una funcion arbitraria.
Mds atin, o es una forma de Poisson si y solo si o = f(AN + Idz) donde I(x? + 42, 2)
es una integral primera del generador infinitesimal de la accion.

Demostracion. De los Lemas 2.2.12 y 2.2.13, se sigue que una forma de Poisson o en R3
es compatible con la accién de S' en R si y solo si

a= fdN + gdz

con f una funcién que no se anula en ningin punto.

Del Lema 2.2.14, se sigue que « es de Poisson si y solo si ¢ = fI donde I(z? + 32, 2)
es una integral primera del generador infinitesimal T. O

Debido a que I es una integral primera del generador infinitesimal Y, tenemos que
los ceros de « es de la forma

Ceros(a) C {(0,0,2) | z € R}.

Lema 2.2.16. Una 1-forma de Poisson o en R3 que es compatible con la accién de ST,
es St-invariante si y solo si f es una funcion S'-invariante.
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Demostracion. Del Teorema 2.2.15, se sigue que o = f(dN + Idz) con f € C®°(R3) una
funciéon que no se anula en ningin punto.

La 1-forma « es G-invariante si y sélo si Lya = 0, esto es
Lya = Ly(f(dN + Idz)) = Ly f - (AN + Idz).
por lo tanto Lya =0 si y sélo si Ly f = 0. O

Entonces el promedio de una forma de Poisson a en R? que es compatible con la
accién de S, tiene la forma

(@) = {f)g (AN +1dz).

Caso lineal. Supongamos que II es una estructura de Poisson lineal en R?, con forma
de volumen Euclideana €. Entonces existe una matriz A € Matgys tal que la estructura
de Poisson tiene la forma

0 0

donde x = (x1,x2,23) y 8% = (%, %, %) En este caso la forma de Poisson es dada
por

a =11y = —Az - duz. (2.15)

Ahora, consideremos la accién de S' en R? por rotaciones alrededor del eje que
contiene al vector b = (b1, b, b3) y tal que ||b|| = 1. Entonces el generador infinitesimal
de la accién es de la forma

T=(Aob)x - — 2.16
(Aobr-— (216)
donde (A o b) es la matriz antisimétrica asociada a b y definida como
0 —bs b
Aob= b3 0 b
—by by 0
Consideremos la descomposicién de la matriz A como
A=S5+(Aol), (2.17)

donde S es la parte simétrica de A, (A ol) es la parte antisimétrica de A asociada a un
vector | € R3.

Notemos que la identidad de Jacobi del bivector II es equivalente a la ecuacién
Sl =0. (2.18)

Lema 2.2.17. Para la 1-forma « dada por (2.15) y el campo vectorial T dado por
(2.16). La condicion ixra = 0 es equivalente a (A ob)A — AT(A ob) = 0.
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Demostracion. Tenemos que

siy sélosi ((Aob), Az) = 0 lo cual equivale a
2T(Aob)T Az = —zT (A o b) Az = 0.
Esta ecuacién se cumple si la parte simétrica de la matriz (A o b)A es cero es decir
(Aob)A— AT(Aob) =0.
O

Teorema 2.2.18. Sea Il una estructura de Poisson lineal en R3. Consideremos la accién
de S' en R? definida por el flujo del campo vectorial Y dado por (2.16). Si la accion deja
mwariante cada hoja de la foliacion simpléctica de I1, entonces la estructura de Poisson
es invariante con respecto a dicha accion. En particular, esto es cierto en el caso cuando
la accidn de S* es compatible con II.

Demostracién. Sea p € R? tal que ap =0, esto es que Sp+ (A ol)p = 0. De la ecuacién
(2.12) se sigue que (A ob)p = 0. Si tomamos p = [, entonces (Ao b)l =b x 1 =0, por lo
tanto existe una constante c tal que [ = ¢ - b.

Del Lema 2.2.17, se tiene que la condicién iya = 0 es equivalente a la ecuacién
(Aob)A — AT(A o b) = 0. Tomando la descomposicién de A = S + (A o), se tiene que

(Aob)(S+c(Aob))—(S—c(Aobd))(Aob),
= (Aob)S+c(Aob)?2—S(Aob)+c(Aob)?
= [Aob,S]+2c(Aob)?=0.

Fijemos {b, X1, X2} una base ortonormal de R? tal que

(AOb)Xl :—X2 (AOb)XQ:Xl

De la propiedad [ x b = 0 y de la ecuacién (2.18) se sigue que Sb = 0. Luego podemos
escribir SX; = S11 X1 + S12X9 y SXo = S91X1 + S99X5.

Entonces evaluando la ecuacién [A o b, S] + 2¢(A o b)? = 0 en el elemento basico X
tenemos que

[Aob,S]X1 +2c(Aob)®X; =0,
& (Aob)SXi+c(Aob)?X; —S(Aob)X1 +c(Aob)?X; =0,
& =51 Xo + 512X + 521X + 522X — 2¢X; = 0.
Por otro lado, evaluando en X5 tenemos que
[Aob, S| Xy + 2¢(Aob)2Xy =0,
& (Aob)SXs+c(Aob)?Xy — S(Aob)Xs+ c(Aob)?Xy =0,
& =521 X9 + 522X — S11 X1 + S12X2 — 2c¢Xy = 0.



48 Método de promedios y estructuras geométricas invariantes

entonces tenemos que la accion preserva cada hoja de foliacién si y solo si se satisface el
siguiente sistema de ecuaciones

S12 + S21 —2¢ =0,
Sog — S11 =0,
S91 + S12 + 2¢ =0,

es decir, cuando ¢ = 0, S1; = S92 v S12 = —S51, v entonces A es una matriz simétrica.

Ahora, supongamos que la accién preserva cada hoja de la foliacién, es decir, iya = 0
y la matriz A es una matriz simétrica, por lo cual dao = 0. Como Y esta definido por
una matriz antisimétrica, entonces div(Y) = 0. Por lo tanto, se cumple que

Lya =iyda + diva =0,
es decir la accién preserva la estructura de Poisson. O

Observacion 2.2.19. Sisuponemos que la accién preserva cada hoja de foliacién, entonces
de la demostracién del Teorema 2.2.18, tenemos que la matriz A, de la ecuacién (2.17),
es un matriz simétrica de la forma

m 0
0 m
U v

~+ c 2

Consideremos el plano ortogonal al vector b, y tomemos dos vectores linealmente inde-
pendientes en este plano ortogonal. Notemos que A es invariante en este plano y entonces
A es unicamente determinado por su valor en este espacio.

2.3. Estructuras de Poisson invariantes alrededor de hojas
simplécticas

En esta seccién, vamos a dar condiciones suficientes para la existencia de estructuras
de Poisson invariantes, alrededor de hojas simplécticas.

Sea (M, F) una variedad foliada, es decir, M es una variedad suave equipada con
una foliacion regular F. Denotemos por

V:.=TF,
el haz tangente de F y por V° € T*M su anulador.

Definicién 2.3.1. Un bivector de Poisson II € T'(A?TM) en una variedad foliada
(M, F), se dice que es de F-acoplamiento, si la distribucién

H := IT*(V?),
es un haz normal de la foliacion, es decir

TM =HoV.
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En este caso tenemos la descomposicién en el cotangente dada por
T*M =V @ HY, (2.19)

entonces podemos definir una bigraduacién de formas diferenciales y multivectores en
M como

QM) = @ M) M) = P UM,

p+q=k pt+q=k

Una k-forma diferencial (multivector) que esta en el espacio QP9(M) (xP4(M)) se dice
ser de bigrado (p, q).

Se puede probar que la diferencial exterior es un operador bigraduado con la siguiente
descomposicién [25], [8]
d=dio+dz—1+dos.

Si IT es un bivector de Poisson de F-acoplamiento Para cada bivector de Poisson II de
JF-acoplamiento, tenemos la descomposicién

I = Il + o 2,
donde Ty € T(A*H) es un bivector tal que rk(ITa ) = dim H. Lo cual implica que
HﬁZ,O(VO) =H,
y o2 € (A% V) es un tensor de Poisson tangente por hojas. Es decir,

Hg,z(T*M) CV y [op,y2lscr =0.

Cada 1-forma 3 en M se puede descomponer como 3 = 31 9+/0,1, donde 319 € T'(V?)
y Bo.1 € T(H?), por lo cual

I3 = 11 o B1,0 + I 5 80,1, (2.20)

entonces tenemos que

MT*M) = IF(VO @ HO) = 5 + 105 ,(V0 o H'),
= I} o(V0) @ 115 o (HO) + 115 ,(VO) @ T1f) , (HO),
= Hg,O(VO) @ Hg,Q(HO) =Ho H(ﬁ),Q(HO)-

En consecuencia, la distribucién caracteristica de II, es la suma directa de la distribu-
ciéon H y la distribucién caracteristica de Ilg 2. Esto muestra que el conjunto de puntos
singulares de las estructuras de Poisson II y Il 2 coinciden. Ademas, la distribucién H
es integrable si y sélo si IIp 2 es un tensor de Poisson.

Teorema 2.3.2. Sea (M, F) una variedad foliada y sea ®: G x M — M la accion de
un grupo de Lie compacto y conexo que preserva la foliacion. Sea I1 una estructura de
Poisson de F-acoplamiento en M y S una hoja simpléctica de 11, que satisfacen las
siguientes propiedades:
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1. Eziste un morfismo p: g — QY(M), tal que los generadores infinitesimales de la
G-accion son de la forma

an =10 5 (1ta), (2.21)

para todo a € g.

2. La foliacion es transversal a la hoja simpléctica S, es decir

TsM =TS & TsF. (2.22)

Entonces existe un entorno G-invariante N de S, y existe una estructura de Poisson G-
twvariante I1 en N. Mds aun, podemos tomar N de tal manera que I1 y I son isomorfos.

Para mostrar el Teorema 2.3.2, es necesario mostrar los siguientes lemas.

Lema 2.3.3. Bajo las hipotesis del Teorema 2.3.2, la G-accion es compatible con la
estructura de Poisson 11. Mds aiun, la 1-forma diferencial p, de la ecuacion de compa-
tibilidad (2.8), es de la forma p, = (pa)oa € D(HY), para todo a € g, y satisface que
6%((ta)o1) es una 1-forma cerrada en S.

Demostracion. De las ecuaciones (2.20) y (2.21), se sigue que

arr =105 5 ((a)o,1) = W o ((Ha)o,1) + 05 5 ((1ta)o,1) = T ((1a)o,1)

lo cual implica que la condicién de compatibilidad (2.8) se cumple para p, = (1q)0,1-

Como la foliacién es transversal a la hoja simpléctica Sy (11a)o1 € T'(H®), entonces
i5(tta)o,1 = 0.
y entonces d(i§(ta)o,1) = 0. Finalmente, del Lema 2.1.9, obtenemos que
0 = 6°(d(i5(ra)o,1)) = A6 (15 (1a)o,1) = A6 ((a)ols) »
y por tanto 6% ((114)0.1) s una forma cerrada en S. O
Lema 2.3.4. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.5.2, la familia de morfismos
Id —tB! o II%,

con B := —dd%((1a)o,1), es invertible en S para cada t € [0,1].

Demostracion. El Lema 2.3.3 implica que iy B = 0 o equivalentemente B*(T'S) C (T'S)°.
Como la foliacién es transversal a las hojas simplécticas se tiene que

TiM =V @ (TS),
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entonces obtenemos que

H(TEM) = TIH(VY) @ IF(TS)°),
= I o(VY) + 1T} (V) & 15 o ((T'S)°) + T , ((T'S)°),
= Hg O(V%) =TS.

Como TI¥(V}) = T'S, para cada a € V4 se tiene que IT*(a) € T'S, entonces B’ o
T*(a) € (T'S)°, y por tanto
B’ o II¥(VY) C (15)°.

Por otro lado, como IT#((T'S)°) = 0 entonces
B’ o II*((T'S)°) = 0.

Estas inclusiones nos dicen que la matriz del morfismo B’ o IT#|g: TSM — TgM, con
respecto a la descomposicién TEM = VS @ (T'S)?, es de la forma

0 0
* 0 )7
por lo tanto, para cada t € [0, 1], el morfismo Id —tB” o IT* es invertible en S. O

Demostracion del Teorema 2.8.2. Por el Lema 2.3.3, tenemos que la G-accién es compa-
tible con la estructura de Poisson II. Del Lema 2.3.4, se sigue que el morfismo Id —t B” oI1#
es invertible para cada t € [0,1], donde B = —d(6%((ta)0.1)). Entonces existe una vecin-
dad N de S en la cual este morfismo es invertible. Més atin, como G es un grupo de Lie
compacto, entonces podemos escoger la vecindad N como una vecindad G-invariante.

Para cada ¢ € [0, 1], aplicamos el Teorema 2.2.7 para obtener una familia de estruc-
turas de Poisson G-invariantes II;, tal que

7t5(Drr) = Graf(Hg),
y donde la estructura de Poisson II;, es definida como
¥ = ITf o (Id —tB° o T1%) 1,
notemos que Il = Il y denotamos por

I, =1L (2.23)

Denotemos 6 := §%((14)0,1)- La familia de estructuras de Poisson {II; } forman un camino
que une II con II. Definimos un campo vectorial que depende de ¢ como

Zy = —I1}(0) = —II* o (Id +£(d6)’ o I1¥)~1(8),

y mostremos que Z; satisface la siguiente ecuaciéon homoldgica

d
(Z, ] scnm + aﬂt =0,
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en efecto, por propiedades del corchete de Schouten tenemos que
20, W ]som = —[I(60), ]son = —T1(d0),

por otro lado, tenemos que

d 4 d _
S :4—@Mdtwbﬂﬁl,
et ap \[F(d+2(d6)" )>
= —II(Id +¢(d6)° o IT*) ! o (d6)° o ITF(Id +£(dO)” o TIF)
= o (df)’ o ITf = (IT}(d6))",
por lo tanto el campo Z; cumple la ecuacién homoldgica.
Ahora, 0|74 € (T'S)°, como ITI*((T'S)?) = 0 se tiene que
Zi|s = —II(0)|s = 0,
por lo tanto el flujo de Z; es bien definido en todo N, para todo ¢ € [0, 1]. Sea
P = FltZt: N — M,

el flujo de Z;. Notemos que ¢!|s = Idg, y ademéds (¢')*II; = Ily, para todo t € [0, 1]. Por
lo tanto, el difeomorfismo ¢': N — M cumple que

(¢") Iy = T,
asi, de la ecuacién (2.23) se sigue que
(¢") =1L
U

Bajo las hipotesis del Teorema 2.3.2. Dada una variedad de Poisson (M, IT), existe una
estructura de Poisson II (2.23), que es invariante con respecto a la G-accién de un grupo
de Lie compacto. Esta estructura invariante esta definida en una vecindad G-invariante
N de una hoja simpléctica S de II. Ahora, II tiene una bigraduacién II = ﬁ270 + ﬁog
con respecto a la descomposicién

TNM = ﬁ ©® VN.
donde H es el haz normal G-invariante de F respecto a II.

Proposicion 2.3.5. Bajo las hipotesis del Teorema 2.3.2. La estructura de Poisson
G-invariante 11, definida en la ecuacion (2.23), tiene una descomposicion de la forma

o= ﬁ270 + ﬁoyg, (224)

por bivectores G-invariantes.
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Demostracion. Puesto que las distribuciones caracteristicas de II y II coinciden en N,
entonces S es una hoja simpléctica de II. Por lo cual, podemos definir

H=T7(V),

haz normal de la foliacién F, y entonces tenemos la descomposicion
TM =H®V.

Asf, la estructura de Poisson II, se puede escribir como

IT = Ty + o 2.

Ahora, como ap; = H(ﬁ)g,ua para cada a € g, entonces ap; € I'(V). Entonces tenemos
que
20, anlscn € x> (M) @ x"' (M) o2, antlscm € XM (M),

y como II es G-invariante, se tiene que
0= Lo, 11 = [, an]scn = Moo, anmlscn + o2, anlscn,

por lo cual [Map, an]scn = [Hog2,anm]scn = 0, y entonces Ilag Ilp2 son bivectores
G-invariante. ]

Proposicién 2.3.6. La estructura de Poisson G-invariante Iy 2, definida en la ecuacion
(2.24), es de la forma

=t b -
H0,2 = Hg,z o(ld— Bog o ng) 17
donde B = —d(6%(po.1))-

Demostracion. De la ecuacién (2.9), tenemos que T =1o (Id =B’ o I1*) !, al descom-
poner esta ecuaciéon en bi-grados, obtenemos

_ _ ) B
oo+ 1ge = (Hg,o + Hg,z) o(Id—B’o (Hg,o + Hg,o)) n

componiendo esta igualdad con (Id —B° o (H(ﬁ)’2 + Hgg)) por ambos lados obtenemos

=# 1 —=f b =i b
50+ 5 — 115 o(Id - B (Hg,o + Hg,o)) — Mg o(Id -8B (Hg,o + Hﬁz,o)) = (Hg,o + Hgg)-

Como ﬁﬂzyo(T*M) =H, ﬁgQ(T*M) C Vysipy: TM — V es la proyeccién a lo largo
de H, entonces podemos descomponer esta férmula como

= w=# _
Uy =150 B’o (Hg,o + Hgg) = (Id-py)o Hg,m

1

= = f i ; f (2.25)
My, —hy0B’ o (5o +1ys) = Pyollyy+1Ij,.
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Como Hg,O(HO) =0y H(ﬁ)’2 = ﬁgvg(VO) = 0, entonces la segunda ecuacién de (2.25)
se puede escribir como

i =i
Hpo — 10 Bo H%,Q Hg,w

_y . . (2.26)
—Ipq 0 B’ o H270 = pyo H270.

Si tomamos B = By g + By, + By obtenemos de la primera ecuacién de (2.26) que

My — Mo 0 (Bao+ Bua + Bo) o Il =1,
usando que B;O (V)=0y BQ’I(V) C V° obtenemos
Tt Tt
H0,2 - Ho,Q o 38,2 © H?m = H%ga
y por lo tanto
ﬁgg = H%g o(Id-B’o Hg,Q)_1~
O

Observacion 2.3.7. Si la distribucién H es integrable, entonces el bivector de Poisson
invariante II se descompone en dos estructuras de Poisson G-invariantes Ils o y 1l 2.

2.4. Compatibilidad en haces fibrados de Poisson: El caso
de acciones de S!

En esta seccién estudiaremos el caso de tener la accién de S' en un haz fibrado
de Poisson, daremos condiciones para las cuales dicha accion es compatible con una
estructura de Poisson dada.

Sea (E,7,S) un haz fibrado. La distribucién vertical V del haz se define como la
distribucién tangente a las fibras, es decir

V :=ker(T'm).
Definicién 2.4.1. Un haz fibrado de Poisson es un par (7: E — S) donde 7: E — S es
un haz fibrado en una variedad suave S, y P un bivector de Poisson tal que P € ' ( /\2 V) .

Teorema 2.4.2. Sea (E,m, S, P) un haz fibrado de Poisson con fibra F. Supongamos
que ®: S' x E — E es una accion de S' en E, tal que el generador infinitesimal de la
accion es de la forma

T = P(u), (2.27)

para algin p € QY(E). Entonces una estructura de Poisson I en E es compatible con
dada accion si existe una distribucion horizontal H en E tal que

II =1 + Iy 2,
con llpo = P.
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Demostracion. La distribucién horizontal H nos da una descomposiciéon de p como pu =
H10+ f0,1, donde po 1 € T(H®) y w10 € I'((T'F)°). Por hipdtesis tenemos que
T = 10§ 5 (p) = I} 5 (0 + p01) = T 5 (10,1),

por otro lado tenemos que

I (p10,1) = 105 o (o0,1) + T 5 (p0,1) = IIf 5 (o,1) = Y.

Por lo tanto la condicién de compatibilidad descrita en el Teorema 2.2.7 se cumple para
p = po,1, lo cual implica que II es compatible con la accién de St en E. ]

Observacion 2.4.3. El Teorema 2.4.2, se sigue cumpliendo en el caso de tener la accién
de un grupo de Lie compacto G en el espacio total £ de un haz de Poisson. Sustituyendo
la hipotesis (2.27) por la siguiente: Existe u € Hom(g, Q'(E)), tal que para todo a € g,
los generadores infinitesimales son de la forma

ap = P*(ua).
Corolario 2.4.4. La 1-forma p que cumple con la condicion de compatibilidad
T =11*(p),
es dada por p = lig 1.

Definicién 2.4.5. Una estructura de Poisson II en un haz fibrado (E — S, F') con fibra
F, se llama de casi-acomplamiento si existe una distribucién horizontal H en E tal que

II =1l + Il 2,

con T € T (A’H) y Tz € T (A’ TF).

Teorema 2.4.6. Sea (E — S, P) un haz fibrado de Poisson, consideremos una accion
de S! en E, tal que el generador infinitesimal de la accién es de la forma

T = Pi(u),

para algun p € QY(E). Sea I1 una estructura de Poisson en E de casi-acoplamiento via
una distribucion H con Iy o = P. Entonces, existe una estructura de Dirac S*-invariante

D={(X,a—ixB) | (X,a) € Dy},

con B := —dQ y donde @ esta dado por la formula

1 2

Q =0 (noy) = (t —m)(F1%)*po, + 7 (po1)gr - (2.28)

_%0

En particular, si el morfismo
Id — (B’ o ITF),

es invertible, entonces existe una estructura de Poisson S'-invariante 11, tal que

D = Dy := Graf(ﬁﬁ).
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Demostracién. Como consecuencia del Teorema 2.4.2, tenemos que la S'-accién es com-
patible con II, donde la forma de compatibilidad es p = pg1. Definamos la 1-forma
Q= 55" (p), entonces del Lema 2.1.12 se sigue que

1

2T
Q=0 (uon) = 27r/0 (t — ) (F1%) poa + m (po,1)g1 -

Sea D la estructura de Dirac asociada a II, entonces del Teorema 2.2.5 existe una
estructura de Dirac S'-invariante D, que se relaciona con Dy por la transformacién de
B-gauge donde B := —d@. Es decir,

D= TB(DH) = {(X,Ck—ixB) ‘ (X,a) S DW}

En particular, si Id — (B® o II!) es invertible, entonces por la Proposicién 1.4.4, existe
una estructura de Poisson II tal que D = Dg. ]

Del Teorema 2.4.2, supongamos que p es una forma diferencial cerrada. Entonces
tomando la descomposicién del diferencial d = dy,g+dz2,—1+do,1, dada por la distribucién
horizontal H, se tiene que

0 = d=dyop+do—1p+doip,
= di,0(p1,0) +d1,0(p0,1) + do,—1(p1,0) + do,—1(po,1),
+do,1(pe1,0) + do,1(o,1)-

De aqui, obtenemos las siguientes ecuaciénes

(dp)o2 = do,1(po,1) = 0,
(dp)2,0 = di,0(p1,0) + d2,—1(p0,1) = 0, (2.29)
(dp)1,1 = d1,0(po,1) +do,1(p1,0) = 0.

Como 6% conmuta con la derivada exterior, la 1-forma 6%(pq) es cerrada, y la 2-forma
de gauge B del Teorema 2.4.6, puede ser representada por B = —d(), donde

Q = —6% (u10) € D(VO). (2.30)

En efecto, de la ecuacién (2.28) tenemos que @ = 58! (dpo,1), ahora, como d(u) =0y
W= p1,0 + fo,1 entonces déG(,uLo + 110,1) = 0 y por lo tanto

ds%(p1,0) = —d6% (io,1)-
Finalmente, de la ecuacion (2.29) se sigue que By o = 0, luego

88'dQ = 6 (dpuro) = 6% (diopr0 + da—1p10 + do1 i),
= & (di,op1,0 +do,1pt1,0) = 011,05Sl (1) + 010,16SSl (11,0),
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y entonces B = By + By 1 con
1 1
Bao = d1,06° (p10) By = do16% (p10).

En particular, si la accién de S! es Hamiltoniana con momentum map J: R — C*°(E)

entonces )
T = ngdJl, Q= —6" (d1,001),

1 2T .
Q = 271_/0 (t — ﬂ)(Fl%g’del) d170J1 dt — = <d170J1>Sl .
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Capitulo 3

Estructuras de Dirac invariantes en variedades
foliadas

El objetivo general de este capitulo es construir estructuras de Dirac en variedades
foliadas, que son invariantes con respecto a la accién de un grupo de Lie compacto. Para
esto, usaremos herramientas de conexiones de Ehresmann en variedades foliadas [9], el
método de promedios [19] y el método de acoplamiento [8] [26].

En la seccion 3.2, aplicaremos el método de promedios para construir conexiones de
Ehresmann que son invariantes con respecto a la accién de un grupo de Lie compacto.
Luego, daremos condiciones suficientes donde el operador de promedios preserve el con-
junto de conexiones de Poisson. En la seccién 3.3, vamos a presentar una generalizacion
de las conexiones de Hannay-Berry en haces fibrados de Poisson [19], en el contexto de
variedades foliadas de Poisson. En la seccién 3.4, daremos condiciones suficientes donde
el operador de promedios preserve el conjunto de conexiones de Poisson con curvatura
Hamiltoniana. Finalmente, en la seccién 3.5, vamos a aplicar el operador de promedios y
el metodo de acoplamiento para construir estructuras de Dirac invariantes en variedades
foliadas.

3.1. Conexiones en variedades foliadas

En esta seccién introducimos nociones basicas sobre conexiones de Ehresmann en
variedades foliadas, asi como algunas propiedades importantes que usaremos a lo largo
de este capitulo.

Una variedad foliada es un par (M, F), donde M es una variedad diferencial y F
es una foliacion F regular en M. La foliacién F, nos permite definir una distribucién
integrable

V:=TF,

llamada distribucion vertical.

Definiciéon 3.1.1. Un morfismo de haces vectoriales v: TM — TM se dice ser una
conexién de Ehresmann si

1. yoy=nr.
2. y(TM)=V.

99
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La condicién (2) en la definicién 3.1.1, es equivalente a la condicién
vl = idy.
Cada conexién de Ehresmann ~ define una distribucién suave en M, dada por
H" := ker(v),

la cual es llamada distribucion y-horizontal. Esta distribucién es complementaria con V
en el sentido que
TM=H"a&V, (3.1)

lo cual induce una descomposicién del haz cotangente T*M dada por
"M = V)’ @ (H)°, (3.2)

donde (H”)? y (V) son los anuladores de H” y V respectivamente.

La distribucién vertical de la variedad foliada define un subhaz vectorial en T'M
llamado haz vertical. El conjunto de secciones de este subhaz, denotado por I'(V), son
los campos vectoriales X € T'(V) tal que X (m) € T,,F, para todo m € M. Decimos que
X € T'(TM) es un campo proyectable si

[X,T(V)]  I(V).

Denotamos por I'p(T'M) al conjunto de campos proyectables de M. Més atin, los campos
proyectables horizontales I',(H”), generan a la distribucién horizontal.

La curvatura de una conexién 7, es una 2-forma valuada vectorial Curv? € Q2(M, V)
en M, definida como

1
Curv? := 5[77 7]FN7

donde [-,-|pn denota el corchete de Frolicher-Nijenhuis [27, pp. 250]. En caso que u,n €
QY (M, TM), tenemos que

N (X,Y) = [u(X),n(Y)] = [w(Y), n(X)] = n([u(X), Y] = [w(Y), X]),
—u([n(X), Y] = [n(Y), X]) + (non+mnou)X,Y],
donde X,Y € I'(T'M).

Si 7 es una conexién en (M, F), entonces las curvatura de v estd unicamente deter-
minada por las relaciones

(3.3)

(3.4)

Curv?(X,Y) =+([X,Y]) para X,Y eI (H"),
tyCurv?’ =0 para V e I'(V).

Definicion 3.1.2. Decimos que un difeomorfismo ®: M — M preserva la foliacion, si

(T,2)(TpF) = Top)F, (3.5)

P)

para todo p € M.
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Notemos que la ecuacién (3.5), es quivalente a
O (T(V)) =T(V).
Ejemplo 3.1.3. Sea X € I',;(T'M) un campo vectorial completo, entonces el flujo

Fli: M — M de X, es un difeomorfismo que preserva foliacién.

En efecto, como X es campo proyectable, se cumple que

d

TR (p) = o|  (@)V(p) = LxY = [X,Y] € T(Vagy)),

t=0
para todo Y € T, F. v

Dada una conexién v en una variedad foliada (M, F) y un difeomorfismo que preserva
foliacién ®: M — M, definimos un morfismo de haces vectoriales ®*vy: TM — T'M como

Oy (X) = 7 (v(2. X)), (3.6)
para cada X € I'(T'M).

Lema 3.1.4. Sea v una conexion de Ehresmann en una variedad foliada (M,F) y
&: M — M un difeomorfismo que preserva foliacion. Entonces ®*~ es una conexion de
Ehresmann

Demostracion. Suponemos que ® preserva foliacion y v(T'M) = V, entonces de la ecua-
cién (3.6), tenemos que ®*y(TM) = &*(y(P.(TM))) = V.

Finalmente, sea X € I'(V) entonces ®.X € I'(V). Como 7 es conexién entonces
7(®.X) = ®,.X. Por lo cual

O*y(X) = D" (y(P. X)) = 2" (P, X) = X,
por lo tanto, ®*v es una conexion. O

Como consecuencia del Lema 3.1.4, la conexiéon de Ehresmann ®*v tiene asociada
una distribucién horizontal dada por

H®™ := ker(®*y).

Proposicién 3.1.5. Sea v una conexion de Ehresmann en una variedad foliada (M, F)
y ®: M — M un difeomorfismo que preserva la foliacion. Entonces, se cumplen lo
stgquientes.

1. Para cada p € M

P*y _ F—1
Hy = &, (HG, ).

* . e
2. Las curvaturas Curv? y Curv® Y estan relacionadas por la ecuacion

*

&*Curv? = Curv®™”,
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Demostracion. 1. Se tiene que, X € ]HI;?*V si y sélo si &*y(X) = &*(y(P.X)) = 0,
si y sélo si y(®.(X)) = 0. Entonces tenemos que ®,(X) € ]H%(p), es decir X €
@;%Hg)(p)), por lo tanto . 1

Y P Y
Hp 7= (I)* (Hcp(p))a
para todo p € M.

2. Ahora mostremos (2). Por la naturalidad del corchete de Frolicher-Nijenhuis se
sigue que

* 1 1 * * *
O*Curv? = 5[%7]FN = 5[@ v, ®*y]pn = Curv®7,

O]

3.2. Método de promedio para conexiones de Ehresmann

En esta seccién, nuestro objetivo es aplicar el método de promedios para construir
conexiones de Ehresmann que sean invariantes con respecto a la accién de un grupo de
Lie compacto. Ademads, daremos condiciones necesarias donde el operador de promedios
preserva el conjunto de conexiones de Poisson.

Sean (M, F) una variedad foliada y V = T'F su distribucién vertical. Sea vy: T'M —
TM una conexién de Ehresmann en (M, F), y H? su distribucién horizontal asociada.
Supongamos que ®: G x M — M es la acciéon de un grupo de Lie G compacto en una
variedad foliada (M, F), tal que, para cada g € G, el difeomorfismo ®, preserva la folia-
cién. En consecuencia del Lema 3.1.4, se tiene que ®7 es una conexion de Ehresmann
para cada g € G. Como el grupo es compacto y conexo, podemos promediar la conexion
de Ehresmann con respecto a la medida de Haar. Lo cual da pie a la siguiente definicion.

Definicion 3.2.1. Sea v una conexién de Ehresmann, el promedio de v se define por

(g = / &% dg,
G

donde dg es la medida de Haar normalizada.

Notemos que (y): TM — TM es un morfismo de haces vectoriales, el cual es
definido como

(Mg (X) = /G D5 (1((®,).(X)))dg,
para cada X € I'(T'M).

Definicion 3.2.2. Sea &: G x M — M la acciéon de un grupo de Lie G en una variedad
foliada (M, F). Decimos que una conexién de Ehresmann v es G-invariante si

Oy =7

para todo g € G.
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Lema 3.2.3. Sea v una conexion de Ehresmann en (M, F), entonces el promedio (7)q
es una conexionde Ehresmann G-invariante.

Demostracion. Primero, mostremos que (). es una conexiéon de Ehresmann. Sea V €
I'(V), entonces como ®4 preserva foliacién, tenemos que

(e (V) = /G &7 (7((®,).)) dg = /G B ((®,),V) dg = V /G dg=V.

Ademas, para cada X € I'(T'M), tenemos que v((P4).X) € I'(V), entonces

() (X) = /G &7 (((2,).X)) dg € T(V),

por lo tanto (), es una conexién de Ehresmann.

Mostremos ahora, que (7). es G-invariante. Sea g’ € Gy denotemos por g := ¢'g,
como la medida dg es bi-invariante, se sigue que

e (Vg = @;,/ Py dg:/ @7, F dg,
G G
~ [ @45 = e,
G

por lo tanto (7). es G-invariante. O

Como () es una conexién de Ehresmann en (M, F), entonces tiene asociado una
distribucién horizontal H = H¢ := ker ((7)4) que se relaciona con HY por la formula

H=(I+Z)H"), (3.7)
donde Z =7 — (7)q-

Proposicion 3.2.4. Se satisfacen las siguientes propiedades.
1. Im(E) C V C ker(E).
2. <E>G == .

3. H es G- invariante, esto es que

T,%4 (Hp) = ﬂcbg(p) )

para todop e M ygeG.

Demostracion. 1. Es claro que Im(Z) C V, debido a que el morfismo = es la diferencia
de conexiones. Por otro lado, para cada V' € T'(V) se tiene que

EV)=y(V) =g (V) =V -V =0,

por lo tanto Im(Z) C V C ker(Z).
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2. Recordemos que el promedio es un operador lineal de proyeccion, esto es que
({(Mea)e = (V)¢ Entonces se sigue que

(Ele = Ma —{Melg =0

3. Sea X € ker((y)g)m- La propiedad de G-invarianza de (). es equivalente a tener
que

(<7>G)‘I>g(m) o qu)g = qu)g o (<7>G)m7

por lo tanto T, @ X € ker((7)g)e,(m), Por lo cual H es G-invariante.
O

Para resultados posteriores, resulta de suma importancia dar una formula para el
morfismo E := vy — (v).

Proposicion 3.2.5. Sea ®: G x M — M la accion de un grupo de Lie compacto y
conexo en una variedad foliada (M, F), que preserva la foliacion. Entonces el morfismo

= es de la forma
/ / exp ta ’Y’ CLM]FN dt dg?

donde dg es la medida de Haar normalizada de G.

Demostracion. Como Peyp(1q) es el flujo del campo vectorial ayy, para cada a € g, tene-
mos la siguiente identidad

d_, *
&q)exp(ta)’y = (I)exp(ta)LaMf%

Integrando esta expresion tenemos

1 1
d * *
/0 &q)exp(ta)fy dt = A q)exp(ta) apm”Y dt. (38)

Por el teorema fundamental del calculo, la parte izquierda de la ecuacién (3.8), se escribe
como

1
d *
/0 dt (I)exp(ta)’y dt = exp(a)’y -7
De esta forma obtenemos

1
(I)pr( Y —7 = / (I)pr(ta)LaM’Y dt. (39)

Integrando la ecuacién (3.9), con respecto a la medida de Haar, tenemos

/‘Ppr( )Y dg—/vdg—// exp(ta) Lan ¥ dt dg. (3.10)
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El lado izquierdo de la equacién (3.10) es igual a (), — 7. De aqui se sigue que

G -7 = / / exp(ta GJMPY dt dg,
= / / exp( ta)Lan dt dg.

Como Lg,,v = —[v, am|FnN, entonces
/ / exp ta 77aM]FN dt dg

Observacion 3.2.6. En la prueba de la Proposicién 3.2.5, usamos que la parte izquierda
de la ecuacién (3.10) es igual a (), — 7, lo cual puede no ser evidente a primera vista,
yva que la aplicacién exponencial exp: g — G no es inyectiva. Por lo cual formalmente no
podemos integrar la aplicacién q):xp( ta)Y CON respecto a todo el grupo G. Sin embargo, del
Teorema B.2.3, existe un subconjunto D C g donde la aplicaciéon exponencial restringida

y entonces

[1]

O]

exp|p: D — G\C(e),

es un difeomorfismo. Aqui C(e) es un conjunto de medida cero que contiene a la identidad
e € GG, llamado “cut locus”. Formalmente la integral

es bien definida en G\C(e), sin embargo como C(e) es de medida cero, la integral en
G es igual a la integral en G\C'(e). Por lo tanto, de aqui en adelante escribiremos estas
integrales con respecto a todo el grupo.

En terminos infinitesimales, la accién de un grupo de Lie G en una variedad foliada
(M, F) preserva la foliacion, si los generadores infinitesimales de la accién son proyec-
tables, es decir

ap € T'pe(TM),

para todo a € g. Por otro lado, decimos que la accién preserva cada hoja de foliacion si
ap € F(V),
para todo a € g.

Lema 3.2.7. Supongamos que la accidn preserva cada hoja de foliacion. Entonces cada
X e Fpr(H), es un campo vectorial G-invariante, es decir

[X,a] =0, (3.11)

para todo a € g.
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Demostracion. De la proposicion 3.2.4, tenemos que la distribucion horizontal H es G-
invariante. Esto implica que [X,ay;] € T(H), para todo a € g y X € I(H).

Por otro lado como X es proyectable y aps € D(V), entonces [X, ay] € T(V), lo cual
implica que [X,ap] = 0 para todo a € g. O

Lema 3.2.8. Supongamos que la G-accion de un grupo de Lie compacto y conexo en
una variedad foliada (M, F), preserva cada hoja de foliacion. Entonces, para todo X €

Ipr(HY) se tiene que
/ / exp(ta) (X, ap] dt dg.

Demostracion. Sea X € I',.(HY), de la ecuacion (3.14), tenemos que X:=X+EX)e
Fpr(H) Del Lema 3.2.7 tenemos que X es un campo G-invariante, entonces

[I]

Por la Proposicién 3.2.5 y tomando en cuenta que X es G-invariante, se tiene

200 =280 = [ [ (Whumbeanlen) () ardo

(3.12)
= [ [ e (oo () g
Por otro lado, podemos notar que
v, amlrn (V) = v (V), am] = [V, an]) = [V, am] = [V, anr] = 0,
para todo, V € I'(V). Lo cual implica que
[, am]rn(X) = [y, an] pv (X). (3.13)

Por célculo directo y tomando en cuenta las ecuaciones (3.12) y (3.13), se sigue que

(1]

1
(X) - / / (I)ZXp(ta) ([7a QM]FN(X)) dt dg,
B // exp(ta) ([V(X), anr] = v([X, anr])) dt dg,

= [ [ e (o Xa) at
= / / exp ta) X CLM] dt dg
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De la ecuacién (3.7) se sigue que I'(H) = ({ + =)I'(H"). En particular
e (H) = (I + Z)Cp (HD). (3.14)
En efecto, para cada X € I',(H?), definimos X := X +2(X). Si V € I'(V), entonces
[X,V] = [X +E(X),V] = [X,V] + [E(X), V] € (V).

Por otro lado, el morfismo I + Z es un isomorfismo con inversa I — =. Entonces para
cada X € I'p(H), definimos X = X — =(X), lo cual implica que

(X, V] =[X,V] - [E(X),V] e T(V).

Lema 3.2.9. Supongamos que la G-accion en (M, F) preserva cada hoja de foliacion.
Entonces, para todo X € I'y,,(HY) se cumple que

(E(X))e =0.

Demostracién. De la ecuacién (3.14), tenemos que X = X — Z(X) donde X € I‘pr(]ﬁl).
De la Proposicién 3.2.4, se sigue que Z2 = 0, entonces

(X) - Z4(X) = 5(X).

[1]

(X) =

(1]

Del Lema 3.2.7 se tiene que X es G-invariante, por lo tanto se tiene que

(EX))e = (2X) = B (X) =0,
O

Lema 3.2.10. Supongamos que la G-accion preserva cada hoja de foliacion. Entonces
para cada X € I'y (HY) se tiene que

(X))o =X +E(X).
Demostracion. Sea X € Iy (H), de la ecuacién (3.14), tenemos que X = X + Z(X).

Del Lema 3.2.7 tenemos que X es G-invariante, entonces X = <)~( >G. Por otro lado, del

Lema 3.2.9, tenemos que

(%), = K)o+ EX)) = X,
y asi concluimos que (X), = X + E(X). O

Lema 3.2.11. Supongamos que la G-accidén preserva_cada hoja de foliacion. Entonces
el conjunto de secciones de la distribucion horizontal H es de la forma

Tpe(H) = {(X)g | X € Tpe(H)}.

Demostracion. El resultado se sigue directamente del Lema 3.2.10. ]
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3.2.1. Criterios de invarianza de conexiones de Ehresmann

En los siguentes resultados se establecen una serie de criterios para determinar la
invarianza de conexiones de Ehresmann.

Proposicion 3.2.12. Sea ®: G x M — M la accion de un grupo de Lie compacto
y conexo en una vareidad foliada (M,F). Entonces una conexion de Ehresmann v es
G-invariante si y solo si

M =1 (3.15)

Demostracion. Como v es G-invariante, entonces

<7>G=/¢>27d9=/7dg=7-
G G

Reciprocamente, supongamos que se cumple la ecuacién (3.15), entonces

Py =P, (V)g=Vg=17
por lo tanto v es G-invariante. O

Proposicion 3.2.13. Sea ®: GxM — M la accidn de un grupo de Lie conexo que actua
en una variedad foliada (M, F). Entonces una conexion de Ehresmann vy es G-invariante
st solo st

[y, anm]rn = 0. (3.16)

para todo a € g

Demostracion. Recordemos que el flujo los generadores infinitesimales ajs es dado por

Bepita): M — M,

exp(
donde exp: g — G es la aplicacién exponencial del algebra de Lie.
Supongamos que 7y es G-invariante, entonces

d *
[V’QM]FN = —Layy=— dt t=0 (I)exp(ta)'y =T 37 7=0.

por lo tanto se cumple la ecuacién (3.16).

Reciprocamente, supongamos que se cumple la ecuacién (3.16), entonces

d . . .
&(bexp(ta)’y = (I)exp(ta) (LGMV) = _(I)exp(ta) ([77 CLM]FN) =0,

*

lo cual implica que <I>exp(ta

)Y €s constante y como <I>exp(0a) = idys, entonces

(I)pr(ta)’y =7
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Como G es conexo, el Teorema B.2.6 nos asegura que cada elemento g € G, se puede
escribir como el producto de aplicaciones exponenciales es decir, existen aj,as € g tal
que g = exp(aq) - exp(az), por lo tanto

¥ Jk _ H* * — PH* —
q)gfy - (I)exp(al)-exp(az)’y - (pexp(az) ° q)exp(al)fy - q)exp(ag)f)/ =7
y entonces 7y es G-invariante. O

Proposicion 3.2.14. Sea : GXx M — M la accion de un grupo de Lie conexo actuando
en (M, F), tal que la accion preserva cada hoja de foliacion. Una conexién de Ehresmann
v es G-invariante si y solo si

(X, an] =0, (3.17)

para todo X € ' (HY) y a € g.

Demostracion. Aqui usaremos el directamente la Proposicion 3.2.13, y mostraremos que
la condicién (3.16) es equivalente a la condicién (3.17). Supongamos que [y, ay]ry = 0
para todo a € g. Sea X € I',(H"), entonces

0= [v,amlrn(X) = [v(X), anr] = v([X; an]) = ([X; anr]),

lo cual implica que [X, aps] € T'(HY). Por otro lado, como aps € I'(V) entonces [ X, ap] €
['(V), por lo tanto [X, aps] = 0.

Reciprocamente, supongamos que para todo X € I',(H") se cumple que [X, aps] = 0.
Si V e I'(V), entonces

[vsamlpn (V) = (V) am] = [V, am]) = [V, am] = [V, am] = 0.
Por otro lado, si X € I',.(H"), entonces
[v, am]pn (X) = [v(X), an] = y([X, am]) =0,

pues cada termino es cero. Por lo tanto [y, ay] = 0 para todo X € I'(T'M). O

3.2.2. Conexiones de Poisson invariantes

Una variedad foliada de Poisson (M, F, P) es una variedad foliada (M, F), dotada
con un bivector de Poisson P tal que P € I‘(/\2 V). Sea ®: G x M — M la accién de un
grupo de Lie compacto y conexo G en (M, F, P), que preserva cada hoja de foliacion,
esto es que ays € I'(V) para todo a € g.

Definicién 3.2.15. Una conexién de Ehresmann v en (M, F, P) se dice ser una conexion
de Poisson, si todo campo horizontal y proyectable X € I',.(H") satisface que

LxP =0.
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Teorema 3.2.16. Sea (M, F, P) una variedad foliada de Poisson. Supongamos que G
es un grupo de Lie compacto y conexo que actua canonicamente en M y que preserva
cada hoja de foliacion, es decir, se cumple que

Ly,,P=0 y apyel(V),

para todo a € g. Si 7y es una conexién de Poisson en (M,F,P), entonces su promedio
(V) es una conexion de Poisson.

Demostracion. Como la accién es candnica, se tiene que (P), = P. Por otro lado, como
7 es conexién de Poisson, se tiene que, para todo X € I'p(HY)

0= (LxP)g = L P.

G

Por lo cual, el promedio (X). es un campo de Poisson y entonces el teorema se sigue
del Lema 3.2.11. O

Observacién 3.2.17. De la ecuacién (3.14) tenemos que todo X € Fpr(ﬁ), se puede
expresar de la forma X = X + Z(X), con X € I',,(H”). Calculando la derivada de Lie
de P a lo largo de X, tenemos que

LgP = LxP+ Lzx)P.

Bajo las hipotesis del Teorema 3.2.16, se obtiene que

por lo cual Z(X) es un campo vertical de Poisson.

Recordemos que, dada una conexién de Ehresmann < en una variedad folidada
(M, F), la distribucién horizontal H” induce una descomposicién del espacio tangen-
te como

TM=H" &V

Por lo cual, cada campo vectorial X € I'(T'M) puede ser expresado como
X = X100+ Xo,,
donde X9 e '(HY) y Xo1 € T'(V).

Lema 3.2.18. Sea (M,F,P) una variedad foliada de Poisson y vy una conexion de
Poisson. Si X € I'p.(TM) es un campo de Poisson con descomposicion X = X1 9+ Xo,
respecto a la conexion v, entonces X1, y Xo,1 son campos de Poisson.

Demostracion. Sea X € I',.(T'M), entonces

[X10, (V)] = [X, T(V)] = [Xo.1, (V)] € D(V),
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lo cual implica que X € I', (H"). Como v es de Poisson, entonces
Lx, ,P =0.
Ahora, como X € I'(T'M) es de Poisson y [X} o, P] = 0, entonces
0=[X,P]=[X10,P]+ [Xo1,P] =[Xo,1, P
por lo cual Xy 1 es campo de Poisson. O

Proposicién 3.2.19. Sea (M, F,P) una variedad foliada de Poisson, equipada con
una conexion de Poisson . Para cada X,Y € I'p,(HY), Curv?(X,Y) es un campo de
Poisson. Si ademas, G es un grupo de Lie compacto y conexo actuando candnicamente
en (M,F,P) y preserva cada hoja de foliacion. Entonces, para todo X,Y € I'y(HY),
Cuer)G(X,Y) es un campo de Poisson de la forma

Curve (X, Y) = Curv(X,Y) — E([X, Y)). (3.18)
Demostracion. Sean X,Y € ', (HY), de la ecuacién (3.4), se tiene que
Curv?(X,Y) =v([X,Y]) = [X,Y]o1,

donde [X,Y]o 1 denota la parte vertical de [X,Y]. Entonces del Lema 3.2.18 se sigue que
[X,Y]o,1 es campo vectorial de Poisson.

Analogamente, por el Teorema 3.2.16, el promedio (7). es una conexién de Poisson
y entonces de nueva cuenta Curvé (X, Y) es campo de Poisson. Mas atin,

Curve (X, Y) = ()¢ (X, Y]) = (v - E)([X, Y]) = Curv(X, Y) — E([X, Y)).

3.3. Conexiones de Hannay-Berry generalizadas

En esta seccién vamos a introducir una generalizaciéon de las conexiones de Hannay-
Berry en haces fibrados de Poisson, en el contexto de variedades foliadas de Poisson.

Supongamos que un grupo de Lie compacto y conexo G actua en una variedad foliada
de Poisson (M, F, P).

Definicion 3.3.1. Decimos que la accién admite un operador de pre-momento, si existe
un operador lineal y: g — Q(M) tal que

ay = P¥(pa), (3.19)

ipt(a)dtta =0, (3.20)
para todo a € gy a € QY (M).
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Observacion 3.3.2. Formalmente, se dice que una accién admite un operador de pre-
momento si ésta satisface la propiedad (3.19). Nocién que fue introducida por Ginzburg
[20, pp. 331], [28, pp.993]. Sin embargo, en éstos trabajos, él introduce la propiedad
(3.20), con el proposito de mostrar algunos resultados con respecto a flujos de Poisson
[20, Proposicén 3.6] y cohomologia de Poisson G-invariante [20, Proposicién 4.11]. Por
lo cual, en este trabajo adoptamos el término de operador de pre-momento cuando se
cumplan las dos propiedades antes descritas.

La condicién (3.20) que caracteriza al operador de pre-momento, implica que la forma
1q es cerrada en cada hoja de foliacién simpléctica de P.

Lema 3.3.3. Si la G-accion en (M, F, P) admite un operador de pre-momento p, en-
tonces es candnica.

Demostracion. Para cada a € g se tiene que
La,, P = Pldp,.
Si a, B € QY (M), entonces de la ecuacién (3.20), se sigue que
Pidpia(or, ) = dpa(PF(0), P(8)) = i ps () dta(PH(8)) = 0.

Por lo tanto L,,, P = 0, y entonces la accién es canénica. O

Sean 7 una conexién de Poisson en (M, F, P), (7) su promedio y el morfismo de
haces vectoriales = = v — (7).

Teorema 3.3.4. Si la G-accion en (M, F, P) admite operador de pre-momento p, en-
tonces para todo X € I'p(HY), el campo vectorial =(X) es Hamiltoniano de la forma

=(X) = PA(Q(X)), (3.21)

donde Q) es una 1-forma horizontal definida por

1
- DL ity ix (Ha)1,0 dtdg.
/G /0 p(ta) )

Demostracion. Del Lema 3.2.8, tenemos que para todo X € I'p(H?)

2(X / / rep(ta) Lx PP (1) dt dg. (3.22)

Como la conexién v es Poisson, de la ecuacion (3.22) se sigue

(1]

1
(X) = _/ / (I)pr(ta)PﬁLX,ua dt dg,
(3.23)
- / / exp( ta)P dZXMa + 'LXd,ua) dt dg,
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Como P es un bivector antisimétrico, entonces para toda a € Q' (M)

<057PﬁiXd,ua> = — <iXdﬂaaPﬁO‘> = (iptodita, X),

entonces la ecuacién (3.20) implica que Pfiyxdu, = 0. Como P es un vertical, de la

ecuacién (3.23), se sigue que

[1]

1
(X) = —Pp! /G /0 O bty dixpta dt dg,

1
G JO

Como X es un campo horizontal, se tiene que

x(ta) = ix(ta)1,0 + ix (tha)o,1 = ix(1a)1,05

por lo tanto, de las Ecuaciones (3.24) y (3.25) tenemos

1
2(X) = Pid <— /G/O O rayix (ta)10 dt dg> :

y asi Z2(X) = P*d((Q, X)), donde Q € T(V°) esta definida por

1
- Dl ota)ix (Ha)1,0 At dg.
/G/O p(ta)

De la formula X = X — 2(X) y que Z(X) es vertical, se sigue que
X =1lg0 —igx)x =1lg0q,

para toda a € T'(V°) y como X es G-invariante, entonces

1
Q<X) = _LA q):xp(ta)iX(Mah,O dt dg7

1
= _/ / (I):xp(ta)i)? (Ma)l,() dt dg?
= —ZX/ / exp(ta) ,ua 1,0 dt dg,
= —ZX/ / exp(ta) ,ua 1,0 dt dg,

/ / exp( ta 1,0 de dg

de aqui se sigue que

(3.24)

(3.25)
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Corolario 3.3.5. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo actuando en una variedad
foliada (M, F,P) que admite un operador de pre-momento. La distribucion horizontal
de la conexion promediada () es generada por los campos vectoriales G-invariantes de
la forma

(X)g = X + PH(Q(X)),

donde X € ', (HY).

Demostracion. El resultado se sigue directamente del Lema 3.2.11, la formula (3.14) y
el Teorema 3.3.4. Ul

Definicion 3.3.6. Decimos que la acciéon de un grupo de Lie G en una variedad foliada
de Poisson (M, F, P) es localmente Hamiltoniana, si existe un morfismo pu: g — QY(M)
tal que

av =Pl(pa) y  d(pe) =0,

para todo a € g.

Definicién 3.3.7. La accién de un grupo de Lie G en una variedad foliada de Poisson
(M, F,P) es Hamiltoniana con operador de momento J: g — C*°(M), si

ay = PH(dJ,),
para todo a € g.

Podemos notar que las acciones localmente Hamiltonianas y las acciones Hamilto-
nianas con operador de momento, admiten un operador de pre-momento.

Las acciones Hamiltonianas con operador de momento, son también llamadas accio-
nes canonicas con operador de momento. Como consecuencia directa del Teorema 3.3.4,
se tiene el siguiente resultado

Corolario 3.3.8. Supongamos que la accion de G en (M, F,P) es Hamiltoniana con
operador de momento J: g — C*(M). Entonces para cada X € I'y(HY), el campo
vertical 2(X) es Hamiltoniano

E(X) = PA((Q. X)),

donde @) esta dado por

1
©- _/ / (I)ZXP(ta)dLUJa dt dg.
GJo

Demostracion. El corolario se sigue directamente del Teorema 3.3.4 y del hecho que

(dJa)1,0 = d1,0/a-
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Supongamos que un grupo de Lie compacto y conexo G actua en una variedad foliada
de Poisson (M, F, P), tal que admite un operador de pre-momento. Dada una conexién
de Poisson v, llamamos a su promedio (7). conexion de Hannay-Berry generalizada, en
honor al trabajo de Marsden, Ratiu y Montgomery [19]. Ademas, tenemos la siguiente
generalizacién de la caracterizacion de conexiones tipo Hannay-Berry, en terminos de los
siguientes axiomas.

Teorema 3.3.9. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo actuando en una variedad
foliada de Poisson (M,F,P). Supongamos que la G-accion admite un operador de pre-
momento j: g — QY (M) y fijemos una conexion de Poisson vy en (M, F, P). Sea 5 una
conexion de Ehresmann en (M, F, P) que satisface las siguientes propiedades:

1. iq_5)x)ta = 0, para todo X € I'p,(TM).

2. Erxiste K € T'(V°) tal que
E(X) = PH(K(X)),

para todo X € I'y (TM), donde = := v — 7.

3. (K(X))q € Casim(M, P) para todo X € T'p(T'M).
Entonces v es unica. Mds aun, ¥ existe si y sélo si

(i(1=y)(x)Ha); = 0, (3.26)

para todo X € I',.(TM). En este caso, 7 es la conexion de Hannay-Berry generalizada.

Demostracion. Supongamos que existen dos conexiones 71 and 72 que satisfacen (1)-(3).
Para cada i = 1,2, la conexién 74; es de la forma

Vi =7~ Zie
De la condicién (2), se sigue que

(F1 = 32)(X) = (B2 — E1)(X) = P (K2 — K1)(X)). (3.27)

para todo X € I',.(T'M). Mostremos que la funcién (K2 — K1)(X) es G-invariante, en
efecto, por antisimetria de P, de la condicién (1) y la ecuacion (3,27), obtenemos que

Loy (K2 — K1)(X)) = ip(,)d((K2 — K1)(X))
= TiP(-K) (X)) He T TG ) (X0 Ha
= —i1-F)(x)Ha T U1-F3)(X)Ha = 0

Asi, (Ko — K1)(X) = (K2 — K1)(X)) = (K2(X))e — (K1(X)) . Por tanto, de la
condicién (3) y la ecuacién (3.27) concluimos que

(1 — F2)(X) = P ((K2(X)) e — (K1(X))g) =0,
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lo cual implica que 71 = 7s.
Por otro lado, las conexiones 7 y «y satisfacen
{ia-0Ha) g = (la-5-2)00Ha) g = (la-3)(x)Ha) g = (Iz(x)Ha) - (3.28)
para todo X € I', . (T'M).

Supongamos que se cumplen las condiciones (1)-(3) . Las condiciones (2) y (3) im-
plican que

(iz(x)ta)g = <ipnd(K(X))>G = — (ipt, A(K(X))),,

—ips, A(K (X)) ) = ipra((re(x))g)Ha = 0,

(3.29)

por lo tanto, de la ecuacién (3.28), se sigue que

(i) (x)ha) g = (ia-7)(x)Ha) g = O-

Reciprocamente, supongamos que se cumple la ecuacién (3.26). Del Teorema 3.3.4, la
conexién (1) satisface la condicién (2). Ahora, para cada X € Fpe(TM), se tiene que

0= {(X)g = X)g = (E(X)g = (PHQX))) = PA(Q(X))).
lo cual implica la condicién (3). De aqui, se sigue que la ecuacién (3.29) se cumple,
entonces, de la ecuacién (3.28), v y (7). satisfacen la relacién
0= (igmooka)g = (in-meoka),

para todo X € I'p.(T'M). Por lo tanto, (). satisface la propiedad (1). O

De la demostracién del Teorema 3.3.9, podemos notar que la conexién (7)., en
general, no satisface la propiedad (1), pues dicha propiedad se cumple si y sélo si (3.26)
se cumple. En este caso, por unicidad, cualquier conexién v que satisfaga (1)-(3), tiene
que ser la conexion de Hannay-Berry generalizada.

En particular, si la G-accién es Hamiltoniana con operador de momento J: g —
C*°(M), entonces la condicién (3.26) es equivalente a la ecuacién

<d¥70Ja>G =0,

la cual es llamada condicion adiabatica.

3.4. Conexiones de Poisson con curvatura Hamiltoniana

En esta seccién, vamos a dar condiciones necesarias donde el operador de promedios
preserve el conjunto de conexiones de Poisson con curvatura Hamiltoniana.
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Sea (M, F, P) una variedad foliada de Poisson. Definimos Cong (M, F, P) el conjunto
de las conexiones de Poisson v en (M, F, P) tal que existe o € Q?(M) tal que

Curv’(X,Y) = —P*d(0(X,Y)), (3.30)

para cada X,Y € I',.(H"). En este caso o es llamada 2-forma Hamiltoniana de curvatura.

Podemos notar que cada forma Hamiltoniana de curvatura o (3.30) es definida salvo
transformaciones

c— o+ C (3.31)
donde C es una 2-forma horizontal tal que
C(X,Y) € Casim(M, P),
para todo X,Y € I'(H").

Definicién 3.4.1. Se dice que una conexién v € Cong (M, F, P) es admisible, si una
2-forma Hamiltoniana de curvatura o, satisface la condicion

d} yo = 0. (3.32)
Para cada 8 € T'(A’V?) y Q € I'(V?) definimos la forma diferencial {Q A B}p €
DA™ V9) como

q

{QABYP(Xo, .. Xg) =) (—1){Q(X3), B(X0, s Xiy s Xo) }p (3.33)

=0

donde {-, -} p denota al corchete de Poisson asociado a P, para todo X; € ', (H”) con
1 =0,..,q.

Lema 3.4.2. Sea G un grupo de Lie compacto y conezo actuando en una variedad foliada
(M,F). Para cada X,Y € I'p,(HY) la curvatura de la conexion promediada satisface

Curv6(X,Y) = Curv? (X, Y) 4 [2(X), E(Y)] + [E(X), Y] — [E(Y), X] — (]X,Y]).

Demostracion. Sean X,Y € ' (HY), se tiene que

1 1
CurviVe = §[<’V>G s Melry =V—E,7—Elrn = CUYVVJFQ[E?E]FN—[%E]FN- (3.34)

Ahora, de la definicién del corchete de Frolicher-Nijenhuis, ecuacién (3.3), se sigue que

[V Elrn(X,Y) = [y(X),EY)] = (Y), E(X)] = E([v(X), Y] = [v(Y), X]),
—(EX), Y] - [E(Y), X]) + (y o E4+ E0)([X,Y]), (3.35)
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Por otro lado, tenemos que

EZlrn(X,)Y) =

fi
s
i
S
\
f
=
jul
s
\
jul
i
s
=
\
jii
=
s

(3.36)
Finalmente, de las Ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36), se sigue que

Curve(X,Y) = Curv?(X,Y) + [E(X), E(Y)] + [E(X), Y] - [E(Y), X] - E([X, V).
(3.37)
0

Vamos a mostrar que el operador de promedios preserva el conjunto Cong (M, F, P).

Teorema 3.4.3. Sea (M, F, P) una variedad foliada de Poisson y sea G un grupo de Lie
compacto y conexo actuando en M. Supongamos que la G-accion admite un operador
de pre-momento. Si v € Cong (M, F,P) con 2-forma Hamiltoniana de curvatura o,
entonces el promedio (7)o € Cong (M, F, P) con 2-forma Hamiltoniana de curvatura

5 =0 dioQ— S {QA Q) (3.38)

Demostracion. Sean X,Y € I'p,(H?), como v € Congy (M, F, P), existe o € Q*(M) tal
que

Curv’(X,Y) = —P!d(c(X,Y)).

Como la accién admite un operador de pre-momento, entonces se cumple la ecuacién
(3.21), por lo cual

E(X,Y]) = E(X,Y]0) +E([X, Y]O, ) = E([X, Y]10),

= PA(Q([X,Y]10)) = PP (Q(X, Y10+ [X,Y]o1)), (3.39)
= PH(Q([X,Y])).
Por otro lado
E(X),Y] = ~LyE(X) = ~Ly(P*Q(X)) = —P*d(LyQ(X)), (3.40)
[E(Y),X] = —LxE(Y) = —Lx(P*dQ(Y)) = —P*d(LxQ(Y)). (3.41)

Como Z(X) y E(Y) son campos Hamiltonianos entonces su corchete es el campo Hamil-
toniano dado por

[E(X),E(Y)] = PH{Q(X), Q(Y)}p), (3.42)

donde {-,-}p es el cochete de Poisson, asociado a P.
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Por lo cual, de las Ecuaciones (3.37), (3.39), (3.40), (3.41) y (3.42), la curvatura
queda como

CurvV6(X,Y) = Curv?(X,Y)+ [E(X),Y] - [E(Y), X],
—E([X,Y]) + [E(X), E(V)],
= Pl(—o(X,Y) - LyQ(X) + LxQ(Y) — Q([X,Y])
HRX),Q(Y)}p).
De la formula dQ(X,Y) = LxQ(Y) — LyQ(X) — Q([X,Y]) se sigue que

Carv6(X,Y) = P (-o(X,Y) +dQ(X,Y) +{Q(X), Q(Y)}r).
1
= P (o(XY) - QU Y) - QA QLYY
por lo tanto la 2-forma Hamiltoniana de curvatura ¢ asociada a la conexién (7). es

5 =0 dioQ— S {QA Q)
O

Mostraremos que el operador de promedios preserva el subconjunto de conexiones
admisibles en Cong (M, F, P).

Teorema 3.4.4. Sea (M, F, P) una variedad foliada de Poisson y sea G un grupo de Lie
compacto y conexo actuando en M. Supongamos que la G-accion admite un operador de
pre-momento. Si v € Cong (M, F,P) es una conexion admisible, entonces la conezion
promediada () es también admisible.

Para mostrar el Teorema 3.4.4, es necesario dar primero los siguientes lemas.

Lema 3.4.5. Supongamos que la accion admite operador de pre-momento. Para cada
2-forma horizontal 3 € 1“(/\2 V), se tiene que

dmcﬁ =d],B+{Q A B}p, (3.43)

donde Q) es la 1-forma horizontal en la ecuacion (3.21).

Demostracion. Como 8 es horizontal, entonces
d} \8(X,Y, Z) = dB(X1,0, Y10, Z100)-
Para la conexién de Ehresmann -, se tiene que
d{ y8(X,Y,Z) = dB(X10,Y1,0,Z10)

= La—yx(B(Y,2)) = Lta -y (B(X, 2)) + Laa—1)z(B(X,Y))
—ﬁ([X,Y],Z) +B([X7 Z]’Y) _ﬁ([Y7Z]’X)’
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por otro lado, para la conexién promediada (7)., tenemos que

dYgGB(X,Y,Z) = dB(X1,0,Y1,0, Z1,0)
= Lad—()o)x(BY,Z)) = Laa —(y),)v(B(X, Z))
+L1d - (7)) z(BX,Y)) = B([X, Y], Z) + B([X, Z].Y)
—B([Y, Z], X).

Supongamos que 7 := dfgcﬁ - dY,oﬁ- Como = := v — (7). y de la ecuacién (3.21), se
sigue que

XY, 2) = L) )x (B, 2)) = Liy—(3) o)y (BX, 2)) + Ly (5 )2 (B(X, V)
= Lzx)(B(Y,2)) — Lz (B(X, Z)) + Lg(2)(B(X,Y))
= iprax)dB(Y, 2) = iprag(v)dB(X, Z) + ipra((z)dB(X,Y)
= P(dQ(X),dB(Y, 2)) — P(dQ(Y),dB(X, Z)) + P(dQ(Z),dB(X,Y))
= {QX),B(Y,2)}p —{QY), B(X, 2)}r +{Q(2), B(X,Y)}p
— {QABI(X,Y,2),

lo cual prueba la formula (3.43). O

Lema 3.4.6. Sea v una conexion de Poisson, entonces cada 1-forma horizontal Q,
satisface la ecuacion

Bosl@A Q) = QA dQ) (3.44)

Demostracion. Notemos que dY,o{Q A Q}p es una 3-forma horizontal. Sean X,Y, 7 €
I'(H), por la formula de Koszul se sigue que

JQAQXY.2) = Ly ({@AQk1.2)) - Ly (3{QAQIR(X.2))
+1z (FQAQIRXY)) - HIQAQIR(X.Y]2)

FHQAQIPIX. Z1Y) ~ L@ AQ)R(Y. 2], X)
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Sea n = d 101Q@ A Q}. Como v es una conexién de Poisson, entonces

n(X,Y,Z) = {Lx(Q(Y)),Q(Z2)}p +{QY), Lx(Q(2))}r — {Ly(Q(X)),Q(Z)}p

—{Q(X), Ly (Q(2))}p + {L2(Q(X)), Q(Y)}p +{Q(X), Lz(Q(Y))}p
—{Q(X,Y]), Q(2)}r +{Q(X, 2]), Q(Y)}r —{Q([Y, Z]), Q(X)} P

= —{QX), Ly(Q(2)) — Lz(Q(Y)) — Q([Y, Z])}r
+HQY), Lx(Q(2)) — Lz(Q(X)) — Q([X, Z])}p
—{Q(2), Lx(Q(Y)) — Ly (Q(X)) — Q([X, Y])}r

= —{QX),d,QY, 2)}p +{Q(Y),d] (Q(X, 2)}p
—{Q(2),d] QX Y)}p = —{Q N d{ ,Q}P(X,Y, Z).

lo cual prueba la formula (3.44). O

Lema 3.4.7. Sea v € Cong (M, F, P) con 2-forma Hamiltoniana de curvatura o. En-
tonces, se cumple que

(d70)’Q ={Q A 0o}p. (3.45)

Demostracion. Recordemos que la diferencial exterior tiene una bigraduaciéon dada por
d=d],+dj; +dj_;. Tomando en cuenta que d? = 0, se tiene que

(Gq,o)2 = _dg,l °© dg,fl - dg,fl © dg,l'
Como @ es una 1-forma horizontal, se sigue que d;_lQ = 0, en consecuencia
(dY,0)2Q — _d;,—l 0 dg,lQ'
Definimos 1 := dp1Q). De aqui se sigue que do _17 es una 3-forma horizontal. Sean
X,Y,Z € T, (H”), entonces, de la formula de Koszul, la ecuacién (3.4) y por bigradua-

cioén, se tiene que

—dp (X, Y, 2) = 0([X,Y], 2) = (X, Z],Y) +n([Y, Z], X)

= _77(Xa 7([Y7 ZD) + n(Yv 7([X7 Z])) - 77(Z7 7([X7 Y]))
= —n(X,Curv’(Y,2)) +n(Y,Curv? (X, Z)) — n(Z, Curv? (X,Y)).

Ahora, para todo W e I'(H") y V € I'(V), se tiene que

doaQW, V) = dQ(W,V) = Lw(Q(V)) — Lv(QW)) — Q(W,V])
= —Ly(Q(W)) = —iyd(Q(W)).
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Tomando en cuenta que n = dp1Q y la ecuacién (3.30) se tiene
—d21n(X,Y,2) = (d(Q(X)), Curv? (Y, Z)) — (d(Q(Y)), Curv’(X, Z))
+(d(Q(2)), CurV”(X Y))
= —(d(Q(X)), PHd(o ))> +(d(QY)), Ptd(a(X, Z)))
—(d(Q(2)), PHd(o(X, Y)))
- <dQ<X>,do<Y,Z>>— P(AQ(Y),do (X, 2))
+P(dQ(Z),do(X,Y))
= {Q(X)v U(Y7 Z)}P - {Q(Y)7 U(Xv Z)}P + {Q(Z)v U(Xa Y)}P
= {QAo}p(X.Y,2).
Por lo tanto (le)QQ = —dg,_10dp1Q ={Q A0c}p. O
Demostracion del Teorema 3.4.4. De la ecuacién (3.43), se tiene que
dmcg =d{ g0 +{QAG}p.

Substituyendo & por la ecuacién (3.38), se sigue que
dmca = d?oa - (diyo) Q- dl 02{Q ANQ}p

HQ AT} - @At - {QA J (@A Q)

P

Notemos que, de la identidad de Jacobi se sigue que {Q A %{Q ANQ} p} p = 0. Finalmen-
te, de las ecuaciones (3.44) y (3.45), tenemos que

dle5 = d} o, (3.46)
por tanto, como 7 es admisible, entonces (7). es tambien admisible. ]

Ejemplo 3.4.8. Mostremos un ejemplo de una variedad foliada donde se cumplan las
hipotesis del Teorema 3.2.16, y entonces existe una conexién G-invariante de Poisson. Sea
M := B x N un haz trivial con (N, Py;;,) una variedad de Poisson. Sean pri: Bx N — B
y pry: B x N — N las proyecciones canénicas.

Definimos una estructura de Poisson P en M como

{ P ((pry)*e, (pry)*B) = (pry)*Prin(c, B) para o, B € QY(N),

i(pr, )l =0 para w € QY(B).

En coordenadas locales (z°,y*) de B x N, el bivector Py, tiene la forma

1 0 0
. — a:ﬁ
szb 2 P ( ) 8y A ayﬁ
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Entonces P|pr1_1(b) = sz'b\prl—l(b) para todo b € B.
Consideremos la foliacién F en M definida por
Fm =pri(m) x N,

para cada m € M. Supongamos que ®: G x M — M es la accién de un grupo de Lie
compacto y conexo en M y que preserva cada hoja de foliacion, esto es que, para cada
b € B fijo, el difeomorfismo ®,;: N — N cumple que

7 Priv = Prav,
lo cual es equivalente a &y P = P.
Definimos una conexién vo: TM — T M de la siguiente manera. Para cada m € M

tenemos la siguiente descomposicién

T M = T, ) B S T,

pro(m) Vs

y entonces definimos g := T'pry. Entonces la distribucién horizontal es

0 _
Hy, = Tor, (m)B-

m

Como los campos vectoriales horizontales son de la forma X = U®0 con U € I'(T'B),
entonces
LxP =0.
Por lo tanto, en este caso, existe una conexién G-invariante de Poisson (7). En particular
si la accién es localmente Hamiltoniana, como la curvatura Curv? = 0, entonces vy €
Cong (M, F, P),y del Teorema 3.4.3, se sigue que

(70)¢ € Cong (M, F, P).

3.5. Estructuras de Dirac invariantes en variedades folia-
das

En esta secciéon vamos a aplicar el Teorema 3.4.3 y el Teorema 3.4.4 con el objetivo
de construir una familia de estructuras de Dirac que son invariantes con respecto a la
accién de un grupo de Lie compacto y conexo. Estos resultados son una extensién del
trabajo de Vallejo y Vorobev [9].

Sea (M, F,P) una variedad foliada de Poisson. Para cada v € Cong(M,F, P) con
2-forma Hamiltoniana de curvatura o, definimos una distribucion en T'M & T*M dada
por

D = {(X + PHa),a — iXa) | X eD(H), a €T ((HV)O)} . (3.47)
Recordemos de la Definicion 3.4.1, que ~ es admisible si una forma Hamiltoniana de
curvatura o, satisface la condicion

dY,OU = 0.
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Proposicién 3.5.1. Para cada conexion de Poisson admisible v € Cong (M, F,P), la
distribucion asociada D7V° es una estructura de Dirac en M.

Demostracion. Mostremos que D77 es una distribucion Lagrangiana. Notemos que D7V
es una distribucién regular de rango igual a dim(M). Ademas, para todo X € I'(H") y
a € T((H)?) se tiene que

< (X + PYa),a—ixo), (Y + PYB), B —iyo) >
= idya+ ipﬁ(ﬁ)Oé —1ylx0o — ipﬁ(ﬁ)ixo' +ixB+ Z'pn(a)ﬁ —ixlyo — ipu(a)iya =0

por lo tanto D77 es Lagrangiana.

Ahora mostremos que D7 es involutiva con respecto al corchete de Courant (1.8).

Tomando en cuenta que
D7? = Graf(P) & Graf(o),

podemos definir elementos béasicos en D7? como
ea = (PH(a),) and ex = (X, —ix0),
para todo X € ['(H?) y a € I'((H")?). Como P es un bivector de Poisson, tenemos que
[PH(a), P(8)] = P¥({a, B} p) = P* (Lps(a)B — iprqayde)
y entonces
leases] = (P* (Lpr()B = ipx(da) , Lpz(yB — ipxgda) € DV,
Por otro lado, como ~ es admisible, se tiene que

[[ex,ey]] = ([X, Y],—inyO' +iydixa) = ([X, Y], —Lxiyo +iydixo —|—iyixd0')
= ([X,Y],—ixyj0) € D"

Finalmente, como « es una conexién de Poisson, se sigue que
[[ex, ea]] = ([X, Pﬁa], Lxa+ ipu(a)diXU) = (Pﬁ(Lon), Lxa+ ipu(a)diX0> .
Ahora, tenemos que
<lex,eal,ep> = ipirya)f +ipsp) (Lxa+ ipi(q)dixo) =ipsg)ipt(a)ixo
= Lpi(o)(ixo(P*B)) — Lpig)(ixo(Pia)) —ixo ([Pra, PES]) =0,
donde la tdltima igualdad se cumple debido a que cada termino es cero. Ademés
< [ex, ea, ex >= (Lxa,Y) + <ipu(a)dixa, Y> v <—iya, X, Pﬂa]> . (3.48)

como P es un bivector de Poisson, se tiene que

<—iy0, X, Pﬁa]> . <iya, Pﬁ(LXa)> _ (Y, Pﬁ(LXa)) ~0.
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Por bigraduacién, tenemos que
<LXO[, Y) - - <Oé, [X7 Y]) - - <a77([X7 Y])> - <C¥, —CU.I'V’Y(X, Y)>
por otro lado

<ipu(a)diXU,Y> — (Lxo)(Pta,Y) —ixdo(P,Y)
= Lx(o(P!a,Y)) — o(LxPta,Y) — o(Pta, LxY) — do(X, Pta,Y)
= —do(X,Pia,Y) = Lps,(0(X,Y)) = ips(od(c(X,Y))
= (d(o(X,Y)), P*a) = (a,—P*d(0(X,Y))).

Entonces, de la ecuacion (3.48) se sigue que
< [exs eall ex = = (0, Curv(X,Y)) = (o, PH(a(X,Y)) ) =0,

y por tanto [ex,e,] € D77 O

Observacion 3.5.2. Se dice que D77 es una estructura de Dirac de acoplamiento, en
una variedad foliada (M, F), asociada a los datos geométricos integrables (v, o, P), en
el sentido de Vaisman [8] y Wade y Dufour [26].

Sea ®: G x M — M la accién de un grupo de Lie compacto y conexo en (M, F, P).
Supongamos que la G-accién admite un operador de pre-momento p: g — Q! (M). Recor-
demos del Teorema 3.4.3, si v € Cong (M, F, P) con forma Hamiltoniana de curvatura o,
entonces el promedio 5 := ()¢ € Cong (M, F, P) con forma Hamiltoniana de curvatura

5 =0 dioQ— QA Q)P

donde {Q A Q}p es definida por la formula (3.33).

Del teorema 3.4.4, se tiene que la conexién promediada 7 es admisible, en consecuen-
cia, de la Proposicién 3.5.1, se sigue que D% es una estructura de Dirac en M.

Lema 3.5.3. La estructura de Dirac D77 es G-invariante si y sélo si o es G-invariante.

Demostracion. Como la accién preserva la foliaciéon y de la Proposicién 3.2.4, se tiene
que ¥ es G-invariante si y solo si las descomposiciones (3.1) y (3.2) son G-invariantes.
Supongamos que D77 es G-invariante, entonces para cada seccién (X +P(a), a—ixo) €
(D7), se tiene que N

rX + @) P a) = X + PH(@), (3.49)

Dro— gy x Do = & — 0, (3.50)

para algiun X e I(HY) y & € T'((H")?). Como la G-accién preserva las distribuciones HY
v V, tenemos que
* ¥ * pff
X el(H) vy QP (a)e(V),
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y de la ecuacion (3.49), se sigue que X = @7 X. Del mismo modo, de la ecuacién (3.50),
se sigue que
~ L~ g
a=%a y igo=izP.0.
Por lo tanto ®;0 = o. El reciproco se prueba de manera similar. O
Ahora, estamos listos para probar el resultado principal de este capitulo. Mostraremos

que D77 es una estructura de Dirac G-invariante.

Teorema 3.5.4. Sea (M,F, P) una variedad foliada de Poisson y sea G un grupo de
Lie compacto y conexo actuando en M. Supongamos que la G-accion admite un operador
de pre-momento. Para cada conexion admisible v € Cong (M, F, P) con forma Hamil-
toniana de curvatura o, la estructura de Dirac D77, asociada a la conexidn promediada
7 con forma Hamiltoniana de curvatura o, es G-invariante.

Demostracion. Mostremos que ¢ es G-invariante. Sean (S,w) y (S,w) las foliaciones
pre-simplécticas asociadas a D7° y D7 respectivamente. Recordemos de la ecuacién
(1.9) que cada hoja de foliacién S € S es de la forma

TS = prp(D")={X+ Pla | X eI(H"), a €T ((H)")}
= HY@ PYT*M).

Del Teorema 1.3.7, se sigue que S es equipada con una forma pre-simpléctica definida

como
ws(X + Pla,Y + P*B) = iy, pigla—ixo)

= iYOé-l-ipﬁ(mO(—iyixo'—ipu(ﬂ)ixa
= ’ipu(ﬁ)a—iinO',
por lo cual wg = o + 79, donde Tg es la forma simpléctica asociada a P en S.

Del mismo modo, la foliacién pre-simpléctica asociada a D77, es definida por
prp(D7P) = {)? L P | X eD(H), Gl ((]H[‘Y)O)}
= W@ P{T*M)=H" o =) + PHT*M)
= HY@ PYT*M) =TS.

y la forma pre-simpléctica asociada es dada por wg = o + 7g.

Notemos que TS es generada por elementos de la forma
{X = X+ PAa(Q(X)), P(af) | X e T(), feC=(M)},
por lo cual tenemos que Gs es de la forma
Gs(X + PR(Q(X)), Y + PR(Q(Y))) = (X, Y) + ms(PH(Q(X)), PF(Q(Y)))
= o(X,Y) —d] (Q(X,Y) - 5{Q A Q}p(X,Y) + m5(PF(Q(X)), P*(Q(Y)))

= o(X,Y) = d{,Q(X,Y) - {Q(X),Q(Y)}r +{Q(X),Q(Y)}p
= o(X,Y) - dY,OQ(Xﬂ Y) =ws(X,Y) —dQ(X,Y),
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por lo tanto
ws = wg — dQ|s. (3.51)

Podemos notar que la 1-forma diferencial @) coincide con la formula §(1,) de la Defi-
nicién 2.1.7. De la ecuacion (3.19), se sigue que la estructura de Poisson P es compatible
con la G-accién, en el sentido de (2.8). Entonces, del Teorema 2.2.5, comparando las
ecuaciones (2.7) y (3.51), se sigue que

s = (ws)®

lo cual implica que wg es G-invariante. Finalmente, como 79 y wg son G-invariantes,
entonces ¢ es G-invariante. Asi, del Lema 3.5.3, se sigue que la estructura de Dirac D77
es G-invariante. O

Denotemos por C¥ = C¥(M, F, P,v), el conjunto de todas las k-formas horizontales
el (/\k V0> tal que
B(X1, ..., Xy) € Casim(M, P),
para todo X1, ..., X3 € I'p (H7).

Puesto que los generadores infinitesimales ap; de la G-accién son tangentes a la
foliacién simpléctica de P, para cada funcion de Casimir f € Casim(M, P), se tiene que

Lo, f=0, (3.52)
para todo a € g.
Lema 3.5.5. Cada 2-forma C € C? es G-invariante.
Demostracion. De la ecuacién (3.52) y como C' € C? es una k-forma horizontal, se sigue

que
Lo, C(X,Y)= Lo, (C(X,Y)) —C(Lg,, X,Y) - C(X, L, Y) =0,

para todo X,Y € I'(H?). Por lo tanto, C' es una 2-forma G-invariante. O

Dada una conexién de Ehresmann v € Cong (M, F, P), podemos asociar al conjunto
, F, P,v), un complejo de cocadena, llamado complejo complejo de De-Rham-Casimir
M, F,P lejo d d 1 d lej lejo de De-Rham-Casimi

k=0

donde el operador d7: CF — CF*+1, es la restriccién del diferencial dY,o al conjunto C¥.
Tomando en cuenta la libertad (3.31) en la eleccién de una forma Hamiltonaiana de

curvatura o, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5.6. Sean v € Cong (M, F,P) una conexion de FEhresmann admisible y
¥ := (V) su promedio. Entonces, DVoHC es una estructura de Dirac G-invariante, para
todo d7-cociclo C € C?, esto es que

d'C = 0.
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Demostracion. Como C € C?, entonces para todo X,Y, Z € T',.(H"), se tiene que

{Q/\C}p(X,Y,Z) = {Q(X),C(X,Y)}p—{Q(Y),C(X,Z)}p—i—{Q(Z),C(X,Y)}p
= 0.

Del Teorema 3.5.4 y como C' es un d”-cociclo, se tiene que
d?,o(a +C) = dioc = d?,oc +{QAC}tp=0.

Por lo tanto, del Teorema 3.5.4 y el Lema 3.5.5, se sigue que o + C' es G-invariante, y
entonces del Lema 3.5.3 y la Proposicién 3.5.1, concluimos que D77 +¢ es una estructura
de Dirac G-invariante. O

3.6. Deformaciones infinitesimales en variedades foliadas
de Poisson

En esta seccion, aplicaremos resultados de la Seccién 3.3, con el objetivo de definir
una transformaciéon de normalizacién a primer érden, de un bivector de Poisson P,
definido en la distribucién vertical de una variedad foliada. Estos resultados son una
generalizacién del trabajo de Avendano y Vorobev [18].

Sean (M, F, P) una variedad foliada de Poisson y V := T'F la distribucién vertical.
Sea GG un grupo de Lie compacto y conexo actuando en (M, F, P). Sea A un bivector en
M tal que [A, P]scy = 0, y consideremos la deformacién infinitesimal de P

e=P+cA,

para € > 0. En general A no es G-invariante, por lo tanto ¥, tampoco lo es. Nuestro
objetivo es encontrar una transformacion 7;: N C M — M tal que

TX(V.)=P+eA+0(%), [A Plscy =0

y A es G-invariante. En este caso T es llamada transformacion de normalizacion G-
nvariante a primer orden.

Definicion 3.6.1. Definimos el operador de Lichnerowicz asociado a la variedad de
Poisson (M, P), como la aplicacién dp: X*(M) — X*+1(M) definida por

6p(A) := [P, Alscn
donde [-,-]scr denota el cochete de Schouten—Nijenhuis.

El operador de Lichnerowicz tiene la propiedad que

dpodp =0,
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por lo cual define un complejo de cocadena

(M) 2P V(M) 22 A2 (M) s OB X (M) —— -
Y entonces definimos los grupos de cohomologia de Poisson, como

 ker (6p: XF(M) — XFTH(M))
© Im (6p: XY (M) — X*(M))

Hp (M)

Los elementos de ker(dp) son llamados k-cociclos y los elementos de Im(dp) son llamados
k-cofronteras de P. Decimos que dos k-cociclos A, B € X*(M) estan en la misma clase
de cohomologié si

B=A-6pY)

para algun Y € X*~1(M).

Finalmente, tenemos que los siguientes diagramas conmutan
(M)~ QY (M) —4= Q2(M) L - L QR (M) S -
Id pt pt pt
O (M) 205 X1 (M) s x2(M) s Oy () 2

Supongamos que la accién admite un operador de pre-momento p: g — QY (M), es
decir

ay =PHpa) Y ipiaydita =0
para cada a € gy o € QY(M).

Supongamos que existe una conexién de Poisson «y tal que A € T ( /\2 ]HW).

Proposicion 3.6.2. Para cada 2-cociclo horizontal A, la clase de cohomologia de A
puede ser representada por un 2-cociclo G-invariante A.

Demostracion. Como A es un 2-cociclo horizontal y HY es generado por campos proyec-
tables horizontales, entonces podemos escribir A como
1 A ,
A= §ZAUXZ A X7
4,3
para X’ € I, (H") y A;; una funcién suave en M.

Como A es un 2-cociclo entonces 0p(A) = 0. Ademas, como 7 es una conexién de
Poisson, entonces dp(X*) = Ly P = 0 para todo X* € I',,(H?). Entonces se sigue que

OZép(A) = dp <;Aini/\Xj>

((SP(AU)Xl A X + Amép(X’) A X + A”Xz AN 5P(XJ))

N = N =

(51:!(/1”))(z N Xj,
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por lo tanto, A;; es una funcién de Casimir para todo 7, j.

Como la acciéon admite un operador de pre-momento, del Corolario 3.3.5, se sigue
que el promedio de cada X' € I',,(H?), toma la forma

(X, =X"— PHd(ix:Q)
donde .
Q=- /G /0 O oo (a0 dE dg.
En este caso tenemos que
X' = (X", = PYdix:Q) = (X") = 0p(ix:Q)
Denotemos por Y := i (), entonces
1 i 1 i i j j
A = GAGXTAXT = S A; ((X°) g = 9p(Y)) A ((X7) g = p(Y7)))

— %Aij (XD AXT), = (X")( NOp(YT)

—6p(Y') A(X7), + 0p(Y") ASp(Y7))

Sea A := Ajj <X2> a N <Xj >G, como v es una conexién de Poisson, entonces del
Teorema 3.2.16 se sigue que (7). es una conexién de Poisson, por lo cual ép (<X ’> G) =
Lixi P =0. Como A;; es una funcién de Casimir, se tiene que

5P(Z) = Jp (;Aij <XI>G A <Xj>G>

= p(A) (X A (X0 + A (X)) A (X0),

+Ai5 (X' A op (X))
1 A A
- §5P(Aij) <XZ>G A <X]>G =0,
por lo tanto A es un 2-cociclo. Ahora, como A es un elemento en I' (/\2 HM), entonces

del Lema 3.2.7, se sigue que A es G-invariante.

El operador de Lichnerowicz satisface la propiedad
0p(ANB)=06p(A)ANB+ AANdp(B),
para todo A, B € X¥(M), entonces tenemos
A (X ANop(YT) = 6p(Ay (XT) AYY)
del mismo modo

Aijép(yi) A <Xj>G = _Aij <Xj>G AN 5P(Yl) = _5P(Aij <XJ> VAN YZ)
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y como A;; es de Casimir, se sigue que
Aijdp(XY) A dp(XT) = 5p(Ai;Y'op(Y7))
Por lo tanto, se tiene que
A=A-06p (A (X)NYT — A (XT)ANY" = AyY'sp(Y7))
lo cual implica que A y A estan en la misma clase de cohomologia de Poisson. O

Denotemos por
Y = Aij <Xl> ANYT — Aij <X]> ANY? — Aijyi(;P(Yj)’

de manera que podemos escribir A = A—§p(Y). La Proposicién 3.6.2, nos permite cons-
truir una transformacién de normalizacién G-invariante, dada como el flujo del campo
vactorial Y.

Teorema 3.6.3. Para cada N C M abierto G-invariante con cerradura compacta, el
flujo F15, es una transformacion de normalizacion G-invariante a primer orden.

Demostracion. Para cada campo tensorial T'(¢) que dependa sauvemente por un para-
metro €, se tiene que

%(FFY)*T(@ — (FE)* (LYT+ ZD .

Entonces, para el bivector T'(¢) = P + A obtenemos

%(Fl@)*(P +eA) = (FI5)" (Ly(P+¢cA)+ A),

evaluando para € = 0, se tiene

i(F1§/)>"(P +cA)

=IyvP+ A.
de vy +

e=0

Finalmente, de la proposicién 3.6.2, se tiene que A = A — §p(Y), donde A es un
2-cociclo G-invariante, y entonces

(FIE)*(P+eA) = P+5d%(F1§/)*(P+sA)
= P+elyP+eA+0(?)
= P+4ebp(Y)+eA—cbp(Y)+0O(e?)
= P+eA+0(2).
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Capitulo 4

Estructuras de Dirac invariantes bajo acciones
propias

El objetivo en este capitulo es definir un método de promedio para acciones propias
de grupos de Lie, con el proposito de construir estructuras de Dirac y Poisson que sean
invariantes con respecto a dicha accion.

En la seccién 4.1, presentaremos algunas propiedades importantes sobre acciones
propias, con el objetivo de dar una demostraciéon completa del teorema del tubo [15]. En
la seccién 4.2, usaremos el teorema del tubo para definir un operador de promedios para
acciones propias de grupos de Lie, el cual fue introducido por Ratiu, Jotz y Sniatycki
[12]. Dicho operador, garantiza obtener campos tensoriales invairantes en abiertos de la
variedad. Finalmente, en la seccién 4.3, presentaremos la construccion de estructuras de
Dirac y Poisson, que son invariantes con respecto a una accién propia de grupos de Lie.

4.1. Acciones propias y el teorema del tubo

En esta seccién, vamos a presentar algunos resultados importantes sobre acciones
propias de grupos de Lie, con el objetivo de dar una demostracién completa del teorema
del tubo.

Dado un grupo de Lie actuando propiamente en una variedad suave. El teorema del
tubo nos permite construir un difeomorfismo equivariante entre un abierto de la orbita
de un punto y un producto torcido del grupo de Lie con cierto espacio vectorial, bajo
el grupo de isotropia de dicho punto. En esta seccién, vamos a dar las herramientas
necesarias para presentar una prueba formal de este resultado.

4.1.1. Acciones propias y subvariedades tipo isotropia

Consideremos una accién suave de un grupo de Lie G en una variedad suave M,
denotada por

®:Gx M —s M,
(gam) — q)(g’m) =g-m.
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Definicion 4.1.1. Decimos que ®: G x M — M es una accion es propia, si la aplicacién
GxM — MxM,
(g7m) — (g'mam)v

es propia, es decir, la preimagen de cualquier conjunto compacto es compacto.

Esta definicién es equivalente a la siguiente condicién: para cada sucesién convergente
{mp} en M y una sucesién {g,} en G tal que la sucesion {®(g,, my)} es convergente,
entonces la sucesion {g,} tiene una subsucesion convergente {g,, } y

lim ®(gy,,mp,) =P < lim gp,, lim mnk> .
k—ro0 k—ro0

k—o0
Definimos el grupo de isotropia G, de un punto m € M como
Gm ={g € G| ®(g,m) =m}.

Proposicion 4.1.2. Sea &: G x M — M wuna accion propia de un grupo de Lie G en
una variedad suave M.

1. Los subgrupos de isotropia son compactos.

2. M tiene una métrica Riemanniana G-invariante.

Demostracion. 1. Sea {gn} una sucesién en el grupo de isotropia G,, de m € M.
Entonces ®(gy,, m) = m para todo n, y la sucesiéon {®(g,, m)} converge a m. Por
la definicién de accién propia, existe una subsucesién {g,, } en G' que converge a g
tal que

®(g,m) = klirgo O (gp,,m) = kl;ngom =m.

Por lo tanto g € G,,, lo cual implica que G,, es compacto.

2. La prueba de este resultado se puede encontrar en [29, Prop. 2.5.2].
O

Supongamos que G actua propiamente en M, sea H un subgrupo cerrado de G y
sea N una subvariedad encajada de M tal que h- N C N para todo h € H. Entonces
podemos restringir la accién de G en M a una accién de H en N y esta accién restringida
tambien es propia.

Definicion 4.1.3. Para cada subgrupo de Lie cerrado H de G, definimos el conjunto
tipo isotropia como
Myg={meM |G, =H}.

El conjunto de todos los My, donde H oscila sobre el conjunto de subgrupos de Lie
cerrados ajenos de G, para el cual My es no vacio, forma una particion de M, por lo
cual estos son las clases de equivalencia de una relacion en M.
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Definicion 4.1.4. Definimos el normalizador de H en G' como
N(H)={g€G|gHg ' = H}.
Recordemos que el normalizador N(H) es un subgrupo de Lie cerrado de G y como
H es un subgrupo normal de N(H), entonces N(H)/H es un subgrupo de Lie de G.

Proposicién 4.1.5. Si m € My, entonces ®(g,m) € My si y sélo si g € N(H).

Demostracion. Mostremos primero que si m € My entonces Gy, = gH g~ !. Tomemos
m € My, es decir G, = H, calculemos el subgrupo de isotropia de g - m.

Gym = {9€Glg-(g-m)=g-m}={g€G|(d9)-m=g- -m},
= {9 €G|(g7'g9) - m=m},
asi g~'g'g € H, entonces existe h € H tal que g~'¢g’g = h, luego ¢’ = ghg~' y por tanto
Gygm = gHg™ L.
Ahora tomemos g - m € My, entonces se cumple que Gy.,, = H, luego tenemos que
H = Ggm =gHg™ ', y por tanto g € N(H).

Por otro lado, si g € N(H) entonces gHg™" = H, como m € My entonces Gg.,, =
gHg™ " y por lo tanto g - m € My. O

1

Por la Proposicién 4.1.5, la accién de G en M se restringe a una accién de N(H) en
My dada por
N(H) X MH — MH,

(g,m) — g-m.
Recordemos que la drbita de un elemento m € M, es el conjunto
G-m={g-m|geG},

los cuales definen una particion de M. Mas aun, podemos definir una relacién de equi-
valencia en M de la siguiente manera: Dos elementos m, m’ € M estan relacionados si y
solo si existe g € G tal que m = ¢g-m/. Las clases de equivalencia de esta relacién son las
orbitas de la misma, y el conjunto de todas las érbitas de M bajo esta accién es llamado
el espacio de orbitas y denotado por M/G.

Definiciéon 4.1.6. Definimos el conjunto tipo érbita como
Mpy={m € M | 3 g€ G tal que Gy, =gHg™'}.
Podemos notar que el conjunto tipo érbita se puede ver como

Mgy={9-m|geG, me My} = U G-m.

meMpgy
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Como las componentes conexas de My y Mg son subvariedades encajadas de M,
por lo cual My es llamado variedad tipo isotropia 'y Mgy es llamado variedad tipo drbita.
Més aun, si denotamos por m: M — M /G la proyeccién al espacio de érbitas, entonces

m(My) ={g-m |me My}/G,

es una variedad contenida en el espacio de dérbitas M/G, y las componentes conexas de
7(M(p)) forman una particién del espacio de érbitas M/G.

Ejemplo 4.1.7. Consideremos M = R3 y la accién del grupo G = SO(3) por rotacio-
nes en R3. Podemos notar que como SO(3) es compacto, entonces la accién es propia.
Tomemos un elemento m € R3\{0}, y I, la recta que une 0 con m. Consideremos el
subgrupo de rotaciones que dejan fijo a [,,, definido por

Hy, = {R €S0(3) | R = exp(8(A o N,u))},

donde R es una rotacién en SO(3) con respecto al angulo 6 y A o N,, es la matriz
antisimétrica asociada a N,, € R3, el vector normal con direccién I,,. Aqui, A o N,,
es un elemento del algebra de Lie s0(3) de SO(3) y exp: s0(3) — SO(3) la aplicacién
exponencial.

En este caso, la variedad tipo isotropia es dada por My, = [,,\{0}. Notemos que si
H = S0(3), entonces Mg 3y = {0}, por lo cual las variedades Mgo(3) y Mpy,, para cada
m € R3\{0}, forman una particién de R3.

Notemos que el normalizador de esta accién esta dado por
N(H,,)={0€8S0(3) | OH,,O~ ' = H,,} = H,,.

La variedad tipo érbita de Hp, es M,y = Upnenr, = R3\{0}, por otro lado, la
variedad tipo érbita de SO(3) es M(so(3)) = {0}. Entonces

T(M(m,,)) = 7(R*\{0}) = (0,00) v m(Mso) = n({0}) = {0},
forman una particién del espacio de érbitas R?/SO(3) 2 [0, o). v
Ejemplo 4.1.8. Consideremos la accién diagonal ® de SO(3) en R? x R3, dado por
O(A, (v,w)) := (Av, Aw). Esta accién es propia pues SO(3) es un grupo de Lie compacto.

Tenemos que ®(A, (v,w)) = (v,w) siy sélo si Av=vy Aw = w, es decir la rotacién A
deja fijo a v y w. Entonces tenemos los siguientes casos:

L. (v,w) = (0,0), en este caso el grupo de isotropia es G(g) = SO(3).
2. vy w son linealmente independeientes, en este caso G(, ) = Id.

3. v y w son linealmente dependientes y no ambos cero, si suponemos que v # 0
entonces G, ) = {4 € SO(3) | A es una rotacién con respecto a v}.
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En el ultimo caso, existen un ntmero infinito de variedades tipo isotropia, una para cada
v € R? fija. Ademés existen tres variedades tipo 6rbita Mso3), Mias y Mso(2), donde

cos(a) —sen(a) 0
SO(2) = sen(a) cos(a) 0 acR ) CSO(3),
0 0 1

es el subgrupo de isotropia de (es, e3), correspondiente a la variedad tipo isotropia

Mso(z) = {(aes, bes) | (a,b) € R*\{(0,0)}}.
v

Definicion 4.1.9. Dada una acciéon de un grupo G en una variedad M, definimos un
slice que pasa por m € M como una subvariedad S,, de M que contiene a m, que
satisface:

1. S;, es transversal y complementario a la érbita G - m de G que pasa por m, es
decir,
ToM =T,,Sm ® T (G - m).

2. Para cada m’ € S,,, la variedad S,, es transversal a la 6rbita G - m/, es decir

T M =T, Sy, Tm/(G . m/).

3. Sy, es Gy,-invariante.
4. Seam’ € S,,. Si g-m/ € S,,, entonces g € G,.

Teorema 4.1.10. Sea G un grupo actuando en una variedad M de manera propia,
entonces existen slices para cada m € M.

Demostracion. Esta prueba la podemos encontrar en [30, Teo. 6.26]. O

4.1.2. Teorema del tubo

Dada una accién propia de un grupo de Lie en una variedad suave, el teorema del
tubo nos permite obtener, para cada punto de la variedad, un difeomorfismo equivariante
entre un abierto de la érbita del punto y el producto torcido del grupo de Lie, con un
subespacio dado, bajo la accién restringida al grupo de isotropia.

En esta seccion presentaremos una prueba formal para el teorema del tubo, para lo
cual es necesaro dar algunos resultados acerca de subespacios invariantes. Sea ®: G X
M — M una accién suave por la izquierda y propia, de un grupo de Lie G en una
variedad suave M.

Recordemos que como la accién de G en M es propia, entonces el subgrupo de
isotropia H := G, es compacto.
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Proposicion 4.1.11. Sea G un grupo de Lie compacto que actua en una variedad M.
Supongamos que m € M es un punto fijo de la accion, es decir, la orbita G -m = {m}.
Entonces cada abierto de m contiene una vecindad G-invariante de m.

Demostracion. Denotemos por ®: G x M — M la accién de G en M y tomemos U un
conjunto abierto arbitrario de m. Entonces la imagen inversa ®~1(U) es un abierto en
G x M que contiene a G x {m}.

Como ®~1(U) es abierto en G' x M, entonces para cada g € G existen vecindades
W, de gen Gy V,demen M tal que W, x V, C ®~1(U).

Entonces el conjunto {W, | g € H} forma una cubierta abierta de G. Como G es
compacto, existe una subcubierta finita {Wy,,..., W, }.

Sea V := (., V, v definamos el conjunto W := ®(G, V) C U. Notemos que W es
un abierto, pues W = {J,cq @4(V).

Mostremos que W es un conjunto G-invariante, en efecto: Sea w € W, entonces existe
(g,v) € G x M tal que ®(g,v) = w. Asi, para cada h € G se tiene que

®(h,w) = ®(h,®(g,v)) = ®(hg,v) € W.
O

Proposicion 4.1.12. Sea G un grupo de Lie compacto que actua en M, y tomemos un
punto fijo m € M. Entonces existe una métrica Riemanniana G-invariante definida en
alguna vecindad G-invariante de m.

Demostracion. Sea p: U — p(U) C R™ una carta local de M alrededor del punto m. Por
la. Proposicién 4.1.11, podemos considerar el abierto U, como un abierto G-invariante.
Sea g una métrica Euclideana en p(U) C R™, y consideremos el pullback de la métrica
g := p*p, la cual es una métrica Riemanniana en U.

Ahora tomamos ¢’ la métrica promediada en U dada por

o' (2) () = /G g(h - =) (T (u), T-0p(v)) dg,

donde z € U, u,v € T,U y dg es la medida de Haar normalizada en G.

Como ¢ es bilineal entonces g’ tambien lo es, y por construccién g’ es una métrica
Riemanniana G-invariante en U. Puesto que m € M es punto fijo de la accién, entonces
las métricas g y g’ coinciden en m. O

Sea M una variedad y sea ®: G x M — M la accién de un grupo de Lie en M. Para
m € M, tomamos H := G, el subgrupo de isotropia de G en m y G - m la érbita de m.
Entonces, podemos definir una H-representacién en el espacio cociente T,,, M /T, (G - m)
como

p: H — GL(TM/Th(G-m)),
h +— p(h)
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definida como
p(h) (v, + T (G - m)) := T @p(vp,) + T (G - m),

donde ®p(m) := ®(h, m) para todo h € H y m € M. Para fines practicos, denotaremos
por h - (Vy, + T (G - m)) := p(h)(vm + T (G - m)) a la H-representacién anterior.

Sea A un subespacio del espacio vectorial T,,, M /T,,(G - m). Usando p, definimos el
producto torcido G x g A como el espacio de 6rbitas G x A/H de la accién

Yv: Hx (GxA) — GxA,
(ha(gvv)) — (ghilah'v%

por lo cual, para cada h € H tenemos que [g,v] = [gh™!, h - v]. Adem&s podemos definir
la acciéon de G en G x gy A como

:Gx (GxgA) — GxpgA,
(9,19 v]) — lgg',0].

Teorema 4.1.13 (Teorema del tubo). Sea M una variedad diferenciable y sea G un
grupo de Lie que actua propiamente en M. Tomemos un punto m € M, definamos
H = G, como el subgrupo de isotropia de G en m y G - m la orbita de la accion de G
en m. Entonces

» Fxiste una vecindad H-invariante B del 0 en un espacio de H-representaciones,
tal que B es H -equivariantemente isomorfo a Ty M /T (G - m).

= Fxiste un abierto U de la orbita G - m en m H-invariante y un difeomorfismo
H -equivariante
p:Gxg B —U.

Demostracion. Como la accién ®: G x M — M es propia, entonces el subgrupo de
isotropia H := G, es compacto.

Por la Proposicién 4.1.12, existe una métrica Riemanniana H-invariante definido en
alguna vecindad H-invariante de m.

Sea g-m := gen{&y(m) | £ € g} = T,,(G - m) el subespacio generado por los
generadores infinitesimales de la accién ®, y definamos N, el complemento ortogonal de
g-m en T, M con respecto a la métrica Riemanniana g. Entonces obtenemos la siguiente
descomposicién del espacio tangente

TM =g -m & Np.

El subespacio N, es H-invariante, por estar definida a partir de la métrica g, la cual
es H-invariante, y equivariantemente isomorfo a T, M /T, (G - m).

Sea Exp,,: TrnM — M la aplicacién exponencial Reimanniana. El Teorema B.2.3,
garantiza la existencia de una vecindad W del origen en T,,M tal que Exp,, | es un
difeomorfismo sobre su imagen.
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Por la Proposicién 4.1.11, podemos escoger W como una vecindad H-invariante.
Definimos V := WNN,,, como W y N, con abiertos H-invariantes, entonces V' también
es un abierto H-invariante, por lo cual el producto torcido G x g V esta bien definido.

Ahora, definamos la aplicacion
7:GxgV — M,
[9,0] — ®(g,Exp,,(v)),
mostremos que 7 esta es bien definida, en efecto: Sea [gh™!, h-v] € G x g V, entonces
m([gh™' h-v]) = ®(gh™',Exp,,(h-v)) = ®(gh~'h, Exp,,(v)),
= (g, Exp,,(v)) = 7([g,v]).

Ademds, podemos mostrar que 7 es G-invariante, en efecto: Sea ¢’ € G y [g,v] €
G x g V, entonces

(®'(d',[g,v])) = 7([g'9,v]) = ®(¢'g, Exp,,(v)),
= ®(g', (g, Exp,,(v))) = (¢, 7([g,v])).

Ahora mostremos que Tj. g7 es un isomorfismo. Sea 7g: G x V. — G xg V la
proyeccién a se clase de equivalencia, y sea exp: g — G la aplicacién exponencial al
grupo de Lie. Entonces para cada (§,u) € T(¢0)(G x V) = g X Ny, se tiene

d
Teoromni&n) = (e Bxpn(n).
= <dexp(t£)q)Expm(tU) ((i eXp(t£)> )

d
= + dExpm(tu)(I)exp(tg) <dt EXp(tu)>)

= T.™(&) +u=~&u(m)+u.

)

t=0

Como u es un elemento arbitrario en Np,, y g - m es generado por los generadores
infinitesimales {y/(m) de la accién, entonces de la descomposicién

se sigue Tieo\7: Tie0)(G Xy V) — T, M es un isomorfismo.

Entonces, el teorema de la funcién implicita implica que existe una vecindad W’ de
[e,0] en G x g V tal que 7|y es difeomorfismo sobre su imagen. En particular, existe un
abierto V' de 0 en V' tal que, para cada v € V’, el punto [e,v] € W'. Asi, Tj. 7 es un
isomorfismo para todo v € V.

Ahora, T es G-equivatiante, es decir, para todo g € G

70 @ ([e,v]) = @40 7([e, v]),
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entonces se tiene que
Tig,0)T © djeo] (I>; = dgxp,, (v)Pg © dje,]T-

Por lo cual Tj, 7 es un isomorfismo para cada g € G y v € V' y entonces T|gx v’ €s
un difeomorfismo sobre su imagen.

Finalmente, usaremos la condicién de que la G-accién es propia para mostrar que
existe un abierto H-invariante B de V' que contiene a 0, tal que 7|gx, B es inyectivo.

Supongamos por contradiccion que dicho subconjunto no existe. Por la Proposicién
4.1.11 existe una vecindad By H-invariante en el cual existen dos elementos [g1,v1], [¢], v}] €
G x g By tal que [g1,v1] # [g1,v}] v 7([g1,v1]) = 7([g},v]]). Como Bj es un abierto en
V' existe un abierto Vj que no contiene a v; y v}, por la Proposicién 4.1.11, existe un
abierto H-invariante By C Vj tal que existen dos elementos [go, v2], [gh, vh] € G X Bo
tal que [ga, va] 7 [95, v ¥ 7([g2,va]) = 7([g5, va])-

Recursivamente, obtenemos dos sucesiones {[g;, vi]}ien v {[g}, v}] }ien, tal que {v;} y
{v]} tienden a cero, para cada i tenemos que [g;, v;] # [}, v}] ¥ T([g:,vi]) = 7([g}, vl]), es
decir

©(gi, Exp,, (vi)) = ®(g;, Exp,,, (v])).

Sin pérdida de generalidad, suponemos que g} = e para todo i.

Como {v;} y {v}} tienden a cero, las sucesiones {Exp,,(vi)} y {Exp,,(v})} tienden a
m, y la igualdad

©(gi, Expya (vi) = Expyy, (v5),
implica que ®(g;, Exp,,(v;)) tiende a m.

Ahora, tenemos que las sucesiones {Exzp,(v;)} v {®(g:, Exp,,(v;))} convergen, y
como la G-accién es propia, entonces la sucesion {g;} tiene una subsucesién convergente,
la cual, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que es {g;}. Tomemos

g = lim g;.
1—00
Entonces la sucesién {®(g;, Exp,,(v;))} converge a ®(g, m). Entonces tenemos que
®(g, m) = m, lo cual implica que g € H, y por tanto [g,0] = [e,0].

Como la sucesién {[g;,v;]} converge a [g,0] = [e,0] € W', y ademds la sucesién
{[e,v}]} converge a [e,0] € W', se sigue que para i suficientemente grande [g;,v;] y [e, V]
son elementos en W'.

Por hipétesis, tenemos que [g;,v;] # [e,v]] v ®(gi, Exp,,(vi)) = Exp,,(v}) lo cual
contradice la biyectividad de 7 en W”.

Entonces existe una vecindad H-invariante B de 0 en V' tal que 7|gx » B €s inyectivo.
Y asi 7|gx B es un difeomorfismo G-equivariante sobre su imagen.

Por lo tanto definimos el abierto H-invariante

U:=7(G xu B).
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4.2. Meétodo de promedio para acciones propias

En esta seccién, presentaremos un método de promedio, introducido por Ratiu en
los trabajos [13], [12] y [6], para acciones propias de grupos de Lie no necesariamente
compactos. Dicho método esta basado en el teorema del tubo, y nos permite construir
estructuras geométricas invariantes definidos en abiertos de la variedad.

Sea ®: G x M — M una acciéon propia de un grupo de Lie en una variedad suave
M. Fijemos un elemento m € M, sea H := G, el grupo de isotropia de m, y G - m su
orbita.

Consideremos la H-representacion en el cociente 15, M /T, (G - m)

p: H — GL(T,,M/T,(G-m)),
h +— p(h),
definida como
p(h) (v + T (G - m)) := T @p(vp) + T (G - m).
Supongamos que B es un subespacio H-invariante de T, M /T,,(G-m). Consideremos
la H-accion en G x B dada por
Yv: Hx(GxB) — GxB,
(h, (g,v)) = (gh™",p(h)(v)),
y denotemos por G X g B su espacio de érbitas.

El Teorema del Tubo 4.1.13 garantiza la existencia de una vecindad H-invariante B
isomorfa a T,,M/T,,(G - m), una vecindad G-invariante U de G - m y un isomorfismo
G-equivariante

7:GxgB—U,

con respecto a la accion de GG en G x g B dada por

®:Gx(GxgB) — GxpuB, (41)

(9.19",8]) +— [gg',0].
De ahora en adelante, vamos a denotar al espacio de érbitas G x g B por E.
Lema 4.2.1. Sea F € T](E) un tensor H-invariante, entonces el tensor
F([g,0]) := (@5-1F)([g, b)),

no depende del representante.
Demostracion. Sea [gh™!,h-b] € E. Como F es H-invariante, entonces ¢} F' = I para

todo h € H, por lo cual
F(lgh™ - b))

(®hg—1 F)([gh™ b b)) = (@3 @ F)([gh™" - b]),
= (P, F)(lgh™' h- b)) = Tie ) @g(F([g~ gh™ " 1 - b)),
= Ty ®g(F([e,b))) = D21 F([g,b]) = F([g,b]),
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por lo cual F esta bien definida. ]

La accién propia ®: G x E — FE, se puede restringir a una accién del grupo de
isotropia H en FE, la cual es tambien una accién propia, y esta accién restringida la
vamos a denotar también por ®. Como la acciéon de G en E es propia, entonces de
la Proposicién 4.1.2, H es compacto, lo cual implica que existe una medida de Haar
normalizada que denotaremos por dh.

Definicién 4.2.2. Sea F' € 7] (FE), definimos el promedio G-invariante de F' como

POt = 5 ([ @i an) (0.0,
para todo [g,b] € E y dh es la medida de Haar normalizada en H.

Del Lema 4.2.1, tenemos que el promedio G-invariante F“([g,b]) esta bien definido,
pues el tensor [ y @5 F dh es H-invariante.

Proposicién 4.2.3. Supongamos que E es conexo y sea F € T](E). El promedio G-
mvariante de F' satisface las siguientes propiedades.

1. FC es G-invariante.
2. El promedio G-invariante de F' coincide con F' si y solo si F' es G-invariante.

3. F es G-invariante si y solo si L¢, ' = 0, para cada & € g. Aqui, {g denota el
generador infinitesimal de la accion (4.1).

Demostracion. Fijemos F € T](E).

1. Definamos un tensor H-invariante
V(g ) = [ @iF(a.0) .
y mostremos que F%([g,b]) = (IDZ_lY([g, b]) es G-invariante. En efecto, para todo
g eE
(5F9) (l9.h) = Tiggn@y—1FC (lg'9,1)
= T[g’g,b]<1>g’*1 o &7 71Y([g/ga b])a

(g'9)
= TiggpPg-10 T[evb]q)g’gy([@v b))

= Tey®gY ([e,0]) = ®; Y ([g,0]) = F ([g, 1)) -

2. Primero, supongamos que F'¢ = F, entonces

xm_ &G _ G _
OF =9 F% = FG = F,
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para todo g € G. Por otro lado, si F' es G-invariante, entonces ®F' = F para todo
g € G, por tanto

oot = @y ([ @i an) (0.0) = o5 r(ot) [ an

Supongamos que F' es G-invariante. Entonces, para cada p € E tenemos que

d t o\x d *
(LepF)p = dt o ((FIEE) F)p - dt}t—o (I)exp(tf)Fp’
d
= — EF,=0.
dt |y "

Por otro lado, supongamos que L¢, F' = 0 para todo £ € g, entonces

d ., *
&q)exp(tg)F = (I)exp(tg) (LéEF) =0,

lo cual implica que @:Xp( tg)F es constante y como Py ¢) = idg, entonces

@*

exp(te) " = I

Como FE es conexo, el Teorema B.2.6 nos asegura que cada elemento g € G, se
puede escribir como el producto de aplicaciones exponenciales, es decir, existen
ai,a € g tal que g = exp(&1) - exp(&2). Por lo tanto

PLF = P )F:<1>* )oq)* F =9

exp(&1)-exp(&2 exp(&2 exp(£&1) exp(ea)f = 1

por lo tanto F' es G-invariante.

O]

El promedio G-invariante nos permite construir tensores invariantes definidos en
el espacio de drbitas F. Sin embargo, a raiz del teorema del tubo, podemos construir
tensores invariantes en abiertos de M como sigue. Del teorema de tubo, existe un difeo-
morfismo equivariante 7 entre el espacio de érbitas E' y un abierto U de la érbita. Dado
un campo tensorial F' definido en el abierto U, podemos mandarlo, via 7, al espacio de
6rbitas como 7*F. Promediando el tensor (7*F)%, obtenemos un tensor G-invariante en
E| vy “regresamos” el campo promediado a U, lo cual nos deja el campo tensorial

((r F)9),

el cual es un tensor G-invariante definido en el abierto U.

Denotemos el promedio G-invariante como una aplicacion

A: TI(E) = T (E),
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definida como A(F) := F. Puesto que el pullback de un difeomorfismo conmuta con el
diferencial, se sigue que

doA=Aod

Del inciso (1) de la Proposicién 4.2.3, tenemos que el promedio G-invarinate A es un
operador de proyeccién, es decir, A% = A. Entonces tenemos una descomposicién

TS (E) = Im(A) @ ker(A),

donde Im(.A) es el conjunto de campos tensoriales G-invariantes y ker(.A) son los campos
tensoriales con G-promedio cero.

Del inciso (3) de la Proposicién 4.2.3, tenemos que (L¢, F)¢ = 0, en efecto
(LeeP)(0:8) = @y ( [ #iLeeF an) (.0,

~ 1, (2 ([ air an)) (o),

= Le, FO([g,0]) = 0.

En particular, para cada campo vectorial X en E, el promedio G-invariante de X es
X s = o5 ([ @ix an) (i

= TPy (/H (Tih,5) 1 X ([h, 0])) dh) :

Para cada forma diferencial o en FE, el promedio G-invariante de « es

gt = (5 ([ oiean)) @00,
= (/H (a([h,b]) © Tje 1y 1) dh) 0 TigpPy-1-

Si f es una funcién suave definida en F, entonces su promedio G-invariante esta dado
por

F9(lg. b)) == f([h, b)) dh.

heH
Ejemplo 4.2.4 (Accién de S! x R en R?). Consideremos la accién propia de S! x R en
R3 dada por
o: (S'xR)xRP — R3,
x cos(f) — ysen(0)
((0,k), (z,y,2)) > x sen(6) + y cos(6)
k+z
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Fijemos el punto p = (0,0, z) € R3. Entonces el grupo de isotropia en p es

0 0
H = (S'xR),=<¢(0,k)eS'xR | &[0,k | 0 =10 ,
z z
0 0
= < (0,k)eS' xR 0 =10 ;
z+k z

= {(6,0)eS' xR} =Sl

La orbita de p esta dado por
G p={®(0,k(0,0,2) | (0,k) €S' xR} ={(0,0,2+k) | k € R},

y entonces el espacio tangente T),(G - p) es de dimensién 1.
Por el teorema del tubo existen, un abierto U de la érbita G - p y un difeomorfismo
equivariante
(S' xR) xg B — U,
donde B 2 T,R3/T,(G - p) lo podemos identificar con R2.

Tomemos un elemento h = (0,0) € H C S! x Ry sea v = (v1,v9,03) € T,R>.
Calculamos el diferencial

cos(f) —sen(f) 0O vy vy cos(6) — vg sen(f)
d®y(v) = | sen(d) cos(d) O vy | = | visen(f)+ vacos(d) |,
0 0 1 V3 U3

entonces, la H-representacién p: H x B — B es dada por

o= (S L)

Por lo tanto, la H-accién ¥: H x (S' x R x B) — S! x R x B es dada por

a—0
k
x cos(f) — ysen(h)
x sen(#d) + y cos(0)

\P((ea 0)? (Oé, k,x, y)) =

Tomando el cambio de variables x = r cos(az), y = r sen(az) esta accién queda como

v((6,0), (2, k,r, ao)) =
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Por tanto, un modelo para el espacio de 6rbitas (S! x R) x g B es
(S! xR) xy B2~ R x [0,00) x S,

este isomorfismo toma cada elemento [(a, k), (r,0)] € (S* x R) xy B y lo manda al
elemento (k,7,a + 60) € R x [0,00] x S!. La inversa, toma cada elemento (k,r,0) €
R x [0,00] x S! y lo manda a la clase [(0, k), (r,0)] € (S' x R) xy B.

La accién del cilindro en el espacio modelo es

®: (St xR) x (R x[0,00] xSY) — R x[0,00] x S,
(0,1), (k,r,a)) +— (k+1,r,0+0).

El isomorfismo equivariante de (S' x R) x g B a U C R3 es dado por
T([(aq, k), (1, 2)]) = (rcos(aq + az), 7 sen(ag + az), k).

Por lo tanto, para cada funcién f en R x [0, c0] x St, el promedio (S' x R)-invariante
de f es

1 2 . ~
fSlxR(k"'l", Oé) = @i(o’k) (27‘(/0 (d,U)f da) (k‘,T‘, Oé),

1
2T

1 2

2m
Ors o0 f(0,7,a) da = — f(0,7, a) da.
/0 (@0) 2m Jo

En el abierto U C R3, el promedio (S' x R)-invarainte de f € C®(U) es

(N (@, 2)
= QL g (x cos(t) — ysen(t), z sen(t) + ycos(t),0) dt.
T Jo

\Y

Con el siguiente ejemplo mostraremos que, en el caso que G sea compacto, el promedio
clasico y el promedio G-invariante de una funciéon dada, no coinciden.

Ejemplo 4.2.5. Sea ®: T? x R* — R* la accién del toro en R*, definida como

T 1 cos 01 — x9 senby

o | (61,60) To x1 senf] + xo cos 01
1,02 =

R 3 €08 0y — x4 senfy

T4 3 senfy + x4 cos by

La medida de Haar en T? es la 2-forma diferencial

1

(27r)2 doy A dbs.
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Sea p = (r1,22,0,0) € R* con p # 0, el grupo de isotropia H := Gy de p es
H = {(01792) S T2 ‘ (I)((61702)7 ($1,(L’2,0,0)) = (:1:173727070)}7

X1 COS 91 — X2 sen91 I
01 + x9 cos b )
_ T2 1 senb _
(917 02) S 0 0 )
0 0

>~ {(0,6,) € T2} =S,

Por el teorema del tubo, existe un abierto U de la 6rbita G-p de p y un difeomorfismo
G-equivariante 7: T? x g B — U donde

B = TPR4/TP(G p) = R4/Tp(G ‘)

Notemos que dim(B) = dim(R*) — dim(7,(G - p)) = 3, por lo cual B es isomorfo a R>.
Calculemnos el espacio T,(G - p) con p = (z1,2,0,0). Si r = ||p||, tenemos

G -p={(rcosp,rsenp,0,0) | 0 < < 27}.

Sea 7y(t,p) = (x1cost — xgsent,x sent + xgcost,0,0) una curva en G - p, entonces
v (t,p) = (—x1sent — x9cost,xycost — xg sent,0,0), y cuando ¢ = 0 nos queda que
7' (0,p) = (—x2,21,0,0), por lo cual el espacio T,,(G - p) es generado por elementos de la
forma (—z2,21,0,0).

Por lo tanto, si {e1, ez, e3,e4} es la base canénica de R, entonces {zse1, z1€9, €3, €3}
tambien es base, por lo cual {—zee1 +x1e2, 22€1 + X162, €3, €4} €s una base ortonormal de
R%, donde el primer elemento —xse; + z1eo € T»(G - p) y por tanto {xae1 + x1€2,€3, €4}
es una base de R*/T,(G - p) & B.

Podemos caracterizar al toro y H como subgrupos de GL(R*) de la siguiente manera

cosfy —senb 0 0
2 ~v Sen91 COS (91 0 0
: 0 0 cosfy —senfs 0< 6,02 <2mp,
0 0 senfly  cos By
10 0 0
01 0 0
= < <
" 0 0 cosfy —senfy 0<6,0, <27
0 0 senfl costs

Sea v = (v1,v2,v3,v4) € R* y sea h = (0,62) € H, entonces el diferencial de la
funcién ®,: R* — R* es

1 0 0 0 VU1 VU1
o 01 0 0 V9 o V2
ey (v) = 0 0 cosfy —senbs vs | | w3cosfy —wvssendy |’
0 O senfly cosbs V4 v3 senfly + cos 6y
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entonces la H-representacion p: H x B — B se puede ver como

Y1 Y1
p|(0,62), | v = Yo €Os By — y3 senbo ,
Y3 Y9 senfly + y3 cos H

y asi, la aplicacién ¥: H x (T? x B) — T? x B es igual a

a1
Y1 )
U [ (0,62), (a1, 02), | w2 = Y1
Y3 Y2 cos by — y3 senfy

1o senfly + y3 cos fy
Para simplificar notacién, definimos la matriz

1 0 0
A(f2) = 0 cosfy —senby |,
0 senfly cosfy

y consideramos elementos (cv, y) := (a1, ag, Y1, Y2, y3) € T?x B. En este caso, la aplicacién
¥, queda como

\Ij((()? 92)7 (Ck, y)) = (alv Qg + 027 A(HQ)y>
Consideremos el cambio de variables
yo = rcos(as) y3 = rsen(as),

en este caso consideramos el espacio R? con coordenadas (y1,7, a3), la accién ¥ de H en
T? x B se ve como

aq

Y1 ag — 0
v (0,92), (a1,a2), r = Y1
(0%} T

as + 0

Recordemos que el espacio T? x g B esta definido como el espacio de érbitas de la
accién de H en T? x B bajo ¥. Por lo cual, un modelo para este espacio esta dado por

T? xy B2 S x S x R x [0, 00),

el difeomorfismo toma cada elemento [(a1,as2),(y,7,a3)] en T? xgy B y le asigna el
elemento (o, s + az,y,r) en S' x St x R x [0,00), y la inversa toma (a1, as,y,7) en
St x St x R x [0,00) y le asigna el elemento [(a1,0), (y,7, a3)] en T? x g B.
Notemos que cualquier clase de equivalencia [(a1, az), (y,7,a3)] € T? x g B cumple
que
(o, a2), (y, 7, 3)] = [(1,0), (y, 7, a2 + a3)].
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La accién de T? en T? x R x [0, 00), esta dada por

O: T2 x T2 xR x [0,00) — T2 xR x [0,00),
((61,02), (a1, ,8,7)) +—— (61 + 1,02+ ag,s,7).

El difeomorfismo 7: T? x g B — U esta definido como

1 cos(fr)
(01, 02,71,7)) = gif):((g;)) ,
r9 sen(fs)
y es equivariante pues
7‘(®(91,92)(a1, ag,r1,72)) = T(ag + 01,0 + 02,71,72),

71 COS(O[l + 91)
r1sen(ag + 601)
o r9 cos(ag + 603)
ro sen(ag + 03)

)

r1(cos(ay) cos(f1) — sen(aq) s
cos(aq) sen(fy) + sen(aq) co

( ) sen(61)
_ | m(cos(ar)s (c1) cos(fr)
rg(cos(ag) cos(f2) — sen(aw) sen(f)
(cos(ag) s ) cos(t)
(

ro(cos(ag) sen(fz) + sen(ag) ¢

(I)(el»@z (T ap, 02,71, TQ))

Sea f € C°°(T? x R x [0,00)). Entonces el promedio G-invariante de f es

% 1 2T
f’JI‘Q(OﬂyOQ’S,T) = ‘I)—(al,aQ) <27r/0 002)fd92> (041,0427377')7
1 2w .
B 271'/0 (I)(0792)f(0a042a577")d(92,
1 2

= % f(O 92,8 T)d92

Por otro lado, recordemos del Ejemplo 2.1.4, que el promedio clasico de f es

2w 27
(g2 (@1, 02,8,7) = o ; /o DTy, 0, f (1, a2, 5,7)d01d0s,

1 2w 2

= — f(01702787r)d91d92’
2r Jo Jo

por lo cual el promedio clésico y el promedio T?-invariante de la funcién f € C°°(T? x
R x [0,00)) no coinciden.
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Finalmente, el promedio T2-invariante de una funcién f € C°°(R*) se puede escribir
como

2
< f >T ($1,$2,[E3,l’4) =

2w
f ( 2?2 + 23,0, 23 cos(t) — x4 sen(t), z3 sen(t) + x4 cos(t)) dt.
/0 VT T T3

\Y

Consideremos el grupo de isotropia H y sea h su algebra de Lie. Del Corolario
B.2.5, tenemos que, como H es compacto y conexo, entonces la aplicacién exponencial
exp: h — H es sobreyectiva.

Consideremos el cut locus C(e) en la identidad e € H, por el Teorema B.2.3 existe
una vecindad D, tal que la funcién exponencial restringida exp: D. — H\C(e) es un
difeomorfismo. Més atin, el cut locus C(e) tiene medida cero. Denotemos por u := dh la
medida de Haar en H, la cual induce la medida de Haar exp* u en D.

Definicién 4.2.6. Definamos el operador 6 : Hom(h, 77 (E)) — T7 (E) como

1
57 (e) = / ( /0 D7 e e dt) (exp™ 1),

donde A € Hom(h, 77 (E)) y £ € b.

Proposicién 4.2.7. Para cada F € T] (E), el promedio G-invariante de F' satisface la
ecuacion

F(lg,0)) = ;-1 F([g,b]) + @510 (L, F) (9. b]), (4.2)

para cada [g,b] € E.

Demostracion. Sea & € b, recordemos que el flujo de los generadores infinitesimales £
estan dados por
(pexp(tf) E— F.

Sea F' € T](F), consideremos la ecuacién

d ., *
&q)exp(tg)F = (I)exp(tg) (LﬁEF)

Integrando ambos lados de la igualdad, obtenemos

/0 £®exp(t6)F([97b]) dt = A exp(t&) (LgE )([ b]) dt)

de aqui se sigue que

1
&0 P19, b]) — Flg,b]) = / O% ey (Lew )19, 1)
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e integrando sobre D, obtenemos

| @ ) exv*() — Fllo,t) =

/De ( /01 B piie) (Les ) ((9,0]) dt) exp* (4).

Como exp: D, — H\C(e) es un difeomorfismo y C(e) tiene medida cero, entonces

[ P Flo ) ew'e) = [ #iF(on) an

= /(D";LF([g,b}) dh.
H

Por lo tanto, tenemos que

O ([ @iront) an) - o P (1ot -

v ([ ()] 020 (Len F) 19, 8) ) ')

finalmente con esta ecuacién obtenemos la formula
FG([g,b)) = @} 1 F([g, b)) + %1 (6" (Le, ) ([g, b))
O

En particular, si § es una forma diferencial cerrada en E, entonces la ecuacién (4.2)
tiene la forma

B%(lg,0]) = @51 8(g. b]) + @} -1 (A6 (1,5 8)) ([, b])- (4.3)

4.3. Estructuras de Dirac (G-invariantes

En esta seccién presentaremos un método para construir estructuras de Dirac y
Poisson que son invariantes, con respecto a una clase de acciones propias de grupos de
Lie, que son compatibles con la estructura.

Supongamos que E es equipada con una estructura de Dirac D, por Teorema 1.3.7,
esta induce una foliacién pre-simpléctica (S,wg), donde wg es una forma pre-simpléctica
por hojas, para cada S € S. La accién de G en el espacio modelo E, induce una acciéon
restringida de H en F. Si la H-accién preserva cada hoja pre-simpléctica, entonces los
generadores infinitesimales g son tangentes a las hojas de foliacion.

Definicion 4.3.1. Decimos que la H-accién es compatible con la estructura de Dirac,
si para cada hoja pre-simpléctica (S,wg) se cumplen



4.3 Estructuras de Dirac G-invariantes 113

1. S es H-invariante.
2. Existe una aplicacién R-lineal p € Hom(h, Q'(E)) tal que para cada £ € b
lgpws = —igpe,
donde ig: S — F es la inclusién.

Teorema 4.3.2. Sea (E, D) una estructura de Dirac con foliacion pre-simpléctica (S, wsg).
Sila H-accion es compatible con la estructura de Dirac, entonces el promedio G-invariante
de wg tiene la forma

w§ ([9:0]) = @)-1ws([g,b]) — i5(d®;-16)([g, b)),

G
donde 0 := 6" (p¢). Y la estructura de Dirac D‘[';Sb] asociada a w§ es G-invariante.

Demostracion. Consideremos el promedio G-invariante wg, recordemos que esta es una

forma pre-simpléctica G-invariante, por la ecuacién (4.3), esta forma promedidada es
w§ (g, 0]) = ® 1ws([g,b]) + ;-1 (A8 (igws)) (g, b))

Como la accién es compatible, tenemos que

w§(lg,0) = @5 iws((g,b]) — ;-1 (A6 (i5p¢)) ([, b)),
= @ ws(lg,b) — 7 (1557 (pe)) (9,6,
— 07 (g, b)) — @74 (5d0)([g. ),
= @7 ws(lg, b)) — i3(d0? ,0)([g. b)),
donde 6 = §(p¢) es una 1-forma en E. Por lo tanto, la estructura de Dirac DE;%
asociada a la forma promediada wg tiene la forma
OJG .
DS = (X —ixw§(0,W) | X € TS},
. N o*_ws
_ {(X,a iy (a8;,0) ([0.1) | (X.0) €T <D[gf*bf )} .

G
Finalmente, mostremos que la estructura de Dirac D[gsb] es G-invariante. Sea

(X(lg. b)), ~ixw (19 8) € T (D)
entonces para cada g € G
(25X (l9.8), ~jixw§(lg.0) = (25X (1g. b)), —iayx @5 (9. 1))

= (2 X(l9, b)), ~iagxe (9. 1]))
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por lo tanto
WG
(05X (Ig, 1)), —@ixw§ ([g,8]) € T (D5, ) -
O

G
Lema 4.3.3. La estructura de Dirac D?;Sb]

y solo si (d@;,ﬁ)b o (@Z,lﬂ)ﬁ no tiene puntos fijos distintos de cero.

es la grdfica de una estructura de Poisson si

G
.z o s . w
Demostracion. De la Proposicién 1.3.5, recordemos que la estructura de Dirac D[gsb] es

G
ws

la grafica de una estructura de Poisson si y sélo si DW)] N (Tiy) (G x g B) ® {0}) = {0},
esto es

{@;_mw(a) (d®7_10)" o (-, T1)H(a) = a} — {o}.

G
Supongamos que D‘[;Sb] N (Tigy (E) @ {0}) = {0}, entonces (@;,J’I)ﬁ(a) = 0 implica
que o = 0. Por lo cual la ecuacién (d@;_le)b o (@Z_lﬂ)ﬁ(a) = « s6lo tiene solucidn trivial.

Por otro lado, si (d®*_,0)" o (®*_,I1)¥(a) = a no tiene puntos fijos distintos de cero,
g g
entonces a =0y

G

D%y N (Tl (B) @ {0}) = { (@3- T0%(0) } @ {0} = {0},

G
por lo tanto D([‘;Sb] es la grafica de una estructura de Poisson. O

Sea (E,II) una variedad de Poisson. Supongamos que la H-accién en F es compatible
con I, es decir, los generadores infinitesimales son de la forma

¢e = I (pe),

para cada £ € h y donde p € Hom(h, Q! (E)). En este caso, consideremos la 1-forma
6 := 0" (p).

Teorema 4.3.4. Sea (E,11) una variedad de Poisson, y (S,wg) su foliacion simpléctica.
Supongamos que la H-accion en E es compatible con Il y el endomorfismo

Id + (AP} 16)" o (®F L),

es invertible. Entonces el promedio G-invariante wg de wg es no degenerado en cada
hoja S € S, y existe una estructura de Poisson Il que es G-invariante y cuya foliacion

simpléctica es {(S,w§) | S € S}.

Demostracion. Consideremos la estructura de Dirac

Dy = {(Hﬁ(oo,a) | a e D(T*(G xx B)}
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asociada a II. Por el Corolario 1.3.8, Dy induce una foliacién simpléctica (S, wg), como
la H-accién es compatible con II, entonces del Teorema 4.3.2 se sigue que la forma
simpléctica wg en [g,b] € E tiene la forma

ws(lg,b]) = ®y1ws([g, b]) — i5d® -10([g, b)),

y la estructura de Dirac

o)) [ (15)).

es G-invariante y cuyas hojas pre-simplécticas son (S ,wg).
Notemos que @;_1(,05 es una forma simpléctica en S cuya estructura de Poisson
asociada es @;,11_1. En efecto, para cada 1-forma diferencial a se cumple que

) N o ) " B . s
—2(q>;7ln)ﬁaq’gflws = —’L<1>;71Hﬁq>g,1*aq)gﬂw$——@gfl(znmg,l*aWS%

= @;,1@)9_1*@) = q,

ahora, tenemos que
D — (p
va = (Don) 9]
G
y por lo tanto podemos escribir D;Sb} como

ws

Dy = {(X’O‘+ ix (495-0) (ls. ) ‘ (Xe) el ((D‘I’Zln) [g,b1>} ’
_ { <<®21H>ﬁ (@), 0+ i(q)*_ln)”(a) (d@;,le) (g, b})) ac T[’;’b}S} .

Finalmente, como el morfismo Id + (d@;,l 6)° o (@;,1 IT)! es invertible, entonces por

el Lemma 4.3.3 se sigue que existe una estructura de Poisson II en E tal que

be] — Graf (ﬁ”) ,

cuyas hojas simplécticas son (S, wg) O

4.3.1. Ejemplo

Ahora, vamos a presentar la construccién de una estructura de Dirac invariante con
respecto a la accién del cilindro en R3.

Consideremos la accién de S' x R en R? como en el Ejemplo 4.2.4, dada en coorde-
nadas polares por
®: (S xR)xR* — R3,

((O‘7k)7(r797z)) = 9+Oé
z+k



116 Estructuras de Dirac invariantes bajo acciones propias

Los generadores infinitesimales de esta accién estan dado por

0 ~ 0

Fijemos el punto p = (0,0,2) € R3 con p # 0, entonces el grupo de isotropia en este
punto es
H:=(S' xR), =S

Del teorema del tubo, existe un abierto U de la érbita G - p, y un difeomorfismo
equivariante

U— (S' xR) xg B,

donde B = T,R3/T,(G - p) = R?. Y donde un modelo para este espacio de érbitas es
dado por
(S' xR) xg B=R x [0,00] x S,

este isomorfismo toma cada elemento [(a, k), (r,0)] € (S' x R) xy B y lo manda al
elemento (k,7,a + 60) € R x [0,00] x S!. La inversa, toma cada elemento (k,r,0) €
R x [0,00] x S! y lo manda a la clase [(0, k), (r,0)] € (S'! x R) x g B. La accién del grupo
de Lie S' x R en el espacio modelo R x [0, 00] x S' es dada por
®: (S' xR) x (R x [0,00] xS — R x[0,00] x S,
(0,0, (k,r,a)) — (k+1,r,a+0).

Consideremos la estructura de Poisson en R3

0 0
H:f(eaz)%/\aa

con f#0y % # 0. Notemos que cada hoja de foliacién es invariante con respecto a la
accién del grupo de isotropia H en R? pues

iv(—f(0,2)dr) =0 y Ceros(a) C Ceros(T).
Sin embargo podemos notar que la acciéon no deja invariante la estructura de Poisson

pues
: _(Of of of
Lya = =— v == == .
ro = iydo w(aedﬁ/\dr—i—azdz/\dr) 80d7‘7é0
Por otro lado la ecuacién que nos da la condicién de compatibilidad T = TI*(p) tiene

solucién con

Ahora, aplicando el operador 7 (p) (que en este caso coincide con la formula (2.5))
obtenemos que

(p) = =5(0) + 7 ()ss =5 (7 ) (0.2)z — 7 <}>S (2)d,
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aplicando el diferencial tenemos que

défl(p) =S (%) (6, 2)do A dz.

Sea (20, 70, 0p) un elemento en el espacio modelo R x [0, oo] x S!, el cual tiene asociado
el elemento [(0, 29), (10, 00)] en el espacio de 6rbitas (S' x R) xy B. Bajo la accién del
cilindro, en el espacio modelo, tenemos que

* H _ * o1/f
O 0.0y d87(p) = @ (S (%) (B0, 20)d0 A dz),
= S (%) (60, 0)d6 A dz.
La forma simpléctica asociada a la estructura de Poisson es dada por

1

W(ro,00,20) = mde Adz,
y entonces
* 1
D™ (0,20)W(r0.00,70) = 000 )de Adz.

Por lo cual, del Teorema 4.3.2 podemos construir una estructura de Dirac invariante
como

D* W
e = {(Xarix(@ () | (e er (o5 |

_ {(X (—fwﬁ,m +s (al/f) (6, o)) (X2dz — X3d9))} ,

donde X = X1dr + X246 + X3dz.
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Apéndice A

Distribuciones en haces vectoriales y secciones
globales generadoras

El proposito de este capitulo es dar una demostraciéon completa del siguiete resultado,
el cual fue presentado por Sussmann [31, Teorema 1] y Drager, Lee, Park, Efton y
Richardson [32, Sec. 4]. Dado un subhaz vectorial generalizado de un haz vectorial sobre
una variedad diferenciable. Existe un numero finito de secciones globales suaves que
generan a la distribucién en cada punto de la variedad. Més atin, daremos una cota para
el numero de generadores globales.

A.1. Distribuciones generalizadas sobre haces vectoriales

En esta seccién, daremos las nociones béasicas sobre distribuciones generalizadas en
haces vectoriales.

Sea M una variedad diferencial conexa con dim(M) = m y supongamos que todas
las variedades y aplicaciones entre variedades diferenciales son suaves. Un haz vectorial
real sobre M es una terna (F,m, M) donde m: E — M es una aplicacién sobreyectiva
tal que:

(i) Para todo p € M, 7—!(p) tiene estructura de espacio vectorial sobre R, la cual
denotaremos por E,.

(ii) Para cada punto p € M existe un abierto U C M, un ntimero k£ € N y un
difeomorfismo
o: 1 Y(U) = U x R¥,

tal que 7o ¢~ !(p,v) = p y la restriccién ole,: Ep = {p} x RF es un isomorfismo
lineal.

Como M es conexa, la funcién p — dim(E),) es constante en M, por lo cual si E es
un haz vectorial sobre una variedad conexa, la fibra F, en cada punto p € M tiene la
misma dimensiéon. En este caso decimos que el rango de E es igual a k£ y es denotado
como 1k(E) = k. Para simplificar notacién, denotaremos un haz vectorial (E,m, M)
Unicamente por su espacio total E.

Definicion A.1.1. Una distribucion generalizada A de un haz vectorial F, es una asig-
nacién p — A,, donde A, es un subespacio vectorial de E,.
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El nimero dim(A,) es llamado el rango de A en p € M.

Definicion A.1.2. Sea E un haz vectorial sobre M. Una seccion local de E sobre un
abierto U de M, es una aplicacion suave s: U — E tal que

7o s =idy.
Se dice que una seccion es global si U = M.

Dado una distribucién generalizada A de un haz vectorial E sobre M, y un abierto
U C M, se dice que una seccion local s de E sobre U es una seccién de A, si para todo
pelU
s(p) € Ap.

Definicién A.1.3. Una distribucién generalizada A de un haz vectorial F es suave, si
para cada punto p € M existen un abierto U C M que contiene a p y una familia de
secciones locales s, ..., s, de A en U, tal que para cada g € U

Ag = gen{si(q), .., sk(q)}-

Del mismo modo que en la Proposicién 1.1.5, se puede mostrar que un distribucién
generalizada en un haz vectorial F, es suave si y sélo si para cada punto p € M y cada
v € A, existe alguna seccién local s de A tal que s(p) = v.

De ahora en adelante, todas las distribuciones generalizadas que se mencionen las
tomaremos como distribuciones generalizadas suaves.

Definicion A.1.4. Sea F un haz vectorial sobre M y A una distribucién generalizada
suave de E. Sea U un abierto en M, decimos que A es finitamente generado sobre U si
existe un numero finito de secciones locales s1, ..., s de A tales que

Ay, = gen{s1(p), ..., sx(p)},

para todo p € U. En este caso, se dice que s1, ..., S generan a A sobre U. Si ademés
U = M, decimos que A es globalmente finitamente generado.

Ahora, queremos mostrar que todo haz vectorial sobre una variedad suave es isomorfo
a un subhaz de un haz trivial. Para lo cual es necesario formular una serie de lemas
técnicos.

Lema A.1.5. Sea (E, 7, M) un haz vectorial. Entonces, el conjunto de secciones I'(E)
es un C*°(M)-mddulo finitamente generado, con tk(E)(m + 1) generadores.

Demostracion. Este resultado lo podemos encontrar en [33, Cap. 2, Sec. 5, Lema II]. [

Lema A.1.6. Sean (E,7,M) y (E', 7', M) haces vectoriales sobre M, con fibras F y
F’ respectivamente. Sea V: E' — E un morfismo de haces tal que cada V,: Fl — Fy

es sobreyectivo. Entonces, existe un morfismo de haces vectoriales ¢: E — E’ tal que
Vo =id.
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Demostracion. Este resultado lo podemos encontrar en [33, Cap. 2, Sec. 5, Lema III]. [

Proposicién A.1.7. Cada haz vectorial (E, 7, M) sobre una variedad conexra M, es
isomorfo a un subhaz de un haz trivial M x R, con k = rk(E)(m + 1).

Demostracion. Del Lema A.1.5, existe un conjunto finito de secciones o1, ..., 0% que ge-
neran a I'(E), con k = rk(F)(m + 1). Consideremos el haz trivial M x R¥ y el morfismo
de haces ¥: M x R¥ — E definido como

k k
] (:17, Z)\Z&;) = Zx\iai(m), re M,
i=1 i=1

donde ey, ..., e; es base de RF. Entonces, cada aplicacién lineal ¥, : R¥ — F, es sobre-
yectivo. En efecto, sea z € F,, escogemos una seccién o € I'(F) tal que o(z) = z. Como
las secciones o; generan a I'(E), podemos escribir o como

k
0= Z fiaiv
=1

con f; € C°°(M). Por lo tanto

k k
z=o(x) =) filx)oi(z) =T, (Z fi(:n)ei> .
=1 =1

Ahora, el Lema A.1.6, nos permite definir un morfismo de haces ¢: E — M x R”, tal
que ¥ o ¢ = id, lo cual implica que cada aplicacién ¢,: F, — R¥ es inyectivo. Por lo
tanto, E es un subhaz vectorial de M x RF. O

A.2. Construccion del conjunto de generadores

En esta seccién vamos a presentar la construccién del conjunto de generadores de
distribuciones generalizadas. Antes, es necesario dar una nocién sobre convergencia de
funciones en espacios de Fréchet de funciones suaves, la cual se puede consultar en [34,
Cap. 5].

Denotemos por | - | la norma Euclideana en R™. Si f: R" — R™ es una funcién
acotada, entonces definimos la norma del supremo como

Il = sup{[f(2)| | =<R"}.

Definimos BC*°(R™,R™) como el conjunto de funciones f: R™ — R™ tal que f es de
clase C* y todas sus derivadas parciales sean acotadas en R™. Si f € BC*>°(R",R™),
definimos una seminorma p; para k =0,1,2,... como
olel ¢

al=k;,
5o |al
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donde el maximo es tomado sobre todos los multi indices o de orden k. Ahora sumando
los pj, definimos una norma

k
1Al = pi(F),
j=1

y entonces se tiene que || f||x < ||f]lx+1-

Esta norma || - || induce una topologia en BC*(R™,R™). Recordemos que una
sucesion {f;}22, en BC®(R",R™) es de Cauchy si esta es de Cauchy con respecto a la
norma || - ||x para cada k, este hecho se puede consultar en [34, Lema 5.17]. Por lo tanto,
para mostrar que una serie » .-, f; converge en BC™(R™, R™) es suficiente mostrar que
cada una de las series

o0
D il con k=0,1,2,..
i=1

es convergente. Si > -2, f; es convergente en BC*°(R™,R™), entonces la funcién f =
Y i2y fi puede ser evaluado puntualmente, ya que la convergencia en BC*(R",R™)
implica convergencia puntual.

Teorema A.2.1. Sean M una variedad conexa y & un haz vectorial sobre M. Sea A una
distribucion generalizada suave de E, entonces A es globalmente finitamente generado.

La idea general de la prueba del Teorema A.2.1 es la siguiente. De la Proposicién
A.1.7, podemos considerar A como una distribucion generalizada de un haz vectorial
trivial. Mostraremos que el Teorema A.2.1 se cumple para distribuciénes generalizadas
de haces vectoriales triviales, y extenderemos las secciones encontradas en distribuciones
de haces vectoriales triviales a secciones de distribuciones de haces vectoriales arbitrarios.

Proposicion A.2.2. Sea A una distribucion generalizada suave del haz trivial R™ x
R*F — R™, entonces A es globalmente finitamente generado.

Para mostrar la Proposiciéon A.2.2, es necesario presentar lo siguiente. Denotemos por
B a la bola abierta euclidiana en R™ y denotemos por 2B a la bola con el mismo centro
y doble de radio que B. Sea B el conjunto de todas la bolas con centro en coordenadas
racionales y radio racionales, entonces B es una base numerable para la topologia de R™.

Para 0 < d < max(rk(A)) definimos el conjunto
Yq={peR™| dim(A,) = d},
fijemos d > 1 tal que X4 # 0.

Para cada p € ¥, existen secciones locales s1, ..., 4 en A, tal que {s1(p), ..., sq(p)} es
una base de A,,. Estas secciones son linealmente independientes en una vecindad U de p.
Nuestro objetivo es construir una cantidad finita de secciones definidas globalmente que
generan a A en cada punto de 4. Para esto es necesario demostrar el siguiente lema.

Lema A.2.3. Sea B € B una bola tal quep € B y 2B C U. Entonces existe un morfismo
de haces vectoriales suave
P: 2B x RF — 2B x R¥,

donde k = rk(E)(m + 1), con las siguiente propiedades: Para cada q € 2B
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1. P(q) es una proyeccion ortogonal.

2. Im(P(q)) C A,.
3. Im(P(q)) tiene dimension d.
4. Siq € 2BNXy, entonces Im(P(q)) = Aq y P(q) = Qq, donde Qg es un operador
proyeccion ortogonal tal que Im(Qq) = Ay.
Demostracion. La prueba de este lema lo podemos encontrar en [32, Lema 4.4]. O]

Demostracion de la Proposicion A.2.2. Como B es numerable, entonces por el Lema
A.2.3 podemos encontrar una coleccién numerable de bolas {B;};c; que cubre a ¥4, tal
que para cada bola B; existe un morfismo de haces vectoriales P;: 2B x RF — 2B x RF
con las propiedades descritas en dicho resultado.

Sea ey, ..., ex base estandar de R*. Definamos secciones suaves constantes Si, ..., Sy
de R™ x R* como
Si: Bi — Bi X]Rk,
p 7 (pa ei)‘

Para cada i € I, escogemos funciones meseta ; en R™ tal que 0 < 1; < 1, supp(¢;) C
2B; y se cumple que
wi =1 en Bi,
{ Y =0 en R™ —2B,.

Para cada 2B;, definimos secciones suaves en A como p — P;(p)oS,(p) donde p € ¥.
Puesto que Im(P;(p)) C A, entonces P;S, es una seccién de A para cada o = 1,..., k.
Ahora, multiplicando por las funciones meseta ;, obtenemos secciones globales ; P; S,
de A tal que supp(¢; P, 0 S,) C 2B;, para a = 1, ..., k.

Como ; tiene soporte compacto y tiene sus derivadas acotadas, entonces 1; €
BC>(R™, R¥). Para cada i, podemos encontrar una constante ¢; > 0 tal que cillilli <

%, entonces para cada a = 1, ..., k tenemos que

1
cil[iPiSalli < 5

Ahora, si definimos la aplicacién ¢; := ¢;1);, entonces tenemos que ||p;||; < % y

entonces para cada a = 1, ..., k tenemos que
1
leiFiSalli < 5
Ahora definimos una aplicacién ¢ = Y >, ¢; y secciones s, de A como
o
Sa = Z (Pi]DiSou
i=1

para a=1,..., k.
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Mostremos que el conjunto {si, ..., s;} define una familia de secciones suaves globales
que genera a A, en cada punto de ;. Para esto es necesario que estas series sean
convergentes en un espacio de funciones adecuado, lo va a implicar que son suaves.

Para que ¢ sea convergente en BC®(R™, R), es suficiente mostrar que la serie
Y2y |lwillk converge para cada k. Para k fijo, tenemos

o0 o0 fe'e) 1

—k
Z il < ZH%’Hi < Z? =9 kL
i=k i=k i=1

por lo cual, la serie ), ¢; converge en BC*°(R™,R) y entonces ¢ es una aplicacién suave
definida como

e(p) =Y @ilp),
=1

con p € ¥4. Como p € B; para alguna bola Bj; entonces ¢; = cj¢; = ¢; > 0 en Bj, por
lo tanto ¢ > 0 en X4.

Ahora, sq = >.72, ¢;iP;Sa es convergente en BC>(R™,R*) dado que

oo [e.@] o0 1
D MeiPiSalle <D lleiPiSalli < 5= 27k,
ik ik i—k

entonces las aplicaciones s, son secciones suaves de A definidas como

sa(p) =D ¢i(p)Pi(p) © Sa(p),
=1

con p € Xg.

Finalmente veamos que si p € X4, entonces {si(p),...,sx(p)} generan a A,. Del
Lema A.2.3, tenemos que si p € 2B; entonces Im(P;(p)) = Ap y Pi(p) = Qp, para cada
1. Entonces tenemos

sa(p) = Y @iP)Pi(p) 0 Sa(p) = D 0i(p)QpSa(p),
=1 =1
= > Qup(9i(p)Sa(p)) = Qp((p)Sa(D)).
=1

Para cada p € %4 tenemos que {S1(p), ..., Sk(p)} es una base de (R™ x R¥),. Como
©(p) # 0 entonces {©(p)S1(p), ..., (p)Sk(p)} es una base de (R™ x R¥),,, entonces

{Qpe(p)S1(p); - Qpe(p)Sk(p)},

genera a A, esto es que {s1(p), ..., sp(p) } generan a A,. Por lo tanto, tenemos un nimero
finito de generadores para A en puntos de Xg.



A.2 Construccion del conjunto de generadores 125

En el caso donde B tenga un nimero finito de bolas, definimos

p=> i ¥y sa=Y ¥iPiSa,

el i€l

como tenemos sumas finitas, ¢ es una aplicacién suave y s, es una seccién global suave
de A. Andlogo al caso anterior, las secciones s, generan a A en cada punto de ¥4, [

Observacion A.2.4. Podemos hacer la construccién de la prueba de la Proposicién A.2.2,
para cada d = 1,...,max(rk(A)), lo cual nos da una cota de a lo mds max(rk(A)) - k
secciones globales que generan a A en cada punto de R™.

Demostracion del Teorema A.2.1. De la Proposiciéon A.1.7 tenemos que E es isomorfo a
un subhaz del haz trivial M x R¥, en este caso podemos ver a A como una distribucién
generalizada del haz trivial M x RF.

Podemos identificar cada subespacio A, con un subespacio de R*. Por otro lado, las
secciones de M x R*, son aplicaciones s: M — RF.

Consideremos M una variedad diferenciable de dimensién m, entonces tenemos que
cualquier aplicacién suave s: U — RF con U C M, puede ser extendida a una aplicacién
suave 5: U — R¥ con U C R™ abierto.

Como A es suave, existe una familia F de secciones locales de A tal que A, =
gen(F|,). Entonces cada s € F es una aplicacién s: U — R¥ con U C M, que puede
ser extendida a una aplicacién s: U — R* con U C R™. Entonces, tenemos una familia
F= {s'| s € F} de secciones locales definidas en U C R™. Por lo cual, podemos definir
una distribucién generalizada A = gen(ﬁ) de R™ x R*, tal que para cada p € M se tiene
que A, = ﬁp.

Ahora, de la Proposicién A.2.2, podemos encontrar un numero finito de secciones
globales de A que generan a ﬁﬁ en cada punto de p € R™. Y estas secciones definen
secciones globales de A que generan a A, en cada punto p € M. O

Dado un haz vectorial E¥ y una distribucién generalizada A, es posible dar una cota
superior de secciones globales que generan a A. De la demostracion de la Proposicion
A.1.7 tenemos que A es isomorfo a una distribucién generalizada del haz trivial R™ x R,
donde k = rk(E)(m+1). Ahora, en la Proposicién A.2.2 construimos k secciones globales
para cada conjunto 3,4 con d = 1, ..., max(rk(A)), y de la Observacién A.2.4, concluimos
que existen a lo mas max(rk(A)) - k secciones globales que generan a A. Lo cual nos da
una cota de rk(E)(m+ 1) max(rk(A)) secciones globales que generan a A en cada punto
de M.
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Apéndice B
Geometria Riemanniana

El objetivo en este capitulo es introducir la aplicacién exponencial en geometria
Riemanniana, con el objetivo de definir un dominio donde la aplicacién exponencial sea
un isomorfimo.

B.1. Aplicacién exponencial

El objetivo en esta seccién es introducir la aplicacion exponencial en geometria Rie-
manniana, y presentar algunas propiedades importantes de la misma.

Sea (M,g) una variedad Riemanniana y V: X(M) x X(M) — X(M) la conexién de
Levi-Civita de g en M, que es compatible con la métrica Riemanniana, en el sentido que

Vg =0.

Definicién B.1.1. Decimos que un camino 7: («, 3) — M de clase C', conl> 2, en
una variedad suave M con conexién compatible V, es geodésico si

VoY (t)=0, Vte(a,p)

Sea (U, z',...,2™) un entorno coordenado de M. La ecuacién V.7 (t) = 0 para y
un camino geodésico, en terminos locales, se ve como

2
A (0) + ST 0 1) (1) S Sk 1) = 0, (B.1)
7.k

para todo i = 1,...,m, y donde Vg 5y 0/0xF = EFé-k@/@xl. Entonces por existencia y
unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, v existe localmente y es tnica.

Lema B.1.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y V conexion compatible, entonces
existe un campo G € X(TM), tal que para cada curva integral c: (o, 5) — TM de G,
existe una curva geodésica v: (o, 3) — M tal que

Cot) = clt).
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Demostracion. Seanw: TM — M el haz tangente a M. Vamos a trabajar de manera local,
y luego extenderemos esta construccion golbalmente. Sea (U, !, ..., 2™) carta coordenada
en M, esta induce una carta (7= 1(U),q',...,¢™, ¢*,...,¢™)) en TM donde

¢=a"om y {'(§=¢E

entonces cada £ € 7~ 1(U) se puede escribir como

Entonces el conjunto {0/dq", ...,0/9q™,d/0¢", ...,0/0¢™} forma una base local de cam-
pos en T'M, por lo cual tenemos que

m(0/0¢’) = 0/0a7 y m.(8/0¢) =0
Entonces de (B.1), tenemos la ecuacién diferencial de primer orden en 7= (U)
(ql)/ — ql

(@) = *Z Lomdd,

para cada j = 1, ..., m. Las soluciones de esta ecuacién diferencial, son curvas integrales
del campo vectorial G en 7~ 1(U) dado por

;0 g O
g = Z 71 Z(Fé‘koﬂ)q]qkaiq.j

ik
Como la ecuacién (B.1) es independiente de la eleccién de las cartas en M, entonces G
define un campo vectorial en T'M.

Finalmente, veamos que existe una geodésica con las propiedades deseadas. Sea
c: (o, 8) — M curva integral de G, definimos v := 7 o ¢, por construccién la curva
~(t) es una curva geodésica, y ademds

%V(t) = (depym) <§tc(t)) = (deym)(Gleqry) = (deym)(d°0/0¢" | 1))

= (1)0/0q" ) = c(t).
O

Definicion B.1.3. El flujo maximal del campo vectorial G es llamado flujo geodésico
de G.

Sea ¢ := p(t,&) el flujo maximal de G en T'M, donde t € R y £ € T'M. Definimos
para cada £ € TM

Ve(t) := (mo 9)(L, ),

entonces ¢ es la tinica geodésica maximal en M que satisface
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= 76(0) = 7((0,€)) = 7 (€).
" 74(0) = 9(0,6) = €.

En particular, v¢(t) depende suavemente de t y £. Para cada & € T'M, denotamos por
I¢ = (=61, 62) al maximo intervalo de definicién de la curva e.

Lema B.1.4. Para todo e >0y & € TM, la geodésica ¢ satisface

1
v foe =2,
" Yee(t) = velet).

Demostracion. Sea 7: (—d1/e,02/€) — M una reparametrizacién de la curva ¢ (t) defi-
nida por

F(t) == ye(et).
Notemos que esta curva es una geodésica, pues

Va7 () = €2V @ e(t) = 0.

Por definicién, tenemos que ¥(0) = 7¢(0) = 7 (§) y ademas

d
~(0) = —~¢(et = e~4(0) = &€.
7'(0) dt%@)t:o £7¢(0) = &€

Por otro lado, tenemos que la curva v.¢(t) cumple que
Vet (0) = m((0,€€)) = (&) v Ye(0) = 9(0,€) = &,
por lo tanto, por unicidad se sigue que
Vet (t) = e (et).

O]

Recordemos que la seccién cero o € I'(T'M) es el campo vectorial tal que of, es el
vector cero en T, M, para todo p € M. Definamos el conjunto

TM:={£cTM]|1¢el}.

Corolario B.1.5. El conjunto TM es un conjunto abierto de TM. Mds atin TM es
un dominio estrella respecto a la seccion cero o, es decir, si £ € TM entonces e€ € TM
para todo € € [0,1].

Demostracion. El conjunto T M es abierto, puesto que el dominio del flujo maximo es
abierto y T M es el dominio del flujo con ¢t = 1. Més ain, 7 M es un dominio de estrella
por el Lema B.1.4. ]
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Definicién B.1.6. Sea (M,g) una variedad Riemanniana. Definimos la aplicacion ez-
ponencial Riemanniana Exp: TM — M como

Exp9(¢) = Exp(€) = 7¢(1).
Ademas, para cada p € M definimos Exp,,: T, M N'TM — M como
Exp, := Exp |1, mn7 M-

Lema B.1.7. La aplicacion Exp, es diferenciable y de rango mdximo en el vector cero
en T, M.

Demostracién. Para el siguiente cdlculo, denotamos por 0 el origen de R y por 0 el
elemento neutro en T,M. Sea Zg: T,M — T5(T,M) la identificacién canénica de T, M
con su espacio tangente en T5(7,M ). Mostremos que

d() Epr OI() = IdTpM .

Para cada { € T,M la curva w(t) := t£ en T,M satisface que

0
'0) = Z5(¢) = dow—=
w ( ) 0(5) ow 8t’
lo cual implica que
0 0
dp Exp, oZ5(§) = dyExp, odowa = do(Exp, ow)ﬁ
d
= @00 =7%0)=¢
=0
por lo tanto Exp, tiene rango méaximo en 0eT,M. O

Consideremos la aplicacion
nxExp: TM — MxM
§ — (7(§),Exp(§)).

Lema B.1.8. La aplicacion © x Exp es diferenciable y de rango mdzimo en 0 € T,M.

Demostracion. Sea & € TM y p = w(§). Sea (U, ) una carta en M con ¢: U — R™,
entonces podemos definir una carta en TM como (7~ *(U), o1a), donde @y 7 H(U) —
R™ x R™ se define como pra(€) = (¢(£), ¢(€)). Ahora, tomemos la carta (U x U, ¢ X ¢)
en M x M, y consideremos (7 x Exp) 1 (U x U) el cual es un abierto en TM que contiene
ao(U).

Entonces la expresién local de m x Exp esta dada por
(¢ x @) o (1 x Exp) o ppys: pru(n ' (U)) — R*™,

notemos que ¢ o w o go}}w = pry, donde pr;: R™ x R™ — R™ denota la proyeccién a
la primera coordenada. Por lo tanto del Lema B.1.7, se sigue que w x Exp tiene rango
maximo. O
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Observacion B.1.9. Del Lema B.1.8, se tiene que para cada £ € o(M)
rke(m x Exp) = 2m.

Por lo cual existe una vecindad W de o(M) en T'M, tal que (7 x Exp)|w es un difeo-
morfismo en su imagen.

B.2. Cut locus puntual

El objetivo de esta seccion es definir el cut locus en una variedad Riemanniana,
con el objetivo de introducir un dominio en el cual la aplicacién exponencial es un
difeomorfismo.

Para cada p € M y € > 0, definamos los conjuntos

S(p7 6) = {5 € TPM | ’£| < 6} y Sp = S(p7 1)

y dado £ € S, definimos el conjunto

cp(§) :==sup{t >0 [ t& € TM, d(p,ve(t)) = t}.

Observacion B.2.1. La funcién ¢: {{ € TM | || = 1} — (0, 00] definida como ¢(§) :=
Cx(¢)(§), es semi-continua superior en su dominio. Mds atin, si M es una variedad Rieman-
niana completa entonces ¢ es continua su dominio. La prueba de este resultado utiliza
herramientas analiticas y se pude consultar en [14, Teorema III.2.1]

Definicién B.2.2. Para cada p € M, definimos el cut locus de p en T,M (cut locus
tangencial), como

C(p) :== {cp(§)E | cp(§) <00, € S,}NTM,
y entonces definimos el cut locus de p en M, como
C(p) := ExpC(p).
Ahora, definimos los siguientes conjuntos,
D, = {t | 0 <t <€), § €8}, (B.2)
D, := Exp(D,),
cuyas propiedades se establecen en el siguiente teorema.

Teorema B.2.3. El conjunto D), en la ecuacion (B.2), es el dominio mas grande en
forma de estrella, con respecto al origen de T, M, para el cual, la aplicacién exponencial

Exp, Ip, : Dp — M\C(p),

es un difeomorfismo. Ademds, para cada p € M, el cut locus C(p) tiene medida cero.
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Demostracion. Este resultado se puede consultar en [14, Teorema I11.2.2, Teorema II1.3.1].
]

Supongamos ahora que tenemos un grupo de Lie, equipado con una métrica Rieman-
niana. En este caso, mostraremos primero que si la métrica es bi-invariante, entonces
la aplicacién exponencial de grupos de Lie y la aplicacién exponencial Riemanniana
coinciden. Luego, usaremos éste resultado y el Teorema de Hopf-Rinow, el cual podemos
consultar en [35, Teorema 2.9], para mostrar que si el grupo de Lie es compacto y conexo,
entonces la aplicaciéon exponencial es sobreyectiva.

Teorema B.2.4. La aplicacion exponencial de Lie y la aplicacion exponencial Rieman-
niana en la identidad, coinciden en grupos de Lie con una métrica bi-invariante.

Demostracion. Sea G un grupo de Lie con métrica Riemanniana bi-invariante y g su
algebra de Lie. Fijemos & € g. Para mostrar que las aplicaciones exponenciales coinciden
en &, es suficiente probar que el subgrupo 1-paramétrico

R — G
t — exp(t),

es la geodésica con y(0) = ey 7/(0) =¢&.
Recordemos que v es la curva integral del campo vectorial invariante por izquierda
X que pasa por e € G cuando t = 0, es decir,

Como G tiene una métrica bi-invariante, entonces de la formula de Kozul se sigue que
, 1
VoY (t) =VxX = §[X7X] =0,

donde V es la conexion lineal asociada a GGy compatibe con la métrica. Por lo tanto
es una geodésica y entonces la aplicacion exponencial de Lie y la aplicacion exponencial
Riemanniana coinciden. O

Corolario B.2.5. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo. Entonces la aplicacion
exponencial exp: g — G es sobreyectiva.

Demostracion. Como G es un grupo de Lie compacto, entonces existe una métrica Rie-
manniana bi-invariante g. Por el Teorema B.2.4, la aplicacién exponencial de Lie y la
aplicacién exponencial Riemanniana coinciden. Como la aplicacién exponencial de Lie
es definida para todo elemento del dlgebra de Lie g, entonces se sigue del Teorema de
Hopf-Rinow [35, Teorema 2.9] que (G, g) es una variedad Riemanniana completa, es de-
cir, cada dos puntos de GG pueden ser unidos por una geodésica minimal. Por lo tanto
exp = Exp,: T.G — G es sobreyectiva O
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Un resultado importante para el desarrollo de este trabajo, es el hecho que para
grupos de Lie reales y conexos, cualquier elemento del grupo se puede escribir como el
producto de dos elementos en la imagen de su aplicacién exponencial.

Teorema B.2.6. Si G es un grupo de Lie real y conexo, entonces G = (exp(g))?. Mds
atun, para cada elemento g € G, existen x,y € g tal que g = exp(z) exp(y).

Demostracion. La prueba de este resultado se puede encontrar en [36, Teorema 3] y [37,
Teorema 5.6]. O
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