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Resumen

En este trabajo se presenta un enfoque geométrico-diferencial para el estudio de
sistemas dinámicos sesqui-producto (o sistemas dinámicos proyectables) en es-
pacios fibrados triviales, en el contexto de la dinámica Hamiltoniana y la teoría
Hamiltoniana de perturbaciones. La dinámica proyectable surge en varios proble-
mas de la teoría de sistemas Hamiltonianos tales como sistemas con simetrías y la
reconstrucción de fases, la linealización de sistemas Hamiltonianos, el método de
los promedios y las formas normales. En esta situación, presentamos dos tipos de
resultados:

(I) Se formula un criterio sobre la existencia de estructuras Hamiltonianas para
una clase amplia de sistemas dinámicos, los sistemas sesqui-producto, en un
espacio fase del tipo (variedad simpléctica) × (variedad de Poisson), en térmi-
nos de la solubilidad de una ecuación lineal no-homogénea (ecuación ho-
mológica), con respecto a una familia de estructuras de Poisson no-lineales
(degeneradas), parametrizadas por 1-formas con valores vectoriales. Se da
una interpretación geométrica de esta ecuación por medio de conexiones de
Ehresmann invariantes en un haz fibrado trivial, de Poisson. La familia de
estructuras de Poisson (no-lineales) que se introducen, representa una clase
especial en el contexto del llamado acoplamiento de Poisson. Aplicamos a
esta clase de corchetes de Poisson el procedimiento de acoplamiento mínimo
para derivar una familia 1-paramétrica de estructuras Hamiltonianas. Se es-
tablece la equivalencia entre estas estructuras de Poisson por medio de una
versión contravariante del método de homotopía de Moser. Estos resultados
se aplican a la construcción de estructuras Hamiltonianas para una clase im-
portante de sistemas sesqui-producto asociadas con familias de sistemas de
Lie periódicos.

(II) Se desarrolla un nuevo enfoque perturbativo para una clase de sistemas Ha-
miltonianos perturbados en espacios fase cuya estructura de Poisson de-
pende, de manera singular, de un parámetro pequeño. La característica
típica en esta situación es que los sistemas no-perturbados asociados, los
cuales son sistemas sesqui-producto, no son Hamiltonianos relativos a la
estructura de Poisson en el espacio fase original. Aquí, la aplicación de
métodos estándar tales como la técnica de la función generadora o el de la
transformada de Lie no son apropiados. Además, en el contexto de los sis-
temas casi-integrables, se estudia con bastante detalle una clase de sistemas
Hamiltonianos con dos grados de libertad sobre cilindros de órbitas y se
derivan dos tipos distintos de normalización para este tipo de sistemas. Fi-
nalmente, los resultados generales que se obtienen los aplicamos a las ecua-
ciones de Euler en so(4) para derivar la propiedad de casi-integrabilidad de
estos sistemas alrededor de órbitas co-adjuntas singulares.
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Abstract

We present a differential-geometric approach for the study of skew-product dy-
namical systems (or projectable systems) on trivial fibered spaces, in the frame-
work of the Hamiltonian dynamics and the theory of Hamiltonian perturbations.
The projectable dynamics appears in various problems of the theory of Hamil-
tonian systems, for example, systems with symmetries and the reconstruction of
phases, the linearization of Hamiltonian systems, averaging methods and normal
forms. In this context, two kind of results are presented:

(I) A criterion for the existence of Hamiltonian structures is formulated for a
wide class of (nonlinear) dynamical systems, the so called skew-product
systems, on a phase space of the type (symplectic manifold) × (Poisson mani-

fold), as the solvability of a linear non-homogeneous equation (homological
equation), relative to a family of (degenerate) nonlinear Poisson structures
parametrized by vector valued 1-forms. We provide a geometric interpreta-
tion of this equation in terms of invariant Ehresmann connections on a Pois-
son fiber bundle. The introduced family of Poisson structures represents a
special class of nonlinear coupling Poisson structures. The minimal coupling
procedure is applied to this class of Poisson brackets in order to derive a 1-
parameter family of Hamiltonian structures. The equivalence between these
Poisson structures is stated by using a contravariant version of Moser’s ho-
motopy method. These results are applied in order to construct Hamiltonian
structures for an important class of skew-product systems associated with
families of periodic Lie systems.

(II) A new perturbative approach is developed for a class of perturbed Hamil-
tonian systems on phase spaces whose Poisson structure has a singular de-
pendence on a small parameter. The typical feature in this situation is that,
the associated unperturbed systems, which are skew-product systems, are
not Hamiltonian relative to the original phase space Poisson structure. Here
the application of standard methods such as the generating function tech-
nique or Lie transform method are not effective. Moreover, in the context
of near-integrable systems, we thoroughly study a class of two degrees of
freedom Hamiltonian systems over orbit cylinders and derive two different
types of normalization for this kind of systems. Finally, we apply the ob-
tained general results to the case of Euler equations on so(4) in order to
derive the near-integrability property of these systems in the neighborhood
of a singular co-adjoint orbit.
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Introducción

El objetivo general de este trabajo es presentar un enfoque unificado sobre la for-
mulación Hamiltoniana de los sistemas dinámicos proyectables en haces fibra-
dos triviales, en términos geométrico-diferenciales. Al mismo tiempo, se verá la
utilidad de este enfoque con algunas aplicaciones a la teoría Hamiltoniana de
perturbaciones y las formas normales. Para tal fin, utilizaremos las modernas
herramientas que nos proporciona la geometría de Poisson.

De esta manera, debido a los métodos utilizados, este trabajo se relaciona con
varias áreas importantes de investigación actual en la teoría de sistemas dinámi-
cos y la física–matemática, tales como la mecánica Hamiltoniana, la teoría de sis-
temas completamente integrables, la teoría de perturbaciones, los sistemas casi-
integrables y la teoría KAM. En todas estas áreas, las principales herramientas
de estudio provienen de la geometría simpléctica y, más generalmente, de la ge-
ometría de Poisson. Por sí misma, ésta última ha sido una área de investigación
intensa durante los últimos 35 años y también debido a sus múltiples conexiones
con una diversidad de otros campos, tanto de las propias matemáticas como de la
física.

Podemos decir que los orígenes de la geometría de Poisson se remontan hacia
principios del siglo XIX cuando el corchete de Poisson clásico

{F, G} =
∂F

∂p

∂G

∂q
− ∂F

∂q

∂G

∂q
, (1)

fue introducido por Poisson en su estudio de las ecuaciones de movimiento de la
mecánica celeste. Unos treinta años más tarde, Jacobi pudo reconocer la impor-
tancia de estos corchetes y al estudiar sus propiedades algebraicas descubrió su
famosa “identidad de Jacobi”. Alrededor de 1833, Hamilton observó que usando
los corchetes de Poisson, las ecuaciones de movimiento para varios sistemas de la
mecánica y de la óptica podían escribirse en la forma

ṗ = −∂H

∂q
, (2)

q̇ =
∂H

∂p
, (3)

donde H es una función suave que, en la mayoría de los casos, representa la
energía total del sistema. Un sistema de 2n ecuaciones expresado en la forma (2),
(3), se llama un sistema Hamiltoniano y una de las ventajas de esta formulación
es que la función H es una integral de movimiento del sistema. En este caso,
el corchete en (1) es no-degenerado y proviene, esencialmente, de una estructura

1



2 Introduión
simpléctica canónica en un espacio vectorial. Sin embargo, en el caso general, el
formalismo Hamiltoniano tiene lugar en variedades de Poisson cuya estructura
está definida por un corchete de Poisson que es, usualmente, degenerado.

Un paso importante en el estudio de este tipo de estructuras fue dado por Lie
alrededor de 1890, ya que fue el primero en investigar corchetes de Poisson de-
generados y estudiar su geometría. Lie consideró en sus investigaciones el caso
más simple, a saber, el de las estructuras lineales de Poisson; es decir, corchetes
de Poisson en un espacio vectorial para los cuales el corchete de las funciones
coordenadas resulta ser una función lineal. Estas son las famosas estructuras de
Lie–Poisson, redescubiertas por Berezin en los 1960s. Posteriormente y durante
las tres últimas décadas, la geometría de Poisson ha llegado a ser un activo campo
de investigación que ha incidido en varias áreas, por ejemplo, las álgebras de Lie
infinito-dimensionales (Kirillov [1976]); la mecánica de partículas y medios con-
tinuos (Arnold, Kozlov y Neı̌shtadt [1993], Lichnerowicz [1977], Marsden y Wein-
stein [1982]); la teoría de singularidades (Varchenko y Givental [1982]); sistemas
completamente integrables (Gelfand y Dikii [1978], Kostant [1979]); cuantización
semiclásica (Karasev y Maslov [1993]), etcétera.

En términos algebraicos, un corchete de Poisson en una variedad suave M

se define como un corchete de Lie { , } en el espacio de funciones C∞(M), que
satisface la regla de Leibniz. El campo vectorial Hamiltoniano XH de una función
H ∈ C∞(M) está unívocamente determinado por la condición: La derivada de
Lie a lo largo de X

H
es igual al operador adjunto {H, ·}. El sistema dinámico

que corresponde al campo vectorial XH da lugar a la dinámica Hamiltoniana en
M y el par (M, { , }) es llamado una variedad de Poisson, terminología que fue
acuñada por Lichnerowicz [1977]. Una definición equivalente a la anterior, pero en
términos geométricos, es la siguiente: Una estructura de Poisson es un par (M, Ψ)
que consiste de una variedad suave M y un campo de bi-vectores Ψ en M tal
que se satisface la identidad de Jacobi para el corchete de Schouten, [ Ψ, Ψ ] = 0.
En este caso, Ψ es llamado un tensor de Poisson o también se le denomina la
estructura de Poisson en la variedad M. La relación entre el tensor de Poisson Ψ

y el corchete de Poisson { , } está dada por {F, G} = Ψ(dF, dG). Por lo tanto, la
identidad de Jacobi puede interpretarse como una ecuación diferencial no-lineal
de primer orden para Ψ:

S
(I,J,L)

Ψ
KI(y)

∂Ψ
JL

∂yK
(y) = 0. (4)

El tensor de Poisson es degenerado si el rango de Ψ es menor que la dimensión de
M, dim(M). Un punto singular de la estructura de Poisson Ψ está determinado
por la siguiente condición: El rango de Ψ no es localmente constante alrededor de
dicho punto. En consecuencia, una variedad de Poisson es, usualmente, degen-
erada y admite puntos singulares. Tales variedades de Poisson generales ocurren
como los espacios fase para las ecuaciones de movimiento de las partículas clásicas
y también son relevantes para las álgebras de observables en la mecánica cuántica,
al igual que para álgebras no-conmutativas más generales. La motivación para
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este formalismo se debe, en parte, al descubrimiento de muchos modelos físicos
que provienen de los sistemas mecánicos, especialmente, sistemas que admiten
grupos de simetrías o sistemas con restricciones.

Es en este contexto de la geometría de Poisson en el que formulamos uno de
los problemas principales que abordamos en este trabajo y que usualmente se
le conoce como el problema de Hamiltonización, el cual está relacionado con la
siguiente pregunta: ¿Son las ecuaciones de movimiento de un sistema, Hamil-
tonianas en algún sentido? En otras palabras, dado un sistema arbitrario de
ecuaciones diferenciales ordinarias, ¿admite este sistema una formulación Hamil-
toniana? Más precisamente, si (M, X) es un sistema dinámico, el problema de
Hamiltonización consiste en tratar de encontrar un par (Ψ, H) formado por una
estructura de Poisson Ψ en M y una función H ∈ C∞(M) tal que el campo vectorial
X sea Hamiltoniano con respecto a Ψ, con función Hamiltoniana H, es decir,

X = XH ≡ −Ψ
J I ∂H

∂yI

∂

∂yJ
. (5)

Por lo tanto, desde un punto de vista analítico, el problema de Hamiltoniazación
se reduce a la solubilidad del conjunto de ecuaciones diferenciales no-lineales
(4) para Ψ, junto con la condición de compatibilidad (5) en la cual, la incógnita
es la función H para un campo vectorial X, dado de antemano. Notemos que
localmente, en una vecindad de un punto no-singular de X, la solubilidad de
(4) y (5) se sigue del teorema de rectificación. Sin embargo, en el planteamiento
semi-local, alrededor de una subvariedad invariante de X, de dimensión distinta
de cero, la pregunta sobre la Hamitonización de X resulta ser no-trivial. Por
otro lado, el problema de Hamiltonización, en su formulación global, viene a ser
bastante complicado debido a que su naturaleza geométrica está relacionada a la
foliación simpléctica singular de la estructura de Poisson Ψ y a la topología del
espacio de órbitas de X.

El problema de dar una formulación Hamiltoniana para un sistema arbitrario
de n ecuaciones diferenciales de primer orden es bastante antiguo y desde Lie
[1877] se sabe que, al menos localmente, el problema de Hamiltonización tiene
una respuesta afirmativa. Posteriormente, Koenigs [1895] obtiene resultados anál-
ogos a los de Lie y los métodos de ambos se basan en el conocimiento previo de n

integrales de movimiento, las cuales forman un conjunto completo de soluciones
del sistema. Sus resultados se resumen en el Teorema de Lie-Koenigs, llamado así
por Whittaker [1937]. Sin embargo, una formulación Hamiltoniana no-global re-
sulta ser de poca utilidad práctica y, salvo por algunas aplicaciones a la mecánica
(Kerner [1965]), el problema permaneció olvidado durante bastante tempo. Perlick
[1992] investiga el problema desde una perspectiva geométrico-diferencial global
y establece que un sistema dinámico admite una formulación Hamiltoniana si
el espacio fase está equipado con una estructura simpléctica, asumiendo que el
campo vectorial que define el sistema es completo. Otra respuesta al problema
de Hamiltonización es presentada por Hojman [1996] y su método requiere de
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la existencia de un campo vectorial adicional (una simetría) y de una integral de
movimiento del sistema, que se relacionan por medio de ciertas ecuaciones con el
campo asociado al sistema dinámico. Sin embargo, el planteamiento presentado
por Hojman no es global y Alvarado-Flores et al. [2006] generalizan sus resulta-
dos por medio de técnicas geométrico-diferenciables, lo que también les permite
obtener respuestas en los planteamientos de Lie-Koenigs y de Perlick.

Por otro lado, un problema que es ampliamente conocido en la mecánica
clásica, consiste en establecer una equivalencia entre las formulaciones Lagrangiana
y Hamiltoniana. En el caso de Lagrangianos degenerados, la derivación de una
formulación Hamiltoniana lleva a un problema no-trivial sobre la relación entre es-
tructuras pre-simplécticas y de Poisson (Gotay et al. [1980], Dubrovin et al. [1993]).
En este contexto, otra pregunta interesante es acerca de la construcción de una es-
tructura Hamiltoniana a partir de una ya dada. Para sistemas completamente
integrables, esta cuestión ha sido estudiada por Bogoyavlensky [1983]. Aparte de
su interés intrínseco, otra motivación para el problema de Hamitoniazación es la
formulación Hamiltoniana de un buen número de ecuaciones bastante conocidas
de la física-matemática, por ejemplo, las ecuaciones de Maxwell-Vlasov (Mars-
den y Weinstein [1982]); las ecuaciones de Wong para una partícula clásica en
una campo de Yang–Mills (Montgomery [1984]); las ecuaciones covariantes BMT
para una partícula relativista cargada, con spin (Bette [1993]); el movimiento del
cuerpo rígido (Kozlov [1996], Borisov y Mamaev [1999]); sistemas de Ermakov
(Haas [2001]), etcétera.

Para un sistema dinámico (M, X) dado, una solución del problema de Hamil-
tonización puede no ser única. Un planteamiento razonable para tratar de obtener
soluciones de este problema es considerar una clase de sistemas dinámicos en es-
pacios fase con ciertas características específicas, fijadas de antemano, y tratar de
buscar estructuras Hamiltonianas en una clase adecuada de estructuras de Pois-
son que puedan ser compatibles. En este sentido, una clase importante de sistemas
está dado por la dinámica proyectable en el espacio total M de una haz fibrado
de Poisson π : M → B. Un campo vectorial proyectable X en M está determinado
por la siguiente condición: X desciende a un campo vectorial v en la base B bajo
la proyección π. En las aplicaciones, tales sistemas dinámicos proyectables usual-
mente aparecen como aproximaciones a las ecuaciones reales de movimiento (por
ejemplo, dinámica de spin y movimiento del cuerpo rígido). Más aún, la dinámica
proyectable es un ingrediente del método de reducción para sistemas Hamiltonia-
nos con simetrías (Marsden, Montgomery y Ratiu [1990]). Un mecanismo en el que
aparecen los sistemas proyectables en haces vectoriales simplécticos o de Poisson
son los llamados sistemas de primera variación, los cuales están determinados por
el procedimiento de linealización para la dinámica Hamiltoniana en subvariedades
invariantes. En el caso simpléctico, enfoques geométricos para la Hamitonización
de sistemas de primera variación, basados en la teoría de conexiones lineales sim-
plécticas, han sido desarrollados en varios artículos: (Marsden, Ratiu y Raugel
[1991], Karasev y Vorobiev [1998], Vorobiev [2000], Flores-Espinoza y Vorobiev
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[2000]).

En el presente trabajo, abordamos el problema de Hamitonización para sis-
temas sesqui-producto (no-lineales) que representan la dinámica proyectable en
haces de Poisson triviales en los que la base es simpléctica. En este caso partimos
de una variedad M = B × P la cual es el producto de una variedad simpléctica
(B, { , }B) y una variedad de Poisson (P, { , }P) y consideramos un sistema sesqui-
producto en M, esto es un sistema que se expresa en la forma

dξ i

dt
= { f , ξ i}B , (6)

dxα

dt
= {Fξ , xα}P , (7)

donde ξ = (ξ i) ∈ B, x = (xα) ∈ P, f : B → R, F : M → R son funciones suaves
dadas y Fξ(x) = F(ξ, x). El campo vectorial V de (6), (7), es proyectable bajo la
proyección canónica π : B × P → B y desciende al campo vectorial Hamiltoniano
v f de f en B. El mecanismo sesqui-producto nos proporciona una relación entre la
dinámica dependiente del tiempo y el sistema autónomo. Fijando una trayectoria
ξ(t) de v f , el sistema (7) viene a ser un un sistema Hamiltoniano dependiente
del tiempo en la fibra (P, { , }P) con Hamiltoniano dependiente del tiempo Fξ(t).
Por lo tanto, uno puede asociar a (6), (7) una familia generalizada de sistemas
Hamiltonianos dependientes del tiempo, los cuales están parametrizados por los
elementos del espacio de órbitas de v f .

Una primera observación que debemos señalar en el contexto del problema de
Hamiltonización es que el sistema (6), (7) no es Hamiltoniano con respecto a la
estructura natural de Poisson Π0 en M, la cual está determinada por el producto
directo de los corchetes { , }B y { , }P , excepto para el caso trivial cuando el campo
vectorial Hamiltoniano de Fξ en (P, { , }

P
) es independiente de ξ. Sin embargo, al

mismo tiempo, el flujo de V respeta la foliación simpléctica de la estructura pro-
ducto de Poisson en M, la cual consiste de la unión de las variedades producto
B × O, donde O representa cualesquiera de las hojas simplécticas de (P, { , }P ).
Cada subvariedad B × O es invariante bajo el flujo del sistema (6), (7). De esta
manera, nuestro objetivo es buscar un “nuevo” corchete de Poisson { , }M en el es-
pacio total M de tal manera que esta estructura nos proporcione una formulación
Hamiltoniana para el sistema (6), (7),

dξ i

dt
= {H, ξ i}M , (8)

dxα

dt
= {H, xα}M , (9)

De acuerdo con las características descritas del sistema (6), (7), es natural buscar
el corchete { , }M en una clase de estructuras de Poisson que sean compatibles con
la foliación B ×O. Decimos que un corchete de Poisson { , }M en M es compatible
si su tensor de Poisson Ψ admite una descomposisción

Π = Π̂ + Ψ, (10)
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donde Ψ es el tensor de Poisson de { , }P y Π̂ es un campo de bi-vectores en M

que satisface las condiciones

det
[

Π̂(dξ i, dξ j)
]
6= 0, (11)

rank Π̂ = dim B (12)

De esta manera, cada estructura compatible de Poisson es tangente a la foliación
B×O. Claramente, la estructura de Poisson producto Π0 en M pertenece a la clase
de estructuras compatibles, donde el primer factor Π̂ en (10) es el “pull-back” bajo
π de la estructura de Poisson no-degenerada { , }B . Por lo tanto, las estructuras
de Poisson compatibles pueden considerarse como “deformaciones” de Π0 que
preservan la foliación característica B ×O.

La naturaleza geométrica de las estructuras de Poisson compatibles se puede
explicar en el contexto del método de acoplamiento de Poisson (Vorobiev [2001]).
Este método presenta una manera geométrica de cómo construir estructuras de
Poisson (i.e. cómo resolver la identidad de Jacobi) en el espacio total de un haz
fibrado de Poisson a partir de algunos datos geométricos que incluyen una conex-
ión de Ehresmann y una estructura de Poisson por fibras. Tales estructuras son
llamadas estructuras de acoplamiento de Poisson, y en general, tienen singulari-
dades que provienen de los efectos de la curvatura. Aplicando el procedimiento
de acoplamiento se obtiene una factorización de la identidad de Jacobi, la cual se
descompone en una serie de ecuaciones lineales para los datos geométricos, las
llamadas condiciones de integrabilidad.

En el caso de los haces simplécticos, el método de acoplamiento fue intro-
ducido por Sternberg [1977] y posteriormente desarrollado por Guillemin, Ler-
man y Sternberg [1996]. El procedimiento de acoplamiento fue extendido para
haces vectoriales de Poisson especiales (haces co-adjuntos asociados con haces
G-principales) por Montgomery, Marsden y Ratiu [1984] en el contexto de la for-
mulación Hamiltoniana de las ecuaciones de Wong. Para haces de Poisson gen-
erales, el método de acoplamiento fue desarrollado por Vorobiev [2001] para la
geometría de Poisson semilocal alrededor de una hoja simpléctica. Finalmente,
Vaisman [2004] ha observado que la noción de la estructura de acoplamiento de
Poisson también se puede introducir para las variedades foliadas.

El punto importante aquí es que todo tensor de Poisson Ψ, compatible con Π

en (10) es una estructura de acoplamiento de Poisson en el haz trivial de Pois-
son π : B × P → B, cuya conexión de Ehresmann intrínseca Γ está determinada
de manera única por el campo de bi-vectores Π̂. Al variar Γ se obtienen varias
estructuras de Poisson compatibles en M. Sin embargo, de acuerdo con las condi-
ciones de integrabilidad, la conexión Γ no es arbitraria y debe, particularmente,
respetar la estructura de Poisson Ψ, en cada fibra. La idea aquí es elegir Γ de
una manera específica, de forma tal que satisfaga las condiciones de integrabili-
dad automáticamente. En este trabajo, y siguiendo este argumento, introducimos
una nueva clase de estructuras de Poisson compatibles ΠQ en M las cuales es-
tán parametrizadas por 1-formas horizontales arbitrarias Q en M; estas nuevas
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estructuras son llamadas Q-estructuras de Poisson. La conexión intrínseca Γ de
ΠQ está definida precisamente por Q. Usando el cálculo diferencial en varieda-
des producto, damos una derivación directa de las Q-estructuras de Poisson, la
cual es independiente de las condiciones de integrabilidad. Formulamos un cri-
terio para la Hamiltonización de los sistemas sesqui-producto (8), (9) en la clase
de Q-estructuras de Poisson y discutimos su significado geométrico. Estos resul-
tados proporcionan una generalización no-lineal del criterio de Hamiltonización
para ecuaciones lineales de Euler en haces triviales de Lie–Poisson obtenidos en
Vorobiev [2005].

Una de las motivaciones del problema de Hamiltonización para los sistemas
sesqui-producto (8), (9) está relacionado con la formualción perturbativa no-estándar
siguiente: Consideremos la variedad producto M = B × P equipada con una es-
tructura de Poisson dependiente de un parámetro Πε

0 que corresponde al producto
directo de { , }B y el corchete de Poisson reescalado 1

ε { , }P en P. En el espacio fase
(M, Πε

0) estudiamos un sistema Hamiltoniano con Hamiltoniano de la forma

Hε(ξ, x) = f (ξ) + εF(ξ, x) + O(ε2), (13)

para valores pequeños de un parámetro ε > 0. En el límite cuando ε → 0, la
dinámica Hamiltoniana que corresponde a Hε,

ξ̇ i = { f , ξ i}B + ε{F, ξ i}B + O(ε2), (14)

ẋα = {F, xα}
P

+ O(ε), (15)

coincide precisamente con el sistema sesqui-producto (8), (9). Por lo tanto, el
campo vectorial Hamiltoniano XHε de (14), (15) es una perturbación del campo
vectorial V del sistema sesqui-producto. En este caso trabajamos con un modelo
Hamiltoniano cuyo sistema límite no es Hamiltoniano con respecto a la estructura
original de Poisson. Este efecto proviene de la dependencia singular de la estruc-
tura de Poisson Πε

0 en ε = 0. Podemos trasladar esta singularidad al Hamiltoniano
por medio del reescalamiento (Hε, Πε

0) 7→ ( 1
εHε, εΠε

0) el cual preserva al sistema
Hamiltoniano (14), (15). Físicamente, para f 6= const, esta situación corresponde a
la dinámica de variables lentas ξ ∈ B y variables rápidas x ∈ P en los niveles altos
de la energía (o, para una evolución larga en el tiempo). En el caso cuando no se
tienen dinámicas en la base (v f = 0), se llega a la situación adiabática (Karasev
[1990]).

Estos modelos perturbados fueron estudiados en Vorobiev [2005] en el caso en
que P = g∗ es el espacio de Lie–Poisson de una álgebra de Lie g y el sistema sesqui-
producto es un sistema lineal de Euler en el haz trivial B × g∗ (F es una función
lineal en las variables rápidas x). En este trabajo consideramos cualquier tipo de
estructuras de Poisson (no-lineales) Ψ, que admiten puntos singulares y funciones
F con dependencia no-lineal en x. Nuestro objetivo es escribir el sistema (14), (15)
en una formulación Hamiltoniana perturbativa. La idea es separar este problema
en dos etapas. En la primera de ellas, consideramos una versión del problema de
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Hamiltonización para (6), (7), que depende de un parámetro, introduciendo una
familia de Q-estructuras de Poisson Πε

Q que dependen de ε. Aquí usamos la idea
de acoplamiento débil (Guillemin, Lerman y Sternberg [1996], Dávila–Rascón y
Vorobiev [2008]), lo cual nos permite reducir los efectos de la curvatura y definir
la estructura de Poisson Πε

Q en todo el espacio M para ε suficientemente pequeño y
asumiendo propiedades topológicas adecuadas para M. En la segunda etapa, con-
siderando el sistema sesqui-producto (6), (7) como un sistema Hamiltoniano con
respecto a la Q-estructura de Poisson Πε

Q, buscamos una transformación cercana a
la identidad Φε : M → M la cual nos proporciona un isomorfismo de Poisson

(Φε)
∗
Π

ε
0 = Π

ε
Q, (16)

para ε ≪ 1. La construcción de Φε se obtiene por medio de una versión con-
travariante del método de homotopía de Moser para estructuras de Poisson (Voro-
biev [2001], [2005]) y que está basado en la siguiente propiedad: los campos de
bi-vectores Πε

0 y Πε
Q se pueden conectar por medio de una curva en el conjunto de

estructuras de Poisson compatibles en M. Como consecuencia de esto, obtenemos
que el sistema perturbado transformado (Φε)∗XHε

y el sistema sesqui-producto V
son Hamiltonianos con respecto a la misma estructura de Poisson Πε

Q, donde V
juega el papel de un sistema no-perturbado (Φε)∗XHε

= V + O(ε). Podemos lla-
mar a Φε una transformación de normalización no-canónica para el sistema (14),
(15). Si el sistema Hamiltoniano no-perturbado (M, Πε

Q,V) es integrable, entonces
podemos aplicar los resultados de tipo KAM (Broer, Huitema y Sevryuk [1996])
para obtener información del sistema original (14), (15) cuando ε → 0. Este en-
foque perturbativo nos permite extender los resultados obtenidos por (Vorobiev
[2005]) para haces vectoriales de Lie–Poisson B × g∗, en haces triviales de Poisson
en general.

Hasta aquí hemos discutido el contexto general en el cual se ubica este trabajo.
Más concretamente, presentamos resultados en las siguientes direcciones:

1. Conexiones invariantes para la dinámica proyectable (no-lineal) en haces fi-
brados triviales.

2. Reducibilidad de sistemas sesqui-producto.

3. Derivación de Q-estructuras de Poisson en M = B × P.

4. Criterios de existencia para estructuras Hamiltonianas de sistemas sesqui-
producto (6), (7) en la clase de Q-estructuras de Poisson y su significado
geométrico.

5. Estructuras Hamiltonianas para sistemas sesqui-producto asociados con fa-
milias de sistemas Hamiltonianos periódicos dependientes del tiempo en
una variedad de Poisson.

6. Estructuras Hamiltonianas para sistemas de Lie sobre un 2-cilindro.
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7. Equivalencia de Q-estructuras de Poisson por medio del método de homo-
topía (versiones semilocal y débil).

8. Construcción de una transformación de normalización, no-canónica, para
sistemas Hamiltonianos de la forma (14), (15).

9. Normalización de la dinámica Hamiltoniana con dos grados de libertad con
variables lentas y rápidas para evolución en tiempos largos.

10. Formas normales de primer orden para sistemas de Euler en so(4)∗ alrede-
dor de órbitas co-adjuntas degeneradas.

Describimos a continuación la forma en la cual se ha organizado este trabajo.

En el Capítulo 1 recordamos las nociones básicas de la teoría de variedades
de Poisson y se introducen las principales herramientas de esta teoría que uti-
lizaremos en los capítulos subsiguientes. Asimismo, se presentan varias de las
fórmulas básicas del cálculo con corchetes de Schouten que serán necesarias para
el desarrollo de algunos aspectos del presente trabajo. El material aquí presentado
se puede consultar en la mayoría de los textos en los que se estudia la geometría
de Poisson, entre los cuales citamos los siguientes: Dufour y Zung [2005], Karasev
y Maslov [1993], Marsden y Ratiu [1994] y Vaisman [1994].

En el Capítulo 2 se introducen los conceptos básicos de la teoría de conexiones
de Ehresmann ya que uno de nuestros objetivos en esta parte es estudiar el prob-
lema de la existencia de conexiones invariantes de Ehresmann para la dinámica
proyectable en haces fibrados triviales. Más aún, de especial interés es el caso de
la invarianza de una conexión de Poisson en un haz trivial π : B× P → B, donde P

está equipada con una estructura de Poisson. Debemos señalar que las conexiones
invariantes son una de las principales herramientas geométricas para estudiar la
dinámica proyectable en el contexto Hamiltoniano.

Los principales resultados que presentamos en este capítulo son el Teorema 2.13
y la Proposición 2.18, los cuales nos proporcionan criterios de invarianza para una
conexión de Poisson y de reducibilidad de sistemas de Lie, respectivamente. Por
otra parte, para investigar la invarianza de conexiones de Ehresmann utilizamos
los llamados campos de Higgs que inducen una conexión de Ehresmann y un
campo vectorial proyectable. La noción de campo de Higgs fue utilizada por Ma-
son y Woodhouse [1996] para el caso de haces vectoriales en el contexto de la
teoría de los sistemas integrables. Este concepto nos sirve para caracterizar una
conexión invariante (Lema 2.7) ya que el campo de Higgs asociado a una conexión
es una obstrucción para su invarianza. Más aún, fijando una conexión, a través de
su campo de Higgs podemos plantear el problema de la existencia de conexiones
invariantes para un campo vectorial proyectable en términos de la solubilidad de
ciertas ecuaciones lineales no-homogéneas y obtener todas las conexiones inva-
riantes que admite esa dinámica proyectable. Esto se demuestra en el Lema 2.9.
Sin embargo, si la conexión es plana, en la Proposición 2.11 se prueba que las
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ecuaciones lineales mencionadas toman la forma de una ecuación generalizada de
tipo Lax y las conexiones que admite el campo vectorial proyectable se expresan
de una forma particular. En el caso de una conexión de Poisson, se demuestra en
la Proposición 2.13 que la existencia de conexiones invariantes para la dinámica
proyectable, en una clase especial de campos vectoriales proyectable, está caracter-
izada por la existencia de formas horizontales que satisfacen una ecuación lineal
no-homogénea, módulo una 1-forma que toma valores en el conjunto de las fun-
ciones de Casimir del corchete de Poisson.

Otras de las nociones importantes que se presentan en este capítulo son las
de transformación gauge Hamiltoniana y reducibilidad (no-lineal) de sistemas
sesqui-producto. Éstas tienen implicaciones relevantes para los sistemas de Lie en
una variedad producto B × P ya que, bajo ciertas condiciones, es posible probar
que este tipo de sistemas es reducible, es decir, por medio de una transforma-
ción gauge Hamiltoniana tales sistemas se reducen a una forma constante. Este es
precisamente el contenido de la Proposición 2.18.

En el Capítulo 3 se establecen varios de los principales resultados de este tra-
bajo ya que es en esta parte donde se estudia el problema de Hamiltonización para
la dinámica proyectable en haces fibrados triviales π : M → B, donde el espacio
total es de la forma M = B × P, con (B, ω) una variedad simpléctica y (P, Ψ)

una variedad de Poisson. Aquí, los resultados más relevantes se enuncian en el
Teorema 3.1, en el Teorema 3.6 y en el Teorema 3.7.

Para estudiar el problema de Hamiltonización en el contexto descrito anterior-
mente se introduce la noción de Q-estructura de Poisson en el espacio fase M, la
cual está determinada por un campo de bi-vectores ΠQ, parametrizado por una 1-
forma horizontal Q en M. En el Teorema 3.1 se demuestra que ΠQ es un tensor de
Poisson que coincide con una estructura de Poisson en un dominio adecuado de
M, la cual está definida por un corchete { , }M, que a su vez, está determinado por
los datos geométricos (ω, Ψ, Q). Aquí, la idea principal es resolver la identidad de
Jacobi para ΠQ.

Por medio de estas estructuras y utilizando el método de acoplamiento de
Poisson formulamos en el Teorema 3.6 un criterio para la Hamiltonización de
los sistemas sesqui-producto en M, en términos de soluciones para una cierta
ecuación lineal no-homogénea. Usando los resultados del Capítulo 2 se ve en el
Teorema 3.7 que estas soluciones son 1-formas horizontales Q en M que inducen
conexiones de Ehresmann invariantes para el campo vectorial proyectable de un
sistema dinámico sesqui-producto. Lo anterior nos permite resolver el problema
de Hamiltonización para estos sistemas en algunos casos concretos: Si M = B× g∗,
la dinámica proyectable correspondiente está dada por un sistema de Euler lineal
sobre B y para soluciones Q en una clase especial de 1-formas horizontales se
obtienen Q-estructuras de Poisson ΠQ tales que este tipo de sistemas resultan
ser Hamiltonianos (Proposición 3.8). Igualmente en el caso de las Q-estructuras
de Poisson Πε

Q que se obtienen del acoplamiento débil al reescalar los datos ge-
ométricos (Q, Ψ) 7→ (εQ, ε−1Ψ) por medio del parámetro ε 6= 0. En esta situación,
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el Teorema 3.10 nos da un criterio para el problema de Hamiltonización de la
dinámica proyectable. Finalmente, también se discuten algunos casos especiales
con respecto a la solubilidad de la ecuación lineal no-homogénea del Teorema 3.6,
para los cuales es posible obtener soluciones explícitas que nos proporcionan es-
tructuras de Poisson específicas que resuelven el problema de Hamiltonización.
Tal es el caso de familias de sistemas Hamiltonianos que dependen del tiempo,
en el caso general (Proposición 3.21) y en el caso periódico (Proposición 3.26), y
familias de sistemas de Lie periódicos (Teorema 3.27).

En el Capítulo 4, los resultados principales vienen dados en los Teoremas 4.9,
4.13 y 4.14. En esta parte se introduce una versión contravariante del método
de homotopía de Moser [1965] para Q-estructuras de Poisson, la cual ha sido
propuesta en Vorobiev [2001], [2005], [2005] y es una herramienta importante en
varias partes de este trabajo.

Si M es una variedad suave en la que están definidos dos campos suaves de bi-
vectores, digamos Π y Π̃, y asumiendo que es posible conectar estos dos campos
tensoriales por medio de una familia Πλ de campos de bi-vectores en M, el método
de homotopía consiste en encontrar un difeomorfismo φ en M tal que φ∗Π̃ = Π.
En la Proposición 4.1 se prueba que tal difeomorfismo viene dado por el flujo a
tiempo 1 de un campo vectorial dependiente del tiempo en M que satisface cierta
ecuación homológica. Este resultado es utilizado para estudiar el problema de
la equivalencia de Q-estructuras de Poisson, dependientes de un parámetro ε, en
una variedad producto M = B × P para un tensor de Poisson en P reescalado,
ε−1Ψ. En esta situación, dadas dos estructuras de Poisson Πε

Q y Πε
Q̃

en M que
se conectan por una trayectoria suave de Q-estructuras de Poisson ε-dependientes
en M, queremos encontrar un difeomorfismo Φ : M → M tal que Φ∗Πε

Q̃
= Πε

Q.
Este problema se resuelve en el Teorema 4.9 para el caso cuando M es compacta,
usando el método de homotopía (acoplamiento débil). Así, el difeomorfismo Φ es
el flujo a tiempo 1 de un campo vectorial dependiente del tiempo en M: Φ = Φ1

ε .
Más aún, Φ1

ε tiene la propiedad de ser una transformación cercana a la identidad.

En el caso semi-local, resolvemos el problema suponiendo que la estructura de
Poisson Ψ en P es singular en un punto x0 ∈ P y que las formas horizontales Q

y Q̃ se anulan en B × {x0}. Además, las Q-estructuras ΠQ y Π̃Q son independi-
entes de ε y sus restricciones a B × {x0} coinciden con la estructura de Poisson
no-degenerada en (B, ω). En esta situación, el Teorema 4.13 muestra la equivalen-
cia de las estructuras de Poisson ΠQ y ΠQ̃ en vecindades de B × {x0}. Lo anterior
lo relacionamos con la teoría de perturbaciones, de la siguiente manera: Consi-
deremos el tensor de Poisson Πε

0 en M que corresponde a la estructura producto
con reescalamiento en la fibra P por medio de ε−1Ψ. El sistema Hamiltoniano
(M, Πε

0,Hε) con Hε = f (ξ) + εF(ξ, x) + O(ε2), para funciones suaves f y F, define
un campo vectorial Hamiltoniano Xε = (Πε

0)
♯dHε pero con una singularidad en

ε = 0 para Πε
0. Sin embargo, el campo Xε admite el límite cuando ε → 0 y obten-

emos un campo vectorial proyectable X0 el cual define un sistema no-perturbado
que no es Hamiltoniano en (M, Πε

0). Por lo tanto, buscamos una Q-estructura
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de Poisson Πε

Q y un difeomorfismo Φ que transforme el campo Xε en un sistema
perturbado H̃ε = Φ∗Hε = Hε + O(ε2), donde Hε es el Hamiltoniano del campo
vectorial X0. Más aún, ambos sistemas, el perturbado y el no-perturbado, son Ha-
miltonianos con respecto a la estructura de Poisson Πε

Q. Esta discusión se resume
en el Teorema 4.14.

En los Capítulos 5 y 6 aplicamos los resultados generales obtenidos previa-
mente, a ciertas clases de sistemas Hamiltonianos en el contexto de la teoría de
perturbaciones y formas normales.

Así, en el Capítulo 5 nos centramos en el estudio de sistemas dinámicos so-
bre cilindros de órbitas, es decir, nos restringimos al caso de un espacio fase de
la forma M = (R × S1) × R2 con coordenadas (s, ϕ (mod 2π), p, q), equipado con
una estructura simpléctica no-uniforme Ωε

0 = ds ∧ dϕ + ε dp ∧ dq, dependiente de
un parámetro ε > 0 y nuestro interés aquí es estudiar la dinámica perturbada del
sistema Hamiltoniano

(
M, Ωε

0, Hε

)
donde Hε = H0(s) + ε H1(s, ϕ, p, q)+O(ε2) con

H0 y H1 funciones suaves. Esta formulación es una generalización de la situación
adiabática (Arnold [1963], Arnold et al. [1993]) y está relacionados con los sis-
temas Hamiltonianos propiamente degenerados del tipo lento-rápido (Neı̌shtadt y
Vasiliev [2006]).

Los principales resultados en este capítulo son los siguientes. El Teorema 5.9,
el cual es un resultado sobre reducibilidad de la parte no-perturbada del sistema(

M, Ωε
0, Hε

)
a una forma normal. El Teorema 5.50 en el cual el sistema perturbado

original se transforma en un sistema casi-integrable (normalización de primer
tipo). El Teorema 5.54, en el cual el sistema perturbado se transforma a una forma
normal por medio de cierto simplectomorfismo que se construye explícitamente
(normalización de segundo tipo). El Teorema 5.21, que es un resultado de Hamil-
tonización para la parte no-perturbada. El Teorema 5.36, en el que se discute el
problema de Hamiltonización para sistemas de dos frecuencias. El Teorema 5.48,
que también es un resultado sobre la Hamiltonización de la parte no-perturbada
en un dominio adecuado, pero para el que se calculan explícitamente la forma
simpléctica y la función Hamiltoniana. Finalizamos con el Teorema 5.56, en el
cual se establece una formulación Hamiltoniana para un sistema perturbado en el
que la función H1 es cuadrática en p y q.

Estos resultados generalizan algunos casos conocidos sobre la normalización
de sistemas Hamiltonianos alrededor de una trayectoria periódica individual, los
cuales fueron obtenidos en Bryuno [1988], [1988]; Kuskin [1992] y Belov et al.
[2003].

Finalmente, en el Capítulo 6 analizamos con bastante detalle un sistema sesqui-
producto que está dado por las ecuaciones de Euler en el álgebra de Lie so(4) =

so(3)⊕ so(3), las cuales forman un sistema Hamiltoniano con respecto al corchete
de Lie–Poisson en esta álgebra. Nuestro objetivo aquí es estudiar la dinámica de
este sistema alrededor de un conjunto de nivel que es una órbita adjunta singular
de las dos funciones de Casimir para el sistema. La restricción del sistema original
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en so(4) a esta órbita singular resulta ser un sistema Hamiltoniano en la 2-esfera
por lo que fijando un dominio abierto, foliado trivialmente por órbitas periódicas,
reducimos el problema original a un sistema en el espacio fase M = ∆ × S1 × R3,
con ∆ ⊂ R un intervalo abierto. El nuevo sistema que se obtiene resulta ser Ha-
miltoniano con respecto a una estructura de Poisson { , }

M
, que es el producto

de las estructuras simplécticas canónicas en ∆ × S1 y R3, y es posible estudiarlo
como un sistema casi-integrable, es decir, podemos verlo como un sistema Ha-
miltoniano perturbado cuya parte no-perturbada sea un sistema Hamiltoniano
completamente integrable, asumiendo ciertas condiciones de no-degeneración. El
problema aquí es que el sistema que tomamos como candidato natural para la
parte no-perturbada, no es Hamiltoniano en el corchete del producto. Por lo tanto,
es necesario buscar una nueva estructura de Poisson en una clase de estructuras
que son deformaciones del corchete { , }M , que sea equivalente a la estructura pro-
ducto y que nos garantice la Hamiltonicidad del sistema no-perturbado. Así, se
requiere construir un difeomorfismo que preserve estas estructuras de Poisson y
que transforme el sistema Hamiltoniano reducido en M a un sistema Hamilto-
niano completamente integrable. De nuevo, este difeomorfismo resulta ser el flujo
a tiempo 1 de un campo vectorial dependiente del tiempo y para construirlo uti-
lizamos el método de homotopía en su versión contravariante. Se ilustran estos
métodos con algunas aplicaciones para el caso de Hamiltonianos cuadráticos.
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Capítulo 1

Nociones Preliminares y Notación

Los sistemas dinámicos que estudiamos en este trabajo tienen lugar en espacios
fase que son variedades de Poisson. Así, en este primer capítulo se introducen
las nociones básicas de la geometría de Poisson y algunas de las propiedades
más conocidas del cálculo con corchetes de Schouten, el cual es una herramienta
importante en la teoría de las variedades de Poisson. El material que aquí se
presenta se puede consultar en [22, 35, 45, 62].

1.1 Variedades de Poisson. Nociones básicas

Como ya se mencionó en la Introducción, la geometría de Poisson es el contexto
adecuado en el que tiene lugar el formalismo Hamiltoniano y su relevancia como
campo de investigación actual proviene de sus múltiples conexiones con otras
áreas, tanto de las propias matemáticas como de la física. En esta sección re-
visamos algunas de las ideas básicas de la teoría de variedades de Poisson que
utilizaremos en este trabajo.

Tensores de Poisson y campos vectoriales Hamiltonianos. Una variedad de Poisson

es un par
(

M, {, }
)

que consiste de una variedad diferenciable M equipada con un
corchete de Poisson { , } : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M), esto es, una operación R-
bilineal, antisimétrica que satisface la regla de Leibniz para el producto puntual
de funciones suaves y para cualesquiera f , g, h ∈ C∞(M), se cumple la identidad
de Jacobi:

S
( f ,g,h)

{ f , {g, h}} = 0. (1.1.1)

Aquí, el símbolo S indica la suma cíclica sobre las funciones f , g y h. De esta
manera,

(
C∞(M), { , }

)
es una álgebra de Lie, la cual es llamada una álgebra de

Poisson.

Denotemos por X(M) al conjunto de todos los campos vectoriales suaves en M.
Un campo vectorial X ∈ X(M) se dice ser Hamiltoniano con respecto al corchete
de Poisson { , } y a una función H ∈ C∞(M) si

LXF = {H, F}, ∀ F ∈ C∞(M). (1.1.2)

15
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Con respecto al corchete de Poisson, el sistema Hamiltoniano correspondiente se
escribe, por medio de coordenadas locales (yI) en M, en la forma siguiente,

ẏI = {H, yI}. (1.1.3)

Para cada función H ∈ C∞(M), la regla de Leibniz nos garantiza la existencia
de un campo vectorial XH, el cual es Hamiltoniano relativo al corchete { , }, con
función Hamiltoniana H.

La correspondencia H 7→ XH es un homomorfismo de álgebras de Lie,

[ XH1
, XH2

] = X[H1,H2]. (1.1.4)

El núcleo de este homomorfismo consiste de todas aquellas funciones que conmu-
tan, con respecto al corchete de Poisson, con todas las demás funciones en C∞(M).
A tales funciones se les llama funciones de Casimir. En otras palabras, K ∈ C∞(M)

es una función de Casimir si y sólo si {K, f} = 0, para toda f ∈ C∞(M). Notemos
que esta propiedad implica que una función de Casimir es una integral primera

para todo campo vectorial Hamiltoniano, de ahí su importancia.

Un campo vectorial Z en M se dice ser un automorfismo infinitesimal de Poisson

(o un campo vectorial de Poisson) del corchete de Poisson si su derivada de Lie es
una derivación del álgebra de Lie

(
C∞(M), { , }),

LZ{F1, F2} = {LZF1, F2} + {F1,LZF2}

para cualesquiera F1, F2 ∈ C∞(M). Como una consecuencia directa de la identidad
de Jacobi se deriva que todo campo vectorial Hamiltoniano es de Poisson. Es
necesario hacer notar que, a diferencia del caso simpléctico, un automorfismo
infinitesimal de Poisson no necesariamente es localmente Hamiltoniano [45].

En coordenadas locales (yI) en M, el corchete de Poisson toma la forma

{ f , g} = Ψ
I J(y)

∂ f

∂yI

∂g

∂yJ
, (1.1.5)

donde
Ψ

I J = {yI , yJ}.

Aquí se debe tomar en cuenta la convención usual de sumar sobre los índices
repetidos en la expresión anterior. Seguiremos esa convención en todo lo que
sigue. De la identidad de Leibniz se sigue que bajo un cambio de coordenadas,
las funciones (locales) Ψ

I J se transforman de acuerdo a la regla de transición para
un 2-tensor contravariante. De esto se sigue que

Ψ = (1/2) Ψ
I J(y)

∂

∂yI
∧ ∂

∂yJ
, (1.1.6)

es un campo de bi-vectores en M, llamado el tensor de Poisson.



1.1 Variedades de Poisson. Noiones básias 17

De esta manera, es claro que si escribimos la identidad (1.1.1) para las fun-
ciones coordenadas yI , yJ , yL y usamos la relación (1.1.5), entonces la identidad de
Jacobi se expresa, en términos del tensor de Poisson, por medio de la siguiente
fórmula:

S
(I,J,L)

Ψ
KI(y)

∂Ψ
JL

∂yK
(y) = 0. (1.1.7)

Consideremos ahora el morfismo de haces vectoriales Ψ♯ : T∗M → TM asoci-
ado al tensor de Poisson Ψ y que se define por

〈
β, Ψ

♯α
〉

= Ψ(α, β) ∀ α, β ∈ Ω
1(M). (1.1.8)

Luego, el campo vectorial Hamiltoniano XH se puede escribir como

XH = Ψ
♯(dH) = −Ψ

J I ∂H

∂yI

∂

∂yJ
, (1.1.9)

por lo que se tiene la siguiente identidad para el corchete de Poisson:

{ f , g} = 〈d f ∧ dg, Ψ〉 = Ψ(d f , dg). (1.1.10)

Notemos que en términos del morfismo de haces Ψ♯ definido por (1.1.8), la condi-
ción para que una función suave K ∈ C∞(M) sea una función de Casimir se
expresa en la forma siguiente,

Ψ
♯(dK) = 0. (1.1.11)

El rango de la estructura de Poisson en el punto y ∈ M es el rango del tensor de
Poisson Ψ(y) y lo denotaremos por ranky(Ψ) o simplemente por rank(Ψ) cuando
no sea necesario especificar el punto de aplicación. Un punto y ∈ M se llama
regular si rank(Ψ) es constante en una vecindad de y en M. En caso contrario, y

se dice ser un punto singular.

En el caso cuando ranky(Ψ) = dim M para todo y ∈ M, el corchete de Poisson
se dice ser no-degenerado. En tal situación, existe una única estructura simpléctica en
M, compatible con la estructura de Poisson; es decir, queda definida una 2-forma
Ω = (1/2) ΩI J(y) dyI ∧ dyJ, la cual es cerrada y no-degenerada, de tal manera que

{ f , g} = Ω(X f , Xg), ∀ f , g ∈ C∞(M), (1.1.12)

o, equivalentemente,
Ψ

IS
ΩSJ = −δI

J . (1.1.13)

En este caso, la identidad de Jacobi para Ψ es justamente la condición de cer-
radura de la forma simpléctica Ω. Además, en términos de Ω, el campo vectorial
Hamiltoniano de F ∈ C∞(M) se define por

iXF
Ω ≡ X

F
Ω = −dF. (1.1.14)

La variedad de Poisson (M, Ψ) se llama regular si rank(Ψ) es constante en M.
En caso contrario, diremos que M es una variedad de Poisson singular.
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Hojas simplécticas. Dada una variedad de Poisson (M, Ψ), denotemos por Ham(M, Ψ)

el álgebra de Lie de todos los campos vectoriales Hamiltonianos en M relativos a
Ψ. Consideremos la distribución característica D de la estructura de Poisson Ψ que
se define por

Dy
def
= ImΨ

♯
y ≡ Span{XF (y) | F ∈ C∞(M)}. (1.1.15)

Es claro que el flujo de cualquier campo vectorial Hamiltoniano XF preserva el
tensor de Poisson y, en consecuencia, D es XF -invariante. Luego, aplicando el
Teorema de Stefan-Sussmann [22, 42, 45, 62] al conjunto Ham(M, Ψ) se tiene que
la distribución característica D es integrable. Sea B = By la variedad integrable
maximal de D que pasa por el punto y ∈ M,

TyB = ImΨ
♯
y.

De esto concluimos que existe una única 2-forma ωB en B que satisface la condición
de compatibilidad

ωB(XF1
, XF2

) = {F1, F2} (en B), (1.1.16)

para cualesquiera F1, F2 ∈ C∞(M). Se puede demostrar que ωB es cerrada y no-
degenerada [45, 35, 42, 62], por lo que define una estructura simpléctica en B. La
variedad simpléctica (B, ωB) se llama una hoja simpléctica de la variedad de Poisson(

M, Ψ
)
. Se sigue que el rango de Ψ es constante a lo largo de B, ranky(Ψ) = dim B,

para todo y ∈ B.

De este modo, toda variedad de Poisson puede ser caracterizada como la unión
ajena de hojas simplécticas (que son, en general, de dimensiones distintas), las
cuales se “pegan” de una manera suave. De acuerdo a las anteriores definiciones,
se pueden distinguir dos tipos de hojas simplécticas: regulares y singulares.

Transformaciones de Poisson. Sean
(

M1, { , }1

)
y
(

M2, { , }2

)
dos variedades de

Poisson y supongamos que Ψ1 y Ψ2 son sus respectivos tensores de Poisson. Una
transformación de Poisson es una función suave ϕ : M1 → M2 tal que

{ f ◦ ϕ, g ◦ ϕ}1 = { f , g}2 ◦ ϕ, (1.1.17)

para cualesquiera f , g ∈ C∞(M2). En términos de los tensores de Poisson Ψ1 y
Ψ2, la condición (1.1.17) se expresa como sigue: Ψ1 y Ψ2 están ϕ-relacionados, es
decir, (

Ψ
♯
2

)
ϕ(m)

= (dm ϕ) ◦
(
Ψ

♯
1

)
m
◦ (dm ϕ)∗, (1.1.18)

en todo punto m ∈ M1. Esta condición establece que para toda H ∈ C∞(M2), los
campos vectoriales Hamiltonianos relativos a (M1, Ψ1, ϕ∗H) y (M2, Ψ2, H) están
ϕ-relacionados,

XH(ϕ(m)) = (dm ϕ)Xϕ∗H(m). (1.1.19)

Si una transformación de Poisson ϕ es un difeomorfismo, entonces se le llama
un isomorfismo de Poisson (o equivalencia). En este caso, el tensor de Poisson Ψ2 es
simplemente el “pull-back” de Ψ1 por medio de ϕ, esto es Ψ2 = ϕ∗Ψ1.
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Sean (M1, Ψ1) y (M2, Ψ2) dos variedades de Poisson. La variedad producto
M1 × M2 está equipada, de manera natural, con una estructura de Poisson definida
por el tensor de Poisson Ψ1 ⊕ Ψ2, la cual es llamada la estructura de Poisson del pro-

ducto directo. Es claro que las proyecciones naturales de M1 × M2 en sus respectivos
factores, son transformaciones de Poisson.

Una subvariedad de Poisson [45, 62] es una subvariedad (inmersa) N en una
variedad de Poisson (M, Ψ), de tal manera que N está equipada con una estructura
de Poisson ΨN para la cual, la inclusión i : N → M es una transformación de
Poisson. Tal estructura ΨN , en caso de que exista, está definida de manera única
por la condición

ΨN (i∗β1, i∗β2) = i∗
(
Ψ(β1, β2)

)
,

para cualesquiera β1, β2 ∈ Ω1(M). Se tiene el siguiente criterio [62]: N ⊂ M es
una subvariedad de Poisson si y sólo si todo campo vectorial Hamiltoniano en
(M, Ψ) es tangente a N.

1.2 Algunos ejemplos de variedades de Poisson

En esta parte se presentan algunos ejemplos sencillos de variedades de Poisson,
pero que son importantes en este trabajo debido a que las relacionaremos más
adelante con algunos sistemas dinámicos sesqui-producto.

Estructuras de Lie–Poisson. Sean g una álgebra de Lie de dimensión finita y g∗

su dual. Fijemos una base {eI} de g y supongamos que {Υ
J
} es la base dual,

〈ΥJ , eI〉 = δI
J . Un ejemplo clásico de una variedad de Poisson singular es la que se

define en el espacio dual g∗ por medio del corchete de Lie–Poisson

{yI , yJ} = λI J

S yS, (1.2.1)

donde λI J
S son las constantes de estructura de g con respecto a la base {eI} y las

funciones {yJ} son las coordenadas definidas en g∗ por la base {ΥJ}. En este caso
se tiene que las componentes del tensor de Lie-Poisson están dadas por Ψ

I J(y) =
λI J

S yS. Para cada F ∈ C∞(g∗), denotemos por δyF al elemento de g definido por

δyF
def
=

∂F

∂yI
(y) eI , (y ∈ g∗).

Es fácil ver que δyF no depende de la base que se elija para g. Más aún, el corchete
de Lie–Poisson para F, G ∈ C∞(g∗) está definido por

{F, G}(y) =
〈

y, [ δyF, δyG ]
〉

, (1.2.2)

De esta manera, el tensor de Lie–Poisson viene dado por

Ψ = (1/2) λI J

S yS ∂

∂yI
∧ ∂

∂yJ
. (1.2.3)
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Además, si H ∈ C∞(g∗), entonces de (1.1.9), el campo vectorial Hamiltoniano XH

está dado por

XH = −λ J I

S yS ∂H

∂yJ

∂

∂yI
. (1.2.4)

Por otro lado, para cada v ∈ g, sea adv : g → g la representación adjunta de g

definida por adv(w) = [v, w]. La representación coadjunta ad∗v : g∗ → g∗ se define
para cada y ∈ g∗ como:

ad∗v y(w)
def
=
〈
y, adv(w)

〉
, (w ∈ g). (1.2.5)

En particular, se tiene que

ad∗δF y = −λ J I

S yS ∂F

∂yI

∂

∂yJ
,

por lo que comparando esta relación con (1.2.4) se sigue que para todo y ∈ g∗,

X
H

= ad∗δH y.

Por lo tanto, de (1.1.15) se sigue que la distribución característica D está dada por

Dy = Span{ad∗δy H y | y ∈ g∗, H ∈ C∞(g∗)},

y se puede ver fácilmente [22, 62, 70] que las hojas simplécticas de g∗ son las órbitas

coadjuntas. En particular, el origen y = 0 es una hoja singular de dimensión cero.
El sistema Hamiltoniano que corresponde a F ∈ C∞(g∗), relativo al corchete de
Lie–Poisson, es llamado un sistema de Euler y toma la forma

dy

dt
= − ad∗δF y. (1.2.6)

En coordenadas, el sistema (1.2.6) se expresa como

dyI

dt
= λI J

S yS ∂F

∂yJ
.

Una estructura de Poisson para R3. Consideremos ahora el espacio R3 con coor-
denadas (y1, y2, y3). En lo que sigue, vamos a dotar a este espacio con una estruc-
tura de Poisson Ψ, no trivial. En efecto, sean ψj : R3 → R (j = 1, 2, 3) funciones
suaves y consideremos el tensor que puntualmente está dado por la matriz

Ψ =




0 ψ3 −ψ2
−ψ3 0 ψ1

ψ2 −ψ1 0


 = −Λ ◦ ψ, (1.2.7)

donde ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) es un campo vectorial suave en R3 y Λ ◦ ψ representa a
la matriz del producto vectorial en R3; es decir, para todo y ∈ R3, (Λ ◦ ψ)(y) =

ψ × y. De esta manera, la identidad de Jacobi para Ψ toma la forma

ψ1(∂2ψ3 − ∂3ψ2) + ψ2(∂3ψ1 − ∂1ψ3) + ψ3(∂1ψ2 − ∂2ψ1) = 0, (1.2.8)
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o bien, en la forma vectorial equivalente,

〈
ψ,∇× ψ

〉
= 0. (1.2.9)

De lo anterior, es fácil calcular el corchete de Poisson para cualesquiera dos
funciones f , g ∈ C∞(R3):

{ f , g} =
〈
ψ,∇ f ×∇g

〉
. (1.2.10)

Luego, el campo vectorial Hamiltoniano XH , asociado a una función H ∈ C∞(R3)

está dado por
XH =

〈
ψ ×∇H,∇

〉
. (1.2.11)

De (1.2.7), es claro que un punto y ∈ R3 es regular si ψ(y) 6= 0, esto es,
ranky(Ψ) = 2. Si ψ(y) = 0 (rank0(Ψ) = 0), entonces y es un punto singular. Por
otro lado, introduciendo la 1-forma

αψ = ψ1 dy1 + ψ2 dy2 + ψ3 dy3, (1.2.12)

asociada al campo vectorial ψ, podemos reescribir (1.2.8) como sigue

dαψ ∧ αψ = 0. (1.2.13)

Esta es precisamente la condición de integrabilidad de Frobenius. En efecto, si
consideramos la distribución plana que en cada punto y ∈ R3 está definida por

Dy = {a ∈ R3 | 〈a, ψ(y)〉 = 0}, (1.2.14)

entonces en el dominio regular N = {y ∈ R3 | ψ(y) 6= 0}, la distribución (1.2.14)
es integrable si y sólo si dαψ ∧ αψ = 0. De esta manera, N está foliado por hojas
simplécticas S de dimensión 2, las cuales son tangentes a la distribución plana
(1.2.14).

Por otra parte, dadas m, K ∈ C∞(R3), con m 6= 0, se tiene que

ψ = m∇K y αΨ = m dK, (1.2.15)

son soluciones de (1.2.9) y (1.2.13), respectivamente, asumiendo que ∇K 6= 0.
Luego, el corchete de Poisson (1.2.10) toma la forma

{ f , g} = m
〈
∇K,∇ f ×∇g

〉
. (1.2.16)

Claramente, de (1.2.16) se sigue que K es una función de Casimir y toda hoja
simpléctica regular O es una componente conexa de un conjunto de nivel, regular,
de K. El sistema Hamiltoniano es de la forma

ẏ = m∇K ×∇H.
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En el dominio N, definamos la 2-forma

Ω =
1

2m ‖∇K‖2

〈
∇K × dy ∧ dy

〉
=

1
2m ‖∇K‖2 ǫijk ∂iK dyj ∧ dyk

=
1

m ‖∇K‖2

(
∂3K dy1 ∧ dy2 + ∂1K dy2 ∧ dy3 + ∂2K dy3 ∧ dy1

)
. (1.2.17)

La restricción ωO = Ω
∣∣
O de Ω a cada hoja simpléctica regular O es compatible

con la estructura de Poisson y define la estructura simpléctica de O. Fijemos una
orientación en O asociada con el campo vectorial normal ∇K/‖∇K‖ y sea σO la
2-forma de área de O. Luego,

ωO = Ω
∣∣
O =

1
m ‖∇K‖ σO . (1.2.18)

Es preciso hacer notar que en el caso cuando m ≡ 1, a la estructura de Poisson
en R3 definida por el corchete (1.2.16) se le llama el corchete del cuerpo rígido [1, 24,
45].

La estructura de Lie–Poisson para so(3)∗. Presentamos ahora uno de los ejemplos
básicos en el cual tiene lugar el corchete del cuerpo rígido, dado por el corchete de
Lie–Poisson en la coálgebra de g = so(3). En efecto, fijemos una base {e1, e2, e3}
para so(3), de tal manera que

[ e1, e2 ] = e3, [ e2, e3 ] = e1, [ e3, e1 ] = e2.

Identifiquemos so(3)∗ ≈ R3 y sean {y1, y2, y3} las coordenadas duales en la coál-
gebra so(3)∗. Tenemos así, que el corchete de Lie-Poisson para estas funciones está
dado por

{y1, y2} = y3, {y2, y3} = y1, {y3, y1} = y2. (1.2.19)

Si calculamos el corchete de Lie–Poisson de dos funciones f , g ∈ C∞(so(3)∗) por
medio de la fórmula (1.2.2), obtenemos,

{ f , g}(y) =
〈
y,∇ f ×∇g

〉
, (y ∈ so(3)∗). (1.2.20)

Luego, de (1.2.20), y tomando en cuenta (1.1.5), las componentes Ψ
I J del tensor de

Lie–Poisson Ψ nos dan la representación puntual para éste:

Ψ(y) =




0 y3 −y2

−y3 0 y1

y2 −y1 0


 ≡ −Λ ◦ y. (1.2.21)

Comparando esta relación con (1.2.7) y (1.2.15) se tiene que m ≡ 1 y en con-
secuencia, y = ∇K, para una función suave K ∈ C∞(so(3)∗). De esto se sigue
que

K =
1
2

[
(y1)2 + (y2)2 + (y3)2

]
, (1.2.22)
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la cual es una función de Casimir que satisface K ≥ 0 para todo y ∈ so(3)∗.
Además, de (1.2.11) se sigue que el campo vectorial Hamiltoniano asociado a una
función H ∈ C∞(so(3)∗) está dado por:

XH =
〈
∇, y ×∇H

〉
.

Más aún, es claro que el corchete de Lie-Poisson (1.2.20) se escribe en la forma

{ f , g} =
〈
∇K,∇ f ×∇g

〉
,

el cual resulta ser el corchete del cuerpo rígido.

Por otro lado, las hojas simplécticas que nos dan la foliación de so(3)∗ son
órbitas coadjuntas regulares, las cuales coinciden con los conjuntos de nivel de la
función de Casimir (1.2.22) y son las 2-esferas

Oy = {K = r2} = S2
r .

Notemos que el origen es un punto singular. Luego, en el dominio abierto R3 \
{0}, la 2-forma en (1.2.17) está dada por

Ω =
1

2 ‖y‖2

〈
y × dy ∧ dy

〉

=
1

‖y‖2

(
y3dy1 ∧ dy2 + y1dy2 ∧ dy3 + y2dy3 ∧ dy1).

Por lo tanto, la forma simpléctica (1.2.18) en cada hoja viene dada por

ωS2
r
= Ω

∣∣
S2

r
= (1/r) σr ,

donde σr = r2 sen θ dθ ∧ dϕ es la forma de área en la 2-esfera S2
r .

La estructura de Lie–Poisson para sl(2)∗. En el siguiente ejemplo, que también es
uno de los básicos en la teoría de las variedades de Poisson, se discute la estructura
de Lie–Poisson en la coálgebra de g = sl(2). Para ello, fijemos una base {e1, e2, e3}
para sl(2), de tal manera que

[ e1, e2 ] = −e3, [ e2, e3 ] = e1, [ e3, e1 ] = e2.

El corchete de Lie–Poisson en las coordenadas duales {y1, y2, y3} de sl(2)∗ ≈ R3

que corresponde a este caso está dado por las relaciones

{y1, y2} = −y3, {y2, y3} = y1, {y3, y1} = y2. (1.2.23)

De manera análoga al ejemplo anterior, si calculamos el corchete de Lie–Poisson
para f , g ∈ C∞(sl(2)∗) por medio de la fórmula (1.2.2) se obtiene:

{ f , g}(y) =
〈
Iy,∇ f ×∇g

〉
, (y ∈ sl(2)). (1.2.24)
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donde I = diag(1, 1,−1). Tomando en cuenta (1.1.5) y utilizando el corchete
(1.2.24) para calcular las componentes Ψ

I J del tensor de Lie–Poisson Ψ, se obtiene
la siguiente expresión local para este tensor:

Ψ(y) =




0 −y3 −y2

y3 0 y1

y2 −y1 0


 ≡ −Λ ◦ Iy. (1.2.25)

Luego, de (1.2.7) y (1.2.15) se tiene m ≡ 1 y además Iy = ∇K, para una función
suave K ∈ C∞(sl(2)∗). De esto se sigue que

K =
1
2

[
(y1)2 + (y2)2 − (y3)2

]
, (1.2.26)

la cual es una función de Casimir y podemos notar que a diferencia del ejemplo
anterior, en este caso K puede tomar valores negativos. De esta manera, podemos
reescribir el corchete (1.2.24) como

{ f , g} =
〈
∇K,∇ f ×∇g

〉
.

Además, de (1.2.11) se sigue que el campo vectorial Hamiltoniano asociado a una
función H ∈ C∞(sl(2)∗) está dado por:

XH =
〈
∇, Iy ×∇H

〉
.

Excepto por el origen, que es un punto singular, en todos los otros puntos
el tensor de Poisson es de rango 2. Luego, la foliación de sl(2)∗ por medio de
hojas simplécticas está dada por las órbitas coadjuntas y éstas resultan ser las
componentes conexas de los conjuntos de nivel de la función de Casimir K (1.2.26)

O±c =
{
(1/2)

[
(y1)2 + (y2)2 − (y3)2] = ± c

}
(c ≥ 0).

De esta manera, se tienen tres tipos de órbitas coadjuntas de dimensión 2:

(1) O−c = O+
−c ∪ O−

−c es un hiperboloide de dos hojas.

(2) O+c es un hiperboloide cilíndrico de una sola hoja.

(3) O0 = O+
0 ∪ O−

0 es el cono sin el origen.

En este caso, O+
−c y O−

−c son las componentes conexas que están determinadas
por la elección ± = sgn y3. Por lo tanto, en el dominio abierto R3 \ {0}, la 2-forma
en (1.2.17) se escribe como sigue:

Ω =
1

2 ‖y‖2

〈Iy × dy ∧ dy
〉

=
1

‖y‖2

(
−y3dy1 ∧ dy2 + y1dy2 ∧ dy3 + y2dy3 ∧ dy1),
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y la 2-forma (1.2.18) viene a ser

ωO±c
=

1
‖y‖σO±c

.

Debemos notar aquí que ‖y‖ no es constante a lo largo de O±c. De esto se tiene
que, en contraste al ejemplo previo, la forma simpléctica no es proporcional a la
forma de área de O±c.

1.3 El corchete de Schouten

En esta parte se presentan algunas de las propiedades del corchete de Schouten
[22, 45, 42, 62], las cuales son necesarias para el desarrollo de este trabajo. Pode-
mos decir que el corchete de Schouten es una extensión natural de la derivada de
Lie y es una de las herramientas más importantes en el cálculo de las variedades
de Poisson.

Sea M una variedad diferenciable cualquiera y para cada entero b ≥ 0, de-
notemos por X b(M) = Sec

(
∧bTM

)
al espacio de los b-campos vectoriales (cam-

pos tensoriales contravariantes y antisimétricos de grado k en M). En particu-
lar, notemos que X 0(M) = C∞(M) es el espacio de las funciones suaves en
M y X 1(M) = X(M) es el espacios de los campos vectoriales suaves en M.
La suma directa de todos estos espacios la denotaremos por X ⋆(M), esto es,
X

⋆(M) =
⊕

b≥0

X
k(M).

Si (yI) son coordenadas (locales) en M, entonces cada b-campo vectorial B se
escribe en la forma

B =
∑

I1<···<Ib

B I1...Ib
∂

∂yI1
∧ · · · ∧ ∂

∂yIb
=

1
b !

∑

I1 ,...,Ik

B I1...Ib
∂

∂yI1
∧ · · · ∧ ∂

∂yIb
.

Sea Ωb(M) el espacio de las b-formas diferenciales en M. Para cada α ∈ Ωb(M)
se tiene

α =
∑

I1<···<Ib

αI1...Ib
dyI1 ∧ · · · ∧ dyIb =

1
b !

∑

I1 ,...,Ib

αI1...Ib
dyI1 ∧ · · · ∧ dyIb

Si B ∈ X b(M) y α ∈ Ωb(M), definimos el pareamiento 〈α,B〉 por

〈α,B〉 =
∑

I1<···<Ib

αI1...Ib
B I1...Ib . (1.3.1)

En particular, para cualesquiera 1-formas α1, . . . , αb, denotamos

B(α1, . . . , αb)
def
=
〈
α1 ∧ · · · ∧ αb,B

〉
=

∑

I1<···<Ib

α1
I1
· · · αb

Ib
B I1...Ib . (1.3.2)
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La derivada de Lie. Recordemos que dado un campo vectorial X ∈ X(M), la
derivada de Lie LXB de un b-campo vectorial B a lo largo de X es el b-campo
vectorial definido por

(LXB)(α1, . . . , αb)
def
= LX

(
B(α1, . . . , αb)

)
−

b∑

j=1

B(α1, . . . ,LXαj, . . . , αb), (1.3.3)

para cualesquiera 1-formas α1, . . . , αb. En coordenadas se tiene lo siguiente,

(LXB)I1...Ib = LXB I1...Ib +
b∑

j,L=1

(−1)j BLI1...̂Ij ...Ib
∂X Ij

∂yL
. (1.3.4)

En particular, si B = Y es un campo vectorial, entonces

LXY = [ X, Y ],

es el corchete de Lie usual para campos vectoriales.

La siguiente propiedad establece que la derivada de Lie es una derivación con
respecto al producto cuña:

LX(A∧ B) = LXA∧ B + A∧LXB,

para cualesquiera A ∈ X a(M) y B ∈ X b(M). En particular, la siguiente fórmula
nos será de mucha utilidad,

LX(Y1 ∧ · · · ∧ Yb) =
b∑

j=1

Y1 ∧ · · · ∧ LXYj ∧ · · · ∧ Yb

para cualesquiera b campos vectoriales Y1, . . . , Yb ∈ X(M).

El corchete de Schouten. Como se mencionó anteriormente, una generalización
natural de la derivada de Lie para campos vectoriales se logra por medio del
llamado corchete de Schouten (o Schouten–Nijenhuis) para tensores contravariantes
antisimétricos. En esta parte definimos tal operación y se establecen algunas de
sus propiedades, guiándonos principalmente por [45, 62].

Sean A un a-campo vectorial y B un b-campo vectorial en la variedad M. El
corchete de Schouten de A y B es un (a + b − 1)-campo vectorial [A,B ] en M,
el cual puede definirse de la siguiente manera [62]: existe una única operación
R-bilineal, de tipo local,

[ , ] : X
a(M)×X

b(M) → X
a+b−1(M),

la cual está bien definida y satisface

[ X1 ∧ · · · ∧ Xa,B ] =
a∑

j=1

(−1)j+1X1 ∧ · · · X̂j ∧ · · · ∧ Xk ∧ LXj
B, (1.3.5)

para cualesquiera X1, . . . , Xa ∈ X(M) y B ∈ X b(M). Más aún, de (1.3.5) se
derivan las siguientes propiedades:
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(i) Anticonmutatividad con graduación:

[A,B ] = (−1)ab[B,A ].

(ii) Regla de Leibniz con graduación:

[A,B ∧ C ] = [A,B ] ∧ C + (−1)ab+bB ∧ [A, C ],

[A∧ B, C ] = A∧ [B, C ] + (−1)cb+b[A, C ] ∧ B,

para cualquier C ∈ X c(M).

(iii) Identidad de Jacobi con graduación: Si A ∈ X a(M), B ∈ X b(M) y C ∈
X c(M), entonces

(−1)a(c+1)[A, [B, C ] ] + (−1)b(a+1)[B, [ C,A ] ] + (−1)c(b+1)[ C, [A,B ] ] = 0.

Las propiedades anteriores hacen de X ⋆(M) una álgebra de Lie graduada con
respecto al corchete de Schouten, la cual es también llamada una súper-álgebra de

Lie.

Notemos, en particular, que el corchete de Schouten de un campo vectorial X

y un b-campo vectorial B coincide con la derivada de Lie de B a lo largo de X,

[ X,B ] = LXB.

Además, si B = f ∈ C∞(M), entonces

[ X, f ] = [ f , X ] = LX f .

Una de las ventajas de este formalismo en el contexto de la geometría de Pois-
son es que nos proporciona las herramientas para expresar varios de sus princi-
pales enunciados en términos invariantes. En efecto, es claro que de (1.1.10) se
obtiene

S
( f ,g,h)

{ f , {g, h}} = −2
〈

d f ∧ dg ∧ dh, [ Ψ, Ψ ]
〉

.

Esto implica que la identidad de Jacobi para el corchete de Poisson se puede
escribir en términos del 2-tensor de Poisson Ψ y del corchete de Schouten de la
siguiente manera:

[ Ψ, Ψ ] = 0. (1.3.6)

Por otro lado, la condición para que el campo vectorial Z sea un automorfismo
infinitesimal de Poisson se formula como sigue: el flujo de Z preserva el tensor de
Poisson,

LZΨ = [ Z, Ψ ] = 0,

lo cual podemos expresar en coordenadas como sigue:

[ X, Ψ ]I J = −
(

Ψ
IK ∂X J

∂yK
− Ψ

JK ∂X I

∂yK
− Ψ

I J ∂XK

∂yK

)
= 0.
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Otra definición equivalente del corchete de Schouten debida a [43] se puede

dar en términos del producto interior y la diferencial exterior para formas. Recorde-
mos que el producto interior de una (a + b)-forma α y un a-campo vectorial A es
una b-forma iB α cuyas componentes son

(iB α)Ia+1...Ia+b
= AI1...Ia αI1...Ia Ia+1...Ia+b

.

De esta manera,

〈
β, [A,B ]

〉
= (−1)(a+1)b iA d(iB β) + (−1)a iB d(iA β) − iA∧B dβ, (1.3.7)

para cualquier (a + b − 1)-forma β.

Finalmente, recopilamos algunas fórmulas del cálculo de Schouten que nos
serán de utilidad más adelante para realizar algunos cálculos:

(i) Si f ∈ C∞(M) y A ∈ X 2(M)), entonces

[ f ,A ](dg) = A(d f , dg).

(ii) Si X ∈ X(M) and A ∈ X 2(M)), entonces

[ X,A ](d f , dg) = A(dg, d(LX f )
) − A(d f , d(LXg)

)
+ LX

(A(d f , dg)
)
.

(iii) Si A ∈ X 2(M), B ∈ X 2(M) y f , g, h ∈ C∞(M), entonces

[A,B ](d f , dg, dh) = − S
( f ,g,h)

A
(

d f , d
(B(dg, dh)

))
+ B

(
d f , d

(A(dg, dh)
))

.

(iv) Si f , g ∈ C∞(M), X ∈ X(M) y A,B ∈ X 2(M), entonces

[ f X,A ] = X ∧ [A, f ] + f [ X,A ]; (1.3.8)

[ fA, gB ] = f [A, g ] ∧ B + gA∧ [B, f ] + f g[A,B ]. (1.3.9)

(v) Si X, Y, Z, W ∈ X(M), entonces

[ Z, X ∧ Y ] = [ Z, X ] ∧ Y + X ∧ [ Z, Y ],

[ X ∧ Y, Z ∧ W ] = Y ∧ W ∧ [ X, Z ] − Y ∧ Z ∧ [ X, W ] − X ∧ W ∧ [ Y, Z ]

+ X ∧ Z ∧ [ Y, W ]. (1.3.10)

(vi) Para cualquier g ∈ C∞(M) y cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z, W en
M se satisface

[
gX ∧ Y, Z ∧ W

]
= LZ(g) X ∧ Y ∧ W −LW(g) X ∧ Y ∧ Z

+ g
[

X ∧ Y, Z ∧ W
]
, (1.3.11)
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Notemos que (1.3.10) también se puede escribir en la forma siguiente:

[
X ∧ Y, Z ∧ W

]
=
[

X, Z
]
∧ Y ∧ W −

[
X, W

]
∧ Y ∧ Z +

[
Y, W

]
∧ X ∧ Z

− [Y, Z
] ∧ X ∧ W. (1.3.12)

Hasta aquí hemos presentado las principales herramientas que utilizaremos en
este trabajo y que forman parte de la teoría básica de la geometría de Poisson y
del cálculo de Schouten. En lo que sigue haremos uso extensivo de este material
y estaremos refiriéndonos constantemente a las fórmulas y ecuaciones de este
capítulo.
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Capítulo 2

Conexiones Invariantes para la Dinámica
Proyectable

En este capítulo estudiamos el problema de la existencia de conexiones invarian-
tes de Ehresmann para la dinámica proyectable en haces fibrados triviales y se
presentan varios resultados que nos caracterizan los campos vectoriales proyecta-
bles que admiten una conexión invariante, en términos de soluciones de ciertas
ecuaciones diferenciales lineales no-homogéneas.

La noción de invarianza de una conexión de Ehresmann en un haz fibrado es
relativa a un campo vectorial proyectable: El flujo del campo preserva la distribu-
ción horizontal que determina la conexión. Además, una conexión de Ehresmann
y un campo vectorial proyectable inducen el concepto de campo de Higgs [49, 68],
el cual es nuestra principal herramienta para estudiar la invarianza. Más aún, la
existencia de campos de Higgs no-nulos es una obstrucción para la invarianza de
una conexión.

El hecho de que sea posible caracterizar la invarianza de una conexión de
Ehresmann a través de su campo de Higgs, nos permite plantear el problema de
la existencia de conexiones invariantes en términos de la solubilidad de ciertas
ecuaciones lineales no-homogéneas. En el caso de una conexión de Poisson, los
resultados obtenidos los aplicamos para resolver el problema de la existencia de
conexiones invariantes para una clase natural de campos vectoriales proyectables
en haces fibrados triviales de Poisson. Estos resultados nos serán de utilidad
cuando se aborde el problema de Hamiltonización para la dinámica proyectable
en el Capítulo 3.

Por otra parte, los sistemas dinámicos que determinan los campos vectoriales
proyectables (en haces fibrados triviales) son precisamente el objeto de estudio
en este trabajo, a saber, los sistemas dinámicos sesqui-producto. Presentamos
también en este capítulo, algunos resultados relacionados a este tipo de sistemas.
En particular, se define lanoción de reducibilidad para la dinámica proyectable y
se prueba su utilidad en el caso de los sistemas de Lie periódicos.

31
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2.1 Conexiones de Ehresmann. Nociones y resultados bási-

cos

En esta sección introducimos los conceptos básicos del cálculo de Ehresmann
en haces fibrados triviales. Para los propósitos de nuestro estudio no es nece-
sario adoptar el enfoque más general de la teoría de conexiones de Ehresmann
en haces fibrados arbitrarios (submersiones sobreyectivas) ya que el espacio fase
de los sistemas dinámicos que nos interesan es del tipo (variedad simpléctica) ×
(variedad de Poisson). Sin embargo, las nociones y resultados aquí expuestos nos
proporcionan las herramientas necesarias para estudiar la dinámica proyectable
en ese tipo de haces fibrados. Para más detalles, ver [17, 53, 58].

La distribución horizontal y la forma de conexión. Sean M y B dos variedades
suaves y supongamos que π : M → B es una función sobreyectiva que define
un haz fibrado con espacio total M y base B. La fibra sobre ξ ∈ B está dada
por π−1(ξ) ⊂ M. Si denotamos por dπ : TM → TB la diferencial (tangent map),
entonces para cada punto m ∈ M, el espacio tangente vertical Vm queda definido por
Vm = ker dmπ ⊂ Tm M. De esta manera, el subhaz vertical V ⊂ TM queda definido
por medio de los espacios tangente a las fibras, es decir, como la distribución⋃

m∈M Vm. Esto lo escribimos sucintamente como V = ker dπ.

Un campo vectorial Y ∈ X(M) se dice ser un campo vectorial vertical en M si es
tangente a las fibras, lo cual expresamos de manera equivalente por medio de la
siguiente condición:

LY(π
∗ f ) = 0, ∀ f ∈ C∞(B). (2.1.1)

Denotaremos por XV(M) al conjunto de los campos vectoriales verticales en M. Es
claro que XV(M) tiene una estructura de álgebra de Lie con el corchete usual de
campos vectoriales.

Como es usual, sea Ωk(M) el espacio de las k-formas diferenciales en M. Una
k-forma η en M se dice ser una forma horizontal si anula al subhaz vertical V ⊂ TM:
η(Y1, . . . , Yk) = 0, para cualesquiera campos vectoriales Yi ∈ X(M) (i = 1, . . . , k)
y Yj ∈ XV(M) para alguna j ∈ {1, . . . , k}. En particular, la 1-forma σ ∈ Ω1(M)

es una 1-forma horizontal en M si para todo Y ∈ XV(M), se tiene Y σ = 0.
Denotaremos por Ωk

H
(M) al espacio de las k-formas horizontales en M.

Una conexión de Ehresmann en el haz fibrado π es un subhaz H ⊂ TM el cual
es complementario al subhaz vertical, es decir,

TM = H ⊕ V. (2.1.2)

De esta manera, H es una distribución en M tal que para cualquier m ∈ M, el
subespacio Hm ⊂ Tm M es complementario a Vm: TmM = Hm ⊕ Vm. Por lo tanto,

H =
⋃

m∈M

Hm.
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Dada una conexión de Ehresmann H ⊂ TM, es posible introducir varios con-
ceptos asociados a esta conexión. El primero de ellos es el de los campos vectoriales

horizontales, los cuales se definen como los campos vectoriales en M que son tan-
gentes a H. Denotaremos por XH(M) al espacio de los campos vectoriales hori-
zontales en M. De acuerdo con (2.1.2), para todo campo vectorial X ∈ X(M) se
tiene una única descomposición en sus partes horizontal y vertical,

X = XH + XV. (2.1.3)

Otra noción es la de k-formas verticales, las cuales son aquellas k-formas en M

que anulan a los campos vectoriales horizontales, esto es, las formas µ ∈ Ωk(M)

tales que µ(X1, . . . , Xk) = 0, para cualesquiera campos vectoriales Xi ∈ X(M)
(i = 1, . . . , k) y Xj ∈ XH(M) para alguna j ∈ {1, . . . , k}. Denotaremos por Ωk

V
(M)

al espacio de las k-formas verticales en M.

Consideremos ahora el espacio Ωk(M, V) de las k-formas en M que que toman
valores en el espacio de los campos vectoriales verticales. La forma de conexión Γ ∈
Ω1(M, V) asociada a la conexión de Ehresmann dada por el subhaz H, se define

por Γ(X)
def
= XV, para todo X ∈ X(M). Es claro que se tienen las propiedades

siguientes:
Γ
∣∣

V
= id, (2.1.4)

y
H = ker Γ. (2.1.5)

De hecho, notemos que es posible caracterizar a la forma de conexión Γ por medio
de la fórmula

Γ = id − pr
H

, (2.1.6)

donde pr
H

: X(M) → XH(M) es la proyección horizontal definida, a través de la
descomposición (2.1.3), por pr

H
(X) = XH.

Recíprocamente, dada una forma Γ ∈ Ω1(M, V) la cual es la identidad en
V, definimos un subhaz H, complementario a V, por medio de (2.1.5). Por lo
tanto, las dos descripciones de conexiones de Ehresmann en términos de subhaces
horizontales y formas de conexión son equivalentes [17, 42, 66, 68, 69].

Levantamiento horizontal y la forma de curvatura. Supongamos que se tiene
dada una conexión de Ehresmann Γ y la correspondiente distribución horizontal
H. Es claro que dπ

∣∣
H

: H → TB es un isomorfismo. Más específicamente, se sigue
que para cada m ∈ M, dmπ

∣∣
Hm

: Hm → Tπ(m)B es un isomorfismo, de lo cual se
deduce que para todo campo vectorial u ∈ X(B), existe un único campo vectorial
horizontal horΓ(u) ∈ XH(M) que satisface

(dmπ) horΓ(u)(m) = u
(
π(m)

)
. (2.1.7)

Al campo vectorial horΓ(u) ∈ XH(M) se le llama el levantamiento horizontal de u.
Notemos que (2.1.7) es equivalente a requerir que para todo u ∈ X(B) y para toda
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f ∈ C∞(B) se cumpla la siguiente relación:

LhorΓ(u)
(π∗ f ) = π∗(Lu f ). (2.1.8)

Además, en cada punto, el levantamiento horizontal genera el espacio horizontal,

Hm = Span{horΓ(u)(m) | u varía en X(B) }.

Por otro lado, de (2.1.1) y (2.1.8) se obtiene la propiedad siguiente
[

horΓ(u), XV(M)
]
⊂ XV(M). (2.1.9)

Otras propiedades del levantamiento horizontal se enumeran a continuación
[58]:

(a) Para cualesquiera u, v ∈ X(B),

horΓ(u + v) = horΓ(u) + horΓ(v).

(a) Para todo u ∈ X(B) y para toda f ∈ C∞(B) se tiene

horΓ( f u) = (π∗ f ) horΓ(u).

(b) Sean {ξ i} coordenadas locales alrededor de ξ ∈ B y consideremos la base
local de campos vectoriales {∂/∂ξ i} en X(B). Si definimos

hori
def
= horΓ(∂/∂ξ i),

entonces se tiene que

Hm = Span{hori, i = 1, . . . , dim B }, π(m) = ξ.

Consideremos ahora el espacio de las k-formas en B que toman valores en el
espacio de los campos vectoriales verticales Ωk(B, XV(M)) = Ωk(B) ⊗XV(M). La
forma de curvatura CurvΓ ∈ Ω2(B, XV(M)) está definida por

CurvΓ(u1, u2)
def
= horΓ([u1, u2]) − [ horΓ(u1), horΓ(u2) ]. (2.1.10)

La curvatura de una conexión es una obstrucción para la integrabilidad del subhaz
horizontal H. De hecho, se tiene que la distribución horizontal H es integrable si
y sólo si la curvatura es cero, CurvΓ = 0 [58]. En este caso, se dice que la conexión
es plana.

En lo que sigue del presente capítulo y en todo lo que resta de este trabajo sólo
consideraremos haces fibrados triviales, para los cuales la teoría de conexiones se
simplifica considerablemente.

De esta manera, supongamos que B y P son dos variedades suaves y consi-
deremos la variedad producto M = B × P con las proyecciones canónicas πB y
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πP sobre cada uno de sus respectivos factores. Se tiene que M es el espacio to-
tal del haz fibrado trivial π : M → B sobre la base B, donde π = πB. Notemos
que en este caso, la fibra sobre ξ ∈ B es π−1(ξ) = {ξ} × P. Más aún, para cada
punto m = (ξ, x) con ξ ∈ B y x ∈ P, el espacio tangente vertical está dado por
Vm = ker dmπ = TxP. Luego, el subhaz vertical es simplemente V = ker dπ = TP.

Si H ⊂ TM define una conexión de Ehresmann, se tiene que

TM = H ⊕ V ≡ H ⊕ TP. (2.1.11)

Luego, la descomposición (2.1.3) para un campo arbitrario X ∈ X(M) es simple-
mente

X = XH + Y, (2.1.12)

donde Y ∈ X(P) es un campo vectorial determinado de manera única por X. En
este caso, la forma de conexión Γ (2.1.6) está definida por Γ(X) = Y ∈ X(P).

En este contexto, un ejemplo de una conexión plana viene dado por la conexión
trivial Γ0 que corresponde a la descomposición canónica

TM = TB ⊕ TP. (2.1.13)

En efecto, para todo u ∈ X(B) se tiene que horΓ0
(u) = u y de (2.1.10) se sigue

claramente que CurvΓ
0
(u1, u2) = 0 para cualesquiera u1, u2 ∈ X(B).

Parametrización de conexiones de Ehresmann. Sea Ωk
H
(M, V) el espacio de las

k-formas horizontales que toman valores en el espacio de los campos vectoriales
verticales. Para cada η ∈ Ωk(B, XV(M)) definimos un elemento π∗η ∈ Ωk

H
(M, V)

por medio de la fórmula

(π∗η)(Y1, . . . , Yk) = η
(
dπ(Y1), . . . , dπ(Yk)

)
. (2.1.14)

Es claro que si Yi ∈ XV(M), para alguna i ∈ {1, . . . k}, entonces la k-forma en
(2.1.14) se anula, por lo que π∗η ∈ Ωk

H
(M, V).

Por otra parte, dadas dos conexiones arbitrarias Γ y Γ̃ en el haz fibrado π :
M → B, se tienen dos descomposiciones del haz tangente TM = H ⊕V = H̃ ⊕V.
Luego, para cualquier u ∈ X(B), dπ(horΓ̃(u)) = dπ(horΓ(u)) por lo que horΓ̃(u) −
horΓ(u) ∈ XV(M). De esto se sigue que

Γ̃ − Γ = π∗
Ξ, (2.1.15)

para Ξ ∈ Ω1(B, XV(M)), lo cual es equivalente a

horΓ̃(u)− horΓ(u) = −Ξ(u), (2.1.16)

donde u ∈ X(B) es un campo vectorial arbitrario.
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Consideremos ahora una familia t-paramétrica {Γt} de conexiones suaves en

el haz fibrado π. En este caso se tiene que

d
dt

horΓt ∈ Ω
1(B, XV(M)). (2.1.17)

Una observación importante es la siguiente: Si hacemos Γ̃ = Γ0 en (2.1.15), con Γ0

la conexión trivial, entonces es posible obtener todas las conexiones de Ehresmann
en M, las cuales son de la forma

Γ = Γ
0 − π∗

Ξ, (2.1.18)

donde Ξ varía sobre Ω1(B, XV(M)). Se sigue que el conjunto de todas las conexio-
nes en M está parametrizado por los elementos del espacio Ω1(B, XV(M)), esto es,
por funciones C∞(B)-lineales Ξ : X(B) → XV(M).

Funciones que preservan las fibras. Sean M = B× P y M̃ = B̃× P̃ dos variedades
producto y consideremos los haces fibrados correspondientes, π : M → B y π̃ :
M̃ → B̃. Se dice que un difeomorfismo Φ : M → M̃ preserva las fibras si existe un
difeomorfismo ϕ : B → B̃, tal que

π̃ ◦ Φ = ϕ ◦ π, (2.1.19)

es decir, el diagrama siguiente es conmutativo:

M
Φ−−−→ M̃

π

y
yπ̃

B
ϕ−−−→ B̃

En particular, dado un isomorfismo Φ como en (2.1.19), se tiene que el diagrama

TM
dΦ−−−→ TM̃

dπ

y
ydπ̃

TB
dϕ−−−→ TB̃

es conmutativo, de donde se sigue claramente que la derivada dΦ es un isomor-
fismo de haces vectoriales entre los subhaces verticales V y Ṽ,

ṼΦ(m) = (dmΦ)Vm. (2.1.20)

En el caso cuando B = B̃, decimos que Φ es un difeomorfismo que preserva las fibras

y cubre a la identidad (o idéntico en la base) si (2.1.19) se cumple para ϕ = idB. Este
tipo de funciones son llamadas transformaciones gauge (gauge transformations). Es
claro que toda transformación gradiente es de la forma

Φ(ξ, x) =
(
ξ, Φξ (x)

)
, (ξ ∈ B, x ∈ P), (2.1.21)



2.1 Conexiones de Ehresmann. Noiones y resultados básios 37

donde Φξ : P → P̃ es una familia de difeomorfismos suaves entre las fibras.
Debemos observar que cuando M = M̃, se tiene que las transformaciones gauge
forman un grupo llamado el grupo gauge.

Por otro lado, sea Φ : M → M̃ un difeomorfismo que preserva las fibras como
en (2.1.19). Dada una conexión de Ehresmann (2.1.11) con forma de conexión Γ,
definimos la conexión del push-forward H̃ = Φ∗H como sigue:

H̃p = (dΦ−1(p)Φ)HΦ−1(p), ∀ p ∈ M̃. (2.1.22)

La correspondiente forma de conexión, Γ̃ = Φ∗Γ, está dada por

Γ̃(Y) = Φ∗
(
Γ(Φ

∗Y)
)
. (2.1.23)

En particular, para el levantamiento horizontal se cumple lo siguiente:

horΓ̃(u) = Φ∗
(
horΓ(ϕ∗u)

)
, ∀ u ∈ X(B̃). (2.1.24)

Sistemas de coordenadas admisibles. Consideremos nuevamente el haz fibrado
trivial M = B × P y fijemos un sistema de coordenadas locales (ξ, x) = (ξ i, xα) en
M, donde (ξ i) son coordenadas en B y (xα) son coordenadas en la fibra P. Tales
coordenadas serán llamadas admisibles. Localmente, una forma de conexión Γ en
M se representa, en un sistema de coordenadas admisibles, como

Γ = Γ
ν ⊗ ∂

∂xν
, Γ

ν = dxν + Γ
ν
i (ξ, x) d ξ i , (2.1.25)

donde
Γ

ν
i (ξ, x) =

〈
dxν, Γ(∂/∂ξ i)

〉
. (2.1.26)

El subhaz horizontal H que corresponde a la forma de conexión Γ está generado
por el levantamiento horizontal de los campos vectoriales básicos {∂/∂ξ i} en B:

horΓ

i
def
= horΓ(∂/∂ξ i) =

∂

∂ξ i
− Γ

ν
i (ξ, x)

∂

∂xν
. (2.1.27)

Más aún, la forma de curvatura se expresa localmente por medio de la siguiente
fórmula

CurvΓ =
1
2

Cσ
ij(ξ, x) dξ i ∧ dξ j ⊗ ∂

∂xσ
. (2.1.28)

donde

Cσ
ij =

∂Γσ
j

∂ξ i
− ∂Γσ

i

∂ξ j
+ Γ

ν
j

∂Γσ
i

∂xν
− Γ

ν
i

∂Γσ
j

∂xν
. (2.1.29)

De (2.1.27) y (2.1.29) se derivan las siguientes fórmulas que nos serán de utili-
dad:

[ horΓ

i , horΓ

j ] = −Cσ
ij

∂

∂xσ
∈ XV(M). (2.1.30)

[ horΓ

i , ∂/∂xσ ] =
∂Γν

i

∂xσ

∂

∂xν
∈ XV(M). (2.1.31)
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En esta situación, si consideremos la conexión trivial Γ0 (2.1.13), entonces el

subhaz horizontal correspondiente es H0 = TB, por lo que {∂/∂ξ i} es una base
local de campos vectoriales horizontales. Por lo tanto, se sigue que Γ0(∂/∂ξ i) = 0
y de (2.1.26) se deriva que (Γ0)ν

i = 0 para toda i = 1, . . . , dim B. De esto y de
(2.1.25) se obtiene

Γ
0 = dxν ⊗ ∂

∂xν
. (2.1.32)

Además, de (2.1.27) se tiene que

horΓ0

i =
∂

∂ξ i
. (2.1.33)

De la discusión anterior se concluye que el Γ0-levantamiento horizontal de cualquier
campo vectorial u = ui(ξ) ∂/∂ξ i ∈ X(B) está dado por horΓ0

(u) = u.

Conexiones relacionadas con campos de bi-vectores. [66]. Sea M = B × P y de-
notemos por X k(M) = Sec

(
∧kTM

)
el espacio los campos tensoriales contravari-

antes y antisimétricos de orden k en M. Sea Ann(V) ⊂ T∗M el anulador del
subhaz vertical V ⊂ M. Luego, las secciones de Ann(V) son las 1-formas hori-
zontales en M, Ω1

H
(M). Diremos que un k-campo vectorial Z ∈ X k(M) es vertical

si Z α = 0 para toda 1-forma horizontal α. Denotaremos por X k
V
(M) al espacio

de los k-campos vectoriales verticales.

Un campo de bi-vectores Π ∈ X 2(M) se dice ser horizontalmente no-degenerado

si para todo m ∈ M la forma bilineal antisimétrica

Πm : T∗
m M × T∗

m M → R,

es no-degenerada en el subespacio Ann(Vm) ⊂ T∗
m M. Notemos que esto es equiv-

alente a las condiciones siguientes:

Π
♯
(
Ann(V)

)
∩ V = {0}, (2.1.34)

rank Π
♯
(
Ann(V)

)
= dim B, (2.1.35)

donde Π♯ : T∗M → TM es el morfismo de haces vectoriales asociado a Π (1.1.8).

Así, dado un campo de bi-vectores Π ∈ X 2(M), horizontalmente no-degenerado,
se define la distribución horizontal H como la imagen de Ann(V) bajo el morfismo
Π♯:

H
def
= Π

♯
(
Ann(V)

)
.

Las condiciones (2.1.34) y (2.1.35) nos garantizan que se tiene la descomposición

TM = H ⊕ V,

por lo que Π induce una conexión de Ehresmann con 1-forma de conexión Γ que
satisface H = ker Γ ⊂ TM (2.1.4), (2.1.5).
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2.2 Campos vectoriales proyectables y los sistemas dinámi-
cos sesqui-producto

En esta sección se introducen los sistemas dinámicos que son el motivo de estudio
en este trabajo, a saber, los sistemas dinámicos sesqui-producto. Este tipo de
sistemas modelan varios problemas importantes en la mecánica [11, 19, 20, 25, 68]
y son el punto de partida para el enfoque que desarrollamos en este trabajo sobre
la teoría Hamiltoniana de perturbaciones.

Nuevamente, consideremos el haz fibrado trivial π : M → B, con M = B × P.

Definición 2.1 Un campo vectorial W ∈ X(M) es llamado proyetable si existe un

campo vectorial w ∈ X(B) tal que W desiende a w bajo π, es decir,

dπ ◦W = w ◦ π. (2.2.1)

Denotaremos por Xπ(M) al conjunto de los campos vectoriales proyectables en M. Al sis-

tema dinámico que corresponde a un campo vectorial proyectable le llamaremos un sistemadinámio sesqui-produto (skew-product dynamical system).

Notemos que en la definición anterior, W ∈ X(M) es un campo vectorial
proyectable si existe w ∈ X(B) que hace conmutar el siguiente diagrama:

M
W−−−→ TM

π

y
ydπ

B
w−−−→ TB

Sea Φt el flujo local del campo vectorial W y sea ϕt el flujo local de w. La
condición (2.2.1) para W significa que el flujo Φt es una función en M que preserva
las fibras y que desciende a ϕt (ver (2.1.19)),

π ◦ Φ
t = ϕt ◦ π. (2.2.2)

En otras palabras, las trayectorias de W se proyectan, bajo π, a las trayectorias de
w. Notemos que la condición (2.2.1) también se pueden reformular de la siguiente
manera:

LW(π∗ f ) = π∗(Lw f ), ∀ f ∈ C∞(B). (2.2.3)

Por otro lado, si Y ∈ XV(M), se tiene que dπ(Y) = 0, de lo cual se sigue que
cada campo vectorial vertical en M es proyectable y desciende al campo vectorial
w = 0 en B, es decir XV(M) ⊂ Xπ(M). Notemos también que si W ∈ Xπ(M) de-
sciende a w ∈ X(B), entonces para cualquier función f ∈ C∞(B), (π∗ f )W es tam-
bién proyectable y desciende a f w. Además, de (2.2.3) se deducen las propiedades
siguientes:
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(1) Sean W1,W2 ∈ X(M) dos campos vectoriales proyectables que descienden a

los campos vectoriales w1 y w2 en B, respectivamente. Entonces W1 +W2 es
proyectable que desciende a w1 + w2. Más aún, el corchete de Lie [W1,W2 ],
es también un campo vectorial proyectable que desciende a [ w1, w2 ] ∈ X(B).

(2) El corchete de Lie de un campo vectorial proyectable W con cualquier campo
vectorial vertical es, nuevamente, un campo vectorial vertical,

[W , XV(M) ] ⊂ XV(M). (2.2.4)

Por lo tanto, de (1) se sigue que el espacio de todos los campos vectoriales proyecta-
bles Xπ(M) es una álgebra de Lie y la parte (2) nos asegura que XV(M) es un
ideal del álgebra Xπ(M). Es claro que el grupo de transformaciones gauge en M

preserva a estas ágebras de Lie.

El siguiente resultado es un criterio importante que resume varias de las propiedades
que se han discutido hasta aquí.

Lema 2.2 Un campo vectorial W en M es proyectable si y sólo si se cumple alguna de

las dos condiciones siguientes:

(a) Para cada t, el flujo (local) Φt del campo vectorial W es un difeomorfismo que

preserva las fibras.

(b) La derivada de Lie a lo largo de W preserva el álgebra de Lie de los campos vectoriales

verticales,

LW
(
XV(M)

)
⊂ XV(M). (2.2.5)

(c) Para toda conexión Γ en M, existe una descomposición,

W = horΓ(w) + WV, (2.2.6)

donde w ∈ X(B) y WV = Γ(W) es la componente vertical del campo vectorial W .

Como una consecuencia de esta proposición, derivamos el siguiente hecho.

Corolario 2.3 Sean W y W̃ dos campos vectoriales proyectables en M que descienden a

los campos vectoriales w y w̃ en B, respectivamente, y Γ una conexión de Ehresmann en

M. Entonces, el corchete de Lie [W , W̃ ], está dado por

[W , W̃ ] = horΓ([ w, w̃ ])

+ [ horΓ(w), W̃V ] − [ horΓ(w̃),WV ] − CurvΓ(w, w̃) + [WV, W̃V ]. (2.2.7)

Es oportuno remarcar que los últimos cuatro términos en (2.2.7) forman la
parte vertical de la descomposición del campo vectorial [W , W̃ ] ∈ X(M) en sus
partes horizontal y vertical con respecto a la conexión Γ.
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Sean ξ = (ξ i) y x = (xα) coordenadas locales en B y en M, respectivamente. La
descomposición (2.2.6) de la conexión trivial Γ0 se expresa en estas coordenadas
en la forma siguiente:

W = wi(ξ)
∂

∂ξ i
+ Wα(ξ, x)

∂

∂xα
, (2.2.8)

donde el primer término w = wi ∂/∂ξ i es un Γ0-campo vectorial horizontal en M

y el segundo término W = Wα ∂/∂xα es un Γ0-campo vectorial vertical en M. El
correspondiente sistema dinámico sesqui-producto es de la forma

ξ̇ = w(ξ), (2.2.9)

ẋ = W(ξ, x). (2.2.10)

Supongamos ahora que Γ es una conexión arbitraria en M. De (2.1.18) se sigue
que Γ = Γ0 − π∗Ξ, para Ξ ∈ Ω1(B, XV(M)). Luego, de (2.2.6) y de (2.2.8) se
deriva la siguiente regla de transición para la parte vertical del campo vectorial
proyectable W :

WV =
(

wi(ξ) Ξ
α
i (ξ, x) + Wα(ξ, x)

) ∂

∂xα
. (2.2.11)

La observación siguiente establece que los difeomorfismos que preservan las
fibras también respetan el álgebra de Lie de los campos vectoriales proyectables.

Lema 2.4 Sean π : M → B y π̃ : M̃ → B̃ dos haces fibrados y Φ : M → M̃ un

difeomorfismo que preserva las fibras y cubre a un difeomorfismo ϕ : B → B̃. Entonces

para todo campo vectorial proyectable W en M, el push-forward W̃ = Φ∗W es un campo

vectorial proyectable en M̃. Más aún, dada una conexión Γ en M, el campo vectorial W̃
se descompone con respecto a la conexión Γ̃ = Φ∗Γ, en la forma siguiente,

W̃ = horΓ̃(w̃) + W̃V.

En este caso, w̃ = ϕ∗w y W̃V = Γ̃(W̃).

Sistemas proyectables lineales. Supongamos ahora que P = E es un espacio vec-
torial real. Luego, M = B × E es el espacio total de un haz vectorial trivial sobre
B. Sea C∞

lin(M) el espacio de las funciones lineales por fibras en M, es decir, las
funciones que al restringirlas al conjunto {ξ} × E son lineales. Un campo vectorial
W en M se dice ser lineal si la derivada de Lie a lo largo de W preserva el espacio
de las funciones lineales por fibras,

LW
(
C∞

lin(M)
)
⊂ C∞

lin(M). (2.2.12)

Esto implica que la sección cero B ≈ B × {0} es W -invariante y LW(π∗C∞(B)) ⊂
π∗C∞(B). Por lo tanto, todo campo vectorial lineal W es proyectable y desciende
a un campo vectorial w en B tal que LW(π∗ f ) = π∗(Lw f ), para toda f ∈ C∞(B).
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Sea (ξ, x) = (ξ i, xα) un sistema de coordenadas en M, donde (ξ i) son coordenadas
en B y (xα) son coordenadas en E asociadas a una cierta base. Luego, en estas
coordenadas

W = wi(ξ)
∂

∂ξ i
+ Wα

σ (ξ)xσ ∂

∂xα
. (2.2.13)

Una conexión de Ehresmann Γ en M = B × E es llamada homogénea si el levan-
tamiento horizontal horΓ(w) es un campo vectorial lineal para todo u ∈ X(B). En
este caso,

Γ = Γ
ν ⊗ ∂

∂xν
, donde Γ

ν = dxν + Γ
ν
iσ(ξ)xσdξ i.

Existe una correspondencia una a uno entre las conexiones homogéneas y las
conexiones lineales en el haz vectorial π : M → B [58]. Una clase importante de
campos vectoriales lineales proviene del llamado procedimiento de linealización
normal, que presentamos en lo que enseguida.

El procedimiento de linealización normal. Consideremos una tripleta de datos
geométricos (N, Z, B) que consiste de una variedad suave N, un campo vectorial
Z y una subvariedad invariante B ⊂ N. Sea M = TBN/TB el haz normal con
proyección canónica υ : TBN → M. Supongamos que el haz normal es trivial, es
decir, M = B × Rk, donde k = dim N − dim B. Denotemos por τb : Tb M → Rk

la proyección con respecto a la descomposición canónica TbM = TbB ⊕ Rk. Por el
teorema de la vecindad tubular [42], existe una función exponencial, esto es, un
difeomorfismo f : M → N del espacio total M sobre una vecindad de la base B en
N, tal que f

∣∣
B
= idB y υb ◦ dbf = τb.

Para ε ∈ (0, 1], definimos la dilatación mε : M → M por mε(ξ, x) = (ξ, εx), para
todo ξ ∈ B y x ∈ Rk. Luego, se tiene un campo vectorial lineal bine definido en
M, el cual está dado por

varB(Z) = lim
ε→0

(f◦mε)
∗Z.

Notemos que esta definición es independiente de la función exponencial f [66]. El
campo vectorial varB(Z) es lineal y se proyecta a la restricción Z

∣∣
B

y es llamado
el campo vectorial linealizado Z en B. El sistema dinámico de varB(Z) se llama el
sistema de primera variación.

Sea (ξ, x) = (ξ i, xα) un sistema de coordenadas en M, de tal manera que (xα)
son coordenadas lineales en M. Luego, B = {x = 0} y se tiene

f∗Z = Zi(ξ, x)
∂

∂ξ i
+ Zα(ξ, x)

∂

∂xα
.

En coordenadas,

varB(Z) = Zi(ξ, 0)
∂

∂ξ i
+

∂Zα

∂xσ
(ξ, 0) xσ ∂

∂xα
.

Otros enfoques para la dinámica Hamiltoniana linealizada también se pueden
encontrar en [36, 48, 65, 67, 68].
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2.3 Conexiones invariantes

El par formado por un campo vectorial proyectable y una conexión de Ehresmann
induce la noción de campo de Higgs [49, 68]. Este concepto nos sirve para car-
acterizar la invarianza de una conexión de Ehresmann con respecto a un campo
vectorial proyectable. De hecho, se prueba que este tipo de campos vectoriales
admiten una conexión invariante si y sólo si el campo de Higgs asociado se an-
ula. Así, los campos de Higgs los podemos considerar como obstrucciones para la
invarianza de una conexión.

Sea W un campo vectorial proyectable en M = B × P que desciende al campo
vectorial w en B. Supongamos que Φt es el flujo de W y ϕt es el flujo de w.

Definición 2.5 Una conexión de Ehresmann Γ en M se dice ser W -invariante si el flujo

Φt de W preserva la distribución horizontal de Γ, es decir,

(
dmΦ

t
)

Hm = HΦt(m), ∀ m ∈ M. (2.3.1)

En términos infinitesimales, la condición de W -invarianza de la conexión Γ

es equivalente a la condición siguiente: El corchete de Lie de W con cualquier
campo vectorial horizontal es, de nuevo, un campo vectorial horizontal. Esto lo
expresamos por

[W , XH(M) ] ⊂ XH(M). (2.3.2)

Por otra parte, de la descomposición (2.2.6) se sigue directamente que para
cualquier conexión Γ en M se cumple la siguiente relación,

[W , horΓ(u) ] = horΓ([w, u]) − [ horΓ(u),WV ] − CurvΓ(w, u), (2.3.3)

donde los dos últimos términos representan la parte vertical de este corchete de
Lie:

[W , horΓ(u) ]V = − [ horΓ(u),WV ] − CurvΓ(w, u). (2.3.4)

Esta observación es importante y nos permite introducir el concepto de campo de
Higgs asociado a la conexión Γ en M.

Lema 2.6 El par
(
W , Γ

)
induce una 1-forma con valores vectoriales AW,Γ ∈ Ω1(B, XV(M))

definida por

AW,Γ(u)
def
= [W , horΓ(u) ] − horΓ([w, u]), ∀ u ∈ X(B). (2.3.5)

A la 1-forma AW,Γ le llamaremos, siguiendo a [49], un campo de Higgs asociado al
campo vectorial proyectable W y a la conexión Γ. Se sigue que

[W , horΓ(u) ] = horΓ([w, u]) + AW,Γ, (2.3.6)

lo cual es equivalente a,
AW,Γ = [W , horΓ(u) ]V. (2.3.7)
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De esta manera, dada una conexión Γ en M, las observaciones anteriores nos

permiten establecer una correspondencia entre campos vectoriales proyectables en
M y campos de Higgs: W 7→ AW,Γ, la cual satisface las propiedades siguientes:

AW1+W2,Γ = AW1,Γ + AW2,Γ, (2.3.8)

A(π∗ f )W,Γ = (π∗ f )AW,Γ + d f ⊗WV, (2.3.9)

donde W1 y W2 son campos vectoriales proyectables arbitrarios en M y f es
cualquier función en C∞(B). La identidad (2.3.8) es trivial y (2.3.9) se sigue del
hecho de que el campo vectorial proyectable (π∗ f )W desciende a f w ∈ X(B).

Por otro lado, puesto que para cada u ∈ X(B) se tiene que AW,Γ(u) es un campo
vectorial vertical, podemos decir que el campo de Higgs AW,Γ mide la desviación
de la conexión Γ de la propiedad de W -invarianza. El siguiente resultado nos
proporciona un criterio útil para establecer la W -invarianza de una conexión Γ en
M.

Lema 2.7 Una conexión de Ehresmann Γ en M es W -invariante si y sólo si cumple

alguna de las condiciones siguientes:

(i) El campo de Higgs se anula,

AW,Γ = 0. (2.3.10)

(ii) Para todo u ∈ X(B),

[W , horΓ(u) ] = horΓ([w, u]). (2.3.11)

(iii) La parte vertical de W satisface

[WV, horΓ ] = w CurvΓ. (2.3.12)

Corolario 2.8 Dada una conexión Γ en M, el conjunto de todos los campos vectoriales

proyectables W en M para los cuales Γ es W -invariante, es una álgebra de Lie.

Demostración. Sean W1 y W2 dos campos vectoriales proyectables y supongamos
que AW1,Γ = 0 y AW2,Γ = 0. De (2.3.8) se sigue que Γ es (W1 +W2)-invariante. Para
probar la invarianza de Γ bajo el corchete de Lie [W1,W2 ], se utiliza la identidad
de Jacobi para campos vectoriales junto con la relación (2.3.11).

Supongamos ahora que W ∈ X(M) es un campo vectorial proyectable dado.
Una cuestión natural que surge en este caso es acerca de la posibilidad de de-
scribir todas las conexiones W -invariantes en M. Veremos en lo que sigue que
podemos dar una respuesta a esta pregunta y para ello es necesario introducir las
operaciones siguientes:



2.3 Conexiones invariantes 45

(a) Utilizando la propiedad (2.2.5) podemos definir la derivada de Lie a lo largo
de cualquier campo vectorial proyectable W , como la 1-forma en B con
valores en los campos vectoriales verticales de M, LW : Ω1

(
B, XV(M)

) →
Ω1
(
B, XV(M)

)
, por medio de la regla,

(LW Ξ)(u)
def
= [W , Ξ(u) ], (2.3.13)

para u ∈ X(B) y Ξ ∈ Ω1
(
B, XV(M)

)
. Es claro que se satisface la regla de

Leibniz: LW(F Ξ) = LW(F) Ξ + F LW(Ξ), ∀ F ∈ C∞(M).

(b) La diferenciación parcial dB : Ωk
(
B, XV(M)

)
→ Ωk+1

(
B, XV(M)

)
, llamada

también la derivada Γ0-covariante, está dada por dB = πB ◦ d. Más precisa-
mente,

(dBη)(X0, X1, . . . , Xk) = (d η)
(
(X0)H, (X1)H, . . . , (Xk)H

)
, (2.3.14)

donde d es la derivada exterior en M y XH denota la parte horizontal de
X ∈ XV(M), relativo a la descomposición (2.1.13).

(c) Sea Γ una conexión dada en M. Para todo campo vectorial vertical Y deno-
tamos por [ horΓ, Y ] el elemento de Ω1(B, XV(M)) definido por

[ horΓ, Y ](u)
def
= [ horΓ(u), Y ]. (2.3.15)

De (2.1.9) se sigue que (2.3.15) está bien definido.

Sea W un campo vectorial proyectable en M y consideremos ahora una conex-
ión fija, Γ̃, en M. Sea AW ,̃Γ el campo de Higgs correspondiente. En estas condi-
ciones, se tiene el resultado siguiente.

Lema 2.9 Un campo vectorial proyectable W en M admite una conexión invariante Γ si

y sólo si la siguiente ecuación lineal no-homogénea,

LWΞ = −AW ,̃Γ, (2.3.16)

es soluble para Ξ ∈ Ω1
(
B, XV(M)

)
. En este caso,

Γ = Γ̃ − π∗
Ξ. (2.3.17)

Demostración. Sustituyendo Γ 7→ Γ̃ − π∗Ξ en (2.3.5) y usando las relaciones

horΓ(u) = horΓ̃(u) + Ξ(u) y [W , Ξ(u) ]V = [W , Ξ(u) ],

se obtiene que la regla de transición para el campo de Higgs está dada por

AW,Γ 7→ AW ,̃Γ + LW Ξ, (2.3.18)



46 Conexiones Invariantes para la Dinámia Proyetable
lo cual implica (2.3.16).

Usando ahora la descomposición W = horΓ̃(w̃) + W̃V, podemos reescribir la
ecuación (2.3.16) como sigue:

L
hor̃Γ(w̃)

Ξ + [ W̃V, Ξ ] = [ horΓ̃, W̃V ] − w̃ CurvΓ̃. (2.3.19)

Corolario 2.10 Si la conexión Γ̃ es plana, CurvΓ̃ = 0, entonces la ecuación (2.3.16) toma

la forma

L
hor̃Γ(w̃)

Ξ + [ W̃V, Ξ ] = [ horΓ̃, W̃V ] (2.3.20)

Debemos notar que el lado derecho de la “ecuación homológica” (2.3.16) de-
pende de W . Para hacer esta dependencia aún más explícita, hagamos Γ̃ = Γ0, la
conexión trivial en (2.1.13). Tomando en cuenta (2.1.33), se deduce de (2.3.16) el
resultado siguiente:

Proposición 2.11 Un campo vectorial proyectable W = wi(ξ) ∂/∂ξ i + Wα(ξ, x) ∂/∂xα

admite una conexión invariante Γ en M si y sólo si existe una solución Ξ ∈ Ω1
(
B, XV(M)

)

de la ecuación

LwΞ + [W , Ξ ] = dBW . (2.3.21)

La conexión correspondiente está dada por

Γ =
(

dxν − Ξ
ν
i (ξ, x) dξ i

)
⊗ ∂

∂xν
. (2.3.22)

2.4 Conexiones de Poisson

Consideremos ahora una variedad de Poisson (P, Ψ), cuya estructura de Poisson
está definida por un tensor de Poisson Ψ = (1/2) Ψαβ(x) ∂/∂xα ∧ ∂/∂xβ. Sea
M = B × P el espacio total del haz fibrado trivial de Poisson π : M → B, sobre la
base B. El levantamiento del tensor de Poisson Ψ al espacio total M por medio de
la proyección canónica π

P
: M → P es un tensor vertical de Poisson, el cual también

denotaremos por Ψ. El corchete de Poisson que corresponde al tensor vertical de
Poisson Ψ será denotado por { , }

Ψ
. Sea dP = πP ◦ d la derivación parcial en P.

Diremos que una conexión de Ehresmann Γ es una conexión de Poisson si para todo
u ∈ X(B), el levantamiento horizontal horΓ(u) es un automorfismo infinitesimal
de Poisson (un campo vectorial de Poisson) de Ψ,

LhorΓ(u)
Ψ = 0. (2.4.1)

De esta manera, las conexiones de Poisson Γ en M están dadas por (2.3.22), donde
Ξ es una 1-forma en B con valores en los campos verticales de Poisson de Ψ. Es
claro que la conexión trivial Γ0 es de Poisson.
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Una clase especial de conexiones de Poisson Γ corresponde al caso cuando Ξ

toma valores en el álgebra de Lie de campos vectoriales Hamiltonianos verticales

Γ =
(

dxν − Ξ
ν
i (ξ, x) dξ i

)
⊗ ∂

∂xν
, Ξ = Ψ

♯ dPQ, (2.4.2)

donde Q es la 1-forma horizontal Q = Qi(ξ, x) dξ i ∈ Ω1
H
(M) ≈ Ω1

(
B, C∞(M)

)

representa el Hamiltoniano de Ξ : Ξ(u) = Ψ♯dPQ(u), para u ∈ X(B). El levan-
tamiento horizontal correspondiente está dado por

horΓ(u) = u + Ψ
♯ dPQ(u). (2.4.3)

De esto se sigue que la forma de curvatura CurvΓ de (2.4.2) toma valores en el
conjunto de los campos vectoriales Hamiltonianos verticales,

CurvΓ(u1, u2) = −Ψ
♯ dPδQ(u1, u2), (2.4.4)

donde la curvatura Hamiltoniana δQ ∈ Ω2
(
B, C∞(M)

)
es de la forma

δQ

def
= dBQ +

1
2
{Q ∧ Q}

Ψ
. (2.4.5)

Sea K(M, Ψ) el espacio de las funciones de Casimir en M de la estructura
vertical de Poisson. Es claro que π∗(C∞(B)

)
⊂ K(M, Ψ). Notemos que los Hamil-

tonianos Q y δQ están determinados de manera única por (2.4.2) y (2.4.4), módulo
los elementos de los espacios K(M, Ψ) ⊗ Ω1(B) y K(M, Ψ) ⊗ Ω2(B), respectiva-
mente.

Consideremos ahora la siguiente clase natural de campos vectoriales proyecta-
bles en el haz fibrado trivial de Poisson M:

WF = w + Ψ
♯ dPF, (2.4.6)

donde w ∈ X(B) y F ∈ C∞(M). Para toda trayectoria ξ(t) de w, el sistema
dinámico sesqui-producto de (2.4.6) se reduce al sistema Hamiltoniano depen-
diente del tiempo en (P, Ψ) con Hamiltoniano Ft(x) = F(ξ(t), x), (x ∈ M). Por
lo tanto, podemos pensar de (2.4.6) como una familia generalizada de sistemas
Hamiltonianos dependientes del tiempo.

Teorema 2.12 El corchete de Lie de WF (2.4.6) y W̃F̃ = w̃ + Ψ♯ dPF̃ es de la forma

[WF, W̃F̃ ] = [ w, w̃ ] + Ψ
♯ dP

(
{F, F̃}

Ψ
+ Lw F̃ − Lw̃F

)
. (2.4.7)

De esto que se sigue el espacio de todos los campos vectoriales del tipo (2.4.6) forman una

álgebra de Lie.

Demostración. Sea Γ una conexión de Poisson. Luego, por las propiedades estándar
de los campos vectoriales de Poisson, se tiene

[ horΓ(w̃), Ψ
♯ dPF ] = Ψ

♯ dP

(
Lw̃F

)
. (2.4.8)
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Aplicando ahora (2.4.8) junto con (2.2.7) a Γ = Γ0, se deriva (2.4.7).

El resultado que se enuncia a continuación nos da un criterio para la existen-
cia de conexiones invariantes de los campos vectoriales proyectables de la forma
(2.4.6) y es una consecuencia directa del Lema 2.3.16.

Teorema 2.13 El campo vectorial proyectable WF (2.4.6) admite una conexión invariante

de Poisson Γ, de la forma (2.4.2), si y sólo si existe una 1-forma horizontal Q = Qi(ξ, x) dξ i

que satisface la ecuación

LwQ + {F, Q}Ψ = dBF + κ, (2.4.9)

para una cierta 1-forma κ ∈ Ω1(B) ⊗K(M, Ψ).

2.5 Transformaciones gauge Hamiltonianas y reducibilidad

Recordemos de la Sección 2.1 que una transformación gauge en la variedad pro-
ducto M = B × P es una función T : M → M que preserva las fibras y es de la
forma T (ξ, x) =

(
ξ, Tξ(x)

)
, donde Tξ : P → P es un difeomorfismo (ξ ∈ B, x ∈ P).

Además, el conjunto de este tipo de transformaciones forman un grupo, el lla-
mado grupo gauge.

Supongamos que P es una variedad de Poisson con tensor de Poisson Ψ. Dec-
imos que una transformación gauge es de Poisson si T∗Ψ = Ψ. Equivalentemente,
Tξ : P → P es una transformación de Poisson en (P, Ψ) para todo ξ ∈ B. Es
claro que tales transformaciones forman un grupo y preservan el conjunto de las
conexiones de Poisson en M. Más aún, toda transformación gauge de Poisson T
preserva el espacio de los campos vectoriales verticales Hamiltonianos en M,

T∗Ψ
♯ dPF = Ψ

♯ dP(T∗F). (2.5.1)

Nuestro objetivo aquí es describir las transformaciones gauge de Poisson que de-
jan invariante el álgebra de Lie de los campos vectoriales proyectables de la forma
(2.4.6).

Supongamos que se tiene dada una transformación gauge de Poisson T y
consideremos la conexión trivial Γ0. Recordemos que a todo campo vectorial w ∈
X(B) lo identificamos con el Γ0-levantamiento horizontal, w = horΓ0

(w). Puesto
que Γ0 es una conexión de Poisson, es claro que w es un campo vectorial de
Poisson. Luego, el “push-forward” T∗w es también un campo vectorial de Poisson.
Es fácil ver que la Γ0-parte horizontal de T∗w es precisamente w. Por lo tanto,

T∗w − w, (2.5.2)

es un campo vertical de Poisson. En coordenadas,

T∗w − w = wi(ξ)
∂T α

ξ

∂ξ i

(
T −1

ξ (x)
) ∂

∂xα
. (2.5.3)
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Definición 2.14 Una transformación gauge de Poisson T se dice ser una transformaióngauge Hamiltoniana si existe una 1-forma ΘT ∈ Ω1
(
B, C∞(M)

)
, esto es, una transfor-

mación R-lineal, ΘT : X(B) → C∞(M),

w 7→ ΘT (w), (2.5.4)

tal que

T∗w − w = −Ψ
♯ dPΘT (w). (2.5.5)

para cualquier w ∈ X(B).

Notemos que una manera equivalente de escribir (2.5.5) es la siguiente:

T∗Γ
0 = Γ

0 + Ψ
♯ dPΘT . (2.5.6)

Por lo tanto, para cada transformación gauge Hamiltoniana T y todo campo vec-
torial proyectable de la forma (2.4.6), se tiene

T∗WF = w + Ψ
♯ dP

(
T∗F − ΘT (w)

)
. (2.5.7)

Supongamos ahora que T y T̃ son dos transformaciones gauge Hamiltoni-
anas dadas. Luego, usando la Definición 2.14, se deduce que la composición
T ◦ T̃ es también una transformación gauge Hamiltoniana, cuyo Hamiltoniano
está definido por la regla siguiente:

ΘT ◦T̃ = ΘT + T∗ΘT̃ . (2.5.8)

De esto se sigue que el conjunto de todas las transformaciones gauge Hamiltoni-
anas en M forman un grupo. En resumen, tenemos el resultado siguiente.

Proposición 2.15 El grupo de las transformaciones gauge de Poisson que preservan el

álgebra de Lie de los campos vectoriales proyectables de la forma WF = w + Ψ♯ dPF

coincide con el grupo de transformaciones gauge Hamiltonianas. En este caso, w varía en

X(B) y F varía sobre C∞(M).

Corolario 2.16 Si Γ es una conexión de Poisson de la forma (2.4.2) y es invariante con

respecto a WF = w + Ψ♯dPF, entonces para cualquier transformación gauge Hamilto-

niana T , el “push-forward” T∗Γ es una conexión de Poisson, la cual es invariante con

respecto a T∗WF.

De (2.5.1) y (2.5.6) se tiene

T∗Γ = Γ
0 − Ψ

♯dP

(T∗Q − ΘT
)
. (2.5.9)

Por lo tanto, analíticamente la afirmación del Corolario 2.16 significa que la trans-
formación

(F, Q) 7→ (F̃, Q̃)
def
=
(T∗F − ΘT (w), T∗Q − ΘT

)
, (2.5.10)

preserva la condición de invarianza (2.4.9).



50 Conexiones Invariantes para la Dinámia Proyetable
Definición 2.17 Un campo vectorial proyectable WF = w + Ψ♯dPF se dice ser reduible
si existe una transformación gauge Hamiltoniana T tal que la función

F0 = T∗F − ΘT (w), (2.5.11)

es constante a lo largo de la trayectoria de w,

LwF0 = 0. (2.5.12)

Si WF es reducible, entonces el sistema dinámico del campo vectorial transfor-
mado T∗WF toma la forma

ξ̇ = w(ξ), (2.5.13)

ẋ = Ψ
♯dPF0(ξ, x), (2.5.14)

y posee la propiedad siguiente: Dada una trayectoria ξ(t) de w que pasa por
un punto ξ0 ∈ B, el sistema (2.5.13), (2.5.14) se reduce al sistema Hamiltoniano,
independiente del tiempo, en P

ẋ = Ψ
♯dPF0(ξ0, x).

Por lo tanto, la Definición 2.17 coincide con la noción usual de reducibilidad para
sistemas Hamiltonianos lineales con coeficientes periódicos [72]. Un análogo no
lineal del teorema de Floquet clásico se puede obtener en el caso que se analiza
enseguida.

Familias de sistemas de Lie periódicos. Sea (P, Ψ) una variedad de Poisson y sea
G un grupo de Lie real con g su álgebra de Lie. Supongamos que se tiene dada
una acción por la izquierda del grupo G en la variedad P, esto es, Φ : G × P → P.
Para cualesquiera g ∈ G y x ∈ P, denotemos por Φg : P → P y Φx : G → P las
funciones definidas por Φx(g) = Φg(x) = Φ(g, x). El generador infinitesimal de
cada a ∈ g se define por

Xa(x) =
d
dt

Φexp(tα)(x)
∣∣
t=0 = TeΦ

x(a). (2.5.15)

Supongamos que la G-acción es canónica [45], esto es, existe una transformación
de momento J : M → g∗,

Xa(x) = Ψ
♯d Ja(x), (2.5.16)

para a ∈ g y m ∈ M. En este caso, Ja(x) =
〈
J(x), a

〉
.

Sea B una variedad suave y w ∈ X(B). Dada una función suave

B ∋ ξ 7→ a(ξ) ∈ g, (2.5.17)

consideremos el siguiente sistema dinámico en M = B × P, el cual es llamado un
sistema de Lie [15] sobre B,

ξ̇ = w(ξ), (2.5.18)

ẋ = TeΦ
x
(
a(ξ)

)
. (2.5.19)
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Es claro que el campo vectorial del sistema (2.5.18), (2.5.19) es de la forma WF, con

F(ξ, x) = Ja(ξ)(x). (2.5.20)

En este caso, una clase importante de transformaciones gauge Hamiltonianas se
puede describir como sigue. Sea

B ∋ ξ 7→ β(ξ) ∈ G, (2.5.21)

una función suave. Definimos T : M → M, T (ξ, x) =
(
ξ, Tξ(x)

)
por

Tξ(x)
def
= Φβ(ξ)(x). (2.5.22)

Usando la fórmula de variación estándar [45], se sigue que esta transformación ac-
túa sobre el campo vectorial WF del sistema (2.5.18), (2.5.19) en la forma siguiente:

(
T∗WF

)
(ξ, x) =

(
w(ξ),

(
Ψ

♯dP Jb(ξ)

)
(x)
)

, (2.5.23)

donde
bξ = Adβ(ξ) a(ξ) +

(
Tβ(ξ)Rβ−1(ξ)

)
dξ β(w) ∈ g, (2.5.24)

y dξ β : Tξ B → Tα(ξ)G es la transformación tangente de (2.5.21). Esto implica que
la transformación (2.5.22) es una transformación gauge Hamiltoniana con Hamil-
toniano Θ definido por

Θ(u)(ξ, x) = −
〈

J(x),
(
Tβ(ξ)Rβ−1(ξ)

)
dξ β(u)

〉
. (2.5.25)

para u ∈ X(B). De esto podemos deducir el siguiente criterio: Si existe un ele-
mento β como en (2.5.21), de tal manera que para toda trayectoria ξ(t) la función

bξ(t) = const, (2.5.26)

entonces el sistema (2.5.18), (2.5.19) es reducible bajo la transformación (2.5.22).

Consideremos ahora el caso cuando B = D × S1 = {ξ = (s, ϕ)} y w =

ω(s)∂/∂ϕ. Aquí, D ⊂ R es un espacio de parámetros y s 7→ ω(s) 6= 0 es una
función suave. Supongamos que la función a(ξ) = a(s, ϕ) en (2.5.17) define una
familia de curvas cerradas en g que depende de manera suave del parámetro s y
es periódica en ϕ:

a(s, ϕ + 2π) = a(s, ϕ). (2.5.27)

Entonces, el sistema de Lie (2.5.18), (2.5.19) toma la forma

ṡ = 0, (2.5.28)

ϕ̇ = ω(s), (2.5.29)

ẋ = Ψ
♯d Ja(s,ϕ)(x). (2.5.30)
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Sea (s, ϕ) 7→ g(s, ϕ) ∈ G una solución del problema de Cauchy

ω(s)
dg

dϕ
=
(
TeRg

)
a(s, ϕ), (2.5.31)

g(s, 0) = e. (2.5.32)

En general, g(s, ϕ) no es 2π-periódica debido a la obstrucción que representa la
monodromía. Si aceptamos la hipótesis sobre la existencia del logaritmo para la
monodromía, es decir, existe una función suave D ∋ s 7→ k(s) ∈ g tal que

g(s, 2π) = exp
(
2πk(s)

)
. (2.5.33)

Defínase ahora la función

β(s, ϕ)
def
= exp

(
ϕk(s)

)
· g−1(s, ϕ). (2.5.34)

Sustituyendo (2.5.34) en (2.5.24), se puede verificar que se cumple (2.5.26).

Proposición 2.18 Bajo la condición (2.5.33), el sistema (2.5.28)-(2.5.30) es reducible por

medio de la transformación gauge Hamiltoniana (2.5.22), con β dada por (2.5.34), a la

forma “constante”

ṡ = 0, (2.5.35)

ϕ̇ = ω(s), (2.5.36)

ẋ = Ψ
♯d Jk(s)(x). (2.5.37)

Aquí es necesario apuntar que algunos criterios sobre la reducibilidad de sis-
temas de Lie también se han obtenido en [23, 27].



Capítulo 3

El Problema de Hamiltonización para la
Dinámica Proyectable

Recordemos que dado un sistema dinámico arbitrario (M, X), el problema de
Hamiltonización para este sistema consiste en encontrar una estructura de Poisson
Ψ en M y una función H ∈ C∞(M), de tal manera que el campo vectorial X sea
precisamente el campo vectorial Hamiltoniano determinado por la función H. En
un contexto general, este problema no es fácil de resolver por lo que una estrategia
razonable es considerar una clase de sistemas dinámicos en espacios fase de un
cierto tipo y tratar de dar una formulación Hamiltoniana para tales sistemas, por
medio de una clase apropiada de estructuras de Poisson en esos espacios fase.

Este es precisamente el enfoque que se presenta en este capítulo ya que es-
tudiaremos el problema de Hamiltonización para los sistemas dinámicos sesqui-
producto en haces fibrados triviales del tipo (variedad simpléctica) × (variedad de

Poisson), en los que se introduce una estructura de Poisson parametrizada por
una forma horizontal Q, llamadas Q-estructuras de Poisson, las cuales tienen una
interpretación geométrica en el contexto del acoplamiento de Poisson [66, 68, 69].
Nuestro objetivo aquí es formular un criterio de Hamiltonización para la dinámica
proyectable en términos de las soluciones de una ecuación lineal no homogénea e
investigar algunos casos en los que es posible obtener soluciones explícitas para
esta ecuación.

3.1 Planteamiento del problema

Consideremos un espacio fase el cual se separa como M = B × P, donde B es
una variedad simpléctica y P es una variedad de Poisson con corchetes de Poisson
{ , }B y { , }P , respectivamente. En este caso podemos ver a M como el espacio total
de un haz fibrado trivial sobre B, con fibra típica P, y estudiar un sistema dinámico

proyectable en M el cual es el resultado de acoplar un sistema Hamiltonian en B

con Hamiltoniano f : B → R y una familia de sistemas Hamiltonianos en P con

53
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Hamiltonianos paramétricamente dependientes F : B × P → R,

dξ i

dt
= { f , ξ i}B , (3.1.1)

dxα

dt
= {Fξ , xα}P , (3.1.2)

donde ξ = (ξ i) ∈ B, x = (xα) ∈ P y Fξ(x) = F(ξ, x). En la mecánica clásica es
usual estudiar sistemas cuyas ecuaciones de movimiento son de la forma (3.1.1),
(3.1.2) [50, 52, 53, 68]. Aquí estamos especialmente interesados en el caso cuando
B es una variedad simpléctica y la estructura de Poisson en P es degenerada y
tiene puntos singulares. Varios ejemplos importantes de este tipo de sistemas son
los llamados sistemas de primera variación, los cuales surgen en el estudio de la
dinámica Hamiltoniana alrededor de subvariedades simplécticas invariantes [24,
36, 65, 68].

En general, el sistema (3.1.1), (3.1.2) no es Hamiltoniano en el corchete natural
en M, es decir, el corchete que corresponde a la estructura de Poisson producto
la cual está definida por el producto directo de las estructuras de Poisson en cada
uno de los factores B y P. Nuestro propósito aquí es dar una formulación Hamil-
toniana para los sistemas dinámicos sesqui-producto (skew-product dynamical systems),
es decir, es necesario encontrar un corchete Poisson { , }M en el espacio total M de
tal manera que (3.1.1), (3.1.2) se escriba en la forma

dξ i

dt
= {H, ξ i}M , (3.1.3)

dxα

dt
= {H, xα}

M
, (3.1.4)

para una cierta función suave H : B × P → R.

Una de las principales motivaciones para este problema de Hamiltonización
viene de la teoría de perturbaciones [68]. En efecto, consideremos el espacio fase
M = B × P equipado con una estructura de Poisson la cual es el producto de { , }

B

y el corchete de Poisson re-escalado por un parámetro ε > 0, 1
ε { , }P . Si en este

espacio fase estudiamos un sistema Hamiltoniano Hε(ξ, x) = f (ξ) + εF(ξ, x) +

O(ε2) para ε ≪ 1, entonces el sistema límite correspondiente (no-perturbado)
coincide precisamente con el sistema (3.1.1), (3.1.2), el cual no necesariamente es
Hamiltoniano con el corchete original en M. Así, la Hamiltonización de (3.1.1),
(3.1.2) puede verse como un primer paso del enfoque KAM para Hε [20].

En el caso cuando P = g∗ es la coálgebra de una álgebra de Lie real g y
Fξ : g∗ → R es lineal, el sistema (3.1.1), (3.1.2) es descrito por ecuaciones de Euler
lineales sobre la variedad simpléctica B y este tipo de sistemas aparecen en el pro-
ceso de linealización de sistemas Hamiltonianos alrededor de hojas simplécticas
singulares [66, 67, 68]. El problema de Hamiltonización que corresponde a este
caso se estudió en [68]. En este trabajo se extienden esos resultados al caso general
de corchetes de Poisson (no lineales) en P.
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El principal resultado que presentamos aquí es un criterio para la existencia de
una estructura Hamiltoniana { , }M para (3.1.1), (3.1.2), el cual es formulado como
la solubilidad de una ecuación diferencial lineal no homogénea (una ecuación ho-
mológica) en B. Geométricamente, este criterio está relacionado con la existencia
de una conexión de Ehresmann en el haz trivial B × P → B, la cual es invariante
con respecto al flujo de (3.1.1), (3.1.2). La construcción de la estructura Hamil-
toniana { , }

M
se basa en la aplicación del método de acoplamiento de Poisson

[66, 69].

En la Sección 3.2 se introducen y se estudia una clase especial de estructuras
de Poisson de acoplamiento en M, parametrizadas por 1-formas horizontales Q

en M, a las cuales les llamamos Q-estructuras de Poisson. En la Sección 3.3 for-
mulamos un criterio para la existencia de una estructura Hamiltoniana para el
sistema (3.1.1), (3.1.2) en la clase de Q-estructuras de Poisson. En la Sección 3.4
se discuten también algunos aspectos de la teoría de simetrías y aplicaciones a
sistemas Hamiltonianos dependientes del tiempo en espacios fase generales.

3.2 Q-estructuras de Poisson

Sea M = B × P el producto de una variedad simpléctica (B, ω) y una variedad de
Poisson (P, Ψ). En este caso,

ω = (1/2) ωij(ξ) dξ i ∧ dξ j,
(
ξ = (ξ i) ∈ B

)
, (3.2.1)

es la estructura simpléctica en B y

Ψ = (1/2) Ψ
αβ(x)

∂

∂xα
∧ ∂

∂xβ
,

(
x = (xα) ∈ P

)
, (3.2.2)

es el tensor de Poisson en P. Los corchetes de Poisson que corresponden a la
estructura simpléctica ω en B y a la estructura de Poisson Ψ en P son, respectiva-
mente,

{ξ i, ξ j}B = −ωij(ξ), (ωisωsj = δi
j), (3.2.3)

{xα, xβ}P = Ψ
αβ(x). (3.2.4)

Recordemos que el espacio fase M es visto como el espacio total del haz fibrado
trivial π : B × M → B sobre la base B, con fibra típica P. Los campos vectoriales
en M, tangentes a las fibras, son llamados verticales y cualquier forma diferencial
en M que anula a los campos verticales se dice ser horizontal. Denotemos por dB y
dP las derivadas parciales exteriores en M a lo largo de B y P, respectivamente. Es
claro que dM = dP + dB y d 2

B = d 2
P = 0, dP ◦ dB = −dB ◦ dP.

Sean πB y πP las proyecciones canónicas sobre cada uno de los factores re-
spectivos. Luego, el levantamiento natural de Ψ a M nos da un π-campo vertical
de bi-vectores al que llamaremos la estructura de Poisson vertical. Más aún, para
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cualquier G ∈ C∞(M) y cualesquiera 1-formas horizontales α = αi dξ i y β = β j dξ j

en M, denotamos por {G, α}P y {α ∧ β}P , respectivamente, las formas horizontales
siguientes:

{G, α}P = {G, αi}P dξ i, (3.2.5)

{α ∧ β}P = {αi, β j}P dξ i ∧ dξ j. (3.2.6)

Dada una 1-forma horizontal Q = Qi(ξ, x) dξ i en M introducimos la siguiente
2-forma horizontal,

F
Q

= π∗ω − (dBQ + (1/2) {Q ∧ Q}
P

)
. (3.2.7)

En coordenadas, esta expresión toma la forma

FQ = (1/2)Fij(ξ, x) dξ i ∧ dξ j, (3.2.8)

donde

Fij(ξ, x) = ωij(ξ) −
(

∂Qj

∂ξ i
− ∂Qi

∂ξ j
+ {Qi, Qj}P

)
. (3.2.9)

Denotemos por

Dom(F
Q
) =

{
(ξ, x) ∈ M

∣∣ det[Fij(ξ, x)] 6= 0
}

, (3.2.10)

un dominio abierto en M, el cual consiste de aquellos puntos en los que la 2-forma
F

Q
es no-degenerada y consideremos las siguientes relaciones para los corchetes

de las funciones coordenadas ξ i, xα en Dom(F
Q
):

{ξ i, ξ j}M = −F ij(ξ, x), (3.2.11)

{ξ i, xσ}
M

= F is(ξ, x) Ψ
σν(x)

∂Qs

∂xν
(ξ, x), (3.2.12)

{xα, xβ}M = Ψ
αβ(x) + Ψ

αν(x)
∂Qi

∂xν
(ξ, x)F ij(ξ, x)

∂Qj

∂xµ
(ξ, x) Ψ

µβ(x). (3.2.13)

En este caso, F is = F is(ξ, x) denota las entradas de la inversa de la matriz
[Fij(ξ, x)], F isFsj = δi

j.

Teorema 3.1 Para cada 1-forma horizontal Q en M, el corchete definido por las relaciones

(3.2.11)-(3.2.13) determina una estructura de Poisson en Dom(FQ ), asociada con los datos

geométricos (ω, Ψ, Q).

La demostración de este teorema se basa en la idea de acoplamiento de Pois-
son, la cual proporciona un enfoque geométrico general para la construcción de
estructuras de Poisson por medio de conexiones de Ehresmann. En este caso,
usando las técnicas estándar del cálculo diferencial [1, 35, 62] presentamos una
verificación directa de la identidad de Jacobi para el corchete dado por las rela-
ciones (3.2.11)-(3.2.13).

Primeramente, debemos probar que las relaciones para el corchete definen un
campo de bi-vectores, que está bien definido en todo el dominio Dom(F

Q
). Para

ello, dada una 1-forma horizontal Q asociamos con ésta los siguientes objetos:
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(i) Los campos vectoriales (locales) en M:

hori
def
=

∂

∂ξ i
− Ψ

αβ ∂Qi

∂xβ

∂

∂xα
, (3.2.14)

para i = 1, . . . , dim B.

(ii) El campo de bi-vectores

Π
H

Q = −(1/2)F ij(ξ, x) hori ∧ horj. (3.2.15)

Debemos notar que {hori, ∂/∂xα} forma una base de campos vectoriales (lo-
cales) en M. De las reglas de transición para F ij y para hori bajo el cambio de
coordenadas locales (ξ i) se sigue que Π

H
Q es un campo de bi-vectores bien definido

en Dom(F
Q
) ⊂ M. Introduzcamos ahora el campo de bi-vectores

ΠQ = Π
H

Q + Ψ. (3.2.16)

Un cálculo directo nos muestra que, en términos de ΠQ, las relaciones (3.2.11)-
(3.2.13) para el corchete { , }M de las funciones coordenadas se pueden escribir
como sigue:

{ξ i, ξ j}M = ΠQ(dξ i, dξ j), (3.2.17)

{ξ i, xσ}M = ΠQ(dξ i, dxσ), (3.2.18)

{xα, xβ}M = ΠQ(dxα, dxβ). (3.2.19)

Debemos probar ahora que ΠQ es un tensor de Poisson tensor, esto es, satisface
la identidad de Jacobi,

[ ΠQ, ΠQ ] = 0. (3.2.20)

Dado que Ψ es un tensor de Poisson, (3.2.20) se reduce a la siguiente ecuación

[
Π

H

Q , Π
H

Q

]
+ 2

[
Π

H

Q , Ψ
]

= 0. (3.2.21)

Realizando los cálculos indicados en el primer término en (3.2.21), podemos derivar
las siguientes relaciones entre hori y F

Q
.

Lema 3.2 El corchete de Lie de los campos vectoriales hori y horj es de la forma

[ hori, horj ] = −Cσ
ij(ξ, x)

∂

∂xσ
, (3.2.22)

donde

Cσ
ij = Ψ

νσ ∂Fij

∂xν
. (3.2.23)
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Demostración. Notemos que es posible representar los campos vectoriales hori en
la forma

hori =
∂

∂ξ i
+ Ψ

♯(dPQi).

Así, de las propiedades de los campos vectoriales Hamiltonianos Ψ♯(dPQi), se
obtiene: [

Ψ
♯(dPQi), Ψ

♯(dPQj)
]

= Ψ
♯
(
dP{Qi, Qj}P

)
,

[
∂

∂ξ i
, Ψ

♯(dPQj)

]
= Ψ

♯

(
dP

∂Qj

∂ξ i

)
.

De esto, claramente se siguen las relaciones (3.2.22) y (3.2.23).

Aplicando las fórmulas (3.2.22) y (1.3.11), (1.3.12) se obtiene
[

Π
H

Q , Π
H

Q

]
= (1/4)

[
F ij hori ∧ horj, F i′ j′ hori′ ∧ horj′

]

= −F ks Lhors
(F ij) hori ∧ horj ∧ hork

−F ji Cσ
ii′ F i′ j′ ∂

∂xσ
∧ horj ∧ horj′ . (3.2.24)

Si tomamos en cuenta (3.2.14), se deriva la siguiente propiedad para los campos
vectoriales hori.

Lema 3.3 Los campos vectoriales hori, (i = 1, . . . , dim B) son automorfismos infinitesi-

males de Ψ,

Lhori
Ψ ≡ [ hori, Ψ ] = 0. (3.2.25)

Ahora, si aplicamos de nuevo (1.3.11), (1.3.12) junto con (3.2.25), podemos cal-
cular el segundo término en (3.2.21):

2
[

Π
H

Q , Ψ
]

= −(1/2)

[
F ij hori ∧ horj, Ψ

σσ′ ∂

∂xσ
∧ ∂

∂xσ′

]

= −Ψ
σ′σ ∂F jj′

∂xσ′
∂

∂xσ
∧ horj ∧ horj′ . (3.2.26)

Si sustituimos (3.2.24) y (3.2.26) en la identidad de Jacobi (3.2.21), vemos que esta
es equivalente a las ecuaciones siguientes:

F ji Cσ
ii′ F i′j′ = Ψ

σ′σ ∂F jj′

∂xσ′ , (3.2.27)

S
(k,i,j)

F ks Lhors
(F ij) = 0. (3.2.28)

La primera condición (3.2.27) se cumple automáticamente debido a (3.2.23). Para
verificar la segunda condición, debemos tomar en cuenta que (3.2.28) se puede
reescribir como:

S
(k,i,j)

Lhors
(Fij) = 0. (3.2.29)
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Se sigue directamente de la definición de Fij en (3.2.9) y de (3.2.14), que

Lhors
(Fij) =

∂ωij

∂ξs
+

∂2Qi

∂ξs∂ξ j
− ∂2Qj

∂ξs∂ξ i
− ∂{Qi, Qj}P

∂ξs

+

{
Qs,

∂Qi

∂ξ j
− ∂Qj

∂ξ i

}

P

− {Qs, {Qi, Qj}P}P .

Finalmente, sustituyendo esta igualdad en la suma cíclica (3.2.29) y teniendo en
cuenta la cerradura de ω y la identidad de Jacobi para { , }

P
, vemos que se verifica

(3.2.29). Esto completa la prueba del Teorema 3.1.

Interpretación geométrica. Usando los resultados del Capítulo 2, se tiene que
toda 1-forma horizontal Q induce una conexión de Ehresmann en el haz trivial
πB : B × P → B, con forma de conexión

Γ = Γ
ν ⊗ ∂

∂xν
, Γ

ν = dxν + Γ
ν
i (ξ, x) dξ i, (3.2.30)

con

Γ
ν
i = Ψ

νβ(x)
∂Qi

∂xβ
. (3.2.31)

Los campos vectoriales hori en (3.2.14) son precisamente los Γ-levantamientos ho-
rizontales de los campos vectoriales básicos ∂/∂ξ i y la distribución horizontal de
Γ es

H(ξ,x) = Span{hori(ξ, x), i = 1, . . . , dim B}. (3.2.32)

La propiedad (3.2.25) nos garantiza que Γ es una conexión de Poisson, es decir,
el transporte paralelo de Γ preserva la estructura de Poisson en cada fibra. De la
igualdad (3.2.22), la forma de curvatura de Γ es

C = (1/2) Cσ
ij dξ i ∧ dξ j ⊗ ∂

∂xα
, (3.2.33)

donde Cσ
ij están dados por (3.2.23). En forma abreviada, escribiremos (3.2.33) como

C = Ψ
♯(dPFQ). (3.2.34)

Esto significa que C toma valores en el espacio de los campos vectoriales Hamil-
tonianos verticales. Además, (3.2.34) es de la misma forma que (1.1.9), lo cual nos
permite decir que la 2-forma horizontal FQ juega el papel del “Hamiltoniano” de
la curvatura y se le llama la forma de acoplamiento. Por definición se tiene que FQ

es no-degenerada a lo largo del subhaz horizontal H y anula al subhaz vertical.
De esto se sigue que la distribución característica de ΠQ es la suma directa de H y
la distribución característica vertical de la estructura de Poisson Ψ. En particular,

rank ΠQ = dim B + rank Ψ.

El tensor de Poisson ΠQ en (3.2.16) se define por medio del acoplamiento de la
estructura simpléctica ω en la base B y la estructura de Poisson vertical Ψ a través
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de la conexión de Poisson Γ [66, 69]. De esta manera, las Q-estructuras de Poisson
representan una clase especial de estructuras de Poisson de acoplamiento. En
términos de la forma de conexión (3.2.30), los corchetes de Poisson (3.2.11)-(3.2.13)
se escriben como sigue:

{ξ i , ξ j}M = −F ij(ξ, x), (3.2.35)

{ξ i, xσ}
M

= F is(ξ, x) Γ
σ
s (ξ, x), (3.2.36)

{xα, xβ}M = Ψ
αβ(x) − Γ

α
i (ξ, x) F ij(ξ, x) Γ

β
j (ξ, x). (3.2.37)

Notemos que si Q satisface la ecuación de curvatura cero

dBQ + (1/2) {Q ∧ Q}
Ψ

= 0, (3.2.38)

entonces FQ = π∗ω por lo que ΠQ está bien definido en todo el espacio total M.
En este caso llamamos a ΠQ una Q-estructura de Poisson plana. En particular, en el
caso cuando Q = 0 se obtiene la estructura de Poisson del producto directo en M:

Π0 = −1
2

ωij(ξ)
∂

∂ξ i
∧ ∂

∂ξ j
+

1
2

Ψ
αβ(x)

∂

∂xα
∧ ∂

∂xβ
. (3.2.39)

En este caso, la conexión Γ0 correspondiente está definida por la descomposición
canónica TM = TB ⊕ TP. Las hojas simplécticas de Π0 son las variedades pro-
ducto B × O, donde O ⊂ P es una hoja simpléctica de Ψ. Luego, B × O son
subvariedades invariantes de una Q-estructura de Poisson ΠQ dada. Las hojas
simplécticas de ΠQ son las componentes conexas de (B ×O) ∩ Dom(F

Q
). De esta

manera, podemos considerar a las Q-estructuras de Poisson como una deforma-
ción de la estructura de Poisson canónica Π0 en M.

En general, una Q-estructura de Poisson tiene singularidades y el dominio
de definición Dom(F

Q
) no coincide con todo el espacio total M. Para ilustrar

esto, en lo que sigue mostramos un caso importante en el cual se puede obtener
información más precisa acerca de Dom(F

Q
). Supongamos que x0 ∈ M es un

punto singular de la estructura vertical de Poisson Ψ,

Ψ
αβ(x0) = 0. (3.2.40)

Supongamos también que una 1-forma horizontal Q se anula en los puntos del
subconjunto B × {x0},

Qi(ξ, x0) = 0. (3.2.41)

De esto se obtiene
FQ = π∗ω, en B × {x0},

por lo que existe una vecindad abierta U de B × {x0} en M tal que

det
[
Fij(ξ, x)

]
6= 0, ∀ (ξ, x) ∈ U.

En consecuencia,
B × {x0} ⊂ U ⊂ Dom(FQ ).
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Por lo tanto, el rango de la estructura de Poisson ΠQ en todo punto de B × {x0}
es igual a dim B y cada componente conexa de B × {x0} es una hoja simpléctica
de B × {x0}.

Notemos que la condición (3.2.40) tiene lugar, por ejemplo, en el caso cuando
P = g∗ es el espacio dual de una álgebra de Lie g, con la estructura de Lie-Poisson
(1.2.1). La estructura vertical correspondiente es

Ψ = λ
αβ
σ xσ ∂

∂xα
∧ ∂

∂xβ

y el origen x0 = 0 es un punto singular de Ψ.

Acoplamiento débil de Q-estructuras de Poisson. En esta parte y siguiendo a
[66, 69], se describe una Q-estructura de Poisson que depende de un parámetro.
De nuevo, dada una 1-forma horizontal Q hacemos un reescalamiento de los datos
geométricos (Q, Ψ) por medio de un parámetro ε 6= 0. En efecto, sea

Q 7→ εQ, Ψ 7→ 1
ε

Ψ. (3.2.42)

La 2-forma de acoplamiento que corresponde a los datos reescalados se escribe
como

F ε
Q

= π∗ω − ε
(
dBQ + (1/2) {Q ∧ Q}

Ψ

)
. (3.2.43)

En coordenadas, se tiene que

F ε
Q

= (1/2)F ε
ij(ξ, x) dξ i ∧ dξ j, (3.2.44)

donde

F ε
ij(ξ, x) = ωij(ξ) − ε

(
∂Qj

∂ξ i
− ∂Qi

∂ξ j
+ {Qi, Qj}Ψ

)
. (3.2.45)

Sea

Π
ε
Q = −(1/2)F ij

ε (ξ, x) hori ∧ horj + (1/2 ε) Ψ
αβ(x)

∂

∂xα
∧ ∂

∂xβ
, (3.2.46)

el tensor de Poisson asociado a los datos (3.2.42). En este caso, F ε
isF

sj
ε = δ

j
i y los

campos vectoriales hori están dados por (3.2.14) y son independientes de ε. De
esta manera, Πε

Q está bien definido en un dominio dependiente del parámetro ε,

Dom(F ε
Q
) =

{
(ξ, x) ∈ M | detF ε

ij(ξ, x) 6= 0
}

, (3.2.47)

el cual se aproxima a M cuando ε → 0. Notemos que para ε = 0, Πε
Q resulta ser

singular. Además, como una consecuencia directa del Teorema 3.1 se obtiene el
siguiente hecho que es importante en las aplicaciones.

Teorema 3.4 Si M es compacta, entonces para cualquier Q el tensor de Poisson Πε
Q

(3.2.46) está bien definido en todo el espacio M para ε ≪ 1 suficientemente pequeño.
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El caso simpléctico. Vamos ahora a considerar el caso cuando la estructura de
Poisson vertical Ψ es no-degenerada, esto es, P es una variedad simpléctica con
forma simpléctica dada por

σ = (1/2) σαβ(x) dxα ∧ dxβ, (3.2.48)

donde σαβΨβγ = −δ
γ
α .

Proposición 3.5 La estructura simpléctica de la Q-estructura de Poisson Πε
Q en (3.2.46)

es

Ω
ε
Q = F ε

Q + ε σΓ ≡ (1/2)F ε
ij(ξ, x) dξ i ∧ dξ j + (ε/2) σαβ(x) Γ

α ∧ Γ
β, (3.2.49)

donde las 1-formas Γα están definidas por (3.2.30). Esta forma también admite la repre-

sentación

Ω
ε
Q = π∗

B ω + ε π∗
P σ − ε dQ. (3.2.50)

3.3 Un criterio para la existencia de estructuras Hamiltoni-
anas

Supongamos que se tienen dadas las funciones f ∈ C∞(B) y F ∈ C∞(B × P), y
consideremos el sistema dinámico proyectable (3.1.1), (3.1.2) en M, el cual puede
escribirse en la forma

dξ

dt
= v

f
(ξ), (3.3.1)

dx

dt
= VF(ξ, x). (3.3.2)

En este caso,

v
f
= ωij(ξ)

∂ f (ξ)

∂ξ j

∂

∂ξ i
, (3.3.3)

es el campo vectorial Hamiltoniano de f = f (ξ) en (B, ω) y

VF = Ψ
♯ dPF ≡ −Ψ

αβ ∂F

∂xβ

∂

∂xα
, (3.3.4)

es el campo vectorial Hamiltoniano en (P, Ψ) de la función “parámetro-dependiente”
Fξ(x) = F(ξ, x). Luego, el campo vectorial del sistema (3.3.1), (3.3.2) es

V = vi
f
(ξ)

∂

∂ξ i
+ Vα

F (ξ, x)
∂

∂xα
. (3.3.5)

Así, bajo la proyecció canónica π, V se proyecta al campo vectorial Hamiltoniano
v

f
en B,

dπ ◦ V = v
f
◦ π
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De manera equivalente, en términos del flujo Fl
t = Fl

t
V de V , esta condición se

expresa como
πB ◦ Fl

t = ϕt ◦ πB.

En este caso ϕt es el flujo Hamiltoniano de v
f

en B. El flujo Fl
t está dado por

Fl
t(ξ, x) =

(
ϕt(ξ),G t

ξ(x)
)
, (3.3.6)

donde G t
ξ es una familia de difeomorfismos (locales) en P que están determinados

como el flujo del sistema Hamiltoniano dependiente del tiempo

dG t
ξ

dt
(x) = VF

(
ϕt(ξ),G t

ξ(x)
)
, G0

ξ = idP. (3.3.7)

Si V es completo, entonces la propiedad de grupo de Fl
t implica las relaciones

siguientes:

G t1+t2
ξ = G t1

ϕt2 (ξ)
◦ G t2

ξ = G t2
ϕt1 (ξ)

◦ G t1
ξ , (3.3.8)

(G t
ξ

)−1
= G−t

ϕt(ξ)
. (3.3.9)

Se sigue que el flujo Fl
t preserva el tensor de Poisson vertical,

(
Fl

t
)
∗Ψ = Ψ.

Debemos notar que V es Hamiltoniano con respecto a la estructura de Poisson
canónica Π0 en M, solamente en el caso trivial siguiente,

dBF = 0.

Por lo tanto, nuestro objetivo es buscar una estructura Hamiltoniana para V en la
clase de Q-estructuras de Poisson, las cuales se presentan como deformaciones de
la estructura de Poisson canónica en M.

Formulación de los resultados principales. Presentamos ahora un criterio de
Hamiltonización para la dinámica proyectable, del cual podemos decir que es
uno de los resultados centrales de este trabajo. A través de este resultado nos será
posible encontrar formulaciones Hamiltonianas para varios casos importantes, por
ejemplo, los sistemas de Euler lineales y los sistemas de Lie periódicos, entre otros.

Teorema 3.6 (a) Supongamos que existe una 1-forma horizontal Q = Qi(ξ, x) dξ i en M

que satisface la ecuación homológica

Lvf
Q + {F, Q}P = dBF. (3.3.10)

Entonces el sistema dinámico proyectable (3.3.1), (3.3.2) es Hamiltoniano con respecto al

corchete de Poisson (3.2.11)-(3.2.13) asociado a la solución Q y a la función

H = π∗
B f + F − ivf

Q. (3.3.11)
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Más aún, el dominio Dom(F

Q
) es invariante con respecto al flujo Fl

t del campo V (3.3.5).
(b) Recíprocamente, si el sistema (3.3.1), (3.3.2) es Hamiltoniano con respecto a una Q-

estructura de Poisson, entonces Q satisface la ecuación (3.3.10).

De esta manera, el Teorema 3.6 nos da un criterio que nos permite reducir el
problema de Hamiltonización a la solubilidad de una ecuación diferencial lineal
(3.3.10) en la que su lado derecho es de una forma específica.

Por otro lado, usando el Teorema 2.13, el criterio anterior se puede interpretar
geométricamente en los términos siguientes.

Teorema 3.7 Toda solución Q de (3.3.10) induce una conexión de Poisson–Ehresmann Γ

definida por (3.2.30), (3.2.31) en el haz trivial πB : B × P → B, la cual es invariante con

respecto al flujo del sistema (3.3.1), (3.3.2). Esto significa que existe una descomposición

TM = H ⊕ TP,

de tal manera que el subhaz horizontal H es V-invariante,

d Fl
t
(
H(ξ,x)

)
= HFl t(ξ,x).

Sistemas de Euler lineales sobre B. Sea P = g∗ el espacio dual del álgebra de Lie
finito-dimensional

(
g, [ , ]g

)
, el cual está equipado con la estructura de Lie-Poisson

{xα, xβ}g∗ = λ
αβ
γ xγ.

Dada una función suave de valores vectoriales B ∋ ξ 7→ φ(ξ) ∈ g, hacemos
F(ξ, x) =

〈
x, φ(ξ)

〉
. Luego, el sistema (3.3.1), (3.3.2) toma la forma

dξ

dt
= vf (ξ), (3.3.12)

dx

dt
= ad∗φ(ξ) x. (3.3.13)

Este sistema dinámico lineal (skew-product) en M = B × g∗ es llamado un sistema

lineal de Euler sobre B [45, 68]. Si buscamos una solución de (3.3.10) de la forma

Q =
〈

x, ρi(ξ)
〉

dξ i, (ρi(ξ) ∈ g), (3.3.14)

se obtiene la siguiente ecuación para la 1-forma ρ = ρi(ξ) ⊗ dξ i en B, con valores
en g:

Lvf
ρ + [ φ, ρ ]g = dBφ. (3.3.15)

El corchete de Poisson asociado a Q en (3.2.11)-(3.2.13) está dado por las relaciones

{ξ i, ξ j}M = −F ij(ξ, x), (3.3.16)

{ξ i, xσ}
M

= F ij(ξ, x) λσα
ν ρjαxν, (3.3.17)

{xα, xβ}M = λ
αβ
ν xν − λ

αγ
ν ρiγF ij(ξ, x)ρjµ λ

βµ
σ xνxσ. (3.3.18)
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donde

Fij(ξ, x) = ωij(ξ) − xν

(
∂ρjν

∂ξ i
− ∂ρiν

∂ξ j
+ λ

αβ
ν ρiα ρjβ

)
. (3.3.19)

De acuerdo con el Teorema 3.6 se obtiene el siguiente criterio.

Proposición 3.8 La existencia de una solución ρ para (3.3.15) implica que el sistema lin-

eal de Euler (3.3.12), (3.3.13) es Hamiltoniano en el corchete de Poisson (3.3.16)-(3.3.16),
con función Hamiltoniana

H(ξ, x) = f (ξ) +
〈

x, φ(ξ) − ivf
ρ
〉
.

Debemos observar que en el caso cuando g es semisimple, la solubilidad de
(3.3.15) es una condición necesaria y suficiente para la existencia de una estructura
Hamiltonian del sistema lineal de Euler en una clase natural de estructuras de
Poisson [68].

El proceso de linealización sobre B. Supongamos ahora que P ≈ Rr y que el
origen es un punto singular de Ψ,

Ψ(0) = 0. (3.3.20)

Esto implica que VF(ξ, 0) = 0, por lo que B ≈ B × {0} es una subvariedad inva-
riante de V (3.3.5). Dado que la función F en (3.3.4) está unívocamente definida
módulo la suma de una función de Casimir de Ψ que depende del parámetro, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que

F
∣∣

B
= 0.

De esta manera, la ecuación (3.3.10) es invariante bajo la transformación Q 7→
Q − π∗q, para cualquier 1-forma q en B tal que Lvf

q = 0. Se sigue de esto que si
(3.3.10) es soluble, entonces se puede tomar una solución Q que se anule en B,

Q
∣∣

B
= 0. (3.3.21)

En esta situación, se tiene
FQ

∣∣
B
= π∗ω,

por lo que detF ε
ij(ξ, x) 6= 0 en una vecindad de B en M. Como una consecuencia

del Teorema 3.6 se deduce el resultado siguiente.

Proposición 3.9 Si Q es una solución de (3.3.10) que satisface (3.3.21), entonces V es

Hamiltoniano con respecto a la Q-estructura de Poisson asociada a la solución Q, la cual

está bien definida en una vecindad abierta U de B en M de tal manera que

B ⊂ U ⊂ Dom(F
Q
).

Si B es compacta, entonces U se puede tomar como el producto de B y la bola abierta de

radio r > 0, U = B ×
{
‖x‖ < r

}
.
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Por otro lado, supongamos que Q una solución de (3.3.10) que satisface (3.3.21).

Si se linealizan los datos geométricos (Ψ, Q) en x = 0, entonces se obtienen los
datos infinitesimales

Λ = λ
αβ
σ xσ ∂

∂xα
∧ ∂

∂xβ
, ρ = ρi(ξ) dξ i ,

dados por

Ψ
αβ(x) = λ

αβ
γ xγ + O(x2)

Q = 〈x, ρ〉 + O(x2).

Es claro que Λ es la linealización de la estructura de Poisson Ψ en x = 0, asociada
con el álgebra de Lie de isotropía g y ρ satisface la ecuación linealizada (3.3.15) con

φ(ξ) =
∂F(ξ, 0)

∂x
.

Se sigue que la no-solubilidad de la ecuación linealizada es una obstrucción para
la solubilidad de (3.3.10) en una vecindad de B.

Estructuras Hamiltonianas por medio del acoplamiento débil. Dados los datos
geométricos (Ψ, Q), para todo ε 6= 0, consideremos el tensor de Poisson Πε

Q en
(3.2.46) con los datos gemétricos reescalados

(
ω, ε−1Ψ, εQ

)
, (3.2.42). Tomando en

cuenta que la ecuación (3.3.10) y el campo vectorial V (3.3.5) son invariantes bajo
la transformación

F 7→ εF, Ψ 7→ ε−1
Ψ, Q 7→ εQ,

se llega a la siguiente versión parámetro-dependiente del Teorema 3.6:

Teorema 3.10 Sea Q una solución de (3.3.10). Entonces, para todo ε 6= 0, el campo

vectorial V (3.3.5) es Hamiltoniano relativo a la estructura de Poisson dependiente del

parámetro ε, Πε
Q (3.2.46) en Dom(F ε

Q
) (3.2.47) y a la función

Hε = π∗ f + ε
(
F − ivf

Q
)
. (3.3.22)

Si M es compacta, entonces para ε 6= 0 suficientemente pequeño,

Dom(F ε
Q
) = M,

es decir, el sistema (3.3.1), (3.3.2) admite una formulación Hamiltoniana en todo el espacio

fase M.

Este resultado será una de nuestras principales herramientas para el enfoque
perturbativo que desarrollaremos en el Capítulo 4.
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Campos vectoriales Hamiltonianos. En esta parte se presenta una prueba del
Teorema 3.6 y se discuten algunas propiedades de sistemas Hamiltonianos en
espacios fase equipados con Q-estructuras de Poisson.

Dada la 1-forma Q, consideremos la Q-estructura de Poisson ΠQ (3.2.16).

Lema 3.11 El campo vectorial Hamiltoniano de una función H ∈ C∞(M) es de la forma

Π
♯
Q dH = −F ij Lhori

(H) horj + Ψ
αβ ∂H

∂xα

∂

∂xβ
. (3.3.23)

Nuestro objetivo aquí es describir todos los campos vectoriales proyectables en
M, los cuales son Hamiltonianos con respecto a ΠQ. Para cada campo vectorial
u = ui(ξ) ∂/∂ξ i en B, denotaremos por hor(u) = ui(ξ) hori el campo vectorial en
M que representa el levantamiento horizontal de u con respecto a la distribución
(3.2.32). Luego, todo campo vectorial proyectable X en M es de la forma

X = hor(u) + Y, (3.3.24)

donde Y = Yα(ξ, x) ∂/∂xα es un campo vectorial vertical. De (3.3.23) y (3.3.24),
derivamos el criterio siguiente.

Lema 3.12 El campo vectorial proyectable X (3.3.24) es Hamiltoniano con respecto a ΠQ

y a la función H ∈ C∞(M), esto es, X = Π
♯
Q dH, si y sólo si

Lhori
(H) = − uj Fji, (3.3.25)

Ψ
αβ ∂H

∂xα
= Yα. (3.3.26)

Nótese que la segunda condición (3.3.26) significa que la parte vertical Y de X es
Hamiltoniana relativa al tensor de Poisson Ψ.

Consideremos ahora el campo vectorial V del sistema (3.3.1), (3.3.2). Para una
Q tomada arbitrariamente, tenemos la representación

V = hor(vf ) + Ψ
♯ dPG, (3.3.27)

donde
G = F − ivf

Q. (3.3.28)

Aplicando el Lema 3.12 a V y a la función

H = π∗ f + G, (3.3.29)

obtenemos que (3.3.26) se cumple automáticamente y la condición (3.3.25) viene a
ser

∂ f

∂ξ i
+ Lhori

(G) = − v
j
f Fji. (3.3.30)
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Si introducimos la 2-forma

δQ

def
= π∗ω − FQ ≡ dBQ + (1/2){Q ∧ Q}

Ψ
, (3.3.31)

entonces (3.3.30) se puede reescribir como sigue:

dBG − {G, Q}P = iv
f
δQ. (3.3.32)

De esta manera, si Q satisface (3.3.32), entonces V es Hamiltoniano con respecto
a ΠQ y la función H (3.3.29). Obsérvese ahora que la relación (3.3.28) nos da una
equivalencia entre las ecuaciones (3.3.10) y (3.3.32).

Lema 3.13 (a) Cada solución Q de (3.3.32) también satisface la ecuación (3.3.10) para

F = G + iv
f
Q. (3.3.33)

(b) Recíprocamente, si Q satisface (3.3.10), entonces Q es una solución de (3.3.32) para G

dada por (3.3.28).

Demostración. Supongamos que Q es una solución de (3.3.32). Sustituyendo (3.3.28)
en (3.3.32) se obtiene

dBF − dBivf
Q − {F, Q}P + {ivf

Q, Q}P = ivf
dBQ + {ivf

Q, Q}P .

Luego, aplicando la fórmula de Cartan Lvf
= dB ◦ ivf

+ ivf
◦ dB a esta última

relación, nos lleva a (3.3.10).

Hasta aquí, hemos probado la primera parte del Teorema 3.6.

Ahora sólo resta mostrar que si Q satisface (3.3.10), entonces Dom(F
Q
) es inva-

riante con respecto al flujo del sistema (3.3.1), (3.3.2). En términos infinitesimales,
esto significa que la derivada de Lie de la 2-forma FQ a lo largo de V es igual a
cero.

Lema 3.14 Si Q es una solución de (3.3.10), entonces

LV FQ = 0.

Demostración. De las propiedades estándar de la derivada de Lie podemos derivar
las siguientes identidades:

LV(dBα) − dB(LVα) = −{dBF ∧ α}P , (3.3.34)

LV
({α ∧ β}

P

)
= {LVα ∧ β}

P
+ {α ∧ LV β}

P
, (3.3.35)

para cualesquiera 1-formas horizontales α y β. Si escribimos (3.3.10) en la forma
LVQ = dBF y aplicamos (3.3.34), (3.3.35), entonces se obtiene

LV FQ = −LV
(
dBQ

)
− (1/2)LV

(
{Q ∧ Q}P

)

= {dBF ∧ Q}P − (1/2) {dBF ∧ Q}P − (1/2) {Q ∧ dBF}P = 0.
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Esto completa la demostración del Teorema 3.6. Como una consecuencia di-
recta se obtiene un criterio que nos será de mucha utilidad:

Criterio 3.15 Dada una 1-forma horizontal Q, el campo vectorial V en (3.3.27) es Ha-

miltoniano con respecto a la Q-estructura de Poisson ΠQ si y sólo si G satisface (3.3.32).

La observación siguiente establece que si una solución Q de (3.3.10) satisface
una condición de compatibilidad adicional con vf , entonces el flujo Fl

t admite una
factorización.

Proposición 3.16 Considérese el campo vectorial

V = hor(v f ) + Ψ
♯ dPG, (3.3.36)

para una función G ∈ C∞(M) cualquiera. Supongamos que existe una solución Q de

(3.3.10) que satisface la condición

ivf
δQ = 0, (3.3.37)

y sea ΠQ la Q-estructura de Poisson asociada a esta solución. Entonces, V = Vh + Vυ,

donde Vh y Vυ son los campos vectoriales Hamiltonianos de las funciones fB = π∗
B f y G,

respectivamente,

Vh = Π
♯
Q d fB = −F ij ∂ f

∂ξ i
horj, (3.3.38)

Vυ = Π
♯
Q dG = Ψ

αβ ∂G

∂xα

∂

∂xβ
. (3.3.39)

Más aún, fB y G conmutan entre sí con respecto al corchete de Poisson { , }M :

{ fB, G}M = 0. (3.3.40)

Demostración. Se tiene que { fB, G}
M

= ΠQ

(
d fB, dG

)
+ Ψ

(
d fB, dG

)
. Es claro que

el segundo término se anula. Por el Lema 3.13, las relaciones (3.3.10) y (3.3.37),
implican que Lhori

(G) = 0 para toda i = 1, . . . , dim B. Luego,

ΠQ

(
d fB, dG

)
= −F ij Lhori

( fB) Lhori
(G) = 0

por lo que se cumple (3.3.40).

Notemos que como una consecuencia de (3.3.40) se tiene
[Vh,Vυ

]
= 0. De esto

se observa que el flujo de V es la composición de los dos flujos Hamiltonianos de
los campos vectoriales Vh y Vυ, los cuales, como ya se vió, conmutan entre sí. En
otras palabras, el flujo de V es la composición de los flujos conmutativos de los
campos Hamiltonianos horizontal y vertical en

(
M, ΠQ

)
.



70 El Problema de Hamiltonizaión para la Dinámia Proyetable
Álgebras de Lie y simetrías. Dada una 1-forma horizontal Q, considérese el ten-
sor de Poisson ΠQ y el corchete de Poisson { , }M , correspondiente. Es posible ver
la relación (3.3.32) como una ecuación para G. Denotemos por AQ el conjunto
de todas las funciones H ∈ C∞(M) con la siguiente propiedad: El campo vectorial

Hamiltoniano Π
♯
Q dH desciende, bajo la proyección πB : M → B al campo vectorial Ha-

miltoniano v f , para una cierta función f ∈ C∞(B). Es claro que AQ es un espacio
lineal y por el Lema 3.12, consiste de las funciones de la forma H = π∗

B f + G,
donde la función G ∈ C∞(M) satisface (3.3.32).

Proposición 3.17 El espacio lineal
(
AQ, { , }M

)
es una álgebra de Lie. Para dos funciones

cualesquiera H1 = π∗
B f1 + G1 y H2 = π∗

B f2 + G2 en AQ, se tiene

{H1, H2}M = π∗
B

(
{ f1, f2}B) + {G1, G2}P − δQ

(
v f1

, v f2

)
. (3.3.41)

Demostración. Si tomamos en cuenta que ( f1, G1) y ( f2, G2) satisfacen (3.3.32), en-
tonces podemos calcular el corchete de Lie de V1 = hor(v f1

) + Ψ♯ dPG1 y V2 =
hor(v f2

) + Ψ♯ dPG2:

Π
♯
Q d({H1, H2}M) =

[V1,V2
]

= hor(v{ f1, f2}B ) + Ψ
♯ dP

({G1, G2}P − δQ(v f1
, v f2

)
)
.

Esto nos muestra que {H1, H2}M pertenece a AQ.

De esta manera, vemos que los campos vectoriales

V = Π
♯
Q dH,

donde H varía en todo AQ, describe el álgebra de Lie de todos los campos vecto-
riales Hamiltonian que son proyectables en (M, ΠQ).

Ahora, usando la fórmula (3.3.41), se deriva el resultado siguiente.

Proposición 3.18 Sea h una álgebra de Lie. Supongamos que se tiene dado un homomor-

fismo h ∋ a 7→ fa ∈ C∞(B),

{ fa, fb}B
= f[a,b], ∀ a, b ∈ h.

Entonces la transformación R-lineal h ∋ a 7→ Ha ∈ AQ,

Ha = π∗
B fa + Ga

es un homomorfismo de álgebras de Lie si y sólo si

{Ga, Gb}P − G[a,b] = δQ(v
fa

, v
fb
).

para cualesquiera a, b ∈ h.
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3.4 Solubilidad de la ecuación (3.3.10)

En esta sección vamos a discutir, para algunos casos especiales, la solubilidad de la
ecuación (3.3.10), la cual nos da una condición suficiente para la Hamiltonización
del sistema dinámico proyectable (3.3.1), (3.3.2).

Supongamos que la variedad simpléctica B es el espacio R2k con coordenadas
ξ = (s, α) = (s1, . . . , s2k−1, α). Si suponemos que el campo vectorial Hamiltoniano
v

f
es de la forma

v
f
=

∂

∂α
, f = s1,

entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la estructura simpléc-
tica ω en B se escribe como sigue:

ω = ds1 ∧ dα + ̟ij(s, α) dsi ∧ dsj.

En esta situación, el sistema proyectable (3.3.1), (3.3.2) toma la forma

ds

dt
= 0,

dα

dt
= 1, (3.4.1)

dx

dt
= VF(s, α, x). (3.4.2)

Es claro que este sistema autónomo se obtiene de la familia de sistemas Hamilto-
nianos dependientes del tiempo en una variedad de Poisson (P, Ψ), que dependen
de un parámetro s ∈ R:

ẋσ = {Fs,t, xσ}P .

Aquí, el Hamiltoniano Fs,t : P → P depende del tiempo t de manera suave y el
parámetro s y está dado por

F(s, α, x) = Fs,α(x).

La ecuación (3.3.10) para Q = Qi(s, α, x) dsi + Q2k(s, α, x) dα se separa en las ecua-
ciones siguientes:

∂Qi

∂α
+ {F, Qi}P

=
∂F

∂si
, (i = 1, . . . , 2k − 1), (3.4.3)

∂Q2k

∂α
+ {F, Q2k}P =

∂F

∂α
. (3.4.4)

Primeramente vamos a considerar la solubilidad de (3.4.3), (3.4.4), para lo cual
se establece el resultado siguiente.

Proposición 3.19 En una vecindad de cada punto en R2n × P existe una solución de

(3.4.3), (3.4.4).
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La prueba de este resultado se sigue de la existencia de coordenadas (locales)

de rectificación para el sistema (3.4.1), (3.4.2) que están asociadas a con la hiper-
superficie transversal {α = 0} en R2n × P. Más adelante se dan argumentos más
precisos acerca de esta situación.

De la Proposición 3.19 derivamos la solubilidad local de la ecuación (3.3.10) en
el caso general.

Corolario 3.20 Consideremos el sistema (3.3.1), (3.3.2) en M = B × P. Sea (ξ0, x0) ∈
M un punto tal que

v f (ξ0) 6= 0.

Entonces la ecuación (3.3.10) es soluble en una vecindad de (ξ0, x0) en M.

En esta situación, primeramente debemos aplicar el teorema de rectificación al
campo vectorial v f alrededor de de ξ0 para poder reducir el sistema (3.3.1), (3.3.2)
a la forma 3.4.3), (3.4.4).

Supongamos ahora que el sistema (3.4.1), (3.4.2) es completo, esto es, el flujo
Fl

t : M → M está bien definido para todo t ∈ R. Consideremos la familia de
difeomorfismos gt

s : P → P definida por

dgt
s

dt
(x) = VF(s, t, gt

s(x)), g0
s = id. (3.4.5)

Entonces, por las propiedades (3.3.8), (3.3.9) se tiene que, en términos de gt
s, la

familia G t
s,α en (3.3.6), (3.3.7) está dada por

G t
s,α = gt+α

s ◦ (gα
s )

−1, (3.4.6)

y de aquí se concluye que el flujo de (3.4.1), (3.4.2) tiene la representación

Fl
t(s, α, x) =

(
s, t + α, gt+α

s ◦ (gα
s )

−1(x)
)

.

Proposición 3.21 Una solución general de (3.4.3), (3.4.4) en R2n × P está dada por las

fórmulas

Qi(s, α, x) =

∫ α

0

(
∂F

∂si

)(
s, τ, gτ

s ◦ (gα
s )

−1(x)
)

dτ + χi

(
s, (gα

s )
−1(x)

)
, (3.4.7)

(i = 1, . . . , 2k − 1),

Q2k(s, α, x) = F(s, α, x) + χ2k(s, (gα
s )

−1(x)), (3.4.8)

donde χ1 = χ1(s, x), . . . , χ2k = χ2k(s, x) son funciones arbitrarias suaves en s y x. El

sistema (3.4.1), (3.4.2) es Hamiltoniano con respecto al corchete (3.2.11)-(3.2.12) asociado

con la solución (3.4.7), (3.4.8) y la función

H(s, α, x) = s1 − χ2k(s, g−α
s,α (x)).
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Demostración. Las ecuaciones (3.4.3), (3.4.4) se pueden escribir en la forma

LVQi =
∂F

∂si
, (3.4.9)

donde

V =
∂

∂α
+ VF(s, α, x).

Introducimos el difeomorfismo ĝ : M → M definido por

ĝ(s, α, x) = (s, α, gα
s (x)),

el cual tiene la propiedad de preservar las fibras. Luego, se tiene que

ĝ ∗ ◦ LV = Lv
f
◦ ĝ ∗.

Si aplicamos ĝ ∗ a los dos lados de (3.4.9), entonces se obtiene

ĝ ∗(LVQi) = Lv f
(ĝ ∗Qi) = ĝ ∗ ∂F

∂si
.

O bien, de manera equivalente,

∂Q̃i

∂α
(s, α, x) =

∂F

∂si
(s, α, g α

s (x)),

donde Q̃i = ĝ ∗Qi. Al integrar esta ecuación se obtienen (3.4.7) y (3.4.8).

De esta manera, el difeomorfismo ĝ es precisamente una transformación de
rectificación para el sistema (3.4.3), (3.4.4). En el caso local (Proposisición 3.19), ĝ

es un difeomorfismo (local) bien definido entre dos dominios abiertos en R2n × P.

Notemos también que la afirmación de la Proposición 3.21 se cumple si las
hojas simplécticas de Ψ son compactas.

De la Proposición 3.21 se deduce el criterio siguiente para el caso general:

Corolario 3.22 Considérese el sistema (3.3.1), (3.3.2) y supóngase que el campo vectorial

V (3.3.5) es completo. Sea ξ0 ∈ B un punto tal que

v
f
(ξ0) 6= 0.

Luego, la ecuación (3.3.10) es soluble en U × P donde U es una vecindad de ξ0 en B.

Finalmente, observamos que si hacemos χ2k ≡ 0 en (3.4.8), entonces las ecuaciones
(3.4.3), (3.4.4) se pueden expresar en términos de la 2-forma horizontal δQ (3.3.31),
como sigue:

i∂/∂αδQ = 0. (3.4.10)
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En este caso, F = iv

f
δQ y, en consecuencia, el campo vectorial V coincide con el

levantamiento horizontal de ∂/∂α con respecto a la conexión.

El caso k = 1. Consideremos el caso de una familia 1-paramétrica de sistemas
Hamiltonianos dependientes del tiempo, donde B = R2 = {(s, α)} y

ω = ds ∧ dα.

En esta situación, el sistema (3.4.1), (3.4.2) es Hamiltoniano con respecto al corchete
de Poisson

{s, α}M =
1
F12

, (3.4.11)

{s, xσ}M = − 1
F12

Ψ
σν ∂Q2

∂xν
, (3.4.12)

{α, xσ}M =
1
F12

Ψ
σν ∂Q1

∂xν
, (3.4.13)

{xα, xβ}
M

= Ψ
αβ − 1

F12
Ψ

αν
Ψ

βµ

(
∂Q1

∂xµ

∂Q2

∂xν
− ∂Q1

∂xν

∂Q2

∂xµ

)
, (3.4.14)

donde

F12 = 1 +
∂Q1

∂α
− ∂Q2

∂s
− {Q1, Q2}P

,

y

Q1(s, α, x) =

∫ α

0

(
∂F

∂s

)(
s, τ, gτ

s ◦ (gα
s )

−1(x)
)

dτ + χ1
(
s, (gα

s )
−1(x)

)
, (3.4.15)

Q2(s, α, x) = F(s, α, x) + χ2
(
s, (gα

s )
−1(x)

)
. (3.4.16)

Además, el Hamiltoniano toma la forma

H(s, α, x) = s − χ2
(
s, g−α

s,α (x)
)
.

En particular, si χ2 ≡ 0, entonces se sigue de (3.4.10) que δQ = 0 y F12 ≡ 1.

Observación 3.23 Si F es independiente del parámetro s, ∂F/∂s ≡ 0, entonces el sis-

tema (3.4.1), (3.4.2) corresponde a un sistema “simple” dependiente del tiempo dx/dt =
VF(t, x). Si se toma χ1 = χ2 = 0, se obtiene Q1 = 0, Q2 = F y F12 = 1. En este caso,

H(s, α, x) = s y las relaciones (3.4.11)-(3.4.14) para el corchete vienen a ser

{s, α} = 1, (3.4.17)

{s, xσ} = −Ψ
σν(x)

∂F

∂xν
, {α, xσ} = 0, (3.4.18)

{xα, xβ} = Ψ
αβ. (3.4.19)

Bajo la transformación

s 7→ s − F(α, x) α 7→ α, x 7→ x,
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el sistema (3.4.1), (3.4.2) es transformado a un sistema Hamiltoniano en el corchete de

Poisson del producto directo en M = R2 × P con Hamiltoniano H(s, α, x) = s + F(α, x).

Este resultado es bastante conocido en el formalismos de los sistemas Hamiltonianos de-

pendientes del tiempo [1, 16].

El caso periódico. Consideremos ahora el caso cuando B = R×S1 =
{(

s, α (mod 2π)
)}

es el cilindro con la forma simpléctica canónica ω = ds ∧ dα, el cual está trivial-
mente foliado por las trayectorias periódicas del campo vectorial

v
f
= ω(s)

∂

∂α
, con f ′(s) = ω(s).

Aquí, ω = ω(s) es la función de frecuencia que depende de manera suave de
s ∈ R. Supongamos que

F(s, α + 2π, x) = F(s, α, x),

de donde se tiene VF(s, α + 2π, x) = VF(s, α, x). Así, en este caso estamos tratando
el sistema proyectable en M = R × S1 × P:

ds

dt
= 0, (3.4.20)

dα

dt
= ω(s), (3.4.21)

dx

dt
= VF(s, α, x). (3.4.22)

Este sistema es asociado con la familia 1-paramétrica de sistemas Hamiltonianos
periódicos en el tiempo (P, Ψ, Fs,t),

Fs, t+T(s) = Fs,t, T(s) =
2π

ω(s)
.

La ecuación (3.3.10) para Q = Q1ds + Q2dα en
(
R × S1

)
× P, se reduce a las

siguientes ecuaciones para las funciones Q1(s, α, x), y Q2(s, α, x):

ω(s)
∂Q1

∂α
+ {F, Q1}P

+ ω′
1(s)Q2 =

∂F

∂s
, (3.4.23)

ω(s)
∂Q2

∂α
+ {F, Q2}P =

∂F

∂α
, (3.4.24)

las cuales satisfacen la condición de periodicidad

Q1(s, α, x) = Q1(s, α + 2π, x), Q2(s, α, x) = Q2(s, α + 2π, x). (3.4.25)

La solubilidad de (3.4.23)-(3.4.24), significa que el sistema es Hamiltoniano en el
corchete de Poisson (3.2.11)-(3.2.12) con Hamiltoniano

H(s, α, x) = f (s) + F − ω1Q2
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Consideremos los dos casos siguientes:

Caso 1: ω(s) ≡ 1. En esta situación, las ecuaciones (3.4.23)-(3.4.24) son indepen-
dientes y por la Proposición 3.21, la reducibilidad de (3.4.1), (3.4.2) equivale a la
existencia de ciertas funciones χ1 = χ1(s, x) y χ2 = χ2(s, x) tales que Q1 y Q2

en (3.4.23)-(3.4.24) satisfacen la condición de periodicidad (3.4.25). Ahora, por
medio de argumentos estándar es posible mostrar que la familia de difeomorfis-
mos gt

s : P → P en (3.4.5) tiene la propiedad

gt+2π
s = gt

s ◦Ms

donde
Ms

def
= g2π

s

es la monodromía del sistema periódico en el tiempo (3.4.20)-(3.4.22). Recordemos
que para (s, α) fijo, denotamos por VG = Ψ♯dPG el campo vectorial Hamiltoniano
en P de una función G = G(s, α, x). La fórmula (3.4.7) implica que

VQ1
= (gα

s )∗

∫ α

0
(gτ

s )∗V∂F
∂s

dτ + (gα
s )∗Vχ1 . (3.4.26)

Tomando la derivada de (3.4.5) con respecto a s se obtiene

(gτ
s )∗V∂F

∂s
(x) =

∂

∂α

[(
dgα

s (x)(gα
s )

−1
)∂gα

s

∂s
(x)

]
.

Sustituyendo esta igualdad en (3.4.26) nos lleva a la fórmula de variación de
parámetros

VQ1
(s, α, x) =

∂gα
s

∂s

(
(gα

s )
−1(x)

)
+ (gα

s )∗Vχ1(x).

De esto se deduce el resultado siguiente.

Proposición 3.24 La periodicidad de Q1 (3.4.25) en α implica la siguiente condición para

la monodromía Ms,

∂Ms

∂s
(x) +

(
dxMs

)
Vχ1(s, x) − Vχ1

(
s,Ms(x)

)
= 0, ∀ x ∈ P. (3.4.27)

Notemos que la condición (3.4.27) es una analogía no-lineal de la llamada
condición de “deformación iso-espectral”, la cual aparece en el caso lineal [25,
65, 68]. Si existe χ1 de tal manera que (3.4.27) se cumple, entonces Ms coincide
con M0 salvo por una conjugación, Ms = Us ◦M0 ◦ U−1

s , donde

dUs

ds
= Vχ1

s
◦ Us, U0 = id.

Caso 2. ω′(s) > 0. Si tomamos

Q2 =
1
ω

(
F − C

)
,
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entonces (3.4.23), (3.4.24) se reducen a las siguientes ecuaciones para C y Q1:

ω(s)
∂C

∂α
+ {F, C}P = 0, (3.4.28)

ω(s)
∂Q1

∂α
+ {F, Q1}P =

∂F

∂s
− ω′

ω
F +

ω′

ω
C. (3.4.29)

Por lo tanto, de la primera ecuación se sigue que C = C(s, α, x) es una integral
primera del sistema (3.4.20)-(3.4.22), la cual es 2π-periódica en α. Además, el
Hamiltoniano toma la forma

H = π∗ f + C.

Si resolvemos para C en la ecuación (3.4.28) y sustituyéndola en (3.4.29) se
obtiene el criterio siguiente

Criterio 3.25 La solubilidad de las ecuaciones (3.4.28), (3.4.29) es equivalente a la exis-

tencia de una solución Q1 de la ecuación

ω
∂2Q1

∂2α
+ 2

{
F,

∂Q1

∂α

}

P

+

{
∂F

∂α
, Q1

}

P

+
1
ω

{F, {F, Q1}P
}

P
=

∂2F

∂s ∂α
− ω′

ω

∂F

∂α
.

(3.4.30)

Consideremos el caso particular cuando F es independiente de α

F = F0(s, x).

Luego, el sistema (3.4.20)-(3.4.22) toma la forma

ds

dt
= 0, (3.4.31)

dα

dt
= ω(s), (3.4.32)

dxσ

dt
= −Ψ

σγ(x)
∂F0

∂xγ
(s, x). (3.4.33)

Claramente, en este caso, (3.4.30) es soluble y una solución particular de (3.4.28),
(3.4.29) está dada por

Q0
1 = 0, Q0

2 =
1

ω′(s)

∂F0

∂s
(s, x). (3.4.34)

Esto corresponde a

C = F0 − ω(s)

ω′(s)

∂F0

∂s
.

Consideremos ahora el tensor de Poisson ΠQ0 asociado con la solución Q0 =

Q0
1 ds + Q0

2 dα en (3.4.34). El corchete de Poisson (3.4.11)-(3.4.14) correspondiente
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toma la forma

{s, α}
M

=
1
F12

, (3.4.35)

{s, xσ}
M

= − 1
ω′ F12

Ψ
σν ∂2F0

∂xν ∂s
, (3.4.36)

{α, xσ}
M

= 0, (3.4.37)

{xα, xβ}M = Ψ
αβ, (3.4.38)

donde

F12 = 1 − ∂

∂s

(
1

ω′(s)

∂F0

∂s
(s, x)

)
.

Proposición 3.26 En el dominio invariante

Dom(F ε

Q0
) ≈ S1 ×

{
(s, x)

∣∣∣ ∂

∂s

(
1

ω′(s)

∂F0

∂s
(s, x)

)
6= 1

}
,

el sistema (3.4.31)-(3.4.33) es Hamiltoniano relativo al corchete de Poison (3.4.35)-(3.4.38)
y a la función

H0(s, x) = f (x) + F0(s, x) − ω(s)

ω′(s)

∂F0

∂s
(s, x). (3.4.39)

Familias de sistemas de Lie periódicos. Aplicaremos ahora los resultados previos
al problema de Hamiltonización de sistemas sesqui-producto reducibles, en el
sentido de la Definición 2.17 (ver Capítulo 2). De las Proposiciones 3.26 y 3.26 se
obtiene el resultado siguiente.

Teorema 3.27 Supongamos que el sistema sesqui-producto en M = R × S1 × P,

ds

dt
= 0, (3.4.40)

dϕ

dt
= ω(s), (3.4.41)

dx

dt
= VF(s, α, x), (3.4.42)

es reducible por medio de una transformación gauge Hamiltoniana T : M → M, T (s, ϕ, x) =
(s, ϕ, Ts,ϕ(x)) a la “forma constante” (3.4.31)-(3.4.33). Sea Θ = Θ1(s, ϕ, x) ds + Θ2(s, ϕ, x) dϕ

la 1-forma Hamiltoniana en (2.5.25). Entonces el sistema (3.4.40)-(3.4.42) es Hamilto-

niano con respecto a la Q-estructura de Poisson asociada a la 1-forma horizontal Q =

Q1(s, ϕ, x) ds + Q2(s, ϕ, x) dϕ, con

Q1(s, ϕ, x) = −Θ1(s, ϕ, x), (3.4.43)

Q2(s, ϕ, x) = Q0
2(s, Ts,ϕ(x)) − Q0

2(s, x), (3.4.44)

y a la función

H(s, ϕ, x) = H0(s, Ts,ϕ(x)) − ω(s)Θ2(s, ϕ, x), (3.4.45)

donde Q0
2 y H0 están dadas por (3.4.34) y (3.4.39), respectivamente.
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Corolario 3.28 El sistema de Lie

ds

dt
= 0, (3.4.46)

dϕ

dt
= ω(s), (3.4.47)

dx

dt
= TeΦ

x(a(s, ϕ)). (3.4.48)

en M = R × S1 × P asociado a la familia de curvas cerradas a : R × S1 → g, a(s, ϕ +
2π) = a(s, ϕ). Si se satisface la condición (2.5.33), entonces el sistema (3.4.46)-(3.4.48)
es Hamiltoniano con respecto a la Q-estructura de Poisson determinada por Q en (3.4.43),
(3.4.44) y la función (3.4.45), donde Θ está dada por (2.5.25).

Algunas generalizaciones. En esta parte generalizamos los resultados obtenidos
anteriormente sobre la solubilidad de la ecuación (3.3.10) para la estructura toplóg-
ica de la variedad simpléctica (B, ω) y la dinámica Hamiltoniana de vf es más
complicada. Así, supongamos que la variedad B es paralelizable y en cada punto
admite una base de campos vectoriales w1, . . . , w2k (dim(B) = 2k). Es amplia-
mente conocido [6] que si B es conexa y los campos vectoriales w1, . . . , w2k son
completos, entonces se tiene que B ≈ Ts × R2k−s. Denotemos por η1, . . . , η2k la
base dual de las 1-formas en B: ηi(wj) = δi

j. Supongamos además, que el campo
vectorial v ≡ vf satisface la siguiente condición: Existe un entero s < 2k tal que

[ v, wj ] = 0, (3.4.49)

ivη
i = 0, (3.4.50)

para i = 1, . . . , s y j = s + 1, . . . , 2k. Las condiciones (3.4.49) y (3.4.50) implican la
siguiente descomposición para vf :

v =
2k∑

j=s+1

cj wj,

donde los coeficientes cj ∈ C∞(B) satisfacen

Lwl
cj = 0, (l, j = s + 1, . . . , 2k).

Geométricamente, las condiciones (3.4.49) y (3.4.50) implican que v es tangente a
las hojas de la distribución integrable generada por los campos vectoriales ws+1, . . . , w2k.

Debemos notar que para cualquier campo vectorial w en B, si aplicamos el
producto interior iw en ambos lados de la ecuación (3.3.10) se obtiene

Lv(iwQ) + {F, iwQ}
P

+ i[w,v]Q = LwF. (3.4.51)

Aquí hemos utilizado la relación estándar entre la derivada de Lie y el producto
interior [1]: iw ◦ Lv −Lv ◦ iw = i[w,v]. Además, tomando en cuenta (3.4.49) y

[ wi, v ] =
2k∑

l=s+1

(Lwi
cj)wj, (3.4.52)
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y representando una 1-forma horizontal Q como

Q =
s∑

i=s

Qi ηi +
2k∑

j=s+1

Qj η j,

se deriva de (3.4.51) que (3.3.10) se descompone en las ecuaciones siguientes:

LvQi + {F, Qi}P
+

2k∑

j=s+1

L
j
iQj = Lwi

F (i = 1, . . . , s), (3.4.53)

LvQj + {F, Qj}P = Lwj
F (j = s + 1, . . . , 2k), (3.4.54)

donde
L

j
i

def
= Lwi

cj. (3.4.55)

Supongamos ahora que la función F en (3.3.10) satisface

Lwj
F = 0 (j = s + 1, . . . , 2k). (3.4.56)

Luego, haciendo Qi = 0 (i = 1, . . . , s) y sustituyendo en (3.4.53), se obtienen las
relaciones

2k∑

j=s+1

L
j
iQj = Lwi

F, (3.4.57)

LvQj + {F, Qj}P = 0. (3.4.58)

Lema 3.29 Si la ecuación algebraica (3.4.57) admite una solución Qj = Q0
j , para cada

j = s + 1, . . . , 2k, entonces Q0
j es también una solución de (3.4.58).

Demostración. Es claro que las Q0
j dependen algebraicamente de Lwi

F y L
j
i . Así, es

suficiente probar que Lwi
F y L

j
i satisfacen (3.4.58). De (3.4.52) y de (3.4.56) se tiene

Lv(Lwi
F) = 0 junto con Lv(L

j
i) = 0. Además, {F,Lwi

F}P = 0 y {F, Lj
i}P = 0.

De esto se deriva el resultado siguiente.

Proposición 3.30 Supongamos que vf y F satisfacen las condiciones (3.4.49), (3.4.50) y

(3.4.56). Si (3.4.57) admite una solución Q0
j , entonces

Q =
2k∑

j=s+1

Q0
j η j (3.4.59)

es una solución de (3.3.10). En el caso cuando s = k, la solución Q0
j existe si L = (L

j
i) es

no-degenerada en B,

det L 6= 0, (3.4.60)

y está dada por

Q0
j =

k∑

i=1

(L−1)i
j Lwi

F (j = 1, . . . , k). (3.4.61)
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Las condiciones (3.4.49), (3.4.50) se pueden concretar en el caso cuando el sis-
tema Hamiltoniano (B, ω, f ) es integrable [6] o parcialmente integrable [56]. Sean
B = Rk ×Tk = {s = (s1, . . . , sk), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk)}, ω =

∑k
i=1 dsi ∧ dϕi y f = f (s).

Entonces,

vf =
k∑

j=1

cj(s)
∂

∂ϕj
, cj(s) =

∂ f

∂sj
(s) (3.4.62)

y las condiciones (3.4.49), (3.4.50) se cumplen para ηi = dsi, ηi+k = dϕi y wi =

∂/∂si , wi+k = ∂/∂ϕi, i = 1, . . . , k. Supongamos ahora que F = F0(s, x). Entonces
se cumple (3.4.56).

Consideremos ahora la versión multidimensional del sistema (3.4.40)-(3.4.42)
en M = (Rk × Tk) × P:

dsi

dt
= 0, (3.4.63)

dϕi

dt
= ci(s), (3.4.64)

dxσ

dt
= −Ψ

σγ(x)
∂F0

∂xγ
(s, x). (3.4.65)

De la Proposicón 3.30 se deriva la siguiente generalización de la Proposisi-
ción 3.26.

Proposición 3.31 Supongamos que L(s) =

[
∂2 f (s)

∂sj∂si

]
es no-degenerada,

det
[

∂2 f (s)

∂sj∂si

]
6= 0, (3.4.66)

y sea

Q =
k∑

i,j=1

(
L−1(s)

)i

j

∂F0

∂si
(s) dϕj. (3.4.67)

Entonces el sistema (3.4.63)-(3.4.65) es Hamiltoniano con respecto a la estructura de Pois-

son ΠQ asociada a Q (3.4.67) y a la función

H0(s, x) = f (x) + F0(s, x) −
k∑

i,j=1

∂ f (s)

∂sj

(
L−1(s)

)i

j

∂F0(s)

∂si
. (3.4.68)

Debemos notar que la condición de no-degeneración (3.4.66) significa que el
sistema Hamiltoniano completamente integrable (B, ω, f ) es no-degenerado en el
sentido de Kolmogorov [6].

Notemos también que de aquí se deriva un análogo del Teorema 3.27 para una
familia de sistemas Hamiltonianos quasi-periódicos dependientes del tiempo en
P.
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Capítulo 4

Equivalencia de Q-estructuras de Poisson.
Relaciones con la Teoría de Perturbaciones

La noción de Q-estructura de Poisson se introdujo en el capítulo anterior con
relación al problema de Hamiltonización para la dinámica proyectable y es pre-
cisamente esta clase de estructuras de Poisson las que nos permiten dar una re-
spuesta afirmativa a dicho problema.

Ahora estamos interesados en investigar las condiciones bajo las cuales dos Q-
estructuras de Poisson, en una variedad suave M, son isomorfas. Este problema es
un caso especial del llamado método de homotopía en su versión contravariante,
la cual ha sido propuesta en [66] y consiste en encontrar un difeomorfismo entre
dos campos suaves de bi-vectores contravariantes en M, sujetos a la condición:
Existe una familia de campos de bi-vectores suaves en M que conecta a los dados
previamente. Esta versión es un análogo contravariante del método de homotopía
de Moser para el caso simpléctico [54].

En el caso del método de las trayectorias de Moser, como también se le conoce,
se tienen dos estructuras simplécticas Ω0 y Ω1 en una variedad suave, compacta,
M, unidas por medio de una familia de formas simplécticas {Ωλ}λ∈[0,1] y se prueba
que son isomorfas, es decir, existe un simplectomorfismo Φ : M → M tal que
Φ∗Ω1 = Ω0 [18, 51]. Precisamente, las 2-formas simplécticas Ωλ nos proporciona
una trayectoria suave entre las formas simplécticas Ω0 y Ω1 cuando λ varía en [0, 1]

y se requiere construir una familia de difeomorfismos {Φλ}λ∈[0,1], en M, de tal
manera que Φ0 = id y se cumpla

(
Φ

λ
)∗

Ωλ = Ω0, ∀ λ ∈ [0, 1]. (4.1)

Aquí es oportuno observar lo siguiente: Si existe tal familia de difeomorfismos Φλ,
que cumplen (5.7.10), entonces ésta define una familia Zλ de campos vectoriales
dependientes del tiempo en M, los cuales, para cada punto y ∈ M satisfacen:

Zλ(y) =
d

dτ
(Φ

τ) (x)
∣∣∣
τ=λ

, donde x = (Φ
τ)−1(y),

es decir,
d

dλ

(
Φ

λ
)

= Zλ

(
Φ

λ
)
. (4.2)

83
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Recíprocamente, dada una familia de campos vectoriales dependientes del tiempo,
Zλ, en M, se tiene que si ésta es una variedad compacta o los campos Zλ tienen
soporte compacto, entonces existe una familia de difeomorfismos Φλ en M que
satisfacen la ecuación diferencial (4.2). Más precisamente, para cada valor del
parámetro λ, el difeomorfismo Φλ es el flujo del campo Zλ.

Así, la familia {Φλ}λ∈[0,1] nos proporciona una trayectoria suave entre la iden-
tidad Φ0 y el llamado flujo a tiempo 1, Φ1. Es precisamente este último difeo-
morfismo el que nos interesa ya que si hacemos Φ ≡ Φ1, entonces Φ satisface la
condición Φ∗Ω1 = Ω0.

Por otra parte, notemos que al aplicar la fórmula

∂

∂λ

(
(Φ

λ)∗Ωλ

)
=
(

Φ
λ
)∗ (

LZλ
Ωλ +

∂

∂λ
Ωλ

)
,

a la ecuación
(
Φλ
)∗

Ωλ = Ω0 (5.7.10) y puesto que

∂

∂λ

(
(Φ

λ)∗Ωλ

)
= 0, ∀ λ ∈ [0, 1], (4.3)

se obtiene la ecuación homológica

LZλ
Ωλ +

∂

∂λ
Ωλ = 0, (4.4)

la cual debemos resolver para Zλ. Precisamente un campo vectorial Zλ que sea
solución de la ecuación (4.4) nos permite construir los difeomorfismos Φλ con las
propiedades mencionadas. En este caso, Zλ es un campo vectorial, dependiente
del tiempo, en M que satisface

dΦλ

dλ
(m) = Zλ(Φ

λ(m)), Φ
0(m) = m, ∀m ∈ M.

Vemos así que (5.7.10) es equivalente a resolver la ecuación homológica (4.4) para
un campo vectorial Zλ. Si es posible resolver tal ecuación, entonces el flujo Φλ se
obtiene al integrar el campo vectorial resultante, lo cual es equivalente a resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales (5.7.27)-(5.7.30), como se verá en lo que sigue.
Además, veremos que el flujo a tiempo 1, Φ1, nos da el difeomorfismo Φ que se
busca.

4.1 El método de homotopía

En esta parte se presenta una versión contravariante del método de homotopía,
la cual fue introducida en [66] y es un análogo contravariante del método de
homotopía de Moser [54] para el caso simpléctico.
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Esquema general. Sea M una variedad diferenciable y supongamos que es com-
pacta. Si asumimos que Π y Π̃ son dos campos suaves de bi-vectores en M, el
método de homotopía, en su versión global, consiste en encontrar un difeomorfismo
φ : M → M tal que

φ∗
Π̃ = Π. (4.1.1)

En este caso se dice que Π y Π̃ son isomorfos o equivalentes.

Para resolver este problema es necesario, además de la anteriores hipótesis,
suponer que podemos “conectar” los bi-vectores Π y Π̃ de alguna manera. La
respuesta se da en el resultado siguiente.

Proposición 4.1 Supongamos que existe una familia 1-paramétrica {Πλ}λ∈[0,1] de cam-

pos suaves de bi-vectores Πλ en M que unen Π con Π̃,

Π0 = Π, Π1 = Π̃.

Si existe un campo vectorial suave Zλ, dependiente del tiempo, en M que satisface la

ecuación homológica

LZλ
Πλ +

∂Πλ

∂λ
= 0, (4.1.2)

entonces Π y Π̃ son isomorfos en M por medio de un difeomorfismo φ : M → M dado

por

φ = Φ
1, (4.1.3)

donde Φλ es el flujo de Zλ,

dΦλ

dλ
= Zλ ◦ Φ

λ, Φ
0 = id.

El difeomorfismo φ en (4.1.3) lo llamaremos el flujo a tiempo 1 del campo vec-
torial Zλ.

Demostración. Dado que M es compacta, el flujo Φλ está bien definido para todo
λ ∈ [0, 1]. Ahora, utilizando la relación, bastante conocida, entre los flujos de
campos vectoriales dependientes del tiempo y la derivada de Lie [1, 42], se tiene
que

d
dλ

[(
Φ

λ
)∗

Πλ

]
=
(
Φ

λ
)∗
(
LZλ

Πλ +
∂Πλ

∂λ

)
= 0,

y de esto se sigue (
Φ

λ
)∗

Πλ = Π0, ∀ λ ∈ [0, 1].

Luego, definimos φ
def
= Φ1 y se tiene φ∗Π1 =

(
Φ1
)∗

Π1 = Π0, por lo que se
cumple (4.1.1).

En el caso cuando M no es compacta, la Proposición 4.1 es verdadera si asum-
imos la siguiente hipótesis: Existe un dominio abierto U ⊂ M tal que el flujo Φλ
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de Zλ está bien definido en U para todo λ ∈ [0, 1]. Esta propiedad se realiza en
una situación importante, que se describe en lo que sigue.

Para establecer una versión semilocal de la Proposición 4.1 partimos de una
variedad suave M (no necesariamente compacta) y de una subvariedad cerrada
B ⊂ M. Suponemos además, que se tienen dos campos de bi-vectores Π y Π̃

definidos en una vecindad de B en M y que se cumplen las condiciones siguientes:

(i) Existe una familia 1-paramétrica suave {Πλ}λ∈[0,1] de campos de bi-vectores

que unen Π con Π̃.

(ii) Existe una solución Zλ de la ecuación homológica (4.1.2), la cual se anula en
B,

Zλ

∣∣
B

= 0.

En estas condiciones es tiene el siguiente resultado.

Proposición 4.2 Existe una vecindad U de B en M de tal modo que el flujo Φλ de Zλ

está bien definido para todo λ ∈ [0, 1]. El flujo a tiempo 1, φ = Φ1 : U → Ũ es un

difeomorfismo entre U y una vecindad Ũ de B en M, el cual establece un isomorfismo

entre Π y Π̃.

La prueba de este enunciado se sigue de la Proposición 4.1 y del resultado
siguiente [1, 2]:

Lema 4.3 Sea m0 un punto singular de un campo vectorial dependiente del tiempo Zλ en

M. Entonces, para todo T > 0 existe una vecindad U de m0 en M tal que el flujo Φλ de

Zλ está bien definido en U para todo λ ∈ [0, T].

Notemos que si B es compacta, entonces U se puede tomar como una vecindad

tubular.

De esta manera, la cuestión de sobre la equivalencia de dos campos tensoriales
se reduce a la de solubilidad de la ecuación homológica (4.1.2).

4.2 Isomorfismo entre Q-estructuras de Poisson

Sea M = B × P el producto de una variedad simpléctica (B, ω) y una variedad de
Poisson (P, Ψ). Supóngase, además, que se tienen dadas dos 1-formas horizon-
tales Q y Q̃ en M. Cosidérense ahora los correspondientes tensores de Poisson,
dependientes del parámetro ε, Πε

Q y Πε
Q̃

dados por (3.2.46). Para definir una trayec-
toria de estructuras de Poisson con puntos finales Πε

Q y Πε
Q̃

es necesario que estos
tensores de Poisson estén bien definidos en un dominio que esté contenido en
Dom(Π

ε
Q) ∩ Dom(Π

ε
Q̃). Se consideran tres casos que estudiaremos en lo que sigue.
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La versión del acoplamiento débil. Si suponemos que M es una variedad com-
pacta, entonces para ε > 0 suficientemente pequeño, los tensores de Poisson Πε

Q

y Πε
Q̃

están bien definidos en todo el espacio M y Dom(Π
ε
Q) = Dom(Π

ε
Q̃) = M.

Introduzcamos la familia “lineal” de 1-formas horizontales Qλ haciendo

Qλ = Qλ
i (ξ, x) dξ i def

= (1 − λ)Q + λQ̃. (4.2.1)

Consideremos la familia 2-paramétrica de estructuras de Poisson Πε
λ asociadas

con los datos geométricos
(
ω, εQλ, ε−1Ψ

)
,

Π
ε
λ

def
= ΠεQλ = −(1/2) F ij

λ,ε(ξ, x) horλ
i ∧ horλ

j + (1/2ε) Ψ
αβ(x)

∂

∂xα
∧ ∂

∂xβ
(4.2.2)

donde
[
F ij

λ,ε

]
es la inversa de la matriz

[
Fλ,ε

ij

]
cuyos entradas definen la 2-forma

de acoplamiento de Πε
λ:

Fλ,ε = (1/2)Fλ,ε
ij (ξ, x) dξ i ∧ dξ j = π∗ω − ε

[
dBQλ + (1/2){Qλ ∧ Qλ}

P

]
. (4.2.3)

Además,

horλ
i

def
=

∂

∂ξ i
− Ψ

αβ ∂Qλ
i

∂xβ

∂

∂xα
=

∂

∂ξ i
+ Ψ

♯ dPQλ
i . (4.2.4)

De (4.2.2) y (4.2.3) es claro que

Π
ε
0 = Π

ε
Q, Π

ε
1 = Π

ε
Q̃
.

Por otro lado, dado que M es compacta, existe δ > 0 tal que para todo 0 < |ε| < δ

y para todo 0 ≤ λ ≤ 1, se cumple

det
[Fλ,ε

ij (ξ, x)
] 6= 0.

en todos los puntos (ξ, x) de M. De esta manera, para todo 0 < |ε| < δ, {Πε
λ}λ∈[0,1]

es una trayectoria que consiste de tensores de Poisson bien definidos en todo M.
Aplicando ahora la Proposición 4.1, se tiene que la existencia de un isomorfismo
entre los tensores de Poisson Πε

Q y Πε
Q̃

se reduce a la solubilidad de la ecuación
homológica

LZλ,ε
Π

ε
λ +

∂Πε
λ

∂λ
= 0, (4.2.5)

en M, para 0 < |ε| < δ, 0 ≤ λ ≤ 1. Si existe un campo vectorial, dependiente del
tiempo, Zλ,ε que satisface (4.2.5), entonces

(Φ
λ,ε)∗Π

λ
ε = Π

ε
0 = Π

ε
Q,

donde Φλ,ε es el flujo de Zλ,ε,

dΦλ,ε

dλ
= Zλ,ε ◦ Φ

λ,ε, Φ
0,ε = idM.

Siguiendo a [66, 69], buscamos una solución de (4.2.5) en la forma

Zλ,ε = Zi
λ,ε(ξ, x) horλ

i . (4.2.6)

Una caracterización importante de las soluciones de este tipo se da en el resultado
siguiente.
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Proposición 4.4 Para todo 0 < |ε| < δ y para todo 0 ≤ λ ≤ 1, el campo vectorial Zλ,ε,

de la forma (4.2.6), es una solución de la ecuación homológica (4.2.5). Este campo está

determinado de manera única por la fórmula

iZλ,ε
Fλ,ε = ε(Q̃ − Q). (4.2.7)

La prueba de esta proposición se hace en tres etapas.

Primera Etapa. Debemos notar, primeramente, que los campos vectoriales horλ
i ,

∂/∂xα forman una base (local) de campos vectoriales en M. Además, se tienen
(ver Lema 3.2 y Lema 3.3) las propiedades siguientes:

[
horλ

i , horλ
j

]
= −Ψ

νσ
∂Fλ,ε

ij

∂xν

∂

∂xσ
≡ −Ψ

♯ dP Fλ,ε
ij , (4.2.8)

Lhorλ
i
Ψ = 0. (4.2.9)

Se sigue de (4.2.8) y de las propiedades de la derivada de Lie que
[

Zλ,ε, horλ
i

]
= −

(
Lhorλ

i
Zs

λ,ε

)
horλ

s − Zs
λ,ε Ψ

♯ dP Fλ,ε
si . (4.2.10)

Además, de (4.2.9) y de las propiedades del corchete de Schouten se tiene,

LZλ,ε
Ψ = − horλ

s ∧ Ψ
♯dP Zs

λ,ε. (4.2.11)

De esta fórmula y usando de nuevo las propiedades del corchete de Schouten, se
deduce el resultado siguiente.

Lema 4.5 La derivada de Lie del tensor de Poisson Πε
λ (4.2.2) a lo largo de Zλ,ε está dada

por

LZλ,ε
Π

ε
λ = (1/2)F im

λ,ε

(
LZλ,ε

Fλ,ε
mm′ − Fλ,ε

sm Lhorλ
m′

Zs
λ,ε + Fλ,ε

sm′ Lhorλ
m

Zs
λ,ε

)
Fm′ j

λ,ε horλ
i ∧ horλ

j

− Zs
λ,ε Fmi

λ,ε horλ
i ∧ Ψ

♯
(
dPFλ,ε

sm

)
− horλ

i ∧
(
Ψ

♯ dPZi
λ,ε
)
. (4.2.12)

De la definición de la derivada de Lie y de la fórmula (4.2.10) se demuestra
que

LZλ,ε
Fλ,ε

mm′ − Fλ,ε
sm Lhorλ

m′
Zs

λ,ε + Fλ,ε
sm′ Lhorλ

m
Zs

λ,ε =
(
LZλ,ε

Fλ,ε)(horλ
m, horλ

m′
)
. (4.2.13)

Por otro lado, de las definiciones (4.2.3) y (4.2.4) de Fλ,ε y horλ
i , respectivamente,

se verifica la identidad
S

(ijs)
Lhorλ

i
Fλ,ε

js = 0.

Esta relación junto con (4.2.13) nos lleva a la propiedad siguiente:

LZλ,ε

(
Fλ,ε)(horλ

m, horλ
m′
)

= LZλ,ε
Fλ,ε

mm′ − Fλ,ε
sm Lhorm′ Z

s
λ,ε + Fλ,ε

sm′ Lhorm
Zs

λ,ε

= Lhorm

(
iZλ,ε

Fλ,ε)
m′ − Lhorm′

(
iZλ,ε

Fλ,ε)
m

=
(

dB

(
iZλ,ε

Fλ,ε) + {iZλ,ε
Fλ,ε ∧ Qλ}

P

)
mm′

. (4.2.14)

Así, obtenemos una nueva representación de la fórmula (4.2.12) para LZλ,ε
Πε

λ:
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Lema 4.6 Para cada λ ∈ [0, 1], se cumple la siguiente identidad,

LZλ,ε
Π

ε
λ = (1/2)F im

λ,ε

(
dB

(
iZλ,ε

Fλ,ε) + {iZλ,ε
Fλ,ε ∧ Qλ}

P

)
mm′

Fm′ j horλ
i ∧ horλ

j

− Zs
λ,ε Fmi

λ,ε horλ
i ∧ Ψ

♯
(
dFλ,ε

sm

)
− horλ

i ∧
(
Ψ

♯dZi
λ,ε

)
. (4.2.15)

Segunda Etapa. Vamos a calcular ahora ∂Πε
λ/∂λ. Diferenciando (4.2.2) con respecto

al parámetro λ se obtiene

∂Πε
λ

∂λ
= −1

2

∂F ij
λ,ε

∂λ
horλ

i ∧ horλ
j − F ij

λ,ε horλ
i ∧

∂horλ
j

∂λ

= F im
λ,ε

∂Fλ,ε
mm′

∂λ
Fm′ j

λ,ε horλ
i ∧ horλ

j − F ij
λ,ε horλ

i ∧
∂horλ

j

∂λ
(4.2.16)

De (4.2.4) y la relación
∂Qλ

∂λ
= Q̃ − Q,

obtenemos
∂

∂λ
horλ

i = −Ψ
αβ ∂(Q̃i − Qi)

∂xβ

∂

∂xα
= Ψ

♯dP(Q̃i − Qi). (4.2.17)

Más aún, de (4.2.3) se sigue directamente que

∂

∂λ
Fλ,ε = −ε Σ

λ, (4.2.18)

donde Σλ denota la 2-forma horizontal en M dada por:

Σ
λ def

= dB(Q̃ − Q) + {(Q̃ − Q) ∧ Qλ}P .

Sustituyendo (4.2.17) y (4.2.18) en (4.2.16), se deriva el resultado siguiente.

Lema 4.7 Para todo λ ∈ [0, 1], la fórmula de variación de parámetros

∂Πε
λ

∂λ
= −εF im

λ,ε Σ
λ
mm′ Fm′ j

λ,ε horλ
i ∧ horλ

j − F ij
λ,ε horλ

i ∧ Ψ
♯ dP

(
Q̃j − Qj

)
, (4.2.19)

se cumple en M.

Tercera Etapa. Sustituyendo las fórmulas (4.2.15) y (4.2.16) para LZλ,ε
Πε

λ y ∂Πε
λ/∂λ

en la ecuación homológica (4.2.5), vemos que los coeficientes se anulan bajos los
campos tensoriales independientes horλ

i ∧ horλ
j y horλ

i ∧ ∂/∂xα , lo cual nos da

dB

(
iZλ,ε

Fλ,ε) + {iZλ,ε
Fλ,ε ∧ Qλ}P = ε Σ

λ,

−Zs
λ,εF

ji
λ,εΨ

♯ dPFλ,ε
sj − Ψ

♯dPZi
λ,ε − F ij

λ,ε Ψ
♯ dP(Q̃j − Qj) = 0.

De lo anterior se sigue que



90 Equivalenia de Q-estruturas de Poisson. Relaiones on la Teoría de Perturbaiones
Lema 4.8 Un campo vectorial Zλ,ε satisface la ecuación homológica (4.2.5) si y sólo si

dB

(
iZλ,ε

Fλ,ε − ε (Q̃ − Q)
)

+
{(

iZλ,ε
Fλ,ε − ε(Q̃ − Q)

)
∧ Qλ

}
P

= 0,

Ψ
♯ dP

(
iZλ,ε

Fλ,ε − ε (Q̃ − Q)
)

= 0.

Notemos que estas relaciones se cumplen automáticamente si iZλ,ε
Fλ,ε − ε (Q̃ −

Q) = 0. Con esto finaliza la demostración de la Proposición 4.4.

Para resumir la discusión anterior, y por su importancia, formulamos el resul-
tado siguiente.

Teorema 4.9 Sea M = B × P una variedad compacta y Q, Q̃ dos 1-formas horizontales

en M. Entonces, para ε ∈ (0, δ) suficientemente pequeño, los correspondientes tensores

de Poisson, Πε
Q y Πε

Q̃
, son isomorfos en M por medio del flujo a tiempo 1, Φ1,ε del campo

vectorial

Zλ,ε = −εF ij
λ,ε

(
Q̃j − Qj

)
horλ

i , (4.2.20)

es decir, (
Φ

1,ε)∗
Π

ε
Q̃

= Π
ε
Q.

Debemos señalar que Φ1,ε es una transformación cercana a la identidad ya que si
ε → 0, entonces

Φ
1,0 = idM.

Corolario 4.10 Para toda 1-forma horizontal Q y para ε > 0 suficientemente pequeño,

la estructura de Poisson del producto directo Πε
0 es isomorfa a Πε

Q por medio del flujo a

tiempo 1, (
Φ

1,ε)∗
Π

ε
Q = Π

ε
0

del campo vectorial dependiente del tiempo

Zλ,ε = −εF ij
λ,εQj horλ

i ,

donde

horλ
i =

∂

∂ξ i
− λ Ψ

αβ ∂Qi

∂xβ

∂

∂xα
,

Fλ,ε = π∗ω − ελ
(
dBQ + (1/2){Q ∧ Q}P

)
.

El caso simpléctico. Supongamos de nuevo que M = B × P es compacta y que
(P, Ψ) es una variedad simpléctica, esto es, el tensor de Poisson Ψ es no-degenerado.
La correspondiente forma simpléctica en P (ver (3.2.48)) está dada por

σ = (1/2) σαβ(x) dxα ∧ dxβ.

Dadas dos 1-formas horizontales Q y Q̃ en M, consideremos las estructuras de
Poisson, ε-dependientes, ΠQ y ΠQ̃ que corresponden a cada una. Entonces, para
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ε suficientemente pequeño, ΠQ y ΠQ̃ son no-degeneradas en M y las respectivas
formas simplécticas (formas de acoplamiento) estás dadas por (ver la Proposi-
ción 3.5):

Ω
ε
Q = π∗

B ω + ε π∗
P σ − ε dQ, (4.2.21)

Ω
ε
Q̃

= π∗
B ω + ε π∗

P σ − ε dQ̃. (4.2.22)

Como una consecuencia directa del Teorema 4.9 se deduce lo siguiente.

Teorema 4.11 Para ε suficientemente pequeño, las formas simplécticas Ωε
Q y Ωε

Q̃
son iso-

morfas por medio del flujo a tiempo 1, Φ1,ε, del campo vectorial dependiente del tiempo

Zλ,ε en (4.2.20), (
Φ

1,ε)∗
Ω

ε
Q̃

= Ω
ε
Q.

Es oportuno señalar, por otro lado, que este hecho se sigue del resultado am-
pliamente conocido de Moser [31], el cual no tiene un análogo en el caso de es-
tructuras de Poisson degeneradas.

Proposición 4.12 Sea M una variedad compacta y sean Ω0 y Ω1 dos estructuras sim-

plécticas en M. Supongamos que

(i) Ωλ = λΩ1 + (1 − λ)Ω0 es simpléctica para todo λ ∈ [0, 1], y

(ii) Las clases de cohomología [Ω0] y [Ω1] son iguales.

Entonces, Ω0 y Ω1 son isomorfas.

Demostración. En esta situación, la ecuación homológica (4.2.5) toma la forma

LZλ
Ωλ +

dΩλ

dλ
= 0. (4.2.23)

Por hipótesis, existe una 1-forma µ en M tal que

Ω1 − Ω0 = dµ.

Luego, usando la fórmula de Cartan, LZλ
= iZλ

◦ d + d ◦ iZλ
, es posible escribir la

ecuación (4.2.23) en la forma

d(iZλ
Ωλ) = −dµ. (4.2.24)

Dado que Ωλ es no-degenerada para todo λ ∈ [0, 1], existe un único campo vecto-
rial dependiente del tiempo, Zλ, en M que satisface

iZλ
Ωλ = −µ. (4.2.25)

Por lo tanto, (4.2.24) se cumple y Zλ es una solución de la ecuación homológica
(4.2.5). El flujo Φλ de Zλ está bien definido para todo λ ∈ [0, 1] y se sigue que
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(Φ1)∗Ω1 = Ω0.

Regresando al Teorema 4.11, podemos aplicar la Proposición 4.12 al caso cuando
Ω1 = Ωε

Q̃
y Ω0 = Ωε

Q. Luego, la condición (4.2.25) se satisface para µ = Q − Q̃. La
primera de las hipótesis (i) en la Proposición 4.12 también se cumple. En este caso
es importante que Q y Q̃ sean horizontales.

La versión semi-local. Consideremos ahora el caso cuando la variedad M = B× P

no es necesariamente compacta, pero asumiendo que la estructura de Poisson Ψ

en P tiene un punto singular x0 ∈ P,

Ψ
αβ(x0) = 0.

Supongamos que están dadas dos 1-formas horizontales en M,

Q = Qi(ξ, x) dξ i , Q̃ = Q̃i(ξ, x) dξ i,

las cuales se anulan en los puntos del subconjunto B × {x0}:

Qi(ξ, x0) = 0 y Q̃i(ξ, x0) = 0, ∀ ξ ∈ B. (4.2.26)

Luego, de acuerdo con el Teorema 3.1, se tiene que los correspondientes tensores
de Poisson ΠQ y ΠQ̃ vienen dados por (3.2.46) y están bien definidos en una vecin-
dad de B × {x0} en M. El subconjunto B × {x0} es una subvariedad invariante
para estas estructuras de Poisson y las restricciones de ΠQ y ΠQ̃ a B × {x0} coinci-
den con la estructura de Poisson no-degenerada de la variedad simpléctica (B, ω).
En particular,

FQ = FQ̃ = π∗ω,

en B × {x0}. De esta manera, el problema aquí es estudiar la equivalencia entre
las estructuras de Poisson ΠQ y ΠQ̃ alrededor de B × {x0}.

Teorema 4.13 Existe un difeomorfismo φ : U → Ũ entre dos vecindades U y Ũ de B en

M, el cual es la identidad en B, φ|B = idB, y tal que

φ∗
ΠQ̃ = ΠQ.

Demostración. La prueba se basa en los mismos argumentos usados en la de-
mostración del Teorema 4.9. Primeramente, introduzcamos la familia de 1-formas
horizontales

Qλ = (1 − λ)Q + λQ̃,

que, debido a (4.2.26), automáticamente satisfacen

Qλ
i (ξ, x0) = 0 ∀ ξ ∈ B. (4.2.27)

Esto da lugar a la familia de estructuras de Poisson {Πλ}λ∈[0,1] asociada con Qλ,

Πλ = ΠQλ ,
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y a las 2-formas de acoplamiento

Fλ = π∗ω − (dBQλ + (1/2){Qλ ∧ Qλ}P).

Claramente, para todo λ ∈ [0, 1], se tiene

Fλ = π∗ω,

en B × {x0}. Esto implica que Πλ está bien definido en una vecindad de B ×
{x0} en M. La solución de la ecuación homológica (4.2.5) es un campo vectorial
dependiente del tiempo

Zλ = Zi
λ(ξ, x) horλ

i

dado por
Zλ Fλ = Q̃ − Q.

De la propiedad (4.2.27) se sigue que

Zλ

∣∣
B×{x0} = 0, ∀ λ ∈ [0, 1].

De esta manera, existe una vecindad U de B× {x0} en M tal que el flujo Φλ de Zλ

está bien definido en U para todo λ ∈ [0, 1]. Finalmente, el difeomorfismo en el
Teorema 4.13 está dado como φ = Φ1.

4.3 La dinámica proyectable y su relación con los sistemas
Hamiltonianos no-perturbados

En esta parte presentamos la Teoría de Perturbaciones para sistemas Hamiltonia-
nos en espacios fase que son el producto directo de dos variedades, en los que la
dinámica no-perturbada juega el papel de los sistemas no-perturbados.

Al igual que en la sección anterior, estamos interesados en dos casos: estruc-
turas Hamiltonianas que dependen de un parámetro y la dinámica en vecindades.

El caso compacto. Sean (B, ω) una variedad simpléctica y (P, Ψ) una variedad de
Poisson. Consideremos la variedad producto M = B × P, la cual está equipada
con el corchete de Poisson del producto, el cual también depende de ε:

{ξ i, ξ j} = −ωij(ξ), (4.3.1)

{ξ i, xσ} = 0, (4.3.2)

{xα, xβ} =
1
ε

Ψ
αβ(x). (4.3.3)

En este caso, el tensor de Poisson que corresponde a esta estructura producto es

Π
ε
0 = −(1/2)ωij(ξ)

∂

∂ξ i
∧ ∂

∂ξ j
+ (1/2ε)Ψ

αβ(x)
∂

∂xα
∧ ∂

∂xβ
. (4.3.4)
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Notemos que el tensor Πε

0 en (4.3.4) puede verse como una Q-estructura de Pois-
son asociada con Q = 0.

Nuestro interés aquí es estudiar, en el límite cuando ε → 0, un sistema Hamil-
toniano en el espacio fase (M, Πε

0), el cual posee un Hamiltoniano dependiente de
ε, que es de la forma

Hε(ξ, x) = f (ξ) + εF(ξ, x) + O(ε2), (4.3.5)

donde f y F son ciertas funciones suaves en B y M, respectivamente.

El sistema dinámico que corresponde al campo vectorial Hamiltoniano

Xε = (Π
ε
0)

♯dHε, (4.3.6)

se puede escribir en la forma

ξ̇ i = ωij(ξ)
∂ f (ξ)

∂ξ j
+ εωij(ξ)

∂F(ξ, x)

∂ξ j
+ O(ε2), (4.3.7)

ẋα = −Ψ
αβ ∂F

∂xβ
+ O(ε). (4.3.8)

Por lo tanto, la característica principal en este caso es que la estructura de Poisson
(4.3.4) tiene una singularidad en ε = 0; sin embargo, el campo vectorial Hamilto-
niano admite el límite cuando ε → 0:

X0 ≡ V = vi
f (ξ)

∂

∂ξ i
+ Vα

F (ξ, x)
∂

∂xα
, (4.3.9)

el cual es precisamente el sistema proyectable en M asociado con los datos ( f , F).
Como sabemos, X0 no es Hamiltoniano en (M, Πε

0) y en el contexto de la teoría
Hamiltoniana de perturbaciones, surge una pregunta natural, a saber, si es posi-
ble encontrar una transformación que reduzca Xε al sistema perturbado con parte
Hamiltoniana no-perturbada. Más adelante damos una respuesta a esta pregunta,
para lo cual combinamos el Teorema 3.6 sobre la existencia de estructuras Hamil-
tonianas para X0 y el Teorema 4.9 sobre la equivalencia de Poisson para estructuras
de Poisson Πε

0 y Πε
Q.

Vamos a suponer lo siguiente:

(i) M es compacta.

(ii) Existe una 1-forma horizontal Q en M, la cual es una solución de la ecuación

Lv f
Q + {F, Q}

P
= dBF.

Luego, por el Teorema 3.10, X0 es Hamiltoniano con respecto a la estructura
de Poisson ε-dependiente Πε

Q (3.2.46) asociada a los datos (ω, εQ, ε−1Ψ),

X0 = (Π
ε
Q)♯dHε,
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donde
Hε = π∗

B f + ε
(
F − v f Q

)
. (4.3.10)

Con la solución Q vamos a asociar el siguiente sistema dinámico dependiente
del tiempo,

dξ i

dλ
= εF is

λ,ε Qs, (4.3.11)

dxα

dλ
= (λ − 1)εF ij

λ,ε Qj Ψ
αβ ∂Qi

∂xβ
. (4.3.12)

Notemos que este sistema también depende del parámetro ε. Aquí,

Fλ,ε
ij = ωij − ε(1 − λ)

(
∂Qj

∂ξ i
− ∂Qi

∂ξ j
+ (1 − λ) {Qi, Qj}P

)
,

y F is
λ,ε Fλ,ε

sj = δi
j. Denotemos por Φλ,ε el flujo del sistema (4.3.11), (4.3.12). Podemos

observar que Φ0,ε = Φλ,0 = idM y, por lo tanto, para λ fijo, Φλ,ε es una transforma-
ción cercana a la identidad para ε → 0. Más aún, recordemos que para ε ∈ (0, δ),
el flujo Φλ,ε está bien definido en todo el espacio fase M para todo λ ∈ [0, 1] y por
el Teorema 4.9 para el caso Q̃ = 0, se tiene

(
Φ

1,ε)∗
Π

ε
0 = Π

ε
Q.

Teorema 4.14 Para ε ∈ (0, δ) suficientemente pequeño, el flujo a tiempo 1, Φ1,ε : M →
M, transforma Xε en el sistema Hamiltoniano perturbado

(
M, Πε

Q, H̃ε) de tal manera que

H̃ε
def
= Hε ◦ Φ

1,ε = Hε + O(ε2), (4.3.13)

donde Hε es el Hamiltoniano del campo vectorial X0 (4.3.9). Esto es, (Φ1,ε)∗XHε
=

V + O(ε) y los sistemas perturbado y no-perturbado son Hamiltonianos con respecto a la

misma estructura de Poisson Πε
Q.

Demostración. Si tomamos en cuenta que

F ij
λ,ε = −ωij + O(ε)

entonces obtenemos que el campo vectorial del sistema (4.3.11), (4.3.12) es de la
forma

Zλ,ε = εF ij
λ,ε Qj horλ

i , (4.3.14)

donde

horλ
i =

∂

∂ξ i
− (1 − λ) Ψ

αβ ∂Qi

∂xβ

∂

∂xα
.

Notemos que en ε = 0, el campo vectorial Zλ,ε (4.3.14) tiene la siguiente descom-
posición:

Zλ,ε = ε Z
(1)
λ,ε + O(ε2),
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donde

Z
(1)
λ,ε = Qiω

ij

(
∂

∂ξ j
− (1 − λ) Ψ

αβ ∂Qj

∂xβ

∂

∂xα

)
. (4.3.15)

Luego, se tiene

(
π∗

B f + ε F
)
◦ Φ

1,ε = π∗
B f + ε F + εL

Z
(1)
λ,ε

(
π∗

B f + ε F
)

+ O(ε2)

= π∗
B f + ε F + εL

Z
(1)
λ,ε

(π∗
B f ) + O(ε2)

= π∗
B f + ε F − ε v f Q + O(ε2).

Finalmente, vamos a hacer algunas observaciones sobre la existencia de inte-
grales de movimiento para el sistema (4.3.7), (4.3.7). Consideremos el caso cuando
Hε = f + ε F. Decimos que una función ε-dependiente Gε = G0 + εG1 + · · · es
una integral de movimiento de (4.3.7), (4.3.7), módulo O(εk) si {Hε, Gε} = O(εk).
Notemos que la última condición se cumple si

LVG0 = 0, (4.3.16)

LVG1 = −ωij ∂F

∂ξ j

∂G0

∂ξ i
, (4.3.17)

...

LVGk−1 = −ωij ∂F

∂ξ j

∂Gk−2

∂ξ i
. (4.3.18)

Supongamos que se tiene una integral de movimiento G0 del campo vectorial no-
perturbado V . Entonces observamos que bajo las hipótesis (i), (ii) asumidas para
el Teorema 4.14, existe una solución G1 de (4.3.17). De hecho, de (4.3.13) se tiene
{Hε, G0 ◦ (Φ1, ε)−1} = O(ε2). De esto y de (4.3.15) se obtiene

G1 = −Qi ωij ∂G0

∂ξ j
. (4.3.19)



Capítulo 5

Normalización de Sistemas Hamiltonianos sobre
Cilindros de Órbitas

En este capítulo veremos cómo se concretan los resultados generales que obtuvi-
mos en los Capítulos 3 y 4, en el enfoque Hamiltoniano perturbativo por medio
del acoplamiento mínimo, para el caso más simple de un sistema Hamiltoniano
con dos grados de libertad en el espacio fase R4 = {(p1, q1, p2, q2)} equipado con
una estructura simpléctica dependiente de un parámetro,

dp1 ∧ dq1 + εdp2 ∧ dq2, (ε > 0), (5.1)

y Hamiltoniano de la forma

Hε = H0(εµ p1, ε1−µq1) + εH1(p1, q1, p2, q2). (5.2)

Para funciones genéricas H0 y H1, el sistema Hamiltoniano no es integrable
y nuestro interés es estudiar este sistema en el contexto de la teoría de perturba-
ciones para ε pequeño. La característica principal de esta formulación es que, en
el límite cuando ε → 0, la estructura simpléctica (5.1) es degenerada. Además, el
corchete de Poisson que corresponde a (5.1) depende del parámetro ε, de manera
no-uniforme y es de la forma

{p1, q1} = 1,

{p2, q2} =
1
ε

.

De acuerdo a la teoría adiabática [34], las coordenadas (p1, q2) y (p2, q2) son
llamadas variables lentas y rápidas, respectivamente. El sistema (5.1), (5.2) puede
asociarse con un sistema Hamiltoniano en R4, equipado con la forma simplética
canónica, de dos maneras diferentes, las cuales se describimos a continuación.

Caso 1. Supongamos que se comienza con un sistema Hamiltoniano

dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2, (5.3)

Hε = H0(p1, q1) + εH1(p1, q1, p2/εµ, q2/ε1−µ), (5.4)

donde µ ∈ [0, 1]. Luego, por medio del reescalamiento

p2 → p2

εµ
, q2 → q2

ε1−µ
, (5.5)

97
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el sistema (5.3), (5.4) se transforma precisamente en el sistema (5.1), (5.2).
Para µ ∈ (0, 1), esta transformación es llevada cerca de la subvariedad lenta

{p2 = 0, q2 = 0}. Notemos que en el caso particular cuando H1 es cuadrático
en p2, q2 y µ = 1/2, el Hamiltoniano (5.4) es independiente de ε y describe
la dinámica cerca de una 2-subvariedad simpléctica invariante. En los casos
extremos µ = 0, 1, se derivan de (5.5) las siguientes configuraciones para el
Hamiltoniano Hε y que aparecen en la mecánica clásica:

Hε =
p2

1
2

+ U0(q1) +
p2

2
2

+ ε U1(q1, q2), (µ = 1), (5.6)

Hε =
p2

1
2

+ U0(q1) + ε
p2

2
2

+ ε U1(q1, q2/ε), (µ = 0). (5.7)

Caso 2. Consideremos ahora un sistema Hamiltoniano

dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2, (5.8)

Hε = H0(p1, q1) + εH1(εµ p1, ε1−µq1, p2, q2), (5.9)

para µ ∈ [0, 1]. Notemos que en el dominio µ ∈ (0, 1), se tiene p1 → ∞ y
q1 → ∞. Luego, por medio del reescalamiento

p1 → εµ p2, q1 → ε1−µq2, (5.10)

(forma simpléctica) → ε(forma simpléctica), (5.11)

se obtiene nuevamente el sistema (5.1), (5.2). El contexto adiabático [5, 7, 34]
aparece cuando H0 ≡ 0. Por ejemplo, si µ = 0, entonces de (5.6) se obtiene
el sistema adiabático modelo [34]

dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2,

H1(p1, εq1, p2, q2),

cuyo Hamiltoniano varía lentamente en q1.

Debemos señalar que nuestro caso es una generalización de la situación adi-
abática en el sentido que asumimos el sistema (dp1 ∧ dq1,H0) como un sistema
Hamiltoniano no-degenerado, con un grado de libertad, el cual posee órbitas per-
iódicas que producen una foliación de algún dominio abierto en R2. Esta hipótesis
será importante en lo que sigue y en las siguientes secciones se discute amplia-
mente.

5.1 Formulación del problema

Para plantear nuestro problema, consideremos el espacio fase M = (R × S1)×R2,
con coordenadas (s, ϕ (mod 2π), p, q). Supongamos que M está equipado con una
estructura simpléctica no-uniforme

Ω
ε
0 = ds ∧ dϕ + ε dp ∧ dq, (5.1.1)
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donde ε > 0 es un parámetro. Notemos que en el caso ε = 0 se obtiene la es-
tructura simpléctica canónica en R × S1 y para ε = 1 se obtiene la estructura
simpléctica canónica en M.

Supongamos que se tiene un sistema Hamiltoniano
(

M, Ωε
0, Hε

)
tal que el Ha-

miltoniano Hε depende del parámetro ε de manera suave y es de la forma

Hε = H0(s) + ε H1(s, ϕ, p, q) + O(ε2), (5.1.2)

donde H0 = H0(s) y H1 = H1(s, ϕ, p, q) son funciones suaves. Denotemos por
Xε ≡ XHε

el campo vectorial Hamiltoniano de Hε, esto es, Xε Ωε
0 = −dHε. Luego,

Xε = −
(

ε
∂H1

∂ϕ
+ O(ε2)

)
∂

∂s
+

(
∂H0

∂s
+ ε

∂H1

∂s
+ O(ε2)

)
∂

∂ϕ

−
(

∂H1

∂q
+ O(ε)

)
∂

∂p
+

(
∂H1

∂p
+ O(ε)

)
∂

∂q
. (5.1.3)

De esta manera, el sistema dinámico correspondiente a (5.1.3) se escribe en la
forma siguiente:

ṡ = −ε
∂H1

∂ϕ
+ O(ε2), (5.1.4)

ϕ̇ = ω1(s) + ε
∂H1

∂s
+ O(ε2), (5.1.5)

ṗ = −∂H1

∂q
+ O(ε), (5.1.6)

q̇ =
∂H1

∂p
+ O(ε), (5.1.7)

donde ω1 = ω1(s) es la función

ω1(s) =
∂

∂s
H0(s). (5.1.8)

Suponemos, además, que

ω1(s) 6= 0, ∀ s ∈ R. (5.1.9)

Debemos señalar que los sistemas dinámicos del tipo (5.1.4)-(5.1.7) surgen en el
estudio de sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad, alrededor de cilin-
dros de órbitas (ver Secciones 5.5 y 5.6).

Recordemos que en la Sección 4.3 se discutió el problema de reducción de
un sistema perturbado a un sistema con parte Hamiltoniana no-perturbada en
el contexto de la teoría Hamiltoniana de perturbaciones en variedades producto.
Ahora, nuestro interés es estudiar el sistema (5.1.4)-(5.1.7) en este mismo contexto
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y analizar su comportamiento cuando ε → 0. Una primera observación es que
para ε = 0 en (5.1.4)-(5.1.7), se obtiene el siguiente sistema no-perturbado en M,

ṡ = 0, (5.1.10)

ϕ̇ = ω1(s), (5.1.11)

ṗ = −∂H1

∂q
, (5.1.12)

q̇ =
∂H1

∂p
. (5.1.13)

En este caso, el campo vectorial que corresponde al sistema (5.1.10)-(5.1.13) está
dado por

X0 = ω1(s)
∂

∂ϕ
− ∂H1

∂q

∂

∂p
+

∂H1

∂p

∂

∂q
, (5.1.14)

por lo que, en términos de X0, el campo vectorial Hamiltoniano Xε (5.1.3) se ex-
presa como

Xε = X0 + εX1 + O(ε2), (5.1.15)

para un cierto campo vectorial Hamiltoniano X1 en M.

Se verá más adelante que bajo ciertas hipótesis es posible considerar el sistema
(5.1.4)-(5.1.7) como una perturbación del sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13), el
cual es un sistema dinámico proyectable (ver Capítulo 2). De hecho, en este caso el
espacio fase M es el espacio total del haz vectorial simpléctico trivial π : M → B,
donde π es la proyección canónica sobre la base simpléctica

(
B = R × S1, ωB

)

con ωB ≡ Ω0 = ds ∧ dϕ y cuyas fibras están dadas por la estructura simpléctica
(R2, dp ∧ dq).

Notemos que el campo vectorial vH0
que corresponde al sistema Hamiltoniano(

B, ωB , H0
)

es de la forma vH0
= ω1(s)∂/∂ϕ; un cálculo directo nos permite ver

que el campo vectorial X0 se proyecta, bajo π, al campo vectorial v
H0

.

Por otra parte,
(
B, ω

B
, H0

)
es un sistema Hamiltoniano con un grado de libertad

y es claro que la función coordenada s es una integral de movimiento. Por lo
tanto, el retrato fase de este sistema consiste de órbitas periódicas de la forma
γc = {(s, ϕ) ∈ B

∣∣ s = c}, donde c ∈ R y el período está dado por 2π/ω1(s). Esto
nos dice que cualquier trayectoria del campo X0 que pase por el punto (s, ϕ, p, q)
se proyecta a una órbita periódica γs. Más aún, las coordenadas (s, ϕ) en la base
B resultan ser coordenadas acción-ángulo de H0.

Con base en estos hechos y otras hipótesis adicionales que se discuten en la
Sección 5.2, veremos que el sistema no-perturbado tiene la siguiente propiedad:
Existe un dominio abierto M ⊂ M, con M compacto, foliado trivialmente por 2-toros

invariantes Λ2
c1,c2

del sistema (5.1.10)-(5.1.13). Además, en estos toros, el movimiento a lo

largo de las trayectorias del campo vectorial X0 es quasi-periódico.

En esta situación, una pregunta que surge de manera natural es si los 2-toros
invariantes Λ2

c1,c2
del sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13) se preservan bajo pe-

queñas perturbaciones. En otras palabras, nos preguntamos si para ε ≪ 1, el
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sistema perturbado (5.1.4)-(5.1.7) posee también 2-toros invariantes y si éstos per-

manecen cerca de los 2-toros Λ2
c1,c2

. Una manera de tratar de resolver este problema
es a través de la teoría Hamiltoniana de perturbaciones (resultados del tipo KAM).
Sin embargo, con este enfoque surge otro problema: El sistema no-perturbado X0

no es Hamiltoniano con respecto a la estructura simpléctica Ωε
0. Así, en este con-

texto no es posible aplicar directamente la Teoría KAM y sus derivaciones.

De esta manera, nuestro objetivo es dar una formulación Hamiltoniana para el
sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13) y establecer las condiciones bajo las cuales
el sistema perturbado (5.1.4)–(5.1.7) pueda realizarse como una perturbación del
anterior. Para resolver este problema partimos de un enfoque que comprende
varias etapas, el cual se basa en el esquema siguiente:

(I) Toros invariantes para el sistema no-perturbado. Se discuten las hipótesis bajo
las cuales es posible garantizar que el dominio M ⊂ M esté, efectivamente,
foliado por 2-toros invariantes. En estas condiciones, se demuestra que es
posible llevar el sistema (5.1.10)-(5.1.13) a una forma normal (Teorema 5.9).

(II) Transformaciones gauge exactas. Se introduce un tipo de transformaciones por
medio de las cuales la forma simpléctica no-uniforme Ωε

0 (5.1.1) en M es
transformada en una forma simpléctica deformada, Ωε

Q, la cual está parametrizada
por una 1-forma horizontal Q. El “push-forward”del campo vectorial Xε bajo
una transformación gauge exacta es un sistema Hamiltoniano con respecto
a Ωε

Q y a cierto Hamiltoniano (Teorema 5.21).

(III) Estructuras simplécticas deformadas. Se estudia con más detalle la familia de
formas simplécticas en M dependientes del parámetro ε,

Ω
ε
Q = ds ∧ dϕ + ε dp ∧ dq − ε dQ,

las cuales están parametrizadas por una forma horizontal Q = Q1 ds + Q2 dϕ

y se establece la equivalencia (simpléctica) entre las estructuras simplécticas
Ωε

0 y Ωε
Q. Esto último se lleva a cabo por medio del método de homotopía

ya que se construye un simplectomorfismo Φε, dependiente de ε, entre las
estructuras simplécticas Ωε

0 y Ωε
Q, es decir,

(Φε)
∗

Ω
ε
Q = Ω

ε
0,

para 0 < ε ≪ 1 (Sección 5.4).

(IV) Normalización Hamiltoniana de primer tipo. Bajo ciertas hipótesis con respecto
a la función H1, se construye una estructura Hamiltoniana dependiente de
ε,
(
M, Ωε

Q, Fε

)
, para el sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13), de tal manera

que
X0 Ω

ε
Q = −dFε.

Se muestra, además, que el sistema
(
M, Ωε

Q, Fε

)
es un sistema Hamiltoniano

completamente integrable con dos grados de libertad cuya foliación por toros
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de Liouville coincide con la foliación por 2-toros quasi-periódicos T2

c1,c2
del

espacio fase M (Teorema 5.48). Por otro lado, por medio de una transforma-

ción cercana a la identidad aplicada al sistema perturbado se obtiene un nuevo

sistema perturbado
(
M, Ωε

Q, H̃ε

)
correspondiente al Hamiltoniano

H̃ε = Hε ◦ Φ
−1
ε = Fε + O(ε2),

de tal manera que podemos considerar al sistema Hamiltoniano
(
M, Ωε

Q, Fε

)

como un sistema no-perturbado del sistema Hamiltoniano
(
M, Ωε

Q, H̃ε

)
(Teo-

rema 5.50). En este caso, la estructura simpléctica Ωε
Q y el Hamiltoniano Fε

dependen de manera suave del parámetro ε. A este proceso lo llamamos
normalización hamiltoniana de primer tipo. Una observación importante aquí
es que el sistema dinámico que corresponde al sistema

(
M, Ωε

Q, Fε

)
coincide,

precisamente, con el sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13). Por lo tanto, es
independiente de ε y en esta situación es posible aplicar los resultados de
tipo KAM ya conocidos.

(V) Normalización Hamiltoniana de segundo tipo. Se construye un simplectomor-
fismo Υε : M → N , donde el dominio toroidal N = (∆1 × S1) × (∆2 × S1)

está equipado con la forma simpléctica

Ω̃
ε
0 = ds1 ∧ ds2 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2.

y donde ∆1, ∆2 son intervalos abiertos de R. En esta situación, el sistema
Hamiltoniano perturbado Xε es transformado, bajo Υε, a una forma normal

Hε ◦ (Υε)
−1 = f (s1) + ε h(s1, s2) + O(ε2),

para ciertas funciones f y h. Así, el sistema no-perturbado se transforma
en un nuevo sistema Hamiltoniano no-perturbado, el cual es de la forma(
N , Ω̃ε

0, F̃ε = f + εh
)

(Teorema 5.54). A este proceso le llamamos normal-

ización Hamiltoniana de segundo tipo. En este caso, la forma normal construída
aparece usualmente en la Teoría KAM.

5.2 Toros quasi-periódicos para el sistema no-perturbado

Recordemos que en la sección anterior mencionamos la existencia de un dominio
abierto M, con cerradura compacta, en el espacio fase del sistema no-perturba-
do (5.1.10)-(5.1.13), del cual afirmamos estar foliado por 2-toros invariantes Λc1,c2 ,
quasi-periódicos. En esta sección vamos a establecer algunas condiciones para
justificar dicha afirmación y estableceremos las hipótesis que son necesarias para
la existencia de dichos toros quasi-periódicos.

Nuestra primera hipótesis tiene que ver con la existencia de una integral de
movimiento, adicional a la que ya se mencionó en la sección previa, a saber, la
función coordenada s. En este caso, debemos presuponer también la existencia de
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un dominio abierto en el cual está definida dicha integral primera. Sin embargo,
en la segunda hipótesis abundaremos más sobre este dominio. Así, supongamos
que:

(H1) Existen un dominio abierto, compacto, M ⊂ M y una integral de movi-
miento G : M → R del campo X0. Esto es, G = G(s, ϕ, p, q) es una función
suave y 2π-periódica en ϕ, la cual satisface (ver 5.1.14):

LX0
G = ω1(s)

∂G

∂ϕ
+ {H1, G}2 = 0, (5.2.1)

donde el corchete { , }2 denota la operación

{H1, G}2
def
=

∂H1

∂p

∂G

∂q
− ∂H1

∂q

∂G

∂p
. (5.2.2)

En la segunda hipótesis establecemos condiciones necesarias para garanti-
zar que el dominio M esté foliado por toros quasi-periódicos del sistema no-
perturbado X0. De esta manera, suponemos lo siguiente:

(H2) Existe un intervalo abierto ∆ ⊂ R y para cada (s, ϕ) ∈ ∆ × S1 existe un do-
minio abierto Us,ϕ en R2 tal que se cumple:

(i) Para todo E ∈ (E1, E2
) ⊂ R, el conjunto de nivel

Γs,ϕ(E) =
{
(p, q) ∈ Us,ϕ

∣∣ G(s, ϕ, p, q) = E
}

, (5.2.3)

es compacto y conexo. Además, suponemos que

Us,ϕ =
⋃

E∈(E1,E2)

Γs,ϕ(E). (5.2.4)

(ii) El dominio M queda definido por la unión

M =
⋃

(s,ϕ)∈∆×S1

{(s, ϕ)} × Us,ϕ, (5.2.5)

y es un subconjunto abierto en M, con M ⊂ M compacto, que satisface

π(M) = ∆ × S1. (5.2.6)

Suponemos además, lo siguiente:
(

∂G

∂p
,

∂G

∂q

)
6= 0, (5.2.7)

en M.
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Sea (s, ϕ) ∈ ∆ × S1 un elemento fijo y denotemos por gs,ϕ : Us,ϕ → (E1, E2) la

restricción gs,ϕ = G
∣∣
Us,ϕ

. Luego, las soluciones del sistema Hamiltoniano con un
grado de libertad

dp

dt
= −∂gs,ϕ

∂q
(p, q), (5.2.8)

dq

dt
=

∂gs,ϕ

∂p
(p, q), (5.2.9)

son las trayectorias periódicas Γs,ϕ(E) (5.2.3). En este caso, la función gs,ϕ es vista
como un Hamiltoniano que depende de los parámetros s, ϕ.

Por otra parte, la hipótesis (H2) implica que gs,ϕ es una submersión sobreyec-
tiva propia y por el Teorema de Trivialización de Ehresmann [??], se sigue que
existe una sección suave Ls,ϕ : (E1, E2) → Us,ϕ,

gs,ϕ ◦ Ls,ϕ = id.

Esto nos indica que el dominio abierto Us,ϕ está trivialmente foliado por las trayec-
torias periódicas Γs,ϕ(E). Más adelante mostraremos cómo tomar una sección Ls,ϕ

que depende de manera suave de los parámetros s y ϕ.

Si X un campo vectorial arbitrario en M y F ∈ C∞(M) es una integral de
movimiento de X, asociamos a F el campo vectorial Hamiltoniano vertical,

VF =
∂F

∂p

∂

∂q
− ∂F

∂q

∂

∂p
. (5.2.10)

De este modo, la integral G de X0 tiene asociado el campo vectorial Hamiltoniano
vertical

VG =

(
∂G

∂p

)
∂

∂q
−
(

∂G

∂q

)
∂

∂p
. (5.2.11)

Si consideramos ahora el haz vectorial trivial π : M → R × S1 con fibra sim-
pléctica (R2, dp ∧ dq), entonces el dominio abierto M ⊂ M es el espacio total de
un subhaz de π, π|M : M → ∆ × S1, con fibra típica Us,ϕ. Luego, la restricción de
VG a cada fibra {(s, ϕ)} × Us,ϕ nos da precisamente el campo vectorial del sistema
(5.2.8), (5.2.9). De esto se sigue que el dominio M está foliado por las trayectorias
periódicas de VG dadas por Γ̃s,ϕ(E) = {(s, ϕ)} × Γs,ϕ(E).

Denotemos por G : M → (∆ × S1) × (E1, E2) la restricción de π × G : M →
(R × S1) × R a M,

G = (π × G)
∣∣
M. (5.2.12)

Se tiene así que G es una submersión sobreyectiva de tal manera que

G−1(s, ϕ, E) = Γ̃s,ϕ(E),

para cada (s, ϕ, E) ∈ (∆1 × S1) × (E1, E2).
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Si introducimos ahora la acción a lo largo de la trayectoria periódica Γs,ϕ(E) del
sistema (5.2.8), (5.2.9),

a = a(s, ϕ, E)
def
=

1
2π

∮

Γs,ϕ(E)
p dq, (5.2.13)

entonces el período T de Γs,ϕ(E) está dado por

T =
1

2π

∂a
∂E

(s, ϕ, E). (5.2.14)

Es claro que a y T son funcione suaves definidas en la base (∆ × S1) × (E1, E2) de
la fibración G.

El resultado que se enuncia a continuación es consecuencia de las dos hipótesis
anteriores y se demostrará en varias etapas ya que es necesario introducir varios
conceptos requeridos para su prueba.

Proposición 5.1 Las hipótesis (H1) y (H2) implican lo siguiente:

(a) Las funciones a y T son independientes de ϕ,

a = a(s, E) y T = T(s, E). (5.2.15)

(b) La fibración del dominio M por medio órbitas periódicas de VG es un S1-haz trivial;

esto es, existe una sección suave L : (∆ × S1) × (E1, E2) → M,

G ◦ L = id. (5.2.16)

Antes de probar esta proposición vamos a discutir algunas de las propiedades
del campo vectorial VG (5.2.11).

(i) Toros invariantes quasi-periódicos y el invariante de Poincaré–Cartan. Consideremos
el campo vectorial X0 (5.1.14) del sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13),

X0 = ω1(s)
∂

∂ϕ
+ VH1

,

donde la parte vertical VH1
está dada por (5.2.10). De (5.2.1) se sigue que X0

conmuta con VG,

[ X0, VG ] = Vω1
∂G
∂ϕ

+ [ VH1
, VG ] = Vω1

∂G
∂ϕ

+ V{H1,G}2
= 0, (5.2.17)

de lo cual se concluye que las integrales de movimiento s y G de X0 son funcional-
mente independientes en M. Consideremos ahora la transformación de momento

J : M → ∆ × (E1, E2),

J (s, ϕ, p, q) =
(
s, G(s, ϕ, p, q)

)
.
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Es claro que X0 y VG son tangentes a cada conjunto de nivel

Λs,E = J −1(s, E),

y se sigue que Λs,E está foliado por trayectorias periódicas de VG,

Λs,E =
⋃

ϕ∈S1

Γ̃s,ϕ(E).

En particular, esto nos dice que Λs,E es una 2-variedad compacta y conexa. De
la discusión anterior y del Teorema de Liouville–Arnold se deriva el siguiente
resultado.

Lema 5.2 Para cada (s, E) ∈ ∆ × (E1, E2), el conjunto de nivel Λs,E es difeomorfo a un

2-toro, en el cual, el movimiento a lo largo de las trayectorias de X0 es quasi-periódico .

De esto se sigue que X0 es un campo vectorial completo en M. Si denotamos
por Fl

t
X0

el flujo del campo vectorial X0 y tomando en cuenta que éste conmuta con
VG, se tiene que el flujo Fl

t
X0

transforma cada trayectoria de VG en otra trayectoria
de este campo vectorial. Así,

Fl
t
X0

(
Γ̃s,ϕ(E)

)
= Γ̃s,ϕ′(E), (5.2.18)

para ϕ′ = ϕ + ω1(s) t. Notemos que

a =
1

2π

∮

Γ̃s,ϕ(E)

(
p dq − H1

dϕ

ω1

)
.

De esta relación y de las propiedades del invariante de Poincaré–Cartan [1, 6], se
sigue que a no depende de ϕ. Esto prueba la parte (a) de la Proposisición 5.1.

(ii) El número de rotaciones. Fijemos (s, ϕ) ∈ ∆ × S1 y E ∈ (E1, E2). Esto nos
determina una trayectoria periódica Γ̃s,ϕ(E). Tomemos ahora un punto arbitrario
m0 = (s, ϕ, p0, q0) ∈ Γ̃s,ϕ(E). La trayectoria de X0 que comienza en el punto m0

intersecta de nuevo la trayectoria Γ̃s,ϕ(E) en el punto m1 al tiempo t0 = 2π/ω1(s)
(el tiempo del primer retorno),

Fl
t0
X0

(m0) = m1 ∈ Γ̃s,ϕ.

Sea τ el tiempo a lo largo de la trayectoria de VG, desde m0 hasta m1,

Fl
τ
VG

(m0) = m1.

Lema 5.3 El tiempo τ no depende de la elección del punto m0 ∈ Γ̃s,ϕ(E) ni del valor de

ϕ; es decir, τ = τ(s, E) es una función suave en ∆ × (E1, E2).
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Demostración. El tiempo τ está determinado por la condición

Fl
t0
X0

(m0) = Fl
τ
VG

(m0).

Sea m̃0 = Fl
t
VG

(m0) otro punto en Γ̃s,ϕ(E). Dado que los flujos de X0 y VG conmutan,
se tiene

Fl
t0
X0

(m̃0) = Fl
t0
X0
◦ Fl

t
VG

(m0) = Fl
t
VG

(
Fl

t0
X0

(m0)
)

= Fl
t
VG

◦ Fl
τ
VG

(m0) = Fl
τ
VG

(m̃0).

La independencia de τ con respecto a ϕ se sigue de (5.2.18).

Consideremos ahora los campos vectoriales

Y1 =
1

ω1(s)
X0 − τ(s, G)

2π
VG, Y2 =

T(s, G)

2π
VG. (5.2.19)

Se tiene así el siguiente resultado.

Lema 5.4 Los campos vectoriales Y1 y Y2 en (5.2.19) tienen las propiedades siguientes:

(1) Y1 y Y2 son linealmente independientes en M y conmutan entre sí.

(2) Todas las trayectorias de Y1 y Y2 son periódicas, con período igual a 2π.

(3) Cualesquiera dos trayectorias γ1 y γ2 de Y1 y Y2, respectivamente, que pertenezcan

al toro Λs,E, forman una base de 1-ciclos. En particular,

π(γ1) = {s} × S1

Demostración. (1) se sigue directamente de (5.2.17). Mostraremos ahora que Y1 es
2π-periódico. Es claro que

Fl
t
Y1

= Fl
t
[1/ω1(s)]X0

◦ Fl
−t
Y2

.

Luego, si tomamos en cuenta que

Fl
2π
[1/ω1(s)]X0

= Fl
t0
X0

, Fl
2π
Y2

= Fl
τ
VG

,

de las definiciones para t0 y τ, se deriva Fl
2π
Y1

= id.

Corolario 5.5 En Λs,E se tiene la siguiente descomposición

X0 = ω1(s) Y1 + ω2(s, E) Y2,

donde ω1 y ω2 son las frecuencias del movimiento quasi-periódico, con ω1 dada por (5.1.8),
los campos Y1 y Y2 definidos por (5.2.19) y donde ω2 está dada por

ω2(s, E) = ω1(s)
τ(s, E)

T(s, E)
. (5.2.20)
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La discusión anterior nos permite introducir el siguiente concepto.

Definición 5.6 El número

β(s, E)
def
=

ω2(s, E)

ω1(s)
≡ τ(s, E)

T(s, E)
, (5.2.21)

se llama el número de rotaciones del flujo del campo vectorial X0 relativo al flujo del

campo vectorial VG.

(iii) Construcción de la sección L. En esta parte mostraremos que existen funciones
suaves p0(s, ϕ, E) y q0(s, ϕ, E) que satisfacen las propiedades siguientes:

p0(s, ϕ + 2π, E) = p0(s, ϕ, E), q0(s, ϕ + 2π, E) = q0(s, ϕ, E), (5.2.22)

y
G
(
s, ϕ, p0(s, ϕ, E), q0(s, ϕ, E)

)
= E, (5.2.23)

para todo (s, ϕ, E) ∈ ∆1 × S1 × (E1, E2). Luego, una sección L (5.2.16) está dada
por

L(s, ϕ, E) =
(
s, ϕ, p0(s, ϕ, E), q0(s, ϕ, E)

)
. (5.2.24)

Vamos a describir la construcción de L de manera más explícita. Primeramente,
debemos notar que es posible definir L en ϕ = 0, esto es, existen funciones suaves
p̃ 0(s, E) y q̃ 0(s, E) que satisfacen (5.2.22). De hecho, consideremos la restricción
G0 : M0 → ∆ × (E1, E2) de la submersión sobreyectiva propia G (5.2.12) al sub-
conjunto M0 = M∩ {ϕ = 0}. Esta es una fibración sobre una base contractible
y por el Teorema de Trivialización de Ehresmann [? ], existe una sección suave
L̃ : ∆ × (E1, E2) → M0,

L̃(s, E) =
(
s, 0, p̃ 0(s, E), q̃ 0(s, E)

)
.

De esta manera, para definir L, podemos extender L̃ para todo ϕ ∈ S1, por medio
del flujo Fl

t
Y1

del campo vectorial Y1 en (5.2.19). El sistema dinámico de Y1 es de la
forma

ṡ = 0, (5.2.25)

ϕ̇ = 1, (5.2.26)

ṗ = −
(

1
ω1

∂H1

∂q
− τ

2π

∂G

∂q

)
(5.2.27)

q̇ =

(
1

ω1

∂H1

∂p
− τ

2π

∂G

∂p

)
. (5.2.28)

Ahora, tomando en cuenta que G es una integral de movimiento de Y1 y la peri-
odicidad del flujo,

Fl
t+2π
Y1

= Fl
t
Y1

,

definimos
L(s, ϕ, E) = Fl

ϕ
Y1

(
L̃(s, E)

)
. (5.2.29)
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Esto nos dice que las funciones p0(s, ϕ, E) y q0(s, ϕ, E) en (5.2.22) se definen como
solución del problema de Cauchy para el sistema (5.2.25)-(5.2.28), con datos ini-
ciales p̃ 0(s, E), q̃ 0(s, E), lo cual demuestra la parte (b) de la Proposición 5.1.

De la discusión anterior, podemos reformular la hipótesis (H2) en los términos
siguientes.

Corolario 5.7 Si existe un dominio abierto M ⊂ (R × S1) × R2 de tal manera que

π(M) = ∆ × S1 y M está foliado trivialmente por las trayectorias periódicas del campo

vectorial vertical Hamiltoniano VG, entonces se cumple la hipótesis (H2).

Reducibilidad. La propiedad (5.2.15) y la existencia de la sección L hacen que sea
posible construir las variables acción-ángulo para el sistema Hamiltoniano (5.2.8),
(5.2.9), las cuales varían de manera suave con los parámetros s ∈ ∆ ⊂ R y ϕ ∈ S1.

Consideremos también la variedad producto N = (R × S1) × (R × S1) con
coordenadas (s1, ϕ1(mod 2π), s2, ϕ2(mod 2π)) y sea υ : N → (R × S1) la proyec-
ción natural en el primer factor. De esta manera, N es el espacio total de un haz
fibrado simpléctico trivial cuya estructura simpléctica en las fibras es ds2 ∧ dϕ2.
Tenemos entonces dos haces fibrados triviales, simplécticos, π y υ sobre la misma
base R × S1.

Por otro lado, para cada (s, ϕ) ∈ ∆ × S1, la trayectoria periódica Γs,ϕ(E) en
(5.2.3) se define en forma paramétrica como

Γs,ϕ(E) =
{

p = p
(
s, ϕ, E, 2πt/T(s, E)

)
, q = q

(
s, ϕ, E, 2πt/T(s, E)

)}
,

donde (
p
(
s, ϕ, E, 2πt/T(s, E)

)
, q
(
s, ϕ, E, 2πt/T(s, E)

))
,

es la solución del sistema Hamiltoniano (5.2.8), (5.2.9) con condiciones iniciales
asociadas a la sección L,

p
∣∣
t=0 = p0(s, ϕ, E), q

∣∣
t=0 = q0(s, ϕ, E).

Denotemos por E = E(s1, s2) la solución de la ecuación

s2 = a(s1, E), (5.2.30)

donde (s1, s2) varía sobre el dominio abierto,

D =
⋃

s1∈∆

{s1} × ∆(s1) ⊂ R2. (5.2.31)

Aquí, ∆(s1) es un subconjunto de la imagen de {s1} × (E1, E2) bajo la acción a, es
decir, ∆(s1) =

{
s2 = a(s1, E) | E ∈ (E1, E2)

}
y E es una función suave en D,

Definición 5.8 Sea ι : N → R2 ×T2 la identificación canónica dada por ι(s1, ϕ1, s2, ϕ2) =
(s1, s2, ϕ1, ϕ2). Decimos que un subconjunto U ⊂ N es un dominio toroidal simple en

N si υ(U) = ∆ × S1 y además, ι(U) = DU × T2, donde DU ⊂ R2 es un subconjunto

abierto, conexo y simplemente conexo.
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De esta manera, es claro que el conjunto

N def
=

⋃

s1∈∆

{s1} × S1 × ∆(s1)× S1 ⊂ N, (5.2.32)

es un dominio toroidal simple en N con DN = D en (5.2.31). Notemos, además,
que los dominios M y N son subhaces fibrados de π y υ, respectivamente, sobre
la misma base ∆ × S1. En estas condiciones, sea R : N → M la transformación
definida por

R(s1, ϕ1, s2, ϕ2)
def
=
(

s1, ϕ1, p(s1, ϕ1, E, ϕ2), q(s1, ϕ1, E, ϕ2)
)∣∣∣

E=E(s1,s2)
. (5.2.33)

Se tiene así que la transformación R satisface las propiedades siguientes:

(1) R es un difeomorfismo de haces que cubre la identidad,

υ = π ◦ R.

(2) Para cada elemento fijo (s, ϕ) ∈ ∆ × S1 se tiene que la transformación in-
versa R−1

s,ϕ : Us,ϕ → ∆(s1)× S1 define las variables acción-ángulo del sistema
Hamiltoniano (5.2.8), (5.2.9) asociado a la sección L (Esto lo aclaramos más
adelante).

Estamos ahora en condiciones de formular el principal resultado sobre la re-
ducibilidad del sistema (5.1.10)-(5.1.13).

Teorema 5.9 Sea X0 el campo vectorial del sistema dinámico no-perturbado (5.1.10)-
(5.1.13) y supongamos que se cumplen las condiciones (H1), (H2). Entonces existen fun-

ciones suaves A : M → ∆(s1), φ : M → S1 y un difeomorfismo de haces T : M → N
que cubre a la identidad,

T (s, ϕ, p, q) =
(
s, ϕ, A(s, ϕ, p, q), φ(s, ϕ, p, q)

)
, (5.2.34)

con las siguientes propiedades:

(a) El sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13) se transforma, bajo T , a una forma nor-
mal. Esto es, el sistema dinámico del campo vectorial T∗X0 está dado por

ṡ1 = 0, (5.2.35)

ϕ̇1 = ω1(s1), (5.2.36)

ṡ2 = 0, (5.2.37)

ϕ̇2 = ω2(s1, s2), (5.2.38)

donde ω2 es una función suave en las variables (s1, s2) ∈ D.
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(b) T es una transformación canónica con respecto al corchete { , }2, es decir,

{A, φ}2 =
∂A

∂p

∂φ

∂q
− ∂A

∂q

∂φ

∂p
= 1. (5.2.39)

Demostración. Por medio de la variable acción a(s, E) (5.2.13) y la integral de
movimiento G de la hipótesis (H1) definimos la función A por

A(s, ϕ, p, q)
def
= a

(
s, G(s, ϕ, p, q)

)
. (5.2.40)

De la relación (5.2.1) se sigue, por un cálculo directo, que A es una integral de
movimiento de X0 (5.1.14),

LX0
A = ω1

∂A

∂ϕ
+ {H1, A}2 =

∂a
∂E

LX0
G = 0. (5.2.41)

Más aún, las integrales de movimiento s y A son independientes (sus gradientes
son linealmente independientes).

Dada una sección L (5.2.29), considere la transformación R en (5.2.33). Luego,
para (s, ϕ) ∈ ∆ × S1 fijo, la transformación inversa R−1

s,ϕ : Us,ϕ → ∆(s1) × S1 es de
la forma

R−1
s,ϕ(p, q) =

(
A(s, ϕ, p, q), φ0(s, ϕ, p, q)

)
,

donde la variable ángulo φ0 corresponde a la renormalización del tiempo t a lo largo
de la trayectoria periódica Γs,ϕ(E),

φ0 =
2πt

T(s, E)
(mod 2π). (5.2.42)

Por lo tanto, (A, φ0) son precisamente las variables acción-ángulo del sistema Ha-
miltoniano (5.2.8)-(5.2.9), de lo cual se obtiene

{A, φ0}2 = 1. (5.2.43)

Notemos que la variable acción A es independiente de la elección de la sección L

y que la variable ángulo se transforma, bajo variaciones de L, como φ0 7→ φ0 +
χ, donde χ es una función suave arbitraria que es constante a lo largo de las
trayectorias periódicas Γ̃s,ϕ(E).

Definimos ahora la siguiente función:

θ
def
= ω1(s)

∂φ0

∂ϕ
+ {H1, φ0}2. (5.2.44)

De las relaciones (5.2.41) y (5.2.43), junto con la identidad de Jacobi para el corchete
{ , }2 se obtiene que

{θ, A}2 = 0, (5.2.45)
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lo cual se ve fácilmente por medio de un cálculo directo:

{θ, A}2 = ω1

{
∂φ0

∂ϕ
, A

}

2
+ {{H1, φ0}2, A}2

= ω1

{
∂φ0

∂ϕ
, A

}

2
− {{φ0, A}2, H1}2 − {{A, H1}2, φ0}2

= ω1

{
∂φ0

∂ϕ
, A

}

2
− {{A, H1}2, φ0}2 = ω1

{
∂φ0

∂ϕ
, A

}

2
− ω1

{
∂A

∂ϕ
, φ0

}

2

= ω1
∂

∂ϕ
{φ0, A}2 = 0.

De las relaciones (5.2.44) y (5.2.45) se sigue que la función θ es de la forma

θ = Θ
(
s, ϕ, A(s, ϕ, p, q)

)
, (5.2.46)

donde Θ = Θ(s1, ϕ1, s2) es una función suave, 2π-periódica en ϕ1.

Consideremos ahora la transformación

T0 : (s1, ϕ1, s2, ϕ2) 7→
(

s1, ϕ1, A(s1, ϕ1, p, q), φ0(s1, ϕ1, p, q)
)

.

De (5.2.41) se tiene que

(T0)∗X0 = ω1
∂

∂ϕ1
+

(
ω1

∂A

∂ϕ1
+ {A, H1}2

)
∂

∂s2
+

(
ω1

∂φ0

∂ϕ1
+ {φ0, H1}2

)
∂

∂ϕ2

= ω1
∂

∂ϕ1
+

(
ω1

∂φ0

∂ϕ1
+ {φ0, H1}2

)
∂

∂ϕ2
, (5.2.47)

lo cual implica que el sistema dinámico que se obtiene del “push-forward” (T0)∗X0

es de la forma

ṡ1 = 0,

ϕ̇1 = ω1(s1),

ṡ2 = 0,

ϕ̇2 = Θ(s1, ϕ1, s2).

Introducimos ahora una nueva variable cíclica de la siguiente manera:

φ(s1, ϕ1, p, q) = φ0(s1, ϕ1, p, q) + χ
(
s1, ϕ1, A(s1, ϕ1, p, q)

)
, (5.2.48)

donde
χ = χ(s1, ϕ1, s2) = χ(s1, ϕ1 + 2π, s2), (5.2.49)

es una función suave. Así, la transformación T en (5.2.34), con A y φ definidas por
(5.2.40) y (5.2.48), respectivamente, satisface las propiedades (a) y (b) del teorema.
En efecto, notemos que la condición (b) se sigue de (5.2.43) y (5.2.48). Con respecto
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a la condición (a), notemos que de (5.2.47), ésta se cumple si la función φ satisface
la ecuación

ω1
∂φ

∂ϕ1
+ {H1, φ}2 = ω2

(
s1, A(s1, ϕ1, p, q)

)
. (5.2.50)

Luego, tomando en cuenta (5.2.41) y (5.2.44) vemos que (5.2.50) se expresa, en
términos de χ como

ω1(s1)
∂χ

∂ϕ1
(s1, ϕ1, s2) = ω2(s1, s2) − Θ(s1, ϕ1, s2). (5.2.51)

Sea

ω2(s1, s2) =
1

2π

∫ 2π

0
Θ(s1, ϕ1, s2)) dϕ1. (5.2.52)

Se sigue que la ecuación (5.2.51) tiene una solución χ que satisface (5.2.49) y es de
la forma

ω1(s1)χ = ω2(s1, s2)ϕ1 −
∫ ϕ1

0
Θ(s1, ϕ′

1, s2)dϕ′
1. (5.2.53)

Esto termina la demostración del teorema.

Una consecuencia directa del Teorema 5.9 es la siguiente: Para cada (c1, c2) ∈ D

(5.2.31), la imagen inversa bajo T de cada toro T2 = {s1 = c1, s2 = c2} ⊂ N es un
toro en M. Esto lo formulamos en el siguiente resultado.

Corolario 5.10 Bajo las hipótesis (H1), (H2), el espacio fase M está trivialmente foliado

por los 2-toros invariantes del sistema no-perturbado X0,

Λc1,c2 = T −1(T2
c1,c2

) = {s1 = c1, A(s1, ϕ1, p, q) = c2}, (5.2.54)

en los cuales el movimiento a lo largo de las trayectorias de X0 es quasi-periódico con

frecuencias ω1(c1) y ω2(c1, c2), que están dadas por (5.1.8) y (5.2.52), respectivamente.

Sistemas Hamiltonianos lineales periódicos en R2. En esta parte ilustramos con
un ejemplo, algunos de los conceptos y resultados de las secciones anteriores. En
particular, consideramos el caso cuando la función H1 en (5.1.2) es cuadrática en
las variables p y q,

H1 =
1
2

(
w1p2 + 2 w2 p q + w3q2),

donde wi = wi(s1, ϕ1), (i = 1, 2, 3) son funciones suaves y 2π-periódicas en ϕ1.
Así, el sistema (5.1.10)-(5.1.13) toma la forma

ṡ1 = 0, (5.2.55)

ϕ̇1 = ω1(s1), (5.2.56)
[

ṗ

q̇

]
= J W(s1, ϕ1)

[
p

q

]
. (5.2.57)
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En este caso,

W(s1, ϕ1) =

[
w1(s1, ϕ1) w2(s1, ϕ1)
w2(s1, ϕ1) w3(s1, ϕ1)

]
, J =

[
0 −1
1 0

]
.

Así, este sistema se asocia con una familia de sistemas Hamiltonianos lineales en
R2, que son periódicos en el tiempo.

Recordemos de [25] que un sistema Hamiltoniano lineal periódico se dice ser
estable (en el sentido de Lyapunov) si todas sus soluciones son acotadas para t ∈
(−∞, ∞). Más aún, un sistema Hamiltoniano lineal periódico y estable es llamado
fuertemente estable (o paramétricamente estable), si toda perturbación Hamiltoniana
T-periódica, suficientemente pequeña, de ese sistema, es también estable.

Para los propósitos de este ejemplo, es necesario suponer que nuestro sistema
satisface la Hipótesis de Estabilidad Fuerte:

(HEF) Para todo s1 ∈ ∆1 el sistema (5.2.55)-(5.2.57) es fuertemente estable.

Antes de proseguir, debemos recordar algunos hechos de la teoría de sistemas
Hamiltonianos lineales, que pueden ser consultados en [25]. Primeramente, el cri-
terio de estabilidad para el sistema (5.2.55)-(5.2.57) se puede formular en términos
de su matriz de monodromía. Sea F(s1, ϕ1) la solución fundamental del problema
lineal

ω1
dF

dϕ1
= J W(s1, ϕ1) F (5.2.58)

F(s1, 0) = I. (5.2.59)

Es claro que F es una función suave en s1, ϕ1, que toma valores en Sp(1, R) y
además, det F(s1, ϕ1) = 1. De esta manera, en términos de la matriz de mon-
odromía M(s1) = F(s1, 2π), la condición de estabilidad (HEF) se formula como
sigue:

−2 < tr M(s1) < 2, ∀ s1 ∈ ∆.

Esto nos dice que el espectro de la matriz de monodromía M(s1) es simple y
pertenece al círculo unitario en el plano complejo,

Spec M(s1) =
{

exp
(
±2π i β(s1)

)}
,

donde β(s1) > 0.

Con el sistema (5.2.55)-(5.2.57) asociamos la ecuación de Riccati para una fun-
ción (s1, ϕ1) 7→ D(s1, ϕ1) (que depende de s1 como parámetro), con valores en
C:

ω1
∂D
∂ϕ1

+ w1D2 + 2 w2D + w3 = 0. (5.2.60)
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Proposición 5.11 La hipótesis (HEF) es equivalente a la siguiente condición: Existe una

única solución suave D(s1, ϕ1) = D1(s1, ϕ1) + i D2(s1, ϕ1) de la ecuación de Riccati

(5.2.60) que satisface las propiedades siguientes:

D2(s1, ϕ1) > 0, (5.2.61)

D(s1, ϕ1 + 2π) = D(s1, ϕ1), (5.2.62)

para todo (s1, ϕ1) ∈ ∆ × S1.

Observación 5.12 La existencia de una solución suave D : ∆ × S1 → C con parte

imaginaria positiva tiene una interpretación geométrica [25]: en la complexificación (∆ ×
S1)× C2 → ∆ × S1, la solución D determina el subhaz Kahleriano

(s1, ϕ1) 7→ {p = D(s1, ϕ1) q}

el cual es invariante con respecto al flujo del sistema (5.2.55)–(5.2.57).

Proposición 5.13 Bajo la condición de estabilidad fuerte (HEF) el sistema (5.2.55)-(5.2.57)
admite una integral de movimiento G : (∆ × S1) × R2 → R, la cual está dada por

G(s1, ϕ1, p, q) =
1

2D2

[
(p −D1q)2 + (D2 q)2

]
. (5.2.63)

De esta manera, se cumplen las hipótesis (H1) y (H2).

Para demostrar este hecho, fijemos E1 y E2, arbitrarios, de tal manera que
0 < E1 < E2. El sistema dinámico del campo vectorial Hamiltoniano VG se integra
fácilmente ya que se reduce al oscilador armónico bajo el cambio canónico de
variables

p 7→ (p −D1 q)√D2
, q 7→

√
D2 q. (5.2.64)

Luego, para todo E ∈ (E1, E2), la trayectoria periódica Γs1,ϕ1(E) de VG tiene período
T = 2π con variables acción-ángulo

a(s1, E) = E, φ0 = t. (5.2.65)

Tomamos ahora una sección L definiendo

p0(s1, ϕ1, E) =
√

2 E D2(s1, ϕ1), q0(s1, ϕ1, E) = 0.

De (5.2.30) y (5.2.65) se tiene que E(s1, s2) = s2. Luego, el difeomorfismo R en
(5.2.33) está dado por

Rs1,ϕ1 : (s2, ϕ2) 7→ (p, q) =

(
√

2s2

(√
D2 cos ϕ2 +

D1√D2
sen ϕ2

)
,

√
2s2

D2
sen ϕ2

)
.
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La transformación inversa R−1 queda definida por las relaciones

A(s1, ϕ1, p, q) =
1

2D2

[
(p −D1q)2 + (D2 q)2

]
, (5.2.66)

φ0 = arctan
(

p −D1 q

D2

)
. (5.2.67)

De esto y usando la ecuación de Riccati, calculamos la evolución temporal de φ0

a lo largo de las trayectorias del sistema original (5.2.55)-(5.2.57) y derivamos la
fórmula siguiente para la función Θ en (5.2.46),

Θ(s1, ϕ1) = w1(s1, ϕ1)D2(s1, ϕ1).

La transformación T que reduce el sistema a la forma (5.2.35)-(5.2.38) está dada
por la fórmula (5.2.34) bajo la sustitución ϕ2 7→ ϕ2 + χ, donde

χ =
1

ω1(s1)

[
ω2(s1) ϕ1 −

∫ ϕ1

0
w1(s1, ϕ′

1)D2(s1, ϕ′
1)dϕ′

1

]
, (5.2.68)

ω2(s1) =
1

2π

∫ 2π

0
w1(s1, ϕ1)D2(s1, ϕ1)dϕ1. (5.2.69)

Por lo tanto, la transformación T (5.2.34) queda definida por las funciones A en
(5.2.66) y

φ = arctan
(

p −D1 q

D2

)
+ χ(s1, ϕ1).

Notemos que los exponentes de Floquet β(s1) están relacionados con las frecuen-
cias a través de las relaciones siguientes:

β(s1) =
ω2(s1)

ω1(s1)
.

Observación 5.14 Notemos que la transformación T es precisamente una modificación

de la transformación estándar de Floquet–Lyapunov L : (∆1 × S1)×R2 → (∆1 × S1)×
R2 dada por

Ls1,ϕ1 = exp
(

ϕ1

ω1(s1)
K(s1)

)
◦ F−1(s1, ϕ1).

En este caso K(s1) = ω1(s1)
2π ln M(s) y existe una rama real del logaritmo de M(s1) debido

a la hipótesis de estabilidad. Luego, K(s1) ∈ sp(1, R) y los valores propios de K(s1) son

± i ω2(s1). Bajo la transformación L , el sistema (5.2.55)-(5.2.57) se reduce a la forma

constante

ṡ1 = 0,

ϕ̇1 = ω1(s1),
[

ṗ

q̇

]
= K(s1)

[
p

q

]
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De esta manera, podemos escoger funciones vectoriales suaves ei : ∆1 → R2 (i = 1, 2),
tales que

K(s1) e1(s1) = −ω2(s1) e2(s1),

K(s1) e2(s1) = ω2(s1) e1(s1),

y T = T0 ◦ L , donde T0 : (∆1 × S1) × R2 \ {0} → (∆1 × S1) × (R1
+ × S1) es la

transformación con inversa

(s1, ϕ1, p, q) 7→
√

2p

ω2(s1)
cos q e1(s1) +

√
2p

ω2(s1)
sen q e2(s1).

5.3 Transformaciones gauge exactas

En esta parte vamos a estudiar de manera un poco más general el tipo de trans-
formaciones T (5.2.34) que se introdujeron en el Teorema 5.9.

Al igual que en la sección anterior, sean M = (R × S1)× R2 y N = (R × S1)×
(R×S1), con coordenadas (s, ϕ (mod 2π), p, q) y (s1, ϕ1 (mod 2π), s2, ϕ2 (mod 2π)),
respectivamente. Consideremos las fibraciones π : M → R × S1 y υ : N → R × S1

que definen los correspondientes haces fibrados simplécticos, triviales. Si M ⊂ M

y N ⊂ N son dos dominios abiertos tales que π(M) = ∆ × S1 = υ(N ), en-
tonces podemos verlos como los espacios totales de los subhaces fibrados triviales
π
∣∣
M : M → ∆ × S1 y υ

∣∣
N : N → ∆ × S1, sobre la misma base, la cual tiene estruc-

tura simpléctica ds ∧ dϕ. En este caso, las fibras Ms,ϕ = π−1(s, ϕ) ⊂ R2 y Ns1,ϕ1 =

υ−1(s1, ϕ1) ⊂ R × S1 tienen estructuras simplécticas dp ∧ dq y ds2 ∧ dϕ2, respec-
tivamente. Aquí estamos interesados en el caso cuando π1(Ms,ϕ) = π1(Ns1,ϕ1) =

Z.

Adicionalmente a las hipótesis anteriores, supongamos que se tiene dado un
difeomorfismo de haces T : M → N que preserva las fibras y es la identidad en
la base,

T (s, ϕ, p, q)
def
=
(
s1, ϕ1, A(s, ϕ, p, q), φ(s, ϕ, p, q)

)
, (5.3.1)

para funciones suaves A = A(s, ϕ, p, q) y φ = φ(s, ϕ, p, q) en M, tales que A(s, ϕ, p, q) ∈
R y φ(s, ϕ, p, q) ∈ S1 (ver Teorema 5.9). Al difeomorfismo T definido por (5.3.1) lo
llamaremos una transformación gauge.

Se sigue directamente de (5.3.1) que se cumplen las siguientes relaciones:

s2 ◦ T = A, ϕ2 ◦ T = φ. (5.3.2)

Por otra parte, para cada elemento fijo (s, ϕ) ∈ ∆ × S1, denotemos por Ts,ϕ :
Ms,ϕ → Ns1,ϕ1 la función sobre las fibras definida por

Ts,ϕ(p, q)
def
=
(

A(s, ϕ, p, q), φ(s, ϕ, p, q)
)

. (5.3.3)
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Es claro que T (s, ϕ, p, q) =

(
s1, ϕ1, Ts,ϕ(p, q)

)
. En estas condiciones, asociamos a

T la siguiente 1-forma en Ms,ϕ:

αs,ϕ
def
= T ∗

s,ϕ(s2 dϕ2)− p dq. (5.3.4)

Luego, por medio de un cálculo directo, se obtiene

T ∗
s,ϕ(s2 dϕ2) = A(s, ϕ, p, q)

(
∂φ

∂p
dp +

∂φ

∂q
dq

)
. (5.3.5)

Definición 5.15 Una transformación gauge T : M → N se dice ser exacta si

T ∗(ds2 ∧ dϕ2) = dp ∧ dq + dP, (5.3.6)

donde

P = P1(s, ϕ, p, q) ds + P2(s, ϕ, p, q) dϕ, (5.3.7)

es una 1-forma horizontal en M, y los coeficientes P1, P2 son funciones suaves y 2π-

periódicas en las variable ϕ. La 1-forma P en (5.3.7) es llamada una primitiva de T .

Denotemos por d1 y d2 las derivadas exteriores en M con respecto a cada uno
de los factores R × S1 y R2, respectivamente. Luego, d = d1 + d2 y d1 ◦ d2 =
d2 ◦ d1 = 0. Ahora podemos probar el criterio siguiente:

Proposición 5.16 Sea T : M → N una transformación gauge y supongamos que existe

una función suave K : M → R tal que

αs,ϕ = −d2K, (5.3.8)

para todo (s, ϕ) ∈ ∆ × S1. Entonces T es exacta, con primitiva dada por

P = A d1φ + d1K. (5.3.9)

Demostración. Notemos que de (5.3.4) y de (5.3.5) se tiene

αs,ϕ = A d2φ − p dq. (5.3.10)

Luego, de la hipótesis (5.3.8) y de (5.3.10) se obtiene

A d2φ = p dq − d2K. (5.3.11)

Por otro lado, tomado en cuenta (5.3.11), un cálculo directo nos muestra que

T ∗(ds2 ∧ dϕ2) = d (A dφ) = d(A d1φ) + d(A d2φ)

= dp ∧ dq + d(A d1φ) − d(d2K)

= dp ∧ dq + d(A d1φ) + d(d1K)

= dp ∧ dq + d (A d1φ + d1K) . (5.3.12)
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Así, comparando (5.3.6) con (5.3.12) proponemos

P = A d1φ + d1K,

por lo que se cumple (5.3.6) con P dada por (5.3.9). Finalmente, los coeficientes de
la 1-forma horizontal P en (5.3.7) están dados por

P1 = A
∂φ

∂s
+

∂K

∂s
, (5.3.13)

P2 = A
∂φ

∂ϕ
+

∂K

∂ϕ
. (5.3.14)

Esto termina la prueba de la proposición.

Observación 5.17 Notemos que T es una transformación canónica con respecto al corchete

{ , }2, ya que de (5.3.10) y (5.3.11) se tiene que A d2φ − p dq = −d2K, lo cual es equiva-

lente a

{A, φ}2 = 1. (5.3.15)

Además, de (5.3.10) y (5.3.11) también se tiene

αs,ϕ =

(
A

∂φ

∂p

)
dp +

(
A

∂φ

∂q
− p

)
dq = −∂K

∂p
dp − ∂K

∂
dq,

por lo que se obtienen las siguientes ecuaciones:

A
∂φ

∂p
= −∂K

∂p
, (5.3.16)

A
∂φ

∂q
= −∂K

∂q
+ p. (5.3.17)

Como una consecuencia directa de la Proposición 5.16 se prueba a continuación
un resultado el cual nos muestra que la transformación que se introdujo en el
Teorema 5.9 es un ejemplo importante de una transformación gauge exacta.

Corolario 5.18 Sea T : M → N el difeomorfismo en (5.2.34), donde las funciones

A = A(s, ϕ, p, q) y φ = φ(s, ϕ, p, q) están definidas por las relaciones (5.2.40) y (5.2.48),
respectivamente. Entonces T es una transformación gauge exacta.

Demostración. La condición (5.3.15) es precisamente la propiedad (5.2.39). Ahora
vamos a probar que también se cumple la condición (5.3.8), para lo cual es su-
ficiente encontrar una primitiva de αs,ϕ. Fijemos (s, ϕ) ∈ ∆ × S1. Se tiene que
Ms,ϕ = {(s, ϕ)} × Us,ϕ y el grupo fundamental del dominio Us,ϕ ⊂ R2 está gen-
erado por la trayectoria periódica Γs,ϕ(E) del sistema Hamiltoniano (5.2.8), (5.2.9).
Notemos que αs,ϕ es cerrada ya que de (5.3.4), (5.3.5) y de la propiedad (5.2.39) (o
bien (5.3.15)), se tiene

d2αs,ϕ =
(
{A, φ}2 − 1

)
dp ∧ dq = 0.
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Mostraremos ahora que αs,ϕ es exacta. De (5.2.15) y de la definición (5.2.40) de A,
se tiene que A

∣∣
Γs,ϕ(E)

= a(s, E). Tomando en cuenta (5.2.13) y (5.3.4), se deriva lo
siguiente:

∮

Γs,ϕ(E)
αs,ϕ =

∮

Γs,ϕ(E)
T ∗

s,ϕ(s2 dϕ2) −
∮

Γs,ϕ(E)
p dq

=

∫ 2π

0
a(s, E) dφ − 2π a(s, E) = 0.

Finalmente, dada una sección L en (5.2.29) y fijando E ∈ (E1, E2), definimos la
primitiva Ks,ϕ de αs,ϕ, dependiente de manera suave de s y ϕ, vistos como parámet-
ros, por medio de la fórmula

Ks,ϕ(p, q) = −
∫ (p,q)

(p0,q0)
αs,ϕ, (5.3.18)

donde la integral se toma sobre cualquier curva que une el punto dado (p, q) ∈
Us,ϕ con el punto

(
p0(s, ϕ, E0), q0(s, ϕ, E0)

)
asociado con L. Es claro que de (5.3.18)

se tiene −d2Ks,ϕ = αs,ϕ, con lo cual se demuestra el teorema.

Definición 5.19 Al difeomorfismo T : M → N definido por (5.2.34), con A y φ dadas

por (5.2.40) y (5.2.48) respectivamente, le llamaremos una transformación gauge exacta
asociada al sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13).

Consideremos nuevamente el espacio fase M con estructura simpléctica no-
uniforme dada por

Ω
ε
0 = ds ∧ dϕ + ε dp ∧ dq. (5.3.19)

En estas condiciones, el siguiente resultado justifica el término transformación gauge

exacta.

Corolario 5.20 Si T : M → N es una transformación gauge exacta, entonces

T∗Ω
ε
0 = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − dQ̃, (5.3.20)

donde

Q̃ = T∗P = Q̃1(s1, ϕ1, s2, ϕ2) ds1 + Q̃2(s1, ϕ1, s2, ϕ2) dϕ1, (5.3.21)

es una forma horizontal en N y P = P1ds1 + P2dϕ1 es la primitiva de T (5.3.6), (5.3.7).
En este caso se tiene que

Q̃1 = P1 ◦ T −1 y Q̃2 = P2 ◦ T −1. (5.3.22)

Recíprocamente, si T : M → N es una transformación gauge que satisface (5.3.20),
entonces T es exacta.
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En la Sección 5.4 mostraremos que dada una forma horizontal Q y para cualquier
ε > 0, la 2-forma cerrada (5.3.20) es no-degenerada en un dominio abierto de N .
Este dominio es el espacio total de un subhaz de N → ∆ × S1. A la 2-forma
definida por (5.3.20) le llamaremos una estructura simpléctica deformada ( o Q̃-forma

simpléctica) en N .

Resumimos la discusión anterior en el siguiente resultado, el cual también nos
permitirá introducir una clase de sistemas a los que llamaremos sistemas Hamilto-

nianos perturbados modelo, que estudiaremos con más detalle en la Sección 5.5.

Teorema 5.21 Sea Xε el campo vectorial Hamiltoniano del sistema perturbado original(
M, Ωε

0, Hε

)
(5.1.4)-(5.1.7). Supongamos que el sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13)

satisface las hipótesis (H1), (H2) en un dominio M ⊂ M. Sea T : M → N la transfor-

mación gauge exacta asociada, la cual está dada por (5.2.34), (5.2.40), (5.2.48). Entonces

el “push-forward” T∗Xε de Xε bajo T es un sistema Hamiltoniano en N con respecto a

la estructura simpléctica deformada

Ω
ε
Q̃

def
= T∗Ω

ε
0 = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − dQ̃, (5.3.23)

y la función

H̃ε = Hε ◦ T = H̃0(s1) + ε H̃1(s1, ϕ1, s2, ϕ2) + O(ε2). (5.3.24)

En este caso, la forma horizontal Q̃ en N está definida por (5.3.21) y

H̃1
(
s1, ϕ1, A(s1, ϕ1, s2, ϕ2), φ(s1, ϕ1, s2, ϕ2)

)
= H1(s1, ϕ1, s2, ϕ2). (5.3.25)

Más aún, el sistema no-perturbado X̃0 ≡ X
H̃ε

∣∣
ε=0 de X

H̃ε
= T∗Xε coincide con (5.2.35)-

(5.2.38).

Un sistema Hamiltoniano que depende del parámetro ε,
(
N , Ωε

Q̃
, H̃ε

)
, en el cual

el Hamiltoniano satisface (5.3.25), lo llamaremos un sistema Hamiltoniano perturbado

modelo si el sistema no-perturbado X̃0 es de la forma

X̃0 = ω1(s1)
∂

∂ϕ1
+ ω2(s1, s2)

∂

∂ϕ2
.

Hasta aquí se ha completado lo que sería la primera etapa en lo que respecta a
la teoría de perturbaciones para una clase de sistemas Hamiltonianos de la forma
(5.1.4)-(5.1.7).

En las Sección 5.6 se da el siguiente paso en el cual se da la interpretación
del sistema no-perturbado X̃0 como un sistema Hamiltoniano completamente in-
tegrable. En particular, los 2-toros (5.2.54) vienen a ser toros de Liouville. Final-
mente, en la última etapa, Sección 5.8, se aplica el método de homotopía con el
fin de llevar al sistema Hamiltoniano perturbado original al contexto de la teoría
KAM.
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5.4 Estructuras simplécticas deformadas

En esta parte estudiaremos las estructuras simplécticas introducidas al final de
la sección anterior, que como ya hemos visto, surgen en el estudio de sistemas
Hamiltonianos con dos grados de libertad en el contexto de la teoría hamiltoniana
de perturbaciones.

El tipo de espacios fase que nos interesan son los dominios toroidales de la
forma N = (∆1 × S1) × (∆2 × S1), con ∆1, ∆2 ⊂ R intervalos abiertos (ver Defini-
ción 5.8). Sean (s1, ϕ1(mod 2π), s2, ϕ2(mod 2π)) coordenadas en el espacio N y
supongamos que está equipado con la familia de 2-formas

Ω
ε
Q = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε dQ, (5.4.1)

parametrizadas por la 1-forma horizontal Q en N ,

Q = Q1 ds1 + Q2 dϕ1, (5.4.2)

donde Qi = Qi(s1, ϕ1, s2, ϕ2), i = 1, 2, son funciones arbitrarias suaves en N y el
parámetro ε ∈ [0, 1]. Notemos que la 2-forma Ωε

Q en (5.4.1) coincide con la 2-forma
Ωε

Q̃
en (5.3.23) para Q̃ = Q.

De manera explícita, se tiene que la 2-forma Ωε
Q se expresa como

Ω
ε
Q =

[
1 − ε

(
∂Q2

∂s1
− ∂Q1

∂ϕ1

)]
ds1 ∧ dϕ1 + ε

∂Q1

∂s2
ds1 ∧ ds2 + ε

∂Q1

∂ϕ2
ds1 ∧ dϕ2

+ ε
∂Q2

∂s2
dϕ1 ∧ ds2 + ε

∂Q2

∂ϕ2
dϕ1 ∧ dϕ2 + εds2 ∧ dϕ2. (5.4.3)

Además, para ε = 0 se tiene que Ω0
Q = ds1 ∧dϕ1 es la 2-forma simpléctica canónica

en el cilindro ∆1 × S1. Además, si Q = 0 en (5.4.1), entonces se obtiene la forma
simpléctica

Ω̃
ε
0 = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2, (5.4.4)

la cual es una forma simpléctica no-uniforme en N .

Para cada ε ∈ [0, 1], la 2-forma Ωε
Q es cerrada. Sin embargo, para ε > 0, la

condición de no-degeneración depende de las funciones Q1 y Q2, por lo que es
necesario determinar un dominio adecuado en el espacio fase N en el cual esta
forma sea no-degenerada.

Para mostrar que la 2-forma Ωε
Q es no-degenerada podemos calcular el deter-

minante de su matriz asociada y probar que éste es siempre distinto de cero. En
este caso, en lugar de calcular directamente tal determinante, vamos a introducir
bases locales adecuadas para TN y Ω1(N ), de tal manera que la matriz de la 2-
forma (5.4.3) se exprese de un modo más sencillo. Para ello, recordemos que toda
forma horizontal Q induce una conexión de Ehresmann Γ (3.2.30), (3.2.31) en el
haz trivial π : N → ∆1 × S1 y los campos vectoriales que generan localmente la
distribución horizontal son precisamente los Γ-levantamientos horizontales de los
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campos vectoriales básicos ∂/∂s1 y ∂/∂ϕ1 en la base ∆1 × S1 (ver (3.2.14)). En esta
situación, esos campos vectoriales vienen dados por

hor1
def
=

∂

∂s1
+

(
−∂Q1

∂ϕ2

∂

∂s2
+

∂Q1

∂s2

∂

∂ϕ2

)
, (5.4.5)

hor2
def
=

∂

∂ϕ1
+

(
−∂Q2

∂ϕ2

∂

∂s2
+

∂Q2

∂s2

∂

∂ϕ2

)
. (5.4.6)

Se tiene así que {
hor1, hor2,

∂

∂s2
,

∂

∂ϕ2

}
, (5.4.7)

es una base local para TN . Más aún, si definimos las 1-formas

Γ1
def
= ds2 +

(
∂Q1

∂ϕ2
ds1 +

∂Q2

∂ϕ2
dϕ1

)
, (5.4.8)

Γ2
def
= dϕ2 −

(
∂Q1

∂s2
ds1 +

∂Q2

∂s2
dϕ1

)
, (5.4.9)

se sigue que

{ds1, dϕ1, Γ1, Γ2} , (5.4.10)

es una base local para el espacio de las 1-formas Ω1(N ), dual a la base (5.4.7).

Sea FQ la 2-forma definida en N por

FQ
def
= F12 ds1 ∧ dϕ1, (5.4.11)

donde

F12 = 1 − ε

[(
∂Q2

∂s1
− ∂Q1

∂ϕ1

)
+

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q2

∂s2

∂Q1

∂ϕ2

)]
. (5.4.12)

Notemos que FQ coincide con la 2-forma horizontal (3.2.44) introducida en la Sec-
ción 3.2. En este caso, la forma simpléctica en la base ∆1 × S1 es ds1 ∧ dϕ1 y la
estructura de Poisson vertical está dada en las fibras por el corchete { , }2 definido
en (5.2.2).

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado.

Proposición 5.22 Para cada ε > 0, la 2-forma Ωε
Q (5.4.1) se representa como

Ω
ε
Q = FQ + ε Γ1 ∧ Γ2, (5.4.13)

donde FQ está dada por (5.4.11) y Γ1, Γ2 se definen por (5.4.8), (5.4.9). Más aún, la

2-forma Ωε
Q es no-degenerada si y sólo si la forma FQ es no-degenerada, es decir, F12 6= 0.
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Demostración. Un cálculo directo nos muestra que la 2-forma ε Γ1 ∧ Γ2 está dada
por

ε Γ1 ∧ Γ2 = ε

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q2

∂s2

∂Q1

∂ϕ2

)
ds1 ∧ dϕ1 + ε

∂Q1

∂s2
ds1 ∧ ds2 + ε

∂Q1

∂ϕ2
ds1 ∧ dϕ2

+ ε
∂Q2

∂s2
dϕ1 ∧ ds2 + ε

∂Q2

∂ϕ2
dϕ1 ∧ dϕ2 + εds2 ∧ dϕ2,

por lo que comparando esta expresión con la de Ωε
Q en (5.4.3), se sigue claramente

la fórmula (5.4.13), con FQ definida por (5.4.11). Ahora sólo nos resta establecer
las condiciones de no-degeneración de Ωε

Q. Para ello, notemos que la matriz que
la representa puntualmente con respecto a la base (5.4.10) está dada por




0 F12 0 0

−F12 0 0 0

0 0 0 ε

0 0 −ε 0




, (5.4.14)

cuyo determinante es ε2F2
12. De esto se sigue que el determinante de la matriz

(5.4.14) es no-nulo si y sólo si F12 6= 0.

Corolario 5.23 Si ε > 0, la 2-forma Ωε
Q es no-degenerada en el dominio abierto

N ε
Q

def
= Dom(Ω

ε
Q) =

{
(s1, ϕ1, s2, ϕ2) ∈ N

∣∣ F12(s1, ϕ1, s2, ϕ2) 6= 0
}
⊂ N ,

donde F12 está dada por (5.4.12). Por lo tanto, Ωε
Q es una forma simpléctica en N ε

Q .

El dominio N ε
Q en el cual la 2-forma Ωε

Q es simpléctica puede extenderse a
todo el espacio fase N si tomamos el parámetro ε lo suficientemente pequeño
e imponemos condiciones un poco más fuertes para las funciones Q1 y Q2 que
definen la forma horizontal Q (5.4.2). Se tiene así el siguiente resultado.

Corolario 5.24 Si las funciones Q1 y Q2 en (5.4.2) están bien definidas y son suaves en

la cerradura de N , N = ∆1 × S1 × ∆2 × S1, entonces existe δQ > 0 tal que para todo ε

con 0 < ε < δQ se tiene que

N ε
Q = N .

Por lo tanto, Ωε
Q es una forma simpléctica en todo el espacio fase N .

Demostración. La función fQ definida por

fQ =

(
∂Q2

∂s1
− ∂Q1

∂ϕ1

)
+

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q2

∂s2

∂Q1

∂ϕ2

)
,
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es suave en el compacto N por lo que toma su valor máximo en este conjunto.
Además, se requiere que

F12 = 1 − ε fQ 6= 0. (5.4.15)

Si tomamos

δQ =
1

max
z∈N

{ | fQ (z)| } ,

se cumple 0 ≤ ε | fQ | < 1 para todo ε con 0 < ε < δQ , lo cual nos garantiza (5.4.15).

En vista del Corolario 5.24 y por simplicidad, vamos a suponer en lo que sigue
que 0 < ε < δQ , de tal modo que el dominio de la forma simplética Ωε

Q sea todo el
espacio fase N .

De esta manera, la estructura de Poisson, { , }ε
Q , que induce la forma simpléctica

Ωε
Q está definida en todo N y está dada por (ver (1.1.12)),

{F, G}ε
Q = Ω

ε
Q(XF , X

G
),

donde XF y XG son los campos Hamiltonianos de las funciones F, G ∈ C∞(N ),
respectivamente. Recordemos que en este caso, el corchete de Poisson { , }ε

Q define
el tensor de Poisson

Ψ
ε
Q

def
=

1
2

∑

i,j

(Ψ
ε
Q)ij ∂

∂zi
∧ ∂

∂zj
, (5.4.16)

donde las funciones componentes están definidas por

(Ψ
ε
Q)ij def

= {zi, zj}ε
Q ,

con z1 = s1, z2 = ϕ1(mod 2π), z3 = s2 y z4 = ϕ2(mod 2π).

Proposición 5.25 El corchete de Poisson { , }ε
Q en N que corresponde a la forma simpléc-

tica Ωε
Q está dado por

{s1, ϕ1}ε
Q =

1
F12

, {s1, s2}ε
Q = − 1

F12

∂Q2

∂ϕ2
, {s1, ϕ2}ε

Q =
1
F12

∂Q2

∂s2
,

(5.4.17)

{ϕ1, s2}ε
Q =

1
F12

∂Q1

∂ϕ2
, {ϕ1, ϕ2}ε

Q = − 1
F12

∂Q1

∂s2
, (5.4.18)

{s2, ϕ2}ε
Q =

1
ε

+
1
F12

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q2

∂s2

∂Q1

∂ϕ2

)
. (5.4.19)

Demostración. Si utilizamos la relación (1.1.13) y la expresión (5.4.13) para la forma
simpléctica Ωε

Q en la base (5.4.10), se tiene que la matriz asociada al tensor de
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Poisson Ψε

Q (5.4.16) en N está dada por




0 1
F12

0 0

− 1
F12

0 0 0

0 0 0 1
ε

0 0 − 1
ε 0




.

Luego, el tensor de Poisson se puede expresar en los siguientes términos:

Ψ
ε
Q =

1
F12

hor1 ∧ hor2 +
1
ε

∂

∂s2
∧ ∂

∂ϕ2
. (5.4.20)

De esto se sigue, haciendo los cálculos necesarios, que

Ψ
ε
Q =

(
1
F12

)
∂

∂s1
∧ ∂

∂ϕ1
−
(

1
F12

∂Q2

∂ϕ2

)
∂

∂s1
∧ ∂

∂s2
+

(
1
F12

∂Q2

∂s2

)
∂

∂s1
∧ ∂

∂ϕ2

+

(
1
F12

∂Q1

∂ϕ2

)
∂

∂ϕ1
∧ ∂

∂s2
−
(

1
F12

∂Q1

∂s2

)
∂

∂ϕ1
∧ ∂

∂ϕ2

+

[
1
ε

+
1
F12

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q2

∂s2

∂Q1

∂ϕ2

)]
∂

∂s2
∧ ∂

∂ϕ2
. (5.4.21)

Esto finaliza la prueba de la proposición.

5.5 Perturbaciones de sistemas modelo

Recordemos que en el Teorema 5.9 se introdujo una clase especial de sistemas
dinámicos (5.2.35)-(5.2.38) en dominios toroidales N = (∆1 × S1) × (∆2 × S1) que
resultan ser una forma normal de ciertos sistemas Hamiltonianos no-perturbados
(5.1.10)-(5.1.13), a través de una transformación gauge exacta T (5.2.34). Más aún,
en el Teorema 5.21 se probó que, bajo ciertas hipótesis, el sistema Hamiltoniano
perturbado

(
M, Ωε

0, Hε

)
(5.1.4)-(5.1.7), considerado como un sistema en dominio

M ⊂ M, se transforma por medio de T : M → N , en un sistema Hamilto-
niano relativo a una estructura simpléctica deformada Ωε

Q (5.4.1) en N , donde
Ωε

Q = T∗Ωε
0, con Ωε

0 la estructura simpléctica no-uniforme (5.3.19). Ver también el
Corolario 5.20.

En esta sección, veremos que la estructura de Poisson
({ , }ε

Q ,N ) introducida
en la Proposición 5.25, nos permite investigar el tipo de sistemas que son Hamil-
tonianos relativos a ese corchete de Poisson. Para ello, fijemos la forma horizontal
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Q = Q1ds1 + Q2dϕ1 y consideremos la forma simpléctica Ωε
Q, con 0 < ε < δQ ,

definida en todo el espacio N (ver Corolario 5.24). En estas condiciones, se tiene
el siguiente resultado.

Proposición 5.26 Sea
(
N , Ωε

Q, H̃ε

)
un sistema Hamiltoniano con

H̃ε = H̃0(s1) + ε H̃1(s1, ϕ1, s2, ϕ2) + O(ε2). (5.5.1)

Entonces la dinámica del sistema Hamiltoniano
(N , Ωε

Q, H̃ε

)
, cuando ε → 0, es de la

forma

ṡ1 = {H̃ε, s1}ε
Q = O(ε), (5.5.2)

ϕ̇1 = {H̃ε, ϕ1}ε
Q = ω(s1) + O(ε), (5.5.3)

ṡ2 = {H̃ε, s2}ε
Q = O(ε), (5.5.4)

ϕ̇2 = {H̃ε, ϕ2}ε
Q = ω2(s1, s2) + O(ε), (5.5.5)

para

ω(s1) =
∂H̃0

∂s1
, (5.5.6)

y una función ω2 = ω2(s1, s2), si y sólo si

H̃1 = −ω1Q2 + g(s1, s2) + χ(s1, ϕ1), (5.5.7)

donde g = g(s1, s2) y χ = χ(s1, ϕ1) son funciones arbitrarias. En este caso,

ω2 =
∂g

∂s2
. (5.5.8)

Demostración. Observemos que de (5.4.12), podemos expresar F12 como

F12 = 1 + O(ε). (5.5.9)

De esta expresión y de las relaciones (5.4.17)-(5.4.19) para el corchete de Poisson
{ , }ε

Q , junto con (5.1.2), (5.5.6), se sigue que (5.5.2) y (5.5.3) se cumplen de manera
automática.

Por otra parte, para los corchetes {H̃ε, s2}ε
Q y {H̃ε, ϕ2}ε

Q se obtienen, respectiva-
mente, las siguientes expresiones:

{H̃ε, s2}ε
Q = {s1, s2}ε

Q
∂H̃ε

∂s1
+ {ϕ1, s2}ε

Q
∂H̃ε

∂ϕ1
+ {ϕ2, s2}ε

Q
∂H̃ε

∂ϕ2

= − 1
F12

∂Q2

∂ϕ2

[
∂H̃0

∂s1
+ ε

∂H̃1

∂s1

]
+ ε

1
F12

∂Q1

∂ϕ2

∂H̃1

∂ϕ1

− ε

[
1
ε

+
1
F12

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q1

∂ϕ2

∂Q2

∂s2

)]
∂H̃1

∂ϕ2
+ O(ε2)

= − 1
F12

∂Q2

∂ϕ2

∂H̃0

∂s1
− ∂H̃1

∂ϕ2
+ O(ε) (5.5.10)
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{H̃ε, ϕ2}ε

Q = {s1, ϕ2}ε
Q

∂H̃ε

∂s1
+ {ϕ1, ϕ2}ε

Q
∂H̃ε

∂ϕ1
+ {s2, ϕ2}ε

Q
∂H̃ε

∂s2
+ O(ε2)

=
1
F12

∂Q2

∂s2

[
∂H̃0

∂s1
+ ε

∂H̃1

∂s1

]
− ε

1
F12

∂Q1

∂s2

∂H̃0

∂ϕ1

+ ε

[
1
ε

+
1
F12

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q1

∂ϕ2

∂Q2

∂s2

)]
∂H̃1

∂s2
+ O(ε2)

=
1
F12

∂Q2

∂s2

∂H̃0

∂s1
+

∂H̃1

∂s2
+ O(ε). (5.5.11)

De esto se sigue que (5.5.4) y (5.5.5) se cumplen si y sólo si

∂H̃1

∂ϕ2
= −∂Q2

∂ϕ2

∂H̃0

∂s1
= −∂Q2

∂ϕ2
ω1(s1), (5.5.12)

∂H̃1

∂s2
= ω2 −

∂Q2

∂s2
ω1. (5.5.13)

En consecuencia, de (5.5.12) se tiene que

H̃1 = −ω1Q2 + g(s1, s2, ϕ1), (5.5.14)

para alguna función suave g = g(s1, s2, ϕ1), de lo cual se obtiene

∂H̃1

∂s2
= −ω1

∂Q2

∂s2
+

∂g

∂s2
(s1, s2, ϕ1). (5.5.15)

Comparando (5.5.15) con (5.5.13) se sigue que

ω2(s1, s2) =
∂g

∂s2
(s1, s2, ϕ1),

y de esta última ecuación se obtiene ∂
∂ϕ1

(
∂g
∂s2

)
= ∂

∂ϕ1
ω2 = 0, por lo que

g = g(s1, s2) + χ(s1, ϕ1),

con lo cual se satisface la condición (5.5.8) para la función ω2.

La Proposición 5.26 que acabamos de demostrar es importante ya que es posi-
ble observar que si ε = 0, entonces el sistema (5.5.2)-(5.5.5) toma la forma

ṡ1 = 0, (5.5.16)

ϕ̇1 = ω(s1), (5.5.17)

ṡ2 = 0, (5.5.18)

ϕ̇2 = ω2(s1, s2), (5.5.19)

lo cual nos permite pensar en el sistema (5.5.2)-(5.5.5) como una perturbación del
sistema (5.5.16)-(5.5.19), para ε ≪ 1, el cual es precisamente el sistema (5.2.35)-
(5.2.38), el cual a su vez, es el “push-forward” del campo vectorial X0 bajo la trans-
formación gauge exacta T (5.2.34), como se probó en el Teorema 5.9. En lo que
sigue, vamos a estudiar con más detalle este tipo de sistemas.
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5.6 Estructura Hamiltoniana para sistemas de dos frecuen-
cias

En lugar de estudiar el sistema (5.5.16)-(5.5.19), vamos a estudiar una clase de
sistemas un poco más generales, aquellos en los que las frecuencias ω1 y ω2 de-
penden ambas de las dos variables s1 y s2.

Consideremos el sistema dinámico

ṡ1 = 0, (5.6.1)

ϕ̇1 = ω1(s1, s2), (5.6.2)

ṡ2 = 0, (5.6.3)

ϕ̇2 = ω2(s1, s2), (5.6.4)

en el espacio fase D × T2, donde D ⊂ R2 es un dominio abierto con coordenadas
(s1, s2) ∈ D y ϕ1(mod 2π), ϕ2(mod 2π) son coordenadas cíclicas en el toro T2.
Además, suponemos que ω1 = ω1(s1, s2) y ω2 = ω2(s1, s2) son funciones suaves
en D.

El sistema (5.6.1)-(5.6.4) tiene dos integrales de movimiento, a saber, las fun-
ciones s1 y s2. En efecto, si denotamos por X0 = ω1 ∂/∂ϕ1 + ω2 ∂/∂ϕ2 el campo
vectorial definido por este sistema, es inmediato verificar que LX0(si) = 0 para
i = 1, 2. De esto se sigue que el espacio fase D × T2 está trivialmente foliado por
2-toros invariantes

T2
c1,c2

= {s1 = c1, s2 = c2},

del sistema (5.6.1)-(5.6.4), en los cuales el movimiento a lo largo de las trayectorias
de X0 es quasi-periódico con frecuencias ω1(s1, s2) y ω2(s1, s2).

En general, un sistema de la forma (5.6.1)-(5.6.4) no es Hamiltoniano relativo a
la forma simpléctica canónica en D × T2,

Ω
an = ds1 ∧ dϕ1 + ds2 ∧ dϕ2. (5.6.5)

Esto se debe a que las frecuencias ω1 y ω2 son funciones arbitrarias y no necesari-
amente satisfacen la condición de compatibilidad

∂ω1

∂s2
=

∂ω2

∂s1
. (5.6.6)

De esta manera, nuestro interés es darle una estructura Hamiltoniana a este
tipo de sistemas por medio de lo que hemos llamado estructuras simplécticas
deformadas y considerar a los 2-toros T2

c1,c2
como toros de Liouville de un sistema

Hamiltoniano completamente integrable con dos grados de libertad.

El caso general. Una manera en la que podemos intentar resolver el problema que
ahora nos ocupa es tratando de deformar la estructura simpléctica canónica (5.6.5)
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por medio de ciertas funciones I1(s1, s2), I2(s1, s2) definidas en el dominio abierto
D ⊂ R2. De esta manera, se obtendría una nueva forma simpléctica, la cual nos
proporcionaría la estructura Hamiltoniana que buscamos para nuestro sistema.
Un resultado en esa dirección es el siguiente.

Proposición 5.27 Supongamos que el dominio abierto D es simplemente conexo y que

existen funciones suaves I1 = I1(s1, s2), I2 = I2(s1, s2), definidas en D, las cuales satis-

facen las condiciones
∂I1

∂s1

∂I2

∂s2
− ∂I1

∂s2

∂I2

∂s1
6= 0, (5.6.7)

y
∂ω1

∂s1

∂I1

∂s2
− ∂ω1

∂s2

∂I1

∂s1
=

∂ω2

∂s2

∂I2

∂s1
− ∂ω2

∂s1

∂I2

∂s2
. (5.6.8)

Entonces el sistema (5.6.1)-(5.6.4) es Hamiltoniano en D × T2 con respecto a la forma

simpléctica

Ω̃ = dI1 ∧ dϕ1 + dI2 ∧ dϕ2, (5.6.9)

y la función Hamiltoniana

F(s1, s2) =

∫

γ

(
ω1

∂I1

∂s1
+ ω2

∂I2

∂s1

)
ds1 +

(
ω1

∂I1

∂s2
+ ω2

∂I2

∂s2

)
ds2, (5.6.10)

donde γ una curva arbitraria suave que une el punto fijo (s0
1, s0

2) ∈ D, elegido arbitraria-

mente, con el punto (s1, s2) en D.

Demostración. Primero vamos a probar que Ω̃ es una forma simpléctica. En efecto,
se tiene que en términos de las coordenadas (s1, ϕ1, s2, ϕ2),

Ω̃ =
∂I1

∂s1
ds1 ∧ dϕ1 −

∂I1

∂s2
dϕ1 ∧ ds2 +

∂I2

∂s1
ds1 ∧ dϕ2 +

∂I2

∂s2
ds2 ∧ dϕ2, (5.6.11)

por lo que es claro que esta 2-forma es cerrada. Asimismo, se sigue directamente
de (5.6.11) que la matriz de esta 2-forma es




0 ∂I1
∂s1

0 ∂I2
∂s1

− ∂I1
∂s1

0 − ∂I1
∂s2

0
0 ∂I1

∂s2
0 ∂I2

∂s2

− ∂I2
∂s1

0 − ∂I2
∂s2

0


 ,

cuyo determinante viene dado por

ρ2 ≡
(

∂I1

∂s1

∂I2

∂s2
− ∂I1

∂s2

∂I2

∂s1

)2

=

(
det

[
∂I1
∂s1

dI1
ds2

∂I2
∂s1

∂I2
∂s2

])2

. (5.6.12)

Por lo tanto, Ω̃ es no-degenerada si y sólo si se cumple la condición (5.6.7).
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Por otro lado, el campo vectorial X0 del sistema (5.6.1)-(5.6.4) es, por definición,
Hamiltoniano con respecto la forma simpléctica Ω̃ (5.6.9) y a una función suave
F = F(s1, s2, ϕ1, ϕ2) si

X0 Ω̃ = −dF. (5.6.13)

Luego, usando (5.6.11) se obtiene

X0 Ω̃ = −
(

ω1
∂I1

∂s1
+ ω2

∂I2

∂s1

)
ds1 −

(
ω1

∂I1

∂s2
+ ω2

∂I2

∂s2

)
ds2. (5.6.14)

Sustituyendo (5.6.14) en (5.6.13) se obtienen las siguientes ecuaciones para F:

∂F

∂ϕ1
=

∂F

∂ϕ2
= 0. (5.6.15)

∂F

∂s1
= ω1

∂I1

∂s1
+ ω2

∂I2

∂s1
(5.6.16)

∂F

∂s2
= ω1

∂I1

∂s2
+ ω2

∂I2

∂s2
. (5.6.17)

De esta manera, la condición (5.6.13) implica que F es independiente de ϕ1 y ϕ2,
es decir, F = F(s1, s2). Por lo tanto, (5.6.16), (5.6.17) se escriben, en el dominio D,
en forma de la siguiente ecuación para F:

dF =
∂F

∂s1
ds1 +

∂F

∂ϕ1
dϕ1 +

∂F

∂s2
ds2 +

∂F

∂ϕ2
dϕ2, (5.6.18)

El lado derecho de (5.6.18) es una forma cerrada si y sólo si se cumple la condición
(5.6.8) en D. Tomando en cuenta que D es simplemente conexo, se concluye que
la función Hamiltoniana F existe y viene dada por (5.6.10).

Observación 5.28 Notemos que si el dominio D tiene forma de estrella, entonces por el

Lema de Poincaré aplicado a la 1-forma dF (5.6.18), se tiene que

F(s1, s2) =
(
ω1 I1 + ω2 I2

)
(s1 + s0

1, s2 + s0
2) −

(
ω1 I1 + ω2 I2

)
(s0

1, s0
2)

−
∫ 1

0

(
I1

d
dτ

ω1 + I2
d

dτ
ω2

)
(τs1 + s0

1, τs2 + s0
2) dτ, (5.6.19)

Si suponemos además que (0, 0) ∈ D y tomamos (s0
1, s0

2) = (0, 0), entonces la fórmula

para el Hamiltoniano F toma la forma

F(s1, s2) =
(
ω1 I1 + ω2 I2

)
(s1, s2) −

(
ω1 I1 + ω2 I2

)
(0, 0)

−
∫ 1

0

(
I1

d
dτ

ω1 + I2
d

dτ
ω2

)
(τs1, τs2) dτ, (5.6.20)
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Corolario 5.29 Si las funciones I1, I2 en la Proposición 5.27 son tales que I1 = s1 e

I2 = s2, entonces (5.6.8) implica la condición de compatibilidad (5.6.6).

Observación 5.30 Si consideremos la función I definida en D por

I : (s1, s2) →
(

I1(s1, s2), I2(s1, s2
)
, (5.6.21)

se sigue de la condición (5.6.7) que I es un difeomorfismo local. Si la función I es inyectiva

se tiene que (5.6.21) nos da un cambio de coordenadas y (5.6.7) es precisamente el Jaco-

biano de este cambio de coordenadas.

La estructura de Poisson en D ×T2 que induce la forma simpléctica Ω̃ (5.6.11)
está dada por el tensor de Poisson

Ψ =
1
2

∑

i,j

Ψ
ij ∂

∂zi
∧ ∂

∂zj
,

donde Ψij = {zi, zj}, con z1 = s1, z2 = ϕ1,z3 = s2 y z4 = ϕ2. La matriz asociada al
tensor Ψ es

1
ρ




0 ∂I2
∂s2

0 − ∂I1
∂s2

− ∂I2
∂s2

0 ∂I2
∂s1

0
0 − ∂I2

∂s1
0 ∂I1

∂s1
∂I1
∂s2

0 − ∂I1
∂s1

0


 , (5.6.22)

donde ρ está definido por (5.6.12). Se tiene así el siguiente resultado:

Proposición 5.31 El corchete de Poisson { , } que corresponde a la forma simpléctica Ω̃

en D × T2 está dado por

{s1, ϕ1} =
1
ρ

∂I2

∂s2
, {s1, s2} = 0, {s1, ϕ2} = −1

ρ

∂I1

∂s2
, (5.6.23)

{ϕ1, s2} =
1
ρ

∂I2

∂s1
, {ϕ1, ϕ2} = 0, {s2, ϕ2} =

1
ρ

∂I1

∂s1
. (5.6.24)

Notemos que si F1
def
= s1 y F2

def
= s2, entonces F1 y F2 están en involu-

ción ya que {F1, F2} = 0; además, estas funciones son integrales primeras del
sistema (5.6.1)-(5.6.4), como ya se había mencionado. De esta manera, el Teorema
de Arnold-Liouville nos permite establecer el siguiente resultado:

Proposición 5.32 El sistema
(
D×T2, Ω̃, F

)
es un sistema Hamiltoniano completamente

integrable por lo que la variedad D × T2 está foliada por toros de Liouville

T2
c1,c2

= {(s1, s2, ϕ1, ϕ2) ∈ D × T2
∣∣ F1 = c1, F2 = c2}.
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Si la transformación I en (5.6.21) es inyectiva, entonces las funciones coordenadas I1,

I2, ϕ1, ϕ2 son las variables acción-ángulo. Más aún, las variables acción I1 e I2 están

determinadas por las fórmulas

I1 =
1

2π

∮

γ1

α, I2 =
1

2π

∮

γ2

α,

donde γ1 = γ2(c1, c2), γ2 = γ2(c1, c2) son 1-ciclos fundamentales en T2
c1,c2

y la 1-forma

α = I1 dϕ1 + I2 dϕ2 definida en una vecindad de T2
c1,c2

, satisface Ω̃ = dα.

El caso de la dinámica proyectable. En esta parte mostraremos que es posible,
bajo algunas hipótesis adicionales, obtener de forma explícita las funciones I1 e I2,
introducidas en el estudio del sistema (5.6.1)-(5.6.4). En ese contexto, supusimos
que las frecuencias ω1 y ω2 eran funciones que dependían de las variables s1 y s2.
Una primera hipótesis que imponemos ahora es la siguiente:

ω1 = ω1(s1). (5.6.25)

En consecuencia, el sistema (5.6.1)-(5.6.4) toma la forma

ṡ1 = 0, (5.6.26)

ϕ̇1 = ω1(s1), (5.6.27)

ṡ2 = 0, (5.6.28)

ϕ̇2 = ω2(s1, s2). (5.6.29)

Vamos a suponer, además, que el espacio fase es D × T2 es tal que

D = ∆1 × ∆2 ⊂ R2,

con ∆1 y ∆2 intervalos abiertos de R. Una hipótesis adicional es que las funciones
ω1 = ω1(s1) y ω2 = ω2(s1, s2) son suaves en D, con s1 ∈ ∆1 y s2 ∈ ∆2.

Reconocemos el sistema (5.6.26)-(5.6.29) como el sistema (5.2.35)-(5.2.38), el
cual es el resultado de aplicar la transformación T (5.2.34) al sistema dinámico
no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13), (ver Teorema 5.9).

De esta observación se sigue que el sistema (5.6.26)-(5.6.29) es un sistema
dinámico proyectable al identificar el espacio fase D × T2 con el dominio toroidal
simple (∆1 × S1)× (∆2 × S1). El campo vectorial X0 del sistema (5.6.26)-(5.6.29) se
proyecta al campo

v
f
= ω1

∂

∂ϕ1

sobre la base ∆1 × S1, donde f = f (s1) es una función suave que satisface

f ′(s1) = ω1(s1). (5.6.30)

Supongamos, además, que la función ω1 satisface la condición

∂ω1

∂s1
6= 0, ∀ s1 ∈ ∆1. (5.6.31)
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En este caso es posible calcular de manera explícita las variables deformadas I1, I2.
En efecto, la ecuación (5.6.8) toma la forma

∂ω1

∂s1

∂I1

∂s2
=

∂ω2

∂s2

∂I2

∂s1
− ∂ω2

∂s1

∂I2

∂s2
, (5.6.32)

lo cual nos lleva a formular una hipótesis obvia para tratar de simplificar esta
ecuación: la función coordenada I2 sólo depende de la variable s2; esto es, pode-
mos suponer que

I2 = ζ(s2). (5.6.33)

donde ζ : ∆2 → R es una función arbitraria suave de s2. De esta manera, de
(5.6.32) se obtiene

ω′
1(s1)

∂I1

∂s2
= −∂ω2

∂s1
(s1, s2) ζ′(s2), (5.6.34)

por lo que

I1(s1, s2) = − 1
ω′

1(s1)

∫ s2

s0
2

∂ω2

∂s1
(s1, s̃2) ζ′(s̃2) ds̃2 + I0

1 (s1), (5.6.35)

con s0
2 un punto arbitrario fijo en ∆2 y donde I0

1 : ∆1 → R es una función arbitraria
de s1.

Esta discusión nos permite establecer el siguiente resultado.

Proposición 5.33 Supongamos que la función ω1 satisface (5.6.25) y (5.6.31). Entonces

las funciones

I1(s1, s2) = − 1
ω′

1(s1)

∫ s2

s0
2

∂ω2

∂s1
(s1, s̃2) ζ′(s̃2) ds̃2 + I0

1 (s1), (5.6.36)

I2(s2) = ζ(s2), (5.6.37)

son soluciones de (5.6.8). Además, la condición de no-degeneración (5.6.7) toma la forma

∂I1

∂s1
(s1, s2) ζ′(s2) 6= 0, (5.6.38)

para todo s1 ∈ ∆1 y para todo s2 ∈ ∆2. En este caso, la transformación I (5.6.21) es un

difeomorfismo en D.

Ahora, adicionalmente a las hipótesis (5.6.25) y (5.6.31) hechas con respecto
a ω1 en la Proposición 5.33, supongamos también que ω2 depende solamente de
s1 ∈ ∆1:

ω2 = ω2(s1). (5.6.39)
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En este caso, si tomamos I2 como en (5.6.37), entonces es posible evaluar la integral
en (5.6.36) y se obtiene

I1 = − 1
ω′

1(s1)

∫ s2

s0
2

ω′
2(s1) ζ′(s̃2) ds̃2 + I0

1 (s1) = −ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

ζ(s̃2)
∣∣∣
s2

s0
2

+ I0
1(s1)

= − ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

ζ(s2) +
ω′

2(s1)

ω′
1(s1)

ζ(s0
2) + I0

1(s1).

Esto nos permite definir la función I0
1 de manera que podamos simplificar la ex-

presión para I1: Si hacemos I0
1(s1)

def
= s1 −

ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

ζ(s0
2), se obtiene finalmente,

I1(s1, s2) = s1 −
ω′

2(s1)

ω′
1(s1)

ζ(s2). (5.6.40)

Podemos resumir esta discusión de la siguiente manera:

Corolario 5.34 Si las frecuencias ω1, ω2 sólo dependen de s1, esto es, cumplen (5.6.25) y

(5.6.39) y además, ω1 satisface (5.6.31), entonces las funciones

I1(s1, s2) = s1 −
ω′

2(s1)

ω′
1(s1)

ζ(s2), (5.6.41)

I2(s2) = ζ(s2), (5.6.42)

son soluciones de la ecuación (5.6.8) y la condición de no-degeneración (5.6.7) toma la

forma

∂I1(s1, s2)

∂s1
ζ′(s2) =

[
1 − ω′

1(s1)ω′′
2 (s1) − ω′

2(s1)ω′′
1 (s1)

[ω′
1(s1)]2

ζ(s2)

]
ζ′(s2) 6= 0.

Estructuras Hamiltonianas que dependen de un parámetro. En esta parte pro-
baremos que el sistema (5.6.26)-(5.6.29) es Hamiltoniano con respecto a una estruc-
tura simpléctica que depende de un parámetro ε > 0, la cual puede considerarse
como un reescalamiento de la forma simpléctica Ω̃ (5.6.9).

Por otro lado, una observación interesante es que la nueva forma simpléctica
reescalada coincide con la estructura simpléctica deformada Ωε

Q (5.4.1) para una
forma horizontal Q, la cual ya estudiamos en la Sección 5.4.

La principal ventaja de suponer que la frecuencia ω1 depende sólo de la vari-
able s1 es que nos da cierta libertad con respecto a las función coordenada I2, lo
cual nos permite introducir la hipótesis (5.6.33), y así poder obtener soluciones
explícitas de la ecuación (5.6.8).

En particular, uno puede definir de manera conveniente la función ζ en (5.6.33)
e introducir un parámetro ε que nos definirá una familia parametrizada de solu-
ciones I1, I2 (reescalamiento) de la ecuación (5.6.8). A su vez, estas soluciones
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nos definen, por medio de (5.6.9), formas simplécticas parametrizadas, las cuales
podemos ver como estructuras simplécticas deformadas en el sentido de las estu-
diadas en la Sección 5.4.

En este caso, veremos que es posible relacionar las estructuras Ω̃ y Ωε
Q, para

una 1-forma horizontal particular Q = Q1 ds1 +Q2 dϕ1.

De esta manera, supongamos que se cumplen (5.6.25), (5.6.31) y que la función
coordenada I2 en (5.6.33) es de la forma

I2(s2) = εs2, (5.6.43)

para un parámetro ε > 0. Luego, la ecuación (5.6.34) se escribe como

ω′
1(s1)

∂I1

∂s2
= −ε

∂ω2

∂s1
(s1, s2), (5.6.44)

la cual podemos integrar y se obtiene la siguiente expresión para I1:

I1(s1, s2) = − ε

ω′
1(s1)

∫ s2

s0
2

∂ω2

∂s1
(s1, s̃2) ds̃2 + I0

1(s1). (5.6.45)

Se tiene así el siguiente resultado.

Proposición 5.35 Si ω1 satisface (5.6.25) y (5.6.31), entonces las funciones

I1(s1, s2) = − ε

ω′
1(s1)

∫ s2

s0
2

∂ω2

∂s1
(s1, s̃2) ds̃2 + I0

1(s1), (5.6.46)

I2(s2) = εs2, (5.6.47)

son soluciones de (5.6.8). Además, como ε > 0, la condición de no-degeneración (5.6.7)
toma la forma

∂I1(s1, s2)

∂s1
6= 0. (5.6.48)

para todo s1 ∈ ∆1, s2 ∈ ∆2. En este caso, la transformación I (5.6.21) es un difeomorfismo

en D.

Recordemos, una vez más, las dos hipótesis que hemos hecho con respecto a la
función ω1, a saber, que sólo depende de la variable s1 (5.6.25) y que no se anula
en el intervalo ∆1 (5.6.31). Además, introducimos la función f = f (s1) la cual
satisface f ′(s1) = ω1(s1) (5.6.30).

Sea h = h(s1, s2) la función definida en D = ∆1 × ∆2 por

h(s1, s2)
def
=

∫ s2

s0
2

ω2(s1, s̃2) ds̃2, (5.6.49)

donde s0
2 es un punto arbitrario, pero fijo, en ∆2. Ahora estamos en condiciones

de probar el siguiente resultado.
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Teorema 5.36 Sea h = h(s1, s2) la función definida por (5.6.49) y supongamos que es

suave en ∆1 × ∆2. Sea f = f (s1) una función suave que cumple (5.6.30).

(a) Si ω1 es suave en ∆1 y satisface (5.6.25) y (5.6.31), entonces existe δ > 0 tal que

para cada ε con 0 < ε < δ, el sistema (5.6.26)-(5.6.29) es Hamiltoniano en D × T2

con respecto a la forma simpléctica

Ω
ε
Q = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε dQ, (5.6.50)

con

Q =
1

ω′
1

∂h

∂s1
dϕ1, (5.6.51)

y función Hamiltoniana

Fε(s1, s2) = f (s1) + ε

[
h(s1, s2) −

ω1(s1)

ω′
1(s1)

∂h

∂s1
(s1, s2)

]
. (5.6.52)

(b) El sistema Hamiltoniano
(

M, Ωε
Q, Fε

)
es completamente integrable y las funciones

F1 = s1 y F2 = s2 son integrales de movimiento del sistema (5.6.26)-(5.6.29) por lo

que el espacio fase D × T2 está foliado por 2-toros de Liouville

T2
c1,c2

=
{
(s1, ϕ1, s2, ϕ2) ∈ M

∣∣ F1 = c1, F2 = c2
}

,

en los cuales el movimiento es quasi-periódico.

Demostración. De las Proposiciones 5.27 y 5.35 sabemos que el sistema (5.6.26)-
(5.6.29) es Hamiltoniano con respecto a la forma simpléctica (5.6.9),

Ω̃ = dI1 ∧ dϕ1 + dI2 ∧ dϕ2

y función Hamiltoniana F(s1, s2) (5.6.10). Esto nos lleva a probar, en primer lugar,
que Ω̃ coincide con la forma simpléctica Ωε

Q. Enseguida mostramos que la función
Hamiltoniana F en (5.6.10) coincide con Fε (5.6.52).

Sea I2 como en (5.6.43) (reescalamiento por medio de ε). Si tomamos I0
1(s1)

def
=

s1, entonces la función I1 en (5.6.46) toma la forma

I1(s1, s2) = − ε

ω′
1(s1)

∂h

∂s1
(s1, s2) + s1, (5.6.53)

y la condición de no degeneración (5.6.48) se escribe como

ε

ω′
1(s1)

∂h

∂s1
(s1, s2) 6= s1.

Luego, si tomamos

δ
def
= max

s1∈∆1,
s2∈∆2

∣∣∣∣∣
ω′

1(s1) s1
∂h
∂s1

(s1, s2)

∣∣∣∣∣ , (5.6.54)
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se sigue que la condición de no-degeneración se cumple para todo ε que satisface
0 < ε < δ. En este caso, la forma Ω̃ (5.6.9) es no-degenerada. Más aún, de la
expresión (5.6.11) para la forma simpléctica Ω̃, se sigue por un cálculo directo que

Ω̃ = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 + d(g dϕ1), (5.6.55)

donde

g(s1, s2) = − ε

ω′
1

∂h

∂s1
. (5.6.56)

Por lo tanto, tomando Q =
1

ω′
1

∂h

∂s1
dϕ1 se obtiene (5.6.51) y se sigue de (5.6.50)

que
Ω̃ = Ω

ε
Q. (5.6.57)

Calculemos ahora el Hamiltoniano Fε. De la fórmula (5.6.18) para dF y de las
expresiones para I1, I2, g y h se tiene que

dFε =

(
ω1

∂I1

∂s1
+ ω2

∂I2

∂s1

)
ds1 +

(
ω1

∂I1

∂s2
+ ω2

∂I2

∂s2

)
ds2

= ω1

(
∂g

∂s1
+ 1
)

ds1 + ω1
∂g

∂s2
ds2 + ε ω2 ds2 = d f + ω1dg + ε

∂h

∂s2
ds2

= d f + d(ω1g) + ε

(
∂h

∂s1
ds1 +

∂h

∂s2
ds2

)
= d( f + εh + ω1g).

Por lo tanto,

Fε = f + εh − ε
ω1

ω′
1

∂h

∂s1
,

de donde se sigue (5.6.52). Esto concluye la prueba del teorema.

Observación 5.37 Todas las estructuras Hamiltonianas para el sistema (5.6.26)-(5.6.29)

se pueden obtener por medio de una combinación del Teorema 5.36 y de los resultados de

[10].

Ahora, al igual que lo hicimos en la subsección anterior, además de las hipóte-
sis (5.6.25) y (5.6.31) para la frecuencia ω1, suponemos nuevamente que ω2 sólo
depende de la variable s1:

ω2 = ω2(s1). (5.6.58)

Más aún, si suponemos que I2 es de la forma (5.6.43), entonces I1 viene dada por
la integral en (5.6.46) y realizando los cálculos necesarios se obtiene

I1(s1, s2) = −ε
ω′

2(s1)

ω′
1(s1)

s̃2

∣∣∣
s2

s0
2

+ εI0
1(s1) = −ε

ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

s2 + ε
ω′

2(s1)

ω′
1(s1)

s0
2 + I0

1(s1).
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Luego, si definimos I0
1(s1)

def
= s1 − ε

ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

s0
2, se tiene que I1 viene dada en los

siguientes términos:

I1(s1, s2) = s1 − ε
ω′

2(s1)

ω′
1(s1)

s2. (5.6.59)

Además, tenemos
I2(s2) = εs2, (5.6.60)

y se sigue que I1 e I2 en (5.6.59), (5.6.60), son soluciones de la ecuación (5.6.8). En
este caso, la función h en (5.6.49) está dada por

h(s1, s2) = ω2(s1)s2,

y podemos tomar δ en (5.6.54) como

δ = max
s1∈∆1,
s2∈∆2

∣∣∣∣
ω′

1(s1) s1

ω′
2(s1) s2

∣∣∣∣ .

Así, la forma Ω̃ es simpléctica y de (5.6.11) se sigue que

Ω̃ =

(
1 − ε

ω′
1ω′′

2 − ω′′
1 ω′

2[
ω′

1

]2 s2

)
ds1 ∧ dϕ1 − ε

ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

ds2 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2

= ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε d
[

ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

s2 dϕ1

]
.

De esta discusión se sigue fácilmente el siguiente resultado.

Corolario 5.38 Supongamos que se satisfacen las hipótesis del Teorema 5.36. Entonces

existe δ > 0 tal que para cada ε con 0 < ε < δ, el sistema (5.6.26)-(5.6.29) es Hamilto-

niano en D × T2 relativo a la forma simpléctica

Ω
ε
Q = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε dQ, (5.6.61)

con

Q =
ω′

2(s1)

ω′
1(s1)

s2 dϕ1, (5.6.62)

y a la función

Fε(s1, s2) = f (s1) + ε

[
ω2(s1)ω′

1(s1) − ω1(s1)ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

]
s2.

Observación 5.39 Consideremos la transformación Ξε : ∆1 × S1 × ∆2 × S1 → ∆1(ε) ×
S1 × ∆2 × S1 definida por

Ξε(s1, ϕ1, s2, ϕ2)
def
=

(
s1 −

ε

ω′
1(s1)

∂h

∂s1
(s1, s2), ϕ1, s2, ϕ2

)
. (5.6.63)
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Notemos que ∆1(ε) es un intervalo abierto en R, tal que s1 − ε

ω′
1(s1)

∂h
∂s1

(s1, s2) ∈ ∆1(ε).

Se tiene así que Ξε es una función suave; además, para 0 < ε < δ, la transformación Ξε es

un difeomorfismo en su imagen, con inversa dada por

Ξ
−1
ε (s1, ϕ1, s2, ϕ2) =

(
S(s1, s2, ε), ϕ1, s2, ϕ2

)
, (5.6.64)

donde S = S(s1, s2, ε) es solución de la ecuación

s1 = S − ε

ω′
1(S)

∂h

∂s1
(S, s2).

Notemos que si ε → 0, se tiene lo siguiente

S = s1 +
ε

ω′
1(s1)

∂h

∂s1
(s1, s2) + O(ε2). (5.6.65)

Considere las estructuras simplécticas Ωε
0 y Ωε

Q donde Q está dada por (5.6.51). Directa-

mente de (5.6.57) y de las fórmulas para I1, I2 en la Proposición 5.35 se obtiene

Ξ
∗
ε Ω

ε
0 = Ω

ε
Q, (5.6.66)

o equivalentemente,
(
Ξ
−1
ε

)∗
Ω

ε
Q = Ω

ε
0, (5.6.67)

Teorema 5.40 El “pull-back” del sistema bajo Ξ−1
ε es de la forma

ṡ1 = 0, ṡ2 = 0, (5.6.68)

ϕ̇1 = ω1
(
S(s1, s2, ε)

)
, (5.6.69)

y este sistema es Hamiltoniano con respecto a la forma simpléctica Ωε
0 y la función

F̃ε ≡ Fε ◦ Ξ
−1
ε = Fε

(
S(s1, s2, ε), s2

)

= f
(
S(s1, s2, ε)

)

+ ε
[
h
(
S(s1, s2, ε), s2

)
+
(
s1 − S(s1, s2, ε)

)
ω1
(
S(s1, s2, ε)

)]
.

(5.6.70)

Más aún, el sistema
(
Ωε

0, Fε ◦ Ξ−1
ε

)
es un sistema completamente integrable que posee

movimiento quasi-periódico en los toros de la folición con frecuencias ω1 y ω2.

Notemos que usando la propiedad (5.6.65), de la fórmula (5.6.70) se obtiene

Fε ◦ Ξ
−1
ε = f (s1) + ε h(s1, s2) + O(ε2). (5.6.71)
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5.7 Isomorfismo entre Q-formas simplécticas

Las estructuras simplécticas que hemos introducido hasta ahora en este capítulo,
han sido de los siguientes tipos:

(a) Estructuras simplécticas no-uniformes Ωε
0 = ds ∧ dϕ + εdp ∧ dq (5.1.1) en el

espacio fase M = (∆ × S1) × R2 con coordenadas (s, ϕ(mod 2π), p, q).

(b) Estructuras simplécticas no-uniformes Ω̃ε
0 = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 (5.4.4)

en dominios toroidales que son de la forma N = (∆1 × S1) × (∆2 × S1), con
coordenadas (s1, ϕ1(mod 2π), s2, ϕ2(mod 2π)).

(c) Estructuras simplécticas deformadas Ωε
Q = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε dQ

(5.4.1) en N , parametrizadas por una forma horizontal Q = Q1ds1 +Q2dϕ1.

(d) Estructuras simplécticas deformadas Ω̃ = dI1 ∧dϕ1 + dI2 ∧dϕ2 (5.6.9) en un
espacio fase de la forma D × T2, con I1 = I1(s1, s2), I2 = I1(s1, s2) funciones
suaves en un dominio abierto, conexo y simplemente conexo D ⊂ R2.

A lo largo del capítulo hemos probado algunas relaciones entre estas formas
simplécticas, que vienen a ser relevantes para el tipo de sistemas dinámicos que
estudiamos. Así, en el Corolario 5.20 se prueba que Ωε

Q̃
= T∗Ωε

0, para una transfor-

mación gauge exacta T : M → N , donde Ωε
Q̃

= Ωε
Q en N , con Q̃ = Q. También se

prueba en el Teorema 5.36 que para una elección particular de las funciones I1 e I2

en (d) y una 1-forma horizontal particular Q, la estructura simpléctica Ω̃ coincide
con Ωε

Q.

Ahora estamos interesados en probar que las estructuras simplécticas Ω̃ε
0 y

Ωε
Q son isomorfas. Para ello utilizaremos el método de homotopía de Moser, ya

descrito en el Capítulo 4.

De esta manera, sea N = (∆1 × S1) × (∆2 × S1) un dominio toroidal con coor-
denadas (s1, ϕ1(mod 2π), s2, ϕ2(mod 2π)) y supongamos que Qi = Qi(s1, ϕ1, s2, ϕ2)

y Q̃i = Q̃i(s1, ϕ1, s2, ϕ2) (i = 1, 2) son funciones suaves en N que definen las 1-
formas horizontales

Q = Q1 ds1 + Q2 dϕ1, Q̃ = Q̃1 ds1 + Q̃2 dϕ1. (5.7.1)

Dadas las estructuras simpécticas

Ω
ε
Q = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε dQ, (5.7.2)

Ω
ε
Q̃ = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − εdQ̃. (5.7.3)

en N , vamos a probar que son isomorfas, es decir, existe un difeomorfismo Φ :
N → N tal que

Φ
∗

Ω
ε
Q = Ω

ε
Q̃. (5.7.4)
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Consideremos la familia de 2-formas parametrizadas por λ ∈ [0, 1],

Ω
ε
Qλ

def
= ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε dQλ, (5.7.5)

donde

Qλ def
= λQ + (1 − λ)Q̃. (5.7.6)

Se tiene que

Qλ =
[
λQ1 + (1 − λ)Q̃1

]
ds1 +

[
λQ2 + (1 − λ)Q̃2

]
dϕ1,

es una 1-forma horizontal y de esta expresión se sigue que (5.7.5) puede escribirse
como:

Ω
ε
Qλ = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε d

[
λQ1 + (1 − λ)Q̃1

]
ds1

− ε d
[
λQ2 + (1 − λ)Q̃2

]
dϕ1. (5.7.7)

Así, para λ = 0 y λ = 1 en (5.7.7), se obtienen, respectivamente, las identidades

Ω
ε
Q0 ≡ Ω

ε
Q̃, Ω

ε
Q1 ≡ Ω

ε
Q, (5.7.8)

por lo que la familia de 2-formas {Ωε
Qλ}λ∈[0,1] nos proporciona una trayectoria suave

entre las formas simplécticas Ωε
Q y Ωε

Q̃ en N . Sin embargo, es necesario probar
que las 2-formas Ωε

Qλ son también simplécticas para cada λ ∈ [0, 1].

Además, recordemos (ver Capítulo 4) que para demostrar (5.7.4) es necesario
encontrar, para cada λ ∈ [0, 1], un campo vectorial dependiente del tiempo, Zε

λ en
N , que satisfaga la ecuación homológica

LZε
λ
Ω

ε
Qλ +

∂

∂λ
Ω

ε
Qλ = 0. (5.7.9)

Si denotamos por Φλ, ε el flujo del campo vectorial Zε
λ, entonces Φ0, ε = id y se

cumple
(

Φ
λ, ε
)∗

Ω
ε
Qλ = Ω

ε
Q̃, ∀ λ ∈ [0, 1]. (5.7.10)

Por lo tanto, el flujo a tiempo 1, Φ1, ε, nos da el isomorfismo en (5.7.4).

El método de homotopía. Primera etapa. Vamos a probar que la familia de 2-
formas en (5.7.5) representa a una familia de formas simplécticas, es decir, para
cada λ ∈ [0, 1], la 2-forma Ωε

Qλ es no-degenerada.
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Si escribimos (5.7.5) en términos explícitos se obtiene

Ω
ε
Qλ =

[
1 − ε

(
∂Q̃2

∂s1
− ∂Q̃1

∂ϕ1

)
− ελ

(
∂G2

∂s1
− ∂G1

∂ϕ1

)]
ds1 ∧ dϕ1

+ ε

(
∂Q̃1

∂s2
+ λ

∂G1

∂s2

)
ds1 ∧ ds2 + ε

(
∂Q̃1

∂ϕ2
+ λ

∂G1

∂ϕ2

)
ds1 ∧ dϕ2

+ ε

(
∂Q̃2

∂s2
+ λ

∂G2

∂s2

)
dϕ1 ∧ ds2 + ε

(
∂Q̃2

∂ϕ2
+ λ

∂G2

∂ϕ2

)
dϕ1 ∧ dϕ2

+ ε ds2 ∧ dϕ2, (5.7.11)

donde las funciones G1 y G2 están dadas por

G1 = Q1 − Q̃1 y G2 = Q2 − Q̃2. (5.7.12)

De la expresión (5.7.11) se obtiene la matriz que representa localmente a la forma
Ωε

Qλ , cuyo determinante nos daría la información necesaria para saber si esta forma
es no-degenerada. Sin embargo, es mucho más fácil calcular tal determinante si
expresamos la forma Ωε

Qλ en una base local más adecuada, por lo que procedere-
mos de una forma análoga a como se hizo en la Sección 5.4. Para ello, definimos
los campos vectoriales horizontales

horλ
1

def
=

∂

∂s1
−
(

∂Q̃1

∂ϕ2
+ λ

∂G1

∂ϕ2

)
∂

∂s2
+

(
∂Q̃1

∂s2
+ λ

∂G1

∂s2

)
∂

∂ϕ2
, (5.7.13)

horλ
2

def
=

∂

∂ϕ1
−
(

∂Q̃2

∂ϕ2
+ λ

∂G2

∂ϕ2

)
∂

∂s2
+

(
∂Q̃2

∂s2
+ λ

∂G2

∂s2

)
∂

∂ϕ2
, (5.7.14)

por lo que {
horλ

1 , horλ
2 ,

∂

∂s2
,

∂

∂ϕ2

}
, (5.7.15)

es una base local para TN . Más aún, si se definen las 1-formas

Γ
λ
1

def
= ds2 +

(
∂Q̃1

∂ϕ2
+ λ

∂G1

∂ϕ2

)
ds1 +

(
∂Q̃2

∂ϕ2
+ λ

∂G2

∂ϕ2

)
dϕ1, (5.7.16)

Γ
λ
2

def
= dϕ2 −

(
∂Q̃1

∂s2
+ λ

∂G1

∂s2

)
ds1 −

(
∂Q̃2

∂s2
+ λ

∂G2

∂s2

)
dϕ1, (5.7.17)

se tiene que {
ds1, dϕ1, Γ

λ
1 , Γ

λ
2
}

, (5.7.18)

es una base local para Ω1(N ), dual a la base (5.7.15).

Definamos ahora la 2-forma

F ε
Qλ

def
= F ε,λ

12 ds1 ∧ dϕ1, (5.7.19)
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donde F ε,λ

12 = F ε,λ
12 (s1, ϕ1, s2, ϕ2) es la función definida por

F ε,λ
12

def
= 1 − ε

[(
∂Q̃2

∂s1
− ∂Q̃1

∂ϕ1

)
+

(
∂Q̃1

∂s2

∂Q̃2

∂ϕ2
− ∂Q̃2

∂s2

∂Q̃1

∂ϕ2

)]

− ελ

[(
∂G2

∂s1
− ∂G1

∂ϕ1

)
+

(
∂Q̃2

∂ϕ2

∂G̃1

∂s2
− ∂Q̃2

∂s2

∂G1

∂ϕ2

)]
(5.7.20)

+ ελ

[(
∂Q̃1

∂ϕ2
+ λ

∂G1

∂ϕ2

)
∂G2

∂s2
−
(

∂Q̃1

∂s2
+ λ

∂G1

∂s2

)
∂G2

∂ϕ2

]
.

Notemos que la 2-forma F ε
Qλ en (5.7.19) coincide con la 2-forma (3.2.44) de la

Sección 3.2.

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado.

Proposición 5.41 Sea ε > 0. Para cada λ ∈ [0, 1], la 2-forma Ωε
Qλ (5.7.11) se escribe

como

Ω
ε
Qλ = F ε

Qλ + ε Γ
λ
1 ∧ Γ

λ
2 , (5.7.21)

donde F ε
Qλ está dada por (5.7.19) y Γλ

1 , Γλ
2 se definen por (5.7.16), (5.7.17), respectivamente.

Más aún, se tiene que la 2-forma Ωε
Qλ es no-degenerada si y sólo si la forma F ε

Qλ (5.7.19)

es no-degenerada, es decir, F ε,λ
12 6= 0, con F ε,λ

12 dada por (5.7.20).

Demostración. Un cálculo directo nos muestra que el lado derecho de (5.7.21) co-
incide con (5.7.11). Por otra parte, la matriz que representa a la 2-forma Ωε

Qλ con
respecto a la base (5.7.18) es




0 F ε,λ
12 0 0

−F ε,λ
12 0 0 0

0 0 0 ε

0 0 −ε 0


 , (5.7.22)

cuyo determinante es ε2(F ε,λ
12 )2. Esto implica que Ωε

Qλ es una 2-forma no-degenerada

si y sólo si F ε,λ
12 6= 0; es decir, si y sólo si la forma F ε

Qλ es no-degenerada.

Corolario 5.42 Si ε > 0, entonces la 2-forma Ωε
Qλ es no-degenerada en el dominio abierto

N ε
Qλ

def
= Dom(Ω

ε
Qλ) =

{
(s1, ϕ1, s2, ϕ2) ∈ N

∣∣ F ε,λ
12 (s1, ϕ2, s2, ϕ2) 6= 0

}
, (5.7.23)

donde F ε,λ
12 está dada por (5.7.20). Esto es, Ωε

Qλ es una forma simpléctica en N ε
Qλ .
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El dominio N ε
Qλ en el cual la 2-forma Ωε

Qλ es simpléctica puede extenderse
a todo el espacio fase N si se imponen condiciones un poco más fuertes para
las funciones Qi y Q̃i en (5.7.1) y si tomamos el parámetro ε lo suficientemente
pequeño. Se tiene así el siguiente resultado.

Corolario 5.43 Supongamos que las funciones Qi y Q̃i (i = 1, 2) que definen las 1-formas

horizontales Q y Q̃ en (5.7.1), respectivamente, están bien definidas y son suaves en N .

Entonces, existe δQλ > 0 tal que para todo ε con 0 < ε < δQλ se tiene que

N ε
Qλ = N .

Por lo tanto, Ωε
Qλ es una forma simpléctica en todo el espacio fase N .

Demostración. Para cada λ ∈ [0, 1], la función fQλ definida por

fQλ =

[(
∂Q̃2

∂s1
− ∂Q̃1

∂ϕ1

)
+

(
∂Q̃1

∂s2

∂Q̃2

∂ϕ2
− ∂Q̃2

∂s2

∂Q̃1

∂ϕ2

)]

+ λ

[(
∂G2

∂s1
− ∂G1

∂ϕ1

)
+

(
∂Q̃2

∂ϕ2

∂G̃1

∂s2
− ∂Q̃2

∂s2

∂G1

∂ϕ2

)]

− λ

[(
∂Q̃1

∂ϕ2
+ λ

∂G1

∂ϕ2

)
∂G2

∂s2
−
(

∂Q̃1

∂s2
+ λ

∂G1

∂s2

)
∂G2

∂ϕ2

]
.

es suave en el compacto N por lo que toma su valor máximo en este conjunto.
Además, se requiere que

F ε,λ
12 = 1 − ε fQλ 6= 0. (5.7.24)

Si tomamos
δQλ =

1
max
z∈N ,

λ∈[0,1]

{
| fQλ(z)|

} ,

se cumple 0 ≤ ε | fQλ | < 1 para todo ε con 0 < ε < δQλ , lo cual nos garantiza (5.7.24).

En vista del Corolario 5.43 y por simplicidad, vamos a suponer en lo que sigue
que 0 < ε < δQλ , de tal modo que el dominio de la forma simplética Ωε

Qλ sea todo
el espacio fase N .

El método de homotopía. Segunda etapa. Con la discusión anterior se ha dado
el primer paso en la aplicación del método de homotopía. Estamos ahora en
condiciones de mostrar la existencia de la familia de difeomorfismos {Φλ, ε}λ∈[0,1]

que satisface (5.7.10).
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Teorema 5.44 Sean Q y Q̃ las formas horizontales definidas en (5.7.1) y consideremos el

campo vectorial, dependiente del tiempo, en N dado por

Zε
λ =

ε G2

F ε,λ
12

∂

∂s1
− ε G1

F ε,λ
12

∂

∂ϕ1

+
ε

F ε,λ
12

[(
∂Q̃2

∂ϕ2
+ λ

∂G2

∂ϕ2

)
G1 −

(
∂Q̃1

∂ϕ2
+ λ

∂G1

∂ϕ2

)
G2

]
∂

∂s2

+
ε

F ε,λ
12

[(
∂Q̃1

∂s2
+ λ

∂G1

∂s2

)
G2 −

(
∂Q̃2

∂s2
+ λ

∂G2

∂s2

)
G1

]
∂

∂ϕ2
. (5.7.25)

Entonces para todo λ ∈ [0, 1] se cumple

(
Φ

λ, ε
)∗

Ω
ε
Qλ = Ω

ε
Q̃, (5.7.26)

donde Φλ, ε es el flujo del campo (5.7.25) que se obtiene al integrar el sistema dinámico que

depende del tiempo

ds1

dλ
=

ε

F ε,λ
12

G2 =
ε

F ε,λ
12

(Q2 − Q̃2), (5.7.27)

dϕ1

dλ
= − ε

F ε,λ
12

G1 =
ε

F ε,λ
12

(Q1 − Q̃1), (5.7.28)

ds2

dλ
=

ε

F ε,λ
12

[(
∂Q̃2

∂ϕ2
+ λ

∂G2

∂ϕ2

)
G1 −

(
∂Q̃1

∂ϕ2
+ λ

∂G1

∂ϕ2

)
G2

]
, (5.7.29)

dϕ2

dλ
=

ε

F ε,λ
12

[(
∂Q̃1

∂s2
+ λ

∂G1

∂s2

)
G2 −

(
∂Q̃2

∂s2
+ λ

∂G2

∂s2

)
G1

]
, (5.7.30)

donde G1 y G2 están definidas por (5.7.12).

Antes de demostrar este resultado conviene hacer algunas observaciones. Note-
mos que el Teorema 5.44 es una reformulación del Teorema 4.9 para el caso sim-
pléctico. Este último resultado resume los métodos usados en la demostración
de la Proposición 4.4 y se aplican en el contexto actual. Sin embargo, puesto que
una prueba del teorema que ahora nos ocupa es bastante directa, la presentamos
a continuación.

Demostración. La prueba del Teorema 5.44 consiste en resolver la ecuación ho-
mológica (5.7.9). Para ello, supongamos que el campo vectorial que buscamos es
de la forma

Zε
λ = Z1

λ horλ
1 + Z2

λ horλ
2 + Z3

λ

∂

∂s2
+ Z4

λ

∂

∂ϕ2
. (5.7.31)

De las ecuaciones
LZε

λ
Ω

ε
Qλ = d

[
Zε

λ Ω
ε
Qλ

]
,

y
∂

∂λ

(
Ω

ε
Qλ

)
= −ε d [ G1ds1 + G2dϕ1 ] ,
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se sigue que (5.7.9) se escribe como

d
[
Zε

λ Ω
ε
Qλ − ε d (G1ds1 + G2dϕ1)

]
= 0,

de lo cual se obtiene

Zε
λ Ω

ε
Qλ = ε d (G1ds1 + G2dϕ1) .

Resolviendo esta última ecuación se tiene que las componentes del campo vecto-
rial Zε

λ están dadas por

Z1
λ =

ε

F ε,λ
12

G2, Z2
λ = − ε

F ε,λ
12

G1, Z3
λ = Z4

λ = 0. (5.7.32)

Por lo tanto, se sigue que

Zε
λ =

ε G2

F ε,λ
12

horλ
1 − ε G1

F ε,λ
12

horλ
2

=
ε G2

F ε,λ
12

∂

∂s1
− ε G1

F ε,λ
12

∂

∂ϕ1

+
ε

F ε,λ
12

[(
∂Q̃2

∂ϕ2
+ λ

∂G2

∂ϕ2

)
G1 −

(
∂Q̃1

∂ϕ2
+ λ

∂G1

∂ϕ2

)
G2

]
∂

∂s2

+
ε

F ε,λ
12

[(
∂Q̃1

∂s2
+ λ

∂G1

∂s2

)
G2 −

(
∂Q̃2

∂s2
+ λ

∂G2

∂s2

)
G1

]
∂

∂ϕ2
. (5.7.33)

Este campo satisface la ecuación homológica (5.7.9) y define el sistema dinámico
(5.7.27)-(5.7.30). Si denotamos por Φλ, ε el flujo que resulta de integrar este sistema,
entonces se cumple (5.7.26). Además, Φ0, ε = id y para λ = 1 se tiene

(Φ
1, ε)∗Ω

ε
Q1 ≡ (Φ

1, ε)∗Ω
ε
Q = Ω

ε
Q̃. (5.7.34)

Si definimos Φ
def
= Φ1, ε, entonces Φ es un difeomorfismo que satisface (5.7.4),

Φ
∗

Ω
ε
Q = Ω

ε
Q̃,

lo cual finaliza la demostración.

Un caso particular. En esta parte analizamos un caso específico de la discusión
anterior, el cual es importante para nuestros propósitos. En efecto, supongamos
que la forma horizontal Q̃ en (5.7.1) es nula: Q̃ = 0. De (5.7.6) se sigue que
Qλ = λQ, de lo cual se obtiene que la estructura simpléctica deformada Ωε

Qλ viene
a ser

Ω
ε
Qλ ≡ Ω

ε
λQ = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − λ ε d [Q1 ds1 + Q2 dϕ1] . (5.7.35)
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Notemos que para los valores λ = 0 y λ = 1 se obtienen, respectivamente, las
formas simplécticas

Ω̃
ε
0 = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2, (5.7.36)

Ω
ε
Q = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε d [Q1 ds1 + Q2 dϕ1] . (5.7.37)

De hecho, la familia de formas simplécticas {Ωε
λQ}λ∈[0,1] es una homotopía entre

la forma simpléctica no-uniforme Ω̃ε
0 (5.4.4) y la forma simpléctica deformada Ωε

Q
(5.4.1).

De (5.7.11) se obtiene una expresión explícita para la forma simpléctica (5.7.35):

Ω
ε
λQ =

[
1 − λ ε

(
∂Q2

∂s1
− ∂Q1

∂ϕ1

)]
ds1 ∧ dϕ1 + λ ε

∂Q1

∂s2
ds1 ∧ ds2 + λ ε

∂Q1

∂ϕ2
ds1 ∧ dϕ2

+ λ ε
∂Q2

∂s2
dϕ1 ∧ ds2 + λ ε

∂Q2

∂ϕ2
dϕ1 ∧ dϕ2 + ε ds2 ∧ dϕ2. (5.7.38)

Los campos vectoriales horizontales (5.7.13) y (5.7.14) toman, en este caso, las
formas siguientes,

horλ
1 =

∂

∂s1
+ λ

(
−∂Q1

∂ϕ2

∂

∂s2
+

∂Q1

∂s2

∂

∂ϕ2

)
, (5.7.39)

horλ
2 =

∂

∂ϕ1
+ λ

(
−∂Q2

∂ϕ2

∂

∂s2
+

∂Q2

∂s2

∂

∂ϕ2

)
. (5.7.40)

De la misma manera, de (5.7.16) y (5.7.17) se obtienen las expresiones

Γ
λ
1 = ds2 + λ

(
∂Q1

∂ϕ2
ds1 +

∂Q2

∂ϕ2
dϕ1

)
, (5.7.41)

Γ
λ
2 = dϕ2 − λ

(
∂Q1

∂s2
ds1 +

∂Q2

∂s2
dϕ1

)
. (5.7.42)

La 2-forma F ε
Qλ ≡ F ε

λQ = F ε,λ
12 ds1 ∧ dϕ1 en (5.7.19) queda definida por la función

F ε,λ
12 = 1 − ε λ

[(
∂Q2

∂s1
− ∂Q1

∂ϕ1

)
+ λ

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q2

∂s2

∂Q1

∂ϕ2

)]
, (5.7.43)

por lo que para ε > 0 y para cada λ ∈ [0, 1], la 2-forma Ωε
λQ se expresa como

Ω
ε
λQ = F ε

λQ + ε Γ
λ
1 ∧ Γ

λ
2 . (5.7.44)

La matriz de la estructura simpléctica (5.7.44) tiene la misma forma que la matriz
en (5.7.22). Por lo tanto, su determinante es ε2

(
F ε,λ

12

)2, lo cual nos indica que Ωε
λQ

es no-degenerada si y sólo si F ε
λQ es no-degenerada, es decir, F ε,λ

12 6= 0.

Vemos así que el dominio en el cual la 2-forma Ωε
λQ es no-degenerada, es

precisamente el subconjunto de aquellos puntos (s1, ϕ1, s2, ϕ2) ∈ N para lo cuales
Fλ

12(s1, ϕ1, s2, ϕ2) 6= 0. Sin embargo, es posible extender este dominio a todo el
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espacio fase N si se imponen condiciones a la forma horizontal Q y tomamos ε

lo suficientemente pequeño. En efecto, supongamos que las funciones Q1 y Q2 en
(5.4.2) están bien definidas y son suaves en N = ∆1 × S1 × ∆2 × S1. Se requiere
entonces dar condiciones para que

Fλ
12 = 1 − ε fλQ 6= 0, (5.7.45)

donde

fλQ = λ

[(
∂Q2

∂s1
− ∂Q1

∂ϕ1

)
+ λ

(
∂Q1

∂s2

∂Q2

∂ϕ2
− ∂Q2

∂s2

∂Q1

∂ϕ2

)]
. (5.7.46)

La hipótesis sobre Q1, Q2 nos permiten tomar

δλQ =
1

max
z∈N ,

λ∈[0,1]

{∣∣ fλQ(z)
∣∣
} , (5.7.47)

y se cumple δλQ > 0, lo cual nos garantiza que se satisface (5.7.45) para todo ε con
0 < ε < δλQ.

En estas condiciones podemos resumir lo anterior de la siguiente manera: Para
cada λ ∈ [0, 1] existe δλQ > 0 tal que para todo ε con 0 < ε < δλQ se tiene que Ωε

λQ
es una forma simpléctica en todo el espacio fase N .

Corolario 5.45 Sea Q = Q1 ds1 + Q2 dϕ1 (5.7.1) una forma horizontal en N . Supon-

gamos que Q̃ = 0 en (5.7.1) y sea Yλ el campo vectorial, dependiente del tiempo, en N
definido por

Yε
λ =

(
ε

F ε,λ
12

Q2

)
∂

∂s1
−
(

ε

F ε,λ
12

Q1

)
∂

∂ϕ1
+

ε λ

F ε,λ
12

(
Q1

∂Q2

∂ϕ2
−Q2

∂Q1

∂ϕ2

)
∂

∂s2

+
ε λ

F ε,λ
12

(
Q2

∂Q1

∂s2
−Q1

∂Q2

∂s2

)
∂

∂ϕ2
, (5.7.48)

con F ε,λ
12 dada por (5.7.43) y donde Q1, Q2 son funciones suaves en N y se cumplen

(5.7.45)-(5.7.47). Entonces para 0 < ε < δλQ y para cada λ ∈ [0, 1] se tiene

(
Φ

λ, ε
)∗

Ω
ε
λQ = Ω̃

ε
0, (5.7.49)

donde Φλ, ε es el flujo del campo vectorial Yε
λ, el cual se obtiene al integrar el sistema
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dinámico dependiente del tiempo

ds1

dλ
=

ε

F ε,λ
12

Q2, (5.7.50)

dϕ1

dλ
= − ε

F ε,λ
12

Q1, (5.7.51)

ds2

dλ
=

ε λ

F ε,λ
12

(
Q1

∂Q2

∂ϕ2
−Q2

∂Q1

∂ϕ2

)
, (5.7.52)

dϕ2

dλ
=

ε λ

F ε,λ
12

(
Q2

∂Q1

∂s2
−Q1

∂Q2

∂s2

)
. (5.7.53)

Corolario 5.46 Sea Q = Q1 ds1 + Q2 dϕ1 (5.7.1) una forma horizontal en N , con Q1

y Q2 funciones suaves en N que satisfacen las condiciones del Corolario 5.45. Entonces,

la forma simpléctica Ωε
Q es isomorfa a Ω̃ε

0 en N ,

(
Φ

1, ε
)∗

Ω
ε
Q = Ω̃

ε
0, (5.7.54)

donde Φ1, ε es el flujo a tiempo 1 que se obtiene del flujo Φλ, ε, el cual a su vez, se obtiene

al integrar el sistema de ecuaciones diferenciales (5.7.50)-(5.7.53).

5.8 Normalización Hamiltoniana de primero y segundo tipos

En el espacio fase M = (∆ × S1) × R2, consideremos el sistema dinámico no-
perturbado del campo vectorial X0 (5.1.14),

ṡ = 0, (5.8.1)

ϕ̇ = ω1(s), (5.8.2)

ṗ = −∂H1

∂q
(s, ϕ, p, q), (5.8.3)

q̇ =
∂H1

∂p
(s, ϕ, p, q), (5.8.4)

donde ω1(s) = f ′(s) y las funciones f , H1 dependen de s de manera suave en la
cerradura ∆. Supongamos además, que

ω1(s) 6= 0 y ω′
1(s) 6= 0 en ∆.

Si asumimos que se cumplen las hipótesis de integrabilidad (H1) y (H2) para
X0 (ver Sección 5.2), entonces el sistema (5.8.1)-(5.8.4) admite una integral de
movimiento G = G(s, ϕ, p, q) y el dominio M ⊂ (∆ × S1) × R2 en (5.2.5), con
π(M) = ∆×S1, está trivialmente foliado por las trayectorias periódicas Γ̃s,ϕ(E) del
campo vectorial Hamiltoniano vertical VG sobre ∆ × S1 × (E1, E2). De la Proposi-
ción 5.1, se sigue que M está trivialmente foliado por los 2-toros Λc1,E = {s =
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c1, G = E} ≈ T2, para s ∈ ∆ y E ∈ (E1, E2). En cada toro Λc1,E el movimiento
es quasi-periódico a lo largo de las trayectorias de (5.8.1)-(5.8.4), con frecuencias
ω1(c1) y ω2(c1, E). Aquí, ω2 está definida por (5.2.52). Denotemos por

h(s, s2) =

∫ s2

s0
2

ω2(s, s′2) ds′2, (5.8.5)

y

a(s, E) =
1

2π

∮

Γs,ϕ(E)
p dq.

La transformación de reducibilidad T en (5.2.34) está determinada por las fun-
ciones A = A(s, ϕ, p, q) y φ = φ(s, ϕ, p, q), donde

A(s, ϕ, p, q) = a(s, E)
∣∣
E=G(s,ϕ,p,q)

y φ está dada por (5.2.48). Por medio de la integral de movimiento A, podemos
reparametrizar la familia de 2-toros Λc1,c2 = Λc1,E(c1,c2), donde E = E(c1, c2) es
la solución de la ecuación c2 = a(c1, E). En este caso, los parámetros (c1, c2)

pertenecen al dominio
S =

⋃

s∈∆

{s} × ∆2(s)

donde ∆2(s) es la imagen de {s} × (E1, E2) bajo a. Las frecuencias correspondien-
tes del movimiento quasi-periódico a lo largo de Λc1,c2 son ω1(c1) y ω2(c1, c2) =

ω2(c1, E(c1, c2)).

Estructuras Hamiltonianas para X0.

Definición 5.47 Sea O ⊂ M un dominio abierto. Diremos que O es un dominio admisi-ble si existe un dominio abierto Õ ⊂ M tal que

(1) O y Õ son de la forma (5.2.5) y O ⊂ Õ, con O compacto.

(2) Las condiciones (H1), (H2) se satisfacen para O y Õ.

Es claro que si se cumplen (H1) y (H2), entonces siempre existe un dominio ad-
misible con cerradura compacta.

Como una consecuencia directa del Teorema 5.21 se deriva el resultado si-
guiente.

Teorema 5.48 Supongamos que se cumplen las hipótesis (H1), (H2) y que M es un

dominio admisible dado. Entonces para ε ∈ (0, δ0) suficientemente pequeño, el sistema

(5.8.1)-(5.8.4) es Hamiltoniano en el dominio M, relativo a la función

Fε(s, ϕ, p, q) = f (s) + ε

[
h(s, s2)−

ω1(s)

ω′
1(s)

∂h(s, s2)

∂s

] ∣∣∣
s2=A(s,ϕ,p,q)

(5.8.6)
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y a la estructura simpléctica

Ω
ε
Q = ds ∧ dϕ + ε dp ∧ dq − ε dQ, (5.8.7)

donde

Q = Q1 ds + Q2 dϕ. (5.8.8)

En este caso,

Q1 = −A
∂φ

∂s
, Q2 = −A

∂φ

∂ϕ
+

1
ω′

1(s)

∂h(s, s2)

∂s

∣∣∣
s2=A(s,ϕ,p,q)

. (5.8.9)

El sistema Hamiltoniano
(
M, Fε, Ωε

Q

)
es completamente integrable con dos integrales de

movimiento s y G, cuyo corchete de Poisson se anula, {s, G} = 0. Los 2-toros de Liouville

Λc1,c2 llevan consigo un movimiento quasi-periódico con frecuencias ω1(c1) y ω2(c1, c2).

Las variables acción-ángulo están dadas por

I1 = I(s, s2)
∣∣
s2=A(s,ϕ,p,q)

, I2 = ε A(s, ϕ, p, q),

donde

I = s − ε

ω′
1(s)

∂h(s, s2)

∂s
.

Además, la constante δ0 está dada por

δ−1
0 = max

M

[(
∂Q2

∂s
− ∂Q1

∂ϕ

)
+

(
∂Q1

∂p

∂Q2

∂q
− ∂Q2

∂p

∂Q1

∂q

)]
.

El caso lineal. Consideremos ahora el caso lineal (5.2.55)-(5.2.57) que se abordó en
la Sección 5.2:

ṡ = 0, (5.8.10)

ϕ̇ = ω1(s), (5.8.11)
[

ṗ

q̇

]
= J W(s, ϕ)

[
p

q

]
(5.8.12)

El resultado siguiente se deriva directamente del Teorema 5.48.

Corolario 5.49 Supongamos que el sistema (5.8.10)-(5.8.12) es fuertemente estable en

∆ × S1. Entonces, para ε ∈ (0, δ0) suficientemente pequeño, el campo vectorial correspon-

diente,

X0 = ω1(s)
∂

∂ϕ
+

〈
J W(s, ϕ)

[
p

q

]
,
[

∂/∂p

∂/∂q

]〉
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es Hamiltoniano en el dominio admisible M con respecto a la estructura simpléctica Ωε
Q

(5.8.7) con

Q1 = A
∂

∂

[
1

ω1(s)

∫ ϕ

0
w1(s, ϕ′)D2(s, ϕ′) dϕ′

]
, (5.8.13)

Q2 = A

[
−1 +

w1(s, ϕ)D2(s, ϕ)

ω1(s)
+

ω′
2(s)

ω′
1(s)

]
(5.8.14)

y la función

Fε = f (s) + ε A

[
ω2(s) − ω1(s) ω′

2(s)

ω′
1(s)

]
.

En este caso, ω2(s) está dada por (5.2.69), D1(s, ϕ) + i D2(s, ϕ) es la solución de la

ecuación de Riccati (5.2.60) y

A(s, ϕ, p, q) =

[
p −D1(s, ϕ) q

]2
+
[
D2(s, ϕ) q

]2

2D2(s, ϕ)
.

Normalización Hamiltoniana de primer tipo. Consideremos el sistema Hamilto-
niano perturbado en

(
M, Ωε

0, Hε = f (s) + εH1 + O(ε2)
)
:

ṡ = −ε
∂H1

∂ϕ
+ O(ε2), (5.8.15)

ϕ̇ = ω1(s) + ε
∂H1

∂s
+ O(ε2), (5.8.16)

ṗ = −∂H1

∂p
+ O(ε), (5.8.17)

q̇ =
∂H1

∂q
+ O(ε). (5.8.18)

Sea Xε el campo vectorial Hamiltoniano de Hε = f (s) + εH1 + O(ε2). A la 1-forma
Q en (5.8.9) le asociamos el siguiente sistema dinámico en un dominio admisible
M:

ds

dλ
= − ε

κλ
ε

Q2, (5.8.19)

dϕ

dλ
=

ε

κλ
ε

Q1, (5.8.20)

dp

dλ
=

ε(1 − λ)

κλ
ε

[
Q2

∂Q1

∂q
− Q1

∂Q2

∂q

]
, (5.8.21)

dq

dλ
=

ε(1 − λ)

κλ
ε

[
Q1

∂Q2

∂p
− Q2

∂Q1

∂p

]
, (5.8.22)

donde

κλ
ε = 1 − (1 − λ)ε

[(
∂Q2

∂s1
− ∂Q1

∂ϕ1

)
+ (1 − λ)

(
∂Q1

∂p

∂Q2

∂q
− ∂Q2

∂p

∂Q1

∂q

)]
.
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Para ε ∈ (0, δ1) suficientemente pequeño, el flujo Φλ, ε : M → M de este

sistema está bien definido en todo M, para todo λ ∈ [0, 1]. Más aún, Φλ, ε es
una transformación cercana a la identidad, Φ0,ε = id. Sea Ωε

Q la estructura sim-
pléctica en (5.8.7). De los Corolarios 5.45 y 5.46, el flujo a tiempo 1, Φ1,ε, es un
simplectomorfismo entre la estructura simpléctica original Ωε

0 y Ωε
Q,

(
Φ

1,ε)∗Ω
ε
0 = Ω

ε
Q.

Tomando en cuenta estos hechos junto con el Teorema 5.48 se obtiene el resultado
siguiente.

Teorema 5.50 Bajo las hipótesis (H1), (H2), se tiene que para ε ∈ (0, δ1), suficientemente

pequeño, el “pull-back” del sistema Hamiltoniano original
(

M, Ωε
0, Hε

)
(5.8.15)-(5.8.18),

bajo la transformación cercana a la identidad Φ1,ε : M → M, viene a ser el sistema

Hamiltoniano
(
M, Ωε

Q

)
con función Hamiltoniana

Hε ◦ Φ
1,ε = Fε + O(ε2),

donde Fε es el Hamiltoniano (5.8.6) del sistema Hamiltoniano no-perturbado X0, el cual es

completamente integrable. En este caso,

δ−1
1 = max

M,
λ∈[0,1]

[
λ

(
∂Q2

∂s
− ∂Q1

∂ϕ

)
+ λ

(
∂Q1

∂p

∂Q2

∂q
− ∂Q2

∂p

∂Q1

∂q

)]
.

De esta manera, después de una normalización de primer tipo, el sistema pertur-
bado (5.8.15)-(5.8.18) se transforma en un sistema Hamiltoniano casi-integrable, en
el cual el sistema Hamiltoniano no-perturbado

(
M, Ωε

Q, Fε

)
coincide precisamente

con (5.8.1)-(5.8.4) y tiene la familia de toros de Liouville Λc1,c2 , los cuales son inde-
pendientes de ε y llevan consigo un movimiento quasi-periódico con frecuencias
ω1(c1) y ω2(c1, c2).

Observación 5.51 Del Teorema 5.44 se sigue que la transformación inversa Φ̃λ, ε =

(Φλ, ε)−1 está determinada como el flujo del sistema dependiente del tiempo

ds

dλ
=

ε

χλ
ε

Q2, (5.8.23)

dϕ

dλ
= − ε

χλ
ε

Q1, (5.8.24)

dp

dλ
=

ελ

χλ
ε

[
−Q2

∂Q1

∂q
+ Q1

∂Q2

∂q

]
, (5.8.25)

dq

dλ
=

ελ

χλ
ε

[
Q2

∂Q1

∂p
− Q1

∂Q2

∂p

]
, (5.8.26)

con

χλ
ε = 1 − λε

[(
∂Q2

∂s
− ∂Q1

∂ϕ

)
+ λ

(
∂Q1

∂p

∂Q2

∂q
− ∂Q2

∂p

∂Q1

∂q

)]
.
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Normalización Hamiltoniana de segundo tipo. Sea N = (∆1 × S1) × (R × S1) y
consideremos el dominio toroidal N = (∆1 × S1) × (∆2 × S1) ⊂ N (ver (5.2.32)),
con coordenadas

(
s1, ϕ1 (mod 2π), s2, ϕ2 (mod 2π)

)
y estructura simpléctica

Ω̃
ε
0 = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2. (5.8.27)

Sea T : M → N la transformación de reducibilidad (5.2.34). De la Propo-
sisicón 5.16 y el Corolario 5.20, el “pull-back” de Ω̃ε

0 bajo T es de la forma

T ∗
Ω̃

ε
0 = Ω

ε
0 + dP, (5.8.28)

donde P es la 1-forma horizontal con coeficientes (ver (5.3.13), (5.3.14)):

P1 = A
∂φ

∂s1
+

∂K

∂s1
, (5.8.29)

P2 = A
∂φ

∂ϕ1
+

∂K

∂ϕ1
, (5.8.30)

y donde K satisface (5.3.8) y (5.3.18). Una relación explícita entre K, A y φ viene
dada en los términos siguientes (ver (5.3.16) y (5.3.17)):

∂K

∂p
= −A

∂φ

∂p
,

∂K

∂q
= −A

∂φ

∂q
+ p. (5.8.31)

Tomando en cuenta que {A, φ}2 = 1 (5.2.39), (5.3.15), por medio de un cálculo
directo se deriva de (5.8.29), (5.8.30) y (5.8.31) el siguiente resultado.

Lema 5.52 Los coeficientes P1 y P2 satisfacen la relación de curvatura cero

∂P2

∂s
− ∂P1

∂ϕ
+ {P2, P1}2 = 0. (5.8.32)

De esta manera, se sigue claramente de (5.8.28) que

Ω̃
ε
Q̃

= T∗Ω
ε
0 = ds1 ∧ dϕ1 + ε ds2 ∧ dϕ2 − ε dQ̃. (5.8.33)

Aquí, Q̃ = Q̃1ds1 + Q̃2ds2 es una 1-forma en el dominio toroidal N = T (M), con
coeficientes

Q̃1 = P1 ◦ T −1, Q̃2 = P2 ◦ T −1. (5.8.34)

Notemos que del Lema 5.52 se obtiene también que

∂Q̃2

∂s1
− ∂Q̃1

∂ϕ1
+ {Q̃1, Q̃2}2 = 0. (5.8.35)

De esta relación y de (5.4.17)-(5.4.19) se obtienen los corchetes de Poisson que
corresponden a la forma simpléctica Ω̃ε

Q̃
, los cuales vienen dado por las siguientes
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relaciones:

{s1, ϕ1} = 1, (5.8.36)

{s1, s2} = −∂Q̃2

∂ϕ2
, {s1, ϕ2} =

∂Q̃2

∂s2
, (5.8.37)

{ϕ1, s2} =
∂Q̃1

∂ϕ2
, {ϕ1, ϕ2} = −∂Q̃1

∂s2
, (5.8.38)

{s2, ϕ2} =
1
ε

+

(
∂Q̃1

∂s2

∂Q̃2

∂ϕ2
− ∂Q̃1

∂ϕ2

∂Q2

∂s2

)
. (5.8.39)

El “push-forward” del sistema perturbado original (5.8.15)-(5.8.18) es un sistema
Hamiltoniano en

(
N , Ωε

Q̃

)
con Hamiltoniano H̃ε = Hε ◦ T −1 = f + ε H1 ◦ T −1. Se

sigue del Corolario 5.20 y del Teorema 5.21 que el sistema dinámico correspon-
diente toma la forma

ṡ1 = O(ε), (5.8.40)

ϕ̇1 = ω1(s1) + O(ε), (5.8.41)

ṡ2 = O(ε), (5.8.42)

ϕ̇2 = ω2(s1, s2) + O(ε). (5.8.43)

De la Proposición 5.26 se deduce el resultado siguiente:

Lema 5.53 La 1-forma Q en (5.8.8) y la función h = h(s1, s2) (5.8.5) se pueden tomar de

tal manera que
∂h

∂s2
(s1, s2) = ω2(s1, s2), (5.8.44)

y

H ◦ T −1 = −ω1 Q2 + h. (5.8.45)

Demostración. Fijemos h y Q en (5.8.5) y (5.8.9), respectivamente. Calculando las
componentes del campo vectorial Hamiltoniano de H̃ε con respecto al corchete de
Poisson (5.8.36)-(5.8.39) y comparando con el lado derecho de (5.8.45), obtenemos
la siguiente relación entre H y Q, h:

H ◦ T −1 = ω1 Q2 + h + µ, (5.8.46)

donde µ = µ(s1, ϕ1) es una función suave y 2π-periódica en ϕ1. Los datos Q, h

están determinados por (5.8.46), salvo por una transformación del tipo

h 7→ h + c1, Q 7→ Q + d1c2,

para funciones arbitrarias suaves c1 = c1(s1 y c2 = c2(s1, ϕ1) = c2(s1, ϕ1 + 2π).
Para calcular µ en (5.8.46), tomamos

c1 =
1

2π

∫ 2π

0
µ dϕ1, c2 =

1
ω1

∫ ϕ1

0
(µ dϕ′

1 − ϕ1c1)
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Supongamos ahora que h y Q están dadas y satisfacen (5.8.44), (5.8.45), re-
spectivamente. Consideremos las formas simplécticas Ω̃ε

0 y Ω̃ε
Q en N . Tomando

en cuenta (5.8.35), por el Corolario 5.46, las formas Ω̃ε
0 y Ω̃ε

Q̃
en N son isomorfas

por medio del flujo a tiempo 1, Φ̃1
ε : N → N , del sistema dinámico del campo

vectorial dependiente del tiempo Zε
λ, que es de la forma

ds1

dλ
= − ε

χλ
ε

Q̃2, (5.8.47)

dϕ1

dλ
=

ε

χλ
ε

Q̃1, (5.8.48)

ds2

dλ
=

ε(1 − λ)

χλ
ε

[
−Q̃2

∂Q̃1

∂ϕ2
+ Q̃1

∂Q̃2

∂ϕ2

]
, (5.8.49)

dϕ2

dλ
=

ε(1 − λ)

χλ
ε

[
Q̃2

∂Q̃1

∂s2
− Q̃1

∂Q̃2

∂s2

]
, (5.8.50)

con

χλ
ε = 1 − (1 − λ)ε

[(
∂Q̃2

∂s1
− ∂Q̃1

∂ϕ1

)
+ (1 − λ)

(
∂Q̃1

∂s2

∂Q̃2

∂ϕ2
− ∂Q̃2

∂s2

∂Q̃1

∂ϕ2

)]
.

De las hipótesis (H1) y (H2) se sigue que la cerradura del dominio N es com-
pacta. Más aún, las funciones A y φ se pueden extender de manera suave a una
vecindad abierta de M. Luego, las funciones Q̃1 y Q̃2 se pueden extender de
manera suave a una vecindad de N en N. De esta manera

δ2 = 4 max
N

∣∣∣∂Q̃2

∂s1
− ∂Q̃1

∂ϕ1

∣∣∣ > 0.

Por lo tanto, el flujo Φ̃λ
ε de (5.8.47)-(5.8.50) está bien definido en N para ε ∈ [0, δ2)

lo suficientemente pequeño y con λ ∈ [0, 1]. Dado que el campo vectorial del
sistema (5.8.47)-(5.8.50) se anula para ε = 0, el flujo es una transformación cercana
a la identidad cuando ε → 0.

Teorema 5.54 Bajo las hipótesis (H1),(H2), se sigue que para ε ∈ (0, δ2), suficientemente

pequeño, la transformación twist

Υε = Φ̃
1
ε ◦ T : M → N

es un simplectomorfismo entre las estructuras canónicas Ωε
0 y Ω̃ε

0,

(Υε)∗Ω
ε
0 = Ω̃

ε
0.

El sistema Hamiltoniano perturbado Xε (5.1.3) es transformado bajo Υε a la forma normal

Hε ◦ (Υε)
−1 = f (s1) + εh(s1, s2) + O(ε2), (5.8.51)

donde h está dada por (5.8.5).
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Demostración. Necesitamos probar que se cumple (5.8.51). Sea Zε

λ el campo vecto-
rial de (5.8.47)-(5.8.50). Si usamos y (5.8.45) podemos calcular

H̃ε ◦ Φ̃
−1 = H̃ε −LZε

λ
H̃ε + O(ε2) (5.8.52)

= f + ε(−ω1Q2 + h) − εLZε
λ

f + O(ε2) (5.8.53)

= f + εh + O(ε2) (5.8.54)

donde h está definida por (5.8.5).

De esta manera, la normalización de segundo tipo es un simplectomorfismo que
transforma el sistema no-perturbado a un nuevo sistema Hamiltoniano no-perturbado
de la forma

(
Nε, Ω̃ε

0, F̃ε = f + εh
)
, el cual se escribe como

ṡ1 = 0, (5.8.55)

ϕ̇1 = ω1(s1) + ε
∂h(s1, s2)

∂s1
, (5.8.56)

ṡ2 = 0, (5.8.57)

ϕ̇2 = ω2(s1, s2). (5.8.58)

Este sistema tiene la misma familia de toros de Liouville Λc1,c2 , en los cuales
el movimiento es quasi-periódico con frecuencias independientes de ε, ω1(c1) y
ω̃2(c1, c2) = ω1(c1) + ε ∂h(c1, c2)/∂s1. La forma normal (5.8.55)-(5.8.58) aparece
usualmente en el marco de teoría KAM.

Observación 5.55 Consideremos, en lugar de Υε, la transformación siguiente:

Υ̃ε = Ξε ◦ T ,

donde Ξε está dada por (5.6.63). Luego, Υ̃ε transforma el Hamiltoniano Hε del sistema

original a la forma normal

Hε ◦ (Υ̃ε)
−1 = f (s1) + εh(s1, s2) + O(ε2).

Sin embargo, en general, esta transformación no es un simplectomorfismo entre las dos

estructuras canónicas Ωε
0 y Ω̃ε

0. Esto es así, por ejemplo, en el siguiente caso particular, en

el que la transformación de reducibilidad T (5.2.34) es independiente de s,

∂A

∂s
=

∂φ

∂s
= 0.

El caso de un Cilindro de Órbitas Invariante. Consideremos ahora el caso cuando
la función H1 en (5.1.2) es cuadrática en las coordenadas p y q,

H1 =
1
2

(
w1p2 + 2w2p q + w3q2) .
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Supongamos que el sistema (5.8.15)-(5.8.18) es fuertemente estable para todo s ∈ ∆.
Sea D(s, ϕ) = D1(s, ϕ) + i D2(s, ϕ) la solución de la ecuación de Riccati (5.2.60) y
consideremos la integral de movimiento G(s, ϕ, p, q) = (1/2D2)

[
(p −D1q)2 + (D2q)2

]
.

Fijemos E1 y E2 de manera arbitraria pero sujetos a la condición 0 < E1 <

E2. Para todo (s, ϕ) y E > 0, el conjunto de nivel Γs,ϕ(E) en R2 de Gs,ϕ es una
trayectoria elíptica de VG con período T = 2π. La acción a lo largo de Γs1,ϕ1(E)

está dada por a(s, E) = E. Si Us,ϕ es el anillo abierto elíptico definido como
la unión de los conjuntos Γs,ϕ(E), al variar E sobre (E1, E2), entonces tomando

M =
⋃

(s,ϕ)

Us,ϕ, vemos que se cumplen las condiciones (H1) y (H2). Escogemos

ahora una sección L haciendo

L(s, ϕ, E) =

(
s, ϕ,

√
2ED2(s, ϕ), 0

)
.

Tomando en cuenta que E(s, s2) = s2, se sigue que la inversa T −1
s,ϕ (s2, ϕ2) del

difeomorfismo en (5.3.3) está dado por

p =
√

2 s2D1 cos(ϕ + χ), q =

√
2 s2

D2
sen(ϕ2 + χ).

Aquí, D1 = D1(s, ϕ), D2 = D2(s, ϕ) y

χ(s, ϕ) =
1

ω1(s)

[
ω2(s)ϕ −

∫ ϕ

0
w1(s, ϕ′)D2(s, ϕ′) dϕ′

]
. (5.8.59)

ω2(s) = ω1(s)β(s) =
1

2π

∫ ϕ

0
w1(s, ϕ′)D2(s, ϕ′) dϕ′. (5.8.60)

Las variables acción-ángulo, paramétricamente dependientes, están dadas por

A = G, φ = arctan
(

1
D2

(
p

q
−D1

))
+ χ.

En este caso tenemos:

P1 =
1
D2

[
∂D2

∂s
p q +

(
∂D1

∂s
D2 −D1

∂D1

∂s

)
q2
]

+ G
∂χ

∂s
, (5.8.61)

P2 =
1
D2

[
∂D2

∂ϕ
p q +

(
∂D1

∂ϕ
D2 −D1

∂D1

∂ϕ

)
q2
]

+ G
∂χ

∂ϕ
. (5.8.62)

También es posible demostrar que para que se cumpla (5.8.35), podemos sustituir
en (5.8.31) la expresión

K =
p q

2
y

Q̃1 =
s2

2D2

[
sen 2(ϕ2 + χ)

∂D2

∂s1
+ (1 − cos 2(ϕ2 + χ))

∂D1

∂s1

]
+

∂χ

∂s1
, (5.8.63)

Q̃2 =
s2

2D2

[
sen 2(ϕ2 + χ)

∂D2

∂ϕ1
+ (1 − cos 2(ϕ2 + χ))

∂D1

∂ϕ1

]
+

∂χ

∂ϕ1
, (5.8.64)
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Como una consecuencia de la discusión anterior, derivamos el siguiente resul-

tado.

Teorema 5.56 En el espacio fase
(
R4, Ωε

0 = ds ∧ dϕ + εdp ∧ dq
)

consideremos el sis-

tema Hamiltoniano

Hε = f (s) +
ε

2

(
w1 p2 + 2 w2 p q + w3 q2) + O(ε2). (5.8.65)

Supongamos que el sistema sistema normal linealizado X0 (5.1.14) sobre el cilindro de ór-

bitas invariante ∆1 ×S1 es fuertemente estable. Entonces, la transformación Υε transforma(
R4, Ωε

0, Hε

)
al sistema Hamiltoniano

(N , Ω̃ε
0, H̃ε) de la forma

Hε ◦Υ−1
ε = f (s1) + ε ω2(s1) s2 + O(ε2).

En este caso ω2(s1) está dada por (5.8.60), Φ1
ε es el flujo a tiempo 1 de (5.8.19)-(5.8.22),

con P1, P2 dadas por (5.8.61), (5.8.62), T es la transformación de Floquet-Lyapunov en

(5.2.34) y

Ξε(s1, ϕ1, s2, ϕ2) =

(
s1 − ε

ω′
2(s1)

ω′
1(s1)

s2, ϕ1, s2, ϕ2

)
.

Observación 5.57 La transformación T es precisamente la modificación de la transfor-

mación estándar de Floquet-Lyapunov L : (∆1 × S1) × R2 → (∆1 × S1) × R2 dada

por

Ls,ϕ = exp
(

ϕ1

ω1(s1)
K(s1)

)
◦ F−1(s1, ϕ1). (5.8.66)

En este caso, K(s1) = ω1(s1)
2π ln M(s) y existe una rama real del logaritmo de M(s) debido

a la hipótesis de estabilidad. Luego, K(s1) ∈ sp(1, R) y los valores propios de K(s1) son

±i ω2(s1). Además, bajo la transformación L, el sistema (5.8.55)-(5.8.58) se reduce a la

forma constante

ṡ1 = 0, (5.8.67)

ϕ̇1 = ω1(s1), (5.8.68)
(

ṗ

q̇

)
= K(s1)

(
p

q

)
(5.8.69)

De esta manera, podemos escoger funciones vectoriales suaves ∆1 ∋ s1 7→ ei(s1) ∈ R2

(i = 1, 2), tales que

K(s1) e1(s1) = −ω2(s1) e2(s1), (5.8.70)

K(s1) e2(s1) = ω2(s1) e1(s1) (5.8.71)

y T = T0 ◦ L , donde T0 : (∆1 × S1) × R2 \ {0} → (∆1 × S1) × (R1
+ × S1) es la

transformación con inversa

(s, ϕ, p, q) 7→
√

2s2

ω2(s1)
cos ϕ2 e1(s1) +

√
2s2

ω2(s1)
sen ϕ2 e2(s1).
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Observación 5.58 Sea Ls,ϕ la transformación de Floquet–Lyapunov en (5.8.66). Luego,

el “push-forward”del Hamiltoniano Hε (5.8.65), por medio del difeomorfismo con inversa

s1 7→ s1 −
ε

2

〈
JL −1

s,ϕ
∂Ls,ϕ

∂ϕ

(
p

q

)
,
(

p

q

)〉
, (5.8.72)

ϕ1 7→ ϕ1, (5.8.73)
(

p

q

)
7→ Ls,ϕ

(
p

q

)
(5.8.74)

está dado por

f (s1)−
ε

2

〈
J K(s1)

(
p

q

)
,
(

p

q

)〉
+ O(ε2).

Sin embargo, en general esta transformación no es simpléctica. En particular esto es así el

el caso cuando la transformación de Floquet-Lyapunov es independiente de s.
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Capítulo 6

Ecuaciones de Euler como sistemas
Hamiltonianos casi-integrables: El caso so(4)

Un ejemplo importante en el que es posible aplicar varios de los resultados obtenidos
en los capítulos previos es el de los sistemas de Euler [68], los cuales son sistemas
Hamiltonianos en álgebras de Lie con la estructura de Lie–Poisson (1.2.6). En par-
ticular, analizaremos el caso de este tipo de sistemas en el álgebra de Lie so(4), los
cuales nos dan una clase especial de sistemas sesqui-producto.

El problema de la representación de un sistema Hamiltoniano dado como un
sistema casi integrable se presenta normalmente cuando se estudia la dinámica en
vecindades “apropiadas” de subvariedades invariantes, por ejemplo, cilindros de

órbitas. En esta parte abordamos este problema para el caso de las ecuaciones de
Euler en el álgebra de Lie so(4) = so(3) ⊕ so(3), consideradas como un sistema
Hamiltoniano con respecto al corchete de Lie–Poisson en so(4) y un Hamiltoniano
genérico H. Para consultar sobre algunos aspectos de la teoría de ecuaciones
de Euler en álgebras de Lie, incluyendo resultados sobre su integrabilidad y sus
aplicaciones físicas, referimos al lector a [3, 6, 11, 12, 28, 40, 44, 45].

6.1 Formulación del problema

Si identificamos el álgebra de Lie so(3)∗ con el espacio R3 (ver Sección 1.2), en-
tonces el sistema de Euler en so(4) = so(3) ⊕ so(3) se expresa por medio de las
siguientes ecuaciones:

dξ

dt
= ξ × ∂H(ξ, x)

∂ξ
, (6.1.1)

dx
dt

= x × ∂H(ξ, x)

∂x
. (6.1.2)

En este caso, en el contexto de la teoría Hamiltoniana de perturbaciones, estu-
diamos la dinámica de Euler alrededor de un conjunto de nivel el cual es un
conjunto singular (una órbita adjunta singular), {‖ξ‖ = const > 0, x = 0}, de las
dos funciones de Casimir. De esta manera, estamos interesados en un dominio en
el cual

‖ξ‖ = const > 0, ‖x‖ ≪ 1. (6.1.3)

163
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La restricción de (6.1.1),(6.1.2) a la órbita singular es un sistema Hamiltoniano
en la 2-esfera. Si fijamos un dominio abierto foliado trivialmente por trayectorias
periódicas de este sistema y si tomamos las correspondientes variables acción–
ángulo s ∈ ∆ = (∆1, ∆2) ⊂ R, τ (mod 2π), reducimos el problema original (6.1.1)–
(6.1.3) al siguiente sistema dinámico en el espacio fase de 5 dimensiones M =

∆ × S1 × R3:

ds

dt
=

〈∂φ(s, τ)

∂τ
, x
〉

+ O2, (6.1.4)

dτ

dt
= ω(s) −

〈∂φ(s, τ)

∂s
, x
〉

+ O2, (6.1.5)

dx
dt

= φ(s, τ) × x + O2. (6.1.6)

En este caso, Ok = O(‖x‖k), x ∈R3 y las funciones ω y φ están determinadas por
las primeras variaciones de H en x = 0. El sistema (6.1.4)–(6.1.6) es Hamiltoniano
con respecto a la estructura de Poisson dada por el corchete del producto directo en
M:

{s, τ}M = 1, (6.1.7)

{s, xi}M = {τ, xi}M = 0, (6.1.8)

{xi, xj}M = ǫijkxk, (6.1.9)

y la función
H(s, τ, x) = f (s) − 〈φ(s, τ), x〉 + O2, (6.1.10)

donde f ′(s) = ω(s).

Si restringimos el sistema (6.1.4)–(6.1.6) a los conjuntos de nivel regulares de la
función de Casimir K = ‖x‖2 del corchete (6.1.7)–(6.1.9) obtenemos una familia de
sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad. El conjunto singular de nivel
∆ × S1 × {0} de K está, si lo vemos como un cilindro de órbitas, foliado trivial-
mente por órbitas cerradas del sistema (6.1.4)–(6.1.6) las cuales tienen movimiento
perid́ico con frecuencias dadas por ω(s). Para que el sistema (6.1.4)–(6.1.6) sea
completamente integrable se requiere una integral de movimiento adicional, que
sea funcionalmente independiente de las integrales de movimiento H y K.

El problema de encontrar condiciones de integrabilidad para sistemas de este
tipo es una tarea difícil, aún en el caso de Hamiltonianos “cuadráticos” H [3,
11, 44]. En este caso estamos interesados en el comportamiento cualitativo de la
dinámica de Euler alrededor del cilindro de órbitas en el contexto de los resultados
KAM sobre la persistencia de toros quasi–periódicos y la excitación de modos
normales [6, 7, 13, 40, 59, 60].

El primer paso en esta dirección es pensar en el sistema (6.1.4)–(6.1.6) como
un sistema Hamiltoniano perturbado cuya parte no–perturbada es un sistema
Hamiltoniano completamente integrable que satisface ciertas condiciones de no–
degeneración tales como las condiciones de Kolmogorov [6, 7, 40], o bien, condi-
ciones de no-degeneración en el sentido de Rüssmann [13, 59, 60], que son más
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débiles. Nuestra principal observación aquí es que un candidato natural para
tomar el papel de sistema Hamiltoniano no–perturbado, que es no–degenerado
en el sentido de Rüssmann, es el sistema linear de Euler en el cilindro de órbitas:

ds

dt
= 0,

dτ

dt
= ω(s), (6.1.11)

dx
dt

= φ(s, τ) × x. (6.1.12)

Este sistema se obtiene de (6.1.4)–(6.1.6) a través del proceso de linealización
normal en ∆ × S1 × {0}. El retrato fase del sistema (6.1.11),(6.1.12) es bastante sen-
cillo y consiste de órbitas periódicas y de una familia de 2–toros quasi–periódicos
que depende de 3 parámetros la cual está determinada por los conjuntos de nivel
de las tres integrales de movimiento. Sin embargo, en el contexto del formalismo
Hamiltoniano, el sistema (6.1.11),(6.1.12) nos proporciona un ejemplo sencillo de
un sistema dinámico para el que no resulta evidente una formulación Hamilto-
niana. Esto se debe a un fenómeno general [68]: el proceso de linealizació normal
está estrechamente ligado con límites singulares de sistemas Hamiltonianos. De
esta manera, el sistema lineal de Euler no es Hamiltoniano en el corchete natural
(6.1.7)–(6.1.9).

Un enfoque general para la construcción de estructuras Hamiltonianas para
sistemas de Euler lineales ha sido desarrollado en [68]. Aquí se da una derivación
directa de una estructura Hamiltonian para (6.1.11),(6.1.12), se muestra que este
sistema es completamente integrable y se calculan las variables acción–ángulo.
Finalmente, es posible reconocer al sistema (6.1.4)–(6.1.6) como un sistema Hamil-
toniano casi integrable después de aplicar una “transformación de torsión” la cual
es definida como la composición de una transformación de tipo Floquet–Lyapunov
y el flujo a tiempo 1 de un campo vectorial que depende del tiempo, asociado a
(6.1.11),(6.1.12).

6.2 Construcción de una transformación de tipo Floquet–
Lyapunov

Consideremos el campo vectorial Hamiltoniano del sistema (6.1.4)–(6.1.6),

XH =
〈∂φ

∂τ
, x
〉 ∂

∂s
+

(
ω −

〈∂φ

∂s
, x
〉) ∂

∂τ
+
〈

φ × x,
∂

∂x

〉
+ O2. (6.2.1)

cuya parte lineal es el campo vectorial del sistema linear de Euler (6.1.11),(6.1.12),

Xlin = ω(s)
∂

∂τ
+
〈

φ(s, τ) × x,
∂

∂x

〉
. (6.2.2)

Entonces,
XH = Xlin + Xtor + O2. (6.2.3)
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donde Xtor =
〈

∂φ
∂τ , x

〉
∂
∂s −

〈
∂φ
∂s , x

〉
∂

∂τ es la llamada “torsión dinámica” de XH sobre

el cilindro de órbitas.

Nuestro propósito es reducir la parte lineal de XH a una forma normal usando
una transformación de tipo Floquet–Lyapunov. Para ello, supongamos que las
funciones ω = ω(s) ∈ C∞(∆) y φ = φ(s, τ) ∈ C∞(∆ × R) ⊗ R3 en (6.1.4)-(6.1.6)
satisfacen las siguientes condiciones:

ω(s) > 0, φ(s, τ) = φ(s, τ + 2π) y ω′ 6= 0 en ∆. (6.2.4)

Si pensamos en (6.1.11),(6.1.12) como una familia de ecuaciones de Euler lineales
periódicas en R3, podemos considerar la solución fundamental correspondiente
G = G(s, τ),

ω(s)
∂G

∂τ
= (Λ ◦ φ) G, G(s, 0) = I.

Aquí,

Λ ◦ φ =




0 −φ3 φ2

φ3 0 −φ1

−φ2 φ1 0


 ,

es la matriz del producto cruz en R3. Es claro que G ∈ C∞(∆ × R) ⊗ SO(3) y
el espectro de la matriz de monodromía M(s) = G(s, 2π) pertenece al círculo
unitario S1 ⊂ C e incluye al 1. Suponemos que existe una función vectorial suave
(s, τ) 7→ ν = ν(s, τ) ∈ R3 que satisface

ω(s)
dν

dτ
= φ(s, τ) × ν, (6.2.5)

ν(s, τ) = ν(s, τ + 2π), ‖ν(s, τ)‖ = 1. (6.2.6)

De este modo, ν es una solución de Floquet periódica de ecuación lineal de Euler,
la cual varía de manera suave con respecto al parámeter s. Tal solución siempre
existe si el espectro de M(s) es simple para toda s. Los valores propios de M(s)

son de la forma 1, exp(± i β(s)), donde la evolución del exponente de Floquet β(s)

en s está dada por la fórmula de variación de parámetros [26, 68]

β′(s) =
1

2π

∫ 2π

0

〈
∂

∂s

(
φ(τ, s)

ω(s)

)
, ν(τ, s)

〉
dτ. (6.2.7)

Introduzcamos la notación

κ(s)
def
=

β′(s) ω2(s)

ω′(s)
, (6.2.8)

y

d0
def
=

[
max
s∈∆

|κ′(s)|
|ω(s)|

]−1

. (6.2.9)

Se sigue de esto que y de (6.2.4) que d0 > 0.
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Sea ν = ν(s, τ) una solución periódica unitaria de Floquet en (6.2.5),(6.2.6).
Entonces, uno puede escoger funciones vectoriales suaves e0

1(s), e0
2(s) en ∆ las

cuales, junto con el vector “inicial” ν0(s) = ν(s, 0) formen una base ortonormal en
R3, positivamente orientada, esto es, ‖e0

1(s)‖ = ‖e0
2(s)‖ = 1 y

e0
1(s) × e0

2(s) = ν0(s), e0
2(s) × ν0(s) = e0

1(s), ν0(s) × e0
1(s) = e0

2(s).

Se puede mostrar que

M(s)e0
1(s) = cos

(
2πβ(s)

)
e0

1(s) + sin
(
2πβ(s)

)
e0

2(s), (6.2.10)

M(s)e0
2(s) = − sin

(
2πβ(s)

)
e0

1(s) + cos
(
2πβ(s)

)
e0

2(s), (6.2.11)

donde β(s) es el multiplicador de Floquet que satisface (6.2.7). Estas fórmulas
implican que e0

1(s)− i e0
2(s) es un vector propio de la matriz de monodromía M(s)

que corresponde al multiplicador de Floquet exp
(
i 2πβ(s)

)
. Consideremos un

marco ortonormal móvil e1(s, τ), e2(s, τ), ν(s, τ) en R3 dado por

e1(s, τ) = G(s, τ)
[
cos(βτ) e0

1(s) − sin(βτ) e0
2(s)

]
, (6.2.12)

e2(s, τ) = G(s, τ)
[
sin(βτ) e0

1(s) + cos(βτ) e0
2(s)

]
. (6.2.13)

Estas funciones vectoriales suaves son 2π–periódicas en τ debido a (6.2.10),(6.2.11).
Se sigue de (6.2.12),(6.2.13) que

ω
de1

dτ
= φ × e1 − ωβ e2, ω

de2

dτ
= ωβ e1 + φ × e2. (6.2.14)

Definamos la siguiente función suave de valores matriciales (s, τ) 7→ B(s, τ) ∈
SO(3):

B(s, τ)
def
=
[
e1(s, τ), e2(s, τ), ν(s, τ)]T . (6.2.15)

Es claro que B(s, τ + 2π) = B(s, τ). Introduzcamos también las funciones vecto-
riales suaves b1 = b1(s, τ), b2 = b2(s, τ), determinadas unívocamente por

∂B

∂s
B−1 = −Λ ◦ b1,

∂B

∂τ
B−1 = −Λ ◦ b2. (6.2.16)

Entonces, b1 and b2 son 2π-periódicas en τ y satisfacen la condición de compati-
bilidad

∂b1

∂τ
− ∂b2

∂s
= b1 × b2. (6.2.17)

En términos del marco ortonormal e1, e2, ν, se tienen las representaciones siguien-
tes:

b1 =

(〈∂e2

∂s
, ν
〉

,−
〈∂e1

∂s
, ν
〉

,
〈∂e1

∂s
, e2

〉)
, (6.2.18)

b2 =

(〈∂e2

∂τ
, ν
〉

,−
〈∂e1

∂τ
, ν
〉

,
〈∂e1

∂τ
, e2

〉)
. (6.2.19)
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Más aún, se sigue de (6.2.5) y de (6.2.14) que

b2 = −β i3 +
1
ω

B φ. (6.2.20)

Ahora, definimos el difeomorfismo T : M → M por

T(s, τ, x)
def
=
(
s, τ, B(s, τ)x

)
. (6.2.21)

Es claro que T es una transformación gauge. Además, un cálculo directo, us-
ando (6.2.16)-(6.2.20), muestra que el sistema dinámico que corresponde al campo
vectorial T∗XH es de la forma

ṡ = 〈q, x〉 + O2, (6.2.22)

τ̇ = ω − 〈p, x〉 + O2, (6.2.23)

ẋ = ωβ i3 × x + O2, (6.2.24)

donde

p = ω
∂b1

∂τ
+ ωβ b1 × i3 + ω′ b2 + (ωβ)′ i3, q = ω

∂b2

∂τ
+ ωβ b2 × i3.

El “push–forward” del corchete natural de Poisson (6.1.7)–(6.1.9) por T está dado
por las siguientes relaciones de corchetes

{s, τ}T = 1, (6.2.25)

{s, x}T = −b2 × x, {τ, x}T = b1 × x, (6.2.26)

{x ⊗ x}T = −Λ ◦ x +
[
(b1 × x) ⊗ (b2×x) − (b2 × x) ⊗ (b1 × x)

]
. (6.2.27)

Aquí, (x ⊗ y)ij = xiyj. Por lo tanto, después de aplicar la transformación (6.2.21),
el sistema original es transformado en el sistema Hamiltoniano T∗XH relativo al
corchete de Poisson { , }T y a la función Hamiltoniana

H ◦ T −1 = f − ω 〈β i3 + b2, x〉 + O2. (6.2.28)

Se sigue de (6.2.22)–(6.2.24) que el sistema dinámico de T∗Xlin es

ṡ = 0, τ̇ = ω(s), (6.2.29)

ẋ = ω(s)β(s) i3 × x. (6.2.30)

De esta manera, el sistema lineal de Euler se transforma bajo T en el sistema
(6.2.29),(6.2.30) que es de forma “constante”. En el contexto de la teoría de redu-
cibilidad para sistemas periódicos lineales, T juega el papel de la transformación
de Floquet–Lyapunov.
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6.3 Estructura Hamiltoniana para la dinámica linealizada

Es fácil verificar que el sistema (6.2.29),(6.2.30) es Hamiltoniano en el corchete
natural de Poisson (6.1.7)–(6.1.9) si y sólo si

(ωβ)′ = 0.

Así, la formulación Hamiltoniana para (6.2.29),(6.2.30) no es, en general, evidente.

La idea aquí es buscar una estructura Hamiltoniana para (6.2.29),(6.2.30) en una
clase de deformaciones triviales de { , }M. Intentemos las siguientes relaciones
para los corchetes en M:

{s, τ}a,b = b(s, x3), (6.3.1)

{s, x1}a,b = a(s, x3)x2, {s, x2}a,b = −a(s, x3)x1, (6.3.2)

{s, x3}a,b = 0, {τ, xi}a,b = 0, (6.3.3)

{xi, xj}a,b = ǫijkxk. (6.3.4)

En este caso, a y b son ciertas funciones suaves en las variables s, x3.

Proposición 6.1 Los corchetes (6.3.1)–(6.3.4) satisfacen la identidad de Jacobi si y sólo si

las funciones a, b están relacionadas por la siguiente condición de integrabilidad

∂b

∂x3
=

∂a

∂s
b − a

∂b

∂s
. (6.3.5)

La demostración de este resultado es una verificación directa que muestra que
la condición (6.3.5) se deriva de la identidad de Jacobi para las funciones coorde-
nadas s, τ y x1. Debemos señalar que a = 0 y b = 1 son soluciones de (6.3.5) y el
corchete { , }0,1 coincide con { , }M.

Afirmamos que los corchetes de Poisson del tipo (6.3.1)–(6.3.4) nos dan una de-
formación trivial del corchete natural { , }M. Supongamos que tenemos funciones
a y b que satisfacen (6.3.5) y tal que

a, b ∈ C∞(D) and b 6= 0 on D,

donde D ⊂ ∆ × R es un dominio abierto. Entonces, existe una función suave
m ∈ C∞(D) que es determinada, salvo por una constante, por las relaciones

∂m

∂s
=

1
b
− 1,

∂m

∂x3
= − a

b
. (6.3.6)

La existencia de m se sigue de la observación de que la condición de solubilidad de
(6.3.6) para m coincide con la relación (6.3.5). Unos cálculos sencillos, por medio
de (6.3.1)–(6.3.4) y (6.3.6), nos llevan al siguiente hecho:
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Proposición 6.2 El “push–forward” del corchete de Poisson { , }a,b por el difeomorfismo

(s, τ, x) 7→ (s + m(s, x3), τ, x), (6.3.7)

coincide con el corchete natural (6.1.7)–(6.1.9).

Observamos que la transformación (6.3.7) es un difeomorfismo debido a que
su Jacobiano es igual a 1

b 6= 0. La Proposición 6.2 tendrá un importante papel en
la Sección 6.5, en la cual construiremos la transformación de torsión Υ (6.5.5).

Por ahora, regresemos a nuestro sistema (6.2.29),(6.2.30). Supongamos que este
sistema se puede escribir en forma de corchete como

ṡ = {F, s}a,b, τ̇ = {F, τ}a,b, ẋi = {F, xi}a,b, (6.3.8)

relativo al corchete (6.3.1)–(6.3.4) y a la función F(s, x3) = f (s) + f1(s)x3, para al-
gunas a, b > 0 y f1. Entonces es fácil ver que (6.3.8) junto con la relación (6.3.5) nos
lleva a ciertas ecuaciones para a, b y f1, las cuales tienen las soluciones siguientes:

a = − (ωβ + κ)

ω + κ′x3
, b =

ω

ω + κ′x3
, f1 = κ.

Aquí, κ está dada por (6.2.8). Más aún, en este caso, la función m en (6.3.6) tiene
la forma

m(s, x3) =

[
β(s) +

κ(s)

ω(s)

]
x3 (6.3.9)

De esta manera, llegamos a la observación principal:

Proposición 6.3 El sistema (6.2.29),(6.2.30) es Hamiltoniano relativo al corchete de Pois-

son

{s, τ}a,b =
ω

ω + κ′x3
, (6.3.10)

{s, x1}a,b = − (ωβ + κ)

ω + κ′x3
x2, {s, x2}a,b =

(ωβ + κ)

ω + κ′x3
x1, (6.3.11)

{s, x3}a,b = 0, {τ, xi}a,b = 0, (6.3.12)

{xi, xj}a,b = ǫijkxk, (6.3.13)

y la función

F(s, x3) = f (s) + κ(s) x3. (6.3.14)

Observación 6.4 El sistema lineal original de Euler (6.1.11),(6.1.12) es Hamiltoniano

relativo al “pull–back” del corchete (6.3.10)–(6.3.13) por la transformación de Floquet–

Lyapunov T , la cual tiene una forma más complicada [68]. Se puede probar que esta

estructura Hamiltonian para el sistema lineal de Euler es única en una clase natural de

estructuras de Poisson [68].
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En general, la estructura de Poisson (6.3.10)–(6.3.13) posee singularidades en
los puntos de la hipersuperficie

Sin =
{
(s, τ, x)

∣∣ κ′(s)x3 + ω(s) = 0
}

,

la cual es controlada por la información “dinámica” ω, β del sistema lineal de
Euler. Así, el espacio fase del sistema (6.2.29),(6.2.30) visto como un sistema Ha-
miltoniano es Mreg = M\ Sin, el cual consiste del cilindro de órbitas ∆× S1 ×{0}
y las variedades simplécticas invariantes de 4 dimensiones (hojas simplécticas)

Sreg
r = Sr ∩Mreg, r ∈ (0, ∞),

donde Sr = (∆ × S1)× S2
r .

Por otro lado, es claro, independientemente de la formulación Hamiltoniana
discutida arriba, que F1 = s, F2 = x3 y K son integrales de movimiento, fun-
cionalmente independientes, del sistema (6.2.29),(6.2.30), cuyos conjuntos de nivel
regulares comunes definen 2–toros invariantes T2

r,c1,c2
= γ1(c1) × γ2(r, c2), para

todo r > 0, c1 ∈ ∆ and c2 ∈ (0, ∞). Aquí,

γ1(c1) = {c1} × S1, γ2(r, c2) =
{

x ∈ R3 ∣∣ ‖x − c2 i3‖ = (r2 − c2
2)

1
2
}

. (6.3.15)

Cada toro T2
r,c1,c2

conlleva un movimiento quasi–periódico a lo largo de las trayec-
torias de T∗Xlin con frecuencias

ω1(c1) = ω(c1), ω2(c1) = ω(c1) β(c1). (6.3.16)

Ahora bien, la descripción Hamiltoniana nos permite decir que T∗Xlin define un
sistema Hamiltoniano completamente integrable en Mreg. Para cada (c1, c2) ∈ ∆×
(0, ∞) \ Γ, el toro T2

r,c1,c2
viene a ser un toro de Liuoville. Aquí, Γ =

{
(c1, c2) ∈ ∆ ×

(0, ∞)
∣∣ κ′(c1)c2 = −ω(c1)

}
es la curva singular curve en espacio de parámetros.

Para cada (c1, c2) ∈ Γ, el toro T2
r,c1,c2

no puede ser visto como un toro de Liuoville
debido a que T2

r,c1,c2
no es una órbita de la acción Hamiltoniana del 2–toro.

Debemos señalar que en el caso particular cuando

κ′(s) = 0,

la estructura de Poisson (6.3.10)–(6.3.13) está bien definida en todo el espacio fase
Mreg = M. En términos de las frecuencias del movimiento quasi–periódico, esta
condición se lee como

ω′
2

ω′
1

= const.

Esto significa que la imagen de la función de frecuencias es una línea recta en el
plano.
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6.4 Variables acción-ángulo

Fijemos r ∈ (0, d0). Entonces Sreg
r = Sr es una variedad simpléctica de dimensión

4 cuya 2–forma simpléctica Ωr está definida por la condición de compatibilidad
[45]:

Ωr(Hamg1 , Hamg2) = {g1, g2}a,b, ∀ g1, g2. (6.4.1)

Aquí, Hamg denota el campo vectorial Hamiltoniano de una función g. La restric-
ción del sistema (6.2.29),(6.2.30) a Sr nos da un sistema Hamiltoniano completa-
mente integrable con dos grados de libertad. El dominio S0

r = Sr \ {x3 = ±r} está
trivialmente foliado por toros de Liouville T2

r,c1,c2
, donde (c1, c2) ∈ ∆ × (−r, r).

Vamos a calcular las variables acción-ángulo correspondientes siguiendo la defini-
ción estándar [6, 40]. Primeramente, derivamos de (6.3.10)–(6.3.13) y de (6.4.1) que
la forma simpléctica en Sr está dada por la fórmula

Ωr = ds ∧ dτ +
1

2r2 〈x × dx ∧ dx〉 + dρ, (6.4.2)

donde x ∈ S2
r y

ρ =

[
β(s) +

κ(s)

ω(s)

]
x3 dτ. (6.4.3)

Los primeros dos términos en (6.4.2) representan la forma simpléctica canónica
en el 2–cilindro ∆ × S1 y la forma simpléctica de área en la 2–esfera S2

r , respecti-
vamente. La suma de estas formas es precisamente la estructura simpléctica en
Sr que corresponde a la estructura de Poisson producto (6.1.7)–(6.1.9). El último
término en (6.4.2) es una corrección determinada por el sistema lineal de Euler.

Observemos que la restricción de la forma simpléctica Ωr a S0
r es exacta,

Ωr

∣∣
S0

r
= d Θr . (6.4.4)

Aquí,

Θr = s dτ − z dϕ +

[
β(s) +

κ(s)

ω(s)

]
z dτ,

y
(
s, τ (mod 2π), z, ϕ (mod 2π)

)
es un sistema de coordenadas cilíndricas en S0

r ,
definidas por

x1 = (r2 − z2)
1
2 cos ϕ, x2 = (r2 − z2)

1
2 sin ϕ, x3 = z,

para z ∈ (−r, r). Integrando Θr a lo largo de los 1–ciclos básicos γ1 = γ1(c1),
γ2 = γ2(r, c2) (6.3.15) en el toro Tr,c1,c2 nos da

1
2π

∫

γ1

Θr = c1 +

[
β(c1) +

κ(c1)

ω(c2)

]
c2, (6.4.5)

1
2π

∫

γ2

Θr = −c2. (6.4.6)
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Finalmente, derivamos las siguientes fórmulas para las variables de acción I1, I2

en S0
r :

I1 = s +

[
β(s) +

κ(s)

ω(s)

]
x3, (6.4.7)

I2 = −x3. (6.4.8)

En términos de las variables de acción, el Hamiltoniano (6.3.14) en S0
r toma la

forma
F(I1, I2) = f

(
S(I1, I2)

)
− κ
(
S(I1, I2)

)
I2.

Aquí, S = S(I1, I2) es la solución de la ecuación

I1 = S −
[

β(S) +
κ(S)

ω(S)

]
I2.

Las variables de ángulo que corresponden a I1, I2 son τ y ϕ (mod 2π), las cuales
definen el “tiempo” a lo largo de las trayectorias de los campos vectoriales Hamil-
tonianos de I1 y I2, respectivamente. De esta manera, Ωr = dI1 ∧ dτ + dI2 ∧ dϕ.
Las frecuencias del movimiento quasi–periódico en (6.3.16) están dados por las
fórmulas usuales,

ω1 =
∂Fr

∂I1
, ω2 =

∂Fr

∂I2
.

Finalmente, como una consecuencia de la Proposición 6.2 y la fórmula (6.3.9),
obtenemos la siguiente interpretación de la variable de acción I1.

Proposición 6.5 El “push–forward” del corchete de Poisson (6.3.10)–(6.3.13) por el difeo-

morfismo P (6.5.1) coincide con el corchete natural de Poisson (6.1.7)–(6.1.9).

6.5 El resultado principal

Sea Bδ =
{

x ∈ R3
∣∣ ‖x‖ < δ

}
y consideremos la transformación P : ∆ × S1 ×Bδ →

∆ × S1 ×Bδ definida por

P(s, τ, x) =

(
s +

[
β(s) +

κ(s)

ω(s)

]
x3, τ, x

)
, (6.5.1)

donde κ = κ(s) está dada por (6.2.8). Esta misma relación implica que el Jacobiano
de P es

det
(

∂P(s, τ, x)

∂(s, τ, x)

)
= 1 +

κ′(s)

ω(s)
x3. (6.5.2)

Luego, tomando en cuenta (6.2.4), se concluye de (6.5.2) que para todo δ < d0, la
transformación P es un difeomorfismo sobre su imagen, donde d0 está definido
por (6.2.9). Por lo tanto, la inversa de esta transformación viene dada por

P−1(s, τ, x) =
(
S(s, x3), τ, x

)
, (6.5.3)
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donde S = S(s, x3) es una solución de la ecuación

s = S +

[
β(S) +

κ(S)

ω(S)

]
x3. (6.5.4)

Denotemos por

Oδ
def
= P

(
∆ × S1 ×Bδ

)∩ (∆ × S1 ×Bδ

)
.

Es claro que Oδ es una vecindad abierta del cilindro ∆ × S1 × {0} en M, la cual
se aproxima a ∆ × S1 ×Bδ cuando δ → 0.

Teorema 6.6 Para δ ∈ (0, d0) suficientemente pequeño, existe un difeomorfismo Υ en

∆ × S1 ×Bδ tal que

(1) Υ es la identidad en ∆ × S1 × {0},

Υ(s, τ, 0) =
(
s, τ, 0

)
; (6.5.5)

(2) Υ preserva el corchete natural de Poisson (6.1.7)–(6.1.9);

(3) la función Hamiltoniana H en (6.1.10) se transforma bajo Υ a una de la forma

H ◦ Υ
−1 = H0 + O2 on Oδ, (6.5.6)

donde

H0(s, τ, x)
def
= f

(
S(s, x3)

)
+ κ
(
S(s, x3)

)
x3. (6.5.7)

La demostración de este teorema se hace por etapas ya que el difeomorfismo Υ

se definirá como la composición de una transformación cercana a la identidad
en una vecindad del cilindro (∆ × S1) × {0} y la transformación gauge del tipo
Floquet-Lyapunov T dada por (6.2.21).

Una transfomación cercana a la identidad. Para construir una transformación cer-
cana a la identidad alrededor del cilindro (∆ × S1) × {0} es necesario utilizar el
método de homotopía en su versión contravariante [66]. Recordemos que en este
contexto, el problema que debe resolverse es el siguiente: Dadas dos estructuras
de Poisson isomorfas, encontrar un isomorfismo en una cierta clase de transfor-
maciones. Para formular el resultado seguimos un enfoque desarrollado en [68].

Proposición 6.7 Existe un difeomorfismo cercano a la identidad Φ alrededor de (∆ ×
S1)× {0},

Φ(s, τ, x) = (s + O1, τ + O1, x + O2), (6.5.8)

tal que el “push–forward” del corchete (6.2.25)–(6.2.27) por Φ coincide con el corchete

natural de Poisson (6.1.7)–(6.1.9),

{g1 ◦ Φ, g2 ◦ Φ}T = {g1, g2}M ◦ Φ ∀ g1, g2. (6.5.9)
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La demostración de esta proposisición se sigue del lema que se prueba a con-
tinuación.

Consideremos el siguiente sistema dinámico dependiente del tiempo en M:

ds

dǫ
= − 1

χǫ
〈x, b2〉,

dτ

dǫ
=

1
χǫ

〈x, b1〉, (6.5.10)

dx
dǫ

=
(1 − ǫ)

χǫ
[〈x, b2〉b1 × x − 〈x, b1〉b2 × x] . (6.5.11)

Aquí,

χǫ
def
= 1 + ǫ(1 − ǫ)〈x, b1 × b2〉, (6.5.12)

y las funciones vectoriales b1 and b2 están definidas por (6.2.18),(6.2.19). Sea Zǫ

el campo vectorial dependiente del tiempo del sistema (6.5.10),(6.5.11). Es claro
que K = ‖x‖2 es una integral de movimiento de Zǫ. El campo vectorial Zǫ está
bien definido en el dominio de M en donde χǫ 6= 0. Se sigue de (6.2.18),(6.2.19)
que esta condición se cumple en ∆ × S1 ×Oδ, para todo δ ∈ (0, d1), donde hemos
denotado por

d1 = 4
[

max
s∈∆

τ∈[0,2π]

l(s, τ)
1
2

]−1
,

l =

(
2
∥∥∥∂ν

∂τ

∥∥∥
2
+
∥∥∥∂e1

∂τ

∥∥∥
2
)(

2
∥∥∥∂ν

∂s

∥∥∥
2
+
∥∥∥∂e1

∂s

∥∥∥
2
)

.

Por lo tanto, para todo ǫ ∈ [0, 1], Zǫ es un campo vectorial suave y acotado en
∆ × S1 ×Oδ con las propiedades

Zǫ = 0 si x = 0, (6.5.13)

LZǫ(x) = O2. (6.5.14)

Fijemos δ < d1. Se sigue de (6.5.13),(6.5.14) que el flujo ψǫ de Zǫ,

dψǫ

dǫ
= Zǫ ◦ ψǫ, ψ0 = id,

es una transformación cercana a la identidad en ∆ × S1 ×Oδ para todo ǫ ∈ [0, 1].

Lema 6.8 El flujo a tiempo 1, Φ = ψ1, del sistema (6.5.10),(6.5.11) es un difeomorfismo

en ∆ × S1 ×Oδ que satisface las condiciones (6.5.8) y (6.5.9).

Demostración. Consideremos la siguiente familia de campos de bi-vectores, la cual
depende del parámetro ǫ:

Πǫ =
1

χǫ
horǫ

1 ∧ horǫ
2 + Λ, Λ =

1
2

〈
x × ∂

∂x
∧ ∂

∂x

〉
.
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Aquí,

horǫ
1 =

∂

∂s
− (1 − ǫ)

〈
b1 × x,

∂

∂x

〉
, horǫ

2 =
∂

∂τ
− (1 − ǫ)

〈
b2 × x,

∂

∂x

〉
.

Entonces, Π1 y Π0 son los tensores de Poisson [45] que corresponden a los corchetes
de Poisson { , }M y { , }T , respectivamente. De acuerdo con [68], estamos bus-
cando un campo vectorial que depende del tiempo

Zǫ = Z1
ǫ(s, τ, x) horǫ

1 + Z2
ǫ(s, τ, x) horǫ

2,

que satisfaga la ecuación homológica

LZǫ Πǫ +
∂Πǫ

∂ǫ
= 0.

De acuerdo con las propiedades estándar de la derivada de Lie [2], si tal campo
vectorial existe, entonces el flujo ψǫ of Zǫ nos da ψ∗

ǫ Πǫ = Π0. En particular, para
Φ = ψ1, tenemos Φ∗Π0 = Π1. Si usamos las siguientes relaciones

[horǫ
1, horǫ

2] = ǫ(1 − ǫ)

〈
(b1 × b2) × x,

∂

∂x

〉
, (6.5.15)

Lhorǫ
1
Λ = Lhorǫ

2
Λ = 0, (6.5.16)

derivamos las fórmulas

LZǫΠǫ = − 1
χ2

ǫ

[
Lhorǫ

1
(χǫZ1

ǫ) + Lhorǫ
2
(χǫZ2

ǫ)
]
horǫ

1 ∧ horǫ
2 (6.5.17)

+
1

χǫ

〈
x × ∂(χǫZ1

ǫ)

∂x
,

∂

∂x

〉
∧ horǫ

1 (6.5.18)

+
1
χǫ

〈
x × ∂(χǫZ2

ǫ)

∂x
,

∂

∂x

〉
∧ horǫ

2, (6.5.19)

y

−∂Πǫ

∂ǫ
=

1
χ2

ǫ

∂χǫ

∂ǫ
horǫ

1 ∧ horǫ
2 (6.5.20)

+
1
χǫ

〈
b2 × x,

∂

∂x

〉
∧ horǫ

1 (6.5.21)

− 1
χǫ

〈
b1 × x,

∂

∂x

〉
∧ horǫ

2. (6.5.22)

Comparando estas fórmulas, la ecuación homológica se reduce a las siguientes
ecuaciones para Z1

ǫ y Z2
ǫ :

Lhorǫ
1
(χǫZ1

ǫ) + Lhorǫ
2
(χǫZ2

ǫ) = −∂χǫ

∂ǫ
, (6.5.23)

x × ∂(χǫZ1
ǫ)

∂x
= b2 × x (6.5.24)

x × ∂(χǫZ2
ǫ)

∂x
= −b1 × x. (6.5.25)
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En consecuencia, si se escogen

Z1
ǫ = − 1

χǫ
〈x, b2〉 y Z2

ǫ =
1

χǫ
〈x, b1〉

vemos que se satisfacen las últimas dos ecuaciones. Finalmente, por medio de la
fórmula (6.5.12) se verifica que la primera relación también se cumple.

No es muy difícil ver que que la inversa de Φ es el flujo a tiempo 1 del campo
vectorial que depende del tiempo Wǫ = −Z1−ǫ.

La construcción de la transformación Υ. En esta sección construimos un difeo-
morfismo Υ que satisface las condiciones (1)–(3) del Teorema 6.6. Se sigue de la
Proposición 6.5 que la composición de la transformación de Floquet–Lyapunov T
y el difeomorfismo P (6.5.1) envía el sistema lineal de Euler al sistema Hamilto-
niano relativo al corchete natural de Poisson { , }M (6.1.7)–(6.1.9). De hecho, el
campo vectorial T∗Xlin del sistema (6.2.29),(6.2.30) es Hamiltoniano en el corchete
de Poisson (6.3.10)–(6.3.13) con Hamiltoniano F (6.3.14). Por la Proposición 6.5 y
las fórmulas (6.5.3),(6.5.4), el “push–forward” (P ◦ T )∗Xlin coincide con el campo
vectorial Hamiltoniano XH0 relativo a { , }M y a la función

H0 = F ◦ P−1 = f
(
S(s, x3)

)
+ κ
(
S(s, x3)

)
x3. (6.5.26)

Aquí, S está definido por (6.5.4). Por lo tanto, tenemos

(P ◦ T )∗Xlin = XH0 = ω1(s, x3)
∂

∂τ
+ ω2(s, x3)

(
x1

∂

∂x2
− x2

∂

∂x1

)
, (6.5.27)

donde ω1(s, x3) y ω2(s, x3) están dadas por (6.5.33). Observemos que XH0 no
da una primera aproximación a XH en (∆ × S1) × {0}. Necesitamos probar que
después de una transformación de Poisson apropiada Υ, el sistema original XH

viene a ser un sistema Hamiltoniano perturbado cuya parte no–perturbada es
precisamente XH0 .

Entonces, definiendo
Υ = Φ ◦ T , (6.5.28)

garantizamos que la condición (6.5.6) se cumple. De hecho, por medio de (6.5.9)
tenemos que {s ◦ Φ, x ◦ Φ}T = 0. Sustituyendo (6.5.8) en esta igualdad y com-
binándola con (6.2.25)–(6.2.27), deducimos que s ◦ Φ = s − 〈x, b2〉 + O2 y de aquí
que,

s ◦ Φ
−1 = s + 〈x, b2〉 + O2. (6.5.29)

Usando (6.2.28) y (6.5.29), se calcula

H ◦ Υ
−1 = (H ◦ T −1) ◦ Φ

−1

= [ f − ω 〈β i3 + b2, x〉] ◦ Φ
−1 + O2

= f ◦ (s ◦ Φ
−1) − ω 〈β i3 + b2, x〉 + O2

= f − ω 〈β i3, x〉 + O2. (6.5.30)
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Por otro lado, tomando en cuenta que S = s −
[
β + κ

ω

]
x3 + O2, de (6.5.26) obten-

emos la representación H0 = f − ω 〈β i3, x〉+ O2, la cual, junto con (6.5.30) prueba
(6.5.6).

Finalmente, para completar la prueba del Teorema 6.6 debemos tomar δ <

min{d0, d1}.

Ejemplo 6.9 Considere el caso trivial en el que φ en (6.1.4)–(6.1.6) es independiente de τ,

φ = φ0(s) 6= 0. Entonces, la ecuación lineal de Euler (6.1.11),(6.1.12) es Hamiltoniana

en la estructura natural de Poisson y de aquí se sigue que representa automáticamente

una parte integrable no–perturbada del sistema (6.1.4)–(6.1.6). Se tiene que ν = ν0(s),

e1 = e0
1(s), e2 = e0

2(s), donde ν0 = φ0

‖φ0‖ . Luego, B = B0(s) = [e0
1(s), e0

2(s), ν0(s)]T .

Se sigue que b1 = b0
1(s) y b2 ≡ 0. Resolviendo el sistema (6.5.10),(6.5.11) se obtiene la

transformación de Poisson

Υ(s, τ, x) =
(
s, τ + 〈x, b0

1(s)〉, B0(s)x
)
,

la cual se puede ver como la reducción del sistema (6.1.4)–(6.1.6) a una forma normal en

la primera aproximación. En particular, si ν0 = i3, entonces Υ = id.

Consecuencias del Teorema 6.6. Denotemos por XG el campo vectorial Hamilto-
niano relativo al corchete (6.1.7)–(6.1.9) y a una función G en M. Se sigue de las
partes (ii) y (iii) del Teorema 6.6 que

Υ∗XH = XH◦Υ−1 = XH0 + O2.

Como una consecuencia del Teorema 6.6, se deduce que después de aplicar
la transformación de “torsión” Υ al sistema original (6.1.4)–(6.1.6), obtenemos un
sistema Hamiltoniano casi–integrable

(
Oδ, { , }M , H ◦ Υ−1

)
. De hecho, el sistema

no–perturbado es definido como el sistema Hamiltoniano relativo al corchete nat-
ural (6.1.7)–(6.1.9) y a la función H0 (6.5.7),

ds

dt
= 0,

dτ

dt
= ω1(s, x3), (6.5.31)

dx
dt

= ω2(s, x3) i3 × x. (6.5.32)

Aquí, i3 = (0, 0, 1) y

ω1(s, x3) = ω
(
S(s, x3)

)
, ω2(s, x3) = ω

(
S(s, x3)

)
β
(
S(s, x3)

)
. (6.5.33)

Es claro que este sistema es completamente integrable (una integral de movi-
miento, adicional, es la función coordenada x3). En particular, para todo r < δ, la
restricción de (6.5.31),(6.5.32) a la variedad simpléctica Sr = (∆ × S1) × S2

r nos da
un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad, completamente integrable.
Un dominio abierto de Sr está foliado trivialmente por los 2–toros de Liouville

T2
r,c1,c2

=
{

s = c1, ‖x − c2 i3‖ = (r2 − c2
2)

1
2
}

,
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para (c1, c2) ∈ Dδ, donde Dδ es la imagen de Oδ \ {x1 = 0, x2 = 0} bajo la proyec-
ción natural ∆ × S1 × R3 → ∆ × R1

x3
. Cada toro T2

r,c1,c2
conlleva un movimiento

quasi–periódico con frecuencias ω1(c1, c2) y ω2(c1, c2) dadas por (6.5.33). Se sigue
que la función de frecuencias

(c1, c2) 7→
(
ω1(c1, c2), ω2(c1, c2)

) ∈ R2, (6.5.34)

no es sobreyectiva. Sin embargo, en el caso cuando el exponente de Floquet β =
β(s) varía con s,

β 6= const, (6.5.35)

el sistema no–perturbado (6.5.31),(6.5.32) es no–degenerado en el sentido de Rüssmann:
la imagen de la función de frecuencias (6.5.34) no pertenece a recta alguna que pase
por el origen en R2. Si, además de (6.5.35), el Hamiltoniano (6.1.10) es una función
analítica, entonces de acuerdo a los resultados análogos a los de KAM [13, 59, 60],
para δ suficientemente pequeño, el sistema original (6.1.4)–(6.1.6) posee muchos
2–toros Diofantinos invariantes, cercanos al toro no–perturbado Υ−1(T2

r,c1,c2
).

6.6 Algunas aplicaciones

Para ilustrar algunos de los conceptos hasta aquí abordados, mostramos que nue-
stros resultados se pueden aplicar en el caso de Hamiltonianos cuadráticos

H =
1
2
〈Aξ, ξ〉+

1
2
〈Bx, x〉 + 〈Cξ, x〉,

los cuales aparecen en la teoría del movimiento del cuerpo rígido [3, 6, 11, 12, 28,
40, 44, 45]. El problema original (6.1.1)–(6.1.3) nos lleva al sistema

dξ

dt
= ξ × Aξ + ξ × Cx, (6.6.1)

dx
dt

= −Cξ × x + O2. (6.6.2)

Supongamos que A = diag(A1, A2, A3), C = diag(C1, C2, C3), donde 0 < A3 <

A2 < A1. La restricción de (6.6.1),(6.6.2) a {x = 0} nos da la ecuación están-
dar de Euler en R3. En la esfera unitaria {‖ξ‖ = 1} = S2 ⊂ R3, el retrato fase
de esta ecuación involucra cuatro centros y dos puntos silla conectados por cuatro
órbitas heteroclínicas. El dominio regular consiste de cuatro subconjuntos abiertos
D(i) ⊂ S2, (i = 1, ..., 4), tal que cada D(i) está pinchado en un centro y es acotado
por dos órbitas heteroclínicas. Para una i fija, tomemos un dominio abierto U de
tal manera que U ⊂ D(i). Entonces, U está trivialmente foliado por órbitas per-
iódicas ξ = Ξ(ω t; λ) de la ecuación de Euler con frecuencias ω = ω(λ) > 0 que
dependen del parámetro λ. Las funciones vectoriales Ξ(τ; λ) son 2π–periódicas
en τ y pueden se escritas en términos de funciones elípticas de Jacobi (ver, por
ejemplo [45]). Introduzcamos la notación

K = K(λ) =

∫ 1

0

dz

[(1 − z2)(1 − k2z2)]
.
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Las frecuencias ω(λ) están definidas como sigue:

• Para A3 < λ < A2,

ω(λ) =
π

2K(λ)
[(A1 − λ)(A2 − A3)]

1
2 ,

y k = k(λ) =
[

(A1−A2)(λ−A3)
(A2−A3)(A1−λ)

] 1
2
;

• para A2 < λ < A1,

ω(λ) =
π

2K(λ)
[(A1 − A2)(λ − A3)]

1
2 ,

y k = k(λ) =
[

(A2−A3)(A1−λ)
(A1−A2)(λ−A3)

] 1
2
.

Se puede mostrar que ω′(λ) 6= 0. Consideremos
(
λ, τ (mod 2π)

)
como un

sistema de coordenadas en U definidas por (λ, τ) 7→ Ξ(τ; λ). La variable de
acción s se introduce por medio de la ecuación

s =
1
2

∫
dλ

ω(λ)
,

la cual define la función λ = λ(s). Ahora, en estas coordenadas, el sistema
(6.6.1),(6.6.2) toma la forma (6.1.4)–(6.1.6), donde ω(s) = ω(λ(s)) y

φ(s, τ) = −C Ξ(τ; λ(s)).

El siguiente paso es encontrar una solución de Floquet periódica ν en (6.2.5),(6.2.6).
Para matrices genéricas A y C, este problema no es simple. Escribiendo la ecuación
(6.2.5) en la forma 〈

A ξ, ξ × ∂

∂ξ

〉
ν − C ξ × ν = 0, (6.6.3)

podemos intentar buscar una solución ν como un polinomio homogéneo en las va-
riables ξ1, ξ2, ξ3 [12]. Por ejemplo, supongamos que los elementos de las matrices
diagonales A y C están relacionados por la ecuación

(A2 − A3)(A3 − A1)(A1 − A2) + (A2 − A3)C2
1 + (A3 − A1)C2

2 + (A1 − A2)C2
3 = 0.

Entonces, existe la siguiente solución de (6.6.3):

ν(τ, λ) =
V Ξ(τ, λ)

‖V Ξ(0, λ)‖ .

Aquí, V = diag(V1, V2, V3) está definida por las ecuaciones algebraicas:



A2 − A3 C3 −C2

−C3 A3 − A1 C1

C2 −C1 A1 − A2






V1

V2

V3


 = 0.

La fórmula (6.2.7) para el exponente de Floquet nos da

β′(λ) =
−ω2(λ)

2π‖V Ξ(0, λ)‖
d

dλ

[∫ 2π

0

〈(
Ξ(λ, τ)

ω(λ)

)
, C V

(
Ξ(λ, τ)

ω(λ)

)〉
dτ

]
.
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