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1. Solución asintótica de la ecuación sine-Gordon con coeficiente vari-

able 1

1.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Construcción de la solución asintótica . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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3.5. Algoritmo para la simulación numérica . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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Abstract

The goal of this research is to study the propagation and interaction of waves in
nonlinear media described by equation

ε2
(
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2

)
+ f(u, x, t) = 0, t > 0, x ∈ R

1. (0.1)

Here ε > 0 is a small parameter and f(u, x, t) belongs to one class of functions
smooths nonlinear.

The main result consists in the creation and research of an absolutely stable
finite differences scheme for equation (0.6). This result was published in [19] and
presented in the following conferences:

International Conference “II Interactive Meeting of Applied Mathematics”, II
EIM@ 2009 [11].

National Conference “II Taller de Geometŕıa y Sistemas Dinámicos”, Hermosil-
lo, Sonora, Marzo 2011.

“XXI Escuala Nacional de Optimización y Análisis Numérico”, Cuernavaca,
Morelos, Marzo 2011 [21].

“International Seminar on Applied Analysis, Evolution Equations and Con-
trol”(ISAAEEC), Ciudad de México, D.F., Mayo 2011.

Equations of type (0.6) appear in theories such as linear superconductors, crys-
tals, laser pulses, geometry surfaces, etc. (see e.g. [20, 13]). The existence and unique-
ness of solutions of the Cauchy problem for the mixed problem to the equation (0.6)
can be proved (for ε = cte > 0) using the method of compactness [16]. Most impor-
tant model of type (0.6) is when f = sen(u), named sine-Gordon equation, which
is completely integrable. This implies the possibility of an analytical description
of propagation and interaction process of waves [12, 1]. Partially, the sine-Gordon
equation has, for all V ∈ (0, 1), special solutions called kinks

u = 4arctan

(
exp

(
x− V t

ε
√
1− V 2

))
(0.2)

and antikinks

u = 4arctan

(
exp

(
− x− V t

ε
√
1− V 2

))
. (0.3)

ix
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It is clear that with ε≪ 1 the solutions (0.7) and (0.8) are equals (with accuracy
O(ε∞)) to a constant (0 ó 2π) outside the ε-neighborhood of the path x = V t, while
u varies from 0 to 2π inside this neighborhood. Such solutions are called “solutions of
fast variation” [18]. In fact, is well known that the waves of the sine-Gordon equation
interact without changing their forms and the unique result of the interaction is a
phase shift (see [23]). This type of interaction is called “sine-Gordon scenario”, and
equations of the form (0.6) are called “sine-Gordon type” equations.

In the general case, a wave with localized fast variation is such that, at each time
t, varies slowly outside a small neighborhood of the front x = ϕ(t) and rapidly near
the front. An example of a function with localized fast variation is a smoothed shock
wave u = u(x, t, ε) (see Figure 01), which is a regularization of the discontinuous
function

u(x, t) =

{
u+(x, t) para x > ϕ(t),
u−(x, t) para x < ϕ(t),

(0.4)

so that u(x, t, ε) equals u±(x, t) outside a small “transition zone” (a neighborhood of
the front x = ϕ(t)) and varies from u−|x=ϕ(t)−0 to u+|x=ϕ(t)+0 as a smooth function
inside the transition zone. As special cases we obtain kinks or antikinks (0.7), (0.8).

Figure 01: smoothed shock wave, x = ϕ(t) is the front position,
V = ϕ̇(t) is the front velocity.

Another example of a function with localized fast variation is a distorted soli-
tary wave (soliton) (see Figure 02), which is a narrow (of width ∼ ε) bell-shaped
function. “Distortion” of the solitary wave consists in the variation of its amplitude
and velocity with time.
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Figure 02: Soliton type wave

Methods about construction of asymptotic solution have been proposed. For ex-
ample, WKB method was developed in the nineteenth century for the linear equa-
tions. In this method, we look for a solution of the form

u = exp

{
i

ε
S(x, t)

}
ϕ(x, t, ε),

where S(x, t) y ϕ(x, t, ε) are smooth functions.

A generalization of the WKB method to nonlinear partial differential equations
is the Whitham method [25], for rapidly oscillating solution. With such method the
asymptotic solution is of the form

u =

N∑

i=1

εiFi

(
S(x, t)

ε
, x, t

)
+O(εN+1), (0.5)

where the function Fi(τ, x, t) is smooth in all variables and periodic in τ with con-
stant period.

The Inverse Scattering Transform method was developed in the seventies and
eighties of the last century [12, 1], which is a technique that allows to construct
exact solutions for a class of integrable partial differential equations. Furthermore,
it is possible to obtain exact solutions describing the propagation and interaction
of nonlinear waves. However, this theory has a rather narrow range of applicability,
because requieres that the equation to have a specific structure, namely, the leading
term of the equation must be reducible by a suitable change variables to an equation
with constant coefficients that can be integrated by such method.

At about the same time, V. P. Maslov and G. A. Omel’yanov [17, 18] modified
the Whitham method, which allowed to describe propagation of nonlinear waves
with localized fast variation to nonintegrable equations.
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Later, a new approach was presented to construct asymptotic solutions call weak
asymptotic method [5], which allows to describe the propagation and, most impor-
tant, the interaction of nonlinear waves for nonintegrable equations with localized
fast variation. The asymptotic solution is treated in the sense of the continuous
mapping from interval [0, T ] to space of functionals D′. The main advantage of this
method is the possibility of reducing the problem of describing nonlinear waves in-
teraction to a qualitative analysis of some ordinary differential equations (instead of
partial differential equations)

In what follows, we present a summary of the content of this work.

In Chapter 1, the procedure to construct an asymptotic kink type solution for the
sine-Gordon equation with variable coefficient is shown (corresponding to (0.6) with
f = α2(x, t)sin(u)), with arbitrary precision, using the modification of the Whitham
method; however, the solution shown here contains only the leading term.

In Chapter 2, we used the weak asymptotic method [10] to describe the evolution
of two solitary waves kink/antikink type to equation (0.6) with f = F ′(u); namely,
we present sufficient conditions for the nonlinearities F (u) and initial data under
which the kink–kink and kink–antikink collisions occur, without changing the shape
of the waves after interacting.

In Chapter 3, we present the main result of our research, which consists in the
constuction of an absolutely stable finite differences scheme to equation (0.6). The
scheme was tested, implemented and applied to a number of nonintegrable versions.
The numerical result shows that the kink–kink and kink–antikink pairs interacting
without changing the shape of the waves, including the case when the conditions
given in [14, 10] are not satisfied. Furthermore, we obtained an unexpected result:
three kinks can interact preserving the sine-Gordon scenario. This is described in
the conclusions of this document.



Introducción

El objetivo de este trabajo es estudiar el proceso de propagación e interacción
de ondas en un medio no lineal descrito por la ecuación

ε2
(
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2

)
+ f(u, x, t) = 0, t > 0, x ∈ R

1 (0.6)

Aqúı ε > 0 es un parámetro pequeño y f(u, x, t) pertenece a una clase de funciones
no lineales suaves.

El resultado principal consiste en la creación e investigación de un esquema de
diferencias finitas absolutamente estable para la ecuación (0.6). Este resultado fue
publicado en [19] y presentado en los siguientes congresos académicos:

Congreso Internacional “II Interactive Meeting of Applied Mathematics”, II
EIM@ 2009 [11].

Congreso Nacional “II Taller de Geometŕıa y Sistemas Dinámicos”, Hermosillo,
Sonora, Marzo 2011.

“XXI Escuala Nacional de Optimización y Análisis Numérico”, Cuernavaca,
Morelos, Marzo 2011 [21].

“International Seminar on Applied Analysis, Evolution Equations and Con-
trol”(ISAAEEC), Ciudad de México, D.F., Mayo 2011.

Ecuaciones del tipo (0.6) aparecen en teoŕıas tales como superconductores lin-
eales, cristales, pulsos láser, geometŕıa de superficies, etc. (ver por ejemplo [20, 13]).
La existencia y unicidad de la solución del problema de Cauchy o del problema mixto
para la ecuación (0.6) puede ser probada (para ε = cte > 0) utilizando el método de
compatibilidad [16]. El modelo más importante del tipo (0.6) es cuando F ′ = sen(u),
llamada ecuación sine-Gordon, la cual es completamente integrable, lo que implica
la posibilidad de una descripción anaĺıtica del proceso de propagación e interacción
de ondas [12, 1]. Parcialmente, la ecuación sine-Gordon tiene, para todas V ∈ (0, 1),
soluciones especiales llamadas kink

u = 4arctan

(
exp

(
x− V t

ε
√
1− V 2

))
(0.7)

xiii
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y antikink

u = 4arctan

(
exp

(
− x− V t

ε
√
1− V 2

))
. (0.8)

Es claro que con ε≪ 1 las soluciones (0.7) y (0.8) son igual (con precisión O(ε∞))
a una constante (0 ó 2π) fuera de la ε-vecindad de la trayectoria x = V t, mientras
que u vaŕıa de 0 a 2π dentro de esa vecindad. Este tipo de soluciones se llaman
“soluciones de variación rápida” [18]. De hecho, es conocido que estas ondas de la
ecuación sine-Gordon interactúan sin cambiar sus formas y el único resultado de la
interacción es un cambio de fase (ver [23]). Llamaremos a este tipo de interacción
“escenario sine-Gordon” y a la ecuación de la forma (0.6) la llamaremos ecuación
“tipo sine-Gordon”.

En el caso general, una onda con variación rápida localizada es tal que en cada
tiempo t, vaŕıa lentamente fuera de una pequeña vecindad del frente de la onda
x = ϕ(t) y rápido cerca del frente. Un ejemplo de una función con variación rápida
localizada es una onda de choque suave u = u(x, t, ε) (ver Figura 01), la cual es una
regularización de la función discontinua

u(x, t) =

{
u+(x, t) para x > ϕ(t),
u−(x, t) para x < ϕ(t),

(0.9)

tal que u(x, t, ε) es igual a u±(x, t) fuera de una pequeña “zona de transición”(vecindad
del frente x = ϕ(t)) y vaŕıa de u−|x=ϕ(t)−0 a u

+|x=ϕ(t)+0 como una función suave den-
tro de la zona de transición. Claro que en el caso especial obtenemos kink/antikink
(0.7), (0.8).

Figura 01: Onda de choque suave, con x = ϕ(t) la posición
del frente, V = ϕ̇(t) la velocidad del frente.

Otro ejemplo de una función con variación rápida localizada es una onda solitaria
distorsionada (solitón) (ver Figura 02), la cual es una función en forma de campana
estrecha (de ancho ∼ ε).La “distorsión” de onda solitaria consiste en la variación de
su amplitud y su velocidad con el tiempo.
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Figura 02: Onda tipo solitón

Se han propuesto métodos de construcción de soluciones asintóticas. Por ejemplo,
en el siglo XIX se desarrolló el método WKB, para ecuaciones lineales cuya solución
propuesta es de la forma

u = exp

{
i

ε
S(x, t)

}
ϕ(x, t, ε),

donde S(x, t) y ϕ(x, t, ε) son funciones suaves.

Una generalización del método WKB a ecuaciones diferenciales parciales no lin-
eales es el método de Whitham [25], para soluciones asintóticas rápidamente os-
cilantes. Con este método la solución asintótica es de la forma

u =

N∑

i=1

εiFi

(
S(x, t)

ε
, x, t

)
+O(εN+1), (0.10)

donde la función Fi(τ, x, t) es suave en todas las variables y es periódica en τ con
peŕıodo constante.

En los años setenta y ochenta del siglo pasado se desarrollo el método Inverse
Scattering Transform [12, 1], una técnica que permite construir soluciones exactas de
ecuaciones diferenciales parciales integrables. Además, es posible obtener soluciones
exactas que describan la propagación e interacción de ondas no lineales. Sin embargo,
esta teoŕıa tiene un rango muy estrecho de aplicabilidad, ya que requiere que la
ecuación tenga una estructura espećıfica, esto es, que la ecuación en su término
principal debe ser reducible, por medio de cambios de variable apropiados, a una
ecuación con coeficientes constantes para poder ser integrada por dicho método.

Al mismo tiempo, V. P. Maslov y G. A. Omel’yanov [17, 18] modificaron el
método de Whitham, lo cual permitió describir la propagación de ondas no lineales
con variación rápida localizada para ecuaciones no integrables.

Posteriormente, tal como se establece en [5] se presentó un nuevo enfoque para
la construcción de soluciones asintóticas, llamado método asintótico débil, el cual
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permite describir la propagación y, lo más importante, la interacción de ondas no
lineales para ecuaciones no integrables con variación rápida localizada. La solución
asintótica es tratada en el sentido del mapeo continuo de un intervalo [0, T ] al espacio
de funcionales D′. La principal ventaja de este método es la posibilidad de reducir
el problema de describir la interacción de ondas no lineales a un análisis cualitati-
vo de algún sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (en lugar de ecuaciones
diferenciales parciales).

A continuación, se describe de forma resumida el contenido del presente trabajo.

En el Caṕıtulo 1, se presenta el procedimiento para construir una solución
asintótica tipo kink para la ecuación sine-Gordon con coeficiente variable (que cor-
responde a (0.6) con F ′ = α2(x, t)sen(u)), con precisión arbitraria, utilizando el
método Whithman, aunque, cabe aclarar que, la solución mostrada aqúı contiene
únicamente el término principal.

En el Caṕıtulo 2 utilizamos el método asintótico débil [10] para describir la
evolución de dos ondas solitarias tipo kink/antikink de la ecuación (0.6) con F ′ =
F ′(u), es decir, presentamos condiciones suficientes para la no linealidad F ′(u) y
datos iniciales bajo las cuales colisiones kink–kink y kink–antikink ocurren, sin que
las ondas cambien de forma después de interactuar.

En el Caṕıtulo 3, se presenta el resultado principal de nuestra investigación, se
presenta un esquema de diferencias finitas absolutamente estable para la ecuación
(0.6). El esquema fue probado, realizado y aplicado a un número de versiones no
integrables. Los resultados numéricos muestran que los pares kink–kink y kink–
antikink interactúan sin que las ondas cambien de forma, incluyendo el caso cuando
las condiciones dadas en [14, 10] no se cumplen. Además, se obtuvo un resultado
inesperado: tres kink pueden interactuar preservando el escenario sine-Gordon, el
cual se describe en las conclusiones del trabajo.



Caṕıtulo 1

Solución asintótica de la ecuación sine-Gordon

con coeficiente variable

1.1. Introducción

En este caṕıtulo, utilizando el método asintótico clásico [17, 18], construiremos
una solución asintótica u(x, t, ε), tipo kink, para la ecuación sine-Gordon con coefi-
cientes variables

ε2
(
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2

)
+ α2(x, t)senu = 0, (1.1)

donde α = α(x, t) > 0, α ∈ C∞, x ∈ R
1, t ∈ (0, T ] y ε→ 0 es un parámetro pequeño.

En el caso cuando (1.1) es de coeficientes contantes, esto es α = α0 constante, la
solución exacta, llamada kink, está dada por

u(x, t, ε) = 4arctan

(
exp

(
β
x− ϕ(t)

ε

))
,

donde

ϕ := ϕ(t) = V t, β =
α0√
1− ϕ2

t

, ϕt :=
dϕ

dt

y V ∈ (0, 1) es un número arbitrario.

1.2. Construcción de la solución asintótica

Empezaremos por introducir una notación para las clases de funciones que vamos
a utilizar.

Denotaremos por S al conjunto de funciones infinitamente diferenciables f(η, x, t)
tal que f y cada una de sus derivadas tienden a cero cuando η → ±∞ uniformemente
en x, t más rápido que cualquier potencia de 1/|η|.

También denotaremos porH al conjunto de funciones infinitamente diferenciables
g(η, x, t) tal que ∂g(η, x, t)/∂η ∈ S.

1



2Caṕıtulo 1. Solución asintótica de la ecuación sine-Gordon con coeficiente variable

A continuación presentaremos la definición de una función u del tipo kink (ver
[17, 18]).

Definición 1.1. Una función u = u(x, t, ε) es llamada tipo kink si u tiene la sigu-
iente expansión en el parámetro pequeño ε ∈ (0, 1]:

u(x, t, ε) = V0(η, t) +

N∑

j=1

εj
(
uj(x, t) + Vj(η, x, t)

)∣∣∣
η=(x−ϕ(t)−εϕ1(t))/ε

+O
(
εN+1

)
,

(1.2)
donde ϕ, ϕ1, uj(x, t), j = 1, ..., N son ciertas funciones suaves y Vj, j = 0, ..., N son
funciones de H tales que Vj → 0 si η → −∞.

En nuestro problema, consideraremos u ∈ (0, 2π), por lo que V0 → 0 cuando
η → −∞ implica que V0 → 2π cuando η → +∞ suficientemente rápido.

Procederemos a construir una solución asintótica tipo onda de choque de la
ecuación (1.1), utilizando (1.2) hasta O(ε3), esto es

u(x, t, ε) = V0(η, t) + ε(u1(x, t) + V1(η, x, t)) + ε2(u2(x, t) + V2(η, x, t)). (1.3)

Para esto, se sustituye (1.3) en (1.1) y se agrupan los coeficientes de ε de igual
potencia. Teniendo en cuenta las identidades

ε2
∂2

∂t2
V

(
x− ϕ− εϕ1

ε
, x, t

)
= ϕ2

t

∂2

∂η2
V (η, x, t)

+ ε

(
2ϕtϕ1t

∂2

∂η2
− ϕtt

∂

∂η
− 2ϕt

∂2

∂η2

)
V (η, x, t)

+ ε2
(
ϕ2
1t

∂2

∂η2
− ϕ1t

∂

∂η
− 2ϕ1t

∂2

∂η∂t
+
∂2

∂t2

)
V (η, x, t),

ε2
∂2

∂x2
V

(
x− ϕ− εϕ1

ε
, x, t

)
=

∂2

∂η2
V (η, x, t) + 2ε

∂2

∂η∂x
V (η, x, t) + ε2

∂2

∂x2
V (η, x, t),

obtenemos la relación
[{

(ϕ2
t − 1)

∂2

∂η2
+ εΠ̂1 + ε2Π̂2

}
u(η, t, ε) + α2(x, t)sen(u(η, t, ε))

] ∣∣∣∣
η=(x−ϕ−εϕ)/ε

= O(εN+1),

(1.4)
donde u(η, t, ε) es (1.3) y

Π̂1 = −
[
2ϕt

∂

∂t
+ 2

∂

∂x
+ ϕtt

]
∂

∂η
+ 2ϕtϕ1t

∂2

∂η2
,

Π̂2 = −
[
2ϕ1t

∂

∂t
+ ϕ1tt

]
∂

∂η
+ ϕ2

1t

∂2

∂η2
+
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
.
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La relación (1.4) es válida si

{
(ϕ2

t − 1)
∂2

∂η2
+ εΠ̂1 + ε2Π̂2

}
u(η, t, ε) + α2(x, t)sen(u(η, t, ε)) = O(εN+1),

para todos los valores η, x y t independientes.

Por otra parte, utilizando la fórmula de Taylor se tiene que

α2(x, t)sen(u(η, t, ε)) = α2(x, t)

{
senV0+

[
ε(u1 + V1) + ε2(u2 + V2)

]
cosV0

− 1

2
ε2(u1 + V1)

2senV0 +O(ε3)

}
.

Además, dado que x = ϕ+ ε(η + ϕ1), para cada función g ∈ S

α2(x, t)g = α2(ϕ+ ε(η + ϕ1), t)g

=
{
α2(ϕ, t) + ε(η + ϕ1)α

2
x
′
(ϕ, t) +

1

2
ε2(η + ϕ1)

2α2
x
′′
(ϕ, t)

}
g +O(ε3),

y debido a que senV0 → 0 cuando η → 0, entonces

α2(x, t)senV0 = α2(ϕ, t)senV0

+ ε

{
α2(x, t)(u1 + V1)cosV0 + α2

x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)senV0

}

+ ε2
{
α2(x, t)(u2 + V2)cosV0 −

1

2
α2(x, t)(u1 + V1)

2senV0

+
1

2
α2
x
′′
(ϕ, t)(η + ϕ1)

2senV0

}
.

Sustituyendo la relación anterior en (1.4) y agrupando los coeficientes de ε de igual
potencia, se tiene que

(ϕ2
t − 1)

∂2V0
∂η2

+ α2(ϕ, t)senV0

+ ε

{
(ϕ2

t − 1)
∂2V1
∂η2

+ Π̂1V0 + α2(x, t)(u1 + V1)cosV0 + α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)senV0

}

+ ε2
{
(ϕ2

t − 1)
∂2V2
∂η2

+ Π̂1V1 + Π̂2V0 + α2(x, t)(u2 + V2)cosV0

− 1

2
α2(x, t)(u1 + V1)

2senV0 +
1

2
α2
x
′′
(ϕ, t)(η + ϕ1)

2senV0

}
= O(ε3).

(1.5)
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Lema 1.2. Sean ϕ(t) y ϕ1(t) funciones infinitamente diferenciables para t ∈ [0, T ],
entonces el término principal (con presición O(ε)) de la solución asintótica tipo kink
de la ecuación (1.1) tiene la forma

V0 = 4arctan

(
exp

(
β
x− ϕ(t)− εϕ1(t)

ε

))
+O(ε), (1.6)

donde

β =
α(ϕ, t)√
1− ϕ2

t

. (1.7)

Demostración. De (1.5) tenemos que

(ϕ2
t − 1)

d2V0
dη2

+ α2(ϕ, t)senV0 = 0, (1.8)

donde t se considera como un parémetro.

Multiplicando (1.8) por dV0/dη e integrando con respecto a η, se obtiene la
relación

(ϕ2
t − 1)

2α2(ϕ, t)

(
dV0
dη

)2

− cosV0 = K,

y dado que dV0/dη → 0 y cosV0 → 1 cuando η → ±∞, entonces K tiene que ser −1,
lo cual implica que |ϕt| ≤ 1, por lo que

(
dV0
dη

)2

= 2β2(1− cosV0), (1.9)

y cuya solución esta ecuación diferencial es

V0 = 4arctan (exp (βη)) . (1.10)

Nótese que en (1.10) obtuvimos V0 = V0(η), pero η está en función de ϕ y ϕ1,
que falta por determinar, y que lo haremos a continuación.

Igualamos a cero el coeficiente de ε en (1.5), esto es

(ϕ2
t −1)

∂2V1
∂η2

+α2(x, t)(u1+V1)cosV0+Π̂1V0+α
2
x
′
(ϕ, t)(η+ϕ1)senV0 = O(ε). (1.11)

Primeramente, obsérvese que Π̂1V0 → 0, senV0 → 0, ∂2V0/∂η
2 → 0 y cosV0 → 1

cuando η → ±∞. Además, dado que V1 → 0 cuando η → −∞, entonces α2(x, t)u1 =
O(ε) y por lo tanto u1 = 0. Luego, cuando η → ∞, α2(x, t)V1 = O(ε), lo cual
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implica que V1 → 0 cuando η → ∞. Esto nos conduce a que V1 ∈ S. Por lo tanto,
reescribimos (1.11) de la siguiente manera

(ϕ2
t − 1)

∂2V1
∂η2

+ α2(x, t)V1cosV0 + Π̂1V0 + α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)senV0 = O(ε). (1.12)

Dado que en el segundo término del lado izquierdo de la ecuación (1.12) V1cosV0
tiende a cero cuando η → ±∞, entonces α2(x, t) puede ser escrito como

α2(x, t)V1 =
{
α2(ϕ, t) + ε(η + ϕ1)α

2
x
′
(ϕ, t)

}
V1 +O(ε2). (1.13)

Sin embargo, la relación anterior modifica las expresiones para los coeficientes de ε
y ε2 en (1.5), quedando como sigue

ε

{
(ϕ2

t − 1)
∂2V1
∂η2

+ α2(ϕ, t)V1cosV0 + Π̂1V0 + α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)senV0

}

ε2
{
(ϕ2

t − 1)
∂2V2
∂η2

+ α2(x, t)(u2 + V2)cosV0 + Π̂1V1 + Π̂2V0

− 1

2
α2(x, t)V 2

1 senV0 +
1

2
α2
x
′′
(ϕ, t)(η + ϕ1)

2senV0

+ α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)V1cosV0

}
= O(ε3).

(1.14)

De (1.14), igualando a cero el coeficiente de ε, se tiene que

(ϕ2
t − 1)

∂2V1
∂η2

+ α2(ϕ, t)V1cosV0 = −Π̂1V0 − α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)senV0. (1.15)

Reescribimos la ecuación anterior de la siguiete manera

L̂V1 = F1, (1.16)

donde

L̂ = (ϕ2
t − 1)

∂2

∂η2
+ α2(ϕ, t)cosV0,

F1(η, t) = −Π̂1V0 − α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)senV0.

Observe que el operador L̂ en H es autoadjunto y su kernel es ∂V0/∂η.

Lema 1.3. Sea F (η, t) ∈ H. Una condición necesaria y suficiente para la solubilidad
de (1.16) en la clase H es que

∫ ∞

−∞
F1(η, t)

∂V0
∂η

dη = 0. (1.17)
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Para demostrar este lema, se multiplica a (1.16) por ∂V0/∂η y se intregra con
respecto a η el lado izquierdo de (1.16) y se verifica que es igual a cero.

Lema 1.4. La condición (1.17) es equivalente al sistema Hamiltoniano

dϕ

dt
=
∂H

∂P
,

dP

dt
= −∂H

∂ϕ
, H =

√
α2(ϕ, t) + P 2(t). (1.18)

Además, ϕ2
t < 1 uniformemente en t.

Demostración. De acuerdo con el Lema 1.3

−
∫ ∞

−∞
Π̂1V0

∂V0
∂η

dη −
∫ ∞

−∞
α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)

∂V0
∂η

senV0dη = 0. (1.19)

Sustituyendo Π̂1 y utilizando (1.8), reescribimos (1.19) como sigue

∫ ∞

−∞

{
2ϕtϕ1t

∂2V0
∂η2

− 2ϕt
∂2V0
∂η∂t

− 2
∂2V0
∂η∂x

− ϕtt
∂V0
∂η

}
∂V0
∂η

dη

− α2
x
′
(ϕ, t)

α2(ϕ, t)
(ϕ2

t − 1)

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)

∂V0
∂η

∂2V0
∂η2

dη = 0.

(1.20)

Integrando por partes se verifican las siguientes identidades:

∫ ∞

−∞

∂V0
∂η

∂2V0
∂η2

dη = 0,

∫ ∞

−∞
η
∂V0
∂η

∂2V0
∂η2

dη =
1

2

∫ ∞

−∞

(
∂V0
∂η

)2

dη,

y que al sustituirlas en (1.20) se obtiene

−ϕtt

∫ ∞

−∞

(
∂V0
∂η

)2

dη − ϕt
d

dt

∫ ∞

−∞

(
∂V0
∂η

)2

dη − α2
x
′

2α2
(ϕ2

t − 1)

∫ ∞

−∞

(
∂V0
∂η

)2

dη = 0,

que equivale a

d

dt
ϕt

∫ ∞

−∞

(
∂V0
∂η

)2

dη +
α2
x
′

2α2
(ϕ2

t − 1)

∫ ∞

−∞

(
∂V0
∂η

)2

dη = 0. (1.21)

Utilizando (1.7) y como

∫ ∞

−∞

(
∂V0
∂η

)2

dη = 4β

∫ ∞

−∞

dξ

cosh2(ξ)
> 0,

entonces (1.21) queda como sigue

d

dt
(βϕt) +

αα′
x

β
= 0. (1.22)
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Definiendo P := βϕt, utilizando (1.7) y considerando (1.22), se tiene que

ϕt =
P√

α2 + P 2
, Pt = − α(ϕ, t)α′

x(ϕ, t)√
α2(ϕ, t) + P 2

.

Si denotamos por H =
√
α2(ϕ, t) + P 2, ϕ = ϕ(t) es solución del sistema Hamil-

toniano
dϕ

dt
=
∂H

∂P
,

dP

dt
= −∂H

∂ϕ
. (1.23)

Además
∂H

∂P
=

P√
α2(ϕ, t) + P 2

lo cual implica que

|ϕt| =
∣∣∣∣
∂H

∂P

∣∣∣∣ < 1.

A continuación, igualamos a cero el coeficiente de ε2 en (1.14), con el fin de
obtener ϕ1, esto es,

(ϕ2
t − 1)

∂2V0
∂η2

+ α2(x, t)(u2 + V2)cosV0 + Π̂1V1 + Π̂2V0 −
1

2
α2(x, t)V 2

1 senV0

+
1

2
α2
x
′′
(ϕ, t)(η + ϕ1)

2senV0 + α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)V1cosV0 = O(ε).

(1.24)

Obsérvese que en la ecuación anterior ∂2V0/∂η
2 → 0, senV0 → 0, Π̂1V1 → 0,

Π̂2V0 → 0 cosV0 → 1 cuando η → ±∞, además, como V1 ∈ S, entonces u2 =
u2(x, t) ≡ 0 y V2 ∈ S. Por lo tanto reescribimos (1.24) de la siguiente manera:

L̂V2 = F2, (1.25)

donde

F2 =− Π̂1V1 − Π̂2V0 +
1

2
α2(x, t)V 2

1 senV0 +
1

2
α2
x
′′
(ϕ, t)(η + ϕ1)

2senV0

− α2
x
′′
(ϕ, t)(η + ϕ1)V1cosV0.

De acuerdo con el Lema 1.3, una condición necesaria y suficiente para la solubil-
idad de (1.25) es que ∫ ∞

−∞
F2
∂V0
∂η

dη = 0, (1.26)
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Lema 1.5. Sea ϕ2
t < 1. Entonces (1.26) es equivalente a la ecuación

d2ϕ1

dt2
+ µ1

dϕ1

dt
+ µ2ϕ1 = 0, (1.27)

donde

µ1 = −βt
β

− 2
α′
t(ϕ, t)

α(ϕ, t)
,

µ2 =
1

2
β2α2(ϕ, t)

{
ϕt
d

dt

(
α′
x
2(ϕ, t)

α2(ϕ, t)

)
+
∂

∂x

(
α′
x
2(x, t)

α2(x, t)

)∣∣∣∣
x=ϕ

}
.

Demostración. Sustituyendo F2 en (1.26), se tiene que

− 2ϕt

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηtdη − ϕtt

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηdη + 2ϕtϕ1t

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηηdη

− α2(x, t)

2

∫ ∞

−∞
V0ηV

2
1 senV0dη + α2

x
′
(ϕ, t)

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)V1V0ηcosV0dη

− 2ϕ1t

∫ ∞

−∞
V0ηV0ηtdη − ϕ1tt

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη + ϕ2
1t

∫ ∞

−∞
V0ηV0ηηdη

+

∫ ∞

−∞
V0ηV0ttdη +

α2
x
′′
(ϕ, t)

2

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)

2V0ηsenV0dη = 0.

(1.28)

Aqúı y en lo que sigue, para k = 1, 2

Vkη :=
∂Vk
∂η

, Vkηη :=
∂2Vk
∂η2

, Vkηt :=
∂2Vk
∂η∂t

.

Integrando por partes la tercera integral del lado izquierdo de (1.28) y utilizando
(1.8) se tiene que

2ϕtϕ1t

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηηdη = 2ϕ1t

ϕtα
2(ϕ, t)

1− ϕ2
t

∫ ∞

−∞
V1cosV0dη. (1.29)

Además,

−2ϕt

∫ ∞

−∞
V0ηV0ηtdη = −ϕt

d

dt

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη. (1.30)

Utilizando (1.8), (1.29) y (1.30), reescribimos (1.28) como sigue:

− 2ϕt

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηtdη − ϕtt

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηdη + 2ϕ1t

ϕta(ϕ, t)

1− ϕ2
t

∫ ∞

−∞
V1cosV0dη

− α2(x, t)

2

∫ ∞

−∞
V0ηV

2
1 senV0dη + α2

x
′
(ϕ, t)

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)V1V0ηcosV0dη

− ϕ1t
d

dt

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη − ϕ1tt

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη +

∫ ∞

−∞
V0ηV0ttdη

− α2
x
′′
(ϕ, t)(ϕ2

t − 1)

2a(ϕ, t)

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)

2V0ηV0ηηdη = 0.

(1.31)
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Ahora calculamos las derivadas de (1.6) que serán utilizadas más adelante. Dado
que

V0η =
2β

cosh(βη)
, V0ηη = −2β2senh(βη)

cosh2(βη)
, V0t =

2βtη

cosh(βη)
,

entonces

V0tt =
βtt
β
ηV0η +

β2t
β2
η2V0ηη , V0ηt =

βt
β
V0η +

βt
β
ηV0ηη . (1.32)

Por otra parte, multiplicando (1.15) por V1η e integrando con respecto a η se
tiene que

(ϕ2
t − 1)

∫ ∞

−∞
V1ηV1ηηdη + α2(ϕ, t)

∫ ∞

−∞
V1V1ηcosV0dη

= 2ϕt

∫ ∞

−∞
V0ηtV1ηdη + ϕtt

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηdη

− 2ϕtϕ1t

∫ ∞

−∞
V0ηηV1ηdη − α2

x
′
(ϕ, t)

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)V1ηsenV0dη.

(1.33)

Es obvio que la primer integral del lado izquierdo de (1.33) es igual a cero. La
segunda integral del mismo lado la integramos por partes, resultando que

α2(ϕ, t)

∫ ∞

−∞
V1V1ηcosV0dη =

α2(ϕ, t)

2

∫ ∞

−∞
V 2
1 V0ηsenV0dη.

Por consiguiente, (1.33) queda como sigue:

α2(ϕ, t)

2

∫ ∞

−∞
V0ηV

2
1 senV0dη =

∫ ∞

−∞
V1η

{
2ϕtV0ηt + ϕttV0η − 2ϕtϕ1tV0ηη

− α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)senV0

}
dη.

(1.34)

Sustituyendo (1.34) y la primera igualdad de (1.32) en (1.31) y agrupando térmi-
nos, se obtiene la siguiente ecuación

− 2
d

dt
ϕt

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηdη + α2

x
′
(ϕ, t)

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)

{
V1V0ηcosV0 + V1ηsenV0

}
dη

− d

dt
ϕ1t

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη +
β2t
2β2

∫ ∞

−∞
η2

∂

∂η
(V0η)

2dη − α2
x
′′
(ϕ, t)

2β2
ϕ1

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη = 0.

(1.35)

Integrando por partes la cuarta integral del lado izquierdo de la ecuación anterior
se tiene que ∫ ∞

−∞
η2

∂

∂η
(V0η)

2dη =

∫ ∞

−∞
η(V0η)

2dη = 0.
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Además,

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)

{
V1V0ηcosV0 + V1ηsenV0

}
dη =

∫ ∞

−∞
(η + ϕ1)

∂

∂η
(V1senV0)dη

=
1

β2

∫ ∞

−∞
V1ηV0ηdη.

Por lo que (1.35) queda de la siguiente manera

− d

dt

{
ϕ1t

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη + 2ϕt

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηdη

}

+
α2
x
′
(ϕ, t)

β2

∫ ∞

−∞
V0ηV1ηdη −

α2
x
′′
(ϕ, t)

2β2
ϕ1

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη = 0.

(1.36)

A continuación, obtendremos una expresión para la integral de V0ηV1η . Para esto,
consideremos (1.16), donde la parte derecha que es F1, esta expresado como

L̂V1 = F1 = 2ϕtV0ηt + ϕttV0η − 2ϕtϕ1tV0ηη − α2
x
′
(ϕ, t)(η + ϕ1)senV0. (1.37)

Utilizando la segunda expresión de (1.32), (1.8) y (1.22), (1.36) se transforma en

L̂V1 = −
(
ϕtt +

α2
x
′
(ϕ, t)

β2

)(
V0η + 2ηV0ηη

)
−
(
2ϕtϕ1t +

α2
x
′
(ϕ, t)

β2
ϕ1

)
V0ηη . (1.38)

Por lo tanto, V1 es de la forma V1 = (c1η
2 + c2η+ c3)V0η y su derivada con respecto

a η es

V1η = (2c1η + c2)V0η + (c1η
2 + c2η + c3)V0ηη .

Entonces
∫ ∞

−∞
V0ηV1ηdη =

∫ ∞

−∞
(2c1η+c2)(V0η)

2dη+
1

2

∫ ∞

−∞
(c1η

2+c2η+c3)
∂

∂η
(V0η)

2dη. (1.39)

Sustituyendo en (1.39) cada una de las siguientes integrales, mismas que pueden
verificarse integrando por partes,

∫ ∞

−∞
η(V0η)

2 = 0,

∫ ∞

−∞

∂

∂η
(V0η)

2dη = 0,

∫ ∞

−∞
η
∂

∂η
(V0η)

2dη = −
∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη,

∫ ∞

−∞
η2

∂

∂η
(V0η)

2dη = −2

∫ ∞

−∞
η(V0η)

2dη = 0,
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obtenemos que ∫ ∞

−∞
V0ηV1ηdη =

1

2
c2

∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη. (1.40)

A continuación obtendremos el valor de c2. Para esto, aplicamos el operador L̂ a V1
y el resultado lo comparamos con la parte derecha de (1.38).

L̂V1 = (ϕ2
t − 1)

{
2c1(V0η + 2ηV0ηη) + 2c2V0ηη + (c1η

2 + c2η + c3)V0ηηη
}

+ α2(ϕ, t)
{
(c1η

2 + c2η + c3)V0η
}
cosV0.

Comparando con (1.38) concluimos que

c2 = − 1

2(ϕ2
t − 1)

(
2ϕtϕ1t +

α2
x
′
(ϕ, t)

β2
ϕ1

)
,

y dado que

β2 = −α
2(ϕ, t)

ϕ2
t − 1

,

entonces

c2 =
β2

α2(ϕ, t)
ϕtϕ1t +

α2′(ϕ, t)

2α2(ϕ, t)
. (1.41)

Sustituyendo (1.40) y el valor de C2 en (1.36) y dado que
∫ ∞

−∞
(V0η)

2dη > 0,

se obtiene que

d

dt

(
ϕ1t

α2(ϕ, t)β

)
+
1

2
ϕ1

{
d

dt

(
α2
x
′
(ϕ, t)

α2(ϕ, t)
βϕt

)
− 1

2β

(α2
x
′
(ϕ, t))2

α2(ϕ, t)
+

1

β
α2
x
′′
(ϕ, t)

}
= 0.

(1.42)
Derivando el segundo término del lado izquierdo de (1.42), utilizando (1.22) y las
igualdades

α2(ϕ, t)
∂

∂x

(
α2
x
′
(ϕ, t)

α2(ϕ, t)

)
= α2

x
′′
(ϕ, t) − (α2

x
′
(ϕ, t))2

α2(ϕ, t)
,

α2(ϕ, t)
∂

∂t

(
α2
x
′
(ϕ, t)

α2(ϕ, t)

)
= α2

x
′′
(ϕ, t) − α2

x
′
(ϕ, t)α2

x
′
t(ϕ, t)

α2(ϕ, t)
,

se obtiene la siguiente expresión

d

dt

(
ϕ1t

α2(ϕ, t)β

)
+
1

2
ϕ1β

{
ϕt
d

dt

(
α2
x
′
(ϕ, t)

α2(ϕ, t)

)
+
∂

∂x

(
α2
x
′
(x, t)

α2(x, t)

)∣∣∣∣
x=ϕ

}
= 0, (1.43)

que realizando algunas manipulaciones algebraicas simples nos conduce a la ecuación
(1.27) cuya solución representa el cambio de fase ϕ1 = ϕ1(t).
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Como consecuencia de los Lemas anteriores, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 1.6. Sean ϕ,P y ϕ1 soluciones infinitamente diferenciables de (1.18),
(1.27) para t ∈ [0, T ]. Entonces para cualquier entero N ≥ 0 existe una solución
asintótica tipo onda de choque mod O(εN+1) de (1.1) cuyo término principal tiene
la forma

V0 = 4arctan

(
exp

(
β
x− ϕ(t)− εϕ1(t)

ε

))
,

donde

β =
α(ϕ, t)√
1− ϕ2

t

.



Caṕıtulo 2

Solución asintótica débil para el problema de

interacción de ondas

2.1. Introducción

A diferencia del caṕıtulo anterior, aqúı se analizará la propagación e interac-
ción de ondas, espećıficamente, la interacción del par kink-antikink considerando la
ecuación tipo sine-Gordon, con la caracteŕıstica de que después de la colisión entre
dichas ondas, estas preserven sus formas originales.

Consideremos una clase de ecuaciones de onda semil-lineales

ε2 (utt − uxx) + F ′(u) = 0, (2.1)

donde u = u(x, t, ε), ε es un parámetro pequeño y F ′(u) = ∂F (u)/∂u, con F (u)
es una función no lineal suave tal que la ecuación (2.1) tiene soluciones del tipo
kink/antikink de la forma:

u(x, t, ε) = ω

(
Sβ

x− V t

ε

)
, (2.2)

donde

S = ±1, β = (1− V 2)−1/2, V ∈ (0, 1), ω(η) ∈ C∞(R),

ω(η) → 0 para η → −∞, ω(η) → 1 para η → +∞.

Vamos a suponer adicionalmente que ω(η) tiende a sus valores ĺımites suficien-
temente rápido, es decir

|ω(η)| ≤ c1η
−1 cuando η → −∞, |ω(η)− 1| ≤ c2η

−1 cuando η → ∞. (2.3)

La función (2.2) es llamada kink si S = 1 y antikink si S = −1, como se muestra
en la figura 2.1.

13
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Figura 2.1: (a) kink; (b) antikink

En (2.2) la recta x− V t = 0 es la trayectoria, en el plano, que sigue el frente del
kink o antikink, donde t representa el tiempo y V la velocidad.

Sustituyendo (2.2) en (2.1) se obtiene la ecuación

dω(η)

dη
=
√
2F (ω(η)). (2.4)

Para la existencia de soluciones tipo kink/antikink de la clase (2.2), (2.3) la
función F (u) debe satisfacer las siguientes condiciones (ver [14, 10])

A) F (z) ∈ C∞(R), F (z) > 0 para z ∈ (0, 1),

B) F (i)(z0) = 0, i = 0, 1, ..., k, F (k+1)(z0) > 0, donde z0 = 0 y z0 = 1 y k = 1 o
k = 3,

Además, la condición de periodicidad

C) F (z + 1) = F (z)

nos permite considerar la superposición de ondas y cualquier combinación de kink -
antikink

uΣ =
N∑

i=1

ω

(
±βi

x− Vit− x0i
ε

)
, x0i+1 − x0i > 1, 0 < t≪ 1 (2.5)

se aproximará a la solución exacta del correspondiente problema de Cauchy.

Como ejemplos de funciones que satisfacen las condiciones A) - C) y que son
solución (2.1) son

F (z) =
1

4π2
(1− cos(2πz)), ω =

2

π
arctan(eη), (2.6)

F (z) = sen4(πz), ω =
1

π
arccot(−

√
2πη). (2.7)

El ejemplo (2.6) corresponde a la ecuación sine-Gordon. Es conocido que los
kink/antikink de la ecuación de sine-Gordon, la cual es integrable, interactúan sin
cambiar sus formas (ver [23]).Llamaremos a este tipo de interacción “escenario sine-
Gordon”. Por consiguiente, el propósito en este caṕıtulo es determinar que condi-
ciones debe cumplir F (u) en (2.1) para que los kinks y los antikinks colisionen
siguiendo el escenario sine-Gordon.
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2.2. Solución asintótica débil

Dado que los kinks son suaves para ε > 0 y se convierten en no suaves en el ĺımite
cuando ε→ 0, trataremos a las soluciones de (2.1) como un mapeo C∞(0, T ; C∞(Rx))
para ε > 0 y como C(0, T ;D′(Rx)) uniformemente en ε ≥ 0. Por tal razón, lo natural
es utilizar la definición estandar de una solución en el sentido débil, esto es

Una distribución u ∈ D′((0, T ) × Rx) es una solución de la ecuación (2.1), en el
sentido débil, si F ′(u) ∈ D′((0, T )× Rx) y la igualdad

∫ T

0

∫ ∞

−∞
(ε2u(ψtt − ψxx) + ψF ′(u))dxdt = 0 (2.8)

es válida para cualquier función de prueba ψ(x, t) ∈ D((0, T )× Rx).

Sin embargo, existe un obstáculo al utilizar esta definición, ya que el lado izquier-
do de (2.8) es O(ε2). Para superar esta situación, en [14] fue construida una nueva
definición de solución asintótica, que a continuación se presenta

Definición 2.1. Una sucesión u(t, x, ε), que pertenece a C∞(0, T ; C∞(R1
x)) para

ε > 0 y que pertenece a C(0, T ;D′(R1
x)) uniformemente en ε, es llamada una solución

asintótica débil mod OD′(ε2) de (2.1) si la relación

2
d

dt

∫ ∞

−∞
ε2utuxψdx+

∫ ∞

−∞

{
(εut)

2 + (εux)
2 − 2F (u)

}
ψxdx = O(ε2) (2.9)

es válida para cualquier función de prueba ψ = ψ(x) ∈ D(R1).

Aqúı el lado izquierdo es una función C∞ para ε = const > 0 y una función
continua por pedazos uniformemente en ε ≥ 0. La estimación se entiende en el
sentido C(0, T ):

g(t, ε) = O(εk) ↔ máx
t∈[0,T ]

|g(t, ε)| ≤ cεk.

El lado izquierdo de (2.9) es el resultado de la multiplicación de (2.1) por ψ(x)ux
e integrando por partes en el caso de u suave. Por lo tanto, es cero para cualquier
solución exacta. Por otro lado, la relación (2.9) es justamente la condición de ortog-
onalidad que aparece en el caṕıtulo anterior. Esta condicion garantiza la existencia
de la primera corrección y permite encontrar una ecuación para el movimiento dis-
torsionado de frentes de kinks.

Definición 2.2. Una función v(t, x, ε) se dice ser de valor OD′(εk) si la relación

∫ ∞

−∞
v(t, x, ε)ψ(x)dx = O(εk)

es válida para cualquier función de prueba ψ ∈ D(R1
x).
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2.3. Interacción kink-kink

El caso de la interacción de dos kinks, presentamos un resumen del análisis
realizado en [14]. Se consideró la ecuación (2.1) con las condiciones iniciales

u|t=0 =
2∑

i=1

ω(βi
x− x0i
ε

), ε
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= −
2∑

i=1

βiViω
′(βi

x− x0i
ε

), (2.10)

donde βi = 1/
√

1− V 2
i , |Vi| ∈ (0, 1), y las posiciones iniciales de los frentes x0i son

tales que x02−x01 > 1. Obviamente, se supone que las trayectorias x = Vit+x
0
i tienen

un punto en común x = x∗ para un instante de tiempo t = t∗.

El anzatz asintótico para el problema (2.1), (2.10) tiene la siguiente forma:

u =

2∑

i=1

{
ω

(
βi
x− Φi(t, τ, ε)

ε

)
+Ai(τ)U

(
βi
x− Φi(t, τ, ε)

µ2ε

)}
. (2.11)

Aqúı Φi = φi0(t) + εφi1(τ), φi0 = Vit + x0i son las trayectorias de los kinks no
interactuantes, τ = ψ0(t)/ε denota el “tiempo rápido”, ψ0(t) = φ20(t) − φ10(t), las
correciones de las fases φi1 son funciones suaves tales que

φi1 → 0 as τ → −∞, φi1 → φ∞i1 = consti as τ → +∞ (2.12)

con una rapidez no menor que 1/|τ |. Además, Ai(τ) ∈ C∞ son funciones que se anu-
lan exponencialmente cuando |τ | → ∞, µ es un parámetro suficientemente pequeño,
ε < µ≪ 1, y

U(η) =
dmU0(η)

dηm
,

donde m ≥ 1 es un número arbitrario y U0(η) ∈ C∞ es una función que se anulan
suficientemente rápido cuando |η| → ∞.

El principal resultado obtenido en [14], para el problema (2.1), (2.10), es el
siguiente:

Teorema 2.3. Supóngase que A) - C) son válidas. Estableciendo las hipótesis adi-
cionales

D) F (1/2 + z) = F (1/2 − z),

E) Sea la función F (z) tal que la desigualdad

∫ ∞

−∞
F (ω(η) + ω(θη)) dη ≤

∫ ∞

−∞

{√
F (ω(η)) +

√
F (ω(θη))

}2
dη (2.13)
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es válida uniformemente en θ ∈ (0,∞). Entonces la interacción de los kinks en el
problema (2.1), (2.10) preserva el escenario sine-Gordon con una precisión OD′(ε2)
en el sentido de la Definición 2.1. La solución asintótica débil de (2.1), (2.10) tiene
la forma (2.11) con una elección especial de las amplitudes Ai y del parámetro µ.

Observación 2.4. La simetŕıa D) ha sido supuesta sólo para simplificar el análisis
asintótico.

Observación 2.5. El sentido de la hipótesis E) es el siguiente. Las correcciones de
las fases φi1 son soluciones de un sistema dinámico de 2×2 con una singularidad la
cual divide el plano fase en dos partes con la posible excepción del punto (0, 0). Las
hipótesis (2.12) se satisfacen (en consecuencia, el escenario sine-Gordon se lleva a
cabo) si y sólo si existe una trayectoria espećıfica la cual va de un semi-plano a otro
a través del punto (0, 0). En la construcción de la solución asintótica la desigualdad
que aparece en la hipótesis E) es muy complicada, por lo que ésta a sido cambiada
a la forma (2.13). Tal versión puede ser tratada como aceptable ya que se satisface
para la ecuación sine-Gordon para cualesquiera velocidades Vi, i = 1, 2. Lo mismo es
cierto para la nolinealidad

F (u) = sin4(πu). (2.14)

Teniendo en cuenta la libertad en la elección de las amplitudes Ai, i = 1, 2, la
hipótesis (2.13) puede hacerse más débil. Sin embargo, el sistema dinámico con Ai 6=
0, i = 1, 2, es muy complicado y cuyo análisis completo resta por hacer.

Obviamente, lo dicho anteriormente sigue siendo cierto para la interacción antikink-
antikink

2.4. Interacción kink-antikink

Centraremos nuestra atención en la interacción kink-antikink para la ecuación
(2.1) con los datos iniciales

u|t=0 =
2∑

i=1

ω
(
Siβi

x− x0i
ε

)
, ε

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= −
2∑

i=1

SiβiViω
′
(
Siβi

x− x0i
ε

)
, (2.15)

donde S1 = 1, S2 = −1, y la notación βi, Vi, x
0
i es la misma como en (2.10).

Técnicamente, la construcción de la solución asintótica débil es similar al caso
kink–kink.

2.4.1. Construcción de la solución asintótica débil

De acuerdo a la definición 2.1, para la construcción de la solución asintótica débil,
calcularemos las asintóticas débiles mod OD′(ε2) de las expresiones involucradas en
la ecuación (2.9).
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Consideremos el término principal de la solución asintótica débil mod OD′(ε2)
del problema (2.1), (2.15) mediante el anzatz

u =
2∑

i=1

ω

(
Siβi

x− Φi(t, τ, ε)

ε

)
, (2.16)

que representa la suma de dos ondas solitarias. Aqúı βi y Φi están definidos como
en (2.11).

Primeramente, realizaremos los cálculos para el término (εux)
2. Para simplificar,

en lo sucesivo denotaremos

ω0 = ω0(η) =
dω(η)

dη
.

Diferenciando con respecto a x el anzatz (2.16), multiplicando el resultado por
ε, elevando al cuadrado e integrando, se obtiene

∫ ∞

−∞
(εux)

2ψ(x)dx =

∫ ∞

−∞
β21ω

2
0

(
β1
x− Φ1

ε

)
ψ(x)dx

+

∫ ∞

−∞
β22ω

2
0

(
β2
x−Φ2

ε

)
ψ(x)dx

−
∫ ∞

−∞
2β1β2ω0

(
β1
x− Φ1

ε

)
× ω0

(
β2
x− Φ2

ε

)
ψ(x)dx,

(2.17)

donde ψ(x) ∈ D(R) es una función arbitraria.

Empezemos por analizar el primer término del lado izquierdo de (2.17).

β21

∫ ∞

−∞
ω2
0

(
β1
x− Φ1

ε

)
ψ(x)dx = εβ1

∫ ∞

−∞
ω2
0(η)ψ

(
ε

β1
η +Φ1

)
dη,

donde

η = β1
x− Φ1

ε
.

Luego, aplicando la fórmula de Taylor y utilizando la suposición (2.3)

ψ

(
ε

β1
η +Φ1

)
= ψ(Φ1) +

ε

β1
ηψ′(Φ1) +

ε2

2β21
ψ′′(ξ),

donde ξ está entre Φ1 y Φ1 + εη/β1, se tiene que

β21

∫ ∞

−∞
ω2
0

(
β1
x− Φ1

ε

)
ψ(x)dx = εβ1ψ(Φ1)

∫ ∞

−∞
ω2
0(η)dη+ε

2ψ′(Φ1)

∫ ∞

−∞
ηω2

0(η)dη+O(ε3),
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dado que las funciones ω0(η) y η son par e impar, respectivamente, entonces

β21

∫ ∞

−∞
ω2
0

(
β1
x− Φ1

ε

)
ψ(x)dx = εβ1ψ(Φ1)

∫ ∞

−∞
ω2
0(η)dη +O(ε3)

De manera similar, se obtiene una expresión para el segundo término del lado
izquierdo de (2.17).

En el tercer término del lado izquierdo de (2.17) hacemos el cambio de variable

η = β2
x−Φ2

ε
, entonces

x− Φ1

ε
=
x−Φ2

ε
+

Φ2 − Φ1

ε
=

1

β2
η + σ,

donde σ está dado por

σ =
Φ2 − Φ1

ε
= τ + φ21(τ)− φ11(τ). (2.18)

Aśı, el tercer término queda como sigue

2β1β2

∫ ∞

−∞
ω0

(
β1
x− Φ1

ε

)
ω0

(
β2
x− Φ2

ε

)
ψ(x)dx

= 2εβ1ψ(Φ2)

∫ ∞

−∞
ω0(θη + β1σ)ω0(η)dη +O(ε2),

donde θ = β1/β2. Por lo tanto (2.17) queda como sigue

∫ ∞

−∞
(εux)

2ψ(x)dx = ε
2∑

i=1

βiψ(Φi)

∫ ∞

−∞
ω2
0(η)dη

− 2εβ1ψ(Φ2)

∫ ∞

−∞
ω0(θη + β1σ)ω0(η)dη +O(ε2),

(2.19)

la cual es válida para cualquier función de prueba.

Introduciremos la notación

λ1(σ) =
1

a2

∫ ∞

−∞
ω0(η)ω0(θη + β1σ)dη, a2 =

∫ ∞

−∞
ω2
0(η)dη (2.20)

y reescribimos (2.19) de la siguiente manera:

∫ ∞

−∞
(εux)

2ψ(x)dx = εa2

{
2∑

i=1

βiψ(Φi)− 2β1ψ(Φ2)λ1(σ)

}
+O(ε2). (2.21)

En el sentido de distribuciones, se tiene que

(εux)
2 = εa2

{
2∑

i=1

βiδ(x− Φi)− 2β1λ1(σ)δ(x −Φ2)

}
+OD′(ε2), (2.22)
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donde δ es la distribución Delta de Dirac.

Dado que Φi(t, τ, ε) = φi0(t) + εφi1(τ) y al momento de la interacción (x∗, t∗)
φ10(t

∗) = φ20(t
∗) = x∗ = Vit

∗ + x0i , entonces

Φi = Vit+ (x∗ − Vit
∗) + εφi1(τ)

= x∗ + Vi(t− t∗) + εφi1(τ).
(2.23)

Sustituyendo (2.23) en (2.18), se obtiene

σ =
V2(t− t∗) + εφ21 − V1(t− t∗)− εφ11

ε
,

lo cual implica que

t− t∗ =
ε

ν
(σ + φ11 − φ21), donde ν := V2 − V1,

aplicando la igualdad inmediata anterior en (2.23), se obtiene que

Φi = x∗ + ε

{
Vi
ν
σ +

1

ν

(
Viφ11 − Viφ21 + (V2 − V1)φi1

)}
,

y haciendo bi := Vi/ν, se tiene que

Φi = x∗ + εχi, donde χi = biσ + b2φ11 − b1φ21. (2.24)

Nótese que λ1(σ) → 0, no más lentamente que 1/|σ|2, cuando |σ| → ∞. Por lo
tanto, utilizaremos el siguiente resultado:

Lema 2.6. Sea S(τ) ∈ C∞ una función tal que |S(τ)| ≤ c/|τ | cuando |τ | → ∞. Sea
ϕk(τ) ∈ C∞ con la siguiente representación:

ϕk(τ) = x∗ + εχk(τ), χk(0) = 0,

donde x∗ es constante y χk es una función que crece no más que linealmente. En-
tonces

S(τ)δ(x − x∗) = S(τ)δ(x − ϕk(τ)) +OD′(ε).

Demostración.

〈S(τ)δ(x − ϕk), ψ(x)〉 = S(τ)ψ(ϕk)

= S(τ)
{
ψ(x∗) + εχk(τ)ψ

′(ξ)
}

= S(τ)〈δ(x − x∗), ψ(x)〉 + εR(τ),

donde R(τ) ∈ C∞ es una función acotada para τ acotada y, además, cuando |τ | → ∞

|R(τ)| ≤ máx
ξ

|ψ′(ξ)| |S(τ)ξk(τ)| ≤ c0
|c1τ |
|τ | ≤ cte
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Por el Lema anterior, reescribimos (2.22) como sigue:

(εux)
2 = εa2

{
2∑

i=1

βiδ(x− Φi)− 2β1λ1δ(x− x∗)

}
+OD′(ε2), (2.25)

A continuación, de manera similar, se obtendrá una expresión para (εut)
2.

Derivando el anzatz (2.16) con respecto a t, se tiene que

ut = −1

ε

2∑

i=1

Siβiω0

(
Siβi

x− Φi

ε

)
Φ̇it, (2.26)

donde Φit representa la derivada con respecto a t y está dada como

Φit = ν(bi + φ′i1) donde φ′i1 =
dφi1
dτ

. (2.27)

Multiplicando (2.26) por ε, elevando al cuadrado e integrando, se obtiene

∫ ∞

−∞
(εut)

2ψ(x)dx =

2∑

i=1

β2i Φ
2
it

∫ ∞

−∞
ω2
0

(
βi
x− Φi

ε

)
ψ(x)dx

− 2β1β2Φ1tΦ2t

∫ ∞

−∞
ω0

(
β1
x− Φ1

ε

)
ω0

(
β2
x− Φ2

ε

)
ψ(x)dx.

(2.28)

De manera similar como se obtuvo una relación para el término (εux)
2 y uti-

lizando las fórmulas (2.20), tenemos que

∫ ∞

−∞
(εut)

2ψ(x)dx = εa2

{
2∑

i=1

β2i Φ
2
itψ(Φi)− 2β1Φ1tΦ2tλ1ψ(Φ2)

}
+O(ε2),

en el sentido de distribuciones, se tiene que

(εut)
2 = εa2

{
2∑

i=1

β2i Φ
2
itδ(x− Φi)− 2β1Φ1tΦ2tλ1δ(x− Φ2)

}
+OD′(ε2)

= εa2ν
2

{
2∑

i=1

βi
(
b21 + 2biφ

′
i1 + φ′i1

)
δ(x− Φi)− 2β1λ1Φ1tΦ2tδ(x− Φ2)

}
+OD′(ε2).

Agrupando la relación anterior y aplicando el lema 2.6, se tiene que

(εut)
2 = εa2ν

2

{
2∑

i=1

βib
2
i δ(x− Φi) +K1δ(x − x∗)

}
+OD′(ε2), (2.29)



22 Caṕıtulo 2. Solución asintótica débil para el problema de interacción de ondas

donde

K1 =
2∑

i=1

βiφ
′
i1(2bi + φ′i1)−

2

ν2
β1λ1Φ1tΦ2t.

A continuación, se obtendrá una expresión para el término εutux. Procediendo
de manera similar como antes. Multiplicando las derivadas respecto a t y respecto
a x de (2.16), integrando el resultado respecto a x y aplicando las fórmulas (2.20),
(2.24), (2.27), se obtiene

∫ ∞

−∞
εutuxψ(x)dx =− εa2

2∑

i=1

βiViψ(Φi)− εa2

2∑

i=1

βiνφ
′
i1ψ(Φi)

+ εa2β1(Φ1t +Φ2t)
{
λ1ψ(x

∗) + ε
(
χ2λ1 +

1

β2
λ2

)
ψ′(x∗)

}

+O(ε3),
(2.30)

donde

λ2(σ) =
1

a2

∫ ∞

−∞
ηω0(η)ω0(θη + β1σ)dη.

Escribiendo (2.30) en el sentido de distribuciones y aplicando el Lema 2.6, se
tiene que

ε2utux =− εa2

2∑

i=1

βiViδ(x− Φi)− εa2K2δ(x− x∗)

+ ε2a2

{
ν

2∑

i=1

βiφ
′
i1χi − β1

(
Φ1t +Φ2t

)(
χ2λ1 +

1

β2
λ2

)}
δ′(x− x∗)

+OD′(ε3).

(2.31)

donde

K2 =

2∑

i=1

(
νβiφ

′
i1 − β1λ1Φit

)
.

Derivando (2.31) con respecto a t y sustituyendo el valor de Φit, se obtiene

∂

∂t
ε2utux = −a2ν2

dK2

dτ
δ(x− x∗) + εa2ν

2 d

dτ

( 2∑

i=1

βibiφi1 +W
)
δ′(x− x∗)

+ εa2ν
2

2∑

i=1

βib
2
i δ

′(x− Φi) +OD′(ε2),

donde

W = K2χ2 + β1φ
′
11(χ1 − χ2)− θλ2

2∑

i=1

Φit.
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A continuación se obtendrá una expresión para el término F (u), donde

F (u) = F

(
2∑

i=1

ω

(
Siβi

x− Φi

ε

))

= F

(
ω

(
β1
x− Φ1

ε

)
+ ω

(
−β2

x− Φ2

ε

))
.

Primeramente, obsérvese que ω(η)+ω(−η) = 1 y F (z+1) = F (z), implican que

F (ω(−η)) = F (ω(η)). (2.32)

Dado que F (u) es integrable, entonces escribimos

∫ ∞

−∞
F (u)ψ(x)dx =

2∑

i=1

∫ ∞

−∞
F

(
ω

(
Siβi

x− Φi

ε

))
ψ(x)dx

+

∫ ∞

−∞

[
F (u) −

2∑

i=1

F

(
ω

(
Siβi

x− Φi

ε

))]
ψ(x)dx.

(2.33)

Desarrollando en primer término del lado derecho de (2.33), queda

∫ ∞

−∞
F

(
ω

(
Siβi

x− Φi

ε

))
ψ(x)dx =

ε

βi
ψ(Φi)

∫ ∞

−∞
F (ω(η))dη +O(ε2). (2.34)

Además, utilizando (2.4) y (2.20), la identidad anterior queda como sigue

∫ ∞

−∞
F

(
ω

(
Siβi

x−Φi

ε

))
ψ(x)dx =

ε

2βi
a2ψ(Φi) +O(ε2). (2.35)

A continuación, se obtendrá una expresión para el segundo término del lado
derecho de (2.33). Considere el cambio de variable η = β2

x−Φ2

ε , entonces

∫ ∞

−∞

[
F (u)−

2∑

i=1

F

(
ω

(
Siβi

x− Φi

ε

))]
ψ(x)dx =

ε

β2
ψ(Φ2)

a2
2
B△+O(ε2), (2.36)

donde

B△ =
2

a2

∫ ∞

−∞
[F (ω(η)− ω(θη + β1σ))− F (ω(η))− F (ω(θη + β1σ))] dη. (2.37)

Sustituyendo (2.35) y (2.36) en (2.33), se obtiene

∫ ∞

−∞
F (u)ψ(x)dx =

2∑

i=1

ε

2βi
a2ψ(Φi) +

ε

2β2
ψ(Φ2)a2B△ +O(ε2).
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Escribiendo la identidad inmediata anterior en el sentido de distribuciones y dado
que B△ decrece suficientemente rápido aplicamos el Lema 2.6, con lo cual obtenemos
una expresión para F (u):

F (u) = ε
a2
2

{
2∑

i=1

1

βi
δ(x −Φi) +

B△

β2
δ(x − x∗)

}
+OD′(ε2). (2.38)

En el cálculo de las asintóticas débiles para los términos del lado izquierdo de
(2.9), también se obtuvo la convolución

λ̄2(σ) =
1

a2

∫ ∞

−∞
ηω0(η)ω0

(
η − β1σ

θ

)
dη. (2.39)

Lema 2.7. (Propiedades de las convoluciones). Bajo las hipótesis A)-D) las convolu-
ciones (2.20) y (2.39) existen y tienen las siguientes propiedades cuando σ → ±∞:

|σ2λ1(σ)| ≤ const, |σλ2(σ)| ≤ const, |σ2B△(σ)| ≤ const. (2.40)

Además, B△ < 0 para |σ| suficientemente grande y

λ̄2(σ) = θ(β1σλ1(σ) + θλ2(σ)). (2.41)

A continuación, presentaremos los resultados ya obtenidos al calcular las asintóticas
débiles de (2.9) en el siguiente lema:

Lema 2.8. Supóngase que A)-D) y (2.12) se satisfacen. Entonces, las siguientes
relaciones son válidas:

(εux)
2 = εa2

{
2∑

i=1

βiδ(x− Φi)− 2β1λ1δ(x − x∗)

}
+OD′(ε2). (2.42)

(εut)
2 = εa2ν

2

{
2∑

i=1

βib
2
i δ(x− Φi) +K1δ(x − x∗)

}
+OD′(ε2). (2.43)

F (u) = ε
a2
2

{
2∑

i=1

1

βi
δ(x −Φi) +

B△

β2
δ(x − x∗)

}
+OD′(ε2). (2.44)

∂

∂t
(ε2utux) = −a2ν2

dK2

dτ
δ(x − x∗) + εa2ν

2 d

dτ

(
2∑

i=1

βibiφi1 +W

)
δ′(x− x∗)

+ εa2ν
2

2∑

i=1

βib
2
i δ

′(x− Φi) +OD′(ε2).

(2.45)
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Aqúı y en lo que sigue

K1 =
2∑

i=1

βiφ
′
i1(2bi + φ′i1)−

2

ν2
β1λ1Φ1tΦ2t, (2.46)

K2 =

2∑

i=1

(
νβiφ

′
i1 − β1λ1Φit

)
, (2.47)

W = K2χ2 + β1φ
′
11(χ1 − χ2)− θλ2

2∑

i=1

Φit, (2.48)

donde

Φit := ν(bi + φ′i1), φ′i1 :=
dφi1
dτ

. (2.49)

Además, la Definición 2.1 implica la relación

2
∂

∂t
ε2utux −

∂

∂x

{
(εut)

2 − (εux)
2 − 2F (u)

}
= OD′(ε2). (2.50)

Sustituyendo las fórmulas (2.42) - (2.49) en (2.50), se obtiene una combinación
lineal de las funciones δ(x− x∗), δ′(x− x∗) y δ′(x− Φi):

εa2

2∑

i=1

{
ν2βib

2
i − βi +

1

βi

}
δ′(x− Φi)− 2a2ν

2dK2

dτ
δ(x− x∗)

+ εa2ν
2

{
2
dW

dτ
+ 2

2∑

i=1

βibiφ
′
i1 −K1 +

1

ν2

(
β1λ1 +

B△

β2

)}
δ′(x− x∗) = OD′(ε2).

Igualando los coeficientes de δ′(x − Φi), δ(x − x∗) y δ′(x − x∗) a cero, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones

βi

(
b2i −

1

ν2

)
+

1

ν2βi
= 0, i = 1, 2 (2.51)

dK2

dτ
= 0, (2.52)

2
dW

dτ
+ 2

2∑

i=1

βibiφ
′
i1 −K1 +

1

ν2

(
2β1λ1 +

B△

β2

)
= 0. (2.53)

De (2.51) se obtiene que β2i = 1/(1 − V 2
i ), i = 1, 2. Dado que φ′i1 → 0 cuando

τ → ±∞ e integrando (2.52), obtenemos que

2∑

i=1

{
νβiφ

′
i1 − β1λ1Φit

}
= 0. (2.54)
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Utilizando (2.18), reescribimos φ′i1 en términos de σ′τ , ya que

dσ

dτ
= 1 + φ′21 − φ′11. (2.55)

Resolviendo el sistema (2.54), (2.55) para φ′11 y φ′21, tenemos

φ′11 =
(θλ1 − 1)σ′ + 1 + 2θλ1b1

1 + θ − 2θλ1
,

φ′21 = θ
(1− λ1)σ

′ − 1 + 2λ1b2
1 + θ − 2θλ1

.

Para simplificar, reescribimos el sistema inmediato anterior como:

dφ11
dτ

= −FG1,
dφ21
dτ

= θFG2, (2.56)

donde

F = (1 + θ−2θλ1)
−1, G1 = (1− θλ1)σ

′
τ − 1− 2θb1λ1,

G2 = (1− λ1)σ
′
τ − 1 + 2θb2λ1.

(2.57)

Obsérvese que el lado derecho de las ecuaciones (2.56) dependen de σ, misma
que será considerada como una función desconocida. Para completar el sistema es
necesario considerar la ecuación (2.53), pero antes, reescribiremos la expresión para
W definida en (2.48).

Dado que χ1−χ2 = σ(b1− b2), utilizando (2.54) y las ecuaciones (2.56), se tiene
que

W = (β1σ + θλ2)FG1 − θ2λ2FG2 − θ(b1 + b2)λ2.

Realizando algunas manipulaciones simples, la ecuación anterior es equivalente a

W

F = L
dσ

dτ
− β1σ − 2(b1λ̄2 + θb2λ2), (2.58)

donde
L = β1σ + θλ2 − λ̄2. (2.59)

Despejando las derivadas de σ y W de (2.58) y (2.53) respectivamente, pode-
mos reescribir la ecuación de segundo orden (2.53) como un sistema de ecuaciones
autónomo de primer orden

dσ

dτ
= Q,

dW

dτ
= P, (2.60)

donde

Q =
1

L

{
W

F + β1σ + 2(b1λ̄2 + θb2λ2)

}
, (2.61)
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P =
Fβ1
2

{
(1− θλ21)Q

2 − 2[1− λ1(b2 − θb1)]Q+ 1− 2λ1(θb
2
1 + b22)

}

− β1
ν2

(
λ1 +

B△

2β1β2

)
.

(2.62)

Antes de realizar el análisis del sistema dinámico (2.60), definiremos condiciones
adicionales para éste. La primera hipótesis en (2.12) y (2.18) implican que σ → τ
cuando τ → −∞. Además, dado que λ2(σ) → 0 y λ̄2(σ) → 0 cuando τ → −∞,
entonces L = β1σ + θλ2 − λ̄2 → β1σ, F → 1/(1 + θ) y W → 0. Por lo tanto, la
condición inicial es:

σ

τ
→ 1, W → 0 cuando τ → −∞. (2.63)

La segunda hipótesis en (2.12) y (2.18), (2.58) implican que σ y W deben tener los
mismos valores ĺımites (2.63) cuando τ → ∞. Aśı, la validez de nuestras hipótesis es
equivalente a la existencia de una trayectoria γs = (σ = σs(τ),W = Ws(τ)) tal que
satisface la condición (2.63) y

σs
τ

→ 1, Ws → 0 cuando τ → ∞.

2.5. Análisis del sistema dinámico básico

Hacemos los cambios de variables τ ′ = β1τ , σ
′ = β1τ y omitiendo las primas,

reescribimos el sistema (2.60) en la misma forma pero con los lados derechos mas
simples:

Q =
1

L

{
W

F + σ + 2(b1λ̄2 + θb2λ2)

}
, (2.64)

P =
F
2

{
(1− θλ21)Q

2 − 2[1 − λ1(b2 − θb1)]Q+ 1− 2λ1(θb
2
1 + b22)

}

− 1

ν2

(
λ1 +

B△

2β1β2

)
.

(2.65)

Aqui L,F , y las convoluciones tienen la forma (2.59), (2.57), (2.20), (2.39), (2.37),
pero con argumentos como si β1 = 1.

En el siguiente lema se resaltan algunas propiedades de las convoluciones.

Lema 2.9. Bajo las hipótesis del Lema 2.7 las siguientes relaciones son válidas:

λ1(−σ) = λ1(σ) > 0, λ1(σ) = λ01 +O(σ2) cuando σ → 0,

sgn(σλ2(σ)) = −1, sgn(σλ̄2(σ)) = 1,

λ2(−σ) = −λ2(σ), λ̄2(−σ) = −λ̄2(σ),
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λ2(σ) = σλ12 +O(σ3), λ̄2(σ) = σλ̄12 +O(σ3) cuando σ → 0,

B△(−σ) = B△(σ), B△(σ) = B0
△ +O(σ2) cuando σ → 0,

donde

λ01 := λ1(0), B0
△ := B△(0),

λ12 :=
1

a2

∫ ∞

−∞
ηω0(η)

dω0(z)

dz

∣∣∣
z=θη

dη < 0,

λ̄12 := − 1

a2θ

∫ ∞

−∞
ηω0(η)

dω0(z)

dz

∣∣∣
z=η/θ

dη > 0.

Las propiedades del Lema 2.9 y las fórmulas (2.57), (2.59), (2.64), (2.65) implican
los siguientes resultados:

Corolario 2.10. El sistema (2.60) es invariante con respecto al cambio de variables

τ → −τ, σ → −σ, W → −W.

Corolario 2.11. Bajo las hipótesis del Lema 2.7

L|σ=0 = 0 (2.66)

y las siguientes estimaciones son válidas, uniformemente en σ,

(1 + θ)−1 ≤ F ≤ (1 + θ − 2θλ01)
−1 := F0 ≤ (1−

√
θ)−2. (2.67)

La igualdad (2.66) muestra que el sistema (2.60), (2.64), (2.65) tiene una singu-
laridad en la recta (0,W ) sobre el plano (σ,W ). Supondremos que esta singularidad
es del tipo 1/σ y que no existen otros puntos de singularidad. Por tal razón agre-
garemos la siguiente hipótesis adicional:

E1) Sean la función F y el número θ = β1/β2 tales que

L(σ) > 0 para σ > 0, L1 :=
dL

dσ

∣∣∣
σ=0

> 0.

Nótese que esta última condición implica que

θ 6= 1 (2.68)

dado que

L1|θ=1 = {1− λ̄12 + θλ12}|θ=1 = 0.

Rećıprocamente, bajo la condición (2.68) la estimación (2.67) garantiza que F ≤ cte
uniformemente en σ. Por lo tanto, la singularidad de Q es del tipo 1/σ.
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A continuación, investigaremos cuando una trayectoria puede pasar del semi-
plano izquierdo al derecho. Es obvio que esto puede ocurrir sólo a trevés del punto
(0, 0).

Consideremos una vecindad pequeña del origen de coordenadas. El Lema 2.9
implica que el sistema dinámico tiene la siguiente representación para |σ| ≪ 1:

dσ

dτ
=

1

L1

{
W

σF0
+ 1 + 2(b1λ̄

1
2 + θb2λ

1
2)

}
+O(σ2 + |σW |),

dW

dτ
=

F0

2

{(
1− θλ01

2
)(dσ

dτ

)2

− 2
(
1− λ01(b2 − θb1)

) dσ
dτ

+R

}
+O(σ2),

(2.69)

donde

R = 1− 2λ01
(
b22 + θb21

)
− 2

ν2F0

(
λ01 +

B0
△

2β1β2

)
. (2.70)

Ahora, mediante manipulaciones algrebraicas transformaremos el sistema (2.69)
como sigue; despejandoW de la primera ecuación en (2.69), derivando con respecto
a τ y el resultado lo igualamos con el lado derecho de la segunda ecuación de (2.69),
obteniendo

L1
d2

dτ2
(σ2) =

(
1− θλ01

2
)(dσ

dτ

)2

+
[
2λ01(b2 − θb1) + 4(b1λ̄

1
2 + θb2λ

1
2)
] dσ
dτ

+R+O(σ2) +O
(
σ
dW

dτ
+ (W + σ)

dσ

dτ

)
,

(2.71)

Además, utilizando (2.41) y las propiedades del lema 2.7, se tiene que

λ̄12 = θ(λ01 + θλ12) +O(σ2)

por consiguiente, obtenemos que

2λ01(b2 − θb1) + 4(b1λ̄
1
2 + θb2λ

1
2) = 2(λ01 + 2θλ12)(b2 + θb1) +O(σ2).

Haciendo
N = (λ01 + 2θλ12)(b2 + θb1) (2.72)

y sustituyendo N en (2.71), tenemos que

L1
d2

dτ2
(σ2) =

(
1− θλ01

2
)(dσ

dτ

)2

+ 2N
dσ

dτ
+R+O

(
σ2
(∣∣∣dσ
dτ

∣∣∣+
∣∣∣dW
dτ

∣∣∣
))

. (2.73)

Aplicando el método de Cauchy-Kovalevskaya y tomando en cuenta que σ = σ(τ)
es impar, podemos escribir:

σ = a1τ + a3τ
3 + ... (2.74)
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con coeficientes arbitrarios ai. Sustituyendo σ en (2.73) obtenemos las siguientes
ecuaciones:

Ma21 − 2Na1 −R = 0, (2.75)

{(M + 2nL1)a1 −N} a2n+1 = f2n+1(a1, ..., a2n−1), n ≥ 1, (2.76)

donde
M = 2L1 − (1− θλ01

2
). (2.77)

Si M 6= 0, para a1 obtenemos dos ráıces

a±1 =
1

M

(
N ±

√
N2 +MR

)
. (2.78)

Por lo tanto, la función σ(τ) tiene la representación (2.74) únicamente bajo las
condiciones

N2 +MR ≥ 0 y (M + 2nL0
1)a

±
1 −N 6= 0 para toda n = 1, 2, .... (2.79)

A continuación, es necesario realizar un análisis para los diferentes valores de
M,N y R. Primero obsérvese que M puede ser arbitrário (incluyendo el caso M = 0

ya que θλ01
2
< 1 para θ < 1 y θλ01

2
> 1 para θ > 1).

Si M > 0 entonces

a−1 < 0, a+1 > 0, y Ma−1 < N < Ma+1 .

Luego, si R > 0 entonces las dos condiciones en (2.79) se satisfacen ya que

(M + 2nL0
1)a

+
1 −N > 2nL0

1a
+
1 > 0

y
(M + 2nL0

1)a
−
1 −N < 2nL0

1a
−
1 < 0.

Si R < 0 entonces supondremos que la primera condición de (2.79) se satisface.
Además, la segunda condición en (2.79) puede ser transformada en la siguiente
forma:

N 6=
√
N2 +MR(1 + qn) para toda n = 1, 2, ..., (2.80)

donde los números qn,

qn :=
M

2nL1
=

1

n

(
1− 1− θλ01

2

2L1

)
,

son positivos. Obsérvese que si M > 0 y R < 0 entonces ambas ráıces a±1 son
positivas si y sólo si N > 0. También, si R = 0 entonces existe a+1 > 0 si y sólo si
N > 0.

Considerando de manera similar el caso M < 0 obtenemos la condición E2).

Sea M 6= 0. Además, sean las funciones F y las velocidades Vi tales que una de
las siguientes hipótesis es válida:
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E2a) M > 0 y R > 0.

E2b) M > 0, R < 0, con
N2 +MR ≥ 0. (2.81)

Además, N > 0 bajo la hipótesis (2.80),

E2c) M > 0, R = 0 y N > 0 bajo la hipótesis (2.80),

E2d) M < 0, R < 0 y la desigualdad (2.80) se satisface,

E2e) M < 0 y R > 0. Además, N < 0 y las hipótesis (2.80), (2.81) se satisfacen,

E2f) M < 0, R = 0, N < 0, y 1− θλ01
2 6= 2L1(1 + 2n) para n = 1, 2, ....

Observación 2.12. Teóricamente, también existe el caso cuando M = 0, pero no
será considerado en este trabajo.

Calculando las coordenadas W de las trayectorias de forma similar a (2.74), esto
es

W = w1τ +w3τ
3 + ..., (2.82)

pasamos al siguiente resultado.

Lema 2.13. Supóngase que las hipótesis A)−E2) se satisfacen. Entonces existe al
menos una trayectoria γs = {(σ = σs(τ),W = Ws(τ))} del sistema (2.60), (2.64),
(2.65) la cual pasa del semiplano izquierdo (σ,W ) al derecho cuando τ crece de −τ0
a τ0 para τ0 suficientemente pequeña.

A continuación, analizaremos el sistema (2.60), (2.64), (2.65) para el caso σ →
±∞. Dado que las convoluciones λ1(σ), λ2(σ), λ̄2(σ) y B△(σ) se anulan cuando
σ → ±∞. se tiene que

Q =1 + (1 + θ)
W

σ
+O

(
1

σ2

(
1 +

W

σ

))
,

P =
1

2(1 + θ)
(Q− 1)2 +O

(
1

σ2

)
.

(2.83)

Resolviendo el sistema (2.60), (2.83) en el término principal para |σ| grande, obten-
emos la solución

σ =
1 + θ

2

W 2

c−W
, c =W0

(
1 +

1 + θ

2

W0

σ0

)
, (2.84)

donde W0 =W |σ=σ0
. Obsérvese que para |σ| ≫ 1,

1

σ
=

2

1 + θ

c−W

W 2
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es pequeño, entonces W ≈ c. Por lo tanto,

W = c+O
(

1

|σ|

)
cuando |σ| ≫ 1.

Además,

W = c− 1 + θ

2τ
+O

(
1

|τ |2
)
.

La fórmula inmediata anterior implica la estabilización de la coordenada W para
cualquier trayectoria para τ → ±∞, si |W0| = |W (τ0)| está acotada por una con-
stante y |σ0| = |σ(τ0)| es suficientemente grande.

El último paso del análisis del sistema (2.60), (2.64), (2.65) es la consideración
de las isoclinas.

Haciendo Q = 0 en (2.64), se obtiene la isoclina γQ = {(σ,W ), Q(σ,W ) = 0}
que es la curva

WQ = −F(σ + 2(b1λ̄2 + θb2λ2)),

y W∞
Q = −σ/(1+ θ) cuando |σ| → ∞. Nótese que la curva WQ =WQ(σ) intesecta a

γs en el origen. Esto se debe a que Ws denota a γs como la función Ws(σ), entonces
de la primera ecuación de (2.69), se tiene que

Ws = F0σ

{
L1
dσ

dτ
− α

}

donde α = 1 + 2(b1λ̄
1
2 + θb2λ

1
2). Derivando a Ws con respecto a σ, se obtiene

dWs

dσ
= F0L1

d

dσ

(
σ(a1 + 3a3τ

2 + ...)
)
−F0α

= F0L1a1 −F0α,

ya que |τ | ≪ 1 si |σ| ≪ 1.

Ahora, si |σ| ≪ 1, por el lema 2.9 tenemos que

WQ = −F(σ + 2σ(b1λ̄
1
2 + θb2λ

1
2))

= −Fσα.

Por lo tanto, {
dWs

dσ
− dWQ

dσ

} ∣∣∣
σ=0

= F0L1a1 > 0. (2.85)

Para encontrar la isoclina γP = {(σ,W ), P (σ,W ) = 0}, (2.65) nos conduce a la
necesidad de resolver la ecuación

(1− θλ21)Q
2 − 2D1Q+D2 = 0, (2.86)
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donde

D1 = 1− λ1(b2 − θb1), D2 = 1− 2λ1(b
2
2 + θb21)−

2

ν2F

(
λ1 +

B△

2β1β2

)
.

Denotemos por Q± las ráıces de (2.86). Entonces obtenemos las siguientes expre-
siones para las ramas W±

P =W±
P (σ) de la isoclina γP

W±
P = F

(
LQ±(σ)− σ − 2(b1λ̄2 + θb2λ2)

)
.

Para |σ| suficientemente grande la ecuación (2.86) tiene una única ráızQ+ = Q− = 1.
Por lo tanto γP se convierte en la linea {(σ, 0)} cuando σ → ±∞. Además, dado que
λ1 → 0 cuando |σ| → ∞, podemos transformar el discriminante DP de la ecuación
(2.86) para |σ| suficientemente grande como sigue

DP =
1 + θ

ν2

{
2λ1(1 + V1V2) +

B△

β1β2
+O(λ21)

}
.

Un análisis asintótico de las convoluciones implica el siguiente resultado

Lema 2.14. Bajo las hipótesis A) - D),

DP → +0 cuando |σ| → ∞.

Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.15. La isoclina γP consiste en dos ramas W±
P las cuales están definidas

al menos para |σ| suficientemente grande y tienden a juntarse cuando |σ| → ∞. Si
DP ≥ 0 para toda σ ∈ R, entonces las ramas W±

P pasan a través del punto (0, 0).

Supongamos ahora que (2.84) tiene ráıces reales cerca del origen. Entonces

{
dW±

P

dσ
− dWQ

dσ

} ∣∣∣
σ=0

= F0L1Q
0
±. (2.87)

Las fórmulas (2.85), (2.86) muestran que, dependiendo de las velocidades iniciales
Vi, puede cumplirse una de las siguientes posibilidades:

(i) si Q− < Q+ < 0, entonces las curvas γ±P y γQ tienen dos puntos de intersección
para σ > 0. Por lo tanto, el retrato fase contiene cinco puntos singulares,

(ii) si Q− < 0, Q+ > 0, entonces las curvas γ−P y γQ tienen un punto de intersección
para σ > 0. Por lo tanto, el retrato fase contiene tres puntos singulares, y

(iii) si Q+ ≥ Q− > 0, entonces las curvas γ±P y γQ no tienen puntos de intersección
para σ > 0. Aśı, el retrato fase contiene el único punto singular (0, 0).
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Nótese que la segunda posibilidad se cumple para R < 0, mientras que las otras se
cumplen para R > 0 y D1|σ=0 < 0, respectivamente .

Además, la igualdad (2.84) muestra que las coordenadas W de las trayecto-
rias crecen con σ a una razón no mayor que σ, mientras que las convoluciones se
desvanecen a una razón no menor que 1/σ2. Por lo tanto, todas las trayectorias,
las cuales comienzan cerca del origen, se estabilizan con ĺımite las coordenadas W
cuando σ → ±∞. Sin embargo, en referencia con la trayectoria deseada γs, no existe
razón alguna para suponer que Ws(τ) → 0 cuando τ → ±∞. Como un consecuencia
de este análisis obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.16. Supóngase que A)- E2) se satisfacen. Entonces el sistema dinámico
(2.60), (2.64), (2.65) tiene al menos una trayectoria γs la cual se encuentra en
la franja {σ ∈ R

1, |W | ≥ cte } y pasa del semiplano (−W∞
s ,−∞) al semiplano

(W∞
s ,∞) a través del punto (0, 0).

El retrato fase del sistema dinámico (2.60), (2.64), (2.65) se muestra en la Figu-
ra (2.1). En dicha figura se presentan los resultados de las simulaciones numéricas
para la ecuación sine-Gordon (2.6) en el caso V1 = −

√
3/2, y V2 =

√
15/4. Dado

que R < 0 para tales velocidades, aparecen dos puntos silla los cuales son aprox-
imadamente (σ±∗ ,W

±
∗ ) = (±1.19,∓0.84). Además, aparecen separatrices las cuales

unen los puntos sillas con el origen. Debido a la escala que se utilizó en la gráfica,
las trayectorias γ±s = (W±

s , σ
±
s ) coinciden con el eje σ. Por lo que se muestra el

comportamiento de esas curvas en la gráfica de la Figura (2.2). Las trayectorias γ−s
y γ+s están en las regiónes acotadas por las curvas 1,2 y 3,4 respectivamente.

Figura 2.1: Retrato fase del sistema dinámico para la ecuación sine-Gordon. La
curva I es la separatriz. Las flechas muestran la dirección del movimiento de las
trayectorias.

A continuación, aplicaremos los resultados obtenidos para los cálculos de los
cambios de fase φi1. Pasando a ±∞ a lo largo de las trayectorias γ±s y utilizando las
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Figura 2.2: Trayectorias γ±s .

fórmulas (2.56), (2.57), (2.60), (2.64) obtenemos que

dφ11
dτ

= − G1

θG2

dφ21
dτ

= − σ′τ − 1

θ(σ′τ − 1)

dφ21
dτ

= −1

θ

[
θW∞

s

σs

]
= −W

∞
s

σs

cuando |τ | >> 1.

Sea W∞
s 6= 0. Dado que σs(τ) = τ + O(1) para tal τ , esto implica un com-

portamiento tipo algoritmico de φi1 cuando τ → ±∞. Obviamente, obtenemos una
contradición con la segunda hipótesis de (2.12). Por otra parte, el término principal
de (2.16) de la solución asintótica no contiene parámetro alguno para cambiar el
valor de W∞

s . Por lo tanto, es necesario cambiar de anzatz.

2.6. El anzatz modificado

La idea principal de la correción del anzatz es rotar las trayectorias fase cerca
del origen con el objetivo de cambiar los valores ĺımite W∞

s . Para esto agregare-
mos al término principal (2.16) una correción pequeña, localizada cerca del origen.
Considere el caso en que la trayectoria γs = {W =Ws(σ)} satisface

dWs

dσ

∣∣∣
σ→−∞

> 0.

Entonces necesitamos rotar γs en la dirección de las manecillas del reloj.

El resultado principal de esta sección se presenta en el lema siguiente.

Lema 2.17. Bajo las hipótesis del Lema 2.16 existen correcciones del término prin-
cipal de (2.16) tal que ambas condiciones de (2.12) se satisfacen.

Demostración. El objetivo es encontrar una solución asintótica de la siguiente forma

u =

2∑

i=1

{
ω

(
Siβi

x− Φi(t, τ, ε)

ε

)
+

Ai√
a′2
U

(
Siµβi

x− Φi(t, τ, ε)

ε

)}
. (2.88)
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Aqúı las funciones ω,Φi, y la notación τ, σ, Si son las mismas como en (2.16).
Ai = Ai(βiτ) donde Ai(Z) ∈ C∞ son funciones que se desvanecen exponencial-
mente cuando |τ | → ∞, µ es un parámetro suficientemente pequeño, ε < µ < 1,
y

U(η) =
dmU0(η)

dηm
, a′2 =

1

a2

∫ ∞

−∞
(U(η))2dη

donde m ≥ 1 es un número arbitrario y U0(η) ∈ C∞ es una función que se desvanece
suficientemente rápido cuando η → ∞. Además, supondremos que U(η) es una
función impar.

En el sentido C la función U es del orden deO(1). Sin embargo, es arbitrariamente
pequeña en el sentido D′:

∫ ∞

−∞
U

(
µβ

x− Φ

ε

)
ψ(x)dx =

(
− ε

µβ

)m ∫ ∞

−∞

{
U0

(
µβ

x− Φ

ε

)
dmψ(x)

dxm

}
dx

= O
((

ε

µ

)m)
.

Para la demostración este Lema necesitamos construir nuevamente la solución
asintótica. Sin embargo, aparecen obstáculos técnicos no triviales al calcular los
términos de la relación (2.9) para el anzatz (2.88) ya que el término principal de
la expansión asintótica tiene una estructura algebraica extremadamente grande. En
particular, la expresión más sencilla (εux)

2 contiene, esta vez, 10 términos. Por esta
razón consideraremos todos los términos con precisión O(ε2 + εµ).

Empezemos con la estimación de (εux)
2. Derivando el anzatz (2.88), luego mul-

tiplicando por ε y elevando al cuadrado, se obtiene

(εux)
2 = (εux)

2
∣∣∣
Ai=0

+ β21

{
2µ

A1√
a′2
ω0(Z1)U

′(µZ1) + µ2
A2

1

a′2
U ′2(µZ1)

}

− 2β1β2

{
µ
A2√
a′2
ω0(Z1)U

′(µZ2) + µ
A1√
a′2
ω0(Z2)U

′(µZ1)

+ µ2
A1A2

a′2
U ′(µZ1)U

′(µZ2)

}

+ β22

{
2µ

A2√
a′2
ω0(Z2)U

′(µZ2) + µ2
A2

2

a′2
U ′2(µZ2)

}

(2.89)

donde

Zi = βi
x− Φi

ε
.
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A continuación se obtendrá una estimación de la integral de (2.89), analizando ca-
da término de ella. Primeramente, para los términos que contengan µω0(Zi)U

′(µZi).

∫ ∞

−∞
µω0

(
βi
x−Φi

ε

)
U ′

(
µβi

x− Φi

ε

)
ψ(x)dx

= µ

∫ ∞

−∞
ω0(η)U

′(µη)

[
ψ(Φi) +

ε

βi
ηψ′(Φi) +O(ε2)

]
ε

βi
dη

=
ε

βi
µψ(Φi)

∫ ∞

−∞
ω0(η)U

′(µη)dη +OD′(ε2)

= OD′(ε2 + εµ).

(2.90)

Aqúı se utilizó el cambio de variable

η = βi
x− Φi

ε
, i = 1, 2.

Siguiendo ahora con el término que contiene µ2U ′2(µZi), se tiene que

µ2
∫ ∞

−∞
U ′2

(
µβi

x− Φi

ε

)
ψ(x)dx

=
ε

βi
µ

∫ ∞

−∞
U ′2

[
ψ(Φi) +

ε

µβi
ηψ′(Φi) +O(ε2)

]
dη

=
ε

βi
µψ(Φi)

∫ ∞

−∞
U ′2(η)dη +OD′(ε2)

= OD′(ε2 + εµ).

(2.91)

En (2.91) utilizó el cambio de variable

η = µβi
x− Φi

ε
, i = 1, 2.

Ahora analizaremos el término que contiene µω0(Zi)U
′(µZj), con i, j = 1, 2.

µ

∫ ∞

−∞
ω0

(
β1
x− Φ1

ε

)
U ′

(
µβ2

x− Φ2

ε

)
ψ(x)dx

=
ε

β2
µ

∫ ∞

−∞
ω0(θη + σ)U ′(µη)

[
ψ(Φ2) +

ε

β2
ηψ′(Φ2) +O(ε2)

]
dη

=
ε

β2
µψ(Φ2)

∫ ∞

−∞
ω0(θη + σ)U ′(µη)dη +OD′(ε2)

= OD′(ε2 + εµ).

(2.92)
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Finalmente, el término que contiene µ2U ′(µZ1)U
′(µZ2)

µ2
∫ ∞

−∞
U ′

(
µβ1

x− Φ1

ε

)
U ′

(
µβ2

x−Φ2

ε

)
ψ(x)dx

= µ2
∫ ∞

−∞
U ′(θη + µσ)U ′(η)

[
ψ(Φ2) +

ε

µβ2
ηψ′(Φ2) +O(ε2)

]
ε

µβ2
dη

=
ε

β2
µψ(Φ2)

∫ ∞

−∞
U ′(θη + µσ)U ′(η)dη +OD′(ε2)

= OD′(ε2 + εµ).
(2.93)

Sustituyendo (2.90), (2.91), (2.92), (2.93) en (2.89) obtenemos la misma expre-
sión para (εux)

2 como en (2.22), mod O(εµ), esto es

(εux)
2 = εa2

{
2∑

i=1

βiδ(x− Φi)− 2β1λ1(σ)δ(x − x∗)

}
+OD′(ε2 + εµ). (2.94)

Para obtener una estimación para F (u) utilizaremos un procedimiento similar a
(2.33), con la diferencia de que u será el anzatz modificado (2.88), esto es

∫ ∞

−∞
F (u)ψ(x)dx =

2∑

i=1

∫ ∞

−∞
F

(
ω

(
βi
x−Φi

ε

))
ψ(x)dx

+

∫ ∞

−∞

[
F (u)−

2∑

i=1

F

(
ω

(
βi
x− Φi

ε

))]
ψ(x)dx

(2.95)

donde

F (u) = F

( 2∑

i=1

(−1)i+1

[
ω

(
βi
x− Φi

ε

)
+

Ai√
a′2
U

(
µβi

x− Φi

ε

)])
.

La primera integral del lado derecho de (2.95) es (2.33). En la segunda integral
hacemos el cambio de variable η = µβ2(x− Φ2)/ε, quedando como sigue

∫ ∞

−∞

[
F (u)−

2∑

i=1

F

(
βi
x− Φi

ε

)]
ψ(x)dx

=
ε

µβ2
ψ(Φ2)

∫ ∞

−∞

{
F

(
ω

(
θ

µ
η + σ

)
−ω

(
η

µ

)
+

A1√
a′2
U(θη + µσ)− A2√

a′2
U(η)

)

− F

(
ω

(
θ

µ
+ σ

))
−F
(
ω

(
η

µ

))}
dη.
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Por lo tanto, tenemos que

2F (u) = εa2

{
2∑

i=1

1

βi
δ(x− Φi) +

1

β2
B△Aδ(x− x∗)

}
, (2.96)

donde

B =
2

a2

∫ ∞

−∞

{
F

(
ω

(
θ

µ
+ σ

)
−ω
(
η

µ

)
+
A1√
a′2
U(θη + µσ)− A2√

a′2
U(η)

)

− F

(
ω

(
θ

µ
η + σ

)
−ω
(
η

µ

))}
dη,

B△A = (B + µB△)/µ y B△ como en (2.37).

Procediendo de manera similar como se realizó para (εux)
2 obtenemos que

(εut)
2 = (εut)

2
∣∣∣
Ai=0

+ a2ν
2 ε

µ

{ 2∑

i=1

βiA
′
i
2 − 2β1A

′
1A

′
2Λ1

}
(1 +O(µ))δ(x − x∗),

(2.97)

∂

∂t
(ε2utux) = −a2ν2

dK2A

dτ
δ(x − x∗) + εa2ν

2 d

dτ

( 2∑

i=1

βibiφi1 +WA

)
δ′(x− x∗)

+ εa2ν
2

2∑

i=1

βib
2
i δ

′(x− Φi) +OD′(ε2),

(2.98)
donde

A′
i =

dAi

dz
(z)
∣∣
z=

βiτ

β1

, K2A = K2 + r0,

WA = χ2K2A +W − χ2K2 +
r1
µ

+ r11 − r2

2∑

i=1

Φit,

las funciones K2 y W fueron definidas en (2.47) y (2.48) respectivamente,

r0 = A′
2(Λ01 +A1Λ3) +A′

1(Λ02 +A2Λ4),

r11 = θ(A′
2Λ̄01 +A′

1Λ̄02)− α
2∑

i=1

A′
i,

r1 = θ(A1A
′
2Λ̄3 +A2A

′
1Λ̄4) +

1

2

2∑

i=1

AiA
′
i, r2 = a3θA1A2Λ̄2.
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Aqúı y en lo que sigue utilizamos la notación

Λ1 =
1

a2a′2

∫ ∞

−∞
U(η)U(θη + µσ)dη, Λ3 =

1

a2a′2

∫ ∞

−∞
U(η)U ′(θη + µσ)dη,

Λ4 =
1

a2a
′
2

∫ ∞

−∞
U ′(η)U(θη + µσ)dη, Λ̄2 =

1

a2a
′
2a3

∫ ∞

−∞
ηU ′(η)U ′(θη + µσ)dη,

Λ01 =
1

a2
√
a′2a3

∫ ∞

−∞
ω0(θη + σ)U(µη)dη,

Λ02 =
1

a2
√
a′2

∫ ∞

−∞
ω0(η)U(µ(θη + σ))dη,

a3 =
1

a2a′2

∫ ∞

−∞
(U ′(η))2dη, α =

1

a2
√
a′2

∫ ∞

−∞
ηω0(η)U(µη)dη,

y Λ̄3, Λ̄4, Λ̄0i denotan las convoluciones similares a Λ3,Λ4,Λ0i respectivamente, pero
con el factor adicional η en el integrando.

Sustituyendo (2.94), (2.96), (2.97), (2.98) en (2.50) obtenemos las relaciones
(2.51) y las siguientes ecuaciones análogas a (2.56), (2.60):

dφ11
dτ

= FG1A,
dφ21
dτ

= θFG2A, (2.99)

dσ

dτ
= QA,

dW

dτ
= PA, (2.100)

donde

G1A = G+ θr0, G2A = G2 − r0, LA = L+ (1− θ)r2,

QA =
1

LA

{
W + r1

F + σ + 2(b1λ̄2 + θb2λ2)− θr0(σ + 2θλ2)− 2r2(b2 + θb1 − θr0)

}
,

PA =
F
2

{
(1− θλ21)Q

2
A − 2l1QA + l0

}
+

1

2µ

{
A′

1
2
+

1

θ
A′

2
2 − 2A′

1A
′
2Λ1

}

− 1

ν2

(
λ1 +

B△A

2β1β2

)
,

y

l1 = 1− λ1(b2 − θb1) + (1− θλ1)A
′
2Λ01 − θ(1− θλ1)A

′
1Λ02,

l0 = 1− 2λ1(θb
2
1 + b22) + θr20 + (b2 + θb1 − θr0)(A

′
2Λ01 +A′

1Λ02).

Seleccionemos el signo de los coeficientes Ai. Denotemos por z0 la primer ráız positiva
de la ecuación Λ2(z)|µ=1 = 0 y sea τ0 tal que σ(τ0) = z0/µ. Supongamos que

(1− θ)A1(τ)A2(τ)Λ̄2(σ(τ)) > 0 para 0 < τ < τ0. (2.101)
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Dado que τ = O(σ) para |σ| ≫ 1 y Ai se anula con una razón exponencial, entonces
r2 = O(µ∞) para τ ≥ τ0. Por lo tanto, bajo la hipótesis E1), LA > 0 para σ > 0 y
L′
A := dLA/dσ|τ=σ=0 > 0.

Bajo la Hipótesis adicional

A′
i(0) = 0, i = 1, 2, (2.102)

existen isoclinas γQ, γP que pasan a través del punto (0, 0).

El último paso es la construcción de la trayectoria γs. Para |σ| pequeña obtenemos
nuevamente la ecuación similar a (2.75), esto es

MAa
2
1 −NAa1 −RA = 0, (2.103)

dondeMA y NA coinciden mod O(µ) con M y N en (2.77), (2.72) y con la siguiente
RA:

RA = R− 2θ

µF0
(ζA + ζB)

donde

ζA =
{
A1A

′′
2Λ̄3 +A′′

1A2Λ̄4 +
1

2

2∑

i=1

AiA
′′
i

}∣∣∣
τ=σ=0

, ζB =
B

ν2β2

∣∣∣
σ=0

.

La elección de las amplitudes Ai(τ) depende del signo del coeficienteM en (2.75).
Sea M > 0, la hipótesis ζA + ζB < 0 implica la existencia de la solución real

a1 =
1

µ

(√
2θ

MF0
|ζA + ζB|+O(

√
µ)

)

de (2.103). Además, la condición (2.79) se satisface para cualquier n.

Finalmente, la segunda ecuación en (2.100) permite definir la coordenada W de
la trayectoria γs. Con manipulaciones algebraicas se obtiene la siguiente fórmula
para el término principal de (2.82):

w1 = − θ

µM

{(
M + (1− θλ01

2
)
)
+ (1− θλ01

2
)ζA +O(

√
µ)
}
.

Aqúı, w1 será negativa bajo alguna elección especial de ζA, ζB únicamente. Dado
que aparece una segunda hipótesis para las derivadas de segundo orden de Ai, es
necesario resumir ambas:

ζB < |ζA| < qζB , donde q =
M + 1− θλ01

2

1− θλ01
2 . (2.104)
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Nótese que la desigualdadM > 0 implica que q > 1. Aśı, la validez de las condiciones
(2.101), (2.102) y (2.104) se pueden verificar. Por lo tanto, la derivada

dWs

dσ

∣∣∣
σ=0

=
w1

a1
:= − 1√

µ
f(A1(0), A2(0)), f > 0,

puede ser un valor arbitrario. La variación de las amplitudes Ai(0) y del parámetro
µ implica la variación de los valores ĺımites W∞

s := ĺımσ→±∞Ws(σ) del número
positivo W∞

s |Ai(0)=0 a cualquier número negativo. Esto y la estructura del retrato
fase implican la existencia de tales valores de Ai(0) y µ tal que W∞

s = 0.

Sea M < 0, entonces la hipótesis ζA+ ζB > 0 implica la existencia de la solución
real

a1 =
1√
µ

(√ 2θ

|M |F0
(ζA + ζB) +O(

√
µ)
)

de (2.103). Por lo tanto,

w1 = − θ

µq1

{(
(q1 − 1)ζB − ζA

)
+O(

√
µ)
}
,

donde

q1 =
|M |

1− θλ01
2 > 0.

Aśı, en lugar de (2.104) obtenemos la siguiente hipótesis

−ζB < ζA < (q1 − 1)ζB . (2.105)

Dado que q1 > 0, la validez de las condiciones (2.101), (2.102), y (2.105) se
cumple. En consecuencia, existen valores de Ai(0) y µ tales que W∞

s = 0.

Falta por considerar los valores ĺımite de φi1. Para esto elijamos σ = σs(τ) y
W = Ws(τ). Entonces |W/σ| = o(1/|τ |) cuando τ → ±∞. Luego, sea M < 0.
Entonces, integrando las ecuaciones de la forma (2.99), obtenemos que φ∞i1 estan
acotados por una constante para cualquier elección del parámetro µ ∈ [0, 1). Sea
M > 0. Entonces los lados derechos de las ecuaciónes (2.99) contiene los términos
del tipo A1(τ)A

′
2(τ/θ)Λ3(µσ). Sin embargo, Ai se anula cuando τ → ±∞ con una

razón exponencial. Por lo tanto la integral de este término está acotada por una
constante uniformemente en µ ≥ 0. Esto implica la validez de la hipótesis (2.12) y
se completa la prueba de este lema.

En consecuencia se obtiene el resultado principal.

Teorema 2.18. Sean las hipótesis A) - E2) válidas. Entonces el kink y el antikink
preservan su forma mod OD′(ε2) despúes de la interacción. La solución asintótica
débil del problema (2.1), (2.15) tiene la forma (2.88) con la elección especial de las
amplitudes Ai y del parámetro µ.



Caṕıtulo 3

Esquema de diferencias finitas

3.1. Introducción

El propósito de este caṕıtulo, es obtener un esquema de diferencias finitas abso-
lutamente estable para simular numéricamente la solución del problema de Cauchy
(ver [19]):

ε2(utt − uxx) + F ′(u) = 0, x ∈ R
1, t > 0, (3.1)

con F (u) una función no lineal suave, el parámetro ε→ 0 y las condiciones iniciales

u
∣∣
t=0

=
N∑

i=1

ω

(
Siβi

x− x0i
ε

)
, ε

∂u

∂t

∣∣
t=0

= −
N∑

i=1

SiβiViω
′

(
Siβi

x− x0i
ε

)
, (3.2)

donde βi = 1/
√

1− V 2
i , |Vi| ∈ (0, 1), Si = ±1, ω como se definió en el caṕıtulo

anterior, las posiciones iniciales del frente xi son tales que x0i+1 − x0i > 1. Estamos
considerando que las trayectorias x = Vit + x0i tienen un punto en común x = x∗

para un instante de tiempo t = t∗.

Dado que la simulación numérica del problema (3.1), (3.2) es realizada para un
intervalo finito, x ∈ [0, L], simularemos este problema de Cauchy por el siguiente
problema mixto:

ε2(utt − uxx) + F ′(u) = 0, x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ),

u
∣∣
x=0

= νℓ, u
∣∣
x=L

= νr,

u
∣∣
t=0

= u0
(x
ε

)
, ε

∂u

∂t

∣∣
t=0

= u1
(x
ε

)
,

(3.3)

donde u0 es la combinación de kinks y antikinks de la forma (3.2) y u1 es la corre-
spondiente derivada respecto al tiempo t, νℓ = u0

∣∣
x=0

, νr = u0
∣∣
x=L

. Para simular
mediante (3.3) el fenómeno de interacción, supondremos que L, T y las posiciones
iniciales del frente x0i , i = 1, ..., N , son tales que el punto de intersección de los
frentes de onda solitaria pertenecen a Q = (0, L) × (0, T ). Además, L, T y x0i son
tales que uniformemente en t < T

∣∣uΣ|x∈[0,δ] − νℓ
∣∣ ≤ ch2,

∣∣uΣ|x∈[L−δ,L] − νr
∣∣ ≤ ch2,

43
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para algún δ > 0 suficientemente pequeña. Aqúı uΣ es la combinación de ondas
solitarias de la forma

uΣ =

N∑

i=1

ω

(
±βi

x− Vit− x0i
ε

)
(3.4)

correspondiendo al valor inicial u0.

Dado que es imposible de crear un esquema de diferencias finitas para el problema
(3.3) el cual permanezca estable uniformemente en ε→ 0 para t ∈ (0, T ), T = const,
trataremos a ε como una constante fija pero pequeña. También fijaremos cualquier
relación entre ε y los parámetros del esquema de diferencias finitas.

3.2. Requisitos preliminares

En esta sección se presentan algunas definiciones y fórmulas que se utilizarán
repetidamente en este caṕıtulo. Primeramente, en el espacio de funciones, la defini-
ción de espacios Lp, las desigualdades de Hölder y Young, aśı como la definición de
espacios de Sobolev, teoremas de inclusión, que también se le conoce con el nombre de
inmersión y la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg (ver, por ejemplo, [2, 3]). Luego,
el análogo discreto, donde se incluyen las fórmulas que aproximan a la primera y se-
gunda derivada (ver, por ejemplo, [9, 22]), además, la versión discreta de la fórmula
de integración por partes y del Lema de Gronwall.

Espacios de funciones.

Definición 3.1. (Espacios Lp). Sea Ω un subconjunto abierto de Rn. Para cada
p ∈ [1,∞), denotamos por Lp(Ω) al espacio de las funciones medibles f : Ω → R

tales que |f |p tiene integral de Lebesgue finita. A este espacio se le dota de la norma

‖f‖Lp(Ω) =

(∫

Ω
|f |pdx

)1/p

.

Definición 3.2. ( L∞ ). Sea Ω un subconjunto abierto de Rn. Denotamos por
L∞(Ω) al espacio de las funciones medibles f : Ω → R tal que |f | ≤ C casi en toda
parte de Ω. A este espacio se le dota de la norma

‖f‖L∞(Ω) = inf{C : |f | ≤ C c.t.p. en Ω}

Desigualdad de Young. Si p, q > 1, 1
p +

1
q = 1 y a, b > 0, entonces

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq. (3.5)

Desigualdad de Hölder. Sean p, q > 1 y 1
p + 1

q = 1. Si f ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq(Ω),
entonces ∫

Ω
|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).
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Definición 3.3. (Espacio de Sobolev). W k
p (Ω), k = 0, 1, 2, ..., denota el espacio de

funciones f tales que cualquier derivada Dαf , definida en el sentido débil, pertenece
a Lp(Ω), con |α| ≤ k. Si para f en W k

p (Ω) se define:

‖f‖W k
p (Ω) =



∑

|α|≤k

‖Dαf‖pLp(Ω)




1/p

donde

Dαf = Dα1

1 · · ·Dαn
n f, |α| = α1 + ...+ αn y Dk

j f =
∂kf

∂xkj
, para j = 1, ..., n,

ocurre que ‖ ‖W k
p (Ω) es una norma. Y a

(
W k

p (Ω), ‖ ‖W k
p (Ω)

)
se le llama espacio de

Sobolev.

La norma en W k
p (Ω) también se escribe como

‖f‖W k
p (Ω) =

(
‖f‖pLp(Ω) +

n∑

i=1

‖∂
kf

∂xki
‖pLp(Ω)

)1/p

.

Teoremas de inclusión.

Definición 3.4. [3] Sean V y W dos espacios de Banach con V ⊆W . Decimos que
el espacio V es inclusión continua en W y se escribe V →֒ W , si

‖v‖W ≤ c‖u‖V ∀v ∈ V. (3.6)

Decimos que el espacio V es inclusión compacta en W y se escribe V →֒→֒ W , si
(3.6) es válida y cada sucesión acotada en V tiene una subsucesión convergente en
W .

Existen varios teoremas de inclusión. Aqúı presentaremos uno de ellos.

Teorema 3.5. [3] Sea Ω ⊆ R
d un domino de Lipschitz acotado abierto no vacio.

Entonces las siguientes afirmaciones son válidas.

i) Si k < d
p , entonces W

k
p (Ω) →֒→֒ Lq(Ω) para cualquier q < p∗,

donde 1
p∗ = 1

p − d
p .

ii) Si k = d
p , entonces W

k
p (Ω) →֒→֒ Lq(Ω) para cualquier q <∞.

iii) Si k > d
p , entonces W

k
p (Ω) →֒→֒ Cθ,β(Ω), donde θ = k −

[
d
p

]
− 1

y β ∈
[
0,
[
d
p

]
+ 1− d

p

)
.
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Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg. (Para Ω ⊆ R1). Existe una constante
c > 0 tal que

‖∂rxf‖Lp(Ω) ≤ c‖f‖1−θ
L2(Ω)

‖f‖θ
W k

2
(Ω)
, donde θk =

1

2
+ r − 1

p
.

En el caso especial cuando existe un punto x∗ ∈ Ω tal que f(x∗) = 0, obtenemos la
desigualdad

‖f‖Lp(Ω) ≤ c‖f‖1−θ
L2(Ω)

‖∂xf‖θL2(Ω), donde θ =
p− 2

2p
.

Análogo discreto.

Dominio unidimensional

Empezaremos introduciendo una discretización del dominio Ω = [0, L], que
consiste en seleccionar un conjunto de nodos distintos {x0, ..., xI} y equidistantes,
de tal manera que

0 = x0 < x1 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xI−1 < xI = L,

y que xi+1 − xi = h, para i = 0, ..., I − 1, con h > 0. A este conjunto de nodos se le
llama malla, esto es

Ωh = {x = ih, i = 0, ..., I}.

En general, el interés es calcular el valor aproximado fi de f(xi), es decir, el
valor en cada nodo. Para ello, en el presente trabajo utilizaremos un esquema de
diferencias finitas.

A continuación, para este conjunto discreto de puntos, definimos la norma Lp(Ωh),
sobre la malla Ωh, como:

‖f‖Lp(Ωh) =

(
h

I−1∑

i=1

|fi|p
)1/p

. (3.7)

En seguida, escribimos un resultado que utilizaremos con frecuencia.

Desigualdad de Hölder Si p, q > 1 y 1
p +

1
q = 1 tal que f ∈ Lp(Ωh) y g ∈ Lq(Ωh),

entonces

h

I−1∑

i=1

|figi| ≤
(
h

I−1∑

i=1

|fi|p
)1/p(

h

I−1∑

i=1

|gi|q
)1/q

.

Los métodos numéricos que contienen esquemas de diferencias finitas, reem-
plazan las derivadas mediante una aproximación con cocientes de diferencias ade-
cuado. Para ello, utilizamos desarrollos en series de Taylor. Obviamente, se requiere
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cierta regularidad a las funciones involucradas. Recordando, si u(x) ∈ Cn([a, b]) y
dn+1u/dxn+1(x) existe en (a, b), entonces para x∗ ∈ (a, b) se tiene:

u(x∗ + h) = u(x∗) + h
du

dx
(x∗) +

h2

2!

d2u

dx2
(x∗) + · · ·+ hn

n!

dnu

dxn
(x∗) +

hn+1

(n+ 1)!

dn+1u

dxn+1
(ξ),

donde ξ es un punto comprendido entre x∗ y x∗ + h.

A partir de esta serie de Taylor, se obtiene una aproximación a la primera y
segunda derivada sobre la malla Ωh. Para esto, supondremos que u(x) ∈ C4([0, L]).
De la expresión

u(xi + h) = u(xi) + h
du

dx
(xi) +

h2

2

d2u

dx2
(ξi),

donde ξi está entre xi y xi + h = xi+1, se obtiene

du

dx
(xi) =

u(xi + h)− u(xi)

h
− h

2

d2u

dx2
(ξi).

Por consiguiente, la fórmula que aproxima el valor de la primera derivada en un
punto está dada por:

du

dx
(xi) =

u(xi+1)− u(xi)

h
+O(h).

A la expresión previa se le conoce como fórmula en diferencias finitas progresiva.
También existe la fórmula en diferencias finitas regresiva para aproximar la primera
derivada de una función:

du

dx
(xi) =

u(xi)− u(xi−1)

h
+O(h)

y la fórmula en diferencias finitas centrada:

du

dx
(xi) =

u(xi+1)− u(xi−1)

2h
+O(h2).

Para la segunda derivada, si sumamos los desarrollos:

u(xi + h) = u(xi) + h
du

dx
(xi) +

h2

2!

d2u

dx2
(xi) +

h3

3!

d3u

dx3
(xi) +

h4

4!

d4u

dx4
(ξ1i )

y

u(xi − h) = u(xi)− h
du

dx
(xi) +

h2

2!

d2u

dx2
(xi)−

h3

3!

d3u

dx3
(xi) +

h4

4!

d4u

dx4
(ξ2i ),

donde ξ1i está entre xi y xi + h = xi+1 y ξ2i está entre xi − h = xi−1 y xi, tenemos
que

u(xi+1) + u(xi−1) = 2u(xi) + h2
d2u

dx2
(xi) +

h4

4!

(
d4u

dx4
(ξ1i ) +

d4u

dx4
(ξ2i )

)
,
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de la cual se obtiene la fórmula en diferencias finitas centrada para aproximar el
valor de la segunda derivada en un punto:

d2u

dx2
(xi) =

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+O(h2).

Pare este caso unidimensional, la norma en W k
p (Ωh) se define como:

‖f‖W k
p (Ωh)

=

(
‖f‖pLp(Ωh)

+

∥∥∥∥
dkf

dxk

∥∥∥∥
p

Lp(Ωh)

)1/p

,

donde la norma Lp(Ωh) ha sido definida en (3.7).

Dominio de varias variables.

Debido a que nuestro problema mixto (3.3) solo involucra las variables indepen-
dientes espacio y tiempo, nos enfocaremos al caso de dos variables.

De manera similar como procedimos anteriormente, definimos la malla

Ωh = {(xi, tj) = (ih, jτ), i = 0, ..., I, j = 0, ..., J} ,

con h > 0, τ > 0 y J = [T/τ ].

Las fórmulas que aproximan al valor de la primera derivada con respecto a x y
t, están dadas por:

∂u

∂x
(xi, tj) =

u(xi+1, tj)− u(xi, tj)

h
+O(h)

y
∂u

∂t
(xi, tj) =

u(xi, tj+1)− u(xi, tj)

τ
+O(τ)

y las que aproximan a la segunda derivada con respecto a x y t son:

∂2u

∂x2
(xi, tj) =

u(xi+1, tj)− 2u(xi, tj) + u(xi−1, tj)

h2
+O(h2)

y
∂2u

∂t2
(xi, tj) =

u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)

τ2
+O(τ2).

La norma W k
p (Ωh) está dada por:

‖f‖W k
p (Ωh)

=
(
‖f‖pLp(Ωh)

+ ‖∂kxf‖pLp(Ωh)
+ ‖∂kt f‖pLp(Ωh)

)1/p

donde ∂kx , ∂
k
t denotan las derivadas discretas.

Simplificación de notaciones y algunas fórmulas.
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Denotaremos

y := yji = u(xi, tj), ŷ := yj+1
i , y̌ := yj−1

i ,

yt =
ŷ − y

τ
, yt̄ =

y − y̌

τ
,

yx =
yi+1 − yi

h
, yx̄ =

yi − yi−1

h
,

ytt̄ = (yt)t̄ =
ŷ − 2y + y̌

τ2
, yxx̄ = (yx)x̄ =

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
.

Es fácil verificar que
2ytt̄yt = (y2t )t̄ + τ(ytt̄)

2, (3.8)

2ŷxyxt = (y2x)t + τ(yxt)
2, (3.9)

mediante el cambio de variable v = yt y v = yx respectivamente.

También, en lo sucesivo denotaremos las normas en Lp(Ωh) yW
k
p (Ωh) como ‖f‖p

y ‖f‖p,(k) respectivamente, además, si p = 2, escribimos ‖f‖ := ‖f‖p y ‖f‖(k) :=
‖f‖p,(k)
Lema 3.6. (Fórmula de integración por partes, versión discreta)

h
N−1∑

i=1

figix = −h
N−1∑

i=1

fix̄gi, siempre que f0 = gN = 0 (3.10)

Demostración. Obsérvese que

(figi)x =
1

h
(fi+1gi+1 − figi)

=
1

h
(fi+1gi+1 − figi+1 + figi+1 − figi)

= fixgi+1 + figix.

Esto es,
figix = (figi)x − fixgi+1.

Sumando sobre i en la identidad previa y multiplicando el resultado por h, se obtiene

h
N−1∑

i=1

figix = h
N−1∑

i=1

(figi)x − h
N−1∑

i−1

fixgi+1, (3.11)

donde

h

N−1∑

i=1

(figi)x = fNgN − f1g1 (3.12)
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y

h

N−1∑

i=1

fixgi+1 = h

N−1∑

i=1

fix̄gi − (f1g1 − f0g1) + (fNgN − fN−1gN ). (3.13)

Sustituyendo (3.12) y (3.13) en (3.11), se obtiene

h
N−1∑

i=1

figix = fNgN − f1g1 − h
N−1∑

i=1

fix̄gi + (f1g1 − f0g1)− (fNgN − fN−1gN ),

dado que f0 = gN = 0, entonces

h

N−1∑

i=1

figix = −h
N−1∑

i=1

fix̄gi.

El siguiente lema, que es la versión discreta del Lema de Gronwall, posiblemente
ya ha sido probado, sin embargo, dado que no encontramos referencia alguna de ello,
aqui se incluye dicha demostración.

Lema 3.7. (Gronwall) Sea yj ≥ 0, con j ≥ 0 y Ci para i = 1, 2, constantes no
negativas. Si

yj ≤ y0 + C2τ

j∑

k=0

yk,

entonces

yj ≤ C1e
C2tj , C1 = y0(1 +O(τ)), tj = jτ.

Demostración. Lo haremos por inducción. Por hipótesis

yj ≤ y0 + C2τy
0 +C2τ

j∑

k=1

yk.

Definiendo z0 := (1 + C2τ)y
0, la desigualdad previa se reescribe como:

yj ≤ z0 + C2τ

j∑

k=1

yk.

A continuación se buscará una relación entre z0 y yj. Primero, para j = 1, se tiene
que

y1 ≤ z0 + C2τy
1.



3.2. Requisitos preliminares 51

Ordenando términos y haciendo q := 1/(1 − C2τ), con 1− C2τ > 0, se obtiene que

y1 ≤ qz0.

Para j = 2, se tiene que
y2 ≤ z0 + C2τy

1 +C2τy
2,

que es equivalente a

1

q
y2 ≤ z0 + C2τqz

0 = (1 + C2τq)z
0 = qz0.

Por consiguiente
y2 ≤ q2z0.

Ahora, supondremos la validez de yj−1 ≤ qj−1z0 para probar yj ≤ qjz0. Aśı,

1

q
yj ≤ z0 + C2τ

j−1∑

k=1

yk

≤ z0 + C2τ(q + q2 + ...+ qj−1)z0

≤ z0{1 + C2τq + C2τq(q + ...+ qj−2)}
≤ qz0{1 + C2τq + C2τq(q + ...+ qj−3)} = ... = qj−1z0.

Por lo tanto
yj ≤ qjz0.

Reescribiendo la desigualdad inmediata anterior como

yj ≤ z0eln qj = z0e−j ln(1−C2τ)

y dado que

−j ln(1− cτ) = −j(−C2τ −
1

2
C2
2τ

2 + ...)

= C2tj(1 +
1

2
C2τ + ...)

= C2tj(1 +O(τ)),

entonces,

yj ≤ y0(1 + C2τ)e
C2tj(1+O(τ))

≤ y0eC2tj{(1 +C2τ)e
C2tjO(τ)}, para tj <∞,

lo cual implica que

yj ≤ C1e
C2tj , con C1 = y0(1 +O(τ)).
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3.3. Esquema preliminar no lineal

Reemplazando las fórmulas discretas que aproximan a las derivadas en el prob-
lema mixto (3.3), se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas

ε2(yjitt̄ − yj+1
ixx̄ ) + F ′(yj+1

i ) = 0, i = 1, ..., I − 1, j = 2, 3, ...,

yj0 = νℓ, yjI = νr, j = 0, 1, ..., (3.14)

y0i = u0
(xi
ε

)
, εy0it = ũ1

(xi
ε
, τ
)
, i = 0, ..., I,

donde ũ1(xi/ε, τ) es tal que la última ecuación en (3.3) es aproximada con una
exactitud de O(τ2), mientras que el error local de (3.14) lo es con O(τ2 + h2).

De acuerdo a la notación que previamente definimos, la primera ecuación de
(3.14) se transforma en

ε2(ytt̄ − ŷxx̄) + F ′(ŷ) = 0. (3.15)

En esta sección, primeramente se obtendrán estimaciones para la solución del
sistema algebraico (3.14), posteriormente se analizará la estabilidad de dicho sistema.

Lema 3.8. Sea

τ ≤ cε2, c = cte (3.16)

y supóngase que el sistema (3.14) tiene solución para cualquier j = 2, ..., J . Entonces
uniformemente en j

‖εyt‖2 + ‖εŷx‖2 + 2‖
√
F (ŷ)‖2 + τ

ε2
{
‖|ε2ytt̄‖|2(j) + ‖|ε2yxx̄‖|2(j)

}

≤
{
‖εy0t ‖2 + ‖εy1x‖2 + 2‖

√
F (y1)‖2

}
ec1

τ
ε2

tj (1 +O(τ)),
(3.17)

donde ‖| · ‖|(j) es una norma en L2, definida como sigue

‖|f‖|2(j) = τ

j∑

k=1

‖fk‖2,

y c1 > 0 es una constante que no depende de h, τ y ε.

Demostración. Multiplicando la ecuación (3.15) por hyt y sumando sobre i, se ob-
tiene la expresión siguiente:

ε2

{
h

I−1∑

i=1

yitt̄yit − h

I−1∑

i=1

ŷixx̄yit

}
+ h

I−1∑

i=1

F ′(ŷi)yit = 0.
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Aplicando la fórmula de integración por partes (3.10) al segundo término del lado
izquierdo de la ecuación previa, nos queda

ε2

{
h

I−1∑

i=1

yitt̄yit + h
I−1∑

i=1

ŷixyixt

}
+ h

I−1∑

i=1

F ′(ŷi)yit = 0. (3.18)

Reemplazando el primer y segundo término de la ecuación (3.18) por (3.8) y (3.9)
respectivamente, se obtiene

ε2

2

{
h

I−1∑

i=1

(y2t )t̄ + τh
I−1∑

i=1

(ytt̄)
2 + h

I−1∑

i=1

(y2x)t + τh
I−1∑

i=1

(yxt)
2

}
+ h

I−1∑

i=1

F ′(ŷ)yt = 0,

la cual es equivalente a

ε2
{
‖yt‖2t̄ + τ‖ytt̄‖2 + ‖yx‖2t + τ‖yxt‖2

}
+ 2h

I−1∑

i=1

F ′(ŷ)yt = 0. (3.19)

A continuación, se obtendrá una relación para el último término de la ecuación
(3.19). Es claro que

F ′(ŷ)yt − (F (y))t = F ′(ŷ)

[
ŷ − y

τ

]
−
[
F (ŷ)− F (y)

τ

]

=
1

τ

[
F ′(ŷ)(ŷ − y)− F (ŷ) + F (y)

]
. (3.20)

Luego, utilizando desarrollos en series de Taylor, expresamos a F (y) como

F (y) = F (ŷ) + F ′(ŷ)(y − ŷ) +
1

2
F ′′(ϑ)(y − ŷ)2,

donde ϑ es un número entre y y ŷ. Sustituyendo la ecuación previa en (3.20), resulta
que

F ′(ŷ)yt − (F (y))t =
1

τ

[
F ′(ŷ)(ŷ − y)− F (ŷ) + F (ŷ)− F ′(ŷ)(ŷ − y) +

1

2
F ′′(ϑ)(ŷ − y)2

]

=
1

2τ
F ′′(ϑ)(ŷ − y)2.

Por lo tanto
F ′(ŷi)yit = (F (yi))t +

τ

2
F ′′(ϑji )y

2
it. (3.21)

Sustituyendo (3.21) en (3.19), se obtiene

ε2
{
‖yt‖2t̄ + ‖yx‖2t + τ‖ytt̄‖2 + τ‖yxt‖2

}
+ 2h

I−1∑

i=1

(F (yi))t + τh

I−1∑

i=1

F ′′(ϑji )y
2
it = 0.

(3.22)
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Observése que si υ = ‖yt‖2, entonces υt̄ = ‖yt‖2t̄ . Además,

τ

j∑

k=1

υt̄ =

j∑

k=1

(υk − υk−1) = (υj − υ0).

Por lo tanto

τ

j∑

k=1

‖yt‖2t̄ = ‖yjt ‖2 − ‖y0t ‖2,

τ

j∑

k=1

‖yx‖2t = ‖yj+1
x ‖2 − ‖y1x‖2

y

τh

j∑

k=1

I−1∑

i=1

F (y)t = h
I−1∑

i=1

F (yj+1)− h
I−1∑

i=1

F (y1).

Sumando sobre j en (3.22) y sustituyendo en el resultado las tres identidades
inmediatas anteriores, se obtiene que

ε2

{
‖yjx‖2 − ‖y0t ‖2 + ‖yj+1

x ‖2 − ‖y1x‖2 + τ2
j∑

k=1

‖ytt̄‖2 + τ2
j∑

k=1

‖yxt‖2
}

+2h
∑

i

F (yj+1)− 2h
∑

i

F (y1) + τ2h

j∑

k=1

∑

i

F ′′(ϑki )y
2
t = 0.

Agrupando términos en la expresión previa, utilizando la notación |‖ · ‖|(j) definida
anteriormente, y de acuerdo a las hipótesis A) - C) se tiene que F (y) ≥ 0 para toda
y, entonces se obtiene la relación siguiente:

‖εyjt ‖2 + ‖εyj+1
x ‖2 + 2‖

√
F (yj+1)‖2 + τ

ε2
|‖ε2ytt̄‖|2(j) +

τ

ε2
|‖ε2yxt‖|2(j)

= ‖εy0t ‖2 + ‖εy1x‖2 + 2‖
√
F (y1)‖2 − τ2h

j∑

k=1

∑

i

F ′′(ϑki )y
2
t .

A continuación se obtendrá una estimación para el último término del lado derecho
de la ecuación previa. Obsérvese que, de acuerdo a las hipótesis A) - C), también se
concluye que, todas las derivadas de F están acotadas por una constante, entonces

∣∣∣∣∣τ
2h

j∑

k=1

∑

i

F ′′(ϑki )y
2
t

∣∣∣∣∣ ≤ τ2c1

j∑

k=1

‖ykt ‖2, con |F ′′(ϑ)| ≤ c1.
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Por consiguinte,

‖εyjt ‖2 + ‖εyj+1
x ‖2 + 2‖

√
F (ŷ)‖2 + τ

ε2
{
|‖ε2ytt̄‖|2(j) + |‖ε2yxt‖|2(j)

}

≤ c0 +
τ2

ε2
c1

j∑

k=1

‖εykt ‖2,
(3.23)

donde
c0 = ‖εy0t ‖2 + ‖εy1x‖2 + 2‖

√
F (y1)‖2.

Para finalizar, se aplica la versión discreta del Lema de Gronwall (Lema 3.7) a la
desigualdad (3.23), para obtener (3.17).

Antes de continuar con el Lema 3.9, se obtendrá una estimación para la norma
de yj. Es obvio que

yji = y0i + τ

j−1∑

k=0

ykit.

Tomando la norma, aplicando la desigualdad del triángulo y elevando al cuadrado
se obtiene

‖yj‖2 ≤ ‖y0‖2 + 2‖y0‖τ
j−1∑

k=0

‖ykt ‖+ τ2

(
j−1∑

k=0

‖ykt ‖
)2

,

a la cual se le aplica la fórmula de Young con p = q = 2, para obtener

‖yj‖2 ≤ 2‖y0‖2 + 2τ2

(
j−1∑

k=0

‖ykt ‖
)2

,

y dado a que

(
N∑

s=1

as

)2

≤ N
N∑

s=1

a2s, para as > 0, y tj = jτ,

entonces

‖yj‖2 ≤ 2‖y0‖2 + 2tjτ

j−1∑

k=0

‖ykt ‖2. (3.24)

De acuerdo al Lema 2, concluimos que

‖yj‖2 ≤ 2‖y0‖2 + 2tjτ

j−1∑

k=0

‖ykt ‖2 ≤ 2‖y0‖2 + 2
t2j
ε2
Q,

donde Q > 0 denota la parte derecha de (3.17). Es claro que esta estimación es muy
burda, sin embargo, puede mejorarse un poco para los valores espećıficos iniciales
(3.2).
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Lema 3.9. Si las hipótesis del Lema 3.8 se satisfacen, entonces con los valores ini-
ciales u0(xi/ε), ũ

1(xi/ε, τ), que se aproximan a los valores iniciales (3.2), la sigu-
iente estimación es válida uniformemente en j:

√
ε
{
‖yjt ‖+ ‖yjx‖+ ‖yj‖

}
≤ c. (3.25)

Demostración. Obsérvese que es suficiente probar que las normas, en L2(Ωh), de
εy0t , εy

1
x y

√
F (y1) son de O(

√
ε), ya que junto con la desigualdad (3.17), del Lema

3, se deduce (3.25).

Utilizando los valores iniciales (3.2), se tiene que:

∥∥∥∥ε
∂u

∂t
|t=0

∥∥∥∥
2

≤
N∑

i=1

∫ L

0
β2i V

2
i

[
ω′

(
Siβi

x− x0i
ε

)]2
dx.

Definiendo el cambio de variable η = Siβi(x− x0i )/ε, la desigualdad previa se trans-
forma en:

∥∥∥∥ε
∂u

∂t
|t=0

∥∥∥∥
2

≤ ε

N∑

i=1

∫ ∞

−∞
SiβiV

2
i [ω

′(η)]2dη

≤ ε · C, dado que ω′ → 0,

lo cual implica que, ‖εy0t ‖ ≤ c
√
ε. Se procede de manera similar para ‖εy1x‖. Para

‖
√
F (y1)‖, se utiliza la relación dω/dη =

√
2F (ω).

Lema 3.10. Si las hipótesis del Lema 3.8 se satisfacen, entonces uniformemente en
j

‖ε2yjxt‖+ ‖ε2yj+1
xx̄ ‖ ≤ c√

ε
, (3.26)

donde c > 0 es una constante que no depende de τ, h, ε y j.

Demostración. Derivando la ecuación (3.14) con respecto a x, multiplicando el re-
sultado por hε2yxt, sumando sobre i, se obtiene que

ε2h

I−1∑

i=1

ε2(yitt̄)xyxt − ε2h

I−1∑

i=1

ε2(ŷixx̄)xyxt + ε2h

I−1∑

i=1

(F ′(ŷi))xyxt = 0. (3.27)

En el primer término del lado izquierdo de (3.27), se aplica la identidad (3.8) como
sigue:

(yx)tt̄(yx)t =
1

2
(y2xt)t̄ +

1

2
τ(yxtt̄)

2,
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de tal manera que

ε2h
I−1∑

i=1

ε2(yitt̄)xyxt =
1

2
h
∑

i

ε4(y2xt)t̄ +
1

2
τh
∑

i

ε4(yxtt̄)
2

=
1

2
‖ε2yxt‖2t̄ +

1

2
τ‖ε2yxtt̄‖2. (3.28)

De manera similar, en el segundo término del lado izquierdo de (3.27) se aplica la
fórmula de integración por partes (3.10) y la identidad (3.9), para obtener

−ε2h
I−1∑

i=1

ε2(ŷixx̄)xyxt =
1

2
‖ε2yxx̄‖2t +

1

2
τ‖ε2yxx̄t‖2. (3.29)

De acuerdo con la identidad

∂xF
′(ŷi) = F ′′(ϑi)ŷix, (3.30)

el tercer término del lado izquierdo de (3.27), se estima como
∣∣∣∣∣ε

2h

I−1∑

i=1

(F ′(ŷi))xyxt

∣∣∣∣∣ ≤
1

2
c‖ŷx‖2 +

1

2
‖ε2yxt‖2. (3.31)

Sustituyendo (3.28), (3.29) en (3.27) y utilizando (3.31), se obtiene la desigualdad

‖ε2yxt‖2t̄ + ‖ε2yxx̄‖2t +
τ

ε2
‖ε3yxtt̄‖2 +

τ

ε2
‖ε3yxx̄t‖2 ≤ c‖ŷx‖2 + ‖ε2yxt‖2.

Luego, sumando sobre j en la ecuación previa, aplicando el lema de Gronwall y
utilizando (3.25), se obtiene la estimación (3.26)

Una consecuencia inmediata del Lema 3.10 es que la norma en L2(Ωh) de la
solución numérica yji de (3.14), permanece acotada uniformemente en j. Con el fin
de analizar la estabilidad del sistema (3.14), se estudiará la propagación de una
perturbación, pequeña, de la solución. Es decir, sea y∗ = y + z, donde y es la
solución del esquema de diferencias finitas, y z la perturbación o error. Consideremos
el problema auxiliar:

ε2(zj
itt̄

− zj+1
ixx̄ ) + F ′(yj+1

i + zj+1
i )− F ′(yj+1

i ) = F j
i , (3.32)

zj0 = 0, zjI = 0, z0i = ψ1
i , εz0it = ψ2

i ,

donde ψl
i, F

j
i son tales que

‖εψ1
x‖2 ≤ cµk1 , ‖ψ2‖2 + ‖τψ2

x‖2 ≤ cµk2 , ε−1/2 máx
j

||F j ||2 ≤ cµk3 .

A continuación, en el siguiente Lema se establece una cota para la magnitud de
la propagación del error.
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Lema 3.11. Si las hipótesis del Lema 3.8 se satisfacen, entonces uniformemente en
j

‖εzjt ‖2 + ‖εzj+1
x ‖2 ≤ c máx

l=1,2,3
µkl ec tj/ε

3/2
. (3.33)

Demostración. El proceso de la demostración es similar a la del Lema 3.8. Multi-
plicar la ecuación (3.32) por hzjit, sumar sobre i, aplicar la fórmula de integración por
partes (3.10), las identidades (3.8) y (3.9), el resultado sumar sobre j, para obtener

‖εzjt ‖2 + ‖εzj+1
x ‖2 + τ |‖εzj

tt̄
‖|2(j) + τ |‖εzjxt‖|2(j)

≤ ‖εz0t ‖2 + ‖εz1x‖2 + τ

j∑

k=1

h

I−1∑

i=1

|F ′(yj+1
i + zj+1

i )− F ′(yj+1
i )| |zjit|

+ τ

j∑

k=1

‖Fk‖‖zkt ‖.

(3.34)

El término no lineal queda como sigue

τ

j∑

k=1

h

I−1∑

i=1

|F ′(yj+1
i + zj+1

i )− F ′(yj+1
i )| |zjit|

≤ τ

j∑

k=1

‖zjt ‖ ‖F ′′(θjyj+1 + (1− θj)zj+1)‖máx
i

|zj+1
i |

≤ c
√
ετ

j∑

k=1

‖zjt ‖ ‖zj+1
x ‖.

Sustituimos la desigualdad previa en (3.34), aplicamos la desigualdad de Young y el
Lema de Gronwall y obtenemos

‖εzjt ‖2 + ‖εzj+1
x ‖2 ≤ {cµk1 + cµk2 + cµk3}ec1tj/ε3/2 ,

la cual nos conduce a (3.33).

3.4. Linealización

A continuación, se analizará la solubilidad de sistema algebraico (3.14), para
cualquier j ≥ 1 fijo. Esto es, del sistema

yj+1
i − τ2yj+1

ixx̄ +
τ2

ε2
F ′(yj+1

i ) = Gj , donde Gj = yj + τyjt̄ . (3.35)
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Además, dado que (3.35) es un sistema algebraico no lineal, también se discutirá co-
mo linealizar dicho sistema. Para este propósito, se construye una suscesión de fun-
ciones

ϕ(s) = {ϕ0(s), ..., ϕI (s)}, s ≥ 0,

tal que ϕi(0) = yji , ϕi(s) → yj+1
i cuando s → ∞ y que ϕ(s) para s ≥ 1 satisface la

ecuación lineal

ϕ(s)− τ2ϕxx̄(s)

+
τ2

ε2

{
F ′
(
ϕ(s− 1)

)
+ F ′′

(
ϕ(s − 1)

)(
ϕ(s)− ϕ(s− 1)

)}
= Gj ,

ϕ0(s) = νℓ, ϕI(s) = νr.

(3.36)

La solubilidad del sistema algebraico (3.36) es evidente para τ suficientemente
pequeña y τ/ε2 ≤ const. Para simplificar la notación, denotamos: ϕ := ϕ(s), ϕ̄ :=
ϕ(s − 1), ¯̄ϕ := ϕ(s − 2) y tambien

w := ϕ− ϕ̄, w̄ := ϕ̄− ¯̄ϕ.

Utilizando la fórmula de Taylor, se tiene que

F ′(ϕ̄+w) = F ′(ϕ) = F ′(ϕ̄) + F ′′(ϕ̄)w +
1

2
F ′′′(ϑi)w

2,

donde ϑi es un número entre ϕi y ϕ̄i. Aśı, (3.36) queda como sigue:

ϕ− τ2ϕxx̄ +
τ2

ε2

{
F ′(ϕ)− 1

2
F ′′′(ϑi)w

2

}
= Gj . (3.37)

Ahora, suponiendo la existencia de la solución exacta yk de la ecuaciones (3.35) para
toda k = 2, 3, ..., j. También, para los valores espećıficos iniciales (3.2), que y0 y y1

satisfacen la ecuación (3.35). A continuación, se obtendrán las expresiones para la
sucesión de funciones auxiliares w ≡ w(s), es decir, ϕ(s) − ϕ(s − 1), a partir de la
ecuación lineal (3.36), para s > 1 y s = 1.

Para s > 1, restando las ecuaciones

ϕ− τ2ϕxx̄ +
τ2

ε2
{
F ′(ϕ̄) + F ′′(ϕ̄)w

}
= Gj

y

ϕ̄− τ2ϕ̄xx̄ +
τ2

ε2
{
F ′( ¯̄ϕ) + F ′′( ¯̄ϕ)w̄

}
= Gj ,

y considerando el desarrollo en serie de Taylor

F ′( ¯̄ϕ+ w̄) = F ′(ϕ̄) = F ′( ¯̄ϕ) + F ′′( ¯̄ϕ)w̄ +
1

2
F ′′′(ϑi)w̄

2,
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se obtiene la siguiente expresión para w, para s > 1:

w − τ2wxx̄ +
τ2

ε2
F ′′(ϕ̄)w =

τ2

2ε2
F ′′′(ϑi)w̄

2, para s > 1. (3.38)

Para s = 1, dado que ϕ̄ = ϕ(s− 1) = ϕ(0) = yj , la expresión para w, para s > 1
es la siguiente:

w − τ2wxx̄ +
τ2

ε2
F ′′(y̌)w = τf, para s = 1, (3.39)

donde f = 2yj
t̄
− yj−1

t̄
.

El siguiente lema permitirá obtener estimaciones para ϕ y w, además, establecer
condiciones para la convergencia de la sucesión ϕ.

Lema 3.12. Supóngase que (3.16) se satisface y que τ es suficientente pequeña.
Entonces

‖ϕ‖2 + τ2

ε2
‖εϕx‖2 ≤ (1 + cτ)

{
‖yj‖2 + c

√
τ(‖yj‖2 + ‖εyj

t̄
‖2)
}

+ c
{
‖w‖2 + τ2‖wx‖2

}2
, (3.40)

g(1) ≤ cτ3/2 y g(s) ≤ cτg2(s − 1), para s > 1, (3.41)

donde

g(s) := ‖w(s)‖2 + τ2‖wx(s)‖2

y c > 0 denota una constante, la cual no depende de h, τ y ε.

Demostración. Multiplicando (3.37) por hϕ, sumando sobre i, aplicando la fórmula
de integración por partes (3.10) al segundo término del lado izquierdo de dicha
ecuación y dado que las derivadas de F están acotadas, se obtiene la desigualdad

‖ϕ‖2 + τ2‖ϕx‖2 ≤ ‖Gj‖‖ϕ‖ + τ2

ε2
‖F ′(ϕ)‖‖ϕ‖ + τ2

2ε2
c‖ϕ‖‖w‖24.

Luego, aplicando la desigualdad de Young (3.5) a los tres términos del lado derecho
de la ecuación previa y agrupando términos, se obtiene la siguiente desigualdad:

‖ϕ‖2 + τ2‖ϕx‖2 ≤
1

2

{
‖Gj‖2 + (1 + 2

τ2

ε2
)‖ϕ‖2 + τ2

ε2
(‖F ′(ϕ)‖2 + c‖w‖44)

}
. (3.42)

A continuación, se obtendrá una estimacion para la norma de Gj . Del sistema
de ecuaciones (3.35)

Gj = yj + τyjt̄ .
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Tomando la norma en L2 en la ecuación previa y elevando al cuadrado, se obtiene
la desigualdad

‖Gj‖2 ≤ ‖yj‖2 + 2‖yj‖τ‖yj
t̄
‖+ τ2‖yj

t̄
‖2.

Se aplica la desigualdad de Young (3.5) al segundo término del lado derecho de la
ecuación inmediata anterior, obteniendo

‖Gj‖2 ≤ ‖yj‖2 + 2

(
α

2
‖yj‖2 + 1

2α
τ2‖yjt̄ ‖

2

)
+ τ2‖yjt̄ ‖

2,

y haciendo α =
√
τ , se deduce la siguiente estimación para la norma de Gj :

‖Gj‖2 ≤ (1 +
√
τ)‖yj‖2 + τ(

√
τ + τ)‖yjt̄ ‖

2. (3.43)

Siguiendo con la demostración, a continuación se obtendrá una estimación para
el último término de (3.42). De acuerdo con la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg,
con p = 4, se tiene que

τ‖w‖44 ≤ cτ
(
‖w‖3/4‖wx‖1/4

)4
= c

(
‖w‖3/2

√
τ‖wx‖1/2

)2
.

En seguida, se aplica la desigualdad de Young (3.5), con p = 4/3, a la desigualdad
previa, obteniéndose la siguiente estimación

τ‖w‖44 ≤ c
(
‖w‖2 + τ2‖wx‖2

)2
. (3.44)

Para concluir con la demostración de la desigualdad (3.40), se sustituyen las
estimaciónes (3.43) y (3.44) en (3.42), para obtener

(1− cτ)‖ϕ‖2 + 2τ2‖ϕx‖2 ≤ (1 +
√
τ)‖yj‖2 + c(

√
τ + τ)‖εyj

t̄
‖2

+ cτ + c(‖w‖2 + τ2‖wx‖2)2, (3.45)

la cual es equivalente a (3.40).

La segunda parte de la demostración, consiste en probar (3.41), para s = 1
y s > 1. Primeramente, se analizará el caso s = 1. Multiplicando (3.39) por hw,
sumando sobre i y aplicando la fórmula de integración por partes (3.10), se obtiene

‖w‖2 + τ2‖wx‖2 ≤ τh

I−1∑

i=1

∣∣∣ τ
ε2
F ′′(yi)w

2
i − fiwi

∣∣∣ .

La hipótesis (3.16), implica que también τ1/4/
√
ε < const, por consiguiente, la de-

sigualdad inmediata anterior queda como:

‖w‖2 + τ2‖wx‖2 ≤ cτ‖w‖2 + cτ3/4‖
√
εyt̄‖‖w‖

≤
(
1

2
+ cτ

)
‖w‖2 + cτ3/2‖

√
εyt̄‖2.
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Utilizando el Lema 3.9, se obtiene la estimación (3.41).

Para finalizar con la demostración, resta por probar la desigualdad (3.41) para
s > 1. De nuevo, multiplicando por hw, pero esta vez a (3.38), sumando sobre i y
utilizando (3.10), se obtiene la desigualdad

‖w‖2 + τ2‖wx‖2 +
τ2

ε2
h
∑

i

F ′′(ϕ̄i)w
2
i =

τ2

2ε2
h
∑

i

F ′′′(ϑi)w̄
2
iwi.

Dado que todas las derivadas de F están acotadas por una constante, además, de
acuerdo a la hipótesis (3.16), se tiene que

‖w‖2 + τ2‖wx‖2 ≤ cτ‖F ′′(ϕ̄)‖‖w‖2 + c1
2
τ‖w‖‖w̄‖24.

Aplicando la desigualdad de Young (3.5) a la ecuación previa y utilizando la esti-
mación (3.44), se obtiene la expresión

‖w‖2 + τ2‖wx‖2 ≤ cτ
(
‖w̄‖2 + τ2‖w̄x‖2

)
.

Por lo que si se define
g(s) := ‖w‖2 + τ2‖wx‖2,

entonces
g(s) ≤ cτg2(s− 1).

Obsérvese que al combinar las estimaciones (3.41), la sucesión w tiende a cero
rápidamente, esto es

g(2) ≤ cτg2(1) ≤ cτ4,

g(3) ≤ cτg2(2) ≤ cτ9,

aśı

g(s) ≤ cτn(s), donde n(1) =
3

2
y n(s)− n(s+ 1) ≥ 5

2
,

lo cual implica que

‖w(1)‖2 ≤ cτ3/2, ‖w(2)‖2 ≤ cτ4, ‖w(3)‖2 ≤ cτ9, ...

De acuerdo con (3.40), los términos de la sucesión ϕ están acotados uniformemente
en s

‖ϕ(s)‖2 ≤ ‖yj‖2(1 +O(
√
τ)). (3.46)

Además, nótese que

‖ϕ(s + n)− ϕ(s)‖ ≤
n∑

i=1

‖w(s+ i)‖ ≤ c

n∑

i=1

τn(s+i)/2.
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Dado que n(s+ i)− n(s+ 1) ≥ 5 · i > 2 · i para todo s ≥ 0, entonces

‖ϕ(s + n)− ϕ(s)‖ ≤ cτn(s+1)/2
∞∑

k=0

τk.

Esto nos conduce a establecer la convergencia de ϕ cuando s→ ∞:

ϕ(s) → y en L2(Ωh). (3.47)

Teorema 3.13. Supóngase que (3.16) se satisface, ε = const y h = const. En-
tonces para τ = const suficientemente pequeña, la sucesión ϕ converge, en el sentido
L2(Ωh). Además,

‖yj+1 − ϕ(2)‖ ≤ cτ9/2,

donde c > 0 no depende de h, τ y ε.

Para establecer que ϕ converge a la solución de la ecuación (3.35), probaremos
su convergencia en un sentido más fuerte que (3.47).

Lema 3.14. Supóngase que (3.16) se satisface y que ε = const. Entonces uniforme-
mente en s

‖εϕt(s)‖ ≤ const, ‖εϕx(s)‖ ≤ const. (3.48)

Además,
‖εyj+1

t − εϕt(s)‖ ≤ cεp(s), ‖εyj+1
x − εϕx(s)‖ ≤ cεp(s) (3.49)

para alguna p(s) la cual tiende a infinito cuando s→ ∞.

Demostración. Derivando la ecuación (3.36) con respecto a x, multiplicando el re-
sultado por ε2hϕx, sumando sobre i y aplicando (3.10) al segundo término del lado
izquierdo, se obtiene

‖εϕx‖2 +
τ2

ε2
‖ε2ϕxx̄‖2 = −τ2h

∑

i

{
F ′(ϕ̄) + F ′′(ϕ̄)w

}
x
ϕx + ε2h

∑

i

Gxϕx. (3.50)

Dado que (
F ′′(ϕ̄i)wi

)
x
= F ′′(ϕ̄i)wix + F ′′′(ϑ̄i)(ϕix − wix)wi+1,

entonces, (3.50) queda expresado como sigue:

‖εϕx‖2 +
τ2

ε2
‖ε2ϕxx̄‖2 = −τ2h

∑

i

(F ′(ϕ̄))xϕx − τ2h
∑

i

F ′′(ϕ̄)wxϕx

− τ2h
∑

i

F ′′′(ϑ̄i)ϕ
2
xw+ τ2h

∑

i

F ′′′(ϑ̄i)wxwi+1ϕx

+ ε2h
∑

i

Gxϕx. (3.51)
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De acuerdo con (3.30) y dado que todas las derivadas de F están acotadas, entonces
el primero y segundo término del lado derecho de (3.51), es como sigue:

τ2h

∣∣∣∣∣
∑

i

(F ′(ϕ̄))xϕx +
∑

i

F ′′(ϕ̄)wxϕx

∣∣∣∣∣ ≤ cτ2‖ϕx‖2 + cτ2‖wx‖‖ϕx‖

≤ cτ2‖ϕx‖2 + cτ2(‖ϕx‖2 + ‖wx‖2)
≤ cτ(‖εϕx‖2 + ‖εwx‖2). (3.52)

El tercer término del lado derecho de (3.51) queda de la siguiente forma:

τ2h

∣∣∣∣∣
∑

i

F ′′′(ϑ̄i)ϕ
2
ixwi

∣∣∣∣∣ ≤ cτ2‖ϕx‖24‖w‖.

Aplicando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg con p = 4, r = 1 a la expresión
previa y posteriormente (3.41), se obtiene

τ2h

∣∣∣∣∣
∑

i

F ′′′(ϑ̄i)ϕ
2
ixwi

∣∣∣∣∣ ≤ cτ11/4‖ϕ‖3/4‖ϕ‖5/4(2) = c
τ3/2

ε13/8
‖
√
εϕ‖3/4‖ετϕ‖5/4(2) .

Debido a la hipótesis (3.16) y aplicando la desigualdad de Young (3.5) a la ecuación
inmediata anterior, se tiene que

τ2h

∣∣∣∣∣
∑

i

F ′′′(ϑ̄i)ϕ
2
ixwi

∣∣∣∣∣ ≤ cτ11/16
{
1

p

(
‖
√
εϕ‖3/4

)p
+

1

q

(
‖ετϕ‖5/4(2)

)q}
,

en la cual, al considerar p = 8/3 y q = 8/5, se obtiene

τ2h

∣∣∣∣∣
∑

i

F ′′′(ϑ̄i)ϕ
2
ixwi

∣∣∣∣∣ ≤ cτ11/16
{
‖
√
εϕ‖2 + ‖ετϕ‖2(2)

}
. (3.53)

De manera similar, el cuarto término del lado derecho de (3.51) queda como
sigue:

τ2h

∣∣∣∣∣
∑

i

F ′′′(ϑ̄i)wixwi+1ϕix

∣∣∣∣∣ ≤ cτ2‖w‖‖ϕx‖4‖wx‖4.

Aplicando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg con p = 4 y r = 1 a la ecuación
previa, utilizando (3.41) y de acuerdo a la hipótesis (3.16), se tiene que

τ2h

∣∣∣∣∣
∑

i

F ′′′(ϑ̄i)wixwi+1ϕix

∣∣∣∣∣ ≤ cτ17/16‖
√
εϕ‖3/8‖ετϕ‖5/8(2) ‖ετw‖

5/8
(2) .
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Por último se aplica la desigualdad de Young (3.5) a la ecuación inmediata anterior
y se obtiene

τ2h

∣∣∣∣∣
∑

i

F ′′′(ϑ̄i)wixwi+1ϕix

∣∣∣∣∣ ≤ cτ17/16
{
‖
√
εϕ‖+ ‖ετϕ‖2(2) + ‖ετw‖2(2)

}
. (3.54)

Además, de acuerdo a (3.25) y (3.35) se tiene que

‖εGx‖ = ‖ε(2yjx − yj−1
x )‖ ≤ c

√
ε. (3.55)

Combinando las ecuaciones de la (3.52) a la (3.55), se obtiene la siguiente de-
sigualdad:

‖εϕx‖2 +
τ2

ε2
‖ε2ϕxx̄‖2 ≤ c(

√
ε+ τ11/16) + cτ

(
‖εwx‖2 +

τ2

ε2
‖ε2wxx̄‖2

)
. (3.56)

Para concluir las estimaciones, utilizaremos las ecuaciones (3.38) y (3.39). Para
s = 1, obsérvese que

τ2h

∣∣∣∣∣

N−1∑

i=1

(F ′′(yi)wi)xwix

∣∣∣∣∣ ≤ cτ2
(
‖wx‖2 + ‖yx‖‖w‖4‖wx‖4

)

≤ cτ
(
‖εwx‖2 + ‖ετwxx̄‖2

)
+ cτ13/10.

Además, de acuerdo con (3.26), se tiene que

‖εwx‖2 +
τ2

ε2
‖ε2wxx̄‖2 ≤ c

√
τ , s = 1. (3.57)

Para estimar εwx for s > 1 escribimos

τ2h

∣∣∣∣∣

N−1∑

i=1

(F ′′′(ϑ̄i)w̄
2)xwx

∣∣∣∣∣ ≤
1

2
‖εwx‖2 + cτ3

{
‖w̄w̄x‖+ ‖ϕ̄xw̄

2‖
}2
,

donde ϑ̄i = αiϕ̄i + (1 − αi) ¯̄ϕi, αi ∈ [0, 1]. Además, de acuerdo a la desigualdad de
Gagliardo-Nirenberg

τ3/2‖w̄w̄x‖ ≤ cτ3/8
{
‖w̄‖2 + ‖ετ w̄xx̄‖2

}

y por (3.56)

τ3/2‖ϕ̄xw̄
2‖ ≤ cτ3/32‖ετϕ̄‖5/8(2) ‖w̄‖

7/4‖ετ w̄‖1/4(2) ≤ cτ3/32
{
‖w̄‖2 + ‖ετ w̄xx̄‖2

}
.

Además

τ2h

∣∣∣∣∣

N−1∑

i=1

(F ′′(ϕ̄i)wi)xwx

∣∣∣∣∣ ≤ cτ2
{
‖wx‖2 + ‖ϕ̄x‖‖w‖4‖wx‖4

}

≤ cτ‖εwx‖2 + cτ3/8‖εϕ̄x‖
{
‖w‖2 + ‖ετwxx̄‖2

}
.
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Tomando en cuanta (3.41) y (3.56), y denotando

f(s) =

{
‖w‖2 + ‖εwx‖2 +

τ2

ε2
(‖εwx‖2 + ‖ε2wxx̄‖2)

}
(s),

se obtiene la desigualdad

f(s) ≤ cτ3/8
{
ε1/4 + τ11/34 + τ

√
f(s− 1)

}
f(s) + cτ3/16f2(s− 1). (3.58)

Y dado que (3.57)
f(1) ≤ c

√
τ . (3.59)

Por lo tanto,
f(s) ≤ cτ3/16f2(s− 1), s > 1, (3.60)

la cual implica la convergencia de la sucesión ‖εϕx‖(s) cuando s→ ∞. Además,

‖εwx‖(s) +
τ

ε
‖ε2wxx̄‖(s) ≤ csτ

p(s), s ≥ 1, (3.61)

donde cs no depende de τ , ε y p(s) → ∞ cuando s→ ∞. En particular,

p(1) =
1

4
, p(2) =

19

32
, p(3) =

41

32
, p(4) =

85

32
.

La prueba la segunda parte del Lema 8, se realiza de manera simular, pero con la
diferencia que es necesario derivar con respecto a t.

Como consecuencia del lema 3.14, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.15. Bajo las suposiciones del teorema 3.13 y suponiendo que τ y h son
constantes. Entonces la sucesión ϕ(s) converge, en el sentido W 2

2 (Ωh), a la solución
de la ecuación (3.35) cuando s→ ∞.

Demostración. Las estimaciones (3.56), (3.57), (3.61) implican que si τ = const y
h = const entonces, uniformemente en s, ϕ(s) ∈W 2

2 (Ωh) y

ϕ(s) −→
s→∞

y en W 2
2 (Ωh). (3.62)

Luego, las sucesiones F ′(ϕ(s)) y F ′(ϕ(s − 1))w(s) están acotadas en W 1
2 (Ωh) y por

lo tanto
F ′(ϕ(s)) −→

s→∞
φ en L2(Ωh) (3.63)

y
F ′(ϕ(s − 1))w(s) −→

s→∞
0 en L2(Ωh). (3.64)

Además, la ecuación (3.36) y las convergencias (3.62), (3.64) implican que φ = F ′(y).
Por lo tanto,

ϕ(s) −→ y = yj+1 en W 2
2 (Ωh)
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Ahora podemos considerar el paso al ĺımite con τ, h→ 0 para el esquema (3.35).

Teorema 3.16. Supóngase que (3.16) se satisface y ε = const. Entonces la solución
del esquema de diferencias finitas, descrito anteriormente, converge a la solución del
problema (3.3) cuando τ, h→ 0 en el sentido W 1

2 (QT ).

Demostración. Vamos a identificar las sucesiones yτ,h(tj , xi) de los argumentos dis-
cretos con sus interpolaciones φτ,h(t, x).

Segun los lemas 3.8, 3.9 y 3.10, φτ,h ∈W 2
2 (QT ) uniformemente en τ, h y j ≤ T/τ ,

T = const. Como la inclusion W 2
2 (QT ) ⊂W 1

2 (QT ) es compacta, podemos elegir una
subsucesión φτ ′,h′(t, x) tal que

φτ ′,h′(t, x) −→ u(t, x) en W 1
2 (QT ). (3.65)

Es claro que las derivadas ∂2φτ ′,h′/∂t2 y ∂2φτ ′,h′/∂x2 convergen, en el sentido debil,
a las derivadas de u(φ, x).

Luego, F ′(φτ ′,h′) es acotado en W 2
2 (QT ), de donde, particularmente

F ′(φτ ′,h′) −→ W débilmente en L2(QT ).

Pero (3.65) implica que φτ ′,h′ → u casi en todo punto. Lo mismo se verifica para
F ′(φτ ′,h′). Ahora aplicamos el lema siguiente

Lema 3.17. (Lions) Sea QT ⊂ Rn
x ×Rt un dominio acotado. Supóngase que gµ y

g son funciones de Lq(QT ), 1 < q <∞, tales que

‖gµ‖Lq(QT ) ≤ c, gµ → g casi en todo punto de QT .

Entonces gµ → g débilmente en Lq(QT ).

Definiendo gµ = F ′(φτ ′,h′), g = F ′(u) y q = 2, obtenemos que

W = F ′(u).

3.5. Algoritmo para la simulación numérica

Dado que la precisión O(τ9/2) es mucho menor que la precisión del esquema
de diferencias finitas (3.14), obtenemos el siguiente algoritmo para la simulación
numérica de la solución del problema (3.3):

Para cualquier j = 1, 2, ..., [T/τ ], fijo y τ = const,

1: Defina ϕ(0) := yj ,
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2: Calcule ϕ(s), s = 1, 2, de acuerdo con (3.36),

3: Defina yj+1 := ϕ(2), redefina j := j + 1 y regresar a 1.

Sugún el teorema 3.16, este algoritmo permite calcular la solución numérica del
problema (3.3), acotada en W 1

2 (QT,h,τ ).

Finalmente, dado que la sucesión ϕj(s), s = 1, 2, j = 2, 3, ..., es acotada, podemos
establecer el último teorema del presente trabajo:

Teorema 3.18. Bajo las suposiciones del teorema 3.16 el esquema de diferencias
finitas descrito anteriormente es estable en el sentido W1

2(ΩT,τ,h).

Demostración. En virtud del lema 3.9 es suficiente con probar la estabilidad de ϕ(s)
para s = 1, 2. Para este propósito considerar la ecuación de recurrencia

Φ(s)− τ2Φ(s)xx̄ +
τ2

ε2

{
F ′
(
ϕ(s − 1) + Φ(s− 1)

)
− F ′

(
ϕ(s − 1)

)

+ F ′′
(
ϕ(s − 1) + Φ(s− 1)

)(
ϕ(s) + Φ(s)− ϕ(s− 1)− Φ(s− 1)

)

− F ′′
(
ϕ(s − 1)

)(
ϕ(s)− ϕ(s − 1)

)}
= G̃, s = 1, 2,

(3.66)

para la diferencia Φ(s) = ϕ1(s)−ϕ2(s) de parejas ϕi(s), s = 0, 1, 2. Suponiendo que

‖Φ(0)‖2 + ‖εΦx(0)‖2 + ‖εΦt(0)‖2 ≤ µk3 , (3.67)

‖G̃‖2 + ‖εG̃x‖2 + ‖εG̃t‖2 ≤ µk3 . (3.68)

Multiplicando la ecuación (3.66) por Φ(s) y dado que F (k) es acotada, se obtiene la
desigualdad

‖Φ(s)‖2 + τ2‖Φx(s)‖2 ≤
(1
4
+ c

τ2

ε2

)
‖Φ(s)‖2 + µk3

+c
τ2

ε2

(
‖Φ(s)‖33 + ‖Φ(s)‖24‖Φ(s− 1)‖+ ‖Φ(s− 1)‖2

)
. (3.69)

La desigualdad de Gagliardo - Nirenberg y la suposición (3.16), implican que

τ2

ε2
‖Φ(s)‖33 ≤ cτ1/4ε1/2‖Φ(s)‖

(
‖Φ(s)‖2 + τ2‖Φx(s)‖2

)
, (3.70)

y
τ2

ε2
‖Φ(s)‖24 ≤ cτ1/4ε1/2‖Φ(s)‖‖Φ(s)‖1/2(τ‖Φx(s)‖)1/2. (3.71)

En virtud de (3.46), ‖Φ(s)‖ esta acotada uniformemente en s, ‖Φ(s)‖ ≤ 1/
√
ε. Por

lo tanto, combinando (3.69)-(3.71) se obtiene la desigualdad

‖Φ(s)‖2 + τ2‖Φx(s)‖2 ≤ c
√
τ
(
‖Φ(s − 1)‖2 + τ2‖Φx(s− 1)‖2

)
+ µk3 .
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Y por (3.67)
‖Φ(s)‖2 + τ2‖Φx(s)‖2 ≤ (1 + c

√
τ)2µk3 . (3.72)

Repitiendo de manera similar para las derivadas εΦx(s), εΦt(s), y tomando en cuenta
el Lema 3.12 completamos la demostración.

3.6. Resultados de la simulación numérica

El algoritmo numérico fue realizado como un programa en lenguaje C, el cual
primeramente se probó usando la ecuación de sine-Gordon en los casos de uno, dos
y tres ondas solitarias. Después, fue utilizado para analizar la interacción de ondas,
que se detallan en los ejemplos 1 y 2.

Ejemplo 1

Aplicamos el algoritmo descrito anteriormente a la ecuación (3.1) para

F (u) = sen4(πu). (3.73)

Para este caso, la solución tipo kink puede ser encontrada expĺıcitamente, esto es,

ω(η) =
1

π
arccot(−

√
2πη). (3.74)

Para la interacción tipo kink-kink consideramos el problema mixto (3.3) con ε = 0.1
sobre el intervalo espacial [0.5, 2]. El primer kink ( el de la izquierda) está especificado
por β1 = 15 y se mueve a la derecha con una velocidad V1 =

√
1− (1/15)2 ≈ 0.99778.

El segundo kink (el de la derecha) está especificado por β2 = 20 y se mueve a
la izquierda con una velocidad V2 = −

√
1− (1/20)2 ≈ −0.99875. Las posiciones

iniciales de los frentes son x01 = 1 y x02 = 1.5. Todos los cálculos fueron hechos para
la malla especificada por los parámetros h = 7.5 · 10−5 y τ = 2 · 10−5. La razón
de elegir este tamaño de h y τ fue debido a que se observó que el kink individual
de la ecuación de sine-Gordon vaŕıa sobre [0, h] como exp(β2h/ε) = exp(200h). Es
decir, con esta h implica una variación de exp(1.5 · 10−2). Este rango podŕıa ser
demasiado pequeño para el movimiento del kink, pero es adecuado para el proceso
de interacción. Por el mismo argumento elegimos τ ≈ h/4.

El resultado de la simulación numérica se representa en la Figura 3.1. Podemos
observar que las ondas solitarias preservan la forma tipo kink durante todo el tiempo,
excepto en una pequeña vecindad del instante de tiempo de la interacción. Final-
mente, podemos observar que la condición de E) se satisface para la nolinealidad
(3.73) para cualquier valor de V1 y V2.

Para el problema de interacción kink-antikink, se puede probar que la condición
E1) no se cumple para la nolinealidad (3.73) para cualesquiera velocidades V1, V2. Sin
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embargo, nuestra hipótesis de que E1) es excesivamente restrictiva, se verifica para
algunos pares de parámetros V1, V2. La gráfica en la Figura 3.2. muestra la evolución
del par kink-antikink con los mismos parámetros mencionados anteriormente. De
nuevo, la onda solitaria preserva su forma durante todo el tiempo, excepto en una
vecindad del instante de tiempo t∗ = 0.5/(V1 − V2) de la interacción. De hecho, las
ondas pierden la forma kink para t ≈ 0.25 y regresa de nuevo en t ≈ 0.26 (ver Figura
3.3).

Figura 3.1: Evolución del par kink-kink.

Figura 3.2: Evolución del par kink-antikink.

Ejemplo 2

Se aplicó el mismo algoritmo a la ecuación (3.1), pero ahora con la no linealidad

F (u) =
1

4π2
{2− cos(2πu) − cos(4πu)} . (3.75)

Para tal ecuación, la solución no posee una representación como combinación de
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Figura 3.3: Evolución del par kink-antikink para algunos valores de tiempo.

funciones elementales. Por esta razón, primeramente se resolvió numéricamente el
problema de Cauchy

dω

dη
=
√

2F (ω), η > 0, ω|η=0 =
1

2
(3.76)

y que de acuerdo a la condición C), definimos ω con argumento negativo como
ω(η) = 1−ω(−η). Para calcular la solución de (3.76) se utilizó el método de Runge-
Kutta de cuarto orden con un tamaño de paso hη = 0.01. Posteriormente, se aplicó el
algoritmo numérico, utilizando los mismos valores de tamaño de paso, h, τ para los
pares kink-kink y kink-antikink, donde, numéricamente, los resultados de los cálculos
muestran muy poca diferencia entre las nolinealidades (3.73) y (3.75). Sin embargo,
a simple vista sus gráficas son prácticamente idénticas, por lo que podemos referirnos
nuevamente a las Figuras 3.1 - 3.3.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

Resumiento todo lo escrito anteriormente, podemos concluir que existe una clase
de nolinealidades, tales que, los pares kink-kink y kink-antikink preservan el
escenario de interacción sine-Gordon, al menos en el término principal en el sentido
asintótico. Aparentemente, esta clase puede ser especificada por las suposiciones
A) - C).

Para el caso de interacción multi-onda, la situación es más complicada y mucho
más interesante. De acuerdo con la hipótesis [7] de que existen muchas ecuaciones
con el escenario de interacción sine-Gordon de dos ondas solitarias, pero tres on-
das pueden interactuar de la misma manera únicamente para ecuaciones completa-
mente integrables. Ante esto, esperábamos que dos kinks y un antikink perdieran
la estructura después de la triple interacción. Esto fue realizado y la gráfica de la
Figura 4.1 muestra la evolución de tal solución para la no linealidad (3.73). Las posi-
ciones iniciales y las velocidades de las ondas solitarias son las siguientes: x01 = 0.5,
V1 = 0.99999, x02 = 1, V2 = 0.15, x03 = 1.5, V3 = −0.69999. El primer fenómeno
inesperado apareció cuando comprobamos las interacciónes acopladas de las mismas
ondas (trayectorias que se intersectan por pares). Resulta que la estructura se de-
forma después de la segunda interacción (ver Figura 4.2). Dado que los pares de las
mismas ondas interacúan preservando la estructura, este resultado parece ser muy
extraño y que aún no ha sido explicado.

Por otra parte, resultó que tres kinks interactúan de acuerdo al escenario sine-
Gordon. Obsérvese que las gráficas en Figura 4.3 y Figura 4.4 las cuales muestran la
evolución de los kinks con los parámetros x01 = 0.5, V1 = 0.99999, x02 = 1, V2 = 0.15,
x03 = 1.5, V3 = −0.69999.

Por lo que es claro que el problema de interacción multi-onda para la ecuación
tipo sine-Gordon debe ser investigado más en detalle.

73
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Figura 4.1: Evolución de la tripleta kink-kink–antikink.

Figura 4.2: Evolución de los pares kink–kink y kink–antikink
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Figura 4.3: Evolución de la tripleta kink-kink-kink
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Figura 4.4: Descripción de la evolución antes (curva 1), después (curva 3) y en el
instante de tiempo de la interacción (curva 2)
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