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Abstract

The goal of this research is to study the propagation and interaction of waves in
nonlinear media described by equation

9 <82u 0%u

W—@>—|—f(u,x,t):0, t>0, zcR. (0.1)

Here € > 0 is a small parameter and f(u,x,t) belongs to one class of functions
smooths nonlinear.

The main result consists in the creation and research of an absolutely stable
finite differences scheme for equation (0.6). This result was published in [19] and
presented in the following conferences:

= International Conference “IT Interactive Meeting of Applied Mathematics”, 11
EIM@ 2009 [11].

= National Conference “II Taller de Geometria y Sistemas Dinamicos”, Hermosil-
lo, Sonora, Marzo 2011.

s “XXI Escuala Nacional de Optimizacién y Andlisis Numérico”, Cuernavaca,
Morelos, Marzo 2011 [21].

= “International Seminar on Applied Analysis, Evolution Equations and Con-
trol” (ISAAEEC), Ciudad de México, D.F., Mayo 2011.

Equations of type (0.6) appear in theories such as linear superconductors, crys-
tals, laser pulses, geometry surfaces, etc. (see e.g. [20, 13]). The existence and unique-
ness of solutions of the Cauchy problem for the mixed problem to the equation (0.6)
can be proved (for e = cte > 0) using the method of compactness [16]. Most impor-
tant model of type (0.6) is when f = sen(u), named sine-Gordon equation, which
is completely integrable. This implies the possibility of an analytical description
of propagation and interaction process of waves [12, 1]. Partially, the sine-Gordon
equation has, for all V' € (0, 1), special solutions called kinks

u = darctan <exp (%)) (0.2)

u = darctan <eXp (—%)) : (0.3)

IX

and antikinks
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It is clear that with £ < 1 the solutions (0.7) and (0.8) are equals (with accuracy
O(e*)) to a constant (0 6 27) outside the e-neighborhood of the path x = V¢, while
u varies from 0 to 27 inside this neighborhood. Such solutions are called “solutions of
fast variation” [18]. In fact, is well known that the waves of the sine-Gordon equation
interact without changing their forms and the unique result of the interaction is a
phase shift (see [23]). This type of interaction is called “sine-Gordon scenario”, and
equations of the form (0.6) are called “sine-Gordon type” equations.

In the general case, a wave with localized fast variation is such that, at each time
t, varies slowly outside a small neighborhood of the front x = ¢(¢) and rapidly near
the front. An example of a function with localized fast variation is a smoothed shock
wave u = u(x,t,€) (see Figure 01), which is a regularization of the discontinuous
function

ut(z,t) para z > o(t),

u(@,t) = { u”(z,t) parax < o(t), (0-4)

so that u(w,t,¢) equals u™ (z,t) outside a small “transition zone” (a neighborhood of
the front = = ¢(t)) and varies from u™ |y—y()—0 t0 U™ |z—4(1)10 as a smooth function
inside the transition zone. As special cases we obtain kinks or antikinks (0.7), (0.8).

-

Figure 01: smoothed shock wave, © = ¢(t) is the front position,
V = ¢(t) is the front velocity.

Another example of a function with localized fast variation is a distorted soli-
tary wave (soliton) (see Figure 02), which is a narrow (of width ~ ¢) bell-shaped
function. “Distortion” of the solitary wave consists in the variation of its amplitude
and velocity with time.
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Figure 02: Soliton type wave

Methods about construction of asymptotic solution have been proposed. For ex-
ample, WKB method was developed in the nineteenth century for the linear equa-
tions. In this method, we look for a solution of the form

"= exp {55(:@ t)} ozt 2),

where S(x,t) y ¢(z,t,e) are smooth functions.

A generalization of the WKB method to nonlinear partial differential equations
is the Whitham method [25], for rapidly oscillating solution. With such method the
asymptotic solution is of the form

N
u= ZEiFi <S(?t),x,t> + 0N, (0.5)

i=1

where the function F;(7,z,t) is smooth in all variables and periodic in 7 with con-
stant period.

The Inverse Scattering Transform method was developed in the seventies and
eighties of the last century [12, 1], which is a technique that allows to construct
exact solutions for a class of integrable partial differential equations. Furthermore,
it is possible to obtain exact solutions describing the propagation and interaction
of nonlinear waves. However, this theory has a rather narrow range of applicability,
because requieres that the equation to have a specific structure, namely, the leading
term of the equation must be reducible by a suitable change variables to an equation
with constant coefficients that can be integrated by such method.

At about the same time, V. P. Maslov and G. A. Omel’yanov [17, 18] modified
the Whitham method, which allowed to describe propagation of nonlinear waves
with localized fast variation to nonintegrable equations.
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Later, a new approach was presented to construct asymptotic solutions call weak
asymptotic method [5], which allows to describe the propagation and, most impor-
tant, the interaction of nonlinear waves for nonintegrable equations with localized
fast variation. The asymptotic solution is treated in the sense of the continuous
mapping from interval [0, 7] to space of functionals D’. The main advantage of this
method is the possibility of reducing the problem of describing nonlinear waves in-
teraction to a qualitative analysis of some ordinary differential equations (instead of
partial differential equations)

In what follows, we present a summary of the content of this work.

In Chapter 1, the procedure to construct an asymptotic kink type solution for the
sine-Gordon equation with variable coefficient is shown (corresponding to (0.6) with
f = a?(z,t)sin(u)), with arbitrary precision, using the modification of the Whitham
method; however, the solution shown here contains only the leading term.

In Chapter 2, we used the weak asymptotic method [10] to describe the evolution
of two solitary waves kink/antikink type to equation (0.6) with f = F’(u); namely,
we present sufficient conditions for the nonlinearities F'(u) and initial data under
which the kink—kink and kink—antikink collisions occur, without changing the shape
of the waves after interacting.

In Chapter 3, we present the main result of our research, which consists in the
constuction of an absolutely stable finite differences scheme to equation (0.6). The
scheme was tested, implemented and applied to a number of nonintegrable versions.
The numerical result shows that the kink—kink and kink-antikink pairs interacting
without changing the shape of the waves, including the case when the conditions
given in [14, 10] are not satisfied. Furthermore, we obtained an unexpected result:
three kinks can interact preserving the sine-Gordon scenario. This is described in
the conclusions of this document.



Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar el proceso de propagacién e interaccién
de ondas en un medio no lineal descrito por la ecuacién

ot?  Ox2

>—|—f(u,x,t):0, t>0 zeR! (0.6)

Aqui € > 0 es un pardmetro pequeno y f(u,x,t) pertenece a una clase de funciones
no lineales suaves.

El resultado principal consiste en la creacién e investigacién de un esquema de
diferencias finitas absolutamente estable para la ecuacién (0.6). Este resultado fue
publicado en [19] y presentado en los siguientes congresos académicos:

= Congreso Internacional “II Interactive Meeting of Applied Mathematics”, 11
EIM@ 2009 [11].

= Congreso Nacional “II Taller de Geometria y Sistemas Dindmicos”, Hermosillo,
Sonora, Marzo 2011.

s “XXI Escuala Nacional de Optimizacién y Andlisis Numérico”, Cuernavaca,
Morelos, Marzo 2011 [21].

s “International Seminar on Applied Analysis, Evolution Equations and Con-
trol” (ISAAEEC), Ciudad de México, D.F., Mayo 2011.

Ecuaciones del tipo (0.6) aparecen en teorias tales como superconductores lin-
eales, cristales, pulsos ldser, geometria de superficies, etc. (ver por ejemplo [20, 13]).
La existencia y unicidad de la solucién del problema de Cauchy o del problema mixto
para la ecuacién (0.6) puede ser probada (para ¢ = cte > 0) utilizando el método de
compatibilidad [16]. El modelo més importante del tipo (0.6) es cuando F’ = sen(u),
llamada ecuacién sine-Gordon, la cual es completamente integrable, lo que implica
la posibilidad de una descripciéon analitica del proceso de propagacién e interaccion
de ondas [12, 1]. Parcialmente, la ecuacién sine-Gordon tiene, para todas V € (0, 1),
soluciones especiales llamadas kink

u = darctan <eXp (%)) (0.7)

XIII
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y antikink

u = darctan <exp <—%>> . (0.8)

Es claro que con € < 1 las soluciones (0.7) y (0.8) son igual (con precisiéon O(e*))
a una constante (0 6 2m) fuera de la e-vecindad de la trayectoria x = Vt, mientras
que u varia de 0 a 27 dentro de esa vecindad. Este tipo de soluciones se llaman
“soluciones de variacién rapida” [18]. De hecho, es conocido que estas ondas de la
ecuacion sine-Gordon interactian sin cambiar sus formas y el inico resultado de la
interaccién es un cambio de fase (ver [23]). Llamaremos a este tipo de interaccién
“escenario sine-Gordon” y a la ecuacién de la forma (0.6) la llamaremos ecuacién
“tipo sine-Gordon”.

En el caso general, una onda con variacién rapida localizada es tal que en cada
tiempo t, varia lentamente fuera de una pequena vecindad del frente de la onda
x = ¢(t) y rapido cerca del frente. Un ejemplo de una funcién con variacién rapida
localizada es una onda de choque suave u = u(x,t,¢) (ver Figura 01), la cual es una
regularizacion de la funcién discontinua

[ uT(z,t) paraz > @(t),
u(@,t) = { u”(z,t) para x < (), (0.9)

tal que u(z, t,¢) es igual a u™ (z,t) fuera de una pequena “zona de transicién” (vecindad
del frente z = ¢(t)) y varfa de u™ |, ()—0 & U™t [g=(z)+0 como una funcién suave den-
tro de la zona de transicién. Claro que en el caso especial obtenemos kink/antikink
(0.7), (0.8).

-

Figura 01: Onda de choque suave, con z = ¢(t) la posicién
del frente, V' = ¢(t) la velocidad del frente.

Otro ejemplo de una funcién con variacion rdapida localizada es una onda solitaria
distorsionada (solitén) (ver Figura 02), la cual es una funcién en forma de campana
estrecha (de ancho ~ ¢).La “distorsién” de onda solitaria consiste en la variacién de
su amplitud y su velocidad con el tiempo.
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Figura 02: Onda tipo solitén

Se han propuesto métodos de construccién de soluciones asintéticas. Por ejemplo,
en el siglo XIX se desarroll6 el método WKB, para ecuaciones lineales cuya solucién
propuesta es de la forma

"= exp {55(:5, t)} ozt 2),

donde S(z,t) y ¢(x,t,¢) son funciones suaves.

Una generalizacién del método WKB a ecuaciones diferenciales parciales no lin-
eales es el método de Whitham [25], para soluciones asintéticas rdpidamente os-
cilantes. Con este método la solucién asintética es de la forma

N
- S(z,t) N
u=>Y 'F <Txt + 0N, (0.10)

1=1

donde la funcién F;(7,x,t) es suave en todas las variables y es periddica en 7 con
periodo constante.

En los anos setenta y ochenta del siglo pasado se desarrollo el método Inverse
Scattering Transform [12, 1], una técnica que permite construir soluciones exactas de
ecuaciones diferenciales parciales integrables. Ademads, es posible obtener soluciones
exactas que describan la propagacion e interaccion de ondas no lineales. Sin embargo,
esta teoria tiene un rango muy estrecho de aplicabilidad, ya que requiere que la
ecuacién tenga una estructura especifica, esto es, que la ecuaciéon en su término
principal debe ser reducible, por medio de cambios de variable apropiados, a una
ecuacién con coeficientes constantes para poder ser integrada por dicho método.

Al mismo tiempo, V. P. Maslov y G. A. Omel’'yanov [17, 18] modificaron el
método de Whitham, lo cual permitié describir la propagacién de ondas no lineales
con variacion rapida localizada para ecuaciones no integrables.

Posteriormente, tal como se establece en [5] se presenté un nuevo enfoque para
la construccién de soluciones asintdticas, llamado método asintético débil, el cual
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permite describir la propagacion y, lo més importante, la interaccion de ondas no
lineales para ecuaciones no integrables con variaciéon rapida localizada. La solucion
asintética es tratada en el sentido del mapeo continuo de un intervalo [0, 7] al espacio
de funcionales D’. La principal ventaja de este método es la posibilidad de reducir
el problema de describir la interaccion de ondas no lineales a un analisis cualitati-
vo de algun sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (en lugar de ecuaciones
diferenciales parciales).

A continuacién, se describe de forma resumida el contenido del presente trabajo.

En el Capitulo 1, se presenta el procedimiento para construir una solucién
asintotica tipo kink para la ecuacién sine-Gordon con coeficiente variable (que cor-
responde a (0.6) con F’ = a?(z,t)sen(u)), con precisién arbitraria, utilizando el
método Whithman, aunque, cabe aclarar que, la solucién mostrada aqui contiene
tnicamente el término principal.

En el Capitulo 2 utilizamos el método asintético débil [10] para describir la
evolucién de dos ondas solitarias tipo kink/antikink de la ecuacién (0.6) con F' =
F'(u), es decir, presentamos condiciones suficientes para la no linealidad F'(u) y
datos iniciales bajo las cuales colisiones kink—kink y kink—antikink ocurren, sin que
las ondas cambien de forma después de interactuar.

En el Capitulo 3, se presenta el resultado principal de nuestra investigacién, se
presenta un esquema de diferencias finitas absolutamente estable para la ecuacion
(0.6). El esquema fue probado, realizado y aplicado a un nimero de versiones no
integrables. Los resultados numéricos muestran que los pares kink-kink y kink—
antikink interactian sin que las ondas cambien de forma, incluyendo el caso cuando
las condiciones dadas en [14, 10] no se cumplen. Ademds, se obtuvo un resultado
inesperado: tres kink pueden interactuar preservando el escenario sine-Gordon, el
cual se describe en las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

Solucion asintotica de la ecuacion sine-Gordon
con coeficiente variable

1.1. Introduccion

En este capitulo, utilizando el método asintético clasico [17, 18], construiremos
una solucién asintética u(zx,t, ), tipo kink, para la ecuacién sine-Gordon con coefi-
cientes variables ) )

v 0%u
2 2
<W - @> + a“(z,t)senu = 0, (1.1)
donde a = a(x,t) > 0,0 € C®, z € R', t € (0,7] y € — 0 es un pardmetro pequefio.

En el caso cuando (1.1) es de coeficientes contantes, esto es & = g constante, la
solucién exacta, llamada kink, estd dada por

u(z,t,€) = darctan (exp <5L(’D(t)>> :

€

donde
g dy

=0p(t) =Vt = — =

y V € (0,1) es un niimero arbitrario.

1.2. Construccion de la solucion asintotica

Empezaremos por introducir una notacién para las clases de funciones que vamos
a utilizar.

Denotaremos por S al conjunto de funciones infinitamente diferenciables f(n, z,t)
tal que f y cada una de sus derivadas tienden a cero cuando  — 400 uniformemente
en x,t mas rapido que cualquier potencia de 1/|n|.

También denotaremos por H al conjunto de funciones infinitamente diferenciables
g(n,z,t) tal que dg(n,x,t)/0n € S.
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A continuacién presentaremos la definicién de una funcién u del tipo kink (ver
[17, 18]).

Definicién 1.1. Una funcion u = u(x,t,€) es llamada tipo kink si u tiene la sigu-
iente expansion en el pardmetro pequeno € € (0,1]:

N
u(e,t,e) = Vo) + Y& (us(a,t) + Vin2.1)) |
j=1

+ O<5N+1),

(1.2)
donde ¢, p1, uj(x,t),j =1,...,N son ciertas funciones suaves y Vj,j =0,...,N son
funciones de H tales que V; — 0 si 1 — —o0.

n=(z—p(t)—ep1(t))/e

En nuestro problema, consideraremos u € (0,27), por lo que Vy — 0 cuando
n — —oo implica que Vy — 27 cuando 1 — +oo suficientemente réapido.

Procederemos a construir una soluciéon asintética tipo onda de choque de la
ecuacién (1.1), utilizando (1.2) hasta O(e?), esto es

u(z,t,e) = Vo(n,t) + e(uy (z,t) + Vi(n, z,t)) + (ua(z, t) + Va(n, z,t)). (1.3)

Para esto, se sustituye (1.3) en (1.1) y se agrupan los coeficientes de ¢ de igual
potencia. Teniendo en cuenta las identidades

0? T — 9 —¢ep; 0?
2 _ 2
C o2 <f,$,t = (pta—nQV(n’x,t)

0?2 0 0?2
+e€ <2(Pt¢1ta—772 - @tta—n - 2901&8—772) V(n,x,t)

0? 0 0? 0?
of 200 0 oo
+e (‘Pu o 1t o 2014 ot + 8t2> V(n,xz,t),

0?2 T — @ — &P, 0?2 0?2 0?2
2 Y R . 174 Vv 2 1%
¢ O0z? < € ' t> on? (n, @,1) +2¢ ondx (n,2,8) + ¢ O0z? (n,2,1),

obtenemos la relacién

92 .
{62 = 1 el + 2 futnt.0) + o sen(utrn.1.9) !
n=(z—p—ep)/e
(1.4)
donde u(n,t,e) es (1.3) y
~ 0 0 3} 2
I = — [2<Pta + 28_x + ‘Ptt:| o + 2%@“8—772’
~ 0 0 , 02 0?2 9?
Iy = — 29011&& + Q1 8_’17 +901ta—772 + @ — W
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La relacién (1.4) es vélida si

2

{68 =1 el + 22 bl t.2) + 2o sentuti 1, 2) = O ),

para todos los valores 1, x y t independientes.

Por otra parte, utilizando la férmula de Taylor se tiene que
o?(z, t)sen(u(n, t,€)) = o?(x, t){senVo—l— |:E(U1 + Vi) + e (ug + Vg)] cosVy

1
- gsz(ul + Vi)2senVj + (9(53)}.

Ademsds, dado que x = ¢ + ¢(n + ¢1), para cada funcién g € S

o?(z,t)g = o*(p +e(n+¢1),t)g

1
= {a¥(p.0) + et + e1)aZ (0. ) + 582+ ¢1)%2 (,1) by + O(),

y debido a que senVy — 0 cuando n — 0, entonces
o?(z,t)senVy = (¢, t)senVp

e @21+ Vi)eosth + a2 ()00 + pu)senta
2) 2 L s 2
+e {a (@, t)(ug + Va)cosVy — 3¢ (x,t)(u1 + V1)“senVy

1
e nm 901)25911‘/0}-

2

Sustituyendo la relacién anterior en (1.4) y agrupando los coeficientes de € de igual
potencia, se tiene que

9*Vy

(6 = 1)z + 0 (o t)sen
2 62‘/1 = 2 2/
+e3 (o — 1)8—772 + 1L Vo + (2, ) (ur + Vi)eosVo + ag (@,8)(n + p1)senVy

Ve - ~
+ 62{(90? —1) an22 + 1L VE 4 TV + o (2, t) (ug + Va)cosVy

1 1
— g0 (1) (ur + Vi)PsenVh + 52" (0, 1) (n + 901)25911‘/0}: O
(1.5)
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Lema 1.2. Sean ¢(t) y p1(t) funciones infinitamente diferenciables para t € [0,T],
entonces el término principal (con presicion O(e)) de la solucion asintdtica tipo kink
de la ecuacion (1.1) tiene la forma

Vo = darctan <emp (5:5 —elt) Ewl(t))) +0(e), (1.6)

3

donde
- et 17)

Demostracion. De (1.5) tenemos que

9 d*V; 9
(o7 — 1)d—172 + a”(p, t)senVy = 0, (1.8)
donde t se considera como un parémetro.

Multiplicando (1.8) por dVp/dn e integrando con respecto a 7, se obtiene la
relacion ,
2 _
20%(p,t) \ dn

y dado que dVy/dn — 0y cosVy — 1 cuando  — 00, entonces K tiene que ser —1,
lo cual implica que |¢¢| < 1, por lo que

(%‘?)2 = 26%(1 — cosVp), (1.9)

y cuya solucion esta ecuacion diferencial es
Vo = darctan (exp (8n)) . (1.10)
O

Nétese que en (1.10) obtuvimos Vy = Vy(n), pero n estd en funcién de ¢ y 1,
que falta por determinar, y que lo haremos a continuacién.

Igualamos a cero el coeficiente de € en (1.5), esto es

oY% ~
(@2 —1) 87721 +a?(z, ) (ur +Vi)cosVo+11 Vo+a2 (o, £) (n+p1 )senVy = O(e). (1.11)

Primeramente, obsérvese que ﬁlvo — 0, senVy — 0, ?Vy/0n? — 0y cosVp — 1
cuando 1 — Fo00. Ademés, dado que Vi — 0 cuando n — —oo, entonces a?(x, t)u; =
O(e) y por lo tanto u; = 0. Luego, cuando n — oo, o?(z,t)V; = O(e), lo cual
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implica que Vi — 0 cuando 1 — oco. Esto nos conduce a que V; € §. Por lo tanto,
reescribimos (1.11) de la siguiente manera

A% ~
(¢? — 1)W1 + o?(z, t)VicosVy + I Vo + o2 (0, 1) (n + p1)senVy = O(e).  (1.12)

Dado que en el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién (1.12) VicosVy
tiende a cero cuando 1 — +00, entonces a? (z,t) puede ser escrito como

(:EtVl {a o, t) +€(77—|—<,01)0z§/(<,0,t)}V1—1—(9(62). (1.13)

Sin embargo, la relacién anterior modifica las expresiones para los coeficientes de &
y €2 en (1.5), quedando como sigue

0V, ~
s{(so% 1) +a(e ) VicosVo + Vo + o (¢, ) + sol)senvo}
: PV, .
€ ( — 1)8— + a (a:,t)(uz + Va)cosVp + 111 V1 + 11o W)
] Ua . (1.14)
- §a2(:17 t)ViZsenV + 2a "(0,1)(n + 1)*senV)y

+a2(o,t)(n+ 901)‘/10081/0}: O(e%).

De (1.14), igualando a cero el coeficiente de ¢, se tiene que

(pf =1 + (e, t)VicosVp = —TI1 Vo — a2 (¢, )(n + p1)senVo.  (1.15)

Reescribimos la ecuacién anterior de la siguiete manera
LV, = Fy, (1.16)

donde
2

~ 0
L= (¢} - 1)ﬁ + o (¢, t)cosVy,
Fi(n,t) = =1 Vo — a2/ (9,£)(n + ¢1)senVp.
Observe que el operador LenH es autoadjunto y su kernel es 9V /0.

Lema 1.3. Sea F(n,t) € H. Una condicion necesaria y suficiente para la solubilidad
de (1.16) en la clase H es que

Fi(n,t)—Ldn = 0. 1.17
| AmoZGla (117)

—00
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Para demostrar este lema, se multiplica a (1.16) por 0Vy/0n y se intregra con
respecto a 7 el lado izquierdo de (1.16) y se verifica que es igual a cero.

Lema 1.4. La condicion (1.17) es equivalente al sistema Hamiltoniano

C;_f _ g_g’ % _ _Z_I;, H=\/a2(¢,0) + P2(D). (L18)
Ademds, p? < 1 uniformemente en t.
Demostracion. De acuerdo con el Lema 1.3
- /_OO Hl%%vo dn — /_C: o (¢, ) (n + wl)%—‘;osen%dn =0. (1.19)

Sustituyendo II; y utilizando (1.8), reescribimos (1.19) como sigue

/OO v PVo o Vo Vo OV OV
- PP o ('Dtan(‘?t Ondx Pit an | on Ui (1.20)
2/ 0o ’
_Oéx(cpvt) 2 / aVv(]a‘/(] _
Oéz(QO,t) ((pt 1) _00(77+ ) a a 2 -5 d

Integrando por partes se verifican las siguientes identidades:

/w%82%d _0 /OO %82‘/% _l/w W 2d
oo T L T e T2 oy ) T

y que al sustituirlas en (1.20) se obtiene

> (Vg d [* (%) o , © (),
—Sﬁtt/_oo <5—77> dn — vro | (3—77> dﬁ—zag(%—l)/_oo B dn =0,

que equivale a

d < Vo \” a2, (W’ _
() i [ (e o

Utilizando (1.7) y como

/_m@—?) @ —4ﬁ/wm>°’

entonces (1.21) queda como sigue

d aol,
77 (Ben) + - ¢ (1.22)
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Definiendo P := Sy, utilizando (1.7) y considerando (1.22), se tiene que

P p— e t)a(p,t)

tTVeER e T et Pr

Si denotamos por H = y/a?(p,t) + P2, ¢ = ¢(t) es solucién del sistema Hamil-
toniano

dp OH dP OH
—_ = — —_— = 1.2
dt 0P’ dt Op (1:23)
Ademsds
om ____»p
o \/a?(p,t) + P?
lo cual implica que
ol = |22 <4
Pt = P
O

A continuacién, igualamos a cero el coeficiente de 2 en (1.14), con el fin de
obtener @1, esto es,

O’V ~ ~ 1
(¢? —1) 5 20 + o?(x,t) (ug + Va)cosVy + I Vi + IV — —=a?(z, t)VisenV,
L 2 (1.24)
+ 508 (2 )(n + @1)PsenVo + o (,1) (0 + 1) VicosVy = O(e).

R Obsérvese que en la ecuacién anterior 92Vy/0n? — 0, senVy — 0, ﬁ1V1 — 0,
IILVy — 0 cosVy — 1 cuando n — +oo, ademds, como V; € S, entonces us =
ug(z,t) =0y Vo € S. Por lo tanto reescribimos (1.24) de la siguiente manera:

LV, = P, (1.25)
donde
o = 1 2 2 1 2// 2
By =—1LVy —1ILbVy + Pia (w,t)Vi"senVy + 5% (o, t)(n + ¢1)“senVy

—a2"(0,t)(n + 1) VicosVp.

De acuerdo con el Lema 1.3, una condicién necesaria y suficiente para la solubil-
idad de (1.25) es que

Fror—dn = 1.2
/_OOZann 0, (1.26)
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Lema 1.5. Sea ¢? < 1. Entonces (1.26) es equivalente a la ecuacion

d*p1 de
-~ =0

donde .
ﬁt 20%((,0, t)

MTTE T Taley)
L2 d (@), 0 (oh’(@,1)
== O pp— [ 22 )y 2 .
p2 = 5077 (p, ){%dt< 2 (o.1) o o) )|,
Demostracion. Sustituyendo Fy en (1.26), se tiene que

00 00 ()
- 29013 / V(]nvlntdn — Pt / VoandU + 2901&9011& / VOnVInndn
—00 —00 00

2z,t) [ o0
o (2% )/ ‘/()ansen%d?H—ai’(wt)/ (n + ¢1)ViVoycosVodn

—2901t/ VOnVOntdn_‘Pltt/ (V()n)zdnﬂoi/ Vou Vonndn

—00 —

00 2 o)
ay (@t
+ / Von Voredn + % (9t) / (n + ¢1)*VoysenVodn = 0.

_ 2 —0
Aqui y en lo que sigue, para k = 1,2
oVy 0%V, 0%V,
Viy 1= :

= 5—777 knn *— 8—772’ knt = m

(1.27)

(1.28)

Integrando por partes la tercera integral del lado izquierdo de (1.28) y utilizando

(1.8) se tiene que

*° a?(p,t) [
2%&@11&/ Vonvlnnd??=2<,01t(pt17(?;2)/ VicosVodn.
—0o0 —Ft —o0
Ademis,
o d o
2o [ VagVoudn =~ [ (Vi)

Utilizando (1.8), (1.29) y (1.30), reescribimos (1.28) como sigue:

o (o] a ’t o
— 204 / Voo Vigedn — o / Von Vipdn + 290115(’0{(7(’;2) / VicosVodn
o0 (o]

— — t —00

o?(z,t) [ 2 2/ o
-—5 VonVisenVodn + o, (¢, t) (n + ¢1)ViVo,cosVodn

d o o o
_@lta/ (Von)2d77—901tt/ (Von)2d77+/ Von Vouerdn

2 e t) (9} - 1) /°°

2 —
2@(%0, t) _00(77 + (101) %n%nﬁdn - 0

(1.29)

(1.30)

(1.31)
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Ahora calculamos las derivadas de (1.6) que seran utilizadas més adelante. Dado
que

Voo 243 Ve 232senh(Sn) Ve 26
017 cosh(py)’ O™ cosh?(Bn) 0™ cosh(Bn)’
entonces 8 ﬁ 8 8
1t ¢ ¢
Vou = ?nvon 3 Vo, Vont = 3 —Voy + 5 —1Von- (1.32)

Por otra parte, multiplicando (1.15) por Vi, e integrando con respecto a 7 se
tiene que

(7 — 1) / VigVigndn + o2 (p, 1) / ViVaycosVodn

= 29013/ ‘/Ont‘/lndn"i'(’ptt/ ‘/()n‘/lndn (133)
2 / Vo Vindn — a2 (1) / (n+ 1) ViysenVodn.

Es obvio que la primer integral del lado izquierdo de (1.33) es igual a cero. La
segunda integral del mismo lado la integramos por partes, resultando que

2 o Oé2 (907 t) * 2
a (gp,t)/ ViViycosVodn = 7/ Vi VopsenVodn.
—00 2 —o0
Por consiguiente, (1.33) queda como sigue:

) [ v v — [ v Loy Vor — 20001, Vi
Yy on Vi senvoan = 109 2¢¢ Vot + @1 Voy — 2001t Vonn
oo oo (1.34)

- a?cl(% t)(n+ cpl)senVO}dn,

Sustituyendo (1.34) y la primera igualdad de (1.32) en (1.31) y agrupando térmi-
nos, se obtiene la siguiente ecuacion

d o0 o
—2— / VonVigdn + o2 (0, t) / (n+ 901){‘/1‘/017008‘/0 + VmsenVo}dU

dt(pt .
d = B 2 0 az'(p,t) [
~ Lo [ o+ 2 [ v an - 20, [ iy pan =0,

(1.35)

Integrando por partes la cuarta integral del lado izquierdo de la ecuacién anterior

se tiene que
o a o
| g atin= [ aa)dn=o.
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Ademis,

[e.9]

© 0
/ (n+ 4,01){V1V()ncosvo + VlnsenVo}dn = / (n+ gpl)a—n(‘/isen‘/{))dn

1 o0
-7 /_ Vi Vo,

Por lo que (1.35) queda de la siguiente manera

d o0 o0
dt{wlt/ (V0n)2d77+290t/ Voandn}

2//( (1.36)

Oé

x 7t > o
+ 5(§ / ‘/Onvlndn Ld )(,01/ (‘/077)2d?’] =0.

232

A continuacién, obtendremos una expresién para la integral de Vg, V1,,. Para esto,
consideremos (1.16), donde la parte derecha que es Fi, esta expresado como

Vi =F = 20¢Vont + 0 Voy — 20101t Vo — 043/(907 t)(n + @1)senl. (1.37)

Utilizando la segunda expresion de (1.32), (1.8) y (1.22), (1.36) se transforma en

2/ 2/
~ a , T
LV, = — <90tt + %) (V()n + 277‘/07777) <2(,0t<,01t + 22 )(P1> VOrm (138)

Por lo tanto, V7 es de la forma V; = (01772 + con =+ ¢3) Vo, y su derivada con respecto
anes
Vig = (2c1n + c2)Von + (c1m® + can + ¢3) Vo
Entonces
o

/ Vgnvlndn:/ (2c1n+02)(V0n)2d77+§/ (cm2+0277+c?,)

e 2
5 5 o (Von)dn. (139

Sustituyendo en (1.39) cada una de las siguientes integrales, mismas que pueden
verificarse integrando por partes,

o0 o a
/ 77(V077)2 =0, a—n(VOn)zdn =0,

o0 a o0
/’n%@mﬂmz—/ (Vo) 2,

—00 —00

[oe) a o0
/ 7728_77(‘/077)25177 = _2/ 77(V0n)2d77 =0,
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obtenemos que

(e e] 1 [e.e]
/ Vo Vindn = 5@2/ (Vo )?dn. (1.40)

A continuacién obtendremos el valor de cy. Para esto, aplicamos el operador La \%1
y el resultado lo comparamos con la parte derecha de (1.38).

LV = (¢} - 1){2¢1 (Vo + 20Vo) + 2¢2Vony + (c1n® + can + ¢3) Vo }
+ 042(% t){(c1n2 + con + Cg)Von}cosVO.

Comparando con (1.38) concluimos que

1 a2 (o) >
2 =———5——| 201 + 1 ),
2(p7 — 1) < 32
y dado que
62 — _042((‘0,t)
pr—1’
entonces ) o
t
02 _ ﬁ a ((107 ) (141)

a2, 0) " T 202 1)

Sustituyendo (1.40) y el valor de C5 en (1.36) y dado que
/ (‘/(]17)2(177 >0,

se obtiene que

d L1t 1 d O‘?c,(‘p’t) 1 (O‘?cl(‘p’t)y 1 2/ _
@<a2(%t)6>+ @l{dt< e, t>5‘”>‘% o2 t) T “”’”}‘(10'4 )

Derivando el segundo término del lado izquierdo de (1.42), utilizando (1.22) y las
igualdades

2o 2 (BN @2 (e0)
e Sy )= e - Saty
" oz?c/ ,tozi; , T
e (e )= ton ~ D,

se obtiene la siguiente expresién

d 1 d (a2 ,t o (a2 x,t

“w . Pt +20188 or— gg(('p ) 4= gg( )

dt\ o?(p,t)p) 2 dt\ a?(p,t) ) 0z \ o?(x,t)
que realizando algunas manipulaciones algebraicas simples nos conduce a la ecuacién
(1.27) cuya solucién representa el cambio de fase p; = ¢ (t). O

m}: 0, (1.43)
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Como consecuencia de los Lemas anteriores, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 1.6. Sean ¢, P y 1 soluciones infinitamente diferenciables de (1.18),
(1.27) para t € [0,T]. Entonces para cualquier entero N > 0 eziste una solucion
asintdtica tipo onda de choque mod O(eN*1) de (1.1) cuyo término principal tiene

la forma
Vo = 4arctan <e$p <5x —elt) - 6(,01(t)>> )

€

donde



Capitulo 2

Solucion asintética débil para el problema de
interaccién de ondas

2.1. Introduccion

A diferencia del capitulo anterior, aqui se analizard la propagacién e interac-
cién de ondas, especificamente, la interaccién del par kink-antikink considerando la
ecuacién tipo sine-Gordon, con la caracteristica de que después de la colisién entre
dichas ondas, estas preserven sus formas originales.

Consideremos una clase de ecuaciones de onda semil-lineales
e? (ug — Uge) + F,(u) =0, (2.1)
donde u = wu(x,t,e), € es un pardmetro pequeno y F'(u) = OF(u)/0u, con F(u)

es una funcién no lineal suave tal que la ecuacién (2.1) tiene soluciones del tipo
kink/antikink de la forma:

u(x,t,e) =w <Sﬁx _EVt> , (2.2)
donde
S==£1, B=1-VH2 Ve(1), wh) eCR),

w(n) -0 para n— —oo, w(n) —1 para n— +oo.

Vamos a suponer adicionalmente que w(n) tiende a sus valores limites suficien-
temente rapido, es decir

1 1

lwn)| < e~ cuando 1 — —oo, |w(n) —1] <cep™ cuando 7 — oco. (2.3)

La funcién (2.2) es llamada kink si S = 1 y antikink si S = —1, como se muestra
en la figura 2.1.

13



14 Capitulo 2. Solucion asintética débil para el problema de interaccion de ondas

(at) (b;
Figura 2.1: (a) kink; (b) antikink
En (2.2) la recta x — Vit = 0 es la trayectoria, en el plano, que sigue el frente del

kink o antikink, donde t representa el tiempo y V la velocidad.

Sustituyendo (2.2) en (2.1) se obtiene la ecuacién

dw(n)
ke 2F(w(n))- (2.4)

Para la existencia de soluciones tipo kink/antikink de la clase (2.2), (2.3) la
funcién F'(u) debe satisfacer las siguientes condiciones (ver [14, 10])

A) F(z) € C*(R), F(z) > 0 para z € (0,1),
B) F()(2) =0,i=0,1,...k, F®*) (%) >0,donde 20 =0y 2o =1y k=10
k=3,
Ademas, la condicién de periodicidad
C) F(z+1)=F(2)

nos permite considerar la superposiciéon de ondas y cualquier combinacién de kink -
antikink

- x — Vit —af 0 0
ugsz iﬁif o mig—rp>1, 0<tkl (2.5)
i=1

se aproximard a la solucién exacta del correspondiente problema de Cauchy.

Como ejemplos de funciones que satisfacen las condiciones A) - C) y que son
solucién (2.1) son

F(z) = #(1 —cos(27mz)), w= %arctan(e”), (2.6)
F(z) =sent(nz), w= %arccot(—\/iﬂn). (2.7)

El ejemplo (2.6) corresponde a la ecuacién sine-Gordon. Es conocido que los
kink/antikink de la ecuacién de sine-Gordon, la cual es integrable, interactiian sin
cambiar sus formas (ver [23]).Llamaremos a este tipo de interaccién “escenario sine-
Gordon”. Por consiguiente, el propdsito en este capitulo es determinar que condi-
ciones debe cumplir F(u) en (2.1) para que los kinks y los antikinks colisionen
siguiendo el escenario sine-Gordon.



2.2. Solucién asintética débil 15

2.2. Solucién asintotica débil

Dado que los kinks son suaves para € > 0y se convierten en no suaves en el limite
cuando € — 0, trataremos a las soluciones de (2.1) como un mapeo C*(0,7;C*(R;))
parae > 0y como C(0,T; D'(R,)) uniformemente en € > 0. Por tal razén, lo natural
es utilizar la definicién estandar de una solucion en el sentido débil, esto es

Una distribucién u € D'((0,T) x R,) es una solucién de la ecuacién (2.1), en el
sentido débil, si F'(u) € D'((0,T) x R;) y la igualdad

T poo
/0 /_ (E2U(1/Jtt — wxx) + TZJF,(U))dxdt =0 (28)

es valida para cualquier funcién de prueba ¥ (z,t) € D((0,T) x R,).

Sin embargo, existe un obstaculo al utilizar esta definicion, ya que el lado izquier-
do de (2.8) es O(g?). Para superar esta situacién, en [14] fue construida una nueva
definicién de solucién asintética, que a continuacién se presenta

Definicién 2.1. Una sucesion u(t,x,€), que pertenece a C>(0,T;C>®(RL)) para
e > 0 y que pertenece a C(0,T; D'(RL)) uniformemente en ¢, es llamada una solucion
asintdtica débil mod Opr(g?) de (2.1) si la relacion

oo

2_
at | o

o0

e2uyugpde + / {(Eut)2 + (cug)? — 2F(u)}wxdx = 0(e?) (2.9)

—0o0

es vdlida para cualquier funcién de prueba ¥ = (z) € D(R!).

Aqui el lado izquierdo es una funcién C* para € = const > 0 y una funcién
continua por pedazos uniformemente en ¢ > 0. La estimacién se entiende en el
sentido C(0,7):

g(t,e) = O(eF) & miéx |g(t,e)| < ceP.
t€[0,T]

El lado izquierdo de (2.9) es el resultado de la multiplicacién de (2.1) por ¥ (z)uy
e integrando por partes en el caso de u suave. Por lo tanto, es cero para cualquier
solucién exacta. Por otro lado, la relacién (2.9) es justamente la condicién de ortog-
onalidad que aparece en el capitulo anterior. Esta condicion garantiza la existencia
de la primera correccién y permite encontrar una ecuacién para el movimiento dis-
torsionado de frentes de kinks.

Definicién 2.2. Una funcion v(t,z,€) se dice ser de valor Opi(e¥) si la relacion

/ ot 3, )(@)dz = O(F)

—00

es vdlida para cualquier funcién de prueba ¢ € D(RL).
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2.3. Interaccion kink-kink

El caso de la interaccion de dos kinks, presentamos un resumen del analisis
realizado en [14]. Se consideré la ecuacién (2.1) con las condiciones iniciales

2 0 20
T —
uly—g = ;W(ﬁi —), E = —Zﬁﬂ/w L), (2.10)
donde 8; = 1/4/1 — V2, |Vi| € (0,1), y las posiciones iniciales de los frentes z¥ son

tales que 2§ — 2 > 1. Obviamente, se supone que las trayectorias z = Vit—l—:ng tienen
un punto en comun x = x* para un instante de tiempo t = t*.

El anzatz asintético para el problema (2.1), (2.10) tiene la siguiente forma:

o () o (D))

=1

Aqui ®; = ¢io(t) + e¢ir(7), dio = Vit + ¥ son las trayectorias de los kinks no
interactuantes, 7 = 1y(t)/e denota el “tiempo réapido”, ¥o(t) = Pao(t) — P10(t), las
correciones de las fases ¢;; son funciones suaves tales que

pi1 =0 asT— —00, ¢ — ¢ =const; asT — +00 (2.12)

con una rapidez no menor que 1/|7|. Ademds, A;(7) € C* son funciones que se anu-
lan exponencialmente cuando |7| — 0o, u es un pardmetro suficientemente pequeno,

e<pukl,y

iy = 70

donde m > 1 es un nimero arbitrario y Up(n) € C* es una funcién que se anulan
suficientemente rapido cuando |n| — oo.

El principal resultado obtenido en [14], para el problema (2.1), (2.10), es el
siguiente:

Teorema 2.3. Supdngase que A) - C) son vdlidas. Estableciendo las hipdtesis adi-
cionales

D) F(1/2+2) = F(1/2 — 2),
E) Sea la funcion F(z) tal que la desigualdad

| o< [V - V@D a1
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es vdlida uniformemente en 0 € (0,00). Entonces la interaccion de los kinks en el
problema (2.1), (2.10) preserva el escenario sine-Gordon con una precision Op(?)
en el sentido de la Definicion 2.1. La solucion asintdtica débil de (2.1), (2.10) tiene

la forma (2.11) con una eleccion especial de las amplitudes A; y del pardmetro p.

Observacion 2.4. La simetria D) ha sido supuesta sélo para simplificar el andlisis
asintotico.

Observacion 2.5. El sentido de la hipdtesis E) es el siguiente. Las correcciones de
las fases ¢;1 son soluciones de un sistema dindmico de 2 X 2 con una singularidad la
cual divide el plano fase en dos partes con la posible excepcion del punto (0,0). Las
hipdtesis (2.12) se satisfacen (en consecuencia, el escenario sine-Gordon se lleva a
cabo) si y solo si existe una trayectoria especifica la cual va de un semi-plano a otro
a través del punto (0,0). En la construccion de la solucion asintdtica la desigualdad
que aparece en la hipdtesis E) es muy complicada, por lo que ésta a sido cambiada
a la forma (2.13). Tal versién puede ser tratada como aceptable ya que se satisface
para la ecuacion sine-Gordon para cualesquiera velocidades Vi, i = 1,2. Lo mismo es
cierto para la nolinealidad

F(u) = sin®(7u). (2.14)
Teniendo en cuenta la libertad en la eleccion de las amplitudes A;, i = 1,2, la
hipdtesis (2.13) puede hacerse mds débil. Sin embargo, el sistema dinamico con A; #
0,1=1,2, es muy complicado y cuyo andlisis completo resta por hacer.

Obviamente, lo dicho anteriormente sigue siendo cierto para la interaccién antikink-
antikink

2.4. Interaccion kink-antikink

Centraremos nuestra atencién en la interaccién kink-antikink para la ecuacion
(2.1) con los datos iniciales

2 20 2 20
uli—o = ZW<Siﬁiu>a 6% = Z SiBiViw' (52'5@'3; i ), (2.15)
B i=1

9 9

i=1
donde Sy =1, S2 = —1, y la notacién 3;, Vi, ¥ es la misma como en (2.10).

Técnicamente, la construccién de la solucion asintética débil es similar al caso

kink—kink.

2.4.1. Construcciéon de la solucion asintética débil

De acuerdo a la definicién 2.1, para la construccion de la solucién asintética débil,
calcularemos las asintéticas débiles mod Op(e?) de las expresiones involucradas en
la ecuacion (2.9).
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Consideremos el término principal de la solucién asintética débil mod Opr(£?)
del problema (2.1), (2.15) mediante el anzatz

u= szw <Sﬁw> , (2.16)

i=1
que representa la suma de dos ondas solitarias. Aqui 5; y ®; estdan definidos como
n (2.11).
Primeramente, realizaremos los calculos para el término (cu,)?. Para simplificar,
en lo sucesivo denotaremos

Diferenciando con respecto a x el anzatz (2.16), multiplicando el resultado por
g, elevando al cuadrado e integrando, se obtiene

/_ (eug)*y(z)da —/ B2k <
/ B3 <
- /_OO 21 Bawo <ﬁ1

donde 9 (z) € D(R) es una funcién arbitraria.

> b(@)de

> Y (x)dx (2.17)
> X wo (52$ — (I)2> Y(z)dz,

Empezemos por analizar el primer término del lado izquierdo de (2.17).

00 —® 00
g [ o (51‘”” . 1>w(x>dx=eﬁl | b <§n+<1>1>dn,

—00 —00

donde

$—<I>1

n =/ -

Luego, aplicando la férmula de Taylor y utilizando la suposicién (2.3)
o (S @) = ol + Saven) + £ 0,
B B Qﬁz

donde & estd entre &1 y ®1 + en/f1, se tiene que

5%/_ (51 Q)l) Y(x)dr = efry(P1) /Oo w2 (n)dn+e> (®1) /OO el () dn+O(e3),

— 00 — 00
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dado que las funciones wp(n) y 1 son par e impar, respectivamente, entonces

/ﬁ/ma%(m$‘@”)wWMx:axW@o/ma%WMn+0@%

o € o
De manera similar, se obtiene una expresién para el segundo término del lado
izquierdo de (2.17).

En el tercer término del lado izquierdo de (2.17) hacemos el cambio de variable

-® - —&® by — 1
77:52$ 2, entonces x ! _ :E 2 + 2 L _ —n+ o,
€ € € € B2

donde o esta dado por

= P2- D =T+ ¢21(7) — ¢11(7). (2.18)

g

Asi, el tercer término queda como sigue

23132 /_OO wo <ﬁ1x _E(I)l>wo <ﬁ2x ;%) Y(z)dx

(e}

:ﬂww@g/cmw+&www@+owx

—00

donde 0 = (1//,. Por lo tanto (2.17) queda como sigue

o0 2 o0
| Curu@de =3 @) [ iy
=1 -0

- (2.19)
9By (Ps) / wol0n + B10)wo(n)dn + O(£2),
la cual es vélida para cualquier funcién de prueba.
Introduciremos la notacion
1 o0 o0
M) = o [ wnlmen®n+ Boydn, o= [ udmay  (220)

y reescribimos (2.19) de la siguiente manera:

00 2
/ (euz)*Y(z)dx = cay {Z Bip(®i) — 251711((1)2))\1(0’)} +O(e?). (2.21)
> i=1

En el sentido de distribuciones, se tiene que

2
(€ugc)2 = £as {Z 525(217 — q)i) — 251)\1(0)5(!17 — (1)2)} + 091(62), (2.22)

i=1



20 Capitulo 2. Solucién asintética débil para el problema de interaccion de ondas

donde ¢ es la distribucion Delta de Dirac.

Dado que ®;(t,7,e) = ¢io(t) + eps1(7) y al momento de la interaccién (z*,t*)
P10(t*) = ¢20(t*) = * = Vit* + a2, entonces

D, = Vit + (a:* — Vzt*) + E¢i1(T)

2.23
:a;*+V,~(t—t*)+s<;5,~1(T). ( )
Sustituyendo (2.23) en (2.18), se obtiene
o= Vg(t — t*) +epo — Vi(t —t*) —ednr
6 )
lo cual implica que
t—tF = S(a + ¢11 — ¢21), donde v:i=Vy -V,
aplicando la igualdad inmediata anterior en (2.23), se obtiene que
* Vi 1
O =a"+¢ P ;(Vicbll — Vigar + (Vo — V1)¢i1) ;
y haciendo b; := V; /v, se tiene que
®; = 2" +¢ex;, donde x;=0b;o+ bydi11 — bia;. (2.24)

Nétese que Ai(o) — 0, no més lentamente que 1/|o|?, cuando |o| — oo. Por lo
tanto, utilizaremos el siguiente resultado:

Lema 2.6. Sea S(7) € C* una funcion tal que |S(7)| < ¢/|7| cuando || — oo. Sea
or(T) € C*® con la siguiente representacion:

or(1) = " +exi(r), xx(0) =0,

donde x* es constante y xr es una funcion que crece no mds que linealmente. En-
tonces

S(1)é(x —a") = 8()d(x — ¢x(7)) + Opr ().

Demostracion.

(S(1)d(z — pr) p(@)) = S(r)(pr)
=S(7) {zp(az*) + &?Xk(T)l//(f)}
= 8(7){(0(z — 2%),¥(x)) + eR(7),

donde R(7) € C* es una funcién acotada para T acotada y, ademads, cuando |7| — oo

17|

|[B(7)] < méx [ (ONS(T)€k(7)] < o < cte

7l
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Por el Lema anterior, reescribimos (2.22) como sigue:

(euz)? = cay {Zﬁl — 260 M6(z —x )} + Opr(2), (2.25)

A continuacién, de manera similar, se obtendra una expresion para (suy)?.

Derivando el anzatz (2.16) con respecto a t, se tiene que

2
1 T —
Uy = s Z Sifiwo <5i5i
i=1
donde ®;; representa la derivada con respecto a t y estd dada como

d¢z 1

®;\ -
) by, (2.26)

Py = v(bi + ¢}y) donde ¢y =

(2.27)

Multiplicando (2.26) por €, elevando al cuadrado e integrando, se obtiene

0 2 e’} i
/ (ewy)?op(x)dx = Z o2 / wi </3Z-”5 q”) Y(z)da
=1 -0

— 201 82P1:Poy /00 wo <51x —€<I> > (5233 — CI)2> Y(z)dz.
o (2.28)

De manera similar como se obtuvo una relacién para el término (su,)? y uti-
lizando las férmulas (2.20), tenemos que

2

/Oo (euy)?h(x)dx = eay {Z BZOLp(D;) — 251@1#1)21&)\11/1((1)2)} +0(e?),

—© i=1

en el sentido de distribuciones, se tiene que

2

(eut)? = cas {Z B2DL5(x — ®;) — 281 P11 Py N1 6 (2 — @2)} + Opi(€2)

=1
2
= €a2V2 {Z B; (b% + Qbi(ﬁ;l + @;1) 5(:17 — q)i) — 251/\1(1)115(1)2155(:17 — @2)} + Opr (62).
i=1

Agrupando la relacién anterior y aplicando el lema 2.6, se tiene que

(euy)? = eagr {Z Bib26(x — ®;) + K16(x — )} + Opi(£?), (2.29)
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donde
& 2
K= B (2bi + ¢ly) — 3P D1 Doy
i=1
A continuacién, se obtendra una expresién para el término eusu,. Procediendo
de manera similar como antes. Multiplicando las derivadas respecto a t y respecto

a x de (2.16), integrando el resultado respecto a x y aplicando las férmulas (2.20),
(2.24), (2.27), se obtiene

0o 2 2
| cwna(o)in =~ car 3 BVin(@:) - car Y Biveiyu(@)

T i=1 i=1
+zagf (@1 + ) { M) e (xoh + 000}
+0(e%),
(2.30)
donde
1 o0
Ao(o) = —/ nwo(n)wo(6n + Bro)dn.
as J_o

Escribiendo (2.30) en el sentido de distribuciones y aplicando el Lema 2.6, se
tiene que

2
2uu, = — cas Z BiVid(x — ®;) — eag Ko0(x — x™)

i1
2
) (2.31)
+ €2a2{VZ Bidixi — B (‘I)lt + ‘I’m) (X2)\1 + @)\2> }5/(95 —z7)
i=1
+ Opr (83).
donde )
Ky = Z (vBidi — B1aiPit) -
i=1

Derivando (2.31) con respecto a t y sustituyendo el valor de ®;;, se obtiene

0 dK, d /&
2 - _ 2072 o 2 % e / ok
ats Uy asy I (x —2*) + ecagv I <ZE:1 Bibidi1 + W)5 (x —2*)

2
+ean? Y Bib?S (@ — ;) + Opi(2),
i=1

donde
2
W = Kaxz + B1h; (x1 — x2) — 0ha Y Pir.
i—1
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A continuacién se obtendréd una expresién para el término F'(u), donde

Flu)=F (Zz:w (52-5@-37 ;q)i))

1=1
= () e ()

Primeramente, obsérvese que w(n) +w(—n) =1y F(z2+1) = F(z), implican que

F(w(=n)) = F(w(n)). (2.32)

Dado que F'(u) es integrable, entonces escribimos

/_o; F(u)(x)de = ZZ:/_(: F (w (5251%¢Z>> W(@)dz
! /_Z F(u) ~ éF (w (52-6,-”“’ f))] (x)dz.

Desarrollando en primer término del lado derecho de (2.33), queda

(2.33)

[ (v (58520 ) vlors = Zu@) [~ Femian+ o). @

oo €

Ademas, utilizando (2.4) y (2.20), la identidad anterior queda como sigue

/_o; F <w <Siﬁix —€<I>z>> Y(x)dr = %agw(@-) + O(e%). (2.35)

A continuacién, se obtendra una expresion para el segundo término del lado
derecho de (2.33). Considere el cambio de variable n = 8,2=22 entonces

£
/Oo
—00

donde

F(w -~ Y F (w (szﬂi”“’ = q’))] Y(@)dr = =(®:) 2 Ba+ O(), (236)

— € B2

Bp = 2 /OO [F(w(n) —w(On + Bro)) — F (w(n) — F (w(n + Bio))]dn.  (2.37)

az J_oo

Sustituyendo (2.35) y (2.36) en (2.33), se obtiene

2

/OO F(uwy(x)dx = Z %aﬂ)(@) +
—o0 i=1 "7

3

25V (@2)azBa + O(?).
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Escribiendo la identidad inmediata anterior en el sentido de distribuciones y dado
que Ba decrece suficientemente rapido aplicamos el Lema 2.6, con lo cual obtenemos
una expresion para F'(u):

_5— {Z 5 (x — @ +%5($—x )} + Opi(e?). (2.38)

En el cdlculo de las asintdticas débiles para los términos del lado izquierdo de
(2.9), también se obtuvo la convolucién

Ra(o) = = [ el (” ‘f“’) . (2.39)

as J_o

Lema 2.7. (Propiedades de las convoluciones). Bajo las hipétesis A)-D) las convolu-
ciones (2.20) y (2.39) existen y tienen las siguientes propiedades cuando o — +00:

|02\ (0)| < const, |oXa(0)| < const, |0?Ba(o)| < const. (2.40)

Ademdas, Ba < 0 para |o| suficientemente grande y

)\2(0‘) = 9(510)\1(0‘) —1—9)\2(0')). (2.41)
A continuacién, presentaremos los resultados ya obtenidos al calcular las asintéticas
débiles de (2.9) en el siguiente lema:

Lema 2.8. Supdngase que A)-D) y (2.12) se satisfacen. Entonces, las siguientes
relaciones son vdlidas:

2
(cug)® = eas {Z Bid(z — ®;) — 281 M6(x — :L"*)} + Opr(e?). (2.42)
i=1
(ewy)? = eagv {Z Bib?6(x — ®;) + K10(x — )} + Opi(e%). (2.43)

2
F(u) — {Zié(az—@i) +%5(w—x*)} + Opi(€%). (2.44)

0 dK.
a(gutux) = —aq?—= o 2

5($—$ )+ECL2V - (Z/Bz z¢zl+W> 5/($—$ )

+ €a2V2 Z ﬁzbfé’(x — q)i) + 091(62).
=1
(2.45)
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Aqui y en lo que sigue

2
2
Ky = 2_; Bida (2bs + ¢i1) — —5Bida @1 P, (2.46)
2
Ky = Z (vBidy — BidaPar) (2.47)
i=1
2

W = Kaxa + 8161 (x1 — x2) — 0 Y Pur, (2.48)

donde a6
By = vl + dh), = (2.49)

dr -~

Ademas, la Definicién 2.1 implica la relacién
9 9 2 2 _ 2

2 <Pusutg — 8${(6ut) ~(eup)? — 2F(u)}_ O (£2). (2.50)

Sustituyendo las férmulas (2.42) - (2.49) en (2.50), se obtiene una combinacién
lineal de las funciones §(z — z*), ' (z — 2*) y ' (x — ®;):

£az Z{ 2/82b2 Bi + 3;
Bn

+ cagv {de—W—i—ZZﬁl 2¢zl K+ —= <51)\1+5—>}5/($—$*) :O'D/(€2).

T

}(5’(3; —P;) — 2&21/2%5(1% —z")

)

Igualando los coeficientes de ¢’ (z — ®;),0(x — z*) y 0'(x — x*) a cero, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones

) 1 1 o
B; <b g =0 i=12 (2.51)
dK>
=0, (2.52)
dw B
2=+ 22 Bibidly — K1 + — (251>\1 + 5—A> = 0. (2.53)
2

De (2.51) se obtiene que 82 = 1/(1 — V), i = 1,2. Dado que ¢, — 0 cuando
T — +o00 e integrando (2.52), obtenemos que

2
Z {I/ﬂlqb;l - 51/\1@#} = 0. (254)

1=1



26 Capitulo 2. Solucién asintética débil para el problema de interaccion de ondas

Utilizando (2.18), reescribimos ¢}, en términos de 0., ya que

do

o = L+ om — (2.55)

Resolviendo el sistema (2.54), (2.55) para ¢} y ¢y, tenemos
(9)\1 — 1)0'/ + 1+ 29)\11)1

U
(bll_ 1+9—29)\1 ’
¢, :9(1—)\1)0,—1—1—2/\1()2
21 1460 —20)\

Para simplificar, reescribimos el sistema inmediato anterior como:

don _ _rq, % = 0F Gy, (2.56)

dr T

donde

F=(146-20M)"", Gi=(1-0\)o.—1—20b), (257)
Gy = (1—)\1)0';_—14-29()2)\1. ’

Obsérvese que el lado derecho de las ecuaciones (2.56) dependen de o, misma

que serd considerada como una funcién desconocida. Para completar el sistema es

necesario considerar la ecuacién (2.53), pero antes, reescribiremos la expresion para
W definida en (2.48).

Dado que x1 — x2 = o(by — b2), utilizando (2.54) y las ecuaciones (2.56), se tiene
que
W = (810 + 0X2) FG1 — 0*XaFGo — (b1 + b2) Ao

Realizando algunas manipulaciones simples, la ecuaciéon anterior es equivalente a

W do <
== Ld_T — Bro — 2(1)1)\2 + 0baA2), (2.58)
donde B
L= 510’ + 9)\2 — )\2. (259)

Despejando las derivadas de o y W de (2.58) y (2.53) respectivamente, pode-
mos reescribir la ecuacién de segundo orden (2.53) como un sistema de ecuaciones
autonomo de primer orden

do dW
dr @ dr ’ (2.60)
donde

Q= l {g + B0+ 2(()15\2 + 0b2>\2)} ) (2.61)



2.5. Analisis del sistema dindmico bésico 27

:%ﬂl (1= 0A)Q? — 2[1 — A1 (by — 66:)]Q + 1 — 271 (667 + b2)}

B1 Ba
N (Al * 25@) '

Antes de realizar el andlisis del sistema dinamico (2.60), definiremos condiciones
adicionales para éste. La primera hipdtesis en (2.12) y (2.18) implican que 0 — 7
cuando 7 — —oo. Ademés, dado que Aa(0) — 0 y A2(0) — 0 cuando 7 — —oo0,
entonces L = 10+ 0Xy — Ay — Pro, F — 1/(1+60) y W — 0. Por lo tanto, la
condicién inicial es:

P
(2.62)

7, 1, W —0 cuando 7 — —o0. (2.63)

-
La segunda hipdétesis en (2.12) y (2.18), (2.58) implican que o y W deben tener los
mismos valores limites (2.63) cuando 7 — oo. Asi, la validez de nuestras hipdtesis es
equivalente a la existencia de una trayectoria v; = (0 = o5(7), W = Wy(7)) tal que
satisface la condicién (2.63) y

Os

— =1, Wy—0 cuando 7 — o0.
-

2.5. Analisis del sistema dinamico basico

Hacemos los cambios de variables 7/ = 817, ¢/ = 317 y omitiendo las primas,
reescribimos el sistema (2.60) en la misma forma pero con los lados derechos mas
simples:

1

W _
Q= E {? +o0+ 2(1)1)\2 + 952)\2)} , (2.64)

f
P=3

{(1=02HQ? — 2[1 — Ay(bz — 001)]Q + 1 — 27 (603 + b3) }

1 Ba
Rz </\1 * 2ﬁ1ﬁ2> '

Aqui L, F, y las convoluciones tienen la forma (2.59), (2.57), (2.20), (2.39), (2.37),
pero con argumentos como si 1 = 1.

(2.65)

En el siguiente lema se resaltan algunas propiedades de las convoluciones.
Lema 2.9. Bajo las hipdtesis del Lema 2.7 las siguientes relaciones son vdlidas:
M(=0) =X(0) >0, M(o) =X +0(c?) cuando o — 0,

sgn(oha(0)) = —1,  sgn(oXq(o)) = 1,
Ao(—0) = —X2(0), Aa(—0) = —Xa(0),
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A(0) =X+ O@6?), (o) =X +0(c?) cuando o — 0,
Ba(—0) = Ba(o), Ba(o) = BX +0(c?) cuando o — 0,

donde
A= X(0), B :=Ba(0),
1 [ dwy(2)
1. = 0
A= | o)==, dn <0,
< 1 [ dwo(z)
Y e — d .
2 o ] o (1) — > R 0

Las propiedades del Lema 2.9 y las féormulas (2.57), (2.59), (2.64), (2.65) implican
los siguientes resultados:

Corolario 2.10. El sistema (2.60) es invariante con respecto al cambio de variables
T—= -7, 0——0, W—=-W
Corolario 2.11. Bajo las hipdtesis del Lema 2.7
Llo—o =0 (2.66)
y las siguientes estimaciones son vdlidas, uniformemente en o,

(140 '<F<(14+60-2000":=F<(1-vH)~2 (2.67)

La igualdad (2.66) muestra que el sistema (2.60), (2.64), (2.65) tiene una singu-
laridad en la recta (0, W) sobre el plano (o, W). Supondremos que esta singularidad
es del tipo 1/0 y que no existen otros puntos de singularidad. Por tal razén agre-
garemos la siguiente hipétesis adicional:

E1l) Sean la funcién F' y el nimero 6 = 31/, tales que

dL
L(c) >0 para o>0, L;:=— > 0.
do lo=0
Noétese que esta ultima condicién implica que
0#1 (2.68)

dado que
Lilo—1 = {1 =X} 4+ 03} o—1 = 0.

Reciprocamente, bajo la condicién (2.68) la estimacién (2.67) garantiza que F < cte
uniformemente en o. Por lo tanto, la singularidad de @ es del tipo 1/o.
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A continuacién, investigaremos cuando una trayectoria puede pasar del semi-
plano izquierdo al derecho. Es obvio que esto puede ocurrir sélo a trevés del punto
(0,0).

Consideremos una vecindad pequena del origen de coordenadas. El Lema 2.9
implica que el sistema dindmico tiene la siguiente representacién para |o| < 1:

1 —
do {K+1+2(b1)\§+0b2/\§)} +O(0* + [oW)),

E N L1 0]:0
(2.69)
aw Ry 02\ [do\* 0 do )
— _7{(1—%1 ) (E) —2(1=M(by = 0b1)) == + R § +O(0?),
donde .
R=1-2)\0 (b3 +0b7) — 2 A+ 4 . (2.70)
V2 Fo 23182

Ahora, mediante manipulaciones algrebraicas transformaremos el sistema (2.69)
como sigue; despejando W de la primera ecuacién en (2.69), derivando con respecto
a 7y el resultado lo igualamos con el lado derecho de la segunda ecuacién de (2.69),

obteniendo
led_;(gz) - (1 - 0»1)2) <fTZ>2 + [2A7(bg — 0b1) + 4(b1 A5 + Ob2)s)] Z—;’ -
+R+0(c*)+0 <Udd—‘f + (W+a)fl—i> :
Ademis, utilizando (2.41) y las propiedades del lema 2.7, se tiene que
A =000 +0)) + O(c?)
por consiguiente, obtenemos que
A (by — 0b1) + 4(by A + ObaAd) = 2(A) + 20A1)(by + 6b1) + O(52).
Haciendo
N = (A +20M0) (b2 + 6by) (2.72)

y sustituyendo N en (2.71), tenemos que
d? 2 02 do\? do 5 (|do aw
1@(0)—0—9)\1)(%) +2Nd—7_—|—R—|—(9<0 (‘d—T‘—I— ?>> (2.73)

Aplicando el método de Cauchy-Kovalevskaya y tomando en cuenta que o = o(7)
es impar, podemos escribir:

o=aiT +azm + ... (2.74)
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con coeficientes arbitrarios a;. Sustituyendo o en (2.73) obtenemos las siguientes
ecuaciones:

Ma? —2Na; — R=0, (2.75)
{(M +2nLy)a; — N}agni1 = fonti(ar, ., an-1), n>1, (2.76)
donde
M =2L; — (1 —6\%), (2.77)
Si M # 0, para a; obtenemos dos raices
ot = % <N + /N2 1 MR) . (2.78)

Por lo tanto, la funcién o(7) tiene la representacién (2.74) unicamente bajo las
condiciones

N’ +MR>0 y (M+2nL%af —N#0 paratoda n=1,2.. (2.79)

A continuacién, es necesario realizar un anélisis para los diferentes valores de
M, N y R. Primero obsérvese que M puede ser arbitrario (incluyendo el caso M =0
ya que 0/\(1)2 <lparaf<ly 0/\(1)2 > 1 para 6 > 1).

Si M > 0 entonces

a; <0, af>0, y Mal_<N<Maf’.
Luego, si R > 0 entonces las dos condiciones en (2.79) se satisfacen ya que
(M +2nLY)af — N > 2nLia] > 0
y
(M +2nL)a; — N < 2nLfa; < 0.

Si R < 0 entonces supondremos que la primera condicién de (2.79) se satisface.
Ademss, la segunda condicién en (2.79) puede ser transformada en la siguiente
forma:

N # N2+ MR(1+gq,) paratoda n=1,2,.., (2.80)

donde los nimeros ¢,
M 1, 1— A0
In = onL; n 2L, ’
+

son positivos. Obsérvese que si M > 0y R < 0 entonces ambas raices aj son
positivas si y sélo si N > 0. También, si R = 0 entonces existe af > 0 siy sélo si
N > 0.

Considerando de manera similar el caso M < 0 obtenemos la condicién E2).

Sea M # 0. Adem4s, sean las funciones F' y las velocidades V; tales que una de
las siguientes hipotesis es valida:
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E2a) M >0y R > 0.

E2b) M > 0, R < 0, con
N% 4+ MR > 0. (2.81)

Ademsds, N > 0 bajo la hipétesis (2.80),
E2c) M >0, R=0y N > 0 bajo la hip6tesis (2.80),
E2d) M <0, R < 0y la desigualdad (2.80) se satisface,
E2e) M <0y R > 0. Ademés, N < 0y las hipétesis (2.80), (2.81) se satisfacen,
E2f) M <0, R=0, N <0,y 1— 6% 2L (1+2n) paran=1,2, ...

Observacion 2.12. Teoricamente, también existe el caso cuando M = 0, pero no
serd considerado en este trabajo.

Calculando las coordenadas W de las trayectorias de forma similar a (2.74), esto
es
W =wit + w3 + ..., (2.82)

pasamos al siguiente resultado.

Lema 2.13. Supongase que las hipdtesis A) — E2) se satisfacen. Entonces existe al
menos una trayectoria vs = {(0 = o4(7), W = Ws(7))} del sistema (2.60), (2.64),
(2.65) la cual pasa del semiplano izquierdo (o, W) al derecho cuando T crece de —Ty
a To para Ty Suficientemente pequena.

A continuacién, analizaremos el sistema (2.60), (2.64), (2.65) para el caso o —

+o00. Dado que las convoluciones A (o), A2(0), A2(0) vy Ba(o) se anulan cuando
o — +£o00. se tiene que

Q:1+(1+9)¥+0<i <1+E>>,

o2

P:ﬁ(@—l)%r@(%).

(2.83)

Resolviendo el sistema (2.60), (2.83) en el término principal para |o| grande, obten-
emos la solucién

1+60 W?
oc=——

2.84
5 W (2.84)

1460 W,
o (14 1),

2 (s}

donde Wy = W|,=4,. Obsérvese que para |o| > 1,

1 2 ¢c—W
o 1+6 W2
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es pequeno, entonces W = c¢. Por lo tanto,

1
W=c+0O <m> cuando |o| > 1.

140 1

La férmula inmediata anterior implica la estabilizacién de la coordenada W para
cualquier trayectoria para 7 — 400, si |Wy| = |W(7p)| estd acotada por una con-
stante y |og| = |o(7p)| es suficientemente grande.

Ademis,

El dltimo paso del andlisis del sistema (2.60), (2.64), (2.65) es la consideracién
de las isoclinas.
Haciendo @ = 0 en (2.64), se obtiene la isoclina vg = {(o, W), Q(c, W) = 0}
que es la curva B
WQ = —]:(0 + 2(b1/\2 + ebg)\g)),

y W& = —0/(1+0) cuando |o]| — oco. Nétese que la curva W = Wg(o) intesecta a
~s en el origen. Esto se debe a que Wy denota a 7, como la funcién Wy(o), entonces
de la primera ecuacién de (2.69), se tiene que

Ws = ]:(]O' {le—a — Oé}
dr

donde a =1+ 2(by 5\% + Hng\%). Derivando a W con respecto a o, se obtiene

dW d
* = FoLi— 24) -
dU ]:0 1d0 (0((11 + 3(137' + )) ]:()Oé

= FolLiar — Foc,

ya que |7| < 1si |o] < 1.

Ahora, si |o] < 1, por el lema 2.9 tenemos que

Wo = —F(o + 20 (b1 A3 + 0ba)\}))

= —Foa.
Por lo tanto,
dWs  dWg B
{ do - 7} =0 = .FQLlCLl > 0. (285)

Para encontrar la isoclina yp = {(o, W), P(o, W) = 0}, (2.65) nos conduce a la
necesidad de resolver la ecuacion

(1-6X)Q* —2D1Q + D2 =0, (2.86)
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donde

2 Ba
_ _ 2 2
Dy =1—X(by—0b1), Dy=1-—2X(b5+6b7) — iF <)\1 + 25152) .
Denotemos por Q4 las raices de (2.86). Entonces obtenemos las siguientes expre-
siones para las ramas lef = legc(a) de la isoclina vp

Wi = F (LQ+(0) — 0 — 2(b1 A2 + 0ba)s)) .

Para |o| suficientemente grande la ecuacién (2.86) tiene una tnicaraiz Q4+ = Q— = 1.
Por lo tanto «yp se convierte en la linea {(o,0)} cuando o — +o00. Ademads, dado que
A1 — 0 cuando |o] — 0o, podemos transformar el discriminante Dp de la ecuacién
(2.86) para |o| suficientemente grande como sigue

146

B
DP—U2{%AHJU@+E%+OQ%}

Un andlisis asintético de las convoluciones implica el siguiente resultado

Lema 2.14. Bajo las hipdtesis A) - D),

Dp — +0 cuando |o| — oc.

Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.15. La isoclina yp consiste en dos ramas lef las cuales estdn definidas
al menos para |o| suficientemente grande y tienden a juntarse cuando |o| — co. Si
Dp > 0 para toda o € R, entonces las ramas VVJE—L pasan a través del punto (0,0).

Supongamos ahora que (2.84) tiene raices reales cerca del origen. Entonces

{dWJE—L B dWQ}

_ 0
- e = FoL1QY. (2.87)

o=0

Las férmulas (2.85), (2.86) muestran que, dependiendo de las velocidades iniciales
Vi, puede cumplirse una de las siguientes posibilidades:

(i) si Q- < Q+ < 0, entonces las curvas ’yg Y 7@ tienen dos puntos de interseccion
para o > 0. Por lo tanto, el retrato fase contiene cinco puntos singulares,

(i) si Q- < 0, Q4 > 0, entonces las curvas v, y ¢ tienen un punto de interseccién
para o > 0. Por lo tanto, el retrato fase contiene tres puntos singulares, y

(iii) si @+ > @Q— > 0, entonces las curvas 7% Y 7@ no tienen puntos de interseccion
para o > 0. Asi, el retrato fase contiene el tinico punto singular (0,0).
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Noétese que la segunda posibilidad se cumple para R < 0, mientras que las otras se
cumplen para R > 0y Di|,—¢ < 0, respectivamente .

Ademas, la igualdad (2.84) muestra que las coordenadas W de las trayecto-
rias crecen con ¢ a una razén no mayor que o, mientras que las convoluciones se
desvanecen a una razén no menor que 1/02. Por lo tanto, todas las trayectorias,
las cuales comienzan cerca del origen, se estabilizan con limite las coordenadas W
cuando ¢ — Fo00. Sin embargo, en referencia con la trayectoria deseada s, no existe
razén alguna para suponer que Wy(7) — 0 cuando 7 — f00. Como un consecuencia
de este andlisis obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.16. Supdngase que A)- E2) se satisfacen. Entonces el sistema dindmico
(2.60), (2.64), (2.65) tiene al menos una trayectoria vs la cual se encuentra en
la franja {c € RL |W| > cte } y pasa del semiplano (—W°,—o0) al semiplano
(W2, 00) a través del punto (0,0).

El retrato fase del sistema dindmico (2.60), (2.64), (2.65) se muestra en la Figu-
a (2.1). En dicha figura se presentan los resultados de las simulaciones numéricas
para la ecuacién sine-Gordon (2.6) en el caso V) = —v/3/2, y Vo = v/15/4. Dado
que R < 0 para tales velocidades, aparecen dos puntos silla los cuales son aprox-
imadamente (of, WF) = (£1.19,70.84). Ademds, aparecen separatrices las cuales
unen los puntos sillas con el origen. Debido a la escala que se utilizé en la grafica,
las trayectorias 75 = (W7, 0F) coinciden con el eje 0. Por lo que se muestra el

comportamiento de esas curvas en la gréfica de la Figura (2.2). Las trayectorias 7,
y 74 estén en las regiénes acotadas por las curvas 1,2 y 3,4 respectivamente.

Figura 2.1: Retrato fase del sistema dindmico para la ecuacién sine-Gordon. La
curva I es la separatriz. Las flechas muestran la direccién del movimiento de las
trayectorias.

A continuacién, aplicaremos los resultados obtenidos para los cédlculos de los
cambios de fase ¢;;. Pasando a +00 a lo largo de las trayectorias 7 y utilizando las
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Figura 2.2: Trayectorias ygt.

férmulas (2.56), (2.57), (2.60), (2.64) obtenemos que
dpri Gy dpy oL —1 dén

dr —  0Gy dr ~ 0(cl —1) dr
1 [QWSOO] W

6

Os Os

cuando |7| >> 1.

Sea Wg° # 0. Dado que o5(7) = 7+ O(1) para tal 7, esto implica un com-
portamiento tipo algoritmico de ¢;; cuando 7 — +o0o. Obviamente, obtenemos una
contradicién con la segunda hipétesis de (2.12). Por otra parte, el término principal
de (2.16) de la solucién asintética no contiene pardmetro alguno para cambiar el
valor de W2°. Por lo tanto, es necesario cambiar de anzatz.

2.6. El anzatz modificado

La idea principal de la correcién del anzatz es rotar las trayectorias fase cerca
del origen con el objetivo de cambiar los valores limite W°. Para esto agregare-
mos al término principal (2.16) una correcién pequena, localizada cerca del origen.
Considere el caso en que la trayectoria v, = {WW = Wy(o)} satisface

AW

dO’ o——00

> 0.

Entonces necesitamos rotar 5 en la direccién de las manecillas del reloj.

El resultado principal de esta seccion se presenta en el lema siguiente.

Lema 2.17. Bajo las hipdtesis del Lema 2.16 existen correcciones del término prin-
cipal de (2.16) tal que ambas condiciones de (2.12) se satisfacen.

Demostracion. El objetivo es encontrar una solucion asintotica de la siguiente forma

u:Z{w <Siﬁigg—(1>i€(t,7',€)> n \1/4;_/2(] (5“5%(”8))} (2.88)

=1
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Aqui las funciones w,®;, y la notacién 7,0,S; son las mismas como en (2.16).
A; = Ai(BiT) donde A;(Z) € C* son funciones que se desvanecen exponencial-
mente cuando \7'] — 00, p es un parametro suficientemente pequeno, ¢ < u < 1,
y

~d™Uo(n) 1 [

ay=— [ (U(m)*dn

U(n) o o)

donde m > 1 es un ntimero arbitrario y Up(n) € C* es una funcién que se desvanece
suficientemente réapido cuando 7 — oo. Ademds, supondremos que U(n) es una
funcién impar.

En el sentido C la funcién U es del orden de O(1). Sin embargo, es arbitrariamente
pequena en el sentido D'

o x—® e \" [ x— @\ d")(x)
U r)dr = | —— U dz

(w2 (=) [ foo (w727)

€ m
B <<u> )’

Para la demostracion este Lema necesitamos construir nuevamente la solucion
asintética. Sin embargo, aparecen obstaculos técnicos no triviales al calcular los
términos de la relacién (2.9) para el anzatz (2.88) ya que el término principal de
la expansién asintética tiene una estructura algebraica extremadamente grande. En

particular, la expresién més sencilla (su;)? contiene, esta vez, 10 términos. Por esta
razén consideraremos todos los términos con precision O(e? + ).

Empezemos con la estimacién de (suz)2. Derivando el anzatz (2.88), luego mul-
tiplicando por € y elevando al cuadrado, se obtiene

A A?
(eu)? = (ew?| |+ 5%{%\/—;—,%(21)(]/(#21) - uza—,lvfzmzn}
) 2 2

;=

- 2ﬁlﬁz{uﬁwo<zl>v'<uzz> (22U (u)

Vb, Vb
2 A1 Ay

—,U/(le)U/(Mzz)}
ay

(2.89)

A A2
+ 53{2M\/—2—,WO(Z2)U'(M22) + u2a—,2U’2(M22)}
2 2
donde
— P,
Zi = ﬁix .
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A continuacién se obtendra una estimacion de la integral de (2.89), analizando ca-
da término de ella. Primeramente, para los términos que contengan pwo(Z;) U’ (uZ;).

/_OO Hwo <5i$ _6(1)2> U’ (Mﬁz‘x _;I)Z) Y(z)dx

= [ o [w@i) LEw@) o) 2

= %m/}(@i) /_OO wo(mMU' (un)dn + Op (%)

= OD/(€2 + €,u).
Aqui se utilizé el cambio de variable

— P,
n=BT—"1 =12
g

Siguiendo ahora con el término que contiene p2U’ 2 (nZ;), se tiene que

p? /OO U <Nﬁix — @) W(x)dx

oo €

; /°° o [‘Z’(@iH (@) + O(2) | dny

5" pBi (2.91)
_ £ b, - U (n)d o) 2

= Zui®) [ U win+Op ()

= Op/(e® +ep).

En (2.91) utiliz6 el cambio de variable

— P,
nzu&xe Loi=1,2

Ahora analizaremos el término que contiene pwo(Z;)U'(1Z;), con i,j = 1,2.

M/_OO wo <ﬁ1x —€<I>1> U’ <M52x _E(I)2> Y(z)dx

- é’“‘ /Oo wo(6n + o) U’ (un) [w(%) +

—00

€ ! 2
5 (®2) + O(e) | dn (2.02)

— S (@) / wol0 + VU (un)dy + Opy ()

= OD/(€2 + 6,&).
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Finalmente, el término que contiene p2U’(uZ)U’ (1122)

[ v (uﬁl”“’ - ¢1> v <u52“ - ‘1’2) (a)da

9 9

) o / o ! i / 2 i
=i [ 0o+ )0 [@0) + @) + 0| g
N ﬁimﬁ(%) / U'(0n + po)U' (n)dn + Opr (%)
2 —00
= Op/(e% +ep).
(2.93)

Sustituyendo (2.90), (2.91), (2.92), (2.93) en (2.89) obtenemos la misma expre-
sién para (guz)? como en (2.22), mod O(ep), esto es

2
(eug)? = cas {Z Bid(x — ®;) — 281 A1 (0)d(z — 3:*)} + Opi(e? +ep).  (2.94)

i=1

Para obtener una estimacién para F'(u) utilizaremos un procedimiento similar a
(2.33), con la diferencia de que u serd el anzatz modificado (2.88), esto es

/ " Plu)(a)ds = > / T F (w (@%‘I’i)) W(w)da

donde

R R )

La primera integral del lado derecho de (2.95) es (2.33). En la segunda integral
hacemos el cambio de variable nn = uf2(x — ®2)/e, quedando como sigue

/oo [F(u) - ZF(N _E(I)i>]1/z(x)dx

= [ (o) (2) g )

(o)) (2
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Por lo tanto, tenemos que

2F (u) = €as {Z ﬁié(:n — @) + B

Z 52BAA5(:E —:E*)}, (2.96)

donde
B= a% /_Z{F<w<% +0>—w<g>+\}4;—éU(9U+MU) - %U(n))

(o) =) o

Bpaa = (B+ puBa)/wy Ba como en (2.37).

Procediendo de manera similar como se realizé para (cu,)? obtenemos que

(euy)? = (eur)?

A;=0

P (2.97)
+ aguzﬁ{z Bi AL — 2B, A ’2A1}(1 + O(p)d(x — z*),
i=1

dK.
E(gutuw) = —ay1/? de

2
d
Oz —a*) + 5a21/2% (Z Bibidi + WA> 8 (x — %)
i=1

2
+ eagv? Z Bib2d (x — ®;) + Opi(e2),
i=1
(2.98)
donde

AQZ e (Z)| _BiTs Kopq = Ko + 19,

z= ﬁl
. 2
1
Wa =x2Kon+ W — x2K2 + m =1y Dy,
i=1

las funciones Ky y W fueron definidas en (2.47) y (2.48) respectivamente,

ro = A5 (A1 + A1A3) + AL (Ag2 + A2My),

2
r1 = H(A/Q‘/_Xol + A/IA()Q) — Z A;,
i=1

2
_ _ 1 _
ry = 9(14114/21\3 + As ,1A4) + 5 E AZA;, ro = agf A1 AsAs.
i=1
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Aqui y en lo que sigue utilizamos la notacién

1 [ 1 [
AN =— UmU(On + po)dn, Az =— / U(nU' (00 + po)dn,

a2ay J o a0y J_ o

1 & - 1 00
Ay=— U'(mU(0n + po)dn, Ay = ; / nU' (n)U' (6n + uo)dn,

20y J oo 20503 J_

[e.e]

1
Agj = ——— On + o\ U (un)dn,
01 o ales /_oowo(n a)U(un)dn

1

agy/dl

a5 = /OO(U’(U))%% a= 1 /_OO nwo(mU (pn)dn,

; =
209 J o a4/ CL/2
y Az, Ay, Ag; denotan las convoluciones similares a As, A4, Ag; respectivamente, pero

con el factor adicional 7 en el integrando.

Sustituyendo (2.94), (2.96), (2.97), (2.98) en (2.50) obtenemos las relaciones
(2.51) y las siguientes ecuaciones anédlogas a (2.56), (2.60):

Ag2 =

/_OO wo(mMU (u(0n + o))dn,

don dopar
—— =FGua, —— =0FGaa, (2.99)
do dW
_ Y _p 2.1
gy = Q4 - =Da (2.100)

donde
Gia=G+0ryg, Gaa=Go—rg, La=L+(1-0)ry,

1 (W -
Qi = _{ ;Tl + 0+ 2(b1 A2 + Obo o) — Org(o + 20Xs) — 2ro(by + 6by — 97’0)}7

1 1
Py =§{(1 —OA)Q% — 2hQa + z0}+ﬂ{A32 54" =24 éAl}
1 Baa
- ﬁ<)\l " 2ﬁ152>’

li1=1- /\1(b2 — 9b1) + (1 — 9/\1) /2A01 — 9(1 — 9/\1)14/1/\02,
lo =1 —2X1 (002 + b3) + Or3 + (by + 0by — Or)(A4Agr + AjAga).

Seleccionemos el signo de los coeficientes A;. Denotemos por zg la primer raiz positiva
de la ecuacién Ay(2)|,=1 =0y sea 79 tal que (1) = zp/p. Supongamos que

(1—0)A1(1)Az2(7)A2(0(7)) >0 para 0<7 < Ty, (2.101)
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Dado que 7 = O(o) para |o| > 1 y A; se anula con una razén exponencial, entonces
r9 = O(u™>) para 7 > 79. Por lo tanto, bajo la hipédtesis E1), L4 > 0 parao > 0y
Yi=dLa/do|r=g=0 > 0.

Bajo la Hipdtesis adicional
AL0) =0, i=1,2, (2.102)

existen isoclinas g, yp que pasan a través del punto (0, 0).

El dltimo paso es la construccién de la trayectoria vs. Para |o| pequena obtenemos
nuevamente la ecuacién similar a (2.75), esto es

Mua? — Nja; — Ry =0, (2.103)

donde M4 y N4 coinciden mod O(u) con M y N en (2.77), (2.72) y con la siguiente
R4

Ra=R- %(CA"‘CB)

donde

B
7—:0-:(]7 CB o V252 0’:0.

2
Ca= {AlAngg + AV AsAy + %Z AZ-A;’}
=1

La eleccién de las amplitudes A;(7) depende del signo del coeficiente M en (2.75).
Sea M > 0, la hipdtesis (4 + (g < 0 implica la existencia de la solucién real

a = % Q/W + 0(\/ﬁ>>

de (2.103). Ademds, la condicién (2.79) se satisface para cualquier n.

Finalmente, la segunda ecuacién en (2.100) permite definir la coordenada W de
la trayectoria 5. Con manipulaciones algebraicas se obtiene la siguiente férmula
para el término principal de (2.82):

0 2 2
wr ==y { (4 (1= 08) + (1 -0 + OV |
Aqui, wi serd negativa bajo alguna eleccion especial de (4,(p Unicamente. Dado
que aparece una segunda hipotesis para las derivadas de segundo orden de A;, es
necesario resumir ambas:

M +1— 69

5 (2.104)
1—6))

(B <|Cal < g, donde g¢=
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Noétese que la desigualdad M > 0 implica que ¢ > 1. Asi, la validez de las condiciones
(2.101), (2.102) y (2.104) se pueden verificar. Por lo tanto, la derivada

dWS w1 L _i

f(A1(0)7A2(0))7 f > 07

do lo=0 ai N \//7
puede ser un valor arbitrario. La variacién de las amplitudes A4;(0) y del pardmetro
w implica la variacién de los valores limites W = lim,_, 1o Ws(o) del nimero
positivo W°l 4, (0)=0 @ cualquier nimero negativo. Esto y la estructura del retrato
fase implican la existencia de tales valores de A4;(0) y p tal que W2° = 0.

Sea M < 0, entonces la hipétesis (4 + (g > 0 implica la existencia de la solucién
real

1 20
ar = ﬁ( W(CA +(B) + O(\/ﬁ))

de (2.103). Por lo tanto,

0

wy = —E{((Ch —1)(B — CA) + O(\//_’L)}a
donde
1— A0

Asi, en lugar de (2.104) obtenemos la siguiente hipdtesis

—(B <Ca<(q1—1)CB. (2.105)

Dado que ¢; > 0, la validez de las condiciones (2.101), (2.102), y (2.105) se
cumple. En consecuencia, existen valores de A4;(0) y p tales que W = 0.

Falta por considerar los valores limite de ¢;;. Para esto elijamos o = o4(7) y
W = Ws(1). Entonces |W/o| = o(1/|r]) cuando 7 — +oo. Luego, sea M < 0.
Entonces, integrando las ecuaciones de la forma (2.99), obtenemos que ¢y estan
acotados por una constante para cualquier eleccién del pardmetro p € [0,1). Sea
M > 0. Entonces los lados derechos de las ecuaciénes (2.99) contiene los términos
del tipo A;(7)AL(7/0)As(uo). Sin embargo, A; se anula cuando 7 — £00 con una
razén exponencial. Por lo tanto la integral de este término estd acotada por una
constante uniformemente en 1 > 0. Esto implica la validez de la hipdtesis (2.12) y
se completa la prueba de este lema. [l

En consecuencia se obtiene el resultado principal.

Teorema 2.18. Sean las hipdtesis A) - E2) vdlidas. Entonces el kink y el antikink
preservan su forma mod Op:(e%) despiies de la interaccion. La solucion asintética
débil del problema (2.1), (2.15) tiene la forma (2.88) con la eleccion especial de las
amplitudes A; y del pardmetro p.



Capitulo 3

Esquema de diferencias finitas

3.1. Introduccién

El propésito de este capitulo, es obtener un esquema de diferencias finitas abso-
lutamente estable para simular numéricamente la solucién del problema de Cauchy
(ver [19]):

e2(uy — ugy) + F'(u) =0, xzeRY ¢>0, (3.1)

con F'(u) una funcién no lineal suave, el pardmetro e — 0 y las condiciones iniciales

al z— ) ou Y / v — )
ul,_, = E w <Si5iT> ) €E|t:0 == g SiBiViw <Siﬁi - > , (3.2)
i=1

i=1

donde 3; = 1/4/1—V2|V;| € (0,1),S; = %1, w como se definié en el capitulo
anterior, las posiciones iniciales del frente z; son tales que z¥,; — 2? > 1. Estamos
considerando que las trayectorias =z = Vjt + :E? tienen un punto en comun x = z*
para un instante de tiempo t = t*.

Dado que la simulacién numérica del problema (3.1), (3.2) es realizada para un
intervalo finito, x € [0, L], simularemos este problema de Cauchy por el siguiente
problema mixto:

62(utt —Ugz) + F'(u) =0, x€(0,L), tec(0,7T),

u‘:c:O =V, u‘x:L = Vr; (33)

o= (2 eGilaa=2t(2):

donde u° es la combinacién de kinks y antikinks de la forma (3.2) y u! es la corre-
spondiente derivada respecto al tiempo t, vy = uo‘x:ov Uy = uo‘x: ;- Para simular
mediante (3.3) el fenémeno de interaccién, supondremos que L,T y las posiciones
iniciales del frente a:?, i = 1,...,N, son tales que el punto de interseccién de los
frentes de onda solitaria pertenecen a Q = (0,L) x (0,T). Ademss, L, T y z son
tales que uniformemente en t < T

|usloeo,s) — ve| < ch?, |us|oeir—s,c) — vr| < ch?,

43
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para algin 6 > 0 suficientemente pequena. Aqui uy es la combinaciéon de ondas

solitarias de la forma
N

— Vit — ¥
us =S w iﬁix’7Z> 3.4
> ( ! (3.4
correspondiendo al valor inicial u.

Dado que es imposible de crear un esquema de diferencias finitas para el problema
(3.3) el cual permanezca estable uniformemente en ¢ — 0 parat € (0,7), T = const,
trataremos a £ como una constante fija pero pequena. También fijaremos cualquier
relacion entre € y los parametros del esquema de diferencias finitas.

3.2. Requisitos preliminares

En esta seccion se presentan algunas definiciones y formulas que se utilizardn
repetidamente en este capitulo. Primeramente, en el espacio de funciones, la defini-
cion de espacios LP, las desigualdades de Holder y Young, asi como la definicién de
espacios de Sobolev, teoremas de inclusién, que también se le conoce con el nombre de
inmersién y la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg (ver, por ejemplo, [2, 3]). Luego,
el andlogo discreto, donde se incluyen las férmulas que aproximan a la primera y se-
gunda derivada (ver, por ejemplo, [9, 22]), ademads, la versién discreta de la férmula
de integracién por partes y del Lema de Gronwall.

Espacios de funciones.

Definicién 3.1. (Espacios LP). Sea Q un subconjunto abierto de R™. Para cada
p € [1,00), denotamos por LP(Q2) al espacio de las funciones medibles f : Q@ — R
tales que | f|P tiene integral de Lebesgue finita. A este espacio se le dota de la norma

1/p
[ fllr () = </Q \f\pda:> .

Definicién 3.2. ( L>® ). Sea Q un subconjunto abierto de R™. Denotamos por
L>(Q) al espacio de las funciones medibles f : Q@ — R tal que |f| < C casi en toda
parte de 2. A este espacio se le dota de la norma

[ fllzee () = inf{C : |[f| < C ct.p. en Q}

Desigualdad de Young. Sip,q > 1, % + % =1y a,b> 0, entonces
1 1
ab < —aP 4+ =b. (3.5)
p q

Desigualdad de Hdlder. Sean p,g > 1y % +% =1.81 feLP(Q)yge LIN),
entonces

/Q Faldz < |1 llzoey 9l oo,
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Definicién 3.3. (Espacio de Sobolev). Wf(Q), k=0,1,2,..., denota el espacio de
funciones f tales que cualquier derivada D f, definida en el sentido débil, pertenece
a LP(Q), con |o| < k. Si para f en WE(Q) se define:

1/p
W llweeo = [ 3210120
la|<k
donde
a ai «a k akf .
D*f=D"---Dp*f, lal=a1+..+an y Djf= ook Pare 7= 1,..,n
J

ocurre que || HWIE(Q) es una norma. Y a <W§(Q), I HWIE(Q)) se le llama espacio de
Sobolev.

La norma en W;f(Q) también se escribe como

1/p
Hwag,c(Q)=<Hf|!p +Zuakum> -

Teoremas de inclusion.

Definicién 3.4. [3] Sean V y W dos espacios de Banach con V-C W. Decimos que
el espacio V' es inclusion continua en W y se escribe V.<— W, si

[ollw < cllully VveV. (3.6)

Decimos que el espacio V' es inclusion compacta en W y se escribe V. —— W, si
(8.6) es vdlida y cada sucesion acotada en V' tiene una subsucesion convergente en
w.

Existen varios teoremas de inclusiéon. Aqui presentaremos uno de ellos.
Teorema 3.5. [3] Sea Q C R% un domino de Lipschitz acotado abierto no vacio.
Entonces las siguientes afirmaciones son vdlidas.

i) Si k< g, entonces W;f(Q) —< LI(Q) para cualquier q < p*,

1 _1_d
donde =5
it) Si k= g, entonces Wf(Q) —< LI(Q) para cualquier g < oo.

i) Si k> g, entonces Wf(Q) s COP(Q), donde § = k — [%] -1

yselo|d+1-9).
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Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg. (Para @ C R!). Existe una constante
c > 0 tal que

1 1

102 1@) < ellf () |/ lwg ) donde Ok =7 41—

En el caso especial cuando existe un punto z* € Q tal que f(z*) = 0, obtenemos la
desigualdad

1-0 0 p—2
”f”LP(Q) < C”f”L2(Q)”8foL2(Q)7 donde 0= W
Analogo discreto.
Dominio unidimensional
Empezaremos introduciendo una discretizaciéon del dominio Q = [0, L], que

consiste en seleccionar un conjunto de nodos distintos {xg,...,z7} y equidistantes,
de tal manera que

O=zo<1 < "<y <xTip1 < - <zxr1<zxr=1L,

y que ;41 —x; = h, parai=0,...,1 — 1, con h > 0. A este conjunto de nodos se le
llama malla, esto es
Qp={z=1ih,i=0,..,I}.

En general, el interés es calcular el valor aproximado f; de f(z;), es decir, el
valor en cada nodo. Para ello, en el presente trabajo utilizaremos un esquema de
diferencias finitas.

A continuacidn, para este conjunto discreto de puntos, definimos la norma LP(Qy,),
sobre la malla €, como:

-1 1/p
Il e, = (hZ\f,-\p> : (3.7)
=1

En seguida, escribimos un resultado que utilizaremos con frecuencia.
Desigualdad de Hélder Sip,g > 1y % +% =1tal que f € LP(Q) y g € L1(Qp,),

entonces
-1 -1 1/p -1 1/q
hZ’figi’ < <hZ’fi’p> (hZ\g,-\q> :
i=1 i=1 i=1

Los métodos numéricos que contienen esquemas de diferencias finitas, reem-
plazan las derivadas mediante una aproximaciéon con cocientes de diferencias ade-
cuado. Para ello, utilizamos desarrollos en series de Taylor. Obviamente, se requiere
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cierta regularidad a las funciones involucradas. Recordando, si u(z) € C™([a,b]) y
d" Ty /de" 1 (x) existe en (a,b), entonces para z* € (a,b) se tiene:

. du, .. h2d%u, , B dMu Rl grtly
u(a” +h) = ) + R @) + g @) e ) e g (),

donde £ es un punto comprendido entre z* y z* + h.

A partir de esta serie de Taylor, se obtiene una aproximacién a la primera y
segunda derivada sobre la malla Q. Para esto, supondremos que u(z) € C*4([0, L)]).
De la expresion

du h? d%u
u(z; + h) = u(x;) + h%(%) 5 72 &),
donde &; estéd entre x; v x; + h = x;41, se obtiene
du _u(@i+h)—ulx) R d*u
%(xl) - h 2 de (él)

Por consiguiente, la féormula que aproxima el valor de la primera derivada en un
punto estd dada por:

dug ) alein)
dz " h
A la expresion previa se le conoce como férmula en diferencias finitas progresiva.

También existe la formula en diferencias finitas regresiva para aproximar la primera
derivada de una funcion:

) 1 om).

du () —u(wiq)
(i) = LI o)
y la féormula en diferencias finitas centrada:
du B w(wipr) — u(ziz1) 9
T (x;) = 5T + O(h?).
Para la segunda derivada, si sumamos los desarrollos:
du h? d*u h3 d3u htd*u, 4
y
du h? d*u h3 d3u h* d*u

u(x; —h) = u(z;) — h%(%’) + g@(l’i) - g@(l’i) + E@(fh

donde 52-1 estd entre z; y x; +h =211 y 52-2 estd entre x; — h = x;_1 y x;, tenemos
que

20 4 d*u
(l‘z-l-l) + U(l‘z 1) = 2u($z) + hzj 2( ) h < (éz) 33‘4 (6@2)> >
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de la cual se obtiene la formula en diferencias finitas centrada para aproximar el
valor de la segunda derivada en un punto:

@(a:) (@) — 2u(ay) + u(wiog)
de2 ' h?

+O(h?).

Pare este caso unidimensional, la norma en Wlf (Q4,) se define como:
P 1/p

)
Lr(Qp)

Debido a que nuestro problema mixto (3.3) solo involucra las variables indepen-
dientes espacio y tiempo, nos enfocaremos al caso de dos variables.

d°f
dxk

1 Il an) (Hf”m @) ‘

donde la norma LP () ha sido definida en (3.7).

Dominio de varias variables.

De manera similar como procedimos anteriormente, definimos la malla
Qh:{(ﬂj‘“ ) (Zh JT) 07"'7I7j :07"'7J}7

conh>0,7>0yJ=I[T/7]

Las formulas que aproximan al valor de la primera derivada con respecto a = y
t, estdn dadas por:

ou w(Tig1,t5) — (s, tj)
—(x5,t:) =
’ 0 (@i ty41) — ulaist)
ou, oy Wi ti41) T UG, by
2 winty) - +0(7)
y las que aproximan a la segunda derivada con respecto a x y t son:
&u u(witr, ;) — 2u(ws, tj) + ulzi-1,t)) 2
@(iﬂiatj) = 32 + O(h%)
' o (@isti21) — 2ulaisty) + ulois 1)
U w(x;, tiv1) — 2ul(x;, t;) + u(x;, ti—1
oz (@inty) = == " =+ 0().

La norma Wf(Qh) estd dada por:

1/p
1wy = (110 + 195 F 18 ey + 10 F g )

donde 9%, OF denotan las derivadas discretas.

Simplificacién de notaciones y algunas férmulas.
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Denotaremos
N 1 . -1
y=y =u(x,t;), §:=y ", y=y ",
Y-y y—9
Yt = ) Y = ’
T T
_ Yi+1— Y _ Y% Y
z n , Yz 7 s
J—2y+y Yit1 — 2yi + yi—1
Yir = ()i = (5 Yzz = (Y2)z = = 22 —.
T h
Es facil verificar que
2y = (7)e + 7(vi) (3.8)
2gxyxt - (y?c)t + T(yxt)27 (39)

mediante el cambio de variable v = 4 y v = y, respectivamente.

También, en lo sucesivo denotaremos las normas en LP(€0,) y W () como || f |
¥ I fllp, (k) respectivamente, ademds, si p = 2, escribimos ||f|| := | f|l, ¥ I fllx) =
£ 11, %)

Lema 3.6. (Férmula de integracion por partes, version discreta)
N-1 N-1
WY figie=—hY fizgi, siempre que fo =gy =0 (3.10)
i=1 i=1
Demostracion. Obsérvese que

(figi)e = %(fi+lgi+l_figi)

1
= E(fi+19z’+1 — figi+1 + figi+1 — figi)
= fizGiv1 + fiGix-
Esto es,
fiiz = (figi)z — fizGit1-

Sumando sobre 7 en la identidad previa y multiplicando el resultado por h, se obtiene

N-1 N-1 N-1
RY figia=hY _(fig)e —h Y fixgit1, (3.11)
i=1 i=1 i1
donde
N-1
h > (figi)e = fNgN — fig (3.12)

i=1
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N-1 N-1
WY fiwgivr =hY | fizgi — (frgr — fogr) + (Fxgn — fv-19n)- (3.13)
i=1 i=1

Sustituyendo (3.12) y (3.13) en (3.11), se obtiene

N-1 N-1
WY figie = fngy — fior =1 fizgi + (fror — fogr) — (Fngn — fy-19n),

i=1 i=1

dado que fy = gy = 0, entonces

N-1 N-1
h Z fiGiz = —h Z fizi-
i=1 i=1
|

El siguiente lema, que es la versién discreta del Lema de Gronwall, posiblemente
va ha sido probado, sin embargo, dado que no encontramos referencia alguna de ello,
aqui se incluye dicha demostracion.

Lema 3.7. (Gronwall) Sea y' > 0, con j > 0 y C; para i = 1,2, constantes no
negativas. St

J
y <yl + Cor > ot
k=0
entonces
y < e, ¢ =y (1+0(r), t;=jr.

Demostracion. Lo haremos por induccién. Por hipétesis
‘ J
y <yl 4+ Cory’ + Cor Y o
k=1
Definiendo 2° := (1 + Cy7)y°, la desigualdad previa se reescribe como:
' J
y <20+ Cor Yyt
k=1

A continuacién se buscard una relacién entre 29 y y7. Primero, para j = 1, se tiene
que
y! <204 Cyryt.
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Ordenando términos y haciendo ¢ := 1/(1 — Cy7), con 1 — Co1 > 0, se obtiene que
yh < g2

Para j = 2, se tiene que
y® < 20+ Cory' + Cory?,

que es equivalente a
1
9?2 <2V 4 Oy’ = (1 + Corq)2® = ¢2°.
q

Por consiguiente
y? < 220

Ahora, supondremos la validez de y/~! < ¢7~129 para probar ¢/ < ¢72°. Asi,

-1
1 0 — &
-y < 2P+ Cot )y
< A4 Cr(g+P g hHY
< 14 Corq+ Corqlg+ ... + 72}
< @1+ Corq+ Corqlg+ ... + ¢ 3) = ... = ¢ 120,
Por lo tanto ‘ ‘
y < 20

Reescribiendo la desigualdad inmediata anterior como

i J —j —
y_] < zOGInq :Zoe jln(1-Ca7)

y dado que
(=) = —j(-Cor— 5O +..)
= COst;(1+ %CQT +..)
= COstj(14 O(1)),
entonces,

y*(1+ Cyr)eC2t O
yPe2ti{(1 + 027—)602%'0(7)}, para t; < o0,

yj

IA A

lo cual implica que

Y < e con Oy = y°(1 4+ O(1)).
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3.3. Esquema preliminar no lineal

Reemplazando las férmulas discretas que aproximan a las derivadas en el prob-
lema mixto (3.3), se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas

. - - , ,
EWl; — vyl +F @) =0, i=1,..,1-1, j=23,.,

wW=vi, yi=v, j=0,1,.., (3.14)
y?:u0<ﬁ), z—:y?t:ﬂl <E,T>, 1=0,..,1,
15 g

donde u'(x;/e,7) es tal que la tltima ecuacién en (3.3) es aproximada con una
exactitud de O(7?2), mientras que el error local de (3.14) lo es con O(72 + h?).

De acuerdo a la notacién que previamente definimos, la primera ecuacién de
(3.14) se transforma en

& (ysi — Jaz) + F'(§) = 0. (3.15)

En esta seccién, primeramente se obtendran estimaciones para la solucién del
sistema algebraico (3.14), posteriormente se analizara la estabilidad de dicho sistema.

Lema 3.8. Sea
T<ce?, c=cte (3.16)

y supongase que el sistema (3.14) tiene solucion para cualquier j = 2, ..., J. Entonces
uniformemente en j

A ~ T . .
lewell® + llegel” + 2V E@I + Z {lleval () + ey ()}

02 12 2 Tt (3.17)
< {llewf 1 + llewdl? + 21V F |2} e 25 (1 4+ O(r)),

donde ||| - |||(j) es una norma en L?, definida como sigue
J
: k
HAIPG) =7 D 15117,
k=1
y c1 > 0 es una constante que no depende de h, T y €.

Demostracion. Multiplicando la ecuacién (3.15) por hy; y sumando sobre i, se ob-
tiene la expresion siguiente:

-1 -1 -1
e? {h > vurivie — hZQimyit} +h > F'(§i)yie = 0.
i—1 i=1 i—1



3.3. Esquema preliminar no lineal 53

Aplicando la férmula de integracién por partes (3.10) al segundo término del lado
izquierdo de la ecuacién previa, nos queda

I-1 -1 -1
e’ {hzyitfyit +h Z @z’xyixt} + hz F'(9:)yit = 0. (3.18)

i=1 i=1 i=1

Reemplazando el primer y segundo término de la ecuacién (3.18) por (3.8) y (3.9)
respectivamente, se obtiene

82 I-1 I-1 -1 I-1 -1 R
ol {hZ(yf)t +7h> (W) +h Y W+ Th Y (Yat)? p +h Y F' @)y =0,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

la cual es equivalente a

-1
& {llyell? + Tllyeel® + Nyellf + 7llyael®} + 20 F'(§)ye = 0. (3.19)
1=1

A continuacién, se obtendrd una relacién para el dltimo término de la ecuacion
(3.19). Es claro que

Flow— (F@) = F@G) [y - 'ﬂ - [

= CP@G-v-FO+FW]. (620

Luego, utilizando desarrollos en series de Taylor, expresamos a F'(y) como
. . . 1 .
F(y) = F)+ F'@)y —9) + ;F" () - 9)*,

donde ¥ es un niimero entre y y g. Sustituyendo la ecuacién previa en (3.20), resulta
que

N 1 R N . N 1 .
F@y—(FW)e = = |F@@—-y)—F@)+F@) —F @)@ —y) +F' 00 —y)?
T 2
_ i 1" ~ )2
= )G -y)"
Por lo tanto - _
F'(§i)yae = (F(yi))e + §F”(19§)yz2t- (3.21)
Sustituyendo (3.21) en (3.19), se obtiene
-1 -1 '
e {NwelF + Nyall? + 7llyeell® + 7llyael I} + 20> (F(wa))e + 70> F"(07)y;, = 0.
i=1 i=1

(3.22)
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Observése que si v = ||y¢||%, entonces v; = ||y¢||2. Ademés,

17

Por lo tanto

j
7Y el = 71?1,
k=1

TZnyHt = [y 12 — llyall?

X

Mb
’"U

i M’“
E
M
e}
Qy—n

Sumando sobre j en (3.22) y sustituyendo en el resultado las tres identidades
inmediatas anteriores, se obtiene que

j j
{Hygc\l2 212+ Ny 12 = Nyl 72 D Mysel® + 72 HymHz}

k=1 k=1

J
+20 Y F(T) =20 CFy) + 7R Y F 0y =
i i k=1 i
Agrupando términos en la expresién previa, utilizando la notacién ||| - |||(j) definida

anteriormente, y de acuerdo a las hipétesis A) - C) se tiene que F'(y) > 0 para toda
1y, entonces se obtiene la relacién siguiente:

. T .
lew? I + llews ™ 17 + 201/ F* DI + S eyl 2(G) + i G721 [[€)
j
= leg?I? + lleyz P + 2V FGHI? =72 YD F (973
k=1 1

A continuacién se obtendra una estimacién para el 1iltimo término del lado derecho
de la ecuacién previa. Obsérvese que, de acuerdo a las hipdtesis A) - C), también se
concluye que, todas las derivadas de F' estdn acotadas por una constante, entonces

J J
Ry S POy < e il con [FT(9)] < e
k=1 =1 k=1



3.3. Esquema preliminar no lineal 55

Por consiguinte,

] i = T . .
eI + eyt 12 + 2VEDIP + 5 {1l1wall G) + eyl 75D}
2 J (3.23)
T
<ot o 3 et
k=1

donde

co = lleg?I” + leya I + 21V E (M.
Para finalizar, se aplica la versién discreta del Lema de Gronwall (Lema 3.7) a la
desigualdad (3.23), para obtener (3.17). O

Antes de continuar con el Lema 3.9, se obtendrd una estimacién para la norma
de y’. Es obvio que

J—1
vl =Ty
k=0
Tomando la norma, aplicando la desigualdad del tridangulo y elevando al cuadrado

se obtiene
-1 =1 2
717 < 1501 + 2lly° 17> Ikl + <Z Hny> :
k=0 k=0

a la cual se le aplica la férmula de Young con p = g = 2, para obtener

j—1
j k
7117 < 2]|y°|1* + 272 (Z Iy H)
k=0

2
’

y dado a que
N 2 N
(Za5> < NZCLE, para ag > 0, y tj=jt,
s=1 s=1
entonces
j—1
57117 < 2019°11* + 2657 Y llv 1. (3.24)
k=0
De acuerdo al Lema 2, concluimos que
Jj—1 t2
12 02 k2 02
7117 < 20ly° 1% + 257 Y [lyf 1? < 2[18°)l +2E—]2Q7

k=0

donde @ > 0 denota la parte derecha de (3.17). Es claro que esta estimacién es muy
burda, sin embargo, puede mejorarse un poco para los valores especificos iniciales
(3.2).
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Lema 3.9. Si las hipdtesis del Lema 3.8 se satisfacen, entonces con los valores ini-
ciales u®(x;/€),u (x;/e,T), que se aproviman a los valores iniciales (3.2), la sigu-
iente estimacion es vdlida uniformemente en j:

VE{Il I+ gl + /1 } < e (3.25)

Demostracion. Obsérvese que es suficiente probar que las normas, en L%(€Qy,), de
ey, eyl v v/F(y!) son de O(\/€), ya que junto con la desigualdad (3.17), del Lema
3, se deduce (3.25).

Utilizando los valores iniciales (3.2), se tiene que:

2 N oL 91,9 z—a29\12
/ 7
< ;:1/0 B V; [w <Szﬂi E >] dz.

Definiendo el cambio de variable = S;3;(x — 2?) /e, la desigualdad previa se trans-
forma en:

%,
"ot =0

ou 2

Ea’tzo

IN

N o)
= [ s Py
=177

< e-0, dadoque W' —0,

lo cual implica que, ||ey?|| < cy/E. Se procede de manera similar para ||eyl||. Para

v/ F(yh)|, se utiliza la relacién dw/dn = \/2F (w). O

Lema 3.10. Si las hipotesis del Lema 3.8 se satisfacen, entonces uniformemente en
J

2 3 2 j+1 C
le*yll + vz || < NG (3.26)

donde ¢ > 0 es una constante que no depende de T,h,e y j.

Demostracion. Derivando la ecuacién (3.14) con respecto a x, multiplicando el re-
sultado por he?y,;, sumando sobre i, se obtiene que

I-1 I-1 I-1
EhY S Wat)ayar — e h Y Giaa)aar + €0 Y (F/(§)ayar = 0. (3:27)
i=1 i=1 i=1

En el primer término del lado izquierdo de (3.27), se aplica la identidad (3.8) como

sigue:
1 1

(Ya) et (Y )t = 5(%2315){ + §T(yxtf)2a
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de tal manera que

I-1

1 1
52h252(yitf)xymt = §hz54(yg2ct)f+ 57}1254(%5)2
i=1 i i

1 1
= Sl + 57l (3.28)
De manera similar, en el segundo término del lado izquierdo de (3.27) se aplica la

féormula de integracién por partes (3.10) y la identidad (3.9), para obtener

I-1
. 1 1
—ezhi;ez(yiwf)mym = 3lle”yasllf + 57l ymze (3:29)
1=

De acuerdo con la identidad
0o F" (95) = F" (9:)ia (3.30)
el tercer término del lado izquierdo de (3.27), se estima como

I-1

S (F () sy

i=1

Sustituyendo (3.28), (3.29) en (3.27) y utilizando (3.31), se obtiene la desigualdad

1 |
< Selliall® + 5 lle®yal. (3.31)

T T ~
le2arll? + lepaall + S5 1€l + Sl pomel® < ellgull® + eyt

Luego, sumando sobre j en la ecuacién previa, aplicando el lema de Gronwall y
utilizando (3.25), se obtiene la estimacién (3.26) O

Una consecuencia inmediata del Lema 3.10 es que la norma en L?*(€2;,) de la
solucién numérica y! de (3.14), permanece acotada uniformemente en j. Con el fin
de analizar la estabilidad del sistema (3.14), se estudiard la propagacién de una
perturbacién, pequena, de la solucién. Es decir, sea y* = y + 2z, donde y es la
solucién del esquema de diferencias finitas, y z la perturbacién o error. Consideremos
el problema auxiliar:

&y — )+ F T+ - Fll ™ = F, (3.32)
=0, 21=0, 2 =v}, ez =17,

donde zﬁf, ]:f son tales que

lewal® < e, 1P + g2l < epf2, e7V/? m;iXHfsz < e,

A continuacién, en el siguiente Lema se establece una cota para la magnitud de
la propagacién del error.
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Lema 3.11. Si las hipdtesis del Lema 3.8 se satisfacen, entonces uniformemente en
J

lezl |2 + [lez2? < clma2><3ukl ecti/e*? (3.33)
Demostracién. El proceso de la demostracion es similar a la del Lema 3.8. Multi-
plicar la ecuacién (3.32) por hzl,, sumar sobre ¢, aplicar la férmula de integracién por
partes (3.10), las identidades (3.8) y (3.9), el resultado sumar sobre j, para obtener

lez] 1> + lle=Z 117 + rlllez; 1 (5 )+T\H€2mH\ (7)

j
1 i+1 1
< Jlez'I? + ||€Zx||2+TZhZIF’ AR AR (A A (3:34)

k|
+T§ IF (12 ||
k=1

El término no lineal queda como sigue
TZhZ\F%yﬁ“ +2 ) = Pyl 1)
J
< Y NANNF (07 + (1 - 67)7 ) maXIZ]Jr |
k=1

< Cx/ETZ [EANEAP
k=1

Sustituimos la desigualdad previa en (3.34), aplicamos la desigualdad de Young y el
Lema de Gronwall y obtenemos

H€Zg||2 + ||€z£+1‘|2 < {c,ukl —|—C,uk2 + Clukg}ecltj/eS/z,

la cual nos conduce a (3.33).

3.4. Linealizacion

A continuacién, se analizard la solubilidad de sistema algebraico (3.14), para
cualquier j > 1 fijo. Esto es, del sistema

AR ST TR =, donde &=y 17y (3.35)
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Ademis, dado que (3.35) es un sistema algebraico no lineal, también se discutira co-
mo linealizar dicho sistema. Para este propdsito, se construye una suscesién de fun-
ciones

90(8) = {(100(8)7 -'-7901(3)}7 s> 07
tal que ;(0) = y{, vi(s) — ny cuando s — 00 y que ¢(s) para s > 1 satisface la
ecuacién lineal

(10(8) - T2‘pxi(3)
T2 )
+ T F (ot~ 0) + P (ols ~ D) (ole) —ols - 1)} =67, (330)

vo(s) = vy, p1(s) =vy.

La solubilidad del sistema algebraico (3.36) es evidente para 7 suficientemente
pequefia y 7/e2 < const. Para simplificar la notacién, denotamos: ¢ = ¢(s), ¢ 1=
o(s —1), ¢ := (s — 2) y tambien

wi=p—@ « W=¢-

Utilizando la féormula de Taylor, se tiene que

Fl(p+w) = F'(p) = F'(p) + F'(p)w + %F’”(ﬁi)w%

donde J; es un nimero entre ¢; y @;. Asi, (3.36) queda como sigue:
2 T2 ! 1 " 2 7
©— Tz + 2 F'(p) — §F (9)w” b = G7. (3.37)

Ahora, suponiendo la existencia de la solucién exacta y* de la ecuaciones (3.35) para
toda k = 2,3,...,j. También, para los valores especificos iniciales (3.2), que 3° y y*
satisfacen la ecuacién (3.35). A continuacién, se obtendrén las expresiones para la
sucesion de funciones auxiliares w = w(s), es decir, ¢(s) — ¢(s — 1), a partir de la
ecuacién lineal (3.36), para s >1y s = 1.

Para s > 1, restando las ecuaciones

2
T _ _ .
@ — T puz + = {F'(¢)+ F'(p)w} = G’

2
T _ _ .
@ — TPz + = {F\()+F'(@)w} =,

y considerando el desarrollo en serie de Taylor

F(+%) = F'(§) = F'(§) + F'(3)% + L F" (9),
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se obtiene la siguiente expresién para w, para s > 1:

2 2
W — T Wez + Z—2F”(@)W = 27——€2F///(192')W2, para s> 1. (3.38)

Para s = 1, dado que ¢ = (s — 1) = ¢(0) = 3/, la expresién para w, para s > 1
es la siguiente:

2
W — T2Waz + Z—zF”(gj)w =71f, para s=1, (3.39)

_ 9,0 _ -1
donde f =2y; —y; .
El siguiente lema permitira obtener estimaciones para ¢ y w, ademas, establecer
condiciones para la convergencia de la sucesién .

Lema 3.12. Supdngase que (3.16) se satisface y que T es suficientente pequena.
Entonces

2
T . . .
Il + Slleezl? < (1 en) {71 +ev/mly? I + ledl®) }

2
+ c{Iwl® + 7w )?}, (3.40)

g(1) < cr3/? y g(s) < 0792(8 —1), para s>1, (3.41)

donde
g(s) = [lw(s)[|* + 72[lwa(s)?

y ¢ > 0 denota una constante, la cual no depende de h,T y €.

Demostracion. Multiplicando (3.37) por hy, sumando sobre 4, aplicando la férmula
de integracién por partes (3.10) al segundo término del lado izquierdo de dicha
ecuacién y dado que las derivadas de F' estan acotadas, se obtiene la desigualdad

2 2
; T T
lell® + 7 lleal® < IG7Mllel + ZIE @)llel + sz ellelliwli.

Luego, aplicando la desigualdad de Young (3.5) a los tres términos del lado derecho
de la ecuacién previa y agrupando términos, se obtiene la siguiente desigualdad:

1 ; T2 T2
lell® + 7 lleall* < 5 {IIGJH2 + (14 25)llel* + (I (I + CIIWIIﬁ)} - (342)

A continuacién, se obtendrs una estimacion para la norma de G7. Del sistema
de ecuaciones (3.35) '
G =y + Tyg.
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Tomando la norma en L? en la ecuacién previa y elevando al cuadrado, se obtiene
la desigualdad ' ' ‘ ' '
G717 < Mg 11 + 2l 17y |+ 72w 11

Se aplica la desigualdad de Young (3.5) al segundo término del lado derecho de la
ecuacion inmediata anterior, obteniendo

1671 < 1 +2 (1P + o) + 2 P

y haciendo o = /7, se deduce la siguiente estimacién para la norma de G7:
G712 < L+ VDI 1P + (VT +7)lly 1 (3.43)

Siguiendo con la demostracion, a continuacién se obtendrd una estimacién para
el ultimo término de (3.42). De acuerdo con la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg,
con p = 4, se tiene que

4 2
rliwllf < er (w4 wal )" = ¢ (w2 v/7llwa172)

En seguida, se aplica la desigualdad de Young (3.5), con p = 4/3, a la desigualdad
previa, obteniéndose la siguiente estimacion

2
Thwli < e (Iwl® + 72 wal?) (3.44)

Para concluir con la demostracién de la desigualdad (3.40), se sustituyen las
estimaciénes (3.43) y (3.44) en (3.42), para obtener

1 —en)lel? + 272l < @A+ VO I+ (VT +7)eyl]?
+ CT+C(HWH2 +T2”WxH2)2, (3.45)

la cual es equivalente a (3.40).

La segunda parte de la demostracién, consiste en probar (3.41), para s = 1
y s > 1. Primeramente, se analizara el caso s = 1. Multiplicando (3.39) por hw,
sumando sobre ¢ y aplicando la férmula de integracién por partes (3.10), se obtiene

-1
T
[l + 72w 2 < 7 Y7 | SF (gi)w? — fow -
i=1

La hipétesis (3.16), implica que también /4 /\/€ < const, por consiguiente, la de-
sigualdad inmediata anterior queda como:

Iwl? +72well> < erllwll? + er®* | Veygllw]

1
< (3 er) IwlP 4 er B,

A
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Utilizando el Lema 3.9, se obtiene la estimacién (3.41).

Para finalizar con la demostracién, resta por probar la desigualdad (3.41) para
s > 1. De nuevo, multiplicando por hw, pero esta vez a (3.38), sumando sobre i y
utilizando (3.10), se obtiene la desigualdad

2 2
T _ T _
Il + 72w |2+ S50 ST F o)t = S h D P (@) whw,
7 7

Dado que todas las derivadas de F' estdn acotadas por una constante, ademads, de
acuerdo a la hip6tesis (3.16), se tiene que

Il + 72 [[we |* < erllE” (@) | [w]* + —THWHIIWH4

Aplicando la desigualdad de Young (3.5) a la ecuacién previa y utilizando la esti-
macién (3.44), se obtiene la expresién

lwll? + 72 [[we |* < er (W] + 72[|%]|) -

Por lo que si se define
g(s) = Wl + 72wz %,

entonces
g(s) < Cng(S —1).
O

Obsérvese que al combinar las estimaciones (3.41), la sucesién w tiende a cero
rapidamente, esto es

g
g
asi ;

g(s) < ™), donde n(1) = 5 ¥ n(s) —n(s+1) >

[\’)IOT

lo cual implica que
[w(DI* < e, [w(@)|* < er?, [[w(3)|* < er?,

De acuerdo con (3.40), los términos de la sucesién ¢ estdn acotados uniformemente
en s

le@)I* < I’ [I*(1 + O(v'7)). (3.46)

Ademids, nétese que

(s + 1) = p(s)ll < Z [w(s + ) < CZT"(S“
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Dado que n(s+i) —n(s+1) >5-i > 2-i para todo s > 0, entonces
o
(s +n) = p(s)|| < erCHD2Y 7k,
k=0

Esto nos conduce a establecer la convergencia de ¢ cuando s — oo:
o(s) =y en L2(). (3.47)

Teorema 3.13. Supdngase que (3.16) se satisface, ¢ = const y h = const. En-
tonces para T = const suficientemente pequena, la sucesion ¢ converge, en el sentido
L2(Qy,). Ademds,

I+ = @) < e,

donde ¢ > 0 no depende de h, T y €.

Para establecer que ¢ converge a la solucién de la ecuacién (3.35), probaremos
su convergencia en un sentido més fuerte que (3.47).

Lema 3.14. Supdngase que (3.16) se satisface y que € = const. Entonces uniforme-
mente en s
llewt(s)]| < const,  |lep(s)|| < const. (3.48)

Ademas, ' '
ley/ ™ — epu(s)|| < ce®, ey — epa(s)|| < ) (3.49)

para alguna p(s) la cual tiende a infinito cuando s — oo.

Demostracion. Derivando la ecuacién (3.36) con respecto a x, multiplicando el re-
sultado por £2hy,, sumando sobre i y aplicando (3.10) al segundo término del lado
izquierdo, se obtiene

2
T _ _
leall® + % pazl* = —7h 3 {F'(5) + F(@)w}, ¢u +6%h Y Gaga (3.50)
Dado que

(F"(@i)wi),, = F"(#i) Wiz + F" (9:)(Piz — Wiz)Wit1,

entonces, (3.50) queda expresado como sigue:
2
T _ _
lewa|I? + E—QHEQsDMH2 = —T°hY (F(9))apr =70 Y F"(p)Waipy
i i
T2hZF”/(1§i)§D;2EW+ T2hZF///(Q§i)WJ:Wi+1Q0x
i i

+ %h Y G (3.51)
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De acuerdo con (3.30) y dado que todas las derivadas de F estédn acotadas, entonces
el primero y segundo término del lado derecho de (3.51), es como sigue:

P @aer + S F @ vaa| < el + er el
7
< erlleall +er*(lal® + Iwal?)
< erlllegs | + llews ). (3.52)

El tercer término del lado derecho de (3.51) queda de la siguiente forma:

T°h < er?|lps 3llwll.

S F ()R

i

Aplicando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg con p = 4, r = 1 a la expresién
previa y posteriormente (3.41), se obtiene

Z F/// (Psz

Debido a la hipétesis (3.16) y aplicando la desigualdad de Young (3.5) a la ecuacién
inmediata anterior, se tiene que

1 p 1 q
S Feh < et {2 (1vaalP) + 2 (lerellly) '}

en la cual, al considerar p = 8/3 y ¢ = 8/5, se obtiene

2h

5/4 5 4
< er el el = e lg/guﬁou?’“uwu 4

2h

2h Z F’”(@i)cp?wwi

i

< er110 ) Vol + leroliy | (3.53)

De manera similar, el cuarto término del lado derecho de (3.51) queda como
sigue:
2h

> F" @) wiewipapi| < ol lalwella.

)

Aplicando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg con p =4 y r = 1 a la ecuacién
previa, utilizando (3.41) y de acuerdo a la hipétesis (3.16), se tiene que

5/8 5/8
P P B)wasnii| < er OV el ey
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Por ultimo se aplica la desigualdad de Young (3.5) a la ecuacién inmediata anterior
y se obtiene

%h Z F"(0;)WiwWis10ix

7

<er 0 {IVepl + llereliy + lerwilty b (3.54)

Ademas, de acuerdo a (3.25) y (3.35) se tiene que
leGall = lle(2ys — y2 Il < eve. (3.55)

Combinando las ecuaciones de la (3.52) a la (3.55), se obtiene la siguiente de-
sigualdad:

2 2
T T
lewell? + Slle®pasll? < e(w/z +11/19) + er (Jlews |2 + S lletwasl?).  (3:56)

Para concluir las estimaciones, utilizaremos las ecuaciones (3.38) y (3.39). Para
s = 1, obsérvese que

N-1

1=1

2h < e (Iwall* + llyalllwllalwalla)

< er(|lews|? + lleTwaz|?) + er13/10,

Ademas, de acuerdo con (3.26), se tiene que

2
_
lewell® + lle*was|* < eV, s =1. (3.57)

Para estimar ew, for s > 1 escribimos

N-1

i=1

1 _ _ _912
72h < §H€W:cH2 + e {|[wwa || + @ w2},

donde V; = a;@; + (1 — a;)@;,; € [0,1]. Ademés, de acuerdo a la desigualdad de
Gagliardo-Nirenberg

T2, | < er®® (W2 + lerwas||}

y por (3.56)
72| pw? | < er¥/ 2 erg| O sl el < er®/32 {|%|2 + llemas} -
Adems3s
N-1
7| 3 (F" (@) wiawa| < e {[wal® + [alllwlalwalla}
i=1

3/8

<erllews® + e llegoll {IIwl* + lleTwas|} -
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Tomando en cuanta (3.41) y (3.56), y denotando

,7_2
f@zﬁwﬁwWW+§WWWﬂwwwﬁ@,
se obtiene la desigualdad

f(s) < crd/® {61/4 4 F1/34 4 TV f(s— 1)} f(s)+ 073/16]”2(3 —1). (3.58)
Y dado que (3.57)
F(1) < e/ (3.59)

Por lo tanto,
f(s) <er?f2(s—1), s>1, (3.60)

la cual implica la convergencia de la sucesién |lep,||(s) cuando s — co. Ademas,
lewsll(s) + Zlle?waal () < s, s 21, (3.61)

donde ¢s no depende de 7, € y p(s) — oo cuando s — oo. En particular,

1 19 41 85
P(l) B p(2) = 3—27 p(3) = 57 p(4) = ﬁ

La prueba la segunda parte del Lema 8, se realiza de manera simular, pero con la
diferencia que es necesario derivar con respecto a t. O
Como consecuencia del lema 3.14, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.15. Bajo las suposiciones del teorema 3.18 y suponiendo que T y h son
constantes. Entonces la sucesion ¢(s) converge, en el sentido W3(Qy), a la solucién
de la ecuacion (3.35) cuando s — oo.

Demostracion. Las estimaciones (3.56), (3.57), (3.61) implican que si 7 = const y
h = const entonces, uniformemente en s, ¢(s) € W2(,) y
o(s) —y en WZ(Q). (3.62)
5—00

Luego, las sucesiones F'(¢(s)) vy F'(p(s — 1))w(s) estdn acotadas en Wi () y por
lo tanto

F'(p(s) —2 & en  Lo(Q) (3.63)
y
F'(p(s —1))w(s) =20 en La(Qp). (3.64)

Ademds, la ecuacién (3.36) y las convergencias (3.62), (3.64) implican que ¢ = F’(y).
Por lo tanto, ‘
p(s) —y=y""" en WF(Q)
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Ahora podemos considerar el paso al limite con 7,h — 0 para el esquema (3.35).

Teorema 3.16. Supdngase que (3.16) se satisface y e = const. Entonces la solucion
del esquema de diferencias finitas, descrito anteriormente, converge a la solucion del
problema (5.3) cuando T,h — 0 en el sentido W4 (Qr).

Demostracion. Vamos a identificar las sucesiones y; ,(t;, ;) de los argumentos dis-
cretos con sus interpolaciones ¢ (¢, z).

Segun los lemas 3.8, 3.9 y 3.10, ¢, € W (Qr) uniformemente en 7,hy j < T/,
T = const. Como la inclusion W (Q7) C W3 (Qr) es compacta, podemos elegir una
subsucesién ¢, p(t, z) tal que

Grr i (t,x) — u(t,z) en W3 (Qr). (3.65)

Es claro que las derivadas 82¢Tr,hr JOt? y 82¢7/7h/ /02 convergen, en el sentido debil,
a las derivadas de u(¢, x).

Luego, F'(¢, ps) es acotado en W(Qr), de donde, particularmente
F'(¢ 1) —> W  débilmente en  L*(Qr).

Pero (3.65) implica que ¢,/ jr — w casi en todo punto. Lo mismo se verifica para
F'(¢7 ). Ahora aplicamos el lema siguiente

Lema 3.17. (Lions) Sea Qr C R} x Ry un dominio acotado. Supdngase que g, y
g son funciones de LY (Qr), 1 < q¢ < oo, tales que

lgullLa@r) < ¢ gu— g casi en todo punto de Qr.
Entonces g, — g débilmente en LY(Qr).
Definiendo g, = F'(¢7 p), g = F'(u) y ¢ = 2, obtenemos que

W = F'(u).

3.5. Algoritmo para la simulacion numérica

Dado que la precision 0(7'9/ 2) es mucho menor que la precisién del esquema
de diferencias finitas (3.14), obtenemos el siguiente algoritmo para la simulacién
numérica de la solucién del problema (3.3):

Para cualquier j = 1,2, ..., [T/7], fijo y 7 = const,

1: Defina ¢(0) = 37,
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2: Calcule ¢(s), s = 1,2, de acuerdo con (3.36),
3: Defina y/*1 := (2), redefina j := j + 1 y regresar a 1.

Sugin el teorema 3.16, este algoritmo permite calcular la soluciéon numérica del
problema (3.3), acotada en W3 (Qrp 7).

Finalmente, dado que la sucesién ¢’ (s), s = 1,2,j = 2,3, ..., es acotada, podemos
establecer el tltimo teorema del presente trabajo:

Teorema 3.18. Bajo las suposiciones del teorema 3.16 el esquema de diferencias
finitas descrito anteriormente es estable en el sentido W%(QTﬁ,h).

Demostracion. En virtud del lema 3.9 es suficiente con probar la estabilidad de ¢(s)
para s = 1,2. Para este propésito considerar la ecuaciéon de recurrencia

B(s) — 72D(8) 0z + Z—;{F’(gp(s —1)4+®(s—1)) — F'(¢(s — 1))
+ F"(p(s = 1) + @(s — 1)) (@(s) + B(s) — (s — 1) = (s — 1)) (3.66)
= (s = 1) (9s) —p(s =) =G, s=1,2,
para la diferencia ®(s) = ¢1(s) — ¢2(s) de parejas ¢;(s), s = 0,1, 2. Suponiendo que
1L (O)1* + [|e@2 (0)]* + le®: (0)]|* < 1, (3.67)

IGIP + |leGall® + eGil* < ps. (3.68)

Multiplicando la ecuacién (3.66) por ®(s) y dado que F¥) es acotada, se obtiene la
desigualdad

1 72
[@(s)I + 72|2u(s) 2 < (5 + 55 ) [9(s)]? + it

+CZ—§ (II‘P(S)IIg @) [FIe(s — DI + (s — 1)H2)- (3.69)
La desigualdad de Gagliardo - Nirenberg y la suposicién (3.16), implican que
72
6—2H<I>(S)H§ < et 2|®(s)| <||¢>(8)||2 + 72||<1>x(8)||2), (3.70)
Y 2
;—2H<I>(S)Hi < er 20 (s) [ B () |2 (7| @ ()| M. (3.71)

En virtud de (3.46), ||®(s)|| esta acotada uniformemente en s, ||®(s)|| < 1/4/e. Por
lo tanto, combinando (3.69)-(3.71) se obtiene la desigualdad

1B(s)I2 + 7292 ()1 < e/ (185 = DI + 72l — D) + b
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Y por (3.67)

1R (s)1? + 72| @a(s)]* < (1+ V7). (3.72)
Repitiendo de manera similar para las derivadas e®;(s), e®:(s), y tomando en cuenta
el Lema 3.12 completamos la demostracion. O

3.6. Resultados de la simulacion numérica

El algoritmo numérico fue realizado como un programa en lenguaje C, el cual
primeramente se probé usando la ecuacién de sine-Gordon en los casos de uno, dos
y tres ondas solitarias. Después, fue utilizado para analizar la interaccién de ondas,
que se detallan en los ejemplos 1 y 2.

Ejemplo 1

Aplicamos el algoritmo descrito anteriormente a la ecuacién (3.1) para
F(u) = sen’(mu). (3.73)

Para este caso, la solucién tipo kink puede ser encontrada explicitamente, esto es,

w(n) = %arccot(—\/?m]). (3.74)
Para la interaccién tipo kink-kink consideramos el problema mixto (3.3) con € = 0.1
sobre el intervalo espacial [0.5, 2]. El primer kink (el de la izquierda) esta especificado
por 1 = 15 y se mueve a la derecha con una velocidad V; = /1 — (1/15)% ~ 0.99778.
El segundo kink (el de la derecha) esté especificado por By = 20 y se mueve a
la izquierda con una velocidad Vo = —y/1 — (1/20)? ~ —0.99875. Las posiciones
iniciales de los frentes son 2§ = 1 y 29 = 1.5. Todos los célculos fueron hechos para
la malla especificada por los pardmetros h = 7.5-107° y 7 = 2 - 107°. La razén
de elegir este tamano de h y 7 fue debido a que se observé que el kink individual
de la ecuacién de sine-Gordon varia sobre [0, k] como exp(fB2h/e) = exp(200h). Es
decir, con esta h implica una variacién de exp(1.5 - 1072). Este rango podria ser
demasiado pequeno para el movimiento del kink, pero es adecuado para el proceso
de interaccién. Por el mismo argumento elegimos 7 =~ h/4.

El resultado de la simulacién numérica se representa en la Figura 3.1. Podemos
observar que las ondas solitarias preservan la forma tipo kink durante todo el tiempo,
excepto en una pequena vecindad del instante de tiempo de la interaccién. Final-
mente, podemos observar que la condicién de E) se satisface para la nolinealidad
(3.73) para cualquier valor de Vi y Va.

Para el problema de interaccion kink-antikink, se puede probar que la condicién
E1) no se cumple para la nolinealidad (3.73) para cualesquiera velocidades Vi, V5. Sin
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embargo, nuestra hip6tesis de que E1) es excesivamente restrictiva, se verifica para
algunos pares de parametros Vi, Vs. La gréafica en la Figura 3.2. muestra la evolucion
del par kink-antikink con los mismos parametros mencionados anteriormente. De
nuevo, la onda solitaria preserva su forma durante todo el tiempo, excepto en una
vecindad del instante de tiempo t* = 0.5/(V} — V2) de la interaccién. De hecho, las
ondas pierden la forma kink para t ~ 0.25 y regresa de nuevo en t =~ 0.26 (ver Figura
3.3).

Figura 3.2: Evoluciéon del par kink-antikink.

Ejemplo 2
Se aplicé el mismo algoritmo a la ecuacién (3.1), pero ahora con la no linealidad
1
F(u) = 2 {2 — cos(2mu) — cos(4mu)} . (3.75)
s

Para tal ecuacién, la soluciéon no posee una representacién como combinacién de
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Figura 3.3: Evolucién del par kink-antikink para algunos valores de tiempo.

funciones elementales. Por esta razén, primeramente se resolvié numéricamente el
problema de Cauchy

o= VAL 1> 0wl (3.76)
y que de acuerdo a la condicién C), definimos w con argumento negativo como
w(n) = 1—w(—n). Para calcular la solucién de (3.76) se utilizé el método de Runge-
Kutta de cuarto orden con un tamafo de paso h, = 0.01. Posteriormente, se aplicé el
algoritmo numérico, utilizando los mismos valores de tamano de paso, h, T para los
pares kink-kink y kink-antikink, donde, numéricamente, los resultados de los calculos
muestran muy poca diferencia entre las nolinealidades (3.73) y (3.75). Sin embargo,
a simple vista sus graficas son practicamente idénticas, por lo que podemos referirnos
nuevamente a las Figuras 3.1 - 3.3.
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Capitulo 4
Conclusiones

Resumiento todo lo escrito anteriormente, podemos concluir que existe una clase
de nolinealidades, tales que, los pares kink-kink y kink-antikink preservan el
escenario de interaccién sine-Gordon, al menos en el término principal en el sentido
asintético. Aparentemente, esta clase puede ser especificada por las suposiciones
A)-C).

Para el caso de interaccion multi-onda, la situacion es més complicada y mucho
maés interesante. De acuerdo con la hipétesis [7] de que existen muchas ecuaciones
con el escenario de interaccién sine-Gordon de dos ondas solitarias, pero tres on-
das pueden interactuar de la misma manera Unicamente para ecuaciones completa-
mente integrables. Ante esto, esperabamos que dos kinks y un antikink perdieran
la estructura después de la triple interaccién. Esto fue realizado y la gréfica de la
Figura 4.1 muestra la evolucién de tal solucién para la no linealidad (3.73). Las posi-
ciones iniciales y las velocidades de las ondas solitarias son las siguientes: 2§ = 0.5,
Vi = 0.99999, 29 = 1, Vo = 0.15, 23 = 1.5, V3 = —0.69999. El primer fenémeno
inesperado aparecié cuando comprobamos las interacciones acopladas de las mismas
ondas (trayectorias que se intersectan por pares). Resulta que la estructura se de-
forma después de la segunda interaccién (ver Figura 4.2). Dado que los pares de las
mismas ondas interactian preservando la estructura, este resultado parece ser muy
extrano y que aun no ha sido explicado.

Por otra parte, resulté que tres kinks interactian de acuerdo al escenario sine-
Gordon. Obsérvese que las graficas en Figura 4.3 y Figura 4.4 las cuales muestran la
evolucién de los kinks con los pardmetros 33(1] = 0.5, V1 = 0.99999, xg =1, V5 =0.15,
79 = 1.5, V3 = —0.69999.

Por lo que es claro que el problema de interacciéon multi-onda para la ecuacion
tipo sine-Gordon debe ser investigado méas en detalle.
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Figura 4.1: Evolucién de la tripleta kink-kink—antikink.

Figura 4.2: Evolucién de los pares kink—kink y kink—antikink
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Figura 4.3: Evolucién de la tripleta kink-kink-kink

I
05 1 125 15

Figura 4.4: Descripcién de la evolucién antes (curva 1), después (curva 3) y en el
instante de tiempo de la interaccién (curva 2)
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