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Abstract

The approximate dynamic programming (ADP) is a broad family of
algorithms aiming to compute approximated solutions in Markov decision
processes (MDPs). It has attracted the attention of many researchers not
only because it extended the application field of the MDPs theory, but also
because the analysis of the approximate algorithms rises up several theo-
retical challenges that relate different mathematical fields (approximation
theory, stochastic algorithms, statistical estimation, neural networks, etc.)

Concerning to the basic aspects, the departure point of the ADP is the
general theory on the classical MDPs algorithms—either for the discounted
cost criterion or the average cost criterion. Then, the ADP algorithms can
be classified in terms of the algorithm in which they are based, thus defining
the subfamilies of procedures generically known as approzimate value iter-
ation(AVI) algorithm, approzimate policy iteration (API) algorithm, and
approximate linear programming (ALP) approach. Roughly speaking, the
ADP algorithms interleave an approximation step at each stage of the clas-
sical algorithms. This simple idea has produced a vast variety of competing
approximate algorithms, but the most part of the literature is concentrated
on finite space models. See, for instance, the books [5, 27] and the survey
papers [4, 28, 29, 33] for general discussions and comprehensive accounts on
the ADP algorithms.

In particular, the API algorithm have been mainly studied for finite
spaces models ( [4, 5, 8, 27, 29]), but there are some few exceptions ([3, 12,
22, 23, 34, 36, 43]). The present work deals with the API algorithm for a
discounted cost criterion with Borel state and action spaces, but differs from
these latter papers in several ways.

To begin, in the present work is used a “perturbation approach” for the
analysis of the API algorithm. This is done by considering approximation
schemes that define a class of operators called averagers. An averager is a
positive linear operator with norm equal to one that satisfies an additional
continuity property. The averagers include several of the most used interpo-
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VI ABSTRACT

lation schemes (e.g., piecewise linear and multilinear approximations, piece-
wise constant approximations, kernel-based approximations, certain splines
approximations) and some variants of the projected equation method.

The key property of an averager is that allows to see the approxima-
tion step as a “perturbation” of the original Markov decision model and the
approximate algorithm as the exact algorithm in the “perturbed model”.
These facts in turn have two important consequences: (i) they allow to es-
tablish directly the convergence of API algorithm and to identify the limit
functions as the optimal value function on a perturbed model; (ii) they also
allow to give finite-time performance bounds in terms of the quality of the
approximations given by the averagers for the one-step cost function and
the transition law of the original model. Usually the performance bounds
are asymptotic and are not tied to the accuracy of the approximation step.
It is also worth mentioning that the results in (i) and (ii) are obtained with-
out imposing any other structural condition than the standard continuity
and compactness conditions used in the MDP’s literature.

On the other hand, the papers [3, 12, 22, 23, 43] follow a free-model ap-
proach so their approximations rely on simulation of the controlled processes
and prove the convergence either in the mean or with a “high probability” or
almost surely under several technical conditions. The papers [3, 12] provide
a finite-time bounds which holds with a high probability for models with
compact state space and finite action space. Moreover, the bounds are not
given in term of the accuracy of the approximation schemes and seem to
be quite difficult to estimate. The work [34] is of experimental nature since
it focus in comparing the performance of several discretization procedures
using some test models. The paper [36] focus on the rate of convergence of
the API algorithm for a growth model using a piecewise linear interpolation.
The papers [22, 23] prove the almost sure convergence of the API algorithm
assuming that the state and control spaces are compact convex subsets of a
euclidian space and also that the transition law has a density among other
technical conditions. The paper [43] presents results for denumerable space
models and claims that the results can be extended to general spaces.

The papers [2, 24, 38] also study the discounted performance criterion
for systems with general spaces but using the approrimate value iteration
algorithm. In general terms, they share one or more features mentioned for
the references [3, 12, 22, 23, 43].

In the present work the APT algorithm is studied following a based-model
approach under two settings. In the first one, the one-step cost function and
the transition law of the system are completely known. Thus, the perfor-
mance bounds of the API algorithm are given in terms of the approximation
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errors of the costs and of the transition law, and the stopping error of the
APT iteration algorithm. In the second setting, the controlled system evolves
according to a difference equation of the form

Tnt1 = H(zp,an,wy), n=0,1,2, ..,

where H is a given function, x,, and a,, are the state and the control variables
at time n, respectively, and the disturbance process {w,} is an observable
sequence of independent and identically distributed random vectors with
unknown density p. The density p is estimated using an historical record
of the random disturbances wy := (wp, w1, ...,w;—1) by means of a density
estimator p,(-|wy), which in turns defines an estimated control model M.
Then, the API algorithm is applied in the estimated model M;, yielding a
estimated-perturbed model M, as well as an estimate-approximate policy
iteration (EAPI) algorithm. Clearly, the performance of this new algorithm
depends on the accuracy of the model M; for estimating the unknown model
M, and also on the accuracy of model M; for approximating M;. Then, in
addition to the errors in the application of the API algorithm, there is an
estimation error whose accuracy is determined by the density estimation
process.

The problem of finding optimal policies under unknown disturbance dis-
tribution is called adaptive control problem, and has been studied in several
contexts (see, e.g., [13, 14, 18, 19, 26]). Typically, in this case, the adaptive
policies are obtained by applying the “principle of estimation and control”
(see [14]) which consists in substituting the estimates into optimal stationary
controls. That is, before choosing the control a,,, the controller gets an esti-
mate p,, of the density p, and combines this with the history of the system
to select a control a, = f5"(-), defining the non-stationary control policy
= {fn"(')} . Thus, since the discounted criterion depends strongly on the
decisions selected at the first stages, precisely when the information about
the unknown density p is deficient, it is not possible to ensure the optimality
of such a policy. This fact implies that the optimality of this class of policies
is studied in a weaker sense, the so-called asymptotic discounted optimali-
ty. In contrast, the estimate-approximate policy iteration introduced in this
paper offers an alternative to numerically approximate optimal stationary
policies for control systems with unknown disturbance distribution.
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Introduccion

En este trabajo se estudian métodos de aproximacién para el proble-
ma de control 6ptimo descontado en procesos de decisién markovianos y
semi-markovianos con costos no-acotados, y espacios de estados y controles
generales.

La importancia de esta clase de procesos se debe a que una diversi-
dad de problemas que aparecen en campos como economfa, investigacién
de operaciones, finanzas, teoria de inventarios, teoria de colas y modelos
de mantenimiento-remplazo etc., se formulan como problemas de control
6ptimo ([14], [16], [20], [30], [32]).

Actualmente se cuenta con una teoria general bien desarrollada para este
tipo de problemas; no obstante, la implementacién numérica de algoritmos
para el cédlculo de las soluciones 6ptimas tiene limitantes importantes. Por
un lado, la mayor parte de la literatura se restringe a procesos con espacio
de estados finitos, lo cual excluye muchos problemas importantes (e.g.,teoria
de inventarios, sistemas de espera, control de pesquerias, problemas de rem-
plazo entre otros). Por otra parte, la mayoria de los algoritmos propuestos
son procedimientos heuristicos, es decir, no se tiene garantfa de su conver-
gencia o no proporcionan cotas para los errores de aproximacién expresadas
en términos de cantidades conocidas o que puedan ser calculadas.

Esta situacién claramente limita el campo de aplicacién de los procesos
de decisién markovianos y a su vez, plantea el reto de investigar y proponer
algoritmos generales y esquemas de implementacién numérica que permitan
encontrar soluciones en problemas concretos con la precisién deseada.

El principal enfoque para resolver el problema de control 6ptimo consiste
en establecer que la funcién de valor 6ptimo satisface la ecuacién conoci-
da como ecuacion de optimalidad. Esta ecuacién es una ecuacion funcional
que involucra un paso de optimizacién. Dicha ecuacién generalmente no
puede resolverse explicitamente, haciéndose necesario el desarrollo de enfo-
ques y métodos numéricos que proporcionen soluciones aproximadas. Entre
los principales algoritmos para obtener dichas aproximaciones destacan el
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algoritmo de iteracidn de valores—o aproximaciones sucesivas—y el algoritmo
de iteracion de politicas. Ambos algoritmos proporcionan un procedimien-
to iterativo para aproximar tanto a la funcién de valor éptimo como a las
politicas 6ptimas. Sin embargo, los aspectos de implementaciéon numérica son
particularmente dificiles debido al fenémeno conocido como la maldicion de
la dimension.

En la préctica, la tarea de implementar cada iteracién de estos algo-
ritmos es dificil si la cardinalidad del espacio de estados es muy grande y
simplemente imposible si el espacio de estados es infinito. Como una al-
ternativa para enfrentar esta dificultadad surge la programacion dindmica
aprozimada (PDA) ([4], [5],[24], [34], [38], [40], [41]) la cual consiste en com-
binar un algoritmo iterativo—como los antes mencionados—con métodos de
aproximacion de funciones. En muchos casos, los métodos de aproximacion
son representados por medio de un operador L que actia sobre algin es-
pacio de funciones adecuado, de modo que Lu representa la aproximacién
de la funcién u. Asi, la PDA alterna cada etapa del algoritmo iterativo con
un paso de aproximacién dado por el operador L para obtener un algoritmo
aproximado.

En este trabajo se estudiard el algoritmo de iteracion de politicas aprox-
imado (IPA) para procesos markovianos y semi-markovianos con respecto
al indice de funcionamiento de costo descontado. Para la parte de aprox-
imacién se usard una clase de operadores de aproximacién denominados
promediadores.

Los promediadores son operadores de aproximacion que satisfacen las
siguientes propiedades: (a) L(1) = 1; (b) L es un operador lineal y monétono;
(¢) Luy | O siempre que u, | 0. Esta clase de aproximadores incluye los
esquemas de interpolacién mds comunes como interpolacién lineal y multi-
lineal, interpolaciones con splines de Schoenberg y basados en kérneles, asf
como interpolaciones con operdores de Bernstein y Hermite-Féjer, y algunas
variantes de los métodos de proyeccién, entre otros ([33], [38]).

Las propiedad clave de un promediador es que puede verse como una
probabilidad de transicién sobre el espacio de estados del sistema. Esta
propiedad permite introducir un modelo de control perturbado en el cual
el algortimo IPA es el algoritmo de iteracién de politicas exacto. Este hecho
hace posible, por una parte, establecer la convergencia del algoritmo direc-
tamente, asi como identificar la naturaleza de la funcién limite, y por otra,
proporcionar cotas de error en términos de la precisién con la que el prome-
diador aproxima a la funcién de costo por etapa y a la ley de transicién del
sistema.

Este enfoque de perturbaciones basado en promediadores fue estudiado
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previamente en [40] y [41] pero enfocados al algoritmo de iteracion de valores
con respecto a los indices en costo descontado y en costo promedio. En el
presente trabajo continuamos el estudio de este enfoque para el problema de
control éptimo descontado pero considerando ahora al algoritmo de iteracion
de politicas, tanto para procesos markovianos como semi-markovianos. El
trabao estd estructurado de la siguiente manera.

En el Capitulo 1 se describe el modelo de control markoviano estdndar y
se presentan los principales resultados sobre el problema de control éptimo
con costos acotados que usaremos posteriormente en los Capitulos 2 y 3.
Dichos resultados son bien conocidos y un caso particular de los resultados
que se presentan en el Capitulo 4, pero se presentan en este capitulo con el
animo de facilitar la lectura.

En el Capitulo 2 se introducen los promediadores, se presentan algunas
de sus propiedades, el modelo perturbado y posteriormente se estudia el al-
goritmo de iteracién de politicas aproximado. En el Capitulo 3 se extiende
el analisis a problemas de control con informacién incompleta; especifica-
mente, consideraremos sistemas controlados que evolucionan de acuerdo a
una ecuacién en diferencias bajo el supuesto de que la densidad del ruido
del sistema es desconocida. A este tipo de problemas se les conoce como
problemas de control adaptado y el enfoque usual para abordarlos se basa
en el principio de estimacion y control ([13], [14],[18], [26]). En el presente
trabajo damos una alternativa a dicho enfoque que consiste en combinar
el enfoque de pertubaciones basado en promediadores con técnicas de esti-
macién estadistica para estimar y aproximar politicas éptimas.

El Capitulo 4 estd orientado completamente al estudio del problema de
control 6ptimo descontado para procesos semi-markovianos con costos no-
acotados y espacios de Borel. El problema de control é6ptimo se estudia bajo
dos conjuntos de hipétesis: (i) se supone que el modelo de control satisface
condiciones usuales de continuidad-compacidad; (ii) la funcién de costo por
etapa y la dindmica del sistema satisfacen una condicién de crecimiento.
Bajo tales supuestos, se caracteriza a la funcién de valor éptimo como la
tnica solucién de la ecuacién de optimalidad en un espacio de funciones con
norma ponderada finita y se demuestra la existencia de politicas estaciona
rias 6ptimas. La condicién de crecimiento sobre la dindmica del sistema se
expresa a través de una condicién de Lyapunov, que en nuestra opinién, no
habia sido considerada previamente en la literatura hasta el momento ([7],
42], [30], [32], [21]).

En el Capitulo 5 se estudia el algoritmo de iteracién de politicas aproxi-
mado para procesos de control semi-markovinanos. Se parte de los resultados
desarrollados en el capitulo anterior para este tipo de procesos. Para efectos
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de aproximacién numeérica se requiere truncar el espacio de estados, con esta
finalidad supondremos que es un espacio localmente compacto. Esta condi-
cién junto con la condicién de Lyapunov nos permitird restringir el estudio a
un conjunto compacto asi como obtener cotas de error por truncar el espacio
de estados.

Con el mismo enfoque de promediadores se estudia un modelo perturba-
do combindndolo con un procedimiento de truncamiento.

El algoritmo de iteracién de politicas se implementa en un modelo per-
turbado en un subconjunto compacto del espacio de estados original. Se
caracteriza la funcién de valor éptimo y se asegura la existencia de politicas
estacionarias 6ptimas en el modelo truncado. Ademads, se proporcionan cotas
para el error producido por el truncamiento, entre otros resultados.



Capitulo 1

Problema de Control Optimo
Descontado

1.1. Introduccion

En este capitulo se introducen los procesos de control markovianos en
tiempo discreto y se presentan los principales resultados sobre el problema de
control éptimo descontado con costos acotados. Estos resultados se usaran
posteriormente en los Capitulos 2 y 3. La existencia de politicas éptimas se
obtiene bajo condiciones usuales de continuidad y compacidad.

1.2. Problema de control 6ptimo

A lo largo del presente trabajo usaremos la siguiente notacién. Dado un
espacio de Borel X—es decir, un subconjunto de Borel de un espacio métrico
separable y completo— denotaremos por B(X) a su sigma-algebra de Borel,
esto es, la minima sigma-dlgebra que contiene la familia de subconjuntos
abiertos de X. La medibilidad tanto de conjuntos como funciones se enten-
derd como medibilidad con respecto a la sigma-édlgebra de Borel.

Denotaremos por M (X) el espacio de las funciones medibles v : X — R.
El subespacio de las funciones medibles acotadas se denotard como My(X)
y el subespacio de las funciones continuas acotadas por Cp(X). Para cada
v € My(X), la norma del supremo se define como ||v|| := sup,cx |v(z)].
Para cada B € B(X), denotaremos por Ip a su funcién indicadora.

Dados dos espacios de Borel X y Y, un kérnel estocdastico v(-|-) en X
dado Y es un mapeo tal que:

(7) v(*]y) es una medida de probabilidad en X para cada y € Y;

1



2 CAPITULO 1. PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO DESCONTADO

(73) v(B]|-) es una funcién medible en Y para cada B € B(X).

Denotamos por N y Ny a los conjuntos de los enteros positivos y de los
enteros no-negativos, respectivamente; por R y R, denotamos a los conjunto
de los niimeros reales y de los reales no-negativos, respectivamente.

Como ya se mencioné con anterioridad, para definir el problema de con-
trol 6ptimo (PCO) se requiere un modelo de control, un conjunto de politicas
admsibles y un indice de funcionamiento o funcién objetivo. Estos elementos
se introducen a continuacion.

Definicién 1.2.1 Un modelo de control markoviano (MCM)
M= (X, A {A(z) sz € X},Q,0), (L.1)

consiste en los siguientes elementos:

(a) X y A son espacios de Borel y representan el espacio de estados X
y el espacio de controles A;

(b) A(x) es un subconjunto medible de A para cada x € X y representa
el conjunto de controles o acciones admisibles para el estado x € X. Supon-
drémos que el conjunto de pares estado-accion admisibles

K:={(z,a) e Xx A:z€X,a€ Ax)}

es un subconjunto medible de X x A.
(c) la ley de transicion de sistema Q(+|-,-) es un kernel estocdstico en X

dado K;

(d) la funcion de costo por etapa C : K — R es una funcion medible.

Un modelo de control markoviano representa un sistema estocédstico con-
trolado que evoluciona de la siguiente manera: en el tiempo inicial n = 0
se observa el sistema en un estado z9p = x € X y se elige un control
ap = a € A(x) con un costo C(z, a). Inmediatamente despues de que se eligié
el control, el sistema se mueve a un nuevo estado 1 = 2’ € X de acuerdo a
la medida de probabilidad Q(-|x, a) y se elige un control a; = a’ € A(a’) con
un costo C(z',a’), y asf sucesivamente. Denotaremos por x,, al estado del
sistema en el tiempo n € Ny y por a,, al control seleccionado en este tiempo.

Para cada n € Ny, definimos el espacio de historias admisibles hasta
tiempo n como

H,=K"xX, neN, y Hy:=X
Un elemento genérico h,, € H,, es un vector de la forma

by, = (0, a0, ooy Tn—1, An—1, Tn),
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donde (zg,ar) € K para k = 0,1...,n — 1, y x, € X. Observemos que

el conjunto H,, contiene toda la informacién sobre la evolucion del sistema
hasta el tiempo n.

Denotemos por F al conjunto de funciones medibles f : X — A tal que
f(x) € A(zx) para toda x € X. A esta clase de funciones le llamaremos
selectores.

Definicién 1.2.2 (i) Una politica de control admisible es una sucesion m =
{mn} de kérneles estocasticos en A dado H,, tal que m,(A(xy)|hy) =1 para
todo h, € H,,n € Ng. Denotemos por 11 al conjunto de todas las politicas
admisibles.

(i) Una politica m = {m,} es determinista si para cada n € Ny existe
una funcion medible fy, : H,, — A tal que m,(D|hy) = Ip(fn(hyn)) para todo
D e B(A), h, € H,.

(111) Una politica m = {my} es markoviana si existe una sucesion { fn} C
F tal que mp(D|hy) = Ip(fu(xn)) para todo hy, € F,n € Ny.

(i) Una politica 7 = {m,} es estacionaria si existe f € F tal que
Tn(Dlhy) = Ip(f(xy)) para todo D € B(A), h, € H,,n € Ny. En este
caso la politica m = {m,} se identifica con el selector f y a la clase de todas
las politicas estacionarias con la familia de los selectores IF.

Sea Q := (X x A)*® y F la o-algebra producto correspondiente. Por el
teorema de Ionescu-Tulcea ( [1, Theorem 2.7.2, p. 109]) para cada politica
7 € Il y cada medida de probabilidad v € P(X) existe un proceso estocdstico
{(n,an)} y una medida de probabilidad P} definidos ambos sobre (9, F)
que satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Prlzo € B] = v(B) VB € B(X);
(i) PTlan € D|hy) = mn(D|hy) VD € B(A), hy, € H,,n € No;

(iii) PT[zpy1 € Blhn,an] = Q(Blzp,ayn), VB € B(X), hy, € H,,,n € Ny.

Al operador esperanza con respecto a la medida de probabilidad P] lo
denotaremos por E7. Si v es una medida concentrada en el estado inicial
zo = x, entonces escribiremos P y ET en lugar de P] y EJ, respectiva-
mente.

Nos referiremos a {x,} como el proceso de estados y a {a,} como el
proceso de control inducidos por la politica 7 y la distribucién inicial v.

Observe que las propiedades (ii) y (iii) establecen que dichos procesos tiene
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una propiedad de pérdida de memoria. En particular, si # = f € F es una
politica estacionaria, entonces el proceso de estados {z,} es una cadena
de Markov estacionaria con probabilidad de transicién Q(B|z, f(x)), B €
B(X),z € X.

Para plantear el problema de control éptimo solamente hace falta especi-
ficar el indice de funcionamiento o funcién objetivo con el cual se medira el
desempeno del sistema bajo las diferentes politicas control. Sea o € (0,1)
un factor de descuento fijo; se define el costo descontado como:

Va(z) := ET Za”C’(ﬂ:n, ap), xe€X,mell (1.2)
t=0

La funcién de valor éptimo correspondiente se define como

Vi(z) := inf Vi (z), ze€X. (1.3)
mell
El problema de control éptimo en costo descontado consiste en encontrar
una politica 7* € II tal que

Vi(z) = Ve (z) V2 € X.

En este caso, diremos que 7* es dptima en costo descontado o, simplemente,
que 7 es dptima descontada.

1.3. Existencia de politicas 6ptimas descontadas

Existen diferentes conjuntos de condiciones que garantizan que las fun-
ciones introducidas en (1.2) y (1.3) estdn bien definidas asi como la existencia
de politicas 6ptimas. A continuacién presentamos dos de los conjuntos de
tales condiciones que son usadas con mayor frecuencia en la literatura.

Hipétesis 1.3.1 (a) C(z,a) es una funcién continua en K y acotada por
una constante M > 0;

(b) La multifuncion © — A(z) es continua con valores en los conjuntos
compactos.

(c) Q(:|x,a) es débilmente continua en K, es decir, la funcion

(2,0) — /X u(y)Q(dy|, a)

es continua para cada u € Cp(X).
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Hipétesis 1.3.2 (a) C(-,-) es acotada por una constante M > 0.

(b) C(z,-) es una funcion continua en A(x) para cada x € X.

(¢) La multifuncion x — A(z) toma valores en los subconjuntos compactos
de A.

(d) Q(+|z,-) es fuertemente continua en A(x), es decir, la funcién

o~ [ u)Qdslz,a)
es continua para cada uw € My(X) y cada x € X.
Para cada funcién medible v : K — R y cada selector f € F definimos
ve(z) == v(z, f(z)), zeX.
En particular, con esta notacién tenemos

Cp(z) = Clx, f(x)) vy Qp(Blr) = Q(Bz, f(z)),

para todo = € X, B € B(X).
Para cada f € IF, se define el operador

Tru(z) := Cy(z) + a/xu(y)Qf(dy|:L'), xeX,

y el operador de programacion dindmica

Tu(z) := aeig{x)[C’(x,a) + a/x w(y)Q(dylz,a)], =€ X,

para u € My(X).

Observacién 1.3.3 (a) Notemos que si C(-,-) es acotada, entonces Ty, f €
F, es un operador de contraccion con mddulo o en el espacio de Banach
(Mp(X), || |loo)- Entonces, por el teorema de punto fijo de Banach, tiene un
tnico uy en My(X).

(b) Al mismo tiempo bajo la Hipdtesis 1.53.1, el operador de programacion
dindmica T es un operador de contraccion con mddulo o en el espacio de
Banach (Cp(X), || - ||oo), por lo tanto, tienen un unico punto fijo en Cyp(X).
También por teoremas de seleccion estandar ([14], [31]), para cada funcion
u en Cy(X) existe un selector f, € F tal que Tu(-) =Ty, (-), es decir,

Tu(z) = Cy,(x) + oz/xu(y)qu(dmx) Vz € X.
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(¢) Del mismo modo notemos que bajo la Hipdtesis 1.3.2, se cumplen las
mismas conclusiones que en (b) en el espacio de Banach (My(X), || - ||c0)-
(d) Ademds es importante resaltar que si en la Hipdtesis 1.8.2(b) y (d) cam-
biamos “continuidad” por “semi-continuidad inferior” se cumplen las mis-
mas conclusiones que en (c) (vea [14])

Aplicando argumentos de programacion dindamica se demuestra el sigu-
iente resultado ([6], [14], [15]).

Proposicién 1.3.4 Si se cumple la Hipdtesis 1.3.1 entonces:
(a) la funcion de valor éptimo Vi es el inico punto fijo en Cy(X) del operador
T, es decir,

Vi(z) = TVi(x) = min {C(w,a)—i—a/

a€A(z) X

wy)cz(dyrx,a)}; (1.4)

(b) una politica estacionaria f € F es dptima si y sélo si Vi(-) = T¢Vi(-);
(c) existe una politica estacionaria f*tal que Vi = T<Vi; por lo tanto, f*
es optima.

Observacién 1.3.5 Bajo la Hipdtesis 1.8.2 se cumplen los resultados de la
Proposicion 1.5.4, pero Vi es un punto fijo de T en My(X).

Desde un punto de vista tedrico, la Proposicién 1.3.4 da una solucién
completa del problema de control 6ptimo, pues la ecuacién (1.4) caracteriza
tanto a la funcién de valor éptimo como a las politicas estacionarias éptimas.
A pesar de estos hechos, desde un punto de vista practico el cdlculo de las
politicas 6ptimas es un reto debido a que la funcién de valor éptimo gene
ralmente es desconocida. Para salvar este obstdculo se emplean algoritmos
para aproximar la funcién de valor éptimo, y los procedimientos m&s co-
munes son el de iteracién de valores e iteraciéon de politicas, que describimos
a continuacion.

Algoritmo de iteracion de valores (IV):
(i) inicio: tome k = 0 y elija una funcién vy € Cp(X);

(ii) mejoramiento: calcule la funcién vgy1 := Tv y una politica fry1 tal
que T =TY,  ug.
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Notemos que bajo la Hipdtesis 1.3.1, por el teorema de punto fijo de
Banach, la sucesién v, k € Ng, converge a V, uniformemente para cualquier
funcién inicial vy € Cp(X). Ademds se cumple

ok

||’L)1 —U()HOO VvV n € Ng.

Vi — <
IV = wnlloe < 71—

Algoritmo iteracion de politicas (IP):
(i) inicio: tomamos k = 0 y elija una politica gy € F;
(ii) evaluacién: dada gy € F calculemos uy, := Vj, ;

(i) mejoramiento: encuentre g1 € F tal que Tuy =Ty, |

Uk .

Note que el algoritmo de IP no esta bien definido bajo la Hipétesis 1.3.1
debido a que la existencia de los selectores en el paso de mejoramiento no
estd garantizada. Este problema no ocurre bajo la Hiétesis 1.3.2.

Por otra parte, si el espacio de estados es muy grande los algoritmos de
anteriores se vuelven inviables numéricamente. Para enfrentar esta dificul-
tad surge la Programacién Dindmica Aproximada (PDA), la cual consiste en
combinar el algoritmo original (por ejemplo, IV IP) con métodos de aproxi-
macién de funciones. En este trabajo estudiaremos el algoritmo de iteracién
de politicas, y cierta clase de esquemas de aproximacién representada por
operadores que llamaremos promediadores.
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Capitulo 2

Algoritmo de Iteracién de
Politicas Aproximado

2.1. Introduccién

El objetivo de éste capitulo es presentar cotas de error por aproximar la
politica 6ptima mediante politicas obtenidas por el algoritmo de IP aplicado
en un modelo de control perturbado. El modelo perturbado es una aproxi-
macién del modelo original, se obtiene por medio de una clase de operadores
que llamaremos promediadores (Definicién 2.2.1).

El punto importante es que esta clase de operadores definen modelos de
control perturbados en los cuales el algoritmo de iteracién de politicas es
el algoritmo aproximado en el modelo original. En éste capitulo se intro-
ducen los operadores de aproximacién, un modelo markoviano perturbado y
finalmente se presenta el algoritmo de iteraciéon de politicas aproximado.

2.2. Operadores de aproximacion

Para un operador L : M (X) — M(X), la imagen Lu denotara la aprox-
imacién de u en M(X). En particular, para cada f € Fy B € B(X),
LCs(-) y LQ¢(B|-) son aproximaciones de las funciones C¢(-) y Qf(B|:),
respectivamente.

Definicién 2.2.1  Un operador L : M(X) — M(X) es un promediador si
satisface las siguientes condiciones:

(a) L(Ix) = Ix,
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(b) L es un operador lineal;

(c) L es un operador positivo, esto es, Lu(-) > 0 para cada u(-) > 0 en
M (X);

(d) L satisface la siguiente propiedad de continuidad:

() 1 0,0, € M(X) = Lu,(:) | 0.

Definicién 2.2.2 (a) Un promediador L es débilmente continuo si Lv(-)
estd en C(X) para cada v(-) en C(X).

(b) El promediador L es fuertemente continuo si Lv(-) estd en C(X) para
cada v(-) en M(X).

Algunos de los procedimientos de aproximacién de funciones mé&s impor-
tantes son representados por promediadores. Entre ellos, podemos mencionar
a las aproximaciones constantes por secciones, interpolaciones lineales, cier-
tos métodos basados en "splines", asi como interpolaciones con kérneles,
entre otros.

Los promediadores son operadores no-expansivos en M;(X) con respecto
a la norma del supremo, es decir,

|Lu — Lov||, < |Ju—v| ., paratodo u,v € M(X). (2.1)

Para verificar esta propiedad primero observe que si L es un promediador,
entonces es mondétono, es decir, Lu > Lv si u > v. Luego, observe que

L(u—v)

L(v—u)

lu = vl

VANVAN

[ = ully

lo cual implica (2.1).

La siguiente proposicién muestra las propiedades més importantes de los
promediadores. De hecho el nombre de promediador se debe a las propiedades
(a) y (b) de la siguiente proposicién. La demostracion sigue argumentos es-
téndar por lo que serd omitida.

Proposicién 2.2.3 Sea L : M(X) — M(X) un promediador y definimos
L(D|x):= LIp(z), =€ X, D e B(X).

Entonces:

(a) L(:|-) es una probabilidad de transicion en X, esto es, L(:|x) es una
medida de probabilidad en X para cada © € X y L(D|-) es una funcion
medible para cada D € B(X).
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(b) Para toda v € M(X) se cumple

Lo() = /X v(y)L(dy|).

2.3. Modelo markoviano perturbado

Sea L un promediador y un modelo de control M = (X, A, {A(z) : z €
X}, Q,C) fijos. Consideremos el siguiente modelo de control perturbado

M:=(X,A,{Qs, Cs, feF}) (2.2)

donde
Ciw) = LCs(@) = [ CrnLidyfe) 23)
Qs (Blz) = LQf(B|5U):/XQf(B|Z/)L(dy|$)v (2.4)

para z € X, B € B(X), f € F. Las dos igualdades anteriores se deben a la
Proposicién 2.2.3.

Observe que de (2.4) se sigue que Q #(:), f €F, es una probabilidad de
transicién en X. Entonces, por el teorema de Ionescu-Tulcea ([1, Theorem
2.7.2, p. 109]), para cada estado inicial zp = = € X, y cada politica f €
F existe una medida de probabilidad P/ y una cadena de Markov {zn}
definidas en el espacio (€2, F) tal que Q #(+|-) es la probabilidad de transicién
en un paso de {7, }. Denotamos Egj el operador esperanza con respecto a la
medida de probabilidad 159{ .

Ahora se define el indice de funcionamiento en el modelo perturbado. Sea
a € (0,1) un factor de descuento fijo; se define el costo descontado como

[e.o]

Z (7)), x€X, feF

k=0

La funcion de valor dptimo correspondiente se define como

V(@) i= inf Vy(@).
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Una politica estacionaria f*es 6ptima si satisface la igualdad
V() = Vi)

Ahora, para cada f € F, se define el operador Tf : Mp(X) — Mp(X)
como

Tyu(z) := Cy(z) + a/xu(y)éjfuyyx).

Lema 2.3.1 (a) Para toda funcion u € My(X)
vau(x) = LTu(z), VreX.

(b) Si la funcion de costo Cy(-) es acotada, entonces Tf es un operador
de contraccion en el espacio (My(X), || - ||so) con mddulo c.
(c) Vf es el punto fijo del operador Ty, esto es,

V@) = Crla) +a [ Go)@anle) =TT (25)

Demostracién. (a) Por la Proposicién 2.2.3 tenemos

Cyta) +a | uw)@y(dyla) = LCs(o) +a / | ut)Qstaylz)Lidzlo
= LTyu(x)

por lo tanto,

Tfu(as) = LTyu(x).

(b) De la definicién de Tf es posible verificar que es un operador de
contraccién con médulo a en el espacio de Banach (M(X),]] - [|c). Este
resultado también se sigue notando del inciso anterior que Tf es la composi-
cién de un operador de contraccién (1) con médulo o y un operador no
expansivo (L).

(c) Por el inciso (b) ff tiene un tnico punto fijo uy € My(X), es decir,

us(2) = Cy(z) +a /X us ()@ 5 (dyl),
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por otra parte, notemos que por propiedades de la esperanza condicional y
la porpiedad de Markov se cumple que

Vi(z) = BL |Cpzo) + > a"Cr(@n)

n=1
« Z a”lé’f(fn)]hll }

n=1

! Z a"é’f(:?n)] }
n=0

= Cy0)+ Bf {a Vi@ |

= Cy() +a [ ViQstdsla).

~ )+ B {Ez:

=@m+@{%

Entonces, uy = 1~/f es el punto fijo del operador T ', esto es,

Vi) = Cy(o) + | Viw)Qsldyla) =TyTy(a).

Observemos que se cumple

I Tfu— Villoo = ITf T u— TiVillo
<a|TF  u = Villoo < -+ < @[t = Voo,
para toda u € My(X), n € N.

Ahora definimos el operador de programacién dindmica para el modelo
perturbado como

Tu(z) := }glf? {5}(3:) + a/)(u(y)@f(dy|x)} ze X, ue G(X). (2.6)

El operador T satisface las siguientes propiedades.

Lema 2.3.2 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 1.3.1 y que L es un
promediador débilmente continuo. Entonces:
(a) para toda funcion u € Cy(X)

Tu(z) = LTu(z), Yz e X; (2.7)
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(b) T es es un operador de contraccion en el espacio (Co(X), || - ||oc) con
maodulo a;
(c) para cada v € Cy(X) existe un selector medible f € F tal que

Tu(z) = Tyula) = Cyw) + o | ul)@y(dy), (2.8)
para cada T € X.

Demostracién. (a) Observe que para u € Cp(X) y f € F,

Tu(z) < Cyla) +a [ u()Qsldyle). = €X.

Ahora, como L es un operador monétono tenemos que para cada x € X,
ITu(e) < £{Cyla) + o [ ut)@ytanlo) |

= Cy(a) +a /X u(y)Q; (dyle).

Tomando nfimo sobre f € F en la desigualdad anterior

L7u(w) < juf {50 +a [ utn)staio)

Para obtener la desigualdad contraria, note que por la Observacién 1.3.3(c),
para cada u en Cp(X) existe f,, tal que

Tu(z) = Cy,(e) +a | u(s)Qs(dyle) Vo € X (2.9)

Por otra parte, notemos que para z € X,
Tu(z) < s, () +a | u()Qs (dylo)
—2{cn @) +a [ uas o]
= LTu(z),
donde la tltima igualdad se sigue de (2.9). Por lo tanto,

Tu(z) = LTu(z).
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(b) Para cada u € Cy(X), por la Observacién 1.3.3(b) se cumple Tu €
Cy(X). Ademds, como L es un promediador débilmente continuo, LTu €
Cy(X). Entonces, por la parte (a), Tu € Cy(X), es decir, T mapea Cy(X)
en si mismo. Ahora, usando que el operador L es no expansivo, se sigue que

|Tw — Tw||so = ||LTu — LT0||0s < [Tt — T0||os < a||te — v||oo,

lo cual demuestra la parte (b).
(c) Sea u € Cp(X). Por (2.9) existe f, tal que

Tu(z) = Cy, (x) + o /X w(y)Qy. (dy|).

Luego por la propiedad de monotonia y linealidad de L se tiene
Tu(z) = Cr, (@) +a [ uly)@y,(dyls) Yo € X
X

lo cual demuestra el resultado deseado.l

Proposicién 2.3.3 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 1.3.1 y que L
es un promediador débilmente continuo. Entonces la funcion de valor dptimo
Vi es el dnico punto fijo del operador T en Cy(X), y existe f* € F

Vi(z) = TVi(z) = va*f/*(x) Vo € X.

Ademds, una politica estacionaria f € F es dptima st y sdlo T‘Z(as) =
T¢Vi(x). Por lo tanto, la politica f* es dptima.

Demostraciéon. Por el Lema 2.3.2 existe una tnica funcién v* € Cp(X) y
una politica estacionaria f* € F tal que

w(@) = Tu*(@) = Cye(@) + o | w)Q- (A,

Entonces, u* es un punto fijo de ff*, y por (2.5), u*(z) = ‘N/f* (x). Por lo
tanto, de la definicién de V., tenemos

u*(z) = Vp+ (2) > Vi(z).

Para obtener la desigualdad contraria, notemos que

w*(z) = Tu () < Cy(a) +a/xu*(y)@f(dy|x), feF.
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Luego, para cada z € X y h,,, € H,,, m € Ng,se cumple que
0 < B {a"Cy(@m) + " @ni1) = " ) i | -

Tomando valor esperado y sumando se obtiene

O<Ef{2a C’fmm +Zam+1*mm+1 Za }

m=0 m=0
o~ n o~
S@{Zdwwm “”mﬂ>wm%.
m=0
Tomando limite cuando n — oo obtenemos

u'(x) < Vi(o),
lo cual implica _

Por lo tanto,

Vi(z) = TVi(z).
Finalmente, sea f* € F una politica estacionaria éptima, es decir, 17;(30) =
Vi=(x). Por (2.5), Vi es punto fijo de T« y Vi es un punto fijo de T', de
donde se sigue L o
TVi(x) = Ty Vi(2).
Ahora suponga que para una politica f € F se cumple TV.(") = Tff/*()
Entonces, Vi es un punto fijo de Tf, lo cual implica que

V() = Vi ()
por lo tanto, f es éptima. l

2.4. Algoritmo de iteracién de politicas aproxima-
do

En esta seccién se introduce el algoritmo de iteracién de politicas para el
modelo perturbado. El objetivo es calcular cotas de error cuando las politicas
obtenidas bajo este algoritmo son evaluadas en el modelo original.

Algoritmo de iteracion de politicas aproximado (IPA)
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(i) Inicio: sean k =0y go € F arbitraria,
(ii) etapa de evaluacién: dado gy € F calcule ug(-) := ‘7%(-);

(iii) etapa de mejoramiento: calcule la politica g1 € F tal que fuk() =

Ty, uk(+) y regrese a la etapa (ii).

Proposicién 2.4.1 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 1.5.1 y que L es
un promediador fuertemente continuo. Entonces la sucesion {uy} converge
decrecientemente y en la norma del supremo a la funcion de valor dptimo
Vi. Ademads,

2c

Vi — wplloo < - lug — up—1|oo Vk € N.

-«
Demostracién. Primero notemos que TN/f, f € F, es una funcién continua
y acotada ya que Vy = LT{V; y L es un promediador fuertemente continuo.

Asi, para cada k € Np, existe una politica gr11 € F tal que fuk() =

Ty, ., ur(-); por lo tanto, la etapa de mejoramiento en el algoritmo IPA estd

bien definida.

Para demostrar la convergencia de la sucesién {ug} a Vi, tomemos gg € F
arbitraria y observemos que

up(x) = Vo ()
= Cupla) +a | ua(s) Q@ (o)
> inf (Cr(z) +a Xuo(y)@f(dy!w)}
= Tuo(x).

Por otra parte, existe g1 € F tal que

fuo(x) =Cy, (z) + Oé/x uo(y)@gl(dy!w),

lo cual implica

up() > Gy, (z) + o /X o (1) ().
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Iterando la desigualdad anterior obtenemos

n—1
ug(z) > B "ok Cy, (Fk) + a"ES ug(3n).
k=0

Luego, tomando limite cuando n — oo, resulta

up(z) > Vg, () = uy (2).

Repitiendo la argumentacién anterior se obtiene

up(z) > Tug(z) > upy(z), Vo € X, k € No.

Entonces la funcién u = lim uy, estd bien definida. Ademads, tomando limite
cuando k — oo, por [17, Lemma 3.3], tenemos

kli)ngo Tug(x) =T ( lim ug(x)) = Tu(x).

k—o0

Luego como T = LT, por el teorema de la convergencia dominada y de la
igualdad anterior se cumplen las siguientes igualdades

lim Tuy(z) = kh'm LTug(x) = Lkh'm Tuy(z) = Tu(z).

k—oo

Entonces,

w(z) > Tu(z) > u(z), Vo € X,
lo cual prueba que u es punto fijo del operador TV, es decir,
u(-) = Tu(:).

Ademads, puesto que L es un promediador fuertemente continuo u € Cy(X)
y por la Proposicién 2.3.3, concluimos que

Ahora para demostrar la segunda parte de la proposicién notemos que

Vi = uklloo < Vi = Tyerih—1loo + | Tyetih—1 — tur]l o
= |TVi = Tup—1lloo + 1Ty, ur—1 — Ty, ukllo
< af|Vi —up—1lloo + aflup—1 — urlloo

< al| Ve — uklloo + allug — up—1]loo + allur—1 — ugl oo,
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lo cual implica que

2
-«

1V = wklloo < Ttk — 1o

Cotas para los errores de aprorimacion. Para obtener cotas para los
errores de aproximacion del algoritmo IPA, introducimos las siguientes con-
stantes. Sea Fy la subclase de las politicas estacionarias que contiene las
politicas 6ptimas estacionarias tanto para el modelo original como para el
modelo aproximado y las politicas generadas por el algoritmo IPA. Entonces
definimos

¢ = sup ||C — Cfloo (2.10)
fe€Fo
0 = sup [|Qs([x) = Qs(:|z)llv, (2.11)
CEGX,fGFO
donde || - ||7v representa la norma de la variacién total para medidas con

signo finitas, es decir,

Ay = p{\ v

v € My(X), Jolloe < 1},
donde A es una medida con signo en X. Es facil ver que

\ o)

Observemos que 6c y 6o miden la precisién con la que el promediador L
aproxima a C'y ). El siguiente teorema nos proporciona cotas de error en
términos de estas cantidades.

< Mzvilvlies Vo € My(X).

Teorema 2.4.2 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 1.3.1 y que L es
un promediador fuertemente continuo. Sea uy € Cyp(X) y gr, € F, k € N, las
funciones y politicas definidas por el algoritmo IPA. Entonces:

~ 1 aM
* V% OOS 9
(@) Ve = Villoo < 100+ sz
(b) Ademds,
2 2aM 2
_ < _
Ve = Vil < =0+ ezl + ol = i

para todo k € N.
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Demostracién. (a) Notemos que de (2.5), para cada politica f € F se
cumple

Vi(@) = Cyla) +a | V)@ (dyla) v € X

Vi(2) = Cy(a) + a /X Vi (4)Q; (dyla).

Entonces,

Vi(@) = Vi(a)| < |Cs(@) = Cs(@)] +a

/ V()3 (dyle) — / Vi ()@ (dyla)
X X

<|ICf = Cfllos +

/ V()3 (dyle) — / Vi ()@ (dyle)
X X

a~/x Vi) - [ vitwastaso
< 1Cs = Cflloe + all Vs = Vil

+ | Villoo sup [|Qs (-12) — Qs (-[) v
zeX

De aqui se sigue que
1Vi=Villoo < |ICr=Cfllootal|Vi—Villootal Vil oo sup 1Qf(-2)—Qs(|z)||I7v.
xT

Ahora, por la Hipétesis 1.3.1(a), obtenemos la desigualdad

~ 1 ~ « ~
IVi=Villoo = sup [|Cs=Crlloot g3 M sup_ [|Qs(z)=Q(|)llzv,
— & fel (1—-a) z€X,f€F
(2.12)

la cual es equivalente a
K+ Vy <V <Vp+r,

donde

1 @
Cl-a (1—a)?
Tomando infimo sobre la clase de las politicas estacionarias en esta desigual-
dad llegamos a que

K oc + M5Q.

k4 Vi <V < Vit k.

Por lo tanto
(2.13)

~ 1
”V* - V*Hoo < 17504‘ T o
-« «
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De esta manera tenemos que se cumple (a).

(b) Recordemos que ug(-) = \N/g (). Entonces, aplicando (2.12) con gi en
lugar de f,

~ 1 Q
- o < ——— —M Noy.
o = Vil < g0+ =g Mg ¥k €Ny

Por otra parte,
Vi = Vi lloo < [IVie = Villoo + [[Vie = upfloo + [V, = Vigelloo-
Finalmente, (2.13) y la Proposicién 2.4.1 implican que

2a 2
2M5Q +

2
Ve = Vo lloo < dc +

<14 i—a) l[uk — ug—1|oo;

l—«o

lo que demuestra la parte (b). B
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Capitulo 3

Estimacion y Aproximacion
en Modelos Markovianos
Descontados

3.1. Introduccién

En este capitulo estudiaremos sistemas estocdsticos controlados cuya
evolucién del sistema estd dada por

Tp+1 = H(xTL?anawn)v n e NUa

donde w,, es un ruido aleatorio con densidad desconocida. Supondremos que
el ruido aleatorio es observable; esto permitird obtener un estimador de la
densidad desconocida y definir un modelo de control estimado My, el cual
serd perturbado para obtener un modelo aproximado M.

En este caso la politica 6ptima del modelo original serd aproximada me-
diante politicas obtenidas por el algoritmo de IP en el modelo M;. Es claro
que el buen desempeno de estas politicas en el modelo original dependerd por
una parte de la precisiéon del modelo M; para estimar al modelo desconocido
M., y por otro lado de la exactitud con la que el modelo M; aproxima al
modelo M;. Se presentan cotas de error por estimacién, aproximacién y por
detener el algoritmo de IP correspondiente.

Finalmente para ilustrar los resultados del capitulo se presenta un ejem-
plo de control de inventarios.

23



24CAPITULO 3. ESTIMACION Y APROXIMACION EN MODELOS MARKOVIANOS DESC

3.2. Proceso de estimacion y control

Consideremos un proceso de control de Markov que evoluciona de acuer-
do a la ecuacién en diferencias dada por

T+l = H(ﬂ?n, an7wn)7 n < N07 (31)

donde H : K x R™ — X es una funcién medible, las variables aleatorias
wp,n € Ny, son independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) con valo
res en el espacio euclidiano R y funcién de densidad p(-), la cual suponemos
es desconocida para el controlador. Suponemos ademsis que la funcién de
costo por etapa estd dada por

C(z,a) = /mE(x,a,w)p(w)dw, (z,a) € K, (3.2)

donde ¢: K x R™— R es una funcién medible.
La ley de transicién para el sistema (3.1) toma la siguiente forma

Q(B|a:,a):/ Ip(H(z,a,w)p(w)dw, (3.3)

m

para todo B € B(X), (z,a) € K, y satisface la igualdad

/ o(y)Q(dylz, a) = / o((H (a0, w))p(w)duw, (3.4)
X m

para cada funcién medible v en X siempre que las integrales estén bien

definidas.

Hipdétesis 3.2.1 (a) H(-,-,w) es continua en K para cada w € R™;

(b) (-, -,w) es una funcion acotada y continua en K para cada w € R™;
(¢) la multifuncion x — A(z) es continua con valores en la familia de los
conjuntos compactos de A.

Observacion 3.2.2 Bajo la Hipdtesis 3.2.1, la funcion de costo C(-,-) en
(3.2) es una funcidn continua y acotada, y la ley de transicion Q(-|-,-) en
(3.3) es débilmente continua. Por lo tanto, la Hipdtesis 3.2.1 implica la
Hipdtesis 1.3.1 para cualquier densidad p(-).

Supondremos que las variables aleatorias w,,n € N, son observables,
y denotemos por wy := (wp,w1,...,w;—1) a una muestra observada por el
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controlador. Entonces, basado en wy, el controlador obtiene una densidad
estimada

pe(+) = pi(|we)
de la densidad desconocida p(-). Definamos

7y = /R Jo(w) ~ py(w)| duw, t € N (3.5)

Modelo estimado. Consideremos el modelo estimado

My = (X, A, {A(z) : z € X},QW, W),

donde
QOBls.)i= [ Tn(H(z,a,0)p(w)dv, (3.6
0 (2, a) = /ma(x 0, w)py (w)dw, (3.7)

para (z,a) € Ky B € B(X).

Sea Vf(t) el costo descontado bajo la politica f € F para el modelo My,
esto es,

€T,

V(t . E (t) Zak (t) (t) ,x € X
k=0

donde {acg)} denota la cadena de Markov inducida por la politica f € F en
el modelo M;.
Ademss, la funcidn de valor dptimo en el modelo M,

(®) (t)
Ve (x) := an .
(z) }]F (z)

La siguiente proposicién provee una cota de error por estimar la funcién

(1)

de valor éptimo V, en el modelo original M mediante Vi

Proposicién 3.2.3 Bajo la Hipdtesis 3.2.1, para cada t > 0, se cumple

M aM
V=0l < {24 20 b
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Demostracién. Denotemos por T; el operador de programaciéon dindmica
para el modelo My, es decir, para cada u € Cy(X)

Tou(z) := min {c<t>(x,a)+a / mu(y)Q(t)(dy]x,a)}

a€A(x)

- min {C(t)(x, o) + a/mu(H(:n,a, w))pt(w)dw}.

Ademsds, de manera andloga a la Proposicién 1.3.4, la funcién V*(t) es el tinico
punto fijo de T;. Entonces, la propiedad de contraccién de los operadores T’
and 7; implican que

V() = VOl = ITV() = TVi() + TVa() — TV ()]
<|TVL() = TVa() + alVa() = VP ()], Ve eN,

lo cual, a su vez, implica que
1
V() = V0| < 7o ITVO) - TV (3.8)

Por otra parte,

TVi(z) = T;Vi(2)]

< sup {‘C(m,a)—C(t)(a:,a)—i-a/ Vi(H(z,a,w))p(w)dw

a€A(x) m

~a [ Vit e uian] |

< SM){/md%aWOMWO—m@de

a€A(x)

v [ Vil a,w) Iow) - gl o}

<M [ Jp(w) = py(w)] duw +
Rm — Rm

[p(w) = py(w)| dw, teN. (3.9)

Finalmente, el resultado se sigue combinando (3.8) y (3.9). W
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Observacién 3.2.4 (a) Una propiedad deseable de los estimadores es la de
consistencia. El método de estimacion por kérneles proporciona estimadores
con esta propiedad bajo condiciones muy generales.

Un kérnel K : R™ — Ry es una funcién medible tal que me K(s)ds = 1.
El estimador basado en el kérnel K es

t—1
1 S — w;
= E K R™

donde wi = (wo, ..., wi_1) es una muestra aleatoria de la densidad descono-
cida p y by, t € N, es una sucesion de numeros reales positivos.

(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes ( [10, Capitulo 3] y [9,
Capitulo 9]).

(i) by — 0 y tb]* — oo cuando t — oo,

(ii) El estimador p,,t € N, es fuertemente consistente, esto es,

m=4|m@—M$w&a0wa

(111) Para cada € > 0 existe una constante r > 0 y to € N tal que
P(n; > €) < exp(—rn) VYt > to.

Adicionalmente, cada una de las propiedades anteriores implica que
=B [ o) = plo)lds =0 (3.10)

(¢) Por otra parte, para una clase amplia de densidades y cierta clase de
kérneles, la tasa de convergencia en (3.10) es del orden de O(t=2/%) cuando
t — oo [10, Teorema 9.5]. Esto es, erxiste una constante positiva d y t; € N
tal que 1, < dt—2/5 para todo t > t.

Para el caso paramétrico, esto es, cuando la densidad desconocida p
pertenece a una familia paramétrica {p, : 0 € O}, el método de maxi-
ma verosimilitud nos provee de estimadores consistentes y asintéticamente
normales bajo algunas condiciones de regularidad (vea, [37, Seccién 4.2, p.
145]). En algunos casos especificos se puede ver directamente que el esti-
mador propuesto tiene buenas propiedades. Para ilustrar esto veamos el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.2.5 Supongamos que la densidad desconocida pertenece a la
stquiente familia paramétrica

©(s)

WI[Q,OO)(S)7 0eo,

po(s) =

donde p : R — Ry es una funcion medible tal que ffooo ©o(s)ds es finita y ©
es un subconjunto de Ry . Cdlculos directos muestran que

0 := min{wg, wy, ..., wi_1},
es el estimador de mdxima verosimilitud de 0. Ademds
0; — 0 Py — a.s.para cada 6 € ©.

Para demostrar esta afirmacion denote por Fy y Fy, las funciones de dis-
tribucion de 0 y 0; respectivamente. Entonces, para cualquier € > 0, obten-
emos

P[0, — 0] > ¢] < Pylby > 6 + €]
=1- F9t(0 +‘€)
=(1—Fy(0 +¢)).

Entonces,

D Pl -6l >l < (1- Fy(6+¢))' < oo,
= t=1

lo cual combinado con el lema de Borel-Cantelli implica
0 — 0 Py —a.s. VO € O.
Ahora notemos que py,(s) =0 para s < 0; lo que implica
po(s) si 0 <s<6

|P9t(5) - P9(3)| =
Po,(s) — po(s) si s> 0
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De aqui y notando que feio py,(s)ds =1 se sigue

e = /900 |06, (s) — po(s)| ds
0 0o
:/9 |P9t(3)—ﬂe(5)|ds+/9t |99, (5) — po(s)] ds
04 00 0o
= [ s+ [ noris= [~ sy

N
= 2/0 po(s)ds = 2Fy(0;).

La consistencia fuerte de los estimadores {0;} y la continuidad por la derecha
de Fy implican que
n, — 0 Py —a.s.

Por otra parte tenemos

7= E / 194(5) — p(s)lds = 2E(Fp(01))

=2 [ F(s)on (5)ds.
Ademds notemos que
po,(s) = Fg,(s) = (1 — (1 — Fy(s))")'
= (1 — Fp(s))' " py(s)-

Entonces, de las igualdades anteriores y un cambio de variable adecuado
concluimos

m=2 [ S Rl s (3.11)

2
—— — 0, cuando t— oo.

t+1

3.3. Algoritmo iteracion de politicas estimado y
aproximado
Para definir el algoritmo iteracién de politicas estimado-aproximado (IPEA),

el modelo M, es perturbado usando un promediador L, obteniendo as{ un
“modelo estimado-perturbado” dado por

M= (X,A{Q.CY): f e F})
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donde
Qf =LQY(]). feF

cY =L ().

Notemos que el modelo M, satisface la Hipétesis 1.3.1 (vea Observacion
3.2.2). De ésta manera, los resultados de las secciones anteriores se cumplen

para My y Mt.

Sea ‘7f(t) el costo descontado bajo la politica f € F para el modelo Mvt,
esto es,

%0

po(x) = fo oFC (@

donde {:?,(f)} denota la cadena de Markov inducida por la politica f € F en
el modelo M;.

La funcion de valor dptimo en el modelo Mt, es

XN/*(t)(x) = inf V( )( ).
nef

Algoritmo Iteracién de politicas estimado-aproximado (IPEA)
(i) Inicio: sea go € Fy n=0;
(ii) evaluacién: dado g, € I, calcule v,(-) := XN/g(j)C);

(iii) mejoramiento: calcule la politica g,4+1 € F tal que

inf [0V (2) + a /X o) (dyl)] (3.12)

ferF

_ 5éi)+l(a:)+oz/x )0 (dylz) Vo € X.

El siguiente resultado es consecuencia de la Proposicién 2.4.1 y de la
Observacién 3.2.2.

Proposicién 3.3.1 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 3.2.1 y que L
es un promediador fuertemente continuo. Entonces la sucesion {vy,(-)} dada
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por el algoritmo IPEA converge decrecientemente en la norma del supremo
a la funcion de valor dptimo V;(t)('). Ademds se cumple

200
l1—«

IV — oyle < v — vn-1]loo ¥n € N.

Para n suficientemente grande se espera que la politica g, generada por
el algoritmo IPEA sea una buena politica para el modelo M, siempre que
el modelo M; sea una buena aproximacién de My, y que al mismo tiempo
que el modelo M; sea una buena estimacién del modelo M. Para medir la
exactitud de esas aproximaciones defina las constantes

Sow = sup [[CP() = CP () oo, (3.13)
feFy

- 0D (|z) — QY. 3.14

o0 = sup_ QY (le) = Q¥ (o) 2, (3.14)
xEX,fGIFl

donde [; es una subclase de politicas estacionarias que contiene las politicas
6ptimas estacionarias para los modelos M, My, y M, asf como las politicas
generadas por el algoritmo IPEA.

Notemos que 7, definido en (3.5), representa el error de estimacién cuan-
do se aproxima el modelo M con el modelo My, mientras que do) ¥ I
miden la exactitud de la aproximacién que el operador L hace del modelo
M. Ademads, recuerde que, el error por detener el algoritmo IPEA estd dado
por la Proposicién 3.3.1.

El siguiente teorema establece las cotas de aproximacién del algoritmo

IPEA.

Teorema 3.3.2 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 1.3.1 y que L es
un promediador fuertemente continuo. Entonces, para cada t,n € N:

(a)

||V;< ‘/*Hoo =1_ aéc(t) + (1 — 06)25Q(t) + 1—a + (1 — Oé)2 Ui
(b)
2 2aM M aM
= Vil < —6 —)
IV = Vaull - 1—ozc(t)+(1—oz)2 Q(t)+{1—a+(1—a)2}nt

2

+1—a

[vn — vn—1l[oo-
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La demostracién del Teorema 3.3.2 estd basada en las Proposiciones 3.3.1
y 3.2.3, v en los Lemas 3.3.3 y 3.3.4 dados a continuacion.

Lema 3.3.3 Bajo la Hipdtesis 3.2.1, se tiene

St 1 aM
HV*( ) Hoo =1 5c(t) + 7(1 04)25Q(t) vt > 0.

La demostraciéon de este lema se sigue aplicando los mismos argumen-
tos empleados en la demostraciéon del Teorema 2.4.2(a) y por lo tanto serd
omitida.

Lema 3.3.4 Si L es un promediador fuertemente continuo y se cumple la
Hipdtesis 3.2.1, entonces

alM M alM

o) _ <
7Vl < i
(3.15)

1
1— a&c(t) +

Demostracién. Procediendo como en la demostracién de la desigualdad
(2.12), se puede demostrar que

IV = Vil <

su cy’ —-C 00 3.16

M ~
- sup QY (1) — Qs (1)l

(1- 04)2 zeX,feF

para todot € Ny f € F. Ademds,
~(t ~(t t t

IC = Colloo < NICF? = CPlloo + 1IC}? = Cylloes VEEN, f €F.

Entonces, de (3.2), (3.7), (3.13) y (3.5), se obtienen las desigualdades
W — 4| < sup ||CH) — M )|d
sup ||C} flloo < sup[|C} Hoo+ |/0t s)|ds
JeF fEF
<dc, + Mn;. (3.17)

Anélogamente, pero usando ahora (3.14), también se cumple que

sup [|QY)(-|2) — Qs (-|)[Irv

zeX,feF
< me%?@ {HQS})(.Ix) - ng)(,|x)||TV + ”ng)('@) _ Qf('\ﬂf)l\Tv}
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Combinando (3.16)-(3.18) se demuestra (3.15). W

Demostracién del teorema 3.3.2. Primero notemos que, para cada t € N,
se cumple la desigualdad

IV = Villoo < I = Voo + 1V = Vel ce.
Entonces, de la Proposicién 3.2.3 y el Lema 3.3.3 se sigue la parte (a).
Por otro lado, notemos que

Vi = Vaulloo < 11Va = Villoo + [V = V1o + 11V — V3, l|co-

Ahora, como v, (-) := ‘N/g(z)(-), por la parte (a) del teorema, la Proposicién
3.3.1 y el Lema 3.3.4 vemos que se cumple la parte (b). W

Observacién 3.3.5 (a) Notemos que 0. Yy 5Q(t) pueden ser controladas
con la eleccion de un promediador L lo suficientemente preciso, esto es,
por constantes que dependan de L pero no de la muestra aleatoria wy :=
(wo, w1y, , We—1).

(b) Supongamos que se cumplen las condiciones del Teorema 3.5.2. Ademds,
suponga que doi < di Y 5Q<t) < dy donde di y d2 son constantes positivas
que no dependen de la muestra aleatoria wy := (wg, w1, ..., wi—1) Yy final-
mente supongamos también que 7, = O(t™7) cuando t — oo, esto es, que
existen constantes d > 0 y tg € N tales que

N = E/ lpe(s) — p(s)|ds < dt™7  Vt > to, (3.19)
R

para alguna constante positiva y. Entonces,

IV ~Villo < 15 + G + {25 + 2 fa s (3:20)
Yy
dq aMds 2M 2aM _
BV, —V; o < dt™7
HV gk+1” _1—a+(1—06)2 {1—a+(1—a)2}
2a
+ 7o Bllowsr = villoo- (3.21)
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3.4. Ejemplo: aproximacion en un sistema de in-
ventario

Considere un sistema de inventario en tiempo discreto con un unico
producto y capacidad finita K > 0. Sea z, el nivel de inventario, a, la
cantidad ordenada a la unidad de produccién al inicio del periodo n € Ny, la
cual es inmediatamente abastecida, y w,, es la demanda del producto durante
el periodo n € Ny. Asumiendo que no hay acumulacién de demanda, es decir,
la demanda insatisfecha en cada periodo se pierde, el sistema de inventario
evoluciona de acuerdo a la ecuacién

)t, n €N, (3.22)

Tn+1 = (xn + an —wyp

donde y* := méx{0,y} para cada y € Ry xp = z es el nivel de inventario
inicial. La demanda {w, } es una sucesién de variables aleatoria no negativas
independientes e idénticamente distribuidas las cuales son también indepen-
dientes del nivel de inventario inicial. Sea F(-) la funcién de distribucién
comuin del proceso de la demanda y supongamos que admite una funcién de
densidad p, esto es,

F(s) = /OS p(t)dt, Vs € R.

Asi, el espacio de estados y controles son X = A = [0, K], mientras que
A(z) = [0, K — z] es el conjunto de controles admisibles cuando el nivel de
inventario es z € X. Notemos que la multifuncién © — A(z) es continua con
valores en los conjuntos compactos. La ley de transicién del sistema estd
dada por

Q(B|z,a) = EuIp [(z +a—wo)t] VB e B(X),(z,a) €K,

donde FE,, representa la esperanza con respecto a la funcién de distribucién
F(-). Notemos que la ley de transicién satisface la igualdad

/R v(@)Q(dylz, @) = Buo((z +a — wp)*),

para todo (z,a) € K y para cualquier funcién medible v en X, siempre que
la integral este bien definida.

Observemos ademds que si v € Cy(X) entonces se cumple la Hipétesis
1.3.1(c).

La funcién de costo en una etapa estd dada por

c(z,a,w) = p(w —z —a)t + h(z + a) + ca, (3.23)
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donde p, h, y ¢ son constantes positivas que representan el costo unitario
por demanda insatisfecha, el costo unitario por almacenamiento, y el costo
unitario de produccion, respectivamente. Por lo tanto, la funcién de costo
en un periodo estd dada por

C(z,a) = pEy(w—2 —a)" +h(z +a) +ca Y(z,a) € K. (3.24)

Bajo estas condicones, el problema de inventario satisface la Hipdtesis
1.3.1.

Ahora considere el operador de aproximacién L definido por el esquema,
de interpolacién lineal con N nodos igualmente espaciados 0 = 51 < s2 <
.- < sy = K, ysea As := K/N. Entonces, para cada funcién medible v en
X, el operador L es definido como

Si4+1 — T T — S

L = — i _— i , 2
v(x) - Siv(s )+ Sir Siv(s +1) (3.25)

donde z € [s;, 8i+1], i =1,2,..., N — 1.
Claramente, L es un promediador débilmente continuo, esto es, es un
promediador que mapea C,(X) en el mismo (Definicién 2.2.1).

Se puede demostrar que para cada « € (0,1) existe una politica esta-
cionaria de umbral éptima [39] de la forma f(x) = S, — x para z € [0, S,
y f(z) = 0 en otro caso, donde el punto de re-ordenamiento S, es una
constante no negativa [39]. El punto de re-ordenamiento de una politica de
umbral 6ptima fgx que satisface la ecuacién

F(S) = Lh_c’
p—ac
siempre que p > h 4+ c¢. Si p < h + ¢ el punto de reordenamiento éptimo es
Sy =0.

Argumentos similares muestran que existen politicas de umbral 6ptimas
para el modelo M. Por lo tanto, tomamos Fy y F; como la clase de politicas
de umbral.

Para calcular las cantidades d¢ y d¢ definidas en (2.10) y (2.11), suponemos
que el modelo de inventario satisface las siguientes condiciones adicionales:

(a) La densidad p es Lipschitz continua con constante [ > 0;

(b) p es acotada por una constante I;
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(c) La demanda esperada w := E,wy es finita.

Bajo estas condiciones adicionales, es posible mostrar que

5¢ = sup ||Cs — Cflloo < (p+ 2h + 2¢)As, (3.26)
f€Fo

0g=sup_||Qs(|z) — Qs([2)llrv < (2KI+4l')As. (3.27)
xEX,fE]FQ

Las cotas anteriores combinadas con el Teorema 2.4.2 dejan las siguientes
desigualdades:

. p+2h+2 (2Kl +Al)M
(Al { i s SIS CED
y
p+2h+2c a2KI+4)M 2
Vo=Vl < {25220 SR a2t o

(3.29)
donde gy, es la politica tal que fuk_l(-) = Tgkuk_l(-) y M es la cota para el
costo por etapa (3.24).

Claramente, ||Vi — Villso ¥ |[Vi — Vgilloo se pueden hacer arbitraria-
mente pequenas tomando una particién suficientemente fina y realizando un
nimero suficientemente grande de iteraciones del algoritmo de iteracién de
politicas aproximado.

Resultados numeéricos. Para ilustrar los resultados numéricos, suponga
que la demanda tiene una densidad exponencial,

p(s) = Aexp(=As)Ip ) (5), s ER,

con A = 0.1. Supongamos ademds que ¢ = 1.5, h = 0.5, p = 3, K = 40.
Ahora observe que p(-) <1’ := X y que ademds es una funcién de Lipschitz
con constante [ := A2,

Denotemos por ug(+), k € N, a las funciones producidas por el algoritmo
IPA y sean S}, las constantes que representan el punto de reordenamiento
de la politicas gy.

El algoritmo inicia con la politica g(x) := 0, z € X, y se detiene cuando
la cantidad ||up — ug—1||co €s menor que la tolerancia ¢ = 0.001. Las Tablas
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1 v 2 muestran los resultados numéricos para el algoritmo IPA con factores
de descuento @ = 0.6 y a = 0.99, respectivamente, con una particién del
espacio de estados con N nodos para N = 100, 500, 1000, 2000.

Las Tablas 1y 2, y las Figuras 1 y 2 muestran que el algoritmo IPA con-
verge muy rapido, y practicamente identifica los puntos de reordenamiento
éptimos Sg ¢ = 6.4663 y S99 = 10.79. En todos los casos el algoritmo IPA
se detiene en la cuarta iteracién. De hecho, para N = 2000, u4(-) es virtual-
mente la funcién de valor 6ptimo V*(-) y Sy es el punto de re-ordenamiento.

La Tabla 3 muestra cotas para dc y dg asf como cotas de error para
Ve = Villoo ¥ ||V — Vi lloo con factor de descuento o = 0.6.

Note que las cotas de error para ||V — Villoo v ||Vi — Vielloo son muy
sensibles al factor de descuento « a pesar que las cantidades d¢ y ¢ pueden
controlarse facilmente.

Tabla 1, a=0.6, S¥=6.4663

N 100 500 1000 2000
|v4 — v3]joo 1.635e7% 2.018¢76 2.761e™" 4.184¢~%
Sy 6.463971 6.466142 6.466244 6.46627

Tabla 2, a=0.99, 5%=10,79

N 100 500 1000 2000
|vg — v3]leo 1.013e73 1.040e™* 1.525¢75 1.389¢~°
Sa 10.78305 10.78982 10.7899  10.790

Tabla 3, a=0.6

N 100 500 1000 2000 5000 10000
oc 28 056 028 0.14 0.056 0.028
00 0.48 0.096 0.048 0.024 0.0096 0.0048

Vi = Ville 97 194 97 475 193  0.95
Vi —Vyllee 194 388 194 95 38 1.9

Para ilustrar el algoritmo IPEA, consideremos el caso donde la funcién
de densidad de la demanda w pertenece a la siguiente familia paramétrica
de densidades

po(2) = Aexp(=A(z = 0))[jg,00) (2); (3.30)
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donde el pardmetro 6 es desconocido pero estd en algin intervalo © = [, 4]
con 0 < 01 < 6s.

El objetivo es estimar el pardmetro desconocido 6 y con base a esta
estimacién, calcular la politica éptima aproximada. Para esto, suponemos
que las variables aleatorias w,, n € N, son observables y que una muestra
w; = (wo, w1, ..., wi—1) estd disponible para el controlador. Notemos que
pp €s un caso particular al presentado en el Ejemplo 3.2.5 tomando ¢(z) =
exp(—Az). Entonces el estimador de mdxima verosimilitud de 6 es 6, =
min{wp, w1, ..., w1}, y de aqui, un estimador de la densidad estd dado por

pe(2) = Xexp(=A(z = 0)jg, ) (2): (3:31)

En este caso tenemos 0; — 8 Py — c.s., y ademds se cumple

mzéw%@—wmwﬂo

Las cotas para las cantidades do() y 6w definidas en (3.13) y (3.14) pueden
ser obtenidas andlogamente como se obtuvieron d¢ y dg usando p;(-) en
lugar de p(-), y observando que la densidad p,(-) estd acotada por [} := A
y es Lipschitz continua con médulo I; = A2 exp(A@;). Entonces de (3.26) y
(3.27) obtenemos

dowy < (p+2h+2c)As

dow < (2Kl + 4l M) As.
Mas atin, por (3.20) y (3.21), se sigue que

- p+2h+2 . aM(2Kl +48,)
EllV —Villeoe < A As (3.32
L N e L PN CED)
+ M n aM 2
—a T0—a2f G+
y
2h + 2 M(2KlI 4
BV - Vi oo < {222 T 20 | aMOKL+A5) ]
l-«a (1—-a)
My oM L2 29 p ]
l—a  (I—ap2f(t+1) T—qa Tk Thilee

(3.33)
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donde
By = El; = NteM(t — 1)~ < A2te?2(t — 1)1

Los resultados numéricos mostrados en la Tabla 4 y Tabla 5 corresponden
alos valores c = 1.5, h = 0.5, p = 3, K = 40, A = 0.1 y factores de descuento
a = 0.6, y 0.99 respectivamente. Los puntos de reordenamiento éptimos
son S5 = 11.4663 y S5 g9 = 15.79. El algoritmo IPEA fue implementado
con muestras w = (wy,...,w;—1) simuladas con la densidad (3.31) para
t = 10,20,50 suponiendo que el valor verdadero del pardmetro es § = 5
y usando una particién del espacio de estados con N = 100 igualmente
espaciados.

Tabla 4
a=0.6, Sjs=11.4663
t 10 20 50

lvga — v3|| 6.064e~7 5.984e~7 7.331e”7
Sas 13.9394  11.6970  11.5385

0; 5.3253 5.2307 5.0722
Tabla 5
a=0.99, Sjg9=15.79
t 10 20 50

|lvg —v3| 3.526e7° 2.050e~° 3.084e~°
Say 16.5738  16.0126  15.8759
0, 5.7837  5.2225  5.0859
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Capitulo 4

Procesos de Control
Semi-Markovianos

4.1. Introduccién

A diferencia de los procesos de control markoviano en tiempo discreto es-
tudiados en los capitulos anteriores, los procesos de control semi-Markovianos
son una clase de procesos en tiempo continuo que tienen la caracteristica de
que el tiempo de permanencia en cada estado es una variable aleatoria 0,
n € N, cuya distribucién, en un contexto general, dependerd del estado del
sistema, del control aplicado y del estado en el siguiente tiempo de decision.

El objetivo de este capitulo es introducir la teorfa béasica de los pro-
cesos de control semi-markovianos y definir el problema de control éptimo
con indice de funcionamiento descontado. Estableceremos condiciones bajo
las cuales se garantiza la existencia de politicas éptimas, e introduciremos
un ejemplo para ilustrar los resultados. Estos procesos se estudiardn en el
contexto de espacios de estado y control de Borel, costos posiblemente no
acotados, espacio de controles compactos.

4.2. Modelo de control semi-markoviano

Definicién 4.2.1 Un Modelo de control semi-markoviano es un arreglo de
la forma

SM = (X, A, {A(z) : 2 € X},Q,0), (4.1)

donde X y A representan los espacios de estados y controles, respectiva-
mente, los cuales supondremos son espacios de Borel; A(z) es el conjunto

41
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de acciones admisibles para el estado x € X. Denotamos
K:={(z,a) e Xx A:z€X,a€ Ax)}.

Ademds, Q(-,|x,a) es un kernel estocistico en XxR dado K, y C es una
funcion medible en K que representa el costo por etapa.

El modelo SM representa un sistema estocdstico controlado en tiempo
continuo que evoluciona de la siguiente manera. En la n—ésima época de
decisién el sistema se encuentra en el estado x,, = x € X, se elige un control
ap = a € A(x) y se incurre en un costo C(z,a). El sistema permanece
en el estado =z un tiempo aleatorio d,41, y se mueve a un nuevo estado
Tnt+1 =y € X de acuerdo a la probabilidad conjunta del evento x,4+1 € By
dn+1 < t dada por el kernel Q(B, [0,t]|z,a), donde B € B(X) y t € R4.

Una vez que el proceso se encuentra en el estado y, se elige un nuevo
control y el proceso se repite. Asi, para cada n € Ny, denotaremos por
Tn, Gn ¥ Ont1 €l estado del sistema inmediatamente después de la n-ésima
transicién, el control seleccionado y el tiempo que el sistema permanece en
el estado x,,, respectivamente.

A las variables aleatorias d,,11, n € Ny, se les llama tiempos de perma-
nencia y las variables aleatorias

To:=0, y Tp:=T,_1+0, para n €N, (4.2)

se les llama los tiempos de transicion.

Las politicas de control son definidas de manera similar que al caso
markoviano (Definicién 1.2.2) pero considerando ahora que las historias ad-
misibles incluyen los tiempos de permanencia. Es decir, el espacio de his-
torias admisibles es de la forma Hy := X, y para cada n € N, H,, :=
(KxRy)" x X.

Un elemento genérico h, € H,, es un vector de la forma

hn = (.%'0, ag, .-, 671—17 Tn—1,0n-1, 6717 an).

Denotemos por II al conjunto de todas las politicas y por F al conjunto
de politicas estacionarias.

Procesos controlados semi-markovianos. Sea (2, F) el espacio medible
canoénico que consiste del espacio muestral  := (X x AxR;)® y su o-
algebra producto F. Entonces, para cada estado inicial x € X y politica
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7 € 11, existe una medida de probabilidad P7 en el espacio (€2, F) tal que para
cada D €B(A), B € B(X), hy, := (20,00, -, On—1, Tn—1, Gn—1,0n, Tn) € Hy,
n € N ( [1, Teorema 2.7.2], [6, Capitulo 7]), se cumple lo siguiente:

» Plzg=2|=1;
» PTa, € D|h,] = mn(Dlhy);
u Pg[wn—i-l € Bvdn—i-l < t|hn7an] = Q(B, (0,t]|xn,an).

El operador esperanza con respecto a P7 es denotado por ET. Para ¢ €
Ry y (z,a) € K se definen las distribuciones marginales por

G(t|z,a) := Q(X,[0,t]|z,a) (4.3)

P(B|z,a) == Q(B,Ry|z,a). (4.4)

El modelo de control semi-markoviano (4.1) representa un proceso que
se desarrolla en tiempo continuo con transiciones en los tiempos aleatorios
T,, n € N, esto es, la evolucién estd dada por las variables aleatorias

Zyi=xp st T <t<Tpi1,neN.

Observe que el proceso Z; es un proceso que cambia de estado de acuerdo
al proceso x,, y los tiempos donde se dan las transiciones estdn dados por
el proceso T,.

Un aspecto importante de los procesos es determinar si el proceso es
regular, es decir, si inicamente presenta un niimero finito de transiciones en
periodos acotados de tiempo. Para describir este comportamiento se definen
las variables aleatorias

N(t):=sup{n>1:T, <t}, t € Ry,

que cuentan las transiciones del proceso en el intervalo de tiempo [0, ¢].
Observe que N (t) < oo para todo ¢ > 0 siy solo si T, — oo cuando n — oo.
Para 7 € II, x € X, diremos que el proceso {Z;,t > 0} es regular en x si

PT[T,, — oo] = 1.

Si la propiedad anterior se cumple para todo x € X diremos que el proceso
es regular.

En la siguiente seccién se dan condiciones para que el proceso sea regular
(vea Observacién 4.3.3(e)).
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4.3. Hipdtesis en el modelo semi-Markoviano

Para definir el criterio de costo descontado supondremos que los costos
son continuamente descontados con una tasa a > 0. Esto significa que un
costo unitario en ¢ unidades de tiempo es equivalente a exp(—at) unidades
en el tiempo presente. De acuerdo a esta consideracién tenemos la siguiente
definicién. Para o > 0, se define el costo descontado semi-markoviano por

Va(z) := ET Z e InC(xp, an), ©€X, 7l (4.5)

n=0

La funcién de valor éptimo correspondiente se define como

Vi(z) == 711611fI Ve(z), zeX.

Entonces el problema de control 6ptimo consiste en encontrar una politi-
ca " tal que

Vi(z) = Vo= (2), z€X,
a la cual llamaremos éptima.
Las siguientes condiciones garantizan que el costo descontado semi-

markoviano estd bien definido para todas las politicas, asi como la existencia
de politicas éptimas.

Hipétesis 4.3.1 (a) Para cada x € X, el conjunto A(x) es compacto.
(b) C(x,a) es una funcion continua en A(z) para cada x € X.
(¢) La funcion

a — / e_atu(y)Q(dy,dt]:U,a)

XXR+

es continua para cada w € My(X), z € X.
(d) Ezxiste una funcion medible W : X — [1,00), y constantes 5 € (0,1), y
¢ € R tales que satisfacen las siguientes propiedades para cada v € X :

(d1) |C(x,a)| < oW (a);
(42) fgm, €W (y)Qdy. dtlz, a) < B (a);

(d3) la funcion a — fXXR+ e W (y)Q(dy, dt|z,a) es continua en A(x).
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Ahora se presentan algunas consecuencias de la Hipdtesis 4.3.1. Sea
By (X) el espacio de las funciones medibles v : X —R que satisfacen la
siguiente condicién:

[EApp—" CLC)

reX W((IJ)

Proposicién 4.3.2 Bajo la Hipdtesis 4.3.1, para cada x € X, m € II, u
€ By (X), yn € N, se cumple

Ef{e™1"W (wn)} < "W (). (4.6)

Demostracién. Por propiedades de la esperanza condicional se tiene que

Ef{e” "W (z,)}
= ET [E7r {e_aT"*le_M”W(:nn)} [hn—1, an,l}
_Eﬂ—[ —oTn- 1EW{€_Q67LW(-Tn)|hn 1, Gn— 1}]

— Brje 0T / / e~ (4)Q(dy. dt| 1, a)r(dalln_1)]
X xRy
< Bple ™ [ BW o )w(dalh )
= BEF[e " W (zn-1)}]-
Luego iterando la tltima desigualdad se obtiene (4.6). B

Observacién 4.3.3 Bajo la Hipdtesis 4.3.1 se cumple lo siguiente.
(a) Como una consecuencia inmediata de (4.6) tenemos la desigualdad

ET Z{G*O‘T"W(xn)} < I;V_(xﬁ), Vee X, mell, neN.
n=0

(b) Para cada v € By (X), de forma andloga como la demostracion de
(4.6), se demuestra

Efe Try(z,) < W(x)||lu|lwp"”, VzeX, ncll (4.7)

(¢) Para cada politica w € 11, se cumple
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c
< .
Wellw < 1
En efecto, observe que de (4.6),
Va(@)] < E7Y e ™ |Can, an)]
n=0
< TS W) < W)
por lo tanto,
C
WVallw < —

1-8
(d) Claramente (c) implica la desigualdad

C
Vi < —.
WVallw < 7
(e) Para cada politica m € 11 y estado inicial xg = x € X, el proce-

so es regular, es decir la sucesion T, n € N, diverge a infinito P] —casi
sequramente. Este hecho se sigue de (4.6) y de la siguiente relacion

Ef{e™} < Ef{e ™ W (2,)} < B"W () — 0,

lo cual implica que T, — oo Pl —casi sequramente, para cada estado inicial
z € X.

4.4. Existencia de politicas 6ptimas

Para u € By (X) se define el operador de programacién dindmica para
el modelo semi-markoviano como

Tu(x) := iﬂ{) C(z,a)+ / e “u(y)Q(dy, dt|z,a) p, =€ X. (4.8)
acA(x
XXR+
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Proposiciéon 4.4.1 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 4.5.1. Entonces:
(a) Para cada uw € By (X), Tu € By (X) y existe f € F tal que

Tu(@) =Cy)+ [ e "uly)Qsldy. dtfo) (4.9)
XxR4

(b) T es un operador de contraccion con mddulo  en el espacio de Ba-
nach (Bw (X), | - [lw)-

Demostraciéon (a) De [16, Lema 8.3.7], se sigue que para u € By (X), la
funcién
a— C(z,a)+ / e u(y)Q(dy, dt|z, a)
XxR4

es continua en A(x) para cada x € X. Entonces, por un teorema de seleccion
medible [16, Lema 8.3.8], T'u es una funcién medible y existe f € F tal que
satisface (4.9).

Ahora mostraremos que Tu € By (X). Para esto observemos que

Tu(z)] < |C(z,a)] + / e tu(y)Q(dy, dtz, a)
XxR4

< W (@) + |[ullw / W (4)Q(dy, di |z, a)
XxR4
< W (x) + ||ul|wBW (z).

Entonces,

|Tu(z)|
Tu = su
Tl = s S,

lo cual implica que T'u € By (X).

<e+||lullwp < o0,

(b) Para u,v € By (X) se cumple

Tu—To| < | / e u(y) — v(y))Q(dy, dtz, a)
XxR4

< |l — ol|w| / W (1) Q(dy, i, a)
XXR+
< Bllu— ollwW (),
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lo cual implica la desigualdad
[Tu — Tollw < Bllu— vlw-
Esto demuestra que T' es un operador de contraccién con médulo 5. W

Ahora para u € By (X) y f € F se define el operador

Tru(zx) = C¢(x) + / e~ “u(y)Q(dy, dt|z).
XxRy

Andlogamente como con el operador 7', se puede demostrar que Ty, f €
[F, es un operador de contraccién del espacio Banach (B (X), || - ||w) en si
mismo con médulo 3 y su tnico punto fijo es Vy(x), esto es,

Vi(2) = Crla) + /X QA dtla) = TyVy(a).  (4.10)

Esto ultimo se prueba de la siguiente manera:

Vi(x) = El[Cp(xo) + Y e T Cy(an)]

n=1
IS

= Oy(e) + BI{EI[Y e e 1Cp(xn) ]}

n=1

= Cy(w) + B BL (S T Oy ()}

n=0

= Cy(z) + B{{e " Vy(21)}

— Cj(a) + /X IV )Qsldy. difa).

Como consecuencia de los resultados previos tenemos la siguiente proposi-
cién, la cual garantiza la existencia de politicas éptimas.

Proposiciéon 4.4.2 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 4.5.1. Entonces:
(a) La funcion de valor éptimo Vi es el inico punto fijo en By (X) del
operador T, esto es,

Vo) = TVile) = min {cu, o+ [ e—afmy)cz(dy,dﬂw,a)} .
" (4.11)
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(b) Una politica estacionaria f € F es dptima si y solo si alcanza el minimo
en (4.11), esto es,
Vi() = Ty Vi ()

Demostraciéon. Por la Proposicién 4.4.1 existe un punto fijo u* € By (X)
del operador T y existe f € [F tal que

u(z) = Cy(z) + /X T )y dtfo).

Entonces, por (4.10), u* es el punto fijo de T, y por lo tanto

u*(z) = Vi(x) > Vi(x). (4.12)

Para obtener la desigualdad contraria, notemos que

u(z) =Tu*(z) < C(z,a) + /XXR e~ “u*(y)Q(dy, dt|x, a).

Ahora, sea m € 1I una politica arbitraria. Para cada estado inicial x € X y
m = 0,1, ..., se cumple que

0 < ET{C(Zm, am) + €m0 (211) — w* () |Pom, G
de donde se sigue la desigualdad
0 < EMe TmC(zpm, am) + e T 10 (201) — €T u* (20) [humsy G }-
Tomando esperanza E7 y sumando para m = 0,1, ...,n, obtenemos

0< E;r {Z eiaTmC(wm,am) + Z efaTm-»-lu*(xm_'_l) o Z eaTmu*(xm)},
m=1 m=1

m=1

lo cual implica

n
0<ET { > e T C@m, am) + e T U (T 41) — u*(mo)} .
m=1
Haciendo tender n a infinito, por (4.7) tenemos que se cumple
u(z) < Vr(w),

y como 7 € II es arbitraria, se concluye



50 CAPITULO 4. PROCESOS DE CONTROL SEMI-MARKOVIANOS

Combinando (4.12) y la dltima desigualdad llegamos a que
Vi =TV,.
(b) Ahora sea f* € F tal que
V, =TV, = T V..

Entonces por (4.10),

V;(:Ij) = Vf* (l’),

lo cual implica que f* es una politica éptima. Ahora, sea f* una politica
6ptima, entonces

Vi(z) = Ve (2).

Finalmente, de (4.10) y la parte (a) concluimos que

Vi) =V(x, f*) =TpVi(x) =T Vi(z) VzeX. R
4.5. Ejemplo: un problema de remplazo

Consideremos un sistema que es sometido a una sucesiéon de choques que
se producen aleatoriamente en el tiempo. Cada uno de los choques provoca
una cantidad aleatoria de dafio en el sistema, el cual se acumula conforme
pasa el tiempo. Cualquiera de los choques puede provocar que el sistema
falle por completo, de tal manera que una falla en el sistema sélo puede
ocurrir en el momento de un choque. Supondremos que la probabilidad de
falla es 1 —r(-), donde r : Ry — [0, 1], es una funcién del dano no-creciente.
A esta funcién se le llama de supervivencia.

Denotemos por t,, n € N, los tiempos en los que ocurren los choques
y por l, := t,— t,_1 los tiempos entre choques consecutivos. Supondremos
que la sucesién t,, n € N, es estrictamente creciente.

Para cada n € Ny, denote por w, la magnitud aleatoria de dafno en el
tiempo t, y por z, el daiio acumulado hasta el tiempo t,. Denotamos por
J(-|z) la funcién de distribucién condicional del dafo w,, dado z,, = = y por
H(-) la funcién de distribucién de los tiempos entre choques consecutivos.
Supondremos que estas distribuciones son continuas.

El proceso de remplazo es el siguiente. En el tiempo t¢,, = t el controlador ob-
serva un dano acumulado x,, = = y elige un tiempo de remplazo programado
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a € A =A(z) = [01,02], donde 01 y O3 son constantes tales que 0 < 01 < 0.
Entonces se presentan los siguientes dos escenarios:

(i) Silp41 =1 < a, el sistema es remplazado por falla con probabilidad
1—r(z+w), donde w = w11 es la magnitud del dano al tiempo ;1.
Ademsds se incurre en un costo fijo K.

(ii) Silp41 =1 > a, el sistema se remplaza en el tiempo programado a,
i.e., antes de la falla. En este caso se incurre en un costo Ko < Kj.

Adicionalmente a los costos contemplados en (i) y (i7) supondremos que
existe un costo K3 por operar el sistema, el cual es proporcional al dano
acumulado x.

Observemos que el sistema se remplaza al tiempo que se presenta la falla
o al tiempo programado, dependiendo cudl sea menor. De esta manera, si
definimos la variable aleatoria

On = min(ly,, ay),
los tiempos de transicién del sistema estd n dados por Tg = 0,

To,=Tn_1+ 6, necN.

El proceso de dano acumulado {z,} es un proceso semi-markoviano con
espacios de estados X = [0,00) y espacio de control es A =A(x) = [01, 02,
con tiempos de permanencia {0, } .

Con todos estos elementos, es facil ver que el kernel conjunto @Q estéd
dado por

min(a,t)
Q(B, [0, 4]|z,a) = /0 H (ds) /( Lyl 41y

min(a,t) 00
+15(0) / H(ds) / (1= r(z + w))J(dw|z)
0 0
+IB<0)I(t>a){1_H<a)}7 B e B(X)7t€R+-
De esto se sigue que la distribucién marginal en el tiempo es

H(t), t<a
G(t|x,a) = Q(Xv (O7t]|$aa) =
1 a<t
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v la distrubucién marginal en la variable de estados es

P(Blz,a) = Q(B, R |, a)
~ H(a) / r(x + w)J (dwlz)
(z4+w)eB
+Ia(OH(@) [ (1= (o + ) (dul)
+ I5(0){1 — H(a)}.
Ahora defina
Ki+Ksz si l<a,y=0
c(zya,0,y) =< Ko+ Ksx si a<l, y=0 .

Kszx st I[<a, y>0

Entonces, la funcién de costo esperado por etapa estd dada por
C(z,a) = /E(:n,a, 0,1)Q(dy, dd|z, a)
= K1H(a) {/000(1 —r(z+ U)))J(dw|x)} + K3(1 — H(a)) + Ksx.
Ahora notemos que para cada u € M(X)
/ e u(y)Q(dy, dt]z, a) = / T et (dt) / " (e + w)r(z + w)J(dul)
X xRy 0 0
+u(0) /0 " ot H (dt) /0 "1 = (@ + w) I (dwl)
+ u(0) / h e H (dt).
Entonces, por la continuidad de H, las funciones

a—C(z,a) y a— e "u(y)Q(dy, dt|z, a)
XXR+

son continuas, y por lo tanto, se cumplen las Hipétesis 4.3.1 (b), (c).

Para verificar la Hipétesis 4.3.1 (d1) y (d2), se introduce la siguiente hipéte-
sis.



4.5. EJEMPLO: UN PROBLEMA DE REMPLAZO 53

Hipétesis 4.5.1 Euxisten constantes ag > 0 y g > 0 tales que

sup { ae_aotH(dt) /OO(eqwr(w)+(1—r(w)).](dw)+e_a°“(1—H(a))} < 1.
a€lf1,02] JO 0

La Hipétesis 4.3.1 (d1) se cumple considerando la funcién W(z) = e?* y
eligiendo una constante adecuada ¢ € R, tal que

|IC(x,a)] < Ky + Ko+ Ksx <¢W(x).

Ahora procederemos a verificar la Hipétesis 4.3.1 (d2). Observemos que

/ W (4)Q(dy, dt]z, a)
XxR4

- /0 " et H (dr) / T et (4 10).J (do)

+ /Oa e ' H(dt) /:00(1 —r(z+w))J(dw) + /aoo e H (dt)

S eqm/ﬁ(aa z, CL),

donde
Bl 2, 0) = /0 " ot (dt)] /0 (e (@ 4+ w) + e (1 - + w))J (dw))
n / ot (dt),

Ahora considere la funcién
I(z):=emr(z4+w)+e (1 —r(x+w))
y supongamos que 7(-) es derivable entonces,
I'(z) =7 (z +w)(e?™ — e %) — g (1 — r(z +w)).
Es fécil ver que I'(z) < 0 debido a que r'(z +w) < 0y (e — e %) > 0,
lo que implica que I(x) es no creciente. De aqui, el méximo valor de I(z) se

alcanza en ¢ = 0, esto es,

1(0) =1+ r(w)(e™ — 1) > 1,
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y por lo tanto
Bla,z,a) < B(a,0,a)
- / e H () / (e (w) + (1 - r(w)))J (dw)}
0 0

[ee)
+ / e H(dt).
a
Ahora, por la Hipétesis 4.5.1 tenemos existe ag > 0 tal que

sup 5(040,1'#1) < sup 5(040707 Cl) <1l
(16[91,92} a6[01,92}

Notemos que si ag < a entonces (g, z,a) > [(a,x,a). De esta manera,
para a > ag, se cumple

/ W (4)Q(dy, dt|, a) < 97 B(a, . a)
XxR4

< e?B(a,0,a) < e¥B(an,0,a)

<e? sup f(ap,0,a) < W (x),
a€[91,92]

donde 3 := sup,¢[g, 9, B(c0,0,a) < 1,lo cual implica la Hipétesis 4.3.1 (d2).

Es importante senalar que la Hipétesis 4.5.1 no es tan restrictiva, observe
que para que se cumpla es necesario que exista ¢ tal que

/Ooo(eqwr(w) + (1 = r(w)))J(dw) < oo,

lo cual se satisface si tomamos por ejemplo 7(z) = e, b > 0, con b > q.
Entonces,

O := / (e7C=0) 4 (1 — 7)) J(dw) < oo.
0
En este caso, para a > 0y a € A = [61, 03], tenemos

B(e,0,a) = O / " ot H (dt) + / ot ().
0 a

Observemos que el primer sumando del lado derecho de la igualdad ante-
rior es creciente como funcién de a, mientras que el segundo sumando es
decreciente. Por lo tanto, para todo a € A = [0, 03], se cumple

B(a,0,a) < 0/092 e " H(dt) + e " (1 — H(61)).
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Tomando supremo sobre a € A = [01,05] en B(«,0,a) obtenemos

sup  f(a,0,a) <O,
a€[6’1,92]

donde
N 02
O = O/ e_o‘tH(dt) + e‘ael(l — H(6y)).
0

Entonces es posible escoger ag > 0 tal que

02
0 / =00 [ (dt) + =0 (1 — H(01)) < 1,
0
y por lo tanto se cumple la Hipétesis 4.5.1, esto es

B = sup B(OZ0,0,CZ) <L
a6[91,92]

Tomando ¢ = 0.1, b = 0.2, H(-) ~Gamma(3,0.5), J(-) ®Weibull(3,1), es
posible verificar que para « > 0.2 se cumple la Hipétesis 4.5.1.
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Capitulo 5

Aproximaciéon de Modelos
Semi-Markovianos

5.1. Introduccién

El objetivo de este capitulo es aproximar la solucién del problema de con-
trol éptimo para modelos semi-markovianos con costos posiblemente no aco-
tados y espacio de estados de Borel localmente compacto. Como un primer
paso a la aproximacién, se presenta un procedimiento de truncamiento en
el espacio de estados. Esto nos permitird definir un modelo de control res
tringido a un conjunto compacto.

Luego se estudia un modelo semi-markoviano perturbado, que se obtiene
de perturbar el modelo original (4.1) con promediadores definidos en el espa-
cio de Banach de las funciones medibles (Bw (X), |||y )- Luego combinando
los procedimientos de truncamiento y perturbacién se presenta un mode-
lo semi-markoviano perturbado-truncado en un conjunto compacto, de tal
manera que las propiedades importantes del modelo original se heredan al
modelo perturbado-truncado.

La politica éptima del modelo original serd aproximada por las politicas
arrojadas por el algoritmo de IP implementado en el modelo perturbado-
truncado. Para medir el desempeno de dichas politicas en el modelo semi-
markoviano original, el Teorema 5.4.2 presenta las cotas de error por los
diferentes procedimientos implementados en éste capitulo, es decir, por trun-
camiento, perturbacién y por detener el algoritmo de IP.

Finalmente para ilustrar los resultados del capitulo, se aproxima el modelo
de remplazo introducido en el capitulo anterior.

o7
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5.2. Modelo semi-markoviano truncado

Sea SM = (X,A,{A(z) : x € X},Q,¢) un modelo de control semi-
markoviano (Definicién 4.2.1) que satisface la Hipétesis 4.3.1. Ademds im-
pondremos la siguiente condicién.

Hipétesis 5.2.1 FEl espacio de estados X es un espacio de Borel localmente
compacto.

Observacién 5.2.2 (a) Las propiedades de separabilidad y de compacidad
local en el espacio de estados implican que X es un espacio o—compacto.
Por lo tanto, existe una sucesion de subconjuntos abiertos O,,n € N, tal
que Op, C Opyq para todon € N y X = U, 0, [35, Teorema 21, p. 205]

(b) Bajo las Hipdtesis 4.3.1 y 5.2.1, para cada € > 0 existe un subcon-
junto compacto X C X tal que

/ MW () Q(dy, dit|z,a) < W (z) W(z,a) €K (5.1)
XexRy

donde X¢ := X\X_.

En esta seccién nos centraremos en el estudio del problema de control
o6ptimo hasta que el proceso salga del espacio "truncado" X.. Para esto
definimos

T=7(€) :==inf{n > 1:z, € X},

donde inf ¢ := +4o00.

Para z € X, w € II, se define el indice

Vei(z) = EJ Z e TnC(x,, an)lin<r,
n=0

y la funcién de valor éptimo
Vi(z) = inf Vi(z).

Asi el problema de control éptimo restringido al espacio X consiste en
encontrar una politica m € II tal que

Vi(z) :=Vi(z), v € X.

™
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Para el estudio de éste problema haremos uso de los siguientes resultados
preliminares.

Proposicién 5.2.3 Suponga que se cumplen las Hipdtesis 4.3.1 y 5.2.1.
Entonces para cada politica m € 11 y estado inicial © € X,

[e.o]

ET Z e T C(x,, an)lp>7| <

n=0

ce

aap

Demostracién de la Proposicién5.2.3. Para n € N, y k£ < n, por la
Proposicién 4.3.2, se sigue

Efe W (zp) I jp—y

= EF[Efe T W (2n) I jr—pg |hn-1, an-1)]

= EJ[e " Il _iy EF (e "W (2n) | hn—1, an_1)]
< BEF[e T g W (1))

Entonces,
Efe W (an) oy < B FET[e T Il _ig W (z3)].- (5.2)

Ademés por la Observacién 5.2.2(b) se cumple

E;r [6iaTk I[T:k]W(a:k)]
= EJ[EF (e T W () Ijy—p) | k-1, ap—1)]
= Ejle T I ex o yex  ER (e W (@) pexe) | Pe—1, ar—1)]

< eBflem M ex g exa W (@)
De nuevo por la Proposicién 4.3.2,
E e Iy ex,. oy exa W (zi-1)] < 571 W (). (5.3)
Por lo tanto, de las desigualdades (5.2) y (5.3),

T

EZe” "W (zn)Ijp—py < €8 W (),
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lo cual a su vez implica

E;re_O‘T"W(xn)I[TSn] = E;r Z e_ozan(xn)I[T:k]
k=1
< nef" W (z).

Finalmente, por la Hipotesis 4.3.1(d1) y la desigualdad anterior

[e.9]

ET Z e T C(z,, an)lj;<p) < CE7 Z e_“T"W(:):n)I[TSn]
n=0 n=0

<eeW(z) Y nprt < EVK(@ m
n=0

(1-8p2"

La siguiente proposicién anterior nos provee de una cota para el error pro-
ducido por truncacién. Mds aun, prueba que las funciones V(-) convergen
uniformemente en la norma ponderada a V,(-) en subconjuntos compactos
cuando € — 0.

Para establecer este resultado denotemos por By (X,) al espacio de las
funciones medibles u : X, — R tales que

ullfy = sup 14!
S W)

Proposicién 5.2.4 Suponga que se cumplen la Hipdtesis 4.3.1 y 5.2.1 .
Entonces

(a) Para cada politica m € 11 y estado inicial = € X,

c
WV = Vzllw < 7—23¢

(1-p)?
(b)

C
Ve = VEllfy < g

(1-p)?

Demostracién. (a) Dado € > 0, z € X, 7w € I, observemos que

Ve(z) = E] Z e—aTn(j(;pn, an)I[,KT] +E7 Z e_OéTnC(:L,n’ a’n)I[TSn]

[e.e]

=Vi(z)+ EL Z e I C(z,, an)Ir<n]

n=0
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Entonces, por la Proposicién 5.2.3, para cada x € X, tenemos

V() = V(@) = [ET Y e T Clan, an) [r<p)]
n=0

cW (z) )

= -2

de donde concluimos que

c
Ve = Vzllw < 7—23¢

(1-5)?
(b) Notemos que

Vi)~ VE@| = | inf Va(e) — inf Vi (x)

< sup [Ve(z) = Vi(2)]
well
cW(z)

< —=€

T (1=-p)2

de donde se sigue el resultado.ll
Observemos (Bw (Xe),|| - |[{y) es un espacio de Banach. Ahora, para

el estudio del problema de control éptimo restringido en X, definimos los
operadores de programacion dindmica "truncados" como sigue:

T, pu() = C(z, f) + / () Qdy, iz, f),  (5.4)

XE XR+

Tou(z) = min){C(;v,a)+ /X . e_o‘tu(y)Q(dy,dﬂx,a)}, (5.5)

acA(x
para f € F, z € X, y u € By (X,).
Observacién 5.2.5 (a) Si se cumple la Hipétesis 4.3.1, entonces,

para u € My(X), z € X, la funcion

a — / efatu(y)Q(dy, dt|z,a)

Xe XR+

_ / e~ u(y)Ix, (y)Q(dy, dt|z, a);

XX]R+
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es continua.

(b) Por argumentos andlogos a la Proposicion 4.4.1, podemos demostrar
que los operadores Tc y T¢ y son de contraccon en el espacio (Bw (Xe),||-[|5)
con mddulo B. Entonces, existen funciones ut, uf € Bw (X,) tales que

Teu® =u® y T juf = uf. (5.6)

(c) Ademds para cada funcion u € By (X¢) eziste f € tal que
Teu(z) = Te pu(z) Vo e X

Proposiciéon 5.2.6 Supongamos que se cumplen las Hipdtesis 4.3.1 y 5.2.1.
Entonces:

(a) Te fVi(-) = Vi(:) para toda f € F.

(b) VE() = VE() si y solo si VE(-) = T ;VE(:)

Demostracién (a) Para demostrar que er es el punto fijo de T r, notemos
que

T vu(x) = BLY e T Cp(ap) e + Elle T u(@n) ljner]  (5.7)
k=0

para todo z € X, f €T, ue By(X),yneN.
Luego, por la desigualdad (4.7) se cumple,

Ef[eiaTnu(xn)I[n<T]] < W(:C)Hun,Bn — 0,

T

cuando n — oco. Ahora por el Teorema de punto fijo de Banach y de (5.7)
se sigue

u(r) = lim T7pu(z) = Ej;Ze_aTkC(xk,ak)I[kq] = Vi(z)

n—00
k=0

para todo = € X.. Entonces (5.6) demuestra (a).
Notemos que la parte (b) se sigue de la parte (a)ll

Proposicién 5.2.7 Suponga que se cumplen las Hipdtesis 4.3.1, y 5.2.1.
Entonces:
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(a) La funcion de valor éptimo V£ es el unico punto fijo en By (X) del
operador T, esto es,

Vi(x) =TV (z) = min {C(az, a) +/ e~ VE(y)Q(dy, dt|x, a)} .
XexRy

acA(x)
(5.8)
(b) Existe f. € F tal que

V() = Te.z, Vi),
y fe es una politica éptima.

Demostraciéon Para la demostracién se procede como en la demostracién
del Teorema 4.4.2. Por la Observacién 5.2.5 existe f. € F tal que

€ __ €
u = T€,,feu .

Entonces, u es el punto fijo de T,. Luego de la Proposicién 5.2.6(a), se
sigue que
ue = Vi (x) > V.

Para la desigualdad contraria, observemos que

us(x) < C(zx,a) —l—/ e " (y)Q(dy, dt|r,a) Vz € X.,a € A(z).
XeXR+

Entonces, para m = 0,1,2,... se cumple

0 < C(zm, am) ppar) + / e () Q(dy, dt| T, am) — ug (Tm) Ipmen),
XEXR+

de donde se sigue

0 < E7 [e_aTmC(mmaam)I[m<r] + e_aTm+1U:(mm+1)I[m<T]

_eiaTmu:<xm)I[m<T] ’ hm,am] )
para todo x € X, 7 € IL

Sumando m =0,1,2,...,n y tomando esperanza resulta
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n

0< EZET[Z eiaTmC('rWH am)I[m<T}+eiaTm+lu: (wm+1)I[m<T]_u:(x0>l[m<7']]'

m=0

Por la desigualdad (4.7) y tomando limite cuando n — oo, se obtiene

V7f<x) = E;[Z eiaTmC(xmﬂ am)I[m<‘r] = u:(‘r)v
m=0
de donde se sigue V(z) > u*(x).
Observemos que (b) se sigue de la parte (a) Proposicién 5.2.6(b). W

5.3. Modelo semi-markoviano perturbado

En esta seccién introduciremos un modelo semi-markoviano perturbado
usando promediadores. Este modelo resulta la aproximacién al modelo semi-
markoviano introducido en la Definicién 4.2.1. Adem4s, por la Hipétesis 5.2.1
impuesta en el espacio de estados, y aplicando el procedimiento desarrollado
en la seccién anterior, es posible definir un modelo “truncado” en el modelo
semi-markoviano perturbado. El objetivo es comparar la funcién de valor
6ptimo de este modelo con la funcién de valor éptimo original (ver Teorema
5.3.6).

Sean W : X — [1,00), la funcién medible y g € (0,1) la constante
de la Hipdtesis 4.3.1. Fijemos un promediador L que satisface la siguiente
condicién adicional.

Hipétesis 5.3.1 (a) W := L(W) € By (X),
(b) B = B[|W(w < L.

Notemos que la Hipétesis anterior implica que Lu € By (X) siempre
que u € By (X). Esta hipétesis permitird que el modelo semi-markoviano
perturbado herede las propiedades importantes del modelo semi-markoviano
original. Por otra parte, con la finalidad de simplificar la exposicién supon-
dremos que A(x) = A Vx € X.

Definicién 5.3.2 Se define el modelo de control semi-Markoviano pertur-
bado - L
SM:= (X, A,Q,0) (5.9)
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donde
C(z,a) := LC(z,a) / C(y,a)L(dy|x) (5.10)

@(B,(O,t”m,a) = LQ(B,(O,t”:L‘,(Z), (511)
para v € X, a € A y B € B(X).

Notemos que @(, :|,+) es la composicién de las probabilidades de tran-
sicién ) y L; por lo tanto, @ es una probabilidad de transicién en X xR,
dado K.

Para cada politica m € I y estado inicial x € X, la ley de transicién @
define una medida de probabilidad ]33577r y un proceso estocdstico {Z, 'dn,gn}
en el espacio (Q,F) = (X x AxR})®, F). Sea E, . el operador esperanza
con respecto a la medida de probabilidad ﬁx,ﬂ.

Ahora se define el indice de funcionamiento correspondiente para el mo
delo perturbado. Para z € X, w € Il y a > 0, se define el costo descontado
del modelo semi-Markoviano perturbado por

o0

= Z O‘T’“C’ (Tg, ar), © € X.
k=0
La funcién de valor éptimo se define como

V() i= inf V().

™

Una politica 7, es 6ptima si
Vi) = V. ().

La siguiente proposicién muestra propiedades que se cumplen en el mod-

elo SM.

Proposicién 5.3.3 Bajo las Hipdtesis 4.3.1 y 5.53.1 se cumple lo siguiente.
(a) |6’(:U,a)| < cW(x) para toda (z,a) € K, con ¢ := EHWHW;
(b) C(z,-) es una funcion continua en A, para cada x € X;

(¢) para cada u € By (X) la funcién

a— / Q(dy, dt|z, a)

XXR+
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es continua en A para cada x € X.

(d) [xxr, e~ W (y)Q(dy, dt|z, a) < BW (z) para cada (z,a) € K;

(e) La funcion a — fXXR+ e W (y)Q(dy, dt|z,a) es continua en A, para
cada x € X.

Demostracién. (a) Observe que de la Hipétesis 4.3.1 (d1) y la linealidad
y monotonia del operador L resulta la desigualdad

C(@,a)| < W (z) < @l|W|lwW(z),

de donde se sigue el resultado.

(b) De Hipétesis 4.3.1(b) y (d1), C(x, a) es continua en a € A y acotada por
cW (z). Sea ay,, n € N, una sucesién que converge a a € A, y por el teorema
de la convergencia dominada

LC(z,ay) = /C(y, ap)L(dy|z) — /C(y, a)L(dy|z) = LC(z, a).
X X

por lo tanto 6(3:, a) es continua en a € A.
(c) Sea u € By (X) de [16, Lema 8.3.7], la funcién

oo / e u(y)Q(dy, dt|z, a),

XXR+

es continua en a € A y de Hipdtesis 4.3.1(d2) estd acotada por S|u|w W (-).
Luego por argumentos andlogos a los de la demostracién en (b) y observando
que

//€atU(y)Q(d%dt!z,a)L(dzlﬂf)_ / e~ u(y)Q(dy, dt|z, a),

X XXR+ XXR+

se sigue el resultado.
(d) Notemos que de la Hipétesis 4.3.1(d2) y de la monotonia del operador
L se deduce la desigualdad

/X W)Uy, 0) < 5T (@) < BT W @) = BW (z).

para todo (z,a) € K.



5.3. MODELO SEMI-MARKOVIANO PERTURBADO 67

(e) Se sigue por argumentos analogos aplicados en (b).

Observemos que por la Proposicién 5.3.3, el modelo semi-markoviano
perturbado (5.9) satisface condiciones anélogas a las condiciones impuestas
por la Hipdétesis 4.3.1 en el modelo semi-markoviano original (4.1). Por lo
tanto tenemos resultados andlogos a los dados por las Proposiciones 4.3.2,
4.4.2 y Observacion 4.3.3, para el modelo (5.9). En particular se cumple,

Ezm{e Tny(Z,)} < B u( Nullw Ve e X, mell,u e By (X). (5.12)

Por otra parte, por la Hipétesis 5.2.1 impuesta en el espacio de estados,
y repitiendo el procedimiento desarrollado en la seccién anterior es posible
definir un modelo “truncado” en el modelo semi-markoviano perturbado, lo
cual presentamos a continuacion.

Sea X¢ el conjunto dado en la Observacién 5.2.2 y definamos

7 =7(e) :=inf{n : T, € X},

donde inf ¢ := +o00. Para z € X, w € I, se define

o0

= Z —aT) kC xk,ak)[[n<7—],

y la funcién de valor éptimo
VE(z) := inf VE(z), = € X..
mell

Ademads para cada x € X, f € Fy u € By (X¢), se definenen los oper-
adores de programacién dindmica andlogos a (5.4) y (5.5), respectivamente,
como

Teu(z) = Ola, ) + / e l()O(dy, difz, ), (5.13)

Xe XR+

Tou(z) := min {é(:z,a) + /X . eatu(y)é(dy,dt\x,a)}. (5.14)

acA
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Observacion 5.3.4 Observemos que por la Proposicion 5.3.83, y por argu-
mentos andlogos dados en la Observacion 5.2.5 y en la demostracion de la
Proposicion 5.2.6 se cumple lo siguiente:

(a) Los operadores f]% Y i son operadores de contraccion en el espacio

de Banach (Bw (Xe), || - [[§y) con mddulo B.
(b) Para cada funcion u(-) en By (Xe) existe un selector medible f € F
tal que

(c) TN/fE es el unico punto fijo del operador Tjﬁ, esto es,
Vi=T:V5.

Como consecuencia de la observacién anterior y por argumentos anél-
ogos a los de la demostracién de la Proposicién 5.2.7 tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 5.3.5 Supongamos que se cumple la Hipdtesis 4.3.1 y que L
es un promediador. Entonces la funcion de valor dptimo VS(-) es el tnico
punto fijo de T, en By (X.) y existe f* € F tal que

Ve(z) = TLVE(2) = T5.VE ()
_ C(w ) + / e~ MVE(y)Ody, dt|z, 7).

Xg XR+

Ademds, una politica estacionaria f* € F dptima si y sdlo si
TVE() = T5VEC).
Por lo tanto, f* es dptima.

Con el fin de proporcionar cotas de error por aproximacién, introducimos
las siguientes constantes:

Yo = Ssup C(z,a) — C(z,a) (5.15)

(z,a)€Ke W(.Q?)

vo= s Qs |z, @) — O, |z, a) (5.16)

(z,a)€Ke W(.’L’)
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donde
1Q( |z, a) = Q(:, |z, a) |w

~ sup Jé; e u)QUy dife. ) = Qldy. e, )]

llullw <1

Notemos que v¢ y 7o miden la precision de la aproximacion del operador
L en el modelo truncado. Los siguientes resultados nos proveen de cotas para
el error de aproximacién en términos de v¢ y 7. Observemos que se cumplen
resultados de aproximacién andloagos a los obtenidos en las Proposiciones
5.2.3 y 5.2.4. El objetivo de esta seccién es encontrar cotas de error por
aproximar V.f mediante la funcién V.

Teorema 5.3.6 Supongamos que se cumplen las Hipdtesis 4.5.1, 5.2.1 y
5.3.1. Entonces

~ 1 C
V**e_‘/*e € < _ + _
| i7% 1_ﬂ’Yc (1—5)(1—@7@

Demostracién. Observe que VE(z) y VE(z) son puntos fijos de los oper-
adores T¢, T, respectivamente. Entonces para cada x € X, se verifica que

Vi) - Vi) =

L.VS(2) - TV (@)

< 22};{‘5’(:@ a) — C(x, a)‘

+/ (Ve — VE) () Q(dy, dtlz, a)
)(6 XR+

|

—ﬂ/ eV (4)(Q(dy, dtler, ) — Q(dy, dt, a)
XexRy

< sup {’é($, a) — C(x, a)‘

a€A
+ Vi = Vel "W (y)Q(dy, dt|z, a)
XexRy
ot Vi ~
+ Vel e €<y€) (Q(dy, dt|z, a) —Q(dy,dtlév,a))}
XEXR+ ||‘/* ”W

< sup {|C(z,a) = Ol )| + | VE = Ve[ BW (@)
ac

+ Vel QG 2. a) = Q- |z, a)\lw}
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Entonces,
Ve(z) — VE() C(z,a) — Clz,a)|  _ _
< su 4 ‘/;:E _ ‘/*6 €
W) sup W) “ liv?

VST 100 o) = Qe o)l |

de donde se sigue

Vi = Villlw < ve + IV = Villlw B + IVillivrg-

Por lo tanto,

- 1 ‘/*e €
17 = Vel < — s+ Ll
1-p 1-p
Notemos que de Observacion 4.3.3(d), la funcién V¢ satisface
C
Vily < —.

Combinando las desigualdades anteriores se obtiene

~ 1 c
V;e_vv*e € S _ + _ .
| [ 1_670 (1—5)(1—5)%2

Observacién 5.3.7 Una consecuencia inmediata de los Teoremas 5.3.6 y
5.2.4 es la siguiente:

Ve = Vil < IIVe = Vil + IV = Vil

C

1
B2 15 —pa-5 ¢

IN

5.4. Aproximacién de politicas 6ptimas

En esta seccién introduciremos el algoritmo de iteraciéon de politicas
para aproximar a V., pero recuerde que el objetivo principal es aproximar
la politica 6ptima del modelo semi-markoviano original mediante la politica
6ptima aproximada obtenida en la etapa de mejoramiento del algoritmo
antes mencionado. Observemos que el Teorema 5.4.2 nos proporciona cotas
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de error por operar el sistema bajo las politicas “buenas” obtenidas de esta
manera.

Algoritmo de iteracion de politicas aprorimado-truncado

(i) Inicio: sea go € IF arbitraria y sean =0

(ii) Evaluacién : dado g, € F calcule u,(-) ==V (¢)

(iii) Mejoramiento : encuentre g, 41 € F tal que iun() = f;nﬂun(-) y
regrese al paso (ii).

La existencia de las politicas en la etapa de mejoramieto se sigue de
la Observacion 5.3.4(b). Ademds la demostracién del siguiente resultado se
sigue de (5.12) y aplicando argumentos andlogos a la demostracién de la
Proposicién 2.4.1, por lo que la omitimos .

Proposicién 5.4.1 Supongamos que se satisfacen las Hipdtesis 4.3.1 1y 5.2.1
y L es un promediador. Entonces, la sucesion {un(-)} € Bw(X¢) converge
decrecientemente y uniformemente en la norma || - ||§y @ la funcion de valor
optimo VE(+); ademds, para todo n € N, se cumple que

25

IV =y < Tl = vl

Finalmente, el resultado principal lo podemos enunciar de la siguiente
manera.

Teorema 5.4.2 Sea u,(-) € Bw(X¢), gn € F, y n € N, las funciones
y politicas definidas en el algoritmo de iteracion de politicas aprorimado-
truncado. Entonces, bajo las Hipdtesis 4.5.1 y 5.2.1, se cumple

2c
. = W< —
ot c
=7C =7
1-5C 1-pa-p) °
28 .
+ 17~||un_un71”W-

Observemos que la cota del teorema anterior incluye tres fuentes de error:
el primer sumando del lado derecho de la desigualdad es un error por truncar
el espacio de estados, mientras que el segundo y tercer sumando son errores
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por aproximar con el promediador L, y el iltimo sumando es el error por
detener el algoritmo de iteracién de politicas aproximado-truncado.

Demostracién. Para cada f € F, tenemos que
Vi = Villw < Ve = VIl + IVF = Vel + IV = Villw (5.17)

Note que el primer y segundo término del lado derecho de la desigualdad
estan acotados por las cotas proporcionadas en las Proposiciones 5.2.4 y
5.3.7, respectivamenete, mientras que para el tercer sumando tenemos

Ve = Vil < Vi = Villw + [IVi = Vil (5.18)

Como las funciénes \7]5 y V§ son puntos fijos de los operadores T]% ¥ T%,
respectivamente, por argumentos anélogos a la demostracién del Teorema
5.3.6, el segundo sumando del lado derecho de (5.18) es acotado por

~ 1 c
Ve -V < =Yco + — . 5.19
| f f”W 1_BVC (1—/6)(1—5)%2 ( )

Ahora tomemos f := g, y up, = ‘7; Por la Proposicién 5.4.1, para el
primer sumando del lado derecho de (5.18) tenemos

Vi = Vgl = IV = unlli < 17~||un = tn-1fiv

Asi, de (5.19), (5.18) y la ultima desigualdad

~ 1 c 273
VE-VES = = = —up—1|[5. (5.20
V2= Vil < et et gl el 620

Por lo tanto, combinando (5.17), (5.20), y las Proposiciones 5.2.4 y 5.3.7
obtenemos

. 2
Vi = Villw < mﬁ
et c__,
-5 a-pa-p ¢
25

+ 17~|!Uk — up—1llw u
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5.5. Ejemplo: aproximacién del problema de rem-
plazo

Con el fin de ilustrar los resultados de las dos secciones anteriores con-
sideremos de nuevo el ejemplo del modelo de remplazo de la Seccién 4.5.
Recordemos que el kernel de transicién @) estd dado por (4.13), donde r(-)
es una funcién del dafio acumulado, J la funcién de distribucién del dafio

y H la funcién de distribucién de los tiempos entre choques. Supondremos
que tanto J como H tienen densidad j y h respectivamente, es decir,

Sea € > 0 fijo. Definimos X, = [0, M] para alguna M > 0 tal que

M
l—J(M)—l—/O j(s)ds < e.

Entonces, la desigualdad (5.1) se cumple tomando W(z) = €% y r(x) =
e % con b > ¢ > 0 como se muestra a continuacion.
Para cada = € X, = [0, M], se cumple que

| e wwatdy.di.o

XEXR+

:/ e_atH(dt)/ 1(WF ) g=b(wH2) (o)
0 M

:/ eatH(dt)exp(qx)/ e~ =D b (o)
0

M
o0
< e / J(dw) < % (1 — J(M)) < W()e.
M
Consideraremos el proceso semi-markoviano restringido al espacio de es-
tados X = [0, M], y de acciones A =A(x) = [#1,62] para todo z € X,.
Para obtener estimaciones de v y 7 es necesario imponer condiciones

a la densidad j(-) y 7(+). Supongamos que j(-) y 7(-) son Lipschitz continuas
con mdédulo b; and b,, respectivamente, esto es,

7(x) = (W) < bjly — 2|, |r(z) = r(y)| <brly — x| Y,y € [0, M].
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Observemos que se cumple

a M-z
ey, T,a) = e~ w(zx +w)r(z +w)j(w)dw
/. o Ry dfr.a) | eena [ wte+ wpra + w)iGoyd

+ u(0) /Oa e h(t)dt /000(1 —r(r 4+ w))j(w)dw
+ u(0) /Oo e h(t)dt.

Consideremos como operador de aproximaciéon L al operador de inter-
polacién lineal con N puntos igualmente espaciados 0 = 57 < s9 < -+ <
sy = M. Entonces para cada funcién medible u en X, el operador L estd
definido para x € [s;, S;+1] como

Si41 — T T — S
Lu(w) = S22y 5) + 25 (5141,
Si+1 — Si Si+1 — Si
con x € [8;, Sit1), 1 =1,2,-- N — 1.
Luego

é('? "33, CL) = b(I)Q(, "Sia CL) + B(QS)Q(, '|Si+17 a)
donde
Sit1 — T -
ba) = LTy ey = L
Si+1 — 54 Si+1 — Si
con x € [s;,8i+1],i=1,2,--- ,N — 1.
Ahora notemos que

[ e )@y de. @) - Qdy. dtfs, o)
XexRy

— b(x) ¢ tu(y)Q(dy, dt|si, a) — / e~ *u(y)Q(dy, dt|z, a))
XexRy XexRy

+B(a){ /X QU i) - / e~ u(y)Q(dy, dt|z, a)}.

XE XR+

Después de algunos célculos y observando que W (y)r(y) = e¥(@70) < 1 |
|lullw < 1, u(0) < W(0) = 1, obtenemos

Yo < 2(13| + Mb; +b,)As
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Yo < Q(Klbr + Kg)AS,

donde As := %
Combinando estos resultados con el Teorema 5.4.2; obtenemos las si
guientes cotas

Vi = Vg llw < e1+ €2+ e3

donde
2%

T E

€ ! Yo+ - g
2 = =7c 7 @

1-5 (1=5)(1=5)

er i = = o

3 - I—B n n—11|W-

Observemos que el error por truncamiento e; se puede hacer arbitrari-
amente pequeno tomando la constante M suficientemente grande. Por otra
parte, es es el error por aproximacién por usar el promediador L. Por tltimo,
e3 es el error por detener el algoritmo de iteracién de politicas.

Resultados numéricos. Para ilustrar los resultados anteriores, suponemos
que j(-) es una densidad Weibull(4,5) y h(-) una densidad Gamma(5,2).
Tomemos el costo de remplazo por falla K1 = 15, el costo de remplazo
programado Ky = 10 y costo por unidad de dafio acumulado K3 = 1.

Entonces, ¢ = 26, W(z) = ¢¥ y r(z) = e, con ¢ = 0.03, b = 0.05.
En este caso, para con o = 0.2, obtenemos 5 = 0.96, b, = 0.2, b; =042, y
|7] = 0.45.

Observemos de la Tabla 5 como se reduce el error por truncamiento
eligiendo ¢ lo suficientemente pequefio. En particular, para ¢ = 10~ obten-
emos X, = [0, 10.358], de tal manera que si M > 10.358, obtenemos un error
e1 < 0.000325.

Por otra parte de la Tabla 6 observamos que tomando N = 200 en el
operador de aproximacion lineal, ||[W{|{;, es muy cercano a ||W{j;, = 1, lo
que significa que 8y B son practicamente iguales.

La Tabla 7 muestra la convergencia del algoritmo de iteracién de politi-
cas. En este caso con cinco iteraciones tenemos que el error e3 es casi cero.
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Finalmente la Tabla 8 muestra cotas de error para 7o y 7¢. Las cotas
de error para ||V, — V¢||§;, v e2 son practicamente las mismas. Notemos e; y
eo son muy sensibles al factor [ = 0.96. Este se puede disminuir tomando

un valor de o més grande.

Tabla 5
e 0.0001 0.000005 1le—8
er 3.25 0.1625  0.000325

Tabla 6
N 100 200 300
W], 1.000018 1.000001  1.000001
B 0.9600176 0.9600011 0.9600011

Tabla 7
N 100 200 300
lus — ugllw  3.933603¢ — 15 2.242348¢ — 15 2.065631e — 14
es 1.888216e — 13 1.076358¢ — 13 9.91515790e — 13
Tabla 8
N 100 500 5000 10000 100000
Yo 0.35 0.07 0.007 0.0035 0.00035
70 1.68 0.336 0.033 0.0168 0.00168

Vi = Villw 27308 5461 546 260  1.66



Capitulo 6

Comentarios finales y
problemas abiertos.

En este trabajo estudiamos el algoritmo de iteracién de politicas aprox-
imado (IPA) para aproximar el problema de control éptimo descontado en
procesos de decisién markovianos y semi-markovianos con espacios de Borel.
El anilisis de dicho algoritmo se restringié a una clase de operadores de
aproximacién denominados promediadores (Definicién 2.2.1, p. 9). Esta clase
de operadores es bastante amplia e incluye a los interpoladores lineales y
multilineales, aproximadores constantes por pedazos, splines de Schoenberg,
operadores de Bernstein y de Hermite-Féjer, entre otros.

Cuando se usan promediadores, el paso de aproximacién en el algoritmo
IPA representa una perturbacion del modelo de decision original y el algorit-
mo IPA resulta ser el algoritmo de iteracién de valores exacto en el modelo
perturbado. Este hecho permite probar de forma directa la convergencia del
algoritmo IPA bajo condiciones muy generales sobre el modelo original asi
como dar cotas de error para las soluciones proporcionadas por el algoritmo.
Es importante recalcar que dichas cotas son generales y que estdn expre-
sadas en términos de la precisién con la que el promediador aproxima la
funcién de costo por etapa y la ley de evolucién del sistema.

En la primera parte del trabajo se estudi6 el algoritmo IPA para procesos
de decisién markovianos con espacios de Borel y costos acotados. Para estos
procesos se consideraron los dos siguientes casos: (i) la ley de evolucién del
sistema estd dada por un kérnel estocdstico, el cual se supone es comple-
tamente conocido; (ii) el sistema evoluciona de acuerdo a una ecuacién en
diferencias bajo el supuesto de que el ruido tiene densidad pero es descono-
cida. En este 1ltimo caso, primero se obtiene una estimacién de la densidad

T
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desconocida y posteriormente se efectia el paso de aproximacién usando un
promediador. Naturalmente, las cotas de desempefio del algoritmo también
dependen del error producido por el paso de estimacién.

En la segunda parte del trabajo se estudia el problema de control 6pti-
mo descontado para procesos de decisién semi-markovianos con espacios de
Borel y costos no-acotados. Primero se estudia el problema de control é6ptimo
estdndar y se prueba la existencia de politicas estacionarias 6ptimas, entre
otros resultados, bajo condiciones usuales de continuidad-compacidad y una
nueva condicién de Lyapunov. Posteriormente, suponiendo adicionalmente
que el espacio de estados es un espacio de Borel localmente compacto, se
proporcionan cotas para el error producido por truncamiento del espacio de
estados. Una vez hecho esto, se estudia el algoritmo IPA para el proceso de
decisién semi-markoviano con espacio de estados truncado. Se proporcionan
cotas para el desempeno del algortimo IPA en términos de los errores de
aproximacion producidos por el promediador y por el paso de truncamiento.

Los resultados descritos en la seccién anterior, asi como los reporta-
dos en [40] y [41], muestran que el enfoque de perturbaciones basadas en
promediadores es muy flexible y ofrece la posibilidad de estudiar exitosa-
mente una variedad de problemas de control para procesos markovianos y
semi-markovianos con costo descontado y costo promedio. Por ejemplo, en
nuestra opinién serfa interesante estudiar los siguientes problemas.

(1) Convergencia del algoritmo de iteracién de politicas aproximado para
el indice en costo promedio.

(2) Combinar el enfoque de perturbaciones con el enfoque de progra-
macién lineal para obtener aproximaciones al problema de control 6ptimo.

(3) Estudiar problemas donde la dindmica del sistema sea desconocida. El
problema seria combinar el enfoque de perturbaciones, iteraciéon de valores
o iteracién de politicas, con diferentes esquemas de estimacién como un
enfoque de verosimilitud, bayesiano o el de la distribucién empirica.

(4) Extender los resultados del presente trabajo a juegos estocdsticos.

El esquema de aproximacién que hemos propuesto es muy general y se
puede adaptar casi a cualquier contexto. Creemos que la combinacién de los
problemas propuestos puede dar lugar a nuevos problemas abiertos.
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