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Modelación matemática de la Leptospirosis y
estructuras de R0 en modelos análogos
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Introducción

Con el fin de entender los fenómenos que ocurren en la naturaleza, tales como f́ısicos,
qúımicos, biológicos, etc., desde mucho tiempo atrás, los investigadores han recurri-
do al uso de las matemáticas como una herramienta para conseguir entender dichos
fenómenos naturales. A través del planteamiento de modelos matemáticos que mod-
elen, válgame la redundancia, de la mejor manera posible el comportamiento de los
elementos que gobiernan al fenómeno en estudio, los investigadores tienen la posibil-
idad de estudiar, entender e interpretar la evolución de dicho fenómeno.

De manera particular, la modelación matemática ha tomado mucha fuerza en el área
de epidemioloǵıa. La necesidad de entender la evolución de las epidemias desde el
punto de vista de las matemáticas, ha despertado el interés de los investigadores
desde el siglo XVII [1]. El primer resultado por escrito que se conoce en epidemio
loǵıa matemática es de D. Bernoulli (1700 − 82) [2], quien propuso varios modelos
matemáticos mediante ecuaciones diferenciales para modelar varias enfermedades in-
fecciosas, entre ellas la viruela [1]. El segundo trabajo sobre epidemioloǵıa matemática
fue del matemático y malariólogo Ronald Ross (1857 − 1932), el cual explicó el ci-
clo completo de la malaria en los humanos, incluyendo al mosquito como vector de
contagio y el parásito Plasmodium; este resultado le valió a Ross el premio Nobel
en 1939 [3]. El siguiente gran avance en esta área fueron los trabajos de Kermack
y McKendric, realizados en el periodo de 1927 a 1939. En sus trabajos, Kermack y
McKendric consideraron también enfermedades endémicas y el principal resultado de
estos fue su célebre teorema umbral, el cual dice que al introducir individuos infec-
ciosos dentro de una población de susceptibles, se puede producir una epidemia sólo
si la densidad de susceptibles rebasa un determinado valor cŕıtico. Si el umbral se
excede, el brote se expande, y si el umbral no se excede, entonces el brote epidémico
tiende a extinguirse [4].

El teorema del umbral ha sido de gran importancia para entender la propagación de
enfermedades y posibles técnicas de control de las mismas. En la literatura podemos
encontrar muchos tipos de modelos matemáticos para el estudio de enfermedades in-
fecciosas, tales como modelos continuos, discretos, estocásticos, determińısticos etc;
algunas de las herramientas utilizadas para generar los modelos matemáticos son:
ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones en diferencias, ecuaciones diferenciales
parciales, ecuaciones integro-diferenciales, ecuaciones diferenciales con retardo, por
mencionar sólo algunas. Para quienes estén interesados en explorar más al respecto,
se recomienda consultar [5− 9]. En estas citas se puede encontrar información com-
pleta respecto a modelación matemática en epidemioloǵıa principalmente. El lector
encontrará información sobre los métodos para generar los distintos tipos de modelos,
aśı como ejemplos de dichos modelos aplicados a diversas enfermedades.
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Algunas de las finalidades de modelar matemáticamente las enfermedades infecciosas,
es la de entender la dinámica de la propagación de las mismas, medir la fuerza con
la que una enfermedad ataca a la población susceptible y poder proponer técnicas de
control sobre la misma. Al referirnos a la fuerza de infección, nos referimos a la can-
tidad de individuos susceptibles que se infectan una vez que estos entran en contacto
con un individuo infeccioso. Es aqúı donde aparece el concepto más importante en
epidemioloǵıa matemática, que es el número reproductivo básico (R0).

El número reproductivo básico se define como el número promedio de infecciones

secundarias que produce un individuo infeccioso durante su periodo de in-

fecciosidad, al ser introducido en una población completamente susceptible

[10− 14]. Este número es una medida del potencial de propagación de la enfermedad
dentro de una población. R0 es un valor umbral, de tal manera que, en general, si
R0 < 1 la enfermedad desaparece después de cierto tiempo y si R0 > 1 la enfermedad
se propaga, generando aśı un brote epidémico; el cual se ve reflejado en el sistema
como un punto de equilibrio con coordenadas positivas.

En este trabajo presentaremos una familia de modelos matemáticos para estudiar la
enfermedad de leptospirosis. Aśı mismo, se dará la expresión para sus respectivos
números reproductivos básicos, además de algunas técnicas de control para disminuir
los niveles de propagación de la enfermedad; dichas técnicas de control se verán
reflejadas en la disminución del valor de R0. Finalmente, y basado en los resultados
obtenidos para la enfermedad de leptospirosis, se presenta una generalización del mo-
delo y por ende del número reproductivo básico para el tipo de modelos que resultarán
con la generalización del modelo de leptospira.

En el caṕıtulo 1 se presenta el modelo matemático propuesto para la enfermedad de
leptospirosis. Para dicho modelo, se presenta la estimación de algunos parámetros
involucrados en la propagación de la enfermedad. Los rangos de valores estimados
para los parámetros se calcularon pensando en distintos escenarios donde se puede
presentar la interacción entre las clases que forman al modelo; teniendo aśı valores
para los parámetros dependiendo del escenario donde se plantee la problemática.

Se demuestra la invarianza de la región de factibilidad y se dan las condiciones para
la existencia de un punto de equilibrio con coordenadas positivas. Se da también la
estabilidad de los puntos de equilibrio de interés.

Se hace un análisis cualitativo del modelo. Se calcula y se analiza el número repro-
ductivo básico para el modelo, aśı como para algunos subsistemas del mismo modelo.

En el caṕıtulo 2, basados en los resultados obtenidos en la sección 1.5, se presenta
una generalización del modelo de leptospira (1.1). Después de analizar todos los
subsistemas de dicho modelo, se calcula su R0 y se presenta un análisis particular,
cuya finalidad es la de presentar la efectividad de las estrategias de control propuestas
en caṕıtulos previos. En la sección 2.3 se presentan unas familias de sistemas con la
finalidad de que se puedan utilizar para estudiar aquellas enfermedades que se puedan
modelar a través de dichos modelos. Se presentan para dichos modelos, sus números
reproductivos básicos.
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Finalmente, en el caṕıtulo (3) se presenta el estudio respecto a una técnica de control
para la enfermedad en cuestión.
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CAPÍTULO 1

Planteamiento del modelo para la Leptospirosis

En este caṕıtulo presentamos un modelo matemático del comportamiento de la enfer-
medad de leptopirosis. Para ello, primeramente haremos una semblanza de la enfer-
medad para poder aśı entender la estructura del modelo. Posteriormente se planteará
el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que modelará la enfermedad. Final-
mente, se interpretarán los parámetros del sistema y se estimarán los rangos de valores
donde dichos parámetros pueden tomar sus valores.

1.1 Leptospirosis

La leptospirosis es una zoonosis o enfermedad de los animales transmitida al hombre
[17]-[40]. Es causada por un tipo de espiroqueta del género leptospira, del orden
spirochaetales [17]-[40], la cual es una bacteria en forma de espiral que comparte ca-
racteŕısticas morfológicas y fisiológicas con otros géneros de espiroquetas que también
causan importantes enfermedades en el hombre, tales como fiebre amarilla, malaria,
dengue clásico y hemorrágico, paludismo y brucelosis, por mencionar sólo algunas
[17, 18].

El agente etiológico de la leptospirosis pertenece al orden spirochaetales, familia lep-
tospiraceae y género leptospira. La clasificación del género leptospira es compleja,
comúnmente se conocen dos especies: Leptospira biflexa, no patógena y Lep-
tospira interrogans causante de la enfermedad y de la cual existen alrededor de
300 serovariedades distribuidas en 25 serogrupos [17, 30, 20, 22, 23, 29].

Las espiroquetas son bacterias gram negativas; su multiplicación se produce por fisión
transversal. El periodo de incubación de la leptospirosis es de 10 d́ıas, con un rango
de 2 a 26 d́ıas, tiempo en que la leptospira, por medio de la sangre, se establece en
varios órganos del cuerpo, principalmente en el riñón [17, 19, 21, 26, 27].

La leptospira fue descrita por primera vez por Weill en 1886 [17], [30], [32]. Poste-
riormente en 1907, Stimson pudo visualizar la bacteria en un corte de tejido renal de
un paciente fallecido durante una epidemia de fiebre amarilla y en 1915 la bacteria de
leptospira fue cultivada y aislada por los japoneses Inada e Ido, a la que denominaron
Spirochaeta icterohemorrhagiae [30].

La leptospirosis es una enfermedad de incidencia mundial [17, 30]. La bacteria de lep-
tospira prolifera con mayor facilidad en los lugares con clima húmedo y tropical [30],
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[32], registrando mayor incidencia en América, con énfasis en centro y Sudamérica
[17]-[31], [35], [38], en África [33] y Asia Paćıfico [34]. En este trabajo nos interesa pri-
mordialmente estudiar la presencia de la bacteria, ya confirmada, en México [17, 31]
y espećıficamente en el estado de Sonora, ocupando éste el tercer lugar dentro de los
estados del páıs con reportes de leptospirosis en humanos [17].

Como se mencionó antes, la leptospira prolifera en lugares húmedos y tropicales. Los
hábitats de la bacteria de leptospira pueden ser muy variados, desde lodo hasta la
cavidad bucal del ser humano [17]. Estas bacterias son extremadamente sensibles a la
desecación, no producen esporas, son sensibles a los agentes exteriores y desinfectantes
usuales; la temperatura adecuada para su desarrollo debe ser superior a los 22◦C,
siendo de 28 a 30◦C la temperatura óptima.

La bacteria de leptospira se muere al estar expuesta a una temperatura de 50◦C
durante un tiempo de 10 a 30 minutos. La bacteria de leptospira no tolera los medios
ácidos, muriendo rápidamente por acción de las sales biliares al 10%; conserva su
viabilidad durante 3 meses en congelación, 7 d́ıas en sangre desfibrada a temperatura
ambiente y de 6 a 48 horas en orina; sin embargo, puede sobrevivir varias semanas
si la orina es neutra o alcalina, si es depositada en ambientes húmedos o si no está
contaminada con detergentes o microorganismos. En agua sobrevive de uno hasta
30 d́ıas, según la acidez y población bacteriana concominante y al menos 6 meses en
suelos saturados de agua, algunos meses en agua corriente y algunas semanas en agua
estancada. No sobrevive en agua clorada [17].

El reservorio natural de la leptospira son los roedores. Sin embargo, afecta como
mı́nimo a 160 especies de mamı́feros, entre los que destacan los perros, el ganado
bovino, equino y porcino, considerando recientemente que el hombre también puede
funcionar como reservorio; esto a pesar de que durante mucho tiempo se negó esta
posibilidad [17]-[40].

La transmisión de la leptospirosis ocurre de manera directa por contacto de piel ero-
sionada y mucosas, con orina y tejido de animales infectados. De manera indirecta,
la transmisión al humano se da por contacto en suelo, tierra, agua y alimentos con-
taminados con leptospira. Para que la bacteria penetre en la piel basta con que ésta
haya sufrido alguna erosión. Sin embargo, estudios recientes muestran que basta con
que la piel esté húmeda para que la leptospira pueda penetrarla [17, 25, 28].

En el humano, el śındrome más caracteŕıstico de la presencia de leptospira es la
leptospirosis. Después de una reproducción parcial de la bacteria en diversos órganos
del cuerpo, se estaciona en el riñón e h́ıgado provocando fallo renal y bilirrubinosis
respectivamente, causando finalmente la muerte.

La contaminación a otros hospederos como lagos, corrales, etc., suele ser a través de
la orina de animales infectados. La enfermedad es tratable por periodos largos con
la finalidad de eliminarla del riñón con penicilina, estreptomicina o tetraciclina. Los
animales domésticos suelen ser vacunados contra leptospirosis con vacunas de cepas
virulentas muertas, centrándose en esto la lucha en humanos. Es decir, se busca
controlar la enfermedad en los humanos a través del control de la misma pero en los
animales. Aśı, entre menos sea el número de animales infectados con los que tenga
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contacto el humano, será menor la posibilidad de éste en adquirir la infección [17].

Matemáticamente, los estudios que se han hecho con la finalidad de estudiar la propa-
gación de la enfermedad de la leptospirosis, están más enfocados en analizar la enfer-
medad en el reservorio natural de la leptospira que son los roedores. J. Holt, en su
art́ıculo presenta un modelo matemático que describe la interacción de la leptospira
con los roedores, clasificando estos últimos en adultos, sub adultos y juveniles. Aśı
mismo, Holt explora cómo estas tres clases se ven afectadas por el contacto entre
ellas mismas y con las bacterias de leptospira libres en el medio ambiente. Holt da el
número reproductivo básico para su modelo y concluye, a partir del análisis de éste,
que una manera de reducir la enfermedad, tanto en los roedores como en los humanos
es mediante la eliminación de los roedores, ya sea por captura u otros medios [33];
sin embargo, Holt no considera a los humanos en su modelo. W. Triampo propone
un modelo SIR, en el cual modela la interacción entre humanos y una población de
vectores, los cuales son roedores; sin embargo, no considera bacterias de leptospira
libres en el ambiente. En su art́ıculo, Triampo observa que el número de casos de lep-
tospirosis en dos provincias de Tailandia en los años 2000 y 2001 calculados mediante
un modelo SIR, concuerdan con las tasas de infecciones para el año en que publicó
su art́ıculo, es decir, concuerda con las tasas de infección del año 2006 si las tasas
de infección son tomadas en temporada de lluvias [42]. P. Pongssumpun propone un
modelo SIR, el cual considera a los humanos divididos en jóvenes y adultos, y pone
estas poblaciones en interacción con roedores, pero sin considerar bacterias libres en
el medio. Presenta el número reproductivo básico para su modelo y hace simulaciones
numéricas del modelo para valores diferentes de los parámetros [41].

En este trabajo, proponemos un modelo SI para estudiar el contagio y la evolución
de la enfermedad de leptospirosis tanto en humanos como en animales. Modelamos la
interacción entre humanos y todos los animales con los que puede estar en contacto
y que pueden transmitirle la infección, aśı como también con las bacterias libres en
el medio ambiente. Debemos aclarar que, aunque la enfermedad la causa la bacteria
de leptospira, consideramos como infectante a los animales infectados y aparte a la
población bacteriana que está libre en el medio ambiente. Aśı, el humano tiene dos
v́ıas de infección, a través del contacto con animales infectados y a través de bacterias
libres en el medio ambiente. Para los animales, la infección es análoga a la de los
humanos, un animal sano se puede infectar por contacto con otro animal infectado
o bien con bacterias libres en el ambiente. Además, tanto los animales como los
humanos desechan bacterias al medio ambiente a través de la orina, cooperando al
crecimiento de la población de dichas bacterias de leptospira.

Inicialmente consideraremos a la población de animales como una sola clase; sin
hacer distinciones entre ellos, incluyendo a los roedores, ya que estamos considerando
que el humano está más en contacto con animales domésticos que con los roedores
propiamente y, aunque siendo éstas últimas el reservorio principal de la leptospira,
el humano se infecta de leptospira de manera más fácil al estar en contacto con
animales domésticos que con las ratas directamente. Aśı también, consideramos en
nuestro modelo la interacción del humano y de los animales con las bacterias libres
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en el medio ambiente, ya que tanto el humano como los animales están en constante
interacción con los medios en los cuales prolifera la bacteria de leptospira, como son
lugares húmedos, lagos, lagunas, corrales, etc. En base a estas consideraciones, se
puede observar que los escenarios en los cuales se puede presentar la enfermedad son
muy variados, por lo que hacemos una estimación de parámetros del modelo tomando
en cuenta esta diversidad de escenarios; se dan rangos de valores para los parámetros
de tal manera que se vea reflejado en ellos los distintos escenarios. Se calcula también
el número reproductivo básico para el modelo propuesto. Se hace un análisis de éste
y de las posibles técnicas de control de la enfermedad que se reflejen en la disminución
del valor de R0.

Después de hacer el análisis para la enfermedad de leptospirosis y de ver la estruc-
tura de R0 para el modelo propuesto, se presentan otros modelos que, de manera
particular se pensaron para generalizar el modelo de leptospira, pero que se puede
observar que puede servir para otras enfermedades cuyo comportamiento sea análogo
al de leptospirosis. En estos modelos, podremos observar hipótesis adicionales a las
presentadas en el primer modelo para leptospira; se consideran más interacciones en-
tre las clases, como son auto infección en los humanos y la infección de humanos a
animales; se consideran también por ejemplo, la distinción entre animales, es decir,
se presenta un modelo para el cual a cada especie de animal se le considera una clase
distinta, etc.

La motivación para realizar este trabajo fue un estudio hecho por la Q. B. Herminia
Flores Baca en una ciudad del noroeste de México [17]. En este estudio se analizaron
100 pacientes en el Hospital General de Navojoa, Sonora y se observó un porcentaje
de casos positivos considerablemente alto. Los pacientes analizados fueron personas
que estuvieron en contacto con medios propicios para el crecimiento de la bacteria,
tales como animales, entre los que destacan perros, gatos, aves, roedores, cucarachas,
vacas, caballos y cabras, aśı como con terrenos húmedos como tierras de cultivo,
corrales para ganado, etc. Por otro lado, las amas de casa, que en el estudio fueron
las más afectadas, estuvieron en contacto con carne y otros productos que pudieron
haber estado contaminados con leptospira y haberse infectado al consumirlos.

Entonces, nuestro modelo fue hecho para estudiar la dinámica de la leptospira en
el ambiente que se describió anteriormente. Es decir, un lugar en el que el hombre
vive en un medio propicio para la prevalencia de la leptospira y está en contacto
con tierra húmeda, tierras de riego, lagos y lagunas, e importantes reservorios tales
como animales domésticos, sus productos y con la población de bacterias libres en el
ambiente.

1.2 Modelo básico para la leptospirosis

Para modelar la enfermedad de leptopirosis consideraremos la interacción entre cinco
clases, las cuales son: animales susceptibles (SA), animales infecciosos (IA), humanos
susceptibles (SH), humanos infecciosos (IH) y las bacterias (B). La dinámica de la
enfermedad se da a partir de las siguientes hipótesis: 1) Los animales susceptibles se
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pueden infectar al estar en contacto con animales infecciosos o al estar en contacto con
la población bacteriana que está libre en el medio ambiente; 2) La clase de los humanos
se puede infectar al estar en contacto con la clase de los animales infectados y con la
población bacteriana libre en el ambiente, pero no se infectan entre ellos mismos; 3)
La población de bacterias crece a través de las bacterias que, tanto animales como
humanos, desechan por medio de la orina. Esta clase también aumenta a través de
la reproducción de las mismas y disminuye sólo por la muerte de las bacterias, tanto
de manera natural o por acciones externas. La figura (1.1) da una idea de cómo se
da el ciclo de propagación de la enfermedad.

Figura 1.1: Formas en las que la bacteria interactúa entre las distintas clases.

Conociendo las caracteŕısticas generales del comportamiento de la enfermedad, y
basandonos en la ley de acción de masas, planteamos el modelo matemático que des
cribe estas caracteŕısticas. El modelo está dado por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

ṠA = −(c1IA + c2B)SA + βNA − α2SA,

İA = (c1IA + c2B)SA − α2IA,

ṠH = −(c3IA + c4B)SH + α1IH , (1.1)

İH = (c3IA + c4B)SH − α1IH ,

Ḃ = c5IA + c6IH − kB,

donde

• SA es la población de animales susceptibles,

• IA es la población de animales infecciosos,
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• SH es la población de humanos susceptibles,

• IH es la población de humanos infecciosos,

• B es la población bacteriana libre en el medio ambiente,

• c1 es la tasa de contagio de un animal susceptible al estar en contacto con un
animal infectado,

• c2 es la tasa de contagio de un animal susceptible al estar en contacto con las
bacterias directamente.

• β es la tasa de entrada de los animales, por nacimiento, los cuales nacen suscep-
tibles independientemente si la madre está o no infectada. También contempla
la entrada de animales sanos al sistema mediante compra de los mismos u otro
medio de entrada,

• α2 es la tasa de pérdida de animales, tanto susceptibles como infecciosos, ya sea
por venta o muerte de los mismos,

• c3 es la tasa de contagio de los humanos susceptibles al estar en contacto con
animales infecciosos,

• c4 es la tasa de contagio de los humanos al estar en contacto con las bacterias
directamente,

• α1 es la tasa de recuperación de los humanos infectados,

• c5 es la tasa con la que los animales infectados desechan bacterias a través de
la orina,

• c6 es la tasa con la que los humanos infectados desechan bacterias a través de
la orina,

• k es la diferencia entre las tasas de nacimiento y mortandad de la bacteria,

• NA y NH son las poblaciones totales de animales y humanos respectivamente.
Aunque no hemos dado una etiqueta para la población total de bacterias, ob-
servando la ecuación para Ḃ, la podemos definir como

Bmax =
c5
k
NA +

c6
k
NH .

Para estudiar este modelo, consideraremos que la población de humanos es constante
e igual a NH . Consideremos también que la población de animales es constante,
digamos NA. Esto nos lleva a que

ṠH + İH = 0,

y también que
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ṠA + İA = 0, lo cual implica que βNA − α2SA − α2IA = 0,

pero como queremos que la población de animales sea constante, se cumple que
SA + IA = NA, aśı

βNA − α2NA = 0,

o bien,

β = α2. (1.2)

Es decir, para que la población de animales se mantenga constante, necesitamos que
haya un balance ente la entrada y la salida de estos, tanto de susceptibles como de
infecciosos.

Ahora, sustituyendo (1.2) en (1.1) tenemos

ṠA = −(c1IA + c2B)SA + βIA,

İA = (c1IA + c2B)SA − βIA,

ṠH = −(c3IA + c4B)SH + α1IH , (1.3)

İH = (c3IA + c4B)SH − α1IH ,

Ḃ = c5IA + c6IH − kB.

Analizando el sistema (1.3) podemos observar que lo podemos reducir a un sistema de
tres ecuaciones, considerando que la primera y la tercera ecuación son las negativas
de la segunda y cuarta, respectivamente. Entonces, haciendo los cambios adecuados
generamos el siguiente sistema en R

3,

İA = (c1IA + c2B)(NA − IA)− βIA,

İH = (c3IA + c4B)(NH − IH)− α1IH , (1.4)

Ḃ = c5IA + c6IH − kB.

En la figura (1.2) se presenta la forma en que se generan nuevas infecciones mediante
la interacción de las tres clases. En dicha figura se puede apreciar que la enfermedad
se da a través de ciclos de interacción entre las distintas clases. En cada uno de ellos,
la enfermedad actúa con una determinada fuerza, y esto nos servirá más adelante
para encontrar la fuerza con la que la enfermedad actúa en el sistema completo.
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Figura 1.2: Evolución de la leptospirosis entre las distintas clases.

En este escenario, precisaremos un poco más la naturaleza de los parámetros de (1.4).
Para ello, daremos las unidades en las que se están midiendo cada uno ellos, lo cual
nos permitirá comprender mejor la interpretación biológica de los mismos.

Sea A la unidad para medir el número de animales; sea H la unidad para medir el
número de humanos; sea B̄ la unidad para medir la cantidad de bacterias, la cual
consideraremos que B̄ = 1010 bacterias. Esta elección para la unidad con la que
mediremos la cantidad de bacterias es con la finalidad de simplificar los cálculos
posteriores y sea T = d́ıa la unidad de tiempo. Tenemos entonces que las unidades
para İA, İH y Ḃ son

[İA] =
A

T
,

[İH ] =
H

T
,

[Ḃ] =
B̄

T
.

Una vez determinadas las unidades para las variables de estado, podemos determinar
las unidades para los parámetros del sistema y darles una interpretación en base a
sus unidades. Entonces,

• [β] = 1
T

es la tasa de salida de los animales. El valor de β es tal que 1
β
es el

tiempo promedio que duran enfermos los animales infecciosos y puesto que en los
animales la bacteria puede vivir sin causarles daños graves, es decir, los animales
pueden hospedar la bacteria sin presentar śıntomas de la enfermedad, también
podemos interpretar 1

β
como el tiempo promedio de vida de los animales.
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• [α1] =
1
T

es la tasa de recuperación de los humanos. El valor de α1 es tal que
1
α1

es el tiempo promedio que dura enfermo el humano.

• [k] = 1
T
, su valor es tal que 1

k
es el tiempo promedio de vida de la bacteria.

• [c1] =
1

AT
es la tasa per cápita de transmisión de la enfermedad de un animal

infeccioso a uno susceptible por unidad tiempo.

• [c2] =
1

B̄T
es la tasa per cápita de transmisión de la enfermedad de un animal

susceptible al estar en contacto con una bacteria por unidad de tiempo.

• [c3] =
1

AT
es la tasa per cápita de transmisión de la enfermedad de un animal

infeccioso a un humano susceptible por unidad de tiempo.

• [c4] =
1

B̄T
es la tasa per cápita de transmisión de la enfermedad de un humano

susceptible al estar en contacto con una bacteria por unidad de tiempo.

• [c5] =
B̄
AT

es la cantidad de bacterias desechadas al medio por un animal infec-
cioso por unidad de tiempo.

• [c6] = B̄
HT

es la cantidad de bacterias desechadas al medio por un humano
infeccioso por unidad de tiempo.

Cabe mencionar que las tasas de infección ci que determinan el número de individuos
por unidad de tiempo que se transfieren de un compartimiento susceptible a uno
infeccioso, dependen del número de contactos per cápita φ que hay entre un infeccioso
y un susceptible por unidad de tiempo y de la proporción de estos contactos c que
sean efectivos, es decir, ci = φc [49].

Conociendo las unidades de cada parámetro nos ayuda a entender la naturaleza de los
mismos. Esta información nos permitirá inferir sobre los valores que pueden tomar
cada uno de los parámetros.

1.3 Estimación de parámetros del sistema

Estamos interesados en observar el comportamiento de las soluciones del sistema
(1.4) mediante simulación numérica. Para ello, es necesario estimar los valores de los
parámetros del mismo.

Iniciamos estimando los valores para β, α1 y k, bajo el conocimiento de los siguientes
datos:

a) Para nuestro modelo, consideramos que el humano está en contacto con ani-
males domésticos como perros, gatos, ganado bovino, equino, caprino, porcino,
vacuno, etc. y con animales salvajes como ratas principalmente. Ahora, la
salida de estos animales del sistema fue pensada que seŕıa por muerte natural
y/o por venta o destierro de los mismos, siendo indistinta dicha salida, ya que
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no se garantiza que salgan sólo los infectados, esto debido a que no se tiene
una manera de identificar a los animales enfermos de manera rápida. Por tal
motivo, estimamos que el rango de tiempo que un animal permanece dentro de
su clase va de uno a 30 años, considerando que son las esperanzas de vida de
los mismos.

b) Por otro lado, se tiene que el humano dura con la enfermedad de 7 a 20 d́ıas,
teniéndose como promedio un tiempo de 12 d́ıas. Después de este periodo de
tiempo, el humano se recupera o se muere, dependiendo del tratamiento dado
a la enfermedad.

c) Finalmente, el tiempo promedio de vida de las bacterias depende mucho del
ambiente donde éstas vivan. Para nuestro modelo, consideraremos como rango
de vida de la bacteria de leptospira de seis horas a seis meses.

Entonces, considerando como unidad de tiempo al d́ıa, tenemos que

9.132x10−5 ≤ β ≤ 2.7397x10−3,
1

20
≤ α1 ≤ 1

7
,

1

180
≤ k ≤ 4,

donde las unidades para estos tres parámetros son T−1.

Para estimar a c5 y c6, observemos que estos parámetros están relacionados con la
cantidad de bacterias que desechan los animales y humanos infectados, respectiva-
mente a través de la orina. En [51, 52] podemos encontrar el dato de que, aproxi
madamente en un mililitro de orina de ganado hay 1x108 bacterias de leptospira.
Considerando además que en promedio, los animales con los que está en contacto
el humano desechan entre .2 y 20 litros de orina al d́ıa, tenemos entonces que en
promedio, un animal desecha entre 2x1010 y 2x1012 bacterias por d́ıa. Sin embargo,
la supervivencia de éstas dependerá de donde los animales depositen la orina, ya que
si el animal orina en lugares secos, la probabilidad de que las bacterias sobrevivan y
por ende que influyan en el ciclo de infección, es prácticamente cero. Es importante
enfatizar que los parámetros c5 y c6 representan la cantidad de bacterias vivas o que
sobreviven en el medio una vez que el animal y/o el humano las desecha, sin conside
rar las bacterias que no sobreviven, es decir, de todas las bacterias que estas clases
desechan, nos interesan sólo las bacterias que pueden influir en la enfermedad, siendo
éstas aquellas que son depositadas en lugares donde pueden sobrevivir y por ende
aportar a la enfermedad. Entonces, de las bacterias desechadas por los animales, sólo
una cantidad muy baja de estas bacterias serán las que sobrevivan; supondremos que
de las bacterias desechadas por los animales, sólo el 0.01% de éstas sobreviven. Aśı,
tenemos que los animales aportan al medio bacterias en un rango de [2x106, 2x108]
al d́ıa. Por otro lado, como consideraremos como unidad para medir la población
bacteriana un conjunto de 1010 bacterias, tenemos que los animales aportan al medio
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un rango de bacterias de [2x10−4, 2x10−2] unidades de bacterias, siendo en este rango
donde pude tomar valores el parámetro c5.

Finalmente, y de manera análoga al caso de c5, en [50] se da el dato de que en un
milili
tro de orina de un humano infectado se pueden encontrar 105 bacterias de leptospira
aproximadamente. Además, cada humano orina, en condiciones normales, de 0.8 a
2 litros por d́ıa, por lo que un humano desecha en promedio de 8.4x104 a 2.1x105

bacterias al d́ıa. Puesto que el humano considerado en nuestro modelo orina por
lo general en lugares donde puede haber medios propicios para la sobrevivencia de
bacterias, esto debido a las profesiones que ellos ejercen, supondremos que de las
bacterias desechadas por el humano, sobreviven el 1%. Aśı, tenemos que un humano
desecha al medio de 8.4x102 a 2.1x103. Representando en unidades de bacterias,
tenemos que c6 toma valores en [8.4x10−8, 2.1x10−7].

En el caso de los parámetros c1, c2, c3 y c4 no tenemos información que nos permita
estimar sus valores. Sin embargo, podemos hacer algunas consideraciones que nos
permitan dar rangos estimados de sus valores.

Sabemos que las tasas de contagio ci, para i = 1, 2, 3, 4, están dadas por ci = φc,
donde φ es el número de contactos per cápita de un animal infeccioso con animales
susceptibles y c es la proporción de estos contactos que son efectivos. En este sentido,
para c1 observemos que los contactos entre los animales son pocos a lo largo de un
d́ıa, considerando como contacto aquel en el que hay intercambio de fluidos para
que pueda haber intercambio de bacterias. No debemos confundir entre contacto
simple, que seŕıa aquel contacto más superficial y en el que, aunque se puede dar
intercambio de bacterias mediante el rose de piel y mucosas, éstas no son suficientes
para infectar al animal, y el contacto efectivo, que es aquel contacto en el que se
da una transferencia de bacterias suficiente para producir la infección. Considerando
además que la dosis infectiva de leptospira en perros, y por analoǵıa en el resto de
los animales considerados en el modelo, va de 104 a 108 bacterias [55], podemos
suponer que la efectividad de los contactos entre animales es muy baja, a decir, la
supondremos de 10−6. Consideraremos además que el número de contactos van de 1

2
a 2 por d́ıa. Entonces c1 ∈ [5x10−7, 2x10−6]. Obsérvese que c1 toma valores chicos del
rango cuando el número de contactos entre animales son mı́nimos, y a como aumenta
el número de contactos va aumentando el valor de c1.

De manera análoga, c2 es la tasa a la que se contagian lo animales al estar en contacto
con las bacterias libres en el ambiente. En este caso, el número de contactos lo
podemos considerar mayor que al de c1, ya que los animales tienen que estar contacto
con bebederos, corrales húmedos, tierras de cultivo, etc. Aśı, consideraremos que el
número de contacto entre animales y bacterias van de uno a cinco contactos por d́ıa;
supondremos que la efectividad de los contactos es de 10−5, ya que al haber población
bacteriana en estos lugares donde los animales están en cierta forma obligados a
visitar, la ingesta de bacterias o la interacción de bacterias con las mucosas de los
animales son mayores. Entonces, c2 ∈ [1x10−5, 5x10−5].

Ahora, en el caso de los parámetros c3 y c4, que son las tasas de contagio del humano
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con animales y bacterias respectivamente, debemos considerar que, a diferencia de
los animales que necesitan dosis muy altas de bacterias para adquirir la enfermedad,
vamos a suponer que el humano es mucho más vulnerable a la bacteria, por lo que
la dosis infectante para los humanos la consideraremos mucho menor que la de los
animales. Supondremos que la dosis infectante para los humanos va de 102 a 106

bacterias [56]. Por otro lado, el número de contactos efectivos entre el humano con
animales infecciosos y con bacterias libres lo supondremos también mayor a la de los
animales. Es importante aclarar que el modelo que estamos proponiendo es muy gene
ral, en el sentido que son muchos los escenarios posibles donde se puede desarrollar
la enfermedad y nosotros tratamos de considerar a todos estos escenarios en nuestro
modelo, de aqúı que estamos dando rangos de valores amplios, tratando aśı de pre-
sentar los distintos escenarios en que se puede dar la enfermedad. Ahora, recordemos
que el modelo fue pensado en un ambiente donde el hombre, los animales y las bac-
terias tienen convivencia continua, como en una granja. En este escenario el hombre
tiene mucho contacto con animales de granja con los que convive, sus productos que
procesa y consume, con agua donde puede proliferar la bacteria, como lagos, ŕıos,
tierras de riego, corrales, etc., por lo que consideraremos que el número de contactos
entre el humano y animales y humanos con las bacterias libres van de 3 a 6 por d́ıa;
consideraremos que la efectividad de los contactos es de 10−3. De este modo tenemos
que c3, c4 ∈ [3x10−3, 6x10−3].

En la tabla (1.1) se muestran las descripciones y rangos para cada uno de los parámetros
del sistema.

Notación Descripción Rango de valores Unidades
c1 Tasa de infección entre animales [5x10−7, 2x10−6] A−1d́ıas−1

c2 Tasa de infección entre animales y bacterias [1x10−5, 5x10−5] B̄−1d́ıas−1

c3 Tasa de infección entre humanos y animales [3x10−3, 6x10−3] A−1d́ıas−1

c4 Tasa de infección entre humanos y bacterias [3x10−3, 6x10−3] B̄−1d́ıas−1

c5 Aportación de bacterias al medio por animales [2x10−4, 2x10−2] B̄ A−1d́ıas−1

c6 Aportación de bacterias al medio por humanos [8.4x10−8, 2.1x10−7] B̄ H−1d́ıas−1

β Salida de animales de la clase [9.132x10−5, 2.7397x10−3] d́ıas−1

α1 Recuperación de humanos [ 1
20

, 1
7
] d́ıas−1

k Diferencia entre mortandad y nacimientos de bacterias [ 1
180

, 4] d́ıas−1

NA Población de animales NA ≥ 0 A

NH Población de humanos NH ≥ 0 H

Tabla 1.1: Rangos de valores estimados para los parámetros del sistema.

Con lo expuesto en esta sección podemos entender la estructura del modelo, aśı
como la manera de interpretar cada elemento que en él participa. Nos permite
darnos cuenta, en qué consiste biológicamente variar los valores de cada uno de los
parámetros.

Conociendo ya la estructura del modelo, iniciamos con el análisis del mismo.
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1.4 Existencia y estabilidad del punto de equilibrio no
trivial

Una vez planteado el modelo en el caṕıtulo anterior, se procederá a realizar un es-
tudio de las dinámicas del mismo. Probaremos que la actividad del modelo se da en
una región del espacio dentro del primer octante, dicha región es una caja delimi-
tada por las poblaciones mı́nimas y máximas de cada clase participante en el modelo.
Para iniciar el análisis, y con la finalidad de checar que nuestro modelo no presente
inconsistencias, probaremos que las soluciones del sistema que inician dentro de la
región de interés no se salen de ella a través del tiempo. Posteriormente daremos
condiciones sobre los parámetros para garantizar la existencia de un punto de equi-
librio del sistema con coordenadas positivas, el cual representa la presencia de un
estado endémico. En ausencia del equilibrio no trivial, el único punto de equilibrio
con coordenadas no negativas es el origen o equilibrio libre de infección, el cual es
asintóticamente glo-
balmente estable en el espacio que estamos considerando de interés, es decir, la caja
delimitada por las poblaciones mı́nimas y máximas de cada clase participante en el
modelo. Probaremos que, cuando el equilibrio no trivial del sistema está presente,
es asintóticamente globalmente estable dentro de la región de interés, para posterior-
mente, en el siguiente caṕıtulo, calcular y analizar el número reproductivo básico del
sistema, aśı como proponer técnicas de control de la enfermedad. Dichas técnicas de
control se reflejan en la disminución del valor de R0.

1.5 Invarianza de la región de factibilidad bajo el sistema

Como se mencionó antes, la actividad del modelo se debe desarrollar dentro de una
región del primer octante delimitada por las poblaciones mı́nimas y máximas de cada
clase de individuos que participa en el modelo. En esta sección nos ocuparemos de
probar que dicha región de factibilidad es invariante bajo la acción del sistema.

Para probar que la región de factibilidad es invariante bajo la acción del sistema
(1.4), analizamos el campo vectorial de (1.4) dentro de la mencionada caja, por lo que
estudiaremos el campo vectorial sobre las caras de ésta. Con este análisis probaremos
que el interior de la caja es invariante bajo el campo vectorial.

Sea IH = B = 0. Queremos observar cómo se comportan las componentes del campo
sobre el eje IA. Entonces

İA = c1IANA − c1I
2
A − βIA = −c1I

2
A + (c1NA − β)IA.

De esta ecuación, podemos observar que, en ausencia de humanos infectados y bacte-
rias, la población de animales infectados tiene dos equilibrios, IA1 = 0 e IA2 = c1NA−β

c1
.

Para c1NA−β < 0, sólo tendremos como equilibrio biológicamente correcto al origen
o equilibrio libre de infección. Por otro lado, para c1NA−β > 0 se tiene que IA2 > 0,
y con ello, el campo vectorial sobre este eje se comporta de la siguiente manera: Si
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0 < IA < IA2 , tenemos que İA > 0 ya que IA(−c1IA + c1NA − β) > 0, lo que implica
que IA < c1NA−β

c1
y por tanto İA > 0. Por lo que si IA > IA2 tenemos que İA < 0.

Bajo estas condiciones, tenemos que las componentes del campo vectorial en las otras
dos direcciones siguen el siguiente comportamiento,

İH = c3NHIA > 0,

Ḃ = c5IA > 0.

Con el análisis anterior podemos observar que las componentes del campo vectorial
en los puntos que están sobre el eje IA siempre apuntan hacia el interior de la región
de factibiliad. Ahora analicemos lo que ocurre sobre el eje IH . Consideremos
IA = B = 0, entonces,

İH = −α1IH < 0 ∀ IH > 0.

Podemos observar que la componente del campo en la dirección de IA es nula y tiene
sentido ya que la infección en los animales no depende de la infección en los humanos.
En la dirección de B tenemos que Ḃ = c6IH > 0.

Finalmente, para analizar el campo vectorial sobre el eje B, consideremos IA = IH = 0
y tenemos que Ḃ = −kB < 0. En la dirección de IA tenemos que İA = c2NAB > 0 y
en la dirección de IH se tiene que İH = c4NHB > 0.

Aśı, con este análisis podemos darnos cuenta que a través de los ejes las soluciones
del sistema no se salen de la caja en el primer octante (ver figura 1.3). Falta analizar
el comportamiento del campo pero ahora sobre las caras de dicha caja.

Figura 1.3: Comportamiento del campo vectorial de (1.4) sobre los ejes.
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Para hacer el análisis del campo vectorial sobre las caras procedemos de la siguiente
manera.

1) Sea x1 = (IA, IH , 0), con IA < NA e IH < NH . Nos interesa analizar la
componente del campo en la dirección de B, entonces,

Ḃ = c5IA + c6IH > 0.

2) Sea x2 = (IA, 0, B), con IA < NA y B < Bmax, donde Bmax es la población
máxima de bacterias. de (1.4) tenemos que

B(IA, IH) =
c5
k
IA +

c6
k
IH .

En esta ecuación podemos observar que B es creciente tanto en IA como en IH ,
por lo que podemos concluir que

Bmax =
c5
k
NA +

c6
k
NH . (1.5)

Entonces, en la cara de la caja donde x2 = (IA, 0, B), nos interesa analizar la
componente del campo en la dirección de IH . Aśı,

İH = c3NHIA + c4NHB > 0.

3) Sea x3 = (0, IH , B), con IH < NH y B < Bmax. Nos interesa en este caso ver
la componente del campo en la dirección de IA, entonces,

İA = c2NAB > 0.

4) Sea x4 = (NA, IH , B), con IH < NH y B < Bmax, nos interesa en este caso ver
la componente del campo en la dirección de IA. Aśı,

İA = −βNA < 0.

5) Sea x5 = (IA, NH , B), con IA < NA y B < Bmax, aqúı nos interesa analizar la
componente del campo en la dirección de IH . Aśı,

İH = −α1NH < 0.

6) Sea x6 = (IA, IH , Bmax), con IA < NA e IH < NH , nos interesa analizar la
componente del campo en la dirección de B. Entonces,

Ḃ = c5IA + c6IH − kBmax.

Obsérvese que Ḃ < 0 si
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Bmax >
c5NA + c6NH

k
.

Finalmente y de manera análoga al análisis previo, probaremos que las soluciones con
condiciones iniciales dentro de la región de factibilidad, no salen de ésta a través de los
vértices de dicha región. Para ello, primeramente definimos los vértices de la siguiente
manera: Sea V0 = (0, 0, 0), V1 = (NA, 0, 0), V2 = (0, NH , 0), V3 = (0, 0, Bmax),
V4 = (NA, NH , 0), V5 = (0, NH , Bmax), V6 = (NA, 0, Bmax), V7 = (NA, NH , Bmax),
donde Bmax = c5NA+c6NH

k
. Entonces, el análisis es el siguiente:

. Obsérvese que a través de V0 las soluciones no se puden salir de la caja en
cuestión, ya que este vértice es un punto de equilibio del sistema.

. Para V1, el comportamiento del campo vectorial es el siguiente:

İA = −βNA < 0

İH = c3NANH > 0

Ḃ = c5NA > 0

. Para V2, el comportamiento del campo vectorial es el siguiente:

İA = 0

İH = −α1NH < 0

Ḃ = c6NH > 0

. Para V3, el comportamiento del campo vectorial es el siguiente:

İA =
c2
k
(c5NA + c6NH)NA > 0

İH =
c4
k
(c5NA + c6NH)NH > 0

Ḃ = −(c5NA + c6NH) < 0

. Para V4, el comportamiento del campo vectorial es el siguiente:

İA = −βNA < 0

İH = −α1NH < 0

Ḃ = c5NA + c6NH > 0
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. Para V5, el comportamiento del campo vectorial es el siguiente:

İA = c2Bmax > 0

İH = −α1NH < 0

Ḃ = −c5NA < 0

. Para V6, el comportamiento del campo vectorial es el siguiente:

İA = −βNA < 0

İH = c3NA +
c4
k
(c5NA + c6NH)NH > 0

Ḃ = −c6NH < 0

. Para V7, el comportamiento del campo vectorial es el siguiente:

İA = −βNA < 0

İH = −α1NH < 0

Ḃ = 0

Aśı, con el análisis previo podemos concluir que la región de interés es invariante. La
figura (1.4) da un bosquejo del campo vectorial sobre las caras de la caja.

Figura 1.4: Comportamiento del campo vectorial sobre las caras de la caja de interés.
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Con lo expueso en esta sección, hemos probado la siguiente proposición:

Proposición 1.1. La región del espacio, delimitada por las poblaciones mı́nimas
((IA, IH , B) = (0, 0, 0)) y máximas ((IA, IH , B) = (NA, NH , Bmax)), de las clases
que participan en el modelo (1.4), es invariante bajo la acción del campo dado por el
sistema (1.4).

Este resultado nos permite observar que nuestro modelo no presenta discrepancias, en
el sentido de que las poblaciones no tienden a infinito, o que se presenten poblaciones
negativas. Por otro lado, a la población de bacterias no le pedimos espećıficamente
que se mantuvieran constantes, sin embargo, podemos observar en la ecuación para las
bacterias en (1.4) que el término negativo no le permite a la población de éstas crecer
de manera indefinida, por lo que en cierto sentido acotamos dicha población; dicha
cota está dada por la expresión 1.5. De esta manera, los niveles de las poblaciones se
mantienen dentro de la región de interés, es decir, dentro de la caja delimitada por las
poblaciones máximas, que es lo que nos dice la invarianza de esta región de interés.
No está de más mencionar que la región de interés a la que hemos estado haciendo
referencia, está acotada superiormente por las poblaciones máximas de cada especie
e inferiormente está delimitada por las poblaciones mı́nimas de las especies.

Por otro lado, nos interesa calcular el número reproductivo básico (R0) para
este sistema. R0 es un número que está en términos de los parámetros del sistema
y es tal que para el conjunto de valores de los parámetros que hagan que R0 = 1,
el sistema experimenta un bifurcación en el punto de equilibrio libre de infección; de
esta manera, el equilibrio trivial cambia de estable a inestable y aparece el equilibrio
no trivial, el cual es estable para valores de R0 > 1. Sin embargo, los cálculos para
determinar la expresión del punto de equilibrio no trivial son demasiado engorrosos,
por lo que no tenemos una expresión clara para éste. Por tal motivo, procederemos a
buscar condiciones sobre los parámetros que garanticen la existencia de un equilibrio
no trivial dentro del primer octante y posteriormente, ya teniendo los dos equilibrios
(trivial y no trivial), buscaremos la combinación de parámetros que permitan que
ocurra la bifurcación del sistema en el equilibrio trivial.

1.6 Exploración gráfica de las ceroclinas del sistema

En modelos biológicos es de interés analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio
del sistema, el equilibrio trivial o equilibrio libre de infección y el otro conocido como
equilibrio no trivial o equilibrio endémico. En esta sección haremos una exploración
gráfica de las ceroclinas del sistema. La finalidad de este análisis gráfico, es la de
conocer la estructura gráfica de cada ceroclina y con ello ver si es posible que se dé
la intersección de ellas. Si la intersección de las ceroclinas se da, tendremos aśı la
presencia de un punto de equilibrio con coordenadas positivas, es decir, la enfermedad
alcanzará un equilibrio endémico.

Los puntos de equilibrio del sistema se dan para los valores de IA, IH y B que
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satisfagan el sistema de ecuaciones

(c1IA + c2B)(NA − IA)− βIA = 0,

(c3IA + c4B)(NH − IH)− α1IH = 0,

c5IA + c6IH − kB = 0.

Obsérvese que el punto libre de infección es un equilibrio de (1.4). Para demostrar la
existencia del punto de equilibrio no trivial, primeramente analizaremos las ceroclinas
del sistema; para ello, se analizan cada una de éstas por separado y se trata de dar
un bosquejo de las superficies que representan dichas ceroclinas, para posteriormente
“visualizar”
las intersecciones de las mismas. En base a esto, se encuentran propiedades de las
ceroclinas que impliquen la existencia del punto fijo no trivial.

1.6.1 Análisis gráfico de las ceroclinas del sistema

En esta sección, haremos un análisis gráfico de cada una de las ceroclinas del sistema.
La idea es conocer las caracteŕısticas de éstas y observar las condiciones bajo las
cuales se puede dar la intersección de ellas en el primer octante, que es la región del
espacio que nos interesa.

Análisis de la ceroclina İA = 0

Iniciamos considerando la ceroclina para la primera ecuación de (1.4). Es decir,
consideremos İA = 0. Aśı,

(c1IA + c2B)(NA − IA)− βIA = 0. (1.6)

Analizaremos las caracteŕısticas cualitativas de las ceroclinas para hacer un bosquejo
de la gráfica de éstas. De (1.6) tenemos,

B(IA, IH) =
βIA

c2(NA − IA)
− c1

c2
IA. (1.7)

Obsérvese que (1.7) no depende de IH , por lo que es constante en esta dirección. Por
otro lado, en el plano IA−B, (1.7) es una hipérbola que tiene su aśıntota en IA = NA

y corta al eje IA en los puntos

IA1 = 0, e IA2 =
c1NA − β

c1
.

Podemos notar que IA2 puede ser positivo, negativo o cero, dependiendo del valor de

∆ = c1NA − β.
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Aśı, si la infección en los animales, representada por c1NA, es mayor que la recu-
peración en los mismos (∆ > 0), representada por β, IA2 es mayor que cero; cuando
la infección sea menor que la recuperación (∆ < 0), IA2 es negativo y es cero cuando
la recuperación es igual a la infección (∆ = 0). Cabe mencionar que se analizaron los
casos considerando el signo de ∆ para ilustrar que independientemente del signo de
éste, la ceroclina es convexa y por lo tanto hay una rama de ella en el primer octante,
la cual se puede intersectar con las otras ceroclinas para que se dé el equilibrio no
trivial.

Por otro lado, la primera y segunda derivada respecto a IA de (1.7) están dadas por

∂B(IA, IH)

∂IA
=

β − c1(NA − IA)
2

c2(NA − IA)2
,

∂2B(IA, IH)

∂I2A
=

2βNA

c2(NA − IA)3
.

Como ∂2B(IA,IH)
∂I2

A

> 0 para todo IA y sin importar el signo de ∆, entonces la superficie

es convexa en este plano y constante a lo largo de IH . Aśı, podemos ya tener un
bosquejo claro de (1.7) y el cual se muestra en las figuras (1.5), (1.6) y (1.7), una
para ∆ < 0, ∆ = 0 y ∆ > 0, respectivamente.

Figura 1.5: Superficie que representa la ceroclina İA = 0 en el espacio, cuando la
recuperación de los animales es menor que la infección en los mismos(∆ < 0). Observe
que IA2 < 0. Se grafica el plano B = 0 como referencia.
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Figura 1.6: Superficie que representa la ceroclina İA = 0 en el espacio, cuando la
recuperación de los animales es igual a la infección en los mismos(∆ = 0). Aqúı
IA2 = 0 y la superficie es tangente al plano B = 0 en IA2 . Se grafica el plano B = 0
como referencia.

Figura 1.7: Superficie que representa la ceroclina İA = 0 en el espacio, cuando la
recuperación de los animales es mayor que la infección en los mismos(∆ > 0). Observe
que IA2 > 0. Se grafica el plano B = 0 como referencia.
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Análisis de la ceroclina İH = 0

Un análisis análogo al hecho para estudiar la ceroclina correspondiente a İA = 0 se
hará para los casos de İH = 0 y Ḃ = 0.

Analicemos las ceroclinas para la población de humanos infectados. Consideremos
İH = 0, lo cual nos lleva a

(c3IA + c4B)(NH − IH)− α1IH = 0. (1.8)

De (1.8) tenemos,

B(IA, IH) =
α1IH − c3IA(NH − IH)

c4(NH − IH)
. (1.9)

Haremos el análisis sobre las curvas resultantes al cortar la superficie ceroclina (1.9)
con los planos canónicos y con planos paralelos a los mismos.

1) Sea IA = 0, es decir, en el plano IH−B, la curva generada al cortar la superficie
de la ceroclina (1.8) con el plano IA = 0 se da bajo la relación

B(IH) =
α1IH

c4(NH − IH)
. (1.10)

Podemos observar aqúı, que IH no puede tomar el valor de NH . Es decir, no
podemos tener la población total de humanos infectada. Esta población se está
regulando debido a que hay una tasa de recuperación de los humanos. También
podemos observar que la curva (1.10) corta al eje IH sólo en IH = 0.

Analizando la primera y segunda derivada de (1.10), dadas por

B′(IH) =
α1NH

c4(NH − IH)2
,

B′′(IH) =
2α1NH

c4(NH − IH)3
.

Tenemos que ambas son positivas para IH < NH , por lo que (1.10) es una
curva convexaen en esta área. La figura (1.8) ilustra el bosquejo de la gráfica
de (1.10).
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Figura 1.8: Curva que resulta de cortar la ceroclina İH = 0 con el plano IA = 0.
Observe la aśıntota en IH = NH .

Consideremos ahora que IA = IA0 6= 0. Entonces, para cada IA0 estaremos
haciendo un corte a la ceroclina (1.8) con un plano paralelo al plano IA = 0,
teniendo que (1.9) queda de la siguiente manera,

B(IA0 , IH) =
α1IH

c4(NH − IH)
− c3

c4
IA0 , (1.11)

la cual es una curva análoga a (1.10), pero en este caso no pasa por el origen,
sino que corta al eje IH en

IH =
c3NHIA0

α1 + c3IA0

.

Para cada IA0 tendremos una curva con las mismas caracteŕısticas de (1.10).
Cada una de estas curvas siguen siendo convexas en el plano IA = IA0 .

2) Para ver el comportamiento de la ceroclina sobre el plano IA −B, consi-
deremos IH = 0 en (1.8). Entonces

(c3NHIA + c4NHB) = 0,
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por lo que

B = −c3
c4
IA, (1.12)

la cual es una recta de pendiente negativa. La figura (1.9) ilustra la curva que
se genera al cortar la ceroclina con el plano IH = 0.

Figura 1.9: Curva que resulta de cortar la ceroclina de İH = 0 con el plano IH = 0.

Si consideramos ahora que IH = IH0 6= 0, tenemos que (1.9) será

B(IA, IH0) =
α1IH0

c4(NH − IH0)
− c3

c4
IA, (1.13)

que es también una recta con la misma pendiente que (1.12), sólo que en este
caso no pasa por el origen, tiene ordenada al origen en

B =
α1IH0

c4(NH − IH0)

y abscisa al origen en

IA =
α1IH0

c3(NH − IH0)
;
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estas rectas están bien definidas ya que IH0 6= NH .

3) Consideremos ahora B = 0 en (1.8). Esto nos permite observar la curva
generada al cortar la ceroclina con el plano B = 0. Entonces tendremos que

c3IA(NH − IH) = α1IH .

Aśı,

IA(IH) =
α1IH

c3(NH − IH)
, (1.14)

la cual es una hipérbola cuya aśıntota está en IH = NH , pasa por el origen y es
convexa. Esto último debido a que

I ′′A(IH) =
2α1NH

c3(NH − IH)3
> 0

para toda IH < NH . De este modo, podemos dar un bosquejo de esta gráfica,
y el cual se presenta en figura (1.10).

Figura 1.10: Curva que resulta de cortar la ceroclina de İH con el plano B = 0.

Consideremos ahora B = B0 6= 0, entonces, de (1.8) tenemos
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IA(IH , B0) =
α1IH

c3(NH − IH)
− c4

c3
B0, (1.15)

la cual es una curva análoga a (1.14), sólo que trasladada. (1.15) corta al eje
IH en

IH =
c4B0NH

α1 + c4B0

y puesto que su segunda derivada es igual a la de (1.14), también es convexa.

Por otro lado, podemos observar que la abcisa y la ordenada al origen de la recta
en el plano IA − B, coinciden con las curvas en los otros dos planos. De esta
manera, para cada valor de IA, se tienen un par de puntos sobre las curvas que
está en los planos paralelos a los planos IH −B y IH − IA y dichos puntos están
unidos por rectas paralelas a la recta del plano IA −B. Aśı, podemos observar
que se trata de una superficie reglada que pasa por el origen y creciente.
El análisis anterior fue sobre las curvas que generan los cortes de la ceroclina con
los planos canónicos y planos paralelos a estos. Ahora trataremos de analizar
la superficie en general, apoyándonos en el análisis previo. Consideremos de
nuevo (1.9)

B(IA, IH) =
α1IH − c3IA(NH − IH)

c4(NH − IH)
.

Observemos que B(IA, IH) = 0 si

IH =
c3NHIA
α1 + c3IA

,

y B(IA, IH) < 0 si

IH <
c3NHIA
α1 + c3IA

,

es decir, para valores de IH e IA que cumplan con la desigualdad anterior, la
superficie está por debajo del plano B = 0.

En resumen, tenemos que, B(IA, IH) es convexa respecto a IH , debido a que

∂B(IA, IH)

∂IH
=

α1NH

c4(NH − IH)2
> 0 y

∂2B(IA, IH)

∂I2H
=

2α1NH

c4(NH − IH)3
> 0,
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son ambas positivas para cualquier valor de IA, B(IA, IH) es recta respecto a
IA. Más aun, esta recta es decreciente, ya que

∂B(IA, IH)

∂IA
= −c3

c4
.

También tenemos que IA(IH , B) es convexa respecto a IH , puesto que

∂2IA(IH , B)

∂I2H
=

2α1NH

c3(NH − IH)3
.

Aśı, tenemos que B(IA, IH) es una superficie reglada y convexa que tiene una
parte por abajo del plano B = 0. La figura (1.11) muestra la superficie que
representa la ceroclina para İH = 0.

Figura 1.11: Superficie que representa la ceroclina de İH en el espacio.
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Análisis de la ceroclina Ḃ = 0

Para terminar el análisis de ceroclinas, observemos que de Ḃ = 0 tenemos que la
expresión

B(IA, IH) =
c5

k
IA +

c6
k
IH , (1.16)

es un plano que pasa por el origen, es creciente en las direcciones de IA e IH debido
a que las derivadas de (1.16) en estas direcciones están dadas por c5

k
y c6

k
respec-

tivamente. La figura (1.12) muestra un bosquejo de la superficie que representa la
ceroclina en el espacio.

Figura 1.12: Superficie que representa la ceroclina de B en el espacio.

Intersección de las ceroclinas del sistema

Una vez conociendo las superficies de las ceroclinas, buscamos que éstas se inter-
secten en un punto en el primer octante. La figura (1.13) se generó a partir de una
combinación particular de valores en los parámetros. Sin embargo nos dice que hay
una región en el espacio de parámetros del sistema en la cual las tres ceroclinas se
intersectan en un punto en el primer octante y en el origen. Motivados por este re-
sultado, en la siguiente sección se da una demostración anaĺıtica de la existencia del
punto de equilibrio no trivial del sistema. En dicha demostración se presentarán las
condiciones que deben cumplir los parámetros para que se garantice la existencia del
punto fijo no trivial.

El análisis presentado en esta sección es una exploración gráfica del comportamiento
de las ceroclinas del sistema (1.4), con la finalidad de averiguar si es posible que se
dé la intersección de las mismas. Con este análisis hemos podido constatar que existe
una región en el espacio de parámetros del sistema en la cual se da la intersección
de las tres ceroclinas, teniendo aśı la existencia de un punto de equilibrio no trivial.
Biológicamente, este análisis nos dice que es posible, bajo ciertas condiciones, tener
una epidemia de leptospirosis.
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Figura 1.13: Intersección de ceroclinas del sistema (1.4).

En la siguiente sección presentamos una demostración anaĺıtica de la existencia del
punto de equilibrio no trivial.

1.7 Análisis algebraico sobre las condiciones para la
existencia del punto de equilibrio no trivial

En la sección anterior se hizo una exploración geométrica de la estructura de las
ceroclinas del sistema; esto con la finalidad de ver si es posible que las tres ceroclinas
se intersecten en el primer octante, generando aśı un punto de equilibrio del sistema
con coordenadas positivas. Dicha exploración nos permitió ver que, al menos para un
conjunto muy particular de valores para los parámetros, es posible tener el equilibrio
no trivial buscado.

En esta sección presentaremos un análisis algebraico que nos permita encontrar las
condiciones sobre los parámetros, de tal manera que podamos garantizar la existencia
del punto de equilibrio no trivial.

Considere de nuevo el sistema (1.4). Los puntos de equilibrio de este sistema se dan
para valores de IA, IH y B que satisfagan el sistema de ecuaciones

(c1IA + c2B)(NA − IA)− βIA = 0, (1.17)

(c3IA + c4B)(NH − IH)− α1IH = 0, (1.18)

c5IA + c6IH − kB = 0. (1.19)

Para encontrar el punto de equilibrio no trivial debemos resolver el sistema de ecua-
ciones anterior. Resolveremos este sistema mediante el método de sustitución. Ahora
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bien, si no nos es posible encontrar expĺıcitamente el punto de equilibrio no trivial,
esperamos encontrar condiciones algebraicas sobre los parámetros para garantizar la
existencia del mismo.

Entonces, de (1.17) despejamos B y la sustituimos en (1.18) y (1.19). Buscaremos
condiciones sobre los parámetros para que las curvas de las dos expresiones resultantes
se intersecten en el primer cuadrante del plano IH − IA. De esta manera, de (1.17)
tenemos que

B =
βIA

c2(NA − IA)
− c1IA

c2
, (1.20)

para IA 6= NA. Sustituyendo (1.20) en (1.18), despejando IH y denotando, sin pérdida
de generalidad, la expresión resultante como IH1(IA), tenemos

IH1(IA) =
ξNHI2A − (βc4NH + ξNANH) IA

ξI2A + (α1c2 − βc4 − ξNA) IA − α1c2NA

, (1.21)

donde

ξ = c2c3 − c1c4 (1.22)

y para ξI2A + (α1c2 − βc4 − ξNA) IA − α1c2NA 6= 0.

Sustituyendo ahora (1.20) en (1.19), despejando IH y denotando, sin pérdida de
generalidad, la expresión resultante como IH2(IA), tenemos

IH2(IA) =
(c2c5 + c1k)I

2
A + [(β − c1NA)k − c2c5NA] IA
c2c6(NA − IA)

. (1.23)

Estamos interesados en buscar las condiciones sobre los parámetros del sistema que
permitan que las curvas que representan las ecuaciones (1.21) y (1.23), se intersecten
en el primer cuadrante. Para la búsqueda de esta o estas condiciones, analizaremos la
estructura de cada una de las curvas en cuestión y veremos de qué manera se puede
dar la intersección de las mismas.

Como se verá durante el análisis, la estructura de la curva (1.21) vaŕıa dependiendo
del signo de ξ, de tal manera que se estudiarán todas las posibilidades. Por tal motivo,
estudiaremos primero la estructura de la curva (1.23).

Entonces, la gráfica de (1.23) es una curva que corta al eje IA en ĪA1 = 0 y en

ĪA2 = (c1NA−β)k+c2c5NA

c2c5+c1k
, y tiene una aśıntota en ÎA = NA. Para tener una idea

de cómo es la gráfica de (1.23) analizamos la primera y segunda derivada de (1.23)
respecto a la variable IA, las cuales están dadas por

I ′H2
=

βkNA − (c2c5 + c1k)(IA −NA)
2

c2c6(IA −NA)2
,

y la segunda derivada es
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I ′′H2
=

2βkNA

c2c6(NA − IA)3
.

Como podemos observar, la segunda derivada es positiva para valores de IA < NA,
por lo que podemos concluir que (1.23) es convexa en dicho rango de valores para IA,
siendo este rango el que nos interesa.

Podemos observar también, que ĪA2 puede ser positivo, cero o negativo, sin embargo,
en la región que nos interesa, es decir, 0 < IA < NA, la gráfica de IH2 tiene una rama
que es positiva y creciente. Basta con observar que

I ′H2
(ĪA2) =

(c2c5 + c1k) [(c2c5 + c1k)NA − βk]

c2c6βk
,

y

I ′H2
(0) =

βk − (c2c5 + c1k)NA

c2c6NA
.

Aśı, si ĪA2 < 0, entonces, I ′H2
(0) > 0; si ĪA2 > 0, entonces, I ′H2

(ĪA2) > 0.

La figura (1.14) muestra un bosquejo de los tres escenarios en los que se puede pre-
sentar la gráfica de (1.23).



40 Planteamiento del modelo para la Leptospirosis

Figura 1.14: Gráfica de (1.23).

Obsérvese que en la gráfica (1.14), se presenta la rama de la curva que nos interesa.
Para nuestro problema, no nos interesa lo que pase con la curva para valores de
IA > NA.

Ahora, en el caso de la gráfica de la ecuación (1.21), podemos observar que se trata
de una curva que corta al eje IA en los puntos IA1 e IA2 , donde

IA1 = 0 e IA2 =
βc4 + ξNA

ξ
,

para ξ 6= 0, y puede presentar dos, una o ninguna aśıntota, esto dependiendo de las
soluciones del denominador de IH1(IA),

ξI2A + (α1c2 − βc4 − ξNA) IA − α1c2NA = 0,

cuyas soluciones son:

ĨA1 =
ξNA + βc4 − α1c2 +

√

4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)2

2ξ
,

ĨA2 =
ξNA + βc4 − α1c2 −

√

4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)2

2ξ
.

El número de aśıntotas de (1.20) está determinado por el signo de
P (ξ) = 4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)

2, de tal manera que,

a) Si P (ξ) > 0, IH1(IA) tendrá dos aśıntotas,

b) Si P (ξ) = 0, IH1(IA) tendrá una aśıntota,

c) Si P (ξ) < 0, IH1(IA) no tendrá aśıntotas.
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Obsérvese que P (ξ) es una cuadrádica en ξ. Para analizar el signo de esta expresión,
ubicaremos las coordenadas de su mı́nimo y los cortes con el eje ξ. Un simple análisis

nos permite observar que el mı́nimo de P (ξ) es el punto
(

−α1c2+βc4
NA

,−4α1βc2c4

)

y

los cortes con el eje ξ se dan para

ξ̃1 =
−(α1c2 + βc4) + 2

√
α1βc2c4

NA
,

ξ̃2 =
−(α1c2 + βc4)− 2

√
α1βc2c4

NA
.

Claramente ξ̃2 < 0, en el caso de ξ̃1, tenemos lo siguiente: Supongamos que ξ̃1 > 0,
es decir, 2

√
α1βc2c4 > α1c2 + βc4, esto implica que 0 > (α1c2 − βc4)

2, lo cual es una
contradicción. Aśı tenemos que ξ̃1 ≤ 0. La figura (1.15) muestra un boquejo de la
gráfica de P (ξ).

Figura 1.15: Gráfica de P (ξ).

De esta manera, para ξ /∈ [ξ̃1, ξ̃2], IH1(IA) tiene dos aśıntotas, Para ξ = {ξ̃1, ξ̃2},
IH1(IA) tiene una sóla aśıntota y para ξ ∈ (ξ̃1, ξ̃2), IH1(IA) no tiene aśıntotas.

Para bosquejar la gráfica de (1.21), lo haremos considerando el signo de ξ, además de
la derivada de de la misma expresión respecto a la variable IA, la cual está dada por:

I
′

H1
(IA) =

α1c2NHξ(IA −NA)
2 + α1βc2c4NANH

[(βc4 − ξ(IA −NA)) IA + α1c2(IA −NA)]
2 .

Por otro lado, como queremos encontrar condiciones para que se de la intersección
de (1.21) y (1.23) y el análisis de la estructura de (1.21) la estudiaremos por casos
en términos del signo de ξ, entonces, en cada uno de estos casos compararemos am-
bas curvas y daremos las condiciones bajo las cuales se puede dar su intersección.
Entonces, para bosquejar la gráfica de (1.21), analizamos los siguientes casos:
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Caso I.- Considere ξ = c2c3 − c1c4 > 0.

En este caso, P (ξ) > 0, por lo que IH1(IA) tiene dos aśıntotas verticales, de
tal manera que se puede probar que ĨA2 < 0 < NA < ĨA1 < IA2

a. Además,
I
′

H1
(IA) > 0; por lo que podemos concluir que IH1(IA) es creciente.

Dentro de este mismo caso, también es de nuestro interés analizar lo que pasa
cuando el término ξ = c2c3 − c1c4 crece mucho o tiende a cero, por lo que
podemos observar que

lim
ξ→∞

IA2 = NA,

al igual que

lim
ξ→∞

ĨA1 = NA,

pero de tal manera que siempre ĨA1 < IA2 .

Ahora, cuando ξ → 0, tenemos que IA2 → ∞, al igual que ĨA1 → ∞. Aśı,
cuando ξ > 0, un bosquejo de la gráfica de IH se muestra en la figura (1.16).

Figura 1.16: Gráfica de (1.21) para ξ > 0.

Ahora, observando las figuras (1.14) y (1.16), podemos observar que es posible
que se pueda dar la ontersección de ambas curvas, independientemente del esce-
nario en el que se presente la curva (1.14). Por la continuidad de ambas curvas
para IA < NA, por la concavidad de ambas y puesto que las dos cruzan por el
origen, se puede observar que es posible que se de interección de dichas curvas,
esto dependerá de lo que ocurra con las pendientes de ambas curvas en el ori-
gen, en el caso cuando ĪA2 < 0, mientras que cuando ĪA2 ≥ 0, la intersección de
ambas curvas en el primer cuadrante se da de manera automática. El resultado

aVer apéndice B
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se presenta en el siguiente lema y los posibles escenarios en los cuales se pueda
dar la intersección se presentan en la figura 1.17.

Lema 1.1. Considere las curvas dadas por las expresiones (1.21) y (1.23).
Considere además que ξ > 0. Entonces,

a) Si

(c1NA − β)k + c2c5NA ≥ 0,

las curvas (1.21) y (1.23) se intersectan en el primer cuadrante.

b) Si
(c1NA − β)k + c2c5NA < 0,

y

1 <
c1NA

β
+

c2c5NA

βk
+

c2c3c6NANH

α1βk
+

c4c6NH

α1k
− c1c4c6NANH

α1βk
.

las curvas (1.21) y (1.23) se intersectan en el primer cuadrante.

Figura 1.17: Posibles formas en las que se puede presentar la intersección de (1.21) y
(1.23), para ξ > 0.

Demostración 1. a) Que (c1NA − β)k + c2c5NA ≥ 0 implica que ĪA2 ≥ 0.
Ahora, puesto que ambas curvas pasan por el origen, I

′

H1
(IA) > 0 para todo

IA y continua en la región de interés (0 ≤ IA ≤ NA), además de saber que
I
′′

H2
(IA) > 0 para IA < NA, por lo que IH2(IA) es convexa en este rango de

valores para IA, tenemos que la intersección de ambas curvas se da de manera
automática.

b) Ahora, cuando (c1NA − β)k + c2c5NA < 0, ĪA2 < 0, entonces, para que
las curvas en cuestión se intersecten en el primer cuadrante, es necesario que
I
′

H1
(IA) > I

′

H2
(IA), es decir,
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1 <
c1NA

β
+

c2c5NA

βk
+

c2c3c6NANH

α1βk
+

c4c6NH

α1k
− c1c4c6NANH

α1βk
.

Caso II.- Considere ξ = 0 en (1.21).

En este caso, sustituyendo ξ = 0 en (1.21), podemos reescribir esta ecuación
como

IH1(IA) =
−βc4NHIA

(α1c2 − βc4)IA − α1c2NA
, (1.24)

y su derivada está dada por la expresión:

I
′

H1
(IA) =

α1βc2c4NANH

[βc4IA + α1c2(IA −NA)]
2 ,

la cual es siempre positiva, por lo que la curva es creciente. Ahora, obsérvese
que en este caso IH1(IA) corta al eje IA sólo en IA = 0 y puede tener una o
ninguna aśıntotas, dependiendo del signo del término α1c2 − βc4.

Dentro de este caso, consideraremos tres subcasos:

a) α1c2 − βc4 > 0. En este caso, 0 < NA < ĨA, donde ĨA = α1c2NA

α1c2−βc4
. La

figura (1.18) muestra un bosquejo de la curva.



1.7 Análisis algebraico sobre las condiciones para la
existencia del punto de equilibrio no trivial 45

Figura 1.18: Gráfica de (1.21) para ξ = 0 y α1c2 − βc4 > 0.

b) α1c2 − βc4 = 0. En este caso (1.18) es una recta que pasa por el origen y
con pendiente NH

NA
. La figura (1.19) muestra un bosquejo de dicha recta.

c) α1c2 − βc4 > 0. En este caso, ĨA < 0 < NA, ĨA = α1c2NA

α1c2−βc4
. La figura

(1.20) muestra un bosquejo de la curva.
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Figura 1.19: Gráfica de (1.21) para ξ = 0 y α1c2 − βc4 = 0.

Ahora, comparando los casos presentados en estos tres incisos (a), b), c)) con
los posibles escenarios en que se puede presentar la curva (1.23), los cuales se
presentan en la figura (1.14), podemos ver que se puede dar la intersección de
las curvas en cuestión. Para ello tenemos el siguiente resultado:

Lema 1.2. Sea ξ = 0 en la expresión (1.21). Entonces,

a) Si

(c1NA − β)k + c2c5NA ≥ 0,

las curvas (1.21) y (1.23) se intersectan en el primer cuadrante.

b) Si
(c1NA − β)k + c2c5NA < 0,

y

1 <
c1NA

β
+

c2c5NA

βk
+

c4c6NH

α1k
.

las curvas (1.21) y (1.23) se intersectan en el primer cuadrante.

Las figuras (1.21),(1.22) y (1.23), muestran los posibles escenarios en los que se
puede dar la intersección de las curvas.
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Figura 1.20: Gráfica de (1.21) para ξ = 0 y α1c2 − βc4 < 0.

Demostración 2. Los argumentos para esta demostración son análogos a los
de la demostración del lema (1.1).
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Figura 1.21: Posibles formas en las que se puede presentar la intersección de (1.21) y
(1.23), para ξ = 0 y α1c2 − βc4 < 0.

Figura 1.22: Posibles formas en las que se puede presentar la intersección de (1.21) y
(1.23), para ξ = 0 y α1c2 − βc4 = 0.

Figura 1.23: Posibles formas en las que se puede presentar la intersección de (1.21) y
(1.23), para ξ = 0 y α1c2 − βc4 > 0.

Caso III.- Considere ξ < 0. Bajo esta suposición, podemos observar que IA2 puede ser
positivo, cero o negativo, dependiendo del signo de βc4 + ξNA. Por otro lado,
se puede probar que cuando ξ < 0, implica que IA2 < ĪA2 , lo cual será de
importancia para el análisis en este caso. Nótese que IA2 < ĪA2 implica que
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βc4 + ξNA > (c1NA − β)kξ + c2c5NAξ; Haciendo los cálculos y simplificaciones
adecuadas, llegamos a que βc2c4c5 + βkc2c3 > 0, lo cual es cierto ya que todos
los parámetros son positivos.

Aśı, analizaremos este caso considerando dos subcasos, en términos del signo
de P (ξ).

Subcaso1.- Sea ξ < ξ̃2 < 0 o ξ > ξ̃1, es decir, P (ξ) > 0. En este caso, IH1(IA) tiene
dos aśıntotas dadas por ĨA1 e ĨA2 . Por otro lado, como se mencionó antes,
con ξ < 0, IA2 puede ser positivo,cero o negativo. Entonces,

a) Considere

βc4 + ξNA < 0, (1.25)

por lo que IA2 > 0. Se puede probar que bajo estas condiciones,
0 < ĨA1 < ĨA2 < IA2 < NA

b. Por otro lado, mediante un simple

análisis, se puede observar que I
′

H1
(IA2) =

NHξ(βc4+ξNA)
α1βc2c4NA

> 0 y

I
′

H1
(0) = NH(βc4+ξNA)

α1c2NA
< 0. Para ĨA1 < IA < ĨA2 se tiene que

IH1(IA) > 0, además, se tiene que lim
IA→Ĩ+

A1

IH1(IA) = ∞ y

lim
IA→Ĩ−

A1

IH1(IA) = ∞, por lo que un bosquejo de (1.21) bajo estas

hipótesis se presenta en la figura (1.24).

Figura 1.24: Gráfica de (1.21) para ξ < 0 y ξNA + βc4 < 0.

b) Considere

βc4 + ξNA = 0, (1.26)

por lo que IA2 = 0. En este caso, la ecuación (1.21) queda como

bVer apéndice B
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IH1(IA) =
βc4NHI2A

βc4I2A − α1c2NAIA + α1c2N2
A

.

Las aśıntotas de esta curva están en

ĨA1,2 =
α1c2NA ±

√

α2
1c

2
2N

2
A − 4α1βc2c4N2

A

2βc4
.

Por otro lado, la derivada de la curva está dada por

I
′

H1
(IA) = − α1βc2c4IA(IA − 2NA)NANH

[

βc4I2A + α1c2NA(NA − IA)
]2 ,

la cual es siempre positava, ya que IA − 2NA < 0. Ahora, como estamos
estudiando el caso cuando IH1(IA) tiene dos aśıntotas, consideraremos que
α1c2 > 4βc4. Aśı, podemos probar que

0 = IA2 < NA < ĨA2 < ĨA1 .

Por otro lado, obsérvese que I
′

H1
(IA) = 0 si IA = 0 e IA = 2NA; obsérvese

también que IH1(0) = 0, IH1(2NA) = −4βc4NH

α1c2−4βc4
< 0, puesto que α1c2 >

4βc4. Ahora, observe que para IA ∈ (0, 2NA), I
′

H1
(IA) > 0; para IA < 0 y

para IA > 2NA, I
′

H1
(IA) < 0, por lo que un bosquejo de IH1(IA) = 0 para

este caso se da en la figura (1.25).

Figura 1.25: Gráfica de (1.21) para ξ < 0 y ξNA + βc4 = 0.

c) Considere

βc4 + ξNA > 0 (1.27)
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Bajo esta hipótesis, se puede ver que IA2 < 0. Ahora, se puede proabar
c que IA2 < ĨA1 < ĨA2 < 0, además de que I ′H1

(0) > 0, tenemos que en
el primer cuadrante, la gráfica de (1.21) es creciente. La figura (1.26) nos
muestra un bosquejo de ésta.

Figura 1.26: Gráfica de (1.21) para ξ < 0 y ξNA + βc4 > 0.

cVer apéndice B
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Observando la estructura de la curva (1.21), para estos escenarios y de manera
análoga a los lemas anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.3. Sea ξ < 0 en la expresión (1.21). Entonces,

a) Si

βc4 + ξNA ≤ 0,

las curvas (1.21) y (1.23) se intersectan en el primer cuadrante.

b) Si
βc4 + ξNA > 0,

y

1 <
c1NA

β
+

c2c5NA

βk
+

c2c3c6NANH

α1βk
+

c4c6NH

α1k
− c1c4c6NANH

α1βk
,

las curvas (1.21) y (1.23) se intersectan en el primer cuadrante.

Las figuras (1.27), muestra los posibles escenarios en los que se puede dar la
intersección de las curvas.

Demostración 3. Los argumentos para esta demostración son análogos a los
de la demostración del lema (1.1) y (1.2).

Figura 1.27: Posibles formas en las que se puede presentar la intersección de (1.21) y
(1.23), para ξ < 0 y P (ξ) > 0.
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Subcaso2.- Sea ξ ∈ (ξ̃2, ξ̃2), donde

ξ̃1,2 =
−(α1c2 + βc4)± 2

√
α1βc2c4

NA
.

En este caso, P (ξ) < 0, por lo que IH1(IA) no presenta aśıntotas. Para estudiar
la estructura de la curva de esta expresión, tomaremos un valor para ξ dentro del
intervalo (ξ̃2, ξ̃2) y analizaremos cómo se comporta dicha expresión. Entonces,
sin pérdida de generalidad, sea ξ el punto medio del intervalo (ξ̃2, ξ̃2), es decir,

ξ = −α1c2 + βc4
NA

.

De esta manera,

IH1(IA) =
(α1c2 + βc4)NHI2A − α1c2NANHIA

(α1c2 + βc4)I2A − α1c2NAIA + α1c2N2
A

.

Obsérvese que la gráfica de esta expresión corta al eje IA en el origen y en
IA2 = α1c2NA

α1c2+βc4
> 0. Por otro lado, un simple análisis nos permite observar que

I
′

H1
(IA) = 0 para

I∗A1,2
=

(α1c2 + βc4)NA ∓
√

α1βc2c4N2
A + β2c24N

2
A

α1c2 + βc4
.

Ahora, es facil probar que 0 < I∗A1
< IA2 < NA < I∗A2

. Por otro lado, se puede

probar que I
′

H1
(0) = −NH

NA
< 0 y que I

′

H1
(IA2) = (α1c2+βc4)NH

βc4NA
> 0. Aśı, un

bosquejo de la gráfica de IH1(IA) se presenta la figura (1.28).
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Figura 1.28: Gráfica de (1.21) para ξ < 0 y P (ξ) < 0, es decir, cuando IH1(IA) no
presenta aśıntotas.

Ahora, sabiendo que para ξ < 0, tenemos que IA2 < ĪA2 y observando el
comportamiento de las curvas (1.21) y (1.23), para estas condiciones, se puede
ver que la intersección se da de manera automática, como lo muestra la figura
(1.29). De aqúı se desprende el siguiente resultado.

Lema 1.4. Si ξ < 0 y P (ξ) < 0 en (1.21), entonces las curvas (1.21) y (1.23)
se intersectan en el primer cuadrante.

De esta manera, con el análisis hecho en esta sección, hemos demostrado la exis-
tencia de un equilibrio con coordenadas positivas del sistema (1.4). El resultado lo
resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Considere el sistema (1.4). Entonces,

I) Para ξ ≥ 0, tenemos:

a) Si (c1NA − β)k + c2c5NA ≥ 0, el sistema presenta un equilibrio con coor-
denadas positivas.

b) Si (c1NA − β)k + c2c5NA < 0 y

1 <
c1NA

β
+

c2c5NA

βk
+

c2c3c6NANH

α1βk
+

c4c6NH

α1k
− c1c4c6NANH

α1βk
, (1.28)

entonces, el sistema presenta un equilibrio con coordenadas positivas.
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Figura 1.29: intersección de (1.21) y (1.23) para ξ < 0 y P (ξ) < 0.

II) Para ξ < 0, tenemos:

c) Si βc4 + ξNA ≤ 0, el sistema presenta un equilibrio con coordenadas posi-
tivas.

d) Si βc4 + ξNA > 0 y

1 <
c1NA

β
+

c2c5NA

βk
+

c2c3c6NANH

α1βk
+

c4c6NH

α1k
− c1c4c6NANH

α1βk
,

entonces, el sistema presenta un equilibrio con coordenadas positivas.

e) Si 4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)
2 < 0, el sistema presenta un punto de

equilibrio con coordenadas positivas.

Este resultado nos garantiza que si se dan las condiciones biológicas representadas
por los parámetros del sistema , tendremos una punto endémico en el sistema. Es
decir, podemos tener una epidemia.

1.8 Estabilidad del punto de equilibrio no trivial

Después de haber dado las condiciones sobre los parámetros para la existencia del
punto de equilibrio no trivial, aśı como haber visto que la región de factibilidad es
invariante bajo el campo, estamos interesados en probar que el equilibrio no trivial es
estable dentro esta región. En la literatura hay varios métodos que nos sirven para
determinar la estabilidad de un punto de equilibrio, sin embargo, para aplicarlos es
necesario tener la expresión del mismo; en nuestro caso, no tenemos una expresión
para el punto de equilibrio y es por esta razón que, para demostrar que el equilibrio
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no trivial es estable, analizaremos el comportamiento de las soluciones del sistema con
condiciones iniciales dentro de la región de factibilidad. La figura (1.30) nos muestra
los sectores en los que se divide la región de factibilidad al momento de intersectarse
las tres superficies ceroclinas del sistema, aśı como el signo de las componentes del
campo en cada uno de estos sectores. Tomaremos una condición inicial en cada sector
y veremos hacia donde se dirige la solución cuando el tiempo crece indefinidamente.
Veremos que éstas pueden pasar de un sector a otro en alguna dirección y al final se
dirigirá al punto de equilibrio.

Figura 1.30: Sectores en los que se divide la región de factibilidad al intersectarse las
superficies ceroclinas del sistema (1.4).

El cruce de las soluciones del sistema de un sector a otro, dentro de la región de
factibilidad, depende del comportamiento del flujo del sistema sobre cada una de las
ceroclinas del mismo. Por tal motivo, es necesario determinar la orientación del flujo
sobre dichas superficies; para ello, debemos conocer la dirección del vector gradiente
del sistema sobre las superficies, ya que el signo del producto interior del gradiente de
cada superficie con el campo vectorial, determina si el flujo tiene la misma dirección
que el vector gradiente o es opuesta a la dirección de éste.

Para hacer el análisis, tenemos que el sitema (1.4) lo podemos representar de la
siguiente manera:

ẋ = F (x),

donde, x = (IA, IH , B)T y F = (F1, F2, F3)
T , con
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F1(IA, IH , B) = (c1IA + c2B)(NA − IA)− βIA,

F2(IA, IH , B) = (c3IA + c4B)(NH − IH)− α1IH ,

F3(IA, IH , B) = c5IA + c6IH − kB.

Obsérvese que las superficies ceroclinas, sobre las cuales nos interesa conocer la di-
rección del flujo, están dadas por Fi(IA, IH , B) = 0, para i = 1, 2, 3. Ahora, como se
mencionó antes, la dirección del flujo sobre cada una de las superficies, la podemos
determinar considerando el signo de

〈∇Fi(x), F (x)〉 |Fi(x)=0 (1.29)

De esta manera tenemos que

∇F1(IA, IH , B) =

(−c1(IA −NA)
2 + βNA

IA −NA
, 0, c2(NA − IA)

)

,

∇F2(IA, IH , B) =

(

c3(NH − IH),
α1NH

IH −NH
, c4(NH − IH)

)

,

∇F3(IA, IH , B) = (c5, c6,−k),

corresponden a los vectores gradientes del sistema sobre cada una de las superficies
ceroclinas. Nótese que la componente vertical del vector gradiente en las superficies
F1 y F2 es positiva y negativa dicha componente en el gradiente de F3. La figura (1.31)
muestra la dirección del vector gradiente de cada una de las superficies ceroclinas.

Figura 1.31: Dirección del vector gradiente en cada superficie ceroclina del sistema.

Conociendo ya la dirección de los vectores gradientes sobre cada superficie, deter-
minaremos el signo de (1.29) para cada caso.
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1.8.1 Flujo del sistema 1.4 sobre la ceroclina F1 = 0.

Para analizar la dirección del flujo sobre la superficie F1 = 0, tenemos:

〈∇F1, F 〉 |F1=0 =

(

∂F1

∂IA
F1 +

∂F1

∂IH
F2 +

∂F1

∂B
F3

)

|F1=0

=
∂F1

∂B
F3 |F1=0

= c2(NA − IA)F3 |F1=0

y puesto que en la región que nos interesa (NA − IA) > 0, el signo de (1.29) sobre
la superficie en cuestión, está dado por F3 |F1=0, es decir, por la intersección de las
superficies ceroclinas F1 = 0 y F3 = 0, la figura (1.32) muestra la intersección de
dichas superficies.

Figura 1.32: Intersección de F1 = 0 y F3 = 0.

Obsérvese que sobre la curva que genera la intersección de estas dos superficies,
〈∇F1, F 〉 = 0, dicha curva ya se analizó en secciones anteriores y su expresión está
dada por (1.23) y su gráfica se presenta en la figura (1.14). Ahora, en la figura (1.33)
se presenta el signo de 〈∇F1, F 〉 al rededor de de la curva 〈∇F1, F 〉 = 0 proyectada
sobre el plano IA − IH .
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Figura 1.33: Signo de 〈∇F1, F 〉 en los distintos escenarios en los que se puede dar la
intersección de F1 y F3.

Ahora, debemos tener en cuenta que la curva 〈∇F1, F 〉 = 0 está totalmente contenida
en la superficie F1 = 0. Por otro lado, sabemos que el flujo corta a dicha superficie
en la dirección del vector gradiente en la región donde 〈∇F1, F 〉 > 0 y en dirección
contraria al vector gradiente en la región donde 〈∇F1, F 〉 < 0, sin embargo no sabemos
como se comporta el flujo sobre la curva 〈∇F1, F 〉 = 0; respecto esta curva, nos
interesa probar que no es una solución del sistema, es decir, que cualquier solución
con condiciones iniciales sobre esta curva, se sale de ella y aśı pueda cortar a la
superficie. Aśı, definamos

G1(t) = {(IA(t), IH(t), B(t))| 〈∇F1, F 〉 |F1=0 = 0}. (1.30)

Queremos probar que G1(t) no es solución del sistema (1.4). Supongamos que si es
solución, entonces, si aśı fuese, (1.30) debe cumplir con G′

1(t) = (I ′A(t), I
′
H(t), B′(t)) =

(F1(G1(t)), F2(G1(t)), F3(G1(t))). En particular, debe cumplir con que F1(G1(t)) = 0,
ya que la curva está sobre la superficie F1 = 0. Sin embargo, para que esto pueda
pasar, G1(t) debe coincidir con alguna curva que se genere al intersectar la ceroclina
F1 = 0 con planos ortogonales al eje IA, que en este caso, por la estructura de la
superficie, la cual es constante en la dirección IH , debiera ser una recta y hemos visto
que G1(t) no es una recta, por lo que no cumple con la condición para ser solucion
del sistema. Aśı, hemos probado que G1(t) no es solución de (1.4), por lo que las
soluciones del mismo con condiciones iniciales sobre esta curva o que lleguen a ella,
se saldrán en algún momento y aśı podrán cruzar la ceroclina en alguna dirección.

De manera análoga, podemos probar que los puntos sobre las respectivas superficies
F2 = 0 y F3 = 0, donde (1.29) se cumple, tampoco son soluciones del sistema; el
análisis es el siguiente.
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1.8.2 Flujo del sistema 1.4 sobre la ceroclina F2 = 0.

Para determinar la orientación del flujo sobre la ceroclina F2 = 0, tenemos que

〈∇F2, F 〉 |F2=0 =

(

∂F2

∂IA
F1 +

∂F2

∂IH
F2 +

∂F2

∂B
F3

)

|F2=0

=

(

∂F2

∂IA
F1 +

∂F2

∂B
F3

)

|F2=0

= (c3(NH − IH)F1 + c4(NH − IH)F3) |F2=0

= ((NH − IH)(c3F1 + c4F3)) |F2=0 ,

y puesto que en la región que nos interesa, NH − IH > 0, el signo de 〈∇F2, F 〉 |F2=0

está determinado por el signo de c3F1+ c4F3, la cual es una superficie que deberá in-
tersectarse con la superficie ceroclina F2 = 0. La figura (1.34) muestra la intersección
de dichas superficies.

Figura 1.34: Intersección de c3F1 + c4F3 = 0 y F2 = 0.

Haciendo cálculos, tenemos que la curva generada al intersectar las mencionadas
superficies, está dada por

0 = (c1c4 − c2c3)c3I
2
AIH + (c2c3 − c1c4)c3NHI2A − c24c6I

2
H

+
[

(c2c3 − c1c4)c3NA + βc3c4 − α1c2c3 − c24c5 − c3c4k
]

IAIH

+
[

(c24c5 + c3c4k − βc3c4)NH − (c2c3 − c1c4)c3NANH

]

IA

+ (α1c2c3NA + c24c6NH − α1c4k)IH

y que es tal que los puntos sobre ella cumplen con que 〈∇F2, F 〉 |F2=0 = 0. La gráfica
(1.35) muestra el signo de este producto interior al rededor de esta curva.
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Figura 1.35: Signo de 〈∇F2, F 〉 |F2=0 fuera de la curva generada por la intersección
de las superficies c3F1 + c4F3 = 0 y F2=0.

De manera análoga al estudio hecho del flujo sobre la ceroclina F1 = 0, estamos
interesados en probar que la curva

G2(t) = {(IA(t), IH(t), B(t))| 〈∇F2, F 〉 |F2=0 = 0} (1.31)

no es solución del sistema (1.4). Sabemos que G2(t) está sobre la superficie F2 = 0,
supongamos también que es solución del sistema, por tal motivo G2(t) debe cumplir
con G′

2(t) = (I ′A(t), I
′
H(t), B′(t)) = (F1(G2(t)), F2(G2(t)), F3(G2(t))). En particular,

debe cumplir con que F2(G2(t)) = 0, ya que la curva está sobre la superficie F2 = 0.
Sin embargo, para que esto pueda pasar, G2(t) debe coincidir con alguna curva que
se genere al intersectar la ceroclina F2 = 0 con planos ortogonales al eje IH y se
puede observar que G2(t) no está contenida por completo en ningún plano como los
mencionados, por tal motivo, G2(t) no es solución del sistema (1.4) y esto permite
que cualquier solución del mismo con condiciones iniciales sobre esta curva o que se
intersecte con ella, se sale de la misma después de cirto tiempo y una vez fuera de la
curva, la solución cruzará la ceroclina.

1.8.3 Flujo del sistema 1.4 sobre la ceroclina F3 = 0.

Con los mismos argumentos mostrados en las dos subsecciones previas, podemos
probar que la curva sobre la superficie F3 = 0 donde 〈∇F3, F 〉 |F3=0 = 0, no es
solución del sitema (1.4). Dicha curva se genera de la siguiente manera:
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〈∇F3, F 〉 |F3=0 =

(

∂F3

∂IA
F1 +

∂F3

∂IH
F2 +

∂F3

∂B
F3

)

|F3=0

=

(

∂F3

∂IA
F1 +

∂F3

∂IH
F2

)

|F3=0

= (c5F1 + c6F2) |F3=0 .

La figura (1.36) muestra la intersección de dichas superficies.

Figura 1.36: Intersección de c5F1 + c6F2 = 0 y F3.

De esta manera, la curva

G3(t) = {(IA(t), IH(t), B(t))| 〈∇F3, F 〉 |F3=0 = 0}, (1.32)

se genera con la intersección de las superficies (c5F1 + c6F2) = 0 y F3 = 0 y cuya
proyección sobre el plano IA − IH está dada por la curva

0 = −(c2c5 + c1k)c5I
2
A − (c2c5 + c4c5 + c3k)c6IAIH − c4c6I

2
H

+ [(c2c5NA + (c1NA − β)k) c5 + (c4c5 + c3k)c6NH ] IA

+ (c2c5NA + c4c6NH − α1k)IH .

De manera análoga aG1(t) yG2(t), para queG3(t) sea solución de (1.4), debe cumplir,
de manera particular, que F3(G3(t)) = 0; para ello, G3(t) debe coincidir con alguna
curva generada por la intersección de la superficie F3 y algún plano ortogonal al eje
B, lo cual se puede observar que no es posibe, por lo que se concluye que G3(t) no
es solución de (1.4). La figura (1.37) muestra la curva intersección de las superficies
(c5F1 + c6F2) = 0 y F3 = 0 proyectada sobre el plano IA − IH .
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Figura 1.37: Signo alrededor de la proyección de la curva donde 〈∇F3, F 〉 |F3=0 = 0 .

El análisis hecho en las tres subsecciones previas, nos permite conocer la orientación
del flujo del sistema (1.4) sobre cada una de las superficies ceroclinas del mismo. La
figura (1.38) nos permite tener una idea de cómo se comporta el flujo del sistema
sobre las ceroclinas del mismo.

Hasta este momento, sabemos que la región de interés se divide en ocho sectores
cuando se intersectan las tres ceroclinas del sistema; la figura (1.30) nos permite
observar el signo de las componentes del campo vectorial en cada uno de estos sectores,
y en la figura (1.38) podemos observar cómo el flujo atravieza a las ceroclinas. Con
esta información podemos analizar las posibles trayectorias que puede seguir una
solución del sistema. Para ello, consideraremos soluciones con condiciones iniciales
en cada sector y veremos hacia donde se dirige dicha solución, investigando a qué
sectores puede cruzar dicha solución y con el objetivo que al final, se dirigirá hacia el
punto de equilibrio.

En la figura (1.38) se puede observar que los sectores II y V III son invariantes; las
soluciones que crucen a estos dos sectores no pueden salir. Además, en la figura (1.30)
se puede observar que por el signo de las componentes del campo vectorial en estos
dos sectores, las soluciones que lleguen éstos, sólo se pueden dirigir hacia el punto de
equilibrio.
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Figura 1.38: Comportamiento del flujo sobre las ceroclinas del sistema (1.4).

Con esta información, hacemos el siguiente análisis:

1) Del sector I, la solución puede pasar a los sectores:

a) SECTOR II, mediante la componente B.

b) SECTOR IV , mediante la componente IA.

c) SECTOR V , mediante la componente IA.

2) Del sector II la solución no puede salir y como las tres componentes del campo
vectorial son negativas, la solución se dirige hacia el punto de equilibrio.

3) Del sector III la solución puede pasar a los sectores:

a) SECTOR II, mediante la componente IA.

b) SECTOR V II, mediante la componente IH .

4) Del sector IV las soluciones pueden pasar a los sectores:

a) SECTOR I, mediante la componente B.

b) SECTOR II, mediante la componente B.

c) SECTOR III, mediante la componente B.



1.8 Estabilidad del punto de equilibrio no trivial 65

d) SECTOR V III, mediante la componente IA o mediante IH .

5) Del sector V las soluciones pueden pasar a los sectores:

a) SECTOR I, mediante la componente IH .

b) SECTOR V III, mediante la componente B.

6) Del sector V I las soluciones pueden pasar a los sectores:

a) SECTOR II, mediante la componente IA.

b) SECTOR V , mediante la componente B.

c) SECTOR V II, mediante la componente B.

7) Del sector V II las soluciones pueden pasar a los sectores:

a) SECTOR III, mediante la componente IA.

b) SECTOR V I, mediante la componente IA.

c) SECTOR V III, mediante la componente B.

8) Del sector V III las soluciones no salen. Además, observando que las tres com-
ponentes del campo en este sector son positivas, las soluciones que lleguen a este
sector o con condiciones iniciales en éste, se dirigirán al punto de equilibrio.

Con estos argumentos hemos probado que el punto de equilibrio no trivial es estable.
La figura (1.39) muestra los posibles caminos que puede recorrer una solución entre
los sectores.
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Figura 1.39: Evolución de las soluciones del sistema (1.4) con condiciones iniciales en
el sector I de la figura (1.30).

Una vez analizado las posibles trayectorias que pueden seguir las soluciones del sis-
tema, queremos también descartar la posibilidad de que éste presente algún ciclo
ĺımite dentro de la región de factibilidad.

Para que el sistema presente un ciclo ĺımite, es necesario que la solución que inicia en
un punto x0 de la región de factibilidad, después de cierto tiempo la trayectoria de la
solución regrese a x0.

Si observamos las figuras (1.30) y (1.39), podemos ver que las soluciones que inician
en el sector I pueden pasar al sector IV y viceversa; lo mismo pasa con los pares de
sectores III y V II, I y V , V I y V II.

Entre estos pares de sectores es donde podŕıa aparecer un ciclo ĺımite. Sin embargo,
por la forma en que las trayectorias de las soluciones pasan de un sector a otro, esto no
puede ocurrir. Las razones para esta afirmación son las siguientes: Sea x0 un punto
en el sector I. La trayectoria de la solución con condiciones iniciales en x0 puede
pasar al sector IV . Por 1), b) del análisis anterior, sabemos que la componente del
campo que le puede permitir a esta trayectoria pasar al sector IV ,es la componente
IA, la cual en el sector I es siempre positiva. Entonces, para que la trayectoria regrese
al sector I y coincida con x0, es necesario que la componente IA fuese negativa en el
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sector IV , aunque la trayectoria regresa al sector I mediante la componente B. Aśı,
puesto que la componente que permite que la trayectoria pase del sector I al sector
IV tiene el mismo signo en ambos sectores, no es posible que la trayectoria que inicia
en x0 regrese al mismo punto después de cierto tiempo, lo cual implica que no se
puede dar la presencia de un ciclo ĺımite entre estos dos sectores.

De manera análoga se puede razonar para concluir que en los otros pares de sectores
mencionados no se pueden presentar ciclos ĺımite.

Por último, obsérvese que en el interior de cada sector tampoco se pueden dar ciclos
ĺımite ya que las componentes del campo vectorial no cambian de signo dentro de
cada uno de estos.

Sin embargo, al observar la figura (1.39), podemos darnos cuenta que hay un posible
recorrido que pudiece hacer una solución del sistema y en el cual podŕıa generarse
una órbita periódica. Dicho recorrido es I −→ IV −→ III −→ V II −→ V I −→
V −→ I. Se puede demostrar que, en el caso particular cuando c6 = 0, no hay
presencia de órbitas periódicas; ésto es debido a que se rompe el puente entre el
sector V y I y por ende, en este caso particular, sabemos que el equilibrio no trivial es
asintóticamente globalmente estable. En el caso general, no hemos podido demostrar
anaĺıticamente la estabilidad global del equilibrio no trivial, sin embargo, haciendo
exploraciones numéricas, no se ha detectado la presencia de órbitas periódicas, por
lo que sospechamos que en el caso general, el equilibrio no trivial es asintóticamente
globalmente estable.

En este caṕıtulo hemos mostrado que el modelo propuesto para el estudio de la
leptospirosis no presenta discrepancias. Esto lo podemos deducir debido a que hemos
probado que nuestra región de interés es invariante bajo el campo vectorial propuesto,
se dieron condiciones bajo las cuales de puede tener un equilibrio con coordenadas
positivas y se probó que dicho punto de equilibrio, cuando se presenta, al menos en
un caso particular en que los humanos no aporten bacterias al medio (c6 = 0), es
asintóticamente globalmente estable dentro de la región de interés. En ausencia del
equilibrio no trivial, el único punto de equilibrio dentro de la región de interés es el
origen o equilibrio libre de infección, el cual, es asintóticamente globalmente estable
dentro de dicha región.

1.9 Número reproductivo básico para el modelo de lep-
tospirosis

En el caṕıtulo anterior se dieron condiciones sobre los parámetros del sistema para
la existencia de un único punto de equilibrio no trivial con coordenadas positivas.
También se demostró que este punto de equilibrio es asintóticamente globalmente
estable dentro de la región de interés.

La parte central del estudio de este modelo, radica en buscar la posibilidad de poder
controlar, a medida de lo posible, la propagación de la enfermedad. Para ello, una
herramienta que nos brinda dichas posibilidades, es el número reproductivo básico
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del sistema. El número reproductivo básico (R0), se define como el número promedio
de infecciones secundarias que un individuo infeccioso genera durante su periodo de
infecciosidad.

En este caṕıtulo, calcularemos el número reproductivo básico del sistema (1.4) y se
hará un análisis del mismo. La finalidad de este análisis es poder dar posibles técnicas
de control que permitan reducir la acción de la enfermedad en las poblaciones que
intervienen en el sistema propuesto.

1.10 Cálculo de R0

Recordemos que otra manera de definir el número reproductivo básico es como el
radio espectral o el eigenvalor dominante de la matriz de próxima generación del
sistema. Para nuestro modelo, la matriz de próxima generación d está dada por la
matriz

K =







c1NA

β
0 c2NA

k
c3NH

β
0 c4NH

k
c5
β

c6
α1

0






.

Nos interesa conocer los valores propios de esta matriz, ya que el de mayor norma de
éstos nos dará el número reproductivo básico. Por otro lado, el radio espectral de una
matriz se define como el máximo de las normas de los valores propios de la matriz.
Aśı, buscamos las ráıces del polinomio caracteŕıstico de K, el cual está dado por la
expresión

P (λ) = −λ3 +R1λ
2 + (R2

4 +R2
6)λ+ R̄3 −R1R

2
4, (1.33)

donde

R1 = c1NA

β
R4 =

√

c4c6NH

α1k
R6 =

√

c2c5NA

βk
R̄ = 3

√

c2c3c6NANH

α1βk

Tabla 1.2: Números reproductivos básicos de ciclos independientes del sistema 1.4.
No aparecen R2, R3 y R5 porque serán utilizados más adelante en la generalización
del modelo 1.4.

Por otro lado, podemos observar que la matriz K es no negativa, y el teorema de
Perrón-Frobenius [48], nos dice que el eigenvalor dominante de K es real y positivo.
De esta manera, sólo necesitamos encontrar la ráız real y positiva del polinomio
caracteŕıstico (1.33). Aśı tenemos el siguiente resultado.

dver Apéndice
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Teorema 1.2. El número reproductivo básico del sistema (1.4) está dado por la
expresión

R0 =
1

3
R1 + z

1
3 +

|z| 23
z

1
3

, (1.34)

con

z =
R̄3

2
+

(

R1

3

)3

+
R1R

2
6

6
−

R1R
2
4

3

+

√

√

√

√

(

R̄3

2

)

2

+
1

6
R1R

2
6
R̄3 +

1

27
R3

1
R̄3 +

2

27
R2

1
R4

4
−

1

27
R4

1
R2

4
−

5

27
R2

1
R2

4
R2

6
−

1

108
R2

1
R4

6
−

1

3
R1R

2
4
R̄3 −

(

R2
4
+ R2

6

3

)

3

.

Podemos observar en la expresión para el número reproductivo básico, que hay una
región en el espacio de parámetros para los cuales z ∈ C. Sin embargo, es claro que

z
1
3 + |z|

2
3

z
1
3

∈ R; para verificarlo, basta con transformar a coordenadas polares esta

expresión.

El valor umbral R0, localmente nos da la fuerza con la que la enfermedad actúa, de
tal manera que si R0 < 1 la enfermedad desaparece y si R0 > 1 la enfermedad se
propagará. Por tal motivo, estamos interesados en buscar técnicas de control sobre
la enfermedad, de tal manera que nos permitan disminuir el valor de R0.

Como podemos observar, la expresión para R0 la presentamos en términos de los
parámetros R1, R4, R6 y R̄. Estos parámetros aśı como los definimos, son en realidad
los números reproductivos básicos de los subsistemas del sistema (1.4) formados por
un sólo ciclo. Aśı, R1 es el número reproductivo básico del subsistema en el que sólo
participa la población de animales, R4 es el número reproductivo básico del subsistema
formado por las poblaciones de humanos y bacterias, R6 es el número reproductivo
básico del subsistema formado por animales y bacterias y R̄ es el número reproductivo
básico del subsistema formado por animales-humanos-bacterias. Es importante saber
esto, ya que para reducir el valor de R0, una forma de hacerlo es reduciendo cada uno
de los números reproductivos básicos de los subsistemas. Será importante investigar
a cuál de estos R′s es más sensible R0, ya que esta información nos permitirá conocer
algunas técnicas de control que podŕıamos utilizar. En las siguientes subsecciones se
desarrolla este estudio.

Puesto que R0 está en términos del número reproductivo básico de los ciclos inde-
pendientes del sistema, podemos disminuir su valor reduciendo el valor de los R′

0s de
los ciclos independientes. Buscamos ahora argumentos para decidir cuál de los ciclos
es más viable reducir y que tenga un impacto considerable en el valor de R0.

Para hacer el análisis que nos permita saber cuáles son los parámetros del sistema a los
cuales es más sensible R0, nos apoyaremos en el hecho de que la enfermedad evoluciona
a través de ciclos y que cada uno de estos ciclos tiene su propio R0. Analizaremos los
subsistemas más simples y representativos del modelo original, cuyos R′

0s nos brinden
información sobre la estructura que tiene el número reproductivo básico del sistema
completo, aśı como las posibles técnicas de control que nos puedan permitir disminuir
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el valor de R0. Estos subsistemas que analizaremos son los que nos permiten visualizar
cómo se conforma la estructura de R0, aśı como también nos permiten analizar el peso
de los parámetros del sistema dentro del mismo R0.

1.11 Análisis del número reproductivo básico de algunos
subsistemas del sistema (1.4)

El modelo (1.4) nos permite observar que los parámetros c1, c2, c3 y c4 actúan de la
misma manera dentro del modelo y por ende, dentro de R0. Análogamente observa-
mos que β, α1 y k actúan de la misma manera y también c5 y c6 lo hacen de manera
similar. Teniendo en cuenta esta información, analizaremos los números reproduc-
tivos básicos de algunos subsistemas del sistema (1.4) con la finalidad de entender
la estructura de R0 y de analizar las posibles técnicas de control que nos permita
reducir el valor de éste y por ende reducir los niveles de individuos infectados por la
enfermedad.

Matemáticamente se puede observar cuáles de estos parámetros actúan de la misma
manera dentro del modelo, en el sentido de que al hacerle cambios relativos a dichos
parámetros generan el mismo cambio en el número reproductivo básico del ciclo al que
pertenecen. Los cambios hechos a los parámetros para comparar el efecto que generan
en sus números reproductivos básicos, deben ser relativos, ya que los parámetros
tienen rangos de valores distintos.

Por otro lado, aunque matemáticamente dos o más parámetros tengan el mismo efecto
en el número reproductivo básico del ciclo al que pertenecen, haciéndoles cambios
relativos y que por ende generan el mismo cambio a su R0, biológicamente puede ser
más simple o más complejo hacer variar de manera relativa el valor de uno u otro, por
lo que investigaremos qué parámetros son más sencillos de manipular biológicamente.

Entonces, para los parámetros que conforman a los números reproductivos básicos de
cada ciclo independiente (ver tabla (1.2)), cambios relativos en sus valores, generan
el mismo cambio en su número reproductivo básico, claro que haciendo los cambios
en los parámetros que matemáticamente actúan de la misma manera. Sin embargo,
una vez que se trabaja con R0 del modelo completo, cada ciclo se ve influenciado por
la acción de los otros ciclos participantes, por lo que al comparar los cambios que
sufre R0 al variar los valores de los parámetros que matemáticamente actúen igual
en dicho R0, estos cambios ya no será igual, esto a pesar de que los cambios en los
parámetros sean relativos.

Aśı, se presenta el siguiente análisis.

1.11.1 Subsistema de sistema (1.4) dado cuando c1 = c3 = 0

Sea c1 = c3 = 0 en (1.4). Al hacer estos parámetros cero, estamos anulando la
infección que se da entre animales sanos con animales infectados y anulamos también
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la infección de animales a humanos. Entonces, para el subsistema resultante, cuyo
diagrama se muestra en la figura (1.40), tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.5. Sea c1 = c3 = 0 en (1.4). Entonces, el número reproductivo básico del
subsistema resultante está dado por la expresión

R46 =
√

R2
4 +R2

6, (1.35)

donde los sub́ındices para R46 indican que esta expresión está en términos de R4

y R6, que son los números reproductivos básicos de los ciclos que participan en el
subsistema.

Figura 1.40: Subsistema de (1.4) con dos ciclos de dos nodos.

Este subsistema nos permite observar que la infección en los ciclos humanos-bacterias
(R4) y animales-bacterias (R6) tienen el mismo peso. Es decir, matemáticamente
actúan de la misma manera en R46, lo cual era de esperarse al observar la simetŕıa
de éstos en el diagrama (1.40). Para fines de reducir el valor de R46, lo podemos
hacer reduciendo la infección en cualquiera de los dos ciclos, obteniendo el mismo
resultado deseable. Sin embargo, biológicamente puede ser más fácil o menos costoso
reducir uno u otro. Por ejemplo, para reducir la fuerza de infección entre humanos
y bacterias es necesario reducir el valor de c4 y c6, o bien aumentar el valor de α1 y
k. Disminuir c4 implica reducir la infección de los humanos a través de las bacterias
que viven libres en el ambiente. Basta con cuidados de parte el humano; protegerse
cuando entre en contacto con el medio donde prolifera la bacteria, tales como tierras
de riego, corrales, etcétera. Sin embargo, observando el rango de valores donde se
mueve c4, se puede apreciar que no es muy significativo el cambio que este parámetro
puede experimentar, por lo que es posible que tenga muy poco impacto en el valor



72 Planteamiento del modelo para la Leptospirosis

de R46. Por otro lado, el parámetro c6 tiene que ver con la cantidad de bacterias que
el humano desecha a través de la orina y que las aporta al medio ambiente, es decir,
las bacterias que el humano aporta a la población bacteriana. Para reducir el valor
de c6 basta con que el humano evite orinar en lugares donde la bacteria de leptospira
sea favorecida. Observando la tabla (1.1), observamos que c6 no es un parámetro de
mucho peso.

En el caso de los parámetros α1 y k, los cuales son de “recuperación ”, aceptan
cambios significativos en sus valores (ver tabla 1.1). El aumento de α1 implica que la
recuperación de los humanos sea más efectiva, lo cual implica que la enfermedad sea
detectada más rápido, sin embargo, según la literatura, es complicado diagnosticar a
los pacientes de leptospirosis de manera rápida, por lo que α1 es un parámetro dif́ıcil
de controlar.

A diferencia de α1, el parámetro k es más fácil de controlar y es un parámetro
cuyo rango de valores es relativamente grande, por lo que esperaŕıamos que tenga
mucho peso dentro del sistema (ver tabla 1.1). Este parámetro está relacionado
con la supervivencia de la bacteria de leptospira. Para su manipulación, se puede
aprovechar el hecho que la bacteria es susceptible a elementos que el hombre tiene
acceso como desinfectantes usuales, a la desecación , etc. Aśı, este parámetro es
relativamente sencillo de manipular y tiene mucho peso en el sistema, en particular
en R4. Podemos observar que para controlar el valor de R4 es más simple, esto por
el hecho que el hombre puede controlar tanto sus acciones que le faciliten adquirir la
enfermedad, como la población bacteriana.

De manera análoga, para reducir la infección en el ciclo animales - bacterias puede
ser más complicado; esto por tener menos control sobre los animales. En el caso
del parámetro c2, el cual tiene que ver con la forma en que los animales se infectan
mediante el contacto con las bacterias libres en el ambiente, además de no aceptar
cambios tan significativos (ver tabla 1.1), es complejo tener control sobre él, ya que
no se puede restringir mucho a los animales para que no estén en contacto con los
lugares donde está presente la bacteria, tales como charcos, bebederos, corrales, etc.
Aśı también el parámetro c6, el cual tiene que ver con las bacterias que los animales
aportan al medio mediante la orina, a pesar que es un parámetro que tiene bastante
peso, es muy complejo para manipularse, ya que no puedes controlar el lugar donde
los animales orinen; a menos que sea en un escenario en el que puedas canalizar
la orina de los animales a algún lugar que no intervenga con la proliferación de la
bacteria, mediante canales de desagüe, tal como se hace en algunas granjas porćıcolas.
Los parámetros que son fáciles de controlar, relativamente, son k, como ya se vio en
párrafos anteriores y el parámetro β, el cual mide la salida de los animales de la clase.
La manera que se puede manipular este parámetro es mediante el intercambio de los
animales que se puedan intercambiar, ya sea mediante venta y compra, destierro, etc.

Por otro lado, analizando las expresiones para R4 y R6, dadas por R4 =
√

c4c6NH

α1k

y R6 =
√

c2c5NA

βk
, podemos observar que, adicional a las técnicas básicas de control

propuestas anteriormente para la transmisión de la enfermedad, las cuales consist́ıan
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en controlar c2, c4, c5 y c6, podemos tener control sobre el parámetro NA. Este
parámetro que está presente en R1, R6 y R̄ (ver tabla 1.2) es mayor o igual a uno
y podemos observar que si podemos disminuir su valor, esta disminución reducirá
de manera considerable el valor de estos números reproductivos básicos y por con-
siguiente el valor de R0. La reducción de NA puede ser mediante captura, muerte o
destierro de animales. Podŕıamos pensar en reducir el número de animales salvajes,
pensando en que no se quiera deshacer de los animales domésticos.

En la sección 1.3 se estimaron los rangos de valores para los parámetros del sistema,
mismos que se presentan en la tabla (1.1). Estos rangos de valores para los parámetros
nos permiten ver que, a pesar de que matemáticamente R4 y R6 tienen el mismo peso
en R46, por los parámetros que conforman a cada uno de ellos y por el rango de
valores para los mismos, que R46 es más sensible a los cambios de R6 que a los de R4,
por lo que, para fines de reducir el valor, en este subsistema de R46, y R0 en general,
es más efectivo reducir el valor de R6, lo cual logramos disminuyendo el valor de los
parámetros c2, c5, y NA y aumentar los valores de β y k. Biológicamente implica,
para reducir c2, evitar en medida de lo posible el contacto de los animales con los
medios donde la bacteria vive, tales como bebederos, charcas, etc. Por otro lado, para
reducir c5 se debe buscar la manera de que las bacterias que los animales desechan
a través de la orina no entren en juego en el ciclo de infección. Es decir, buscar la
manera en medida de lo posible, canalizar la orina de los animales a lugares en los
que los animales no puedan accesar; podŕıa ser mediante canales de drenaje, aplicable
en las granjas o criaderos de animales. La reducción de c5 no es simple, ya que en
general no se puede tener control sobre los animales.

Evidentemente es muy complejo llevar a cabo este tipo de acciones por que no se
puede restringir el acceso a estos lugares a los animales, sin embargo podŕıa ser
posible combinar la reducción de c2 y c5 con el aumento de los parámetros β y k.
Es decir, aumentar β implica sacar animales infectados. Ahora, como no es sencillo
detectar a los animales enfermos, es posible estar renovando los animales domésticos e
introduciendo animales sanos y en el caso de los animales salvajes tratar de capturar,
matar o desterrarlos del medio donde se lleva a cabo la dinámica.

El parámetro k tiene que ver con la supervivencia de la bacteria. Entonces, aprovechando
el conocimiento que se tiene acerca de la vulnerabilidad de la bacteria a substancias
que normalmente usamos en la vida cotidiana, como los desinfectantes usuales, pode-
mos tener gran influencia en el valor de este parámetro. Quizá sea muy complejo
realizar actividades que nos permitan reducir el valor de c2 y c5, pero lo que se pueda
hacer para su reducción, combinado con el aumento de β y k, los cuales pueden ser
más manipulables, se puede conseguir la reducción en la fuerza de infección del ciclo
donde participan. Para aumentar el valor de k se puede desinfectar los lugares en el
medio ambiente donde vive la bacteria, tales como corrales, bebederos, etc.

Podriamos pensar que, una eficiente técnica de control para reducir el valor de (1.35)
seŕıa la de dividir las poblaciones que actúan en subpoblaciones ajenas entre si y
que tengan como fuente de infección común a la población bacteriana. Sin embargo,
Esto no necesariamente es cierto, ya que al partir las poblaciones, los parámetros que
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definen la infección se mantienen igual en las subpoblaciones como estaban en las
poblaciones originales. Si observamos la figura (1.40), vemos que cada ciclo tiene su
propio número reproductivo básico, a decir, R4 y R6, y podŕıamos pensar que en el
número reproductivo básico para el subsistema completo debiera haber una reducción
de 2R4R6 ya que R46 =

√

R2
4 +R2

6. Aśı, si separáramos la población de animales, en
tantas subpoblaciones como nos fuese posible, podŕıamos pensar que reduciŕıamos de
manera considerable el valor de R0 general. Por ejemplo, si dividimos la población de
animales en dos subpoblaciones ajenas entre śı, el número reproductivo básico para
el subsistema generado, se puede probar que es R468 =

√

R2
4 +R2

6 +R2
8, donde R6 y

R8 seŕıan los números reproductivos básicos de los ciclos de las dos subpoblaciones
de animales con las bacterias. Sin embargo, como ya se comentó, debido a que los
parámetros del sistema no cambian al separar las poblaciones, excepto el número de
individuos en cada subpoblación, haciendo un simple análisis, se puede probar que
partiendo las poblaciones no se consigue una disminución de R0. Biológicamente tiene
sentido, ya que todas las subpoblaciones tiene la misma fuente de infección, que son
las bacterias y que además, es la única fuente de infección.

La razón por la cual R46 no disminuyó su valor, es debido a que el único parámetro que
cambia de valor al dividir la población en subpoblaciones es el número de individuos
en cada una de las subpoblaciones. Esto, además de que, para el ejemplo elegido, la
infección entre animales no se permite y la única fuente de infección es la población
bacteriana, tiene sentido que el valor del número reproductivo básico del sistema
sin dividir la población, es el mismo después de hacer las divisiones de la misma.
Ahora, los parámetros que tienen que ver con el contagio de la enfermedad, por
definición se mantiene constantes si se divide o no la población original, sin embargo,
los parámetros que tienen que ver con el tiempo de permanencia de un individuo
en su respectiva clase, podŕıan variar o no al dividir la población. Es decir, lo que
determinará si estos parámetros de salida de los individuos de la clase, cambie de
valor al dividir, es si al hacer la división de la población original, esta división altera
el tiempo de permanencia de los individuos en cada subpoblación o no. Es decir,
En el supuesto de que no se da la enfermedad entre las clases de animales, para
poder disminuir el valor de R0 mediante la división de la población, dicha división
debe ser tal que el tiempo de permanencia de los miembros de cada subpoblación sea
menor que cuando pertenećıan a la población original. Por ejemplo, supongamos que
tenemos un corral con ganado, si a este corral le hacemos divisiones internas, pero el
ganado, a pesar de estar separado por corrales internos, tienen el mismo tiempo de
permanencia dentro de los mismos corrales, el número reproductivo básico del sistema
no cambia a pesar de haber dividido la población.

Es importante recalcar que lo antes mencionado se presenta cuando no se da la in-
fección entre los animales.
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1.11.2 Análisis del subsistema de (1.4) formado por los ciclos IA → IA e
IA → B → IA

Consideremos ahora el subsistema de (1.4) en el cual intervienen los ciclos animales-
animales y animales-bacterias, el cual lo conseguimos haciendo c3 = 0 y c4 y/o c6
cero, es decir, el humano no se puede infectar. El diagrama para este subsistema se
muestra en la figura (1.41). Aśı tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.6. Sea c3 = 0 y c4 y/o c6 cero también en el sistema (1.4). Entonces, el
número reproductivo básico para el subsistema resultante es

R16 =
R1

2
+

√

(

R1

2

)2

+R2
6. (1.36)

Figura 1.41: Subsistema de (1.4) con un autociclo y un ciclo de dos nodos.

En este subsistema, al igual que el anterior participan dos ciclos, sólo que en éste,
un ciclo se da entre la misma población. Es decir, se da una autoinfección entre los
animales y el otro ciclo es el de animales-bacterias-animales. Podemos observar en
esta expresión para el número reproductivo básico del subsistema, que la acción de
R1 y R6 es distinta que cuando tenemos dos ciclos de dos nodos; aqúı la mitad de la
fuerza de infección en los animales actúa de manera independiente y la otra mitad
actúa junto con R6, de manera análoga a (1.35). Biológicamente tiene sentido este
comportamiento, ya que al poder los animales infectarse entre ellos mismos, es claro
que una parte de los animales se infecte al estar en contacto con otros animales y la
otra parte se puede infectar a través de las bacterias que están libres en el ambiente.
Lo que resulta interesante es que justo la mitad de la fuerza de la autoinfección sea
la utilizada para ambos casos.
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Debido a que la acción de R1 y R6 es distinta, estamos interesados en saber cuál
de estas dos fuerzas de infección tiene más peso en R16. Para ello, comparemos las
derivadas parciales de R0 respecto a R1 y R6.

Sean

D1 =
∂R16

R1
=

1

2

(

1 +
R1

√

R2
1 + 4R2

6

)

, y D6 =
∂R16

R6
=

2R6
√

R2
1 + 4R2

6

,

y nos interesa comparar la magnitud de estas expresiones. Entonces,

D1 −D6 =
R1 +

√

R2
1 + 4R2

6 − 4R6

2
√

R2
1 + 4R2

6

.

Un simple análisis muestra que si R1 > 3
2R6 entonces D1 > D6, y si R1 < 3

2R6

entonces D1 < D6. Es decir, hay una región en el plano R1 − R6 de tal manera que
en cierta región del plano, R1 es dominante y otra en la que R6 es dominante (ver
figura 1.42). De esta manera, en éste subsistema sencillo, nos podemos dar cuenta
que no hay algún parámetro que domine en todo el espacio de parámetros, es decir,
dependiendo de donde estemos parados dentro de este espacio, podremos conocer
el parámetro dominante de R0. Obsérvese que el análisis presentado aqúı, fue en
términos de los números reproductivos básicos de los subsistemas participantes y no
en términos de los parámetros que conforman e éstos. Sin embargo, al identificar
regiones donde es dominande un R0, podemos tener conocimiendo respecto a los
parámetros y su impacto en el sistema.

Más adelante se presentará un análisis respecto a la influencia de cada parámetro en
el sistema.
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Figura 1.42: Regiones del espacio de parámetros donde R1 y R2 tienen más peso
sobre (1.36).

Como se puede observar, hay regiones en el espacio de parámetros donde domina uno
de los ciclos y otras donde domina el otro ciclo; por lo que para determinar el peso de
cada uno de los números reproductivos básicos de los subsistemas, es necesario darle
valores fijos a los parámetros y ah́ı determinar en qué región del espacio de estos
nos encontramos y aśı poder determinar cuál de los ciclos tiene más peso. Para la
reducción de R0 podemos disminuir cada uno de los ciclos. Por ejemplo, para reducir
la autoinfección se pueden separar los animales en subpoblaciones, de tal manera
que se reduzca la interacción entre ellos; se puede reducir también mediante vacunas
en las especies que se tenga control, etc. Y para reducir el ciclo animales-bacterias,
como se mencionó antes, es manteniendo lo más higiénico posible los lugares donde
los animales viven.

A diferencia del subsistema estudiado en la subsección anterior, en este subsistema
los animales se pueden infectar entre ellos. En este caso, la división de la población
de animales es una buena técnica para reducir el valor de R0. Al dividir la población
en subpoblaciones, cada una de éstas se puede infectar con la fuente común de in-
fección que son las bacterias libres en el medio, y además la infección entre animales
persiste. Como se verá en el siguiente caṕıtulo, el número reproductivo básico para
los subsistemas generados a partir del subsistema representado en la figura 1.41, es
bastante complejo, sin embargo, su valor es menor al original.

1.11.3 Subsistema de sistema (1.4) dado cuando c1 = 0

El siguiente subsistema se presentará con la finalidad de visualizar la manera en que
actúan los ciclos de dos nodos con uno de tres nodos. Como veremos, la expresión
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para el número reproductivo básico para éste subsistema es bastante compleja para
hacer un análisis de derivadas para ver cuál de los ciclos tiene más peso, sin embargo
nos permitirá comprender un poco la forma que tiene R0 del sistema completo.

Lema 1.7. Considere c1 = 0 en el sistema (1.4). Entonces, el subsistema resultante
cuyo diagrama de flujo se presenta en la figura (1.43), tiene como número reproductivo
básico

R̄46 =





R̄3

2
+

√
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)2
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]
1
3

. (1.37)

Figura 1.43: Interacción entre dos ciclos de dos nodos y uno de tres nodos.

Hemos planteado posibles técnicas para reducir la fuerza de infección en el autociclo y
los ciclos de dos nodos. En el caso del ciclo de tres nodos, tenemos tres posibilidades
de reducir su valor. Observemos que este ciclo lo conforma las infecciones animales-
humanos-bacterias-animales, por lo que podemos reducir las tasas de infección entre
las poblaciones. Aśı, para reducir la infección de animales a humanos dada por c3,
basta con cuidar el contacto entre estos. Es decir, el humano tiene la posibilidad
de evitar interactuar con los animales, o bien cuidar que la interacción sea segura,
cocinar y desinfectar bien los productos animales que consume, protegerse de manera
adecuada cuando está en contacto con los animales, etc. Ahora, en el caso cuando
los humanos desechan bacterias al medio ambiente a través de la orina, representada
por c6, podemos evitar orinar los lugares donde la bacteria puede proliferar, es decir,
se debe evitar orinar en lugares húmedos, en lagos, lagunas, corrales de ganado, etc.
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Recordemos que la bacteria es sensible a la desecación, por lo que al exponerla a
lugares secos, ésta muere de manera relativamente rápida. En el caso de la infección
de las bacterias hacia los animales, es más complicado tener control, sin embargo, es
posible mantener lo más limpio y desinfectado posible los lugares donde los animales
domésticos viven, instalar sistemas de drenaje en los establos, propiciando aśı que los
animales tengan menos contacto con las bacterias que ellos mismos desechan y que
las pueden volver a adquirir y con las bacterias que ya hay en el medio ambiente. De
esta manera se puede reducir en algo esta tasa de infección dada por c2.

Podemos observar que la estructura de los números reproductivos básicos de los tres
subsistemas analizados previamente, están presentes en la expresión de R0 del sistema
(1.4). Sin embargo, con estos tres subsistemas no terminamos de comprender la
estructura que tiene R0, por tal motivo presentaremos un cuarto subsistema que nos
permitirá comprender la estructura de R0.

Lema 1.8. Consideremos c3 = 0 en el sistema (1.4). El número reproductivo básico
para el subsistema resultante cuyo diagrama se muestra en la figura (1.44), está dado
por la expresión:
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Figura 1.44: Interacción entre dos ciclos de dos nodos y un auto ciclo, de tal manera
que el autociclo tiene un ciclo de dos nodos, pero de manera opuesta.
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Como podemos observar, ya con estos cuatro subsistemas planteados podemos darnos
una idea de cómo se estructura R0. Algo notable que podemos observar en este último
subsistema, es el comportamiento que se da cuando interactúan R1 con R4 cuando
están unidos mediante R6. Es fácil probar que si R6 = 0, lo cual lo conseguimos
haciendo c2 y/o c5 cero, el número reproductivo básico para el subsistema está dado
por R14 = max{R1, R4}, y tiene sentido, ya que tendŕıamos dos ciclos independientes;
esto aunque alguno, c2 o c5 sea distinto de cero. Pero cuando ambas son distintas de
cero, es decir, R6 6= 0 obtenemos la expresión dada en el lema anterior, el cual como
se puede observar, es bastante complejo.

Aśı, hemos planteado, de manera muy genérica, algunas técnicas para reducir el valor
de R0. Estas técnicas consisten en hacer actividades que se reflejan en la reducción
del valor de los parámetros del sistema. Hemos observado que R0 está en términos
de los números reproductivos básicos de ciclos de infección entre las clases. Entonces,
las técnicas para reducir el valor de los parámetros del sistema, permiten disminuir
el valor de los R0’s de estos subsistemas. Observamos también que no pudimos dar
una conclusión respecto a cuál de estos números reproductivos básicos tienen mayor
influencia en el valor de R0 del sistema completo, ya que se observó que hay regiones
en el espacio de parámetros donde es más fuerte un ciclo de infección que otro.

También hemos dado rangos de valores para cada uno de los parámetros del sistema
(ver tabla 1.1). Dichos rangos los hemos estimado en base a datos encontrados en la
literatura y ajustándonos lo más posible a la realidad de los elementos que envuelven
a la enfermedad. Estos rangos, nos permiten tener una visión más amplia del com-
portamiento de cada uno de los R0’s de los subsistemas y por ende de R0 del sistema
completo. Es decir, observando la combinación de parámetros que integran a cada
subsistema y el rango donde estos parámetros toman sus valores, podemos estimar la
aportación que los números reproductivos básicos de los ciclos tendrán para R0.

Analizando la combinación de parámetros que forman a cada uno de los números
reproductivos básicos de los subsistemas del sistema (1.4) y de los rangos donde estos
parámetros toman sus valores, nos podemos dar cuenta que R6 es el que más valor
aporta a R0, seguido de R1, R̄ y R4 al final (ver tabla 1.2). A nivel de parámetros,
obsérvese que β puede tomar valores muy pequeños y al aparecer como denominador
en los R0’s permite que estos en los que aparece tomen un valor mayor que aquellos
en los que no participa este parámetro. El parámetro β representa la salida de los
animales de la clase, entonces, una manera de disminuir el valor de los R0’s donde
aparece este parámetro es haciendo que el tiempo de permanencia de los animales en
su clase, sea el menor posible.

En el caso de las tasas de infección, las que más nos pueden ayudar a reducir el
valor de R0 son c1, c2 y c6, ya que son las que pueden tomar valores más pequeños.
Estos parámetros se relacionan con la infección entre animales y bacterias, por lo que
disminuyendo estas infecciones se reducirá de manera más considerable el valor de R0

que controlando las infecciones en las que se relaciona a los humanos. Desde luego
que el controlar la infección que relaciona a los humanos con bacterias (c4) y animales
(c3) es de suma importancia, sin embargo, para fines de disminuir la enfermedad en
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general, es más viable disminuir las infecciones entre animales y bacterias, aśı como
disminuir el tiempo de permanencia de los animales en su clase.

Durante el desarrollo de este caṕıtulo hemos hecho hincapié en que el modelo pre-
sentado es muy general en el sentido de que no distingue distintos escenarios en
los que se puede presentar la enfermedad, tales como ambientes donde la bacteria
prolifera y hay presencia de animales y humanos, ambientes pocos favorables para
la proliferación y vida de la bacteria aunque se tenga presencia de animales y hu-
manos, etc. Para compensar este hecho, hemos estimado los rangos de valores para
los parámetros del sistema lo suficientemente amplios, pensando en que para cada
escenario en el que se puede presentar la enfermedad, les podamos asignar un valor
adecuado a cada parámetro dentro de sus respectivos rangos. De esta manera pode-
mos tener una estimación del rango de valores en los que puede andar R0. Consid-
eremos como ejemplo que NA = 100 y NH = 20, para estas poblaciones se tiene
que R0 ∈ [0.019209, 15.1773]. Donde los extremos del intervalo se dan para tasas de
infección máximas y tasas de recuperación mı́nimas y el extremo derecho para tasas
de infección mı́nimas y tasas de recuperación máxima.

Durante el desarrollo de este caṕıtulo, ha sido de nuestro interés identificar los
parámetros que más influencia tienen en el valor de R0. Se ha observado que la
jerarqúıa entre los parámetros del sistema no es clara. Matemáticamente podŕıa
ser posible analizar la jerarqúıa de los parámetros, sin embargo, biológicamente esta
jerarqúıa depende de las condiciones bajo las cuales se desarrolle la enfermedad.
Aunque matemáticamente conocemos la acción de cada parámetro y sabemos que
hay parámetros con la misma función dentro de R0, observando los rangos de valores
(tabla 1.1) podemos darnos cuenta de que biológicamente no tienen el mismo peso.
Entonces, dependiendo de las condiciones bajo las cuales se da el desarrollo de la en-
fermedad, es entonces como podemos determinar, el peso de cada parámetro dentro
de R0, aśı como la prudencia o no de modificar el valor de los parámetros, etc.

Siguiendo con la idea de esclarecer el orden jerárquico de los parámetros del sistema
en términos de los cambios que puede experimentar R0 al hacer cambios a dichos
parámetros, se hizo un análisis numérico, mediante el cual se calcula la derivada
parcial de R0 respecto a cada uno de los parámetros, excepto las poblaciones NA y
NH , en un punto aleatorio del hipercubo formado por los intervalos de valores de cada
parámetro. Se ordena el valor absoluto de dichas derivadas parciales en cada punto,
permitiéndonos observar la jerarqúıa de los parámetros en dicho punto. La derivada
utilizada para los cálculos fue la derivada simétrica, con el incremento h proporcional
a la longitud del intervalo de cada parámetro. Se tomaron muestras desde 5000 hasta
50000 puntos en cada intervalo y en todas las corridas se obtuvo como resultado el
siguiente orden jerárquico en el cambio que cada parámetro genera en el valor de R0:
c1, c2, β, c5, k, c3, c4, c6 y α. Con esta información y con lo que conocemos de la
bioloǵıa de cada parámetro, podemos inferir sobre la mejor opción respecto a técnicas
de control que debemos utilizar para disminuir el valor de R0.

Este orden jerárquico en los parámetros nos permite visualizar el peso que tiene cada
uno de estos en el valor de R0. Sin embargo es importante que identifiquemos qué
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parámetros son biológicamente fácil o barato modificarlos, el hecho que c1 sea el
parámetro al que es más sensible R0, es posible que sea complicado modificar su
valor, por lo que podŕıa ser más simple combinar la modificación de otros parámetros
que sean biológicamente más fácil modificar y que compensen la variación de c1.

En este caṕıtulo hemos demostrado el teorema (1.2), el cual nos proporciona el número
reproductivo básico para el modelo mediante el cual estudiamos la enfermedad de
leptospirosis. Se estimaron los rangos de valores para cada uno de los parámetros del
sistema. Dicha estimación fue en base a la bioloǵıa de cada parámetro. Se plantearon
técnicas de control para la enfermedad, destacando de entre éstas, la división de la
población original en tantas subpoblaciones ajenas entre si y teniendo como fuente
común de infección a la población bacteriana libre en el ambiente. Esas técnicas de
control se ven reflejadas en la disminución del valor de R0.

Además de haber encontrado el número reproductivo básico para el modelo de la
leptospirosis, haberlo analizado y con ello plantear técnicas de control para disminuir
la acción de la enfermedad, una de las cosas más importantes que se lograron en este
caṕıtulo, es el hecho de que, basados en las ideas utilizadas para la demostración
del teorema (1.2), sembramos la idea para responder a la pregunta: ¿cómo construir
números reproductivos básicos de sistemas más complejos, utilizando números repro-
ductivos básicos de subsistemas más simples?. Dicha idea será de gran relevancia, no
sólo para el estudio de la leptospirosis, si no para otras muchas enfermedades, cuyo
comportamiento sea parecido al de la leptospira. Esta idea se explorará más a detalle
en el siguiente caṕıtulo.



CAPÍTULO 2

Generalización del modelo básico

En el caṕıtulo 1 se presentó un modelo matemático para estudiar la evolución de la
enfermedad de leptospirosis. En él se puede observar que la enfermedad evoluciona a
través de ciclos de interacción entre las distintas clases de individuos que participan.
Aśı mismo, se puede observar también, que en dicho modelo estamos considerando que
la población de animales no se contagia por la interacción con los humanos infectados
y que los humanos susceptibles no se pueden infectar con humanos infecciosos.

En la sección 1.9 se obtuvo una expresión para el número reproductivo básico de
dicho modelo. Dicho R0 resultó muy complejo de analizar, sin embargo, éste está en
términos de números reproductivos básicos de los subsistemas del sistema original,
formados por ciclos de infección individuales; esta estructura nos permitió proponer
técnicas de control para la propagación de la enfermedad y por ende para la reducción
del valor de R0, pero atacando a los ciclos de infección individuales.

Durante el análisis de R0 para el modelo (1.4), nos pudimos dar cuenta que podemos
encontrar R′

0s de sistemas muy complejos mediante R′
0s de subsistemas mucho más

simples. Motivados por este hecho, en este caṕıtulo plantearemos algunos modelos
análogos al modelo (1.1). La intención de plantear estos modelos es la de complemen-
tar el modelo (1.1) y que los modelos propuestos puedan servir para modelar otras
enfermedades cuyo comportamiento sea análogo a leptospirosis.

En algunos de los modelos que proponemos, consideraremos que la infección entre
las poblaciones de animales y humanos se da en ambos sentidos, es decir, que an-
imales infectan a humanos y viceversa. También estaremos considerando que hay
autoinfección en los humanos, es decir, que se puede dar la infección entre humanos
mediante alguna v́ıa, ya sea contacto sexual, intraplacentaria, intercambio de fluidos,
etc.

Antes de plantear los modelos, cabe mencionar que los resultados presentados son
análogos a los presentados en los caṕıtulos anteriores. Las técnicas para demostrar
los resultados son las mismas y por tal motivo sólo presentaremos los resultados.

2.1 Modelo generalizado para la leptospirosis

De manera análoga a la sección 1.2, plantearemos un modelo para la leptospirosis
pensando en un lugar habitado por humanos; estos tienen contacto con los animales
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domésticos que ellos mismos cŕıan, con animales salvajes que deambulan por la zona,
con lugares tales como tierras de cultivo donde la humedad abunda, con lagos, lagu-
nas, charcos, etc. Considere también que las poblaciones de humanos y de animales
se mantienen constantes. Bajo estas condiciones, modelamos la interacción entre los
elementos descritos mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinar-
ias.

ṠA = −(c1IA + c2IH + c3B)SA + βNA − αSA

İA = (c1IA + c2IH + c3B)SA − αIA

ṠH = −(c4IA + c5IH + c6B)SH + γIH (2.1)

İH = (c4IA + c5IH + c6B)SH − γIH

Ḃ = c7IA + c8IH − kB

donde SA, IA, SH , SI , B son las poblaciones de animales susceptibles, animales
infecciosos, humanos susceptibles, humanos infecciosos y bacterias, respectivamente.
c1, c2, c3, c4, c5 y c6 son tasas de infección al interactuar las diferentes clases. c7 y
c8 son tasas a las que los animales y los humanos desechan bacterias de leptospira
al medio ambiente a través de la orina. γ y β son las tasas de recuperación de los
humanos y animales respectivamente. α es la tasa de salida de animales por las
diferentes v́ıas. k es la diferencia entre las tasas de nacimiento y de mortandad de
las bacterias. Y finalmente, NA y NH son las poblaciones totales de animales y de
humanos respectivamente.

En este modelo estamos considerando que los humanos se pueden infectar entre si
y además estamos considerando que los animales se pueden infectar mediante los
humanos. Estas dos hipótesis son las que difieren de este modelo y del modelo (1.1).
En este sentido, las hipótesis adicionales con las que generamos este nuevo modelo,
nos permitirán estudiar, no sólo la leptospirosis, si no que cualquiera otra enfermedad
cuyo comportamiento sea análogo a la leptospirosis.

El modelo fue hecho bajo los supuestos que las poblaciones de animales y de humanos
se mantuvieran constantes y no consideramos nacimientos en los humanos. Entonces,
bajo estos supuestos tenemos ṠH + İH = 0, y también

ṠA + İA = 0, lo cual implica que βNA − αSA − αIA = 0,

pero como queremos que la población de animales sea constante, y sabiendo que
SA + IA = NA, tenemos,

βNA − αNA = 0,

β = α.

Es decir, que de alguna manera se pueda compensar la salida de animales con la
entrada de los mismos. Sustituyendo esta última expresión en (2.1) tenemos
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ṠA = −(c1IA + c2IH + c3B)SA + βIA

İA = (c1IA + c2IH + c3B)SA − βIA

ṠH = −(c4IA + c5IH + c6B)SH + γIH (2.2)

İH = (c4IA + c5IH + c6B)SH − γIH

Ḃ = c7IA + c8IH − kB

Podemos observar que el sistema (2.2) lo podemos reducir al sistema

İA = (c1IA + c2IH + c3B)(NA − IA)− βIA

İH = (c4IA + c5IH + c6B)(NH − IH)− γIH (2.3)

Ḃ = c7IA + c8IH − kB

La figura (2.1) muestra los ciclos en que la infección evoluciona entre las tres clases.

Figura 2.1: Forma en la que la enfermedad actúa entre las tres clases

En esta figura nos podemos dar cuenta que la infección evoluciona a través de ciclos
entre las poblaciones. Se puede observar, para el caso de la leptospirosis, que el
ciclo animales → humanos es muy débil, debido a que c2 puede ser despreciable ya
que la infección del humano hacia los animales no hemos encontrado registros en la
literatura de que se dé. En el caso del contagio de humano a humano, ésta si se puede
dar mediante contacto sexual, v́ıa placentaria al feto o a través de la leche materna
[57].
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2.1.1 Existencia y estabilidad de puntos de equilibrio del sistema

Análogo al análisis hecho en los caṕıtulos anteriores para el modelo (1.4), se analiza
este modelo propuesto. Las técnicas usadas en (1.4) para probar la existencia y la
estabilidad del punto de equilibrio no trivial son las mismas.

Interesados en conocer la evolución de las soluciones del sistema en presencia de la
bacteria, procedemos a calcular el número reproductivo básico.

2.2 Número reproductivo básico

Conociendo la existencia y estabilidad el punto de equilibrio no trivial e interesados en
conocer el comportamiento de las soluciones del sistema en presencia de la bacteria,
continuamos el trabajo con el cálculo del número reproductivo básico (R0) del sistema
(2.3). R0 es el radio espectral de la matriz de próxima generación del sistema evaluada
en el equilibrio trivial, la cual, para este sistema está dada por la matriz

A =







c1NA

β
c2NA

γ
c3NA

k
c4NH

β
c5NH

γ
c6NH

k
c7
β

c8
γ

0






.

El polinomio caracteŕıstico de A está dado por

P (λ) = −λ3 + (
c1NA

β
+

c5NH

γ
)λ2 + (

c2c4NANH

βγ
+

c6c8NH

γk
+

c3c7NA

βk
− c1c5NANH

βγ
)λ

(2.4)

+ (
c3c4c8NANH

βγk
+

c2c6c7NANH

βγk
− c3c5c7NANH

βγk
− c1c6c8NANH

βγk
)

Obsérvese que la matriz A es no negativa, por lo que el radio espectral de A es real
y positivo.

Previo al cálculo del número reproductivo básico de (2.3) y a través de la experiencia
adquirida al calcular el número reproductivo básico del sistema (1.4), calcularemos los
números reproductivos básicos de todos los subsistemas de (2.3), con la finalidad de
ver la relación entre éstos y el número reproductivo del sistema completo, aśı como,
buscar información que nos permita reducir el valor del mismo.

Explorando la idea que se generó durante el análisis del número reproductivo básico
del sistema (1.4), la cual nos permitirá encontrar R′

0s con expresiones complicadas
mediante R′

0s más simples, los cuales corresponderán a subsistemas del sistema origi-
nal, será de suma importancia comprender la estructura de estos R′

0s simples y cómo
se pueden controlar.

Con esta mentalidad, en los siguientes lemas se presentan dichos resultados.
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Lema 2.1. Sea ci = 0, para i 6= 1 en el sistema (2.3). Entonces, el número repro-
ductivo básico para el sistema resultante es

R1 =
c1NA

β

Demostración. En este caso

P (λ) = λ3 − c1NA

β
λ2

y sus ráıces son λ = 0 y λ = c1NA

β
. Por lo tanto, la ráız de P (λ) de mayor norma y

por lo tanto el número reproductivo básico para este subsistema es

λ =
c1NA

β
.

�

Este resultado nos permite observar y estudiar la fuerza con la que actúa la infección
entre animales, es decir, el comportamiento de la enfermedad cuando están en con-
tacto animales infecciosos con animales susceptibles. Es claro que los animales solos
pueden mantener la enfermedad.

Lema 2.2. Sea ci = 0, para i 6= {2, 4} en el sistema (2.3). Entonces, el número
reproductivo básico para el sistema resultante es

R2 =

√

c2c4NANH

βγ

Demostración. Para este subsistema

P (λ) = λ3 − c2c4NANH

βγ
λ

y sus ráıces son λ = 0 y λ = ±
√

c2c4NANH

βγ
. Por lo tanto, la ráız de P (λ) de mayor

norma y por lo tanto el número reproductivo básico para este subsistema es

λ =

√

c2c4NANH

βγ
.

�

Este subsistema, el cual se generó a partir de la inclusión de la hipótesis de que se
puede dar la infección de un humano infeccioso a un animal susceptible, al sistema
(1.1), hay poco que analizar. Debido que en el caso de la leptospirosis el parámetro
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c2 es despreciable. Nuestra atención se aplica al resto de los parámetros de R2, los
cuales se estudiaron en el caṕıtulo (2). Sin embargo, para otras enfermedades, la tasa
de infección que gobierna la transmisión de la enfermedad de un humano infeccioso
a animales susceptibles, puede ser de gran relevancia. En tal caso, ya estamos dando
el número reproductivo básico para dicho sistema.

Lema 2.3. Sea ci = 0, para i 6= 5 en el sistema (2.3). Entonces, el número repro-
ductivo básico para el sistema resultante es

R3 =
c5NH

γ

Demostración. El polinomio caracteŕıstico para este subsistema está dado por

P (λ) = λ3 − c5NH

γ
λ2

y sus ráıces son λ = 0 y λ = c5NH

γ
. Por lo tanto, la ráız de P (λ) de mayor norma y

por lo tanto el número reproductivo básico para este subsistema es

λ =
c5NH

γ
.

�

Este subsistema en el que se da una auto infección entre los humanos, es análogo
al presentado entre los animales y analizado en el lema 2.1. En este caso, c5 es la
tasa a la que un humano infeccioso contagia a uno susceptible, y como la infección de
humano a humano es muy rara y se da por contacto sexual, v́ıa placentaria o bien a
través de la leche materna, es poco controlable. Sin embargo, para otras enfermedades
puede ser de mucho peso.

Lema 2.4. Sea ci = 0, para i 6= {6, 8} en el sistema (2.3). Entonces, el número
reproductivo básico para el sistema resultante es

R4 =

√

c6c8NH

γk

Demostración. En este caso

P (λ) = λ3 − c6c8NH

γk
λ

y sus ráıces son λ = 0 y λ = ±
√

c6c8NH

γk
. Por lo tanto, la ráız de P (λ) de mayor

norma y por lo tanto el número reproductivo básico para este subsistema es
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λ =

√

c6c8NH

γk
.

�

Lema 2.5. Sea ci = 0, para i 6= {3, 7} en el sistema (2.3). Entonces, el número
reproductivo básico para el sistema resultante es

R6 =

√

c3c7NA

βk

Demostración. En este subsistema

P (λ) = λ3 − c3c7NA

βk
λ

y sus ráıces son λ = 0 y λ = ±
√

c3c7NA

βk
. Por lo tanto, la ráız de P (λ) de mayor

norma y por lo tanto el número reproductivo básico para este subsistema es

λ =

√

c3c7NA

βk
.

�

Podemos observar que R2, R4 y R6 son matemáticamente análogos. Tiene sentido
puesto que los tres resultan de un ciclo de dos nodos.

Lema 2.6. Sea ci = 0, para i 6= {3, 4, 8} en el sistema (2.3). Entonces, el número
reproductivo básico para el sistema resultante es

R̄ = 3

√

c3c4c8NANH

βγk

Demostración. Para este caso

P (λ) = λ3 − c3c4c8NANH

βγk

y sus ráıces son λ = 3

√

c3c4c8NANH

βγk
. Por lo tanto, el número reproductivo básico para

este subsistema es

λ = 3

√

c3c4c8NANH

βγk
.

�
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Lema 2.7. Sea ci = 0, para i 6= {2, 6, 7} en el sistema (2.3). Entonces, el número
reproductivo básico para el sistema resultante es

R̂ = 3

√

c2c6c7NANH

βγk

Demostración. En este caso

P (λ) = λ3 − c2c6c7NANH

βγk

y sus ráıces son λ = 3

√

c2c6c7NANH

βγk
. Por lo tanto, el número reproductivo básico para

este subsistema es

λ = 3

√

c2c6c7NANH

βγk
.

�

Los resultados presentados en estos lemas previos, son los números reproductivos
básicos de los ciclos independientes del sistema original. Estos resultados nos per-
mitirán iniciar a armar el rompecabezas que nos conduzca a la expresión de R0 del
sistema completo, aśı como, nos permitirán ir estudiando el comportamiento de la
enfermedad cuando los subsistemas se van tornando más complejos cada vez.

Con estos resultados, podemos reescribir el polinomio caracteŕıstico (2.4) en términos
de los R′

is. Además, identificaremos los ciclos de la enfermedad mediante sus R′
0s.

La figura (2.2) nos muestra esta identificación.

P (λ) = λ3 − (R1 +R3)λ
2 − (R2

2 +R2
4 +R2

6 −R1R3)λ (2.5)

−(R̄3 + R̂3 −R1R
2
4 −R3R

2
6)
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Figura 2.2: Ciclos independientes del sistema (2.3).

Conociendo los números reproductivos básicos de los ciclos independientes, daremos
un pequeño paso en la búsqueda de nuestro objetivo. Ahora calcularemos el número
reproductivo básico para subsistemas de (2.3) en los que participen dos ciclos.

Lema 2.8. El número reproductivo básico para el subsistema de (2.3), en el cual sólo
participan los ciclos R1 y R3 es:

R13 = max{R1, R3}

Demostración. En este caso, P (λ) = λ3 − (R1 + R3)λ
2 + R1R3λ y sus ráıces son

λ = 0, λ = R1 y λ = R3. Aśı, la ráız de mayor norma es

λ = max{R1, R3}.

�

Como corolario al lema 2.8 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1. El número reproductivo básico para los subsistemas de (2.3) en los
cuales participan un par de ciclos Ri y Rj, que son totalmente independientes uno
del otro (ver figura 2.3), es:

Rij = max{Ri, Rj}
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Figura 2.3: Ciclos ajenos del sistema (2.3).

Biológicamente tiene sentido que cuando los ciclos de infección se den de manera
independiente absolutamente, el máximo de los R′

0s sea el que gobierne la fuerza de
la infección.

Lema 2.9. El número reproductivo básico para los subsistemas de (2.3), en los cuales
sólo participan los ciclos Ri y Rj con i y j pares (ver figura (2.4))es:

Rij =
√

R2
i +R2

j (2.6)

Figura 2.4: Subsistemas de (2.3) con ciclos con sub́ındice par y adyacente.

Demostración. Para este subsistema, P (λ) = λ3 − (R2
i + R2

j )λ y sus ráıces son

λ = 0, y λ = ±
√

R2
i +R2

j . Aśı, la ráız de mayor norma es

λ =
√

R2
i +R2

j .

�
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El tipo de sistemas que presentan un R0 como el presentado en el lema anterior, aśı
como algunos de los subsecuentes, ya fueron estudiados en el caṕıtulo 3, por lo que
presentaremos sólo los resultados.

Lema 2.10. El número reproductivo básico para los subsistemas de (2.3), en los
cuales sólo participan los ciclos Ri y Rj con i impar, j par y Ri y Rj adyacentes(ver
figura (2.5))es:

Rij =
Ri

2
+

√

(

Ri

2

)2

+R2
j (2.7)

Figura 2.5: Subsistemas de (2.3) con un autociclo y un ciclo adyacente.

Demostración. Para este caso, P (λ) = λ3 − Riλ
2 − R2

jλ y sus ráıces son λ = 0, y

λ = Ri

2 ±
√

(

Ri

2

)2
+R2

j . Aśı, la ráız de mayor norma es

λ =
Ri

2
+

√

(

Ri

2

)2

+R2
j .

�

Lema 2.11. El número reproductivo básico para los subsistemas de (2.3), en los
cuales sólo participan los ciclos Ri y R con i impar y R = {R̄ ó R̂} (ver figura (2.6))es:

R
∗

i =







(

R3

2
+

(

Ri

3

)3
)

+

√

√

√

√

(

R3

2

)

2

+ R3

(

Ri

3

)3







1
3

+

R2
i
3

[

(

R3

2
+
(

Ri
3

)

3
)

+

√

(

R3

2

)2
+ R3

(

Ri
3

)

3

] 1
3

+
Ri

3
(2.8)



94 Generalización del modelo básico

Figura 2.6: Subsistemas de (2.3) con un autociclo y un ciclo de tres nodos.

Demostración. Aqúı, P (λ) = λ3−Riλ
2−R. Mediante un simple análisis se puede

ver que la ráız de mayor norma es la presentada. �

De esta manera, hemos presentado los resultados que nos permiten conocer la es-
tructura de los números reproductivos básicos de sistemas formados por dos ciclos
de infección. De manera análoga a los resultados previos, presentamos los números
reproductivos básicos para los subsistemas de (2.3) en los que participan tres ciclos.

Lema 2.12. El número reproductivo básico para los subsistemas de (2.3), en los
cuales sólo participan los ciclos Ri, Rj y Rk con i impar, j y k pares, además Rj y
Rk adyacentes a Ri (ver figura (2.7))es:

Rijk =
Ri

2
+

√

(

Ri

2

)2

+R2
j +R2

k (2.9)

Demostración. En este caso, P (λ) = λ3−Riλ
2− (R2

j +R2
k)λ. Mediante un simple

análisis se puede ver que la ráız de mayor norma es

λ =
Ri

2
+

√

(

Ri

2

)2

+R2
j +R2

k.

�
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Figura 2.7: Subsistemas de (2.3) con un autociclo y un un par de ciclos adyacentes a
él.

Este lema nos permite observar que los ciclos formados por un par de nodos, actúan
de la misma manera dentro del número reproductivo básico de este tipo de sistemas.

Lema 2.13. El número reproductivo básico para los subsistemas de (2.3), en los
cuales sólo participan los ciclos Ri y R∗, con i par y R∗ = {R̄ ó R̂} (ver figura 2.8),
está dado por la expresión:

R∗

i =





R∗3

2
+

√

(

R∗3

2

)2

−
(

R2
i

3

)3





1
3

+
R2

i

3
(

R∗3

2
+

√

(

R∗3

2

)2

−
(

R2
i

3

)3

)
1
3

(2.10)

Demostración. En este caso, el polinomio caracteŕıstico para este subsistema es
P (λ) = λ3 − R2

i λ − R∗3. Se puede verificar que la ráız de P (λ) que es siempre real,
positiva y de mayor norma es R∗

i .

Obsérvese que los sumandos de R∗
i , para un conjunto de parámetros, espećıficamente,

para los parámetros tales que
(

R∗3

2

)2

<

(

R2
i

3

)3

pueden ser complejos. Sin embargo, podemos observar que R∗
i tiene una estructura

muy particular, la cual hace que sea real. Es decir,

R∗
i = z

1
3 +

|z|
2
3

z
1
3

,

con z = R∗3

2 +

√

(

R∗3

2

)2
−
(

R2
i

3

)3
y |z| =

(

R2
i

3

)
3
2
. De aqúı, transformando a coorde-

nadas polares se prueba que R∗
i ∈ R �
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Figura 2.8: Subsistemas de (2.3) con un ciclo con las tres variables y un ciclo de dos
variables.

Lema 2.14. El número reproductivo básico para el subsistema de (2.3), en el cual
participan los ciclos R̄, R̂ y por ende Ri con i par, (ver figura (2.9)) está dado por:

ˆ̄R =
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√

√

√

√
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6
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3
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−

(

R2
2
+R2

4
+R2

6
3
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1
3

(2.11)
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Figura 2.9: Subsistema de (2.3) sin autoinfección en animales ni humanos.

Demostración. En este caso, P (λ) = λ3−(R2
2+R2

4+R2
6)λ−(R̄3+R̂3). Resolviendo

el polinomio caracteŕıstico y apoyándonos en el teorema de Perrón-Frobenius, pode-

mos ver que ˆ̄R es la única ráız que es siempre real y positiva. para probar que

siempre es real, obsérvese que en el espacio de parámetros donde los sumandos de ˆ̄R

son complejos, ˆ̄R tiene la forma

ˆ̄R = z
1
3 +

|z|
2
3

z
1
3

y basta con transformar esta última expresión a coordenadas polares y se verifica que
siempre es real. � �

Lema 2.15. El número reproductivo básico para los subsistemas de (2.3), en los
cuales participan los ciclos Ri, Rj y R , con i impar, j par y adyacente a Ri y
R = {R̄ ó R̂}, (ver figura (2.10)) está dado por:
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Figura 2.10: El lema aplica también para los subsistemas análogos a los presentados
en esta figura, sólo que con R4 y/o R6.

Lema 2.16. El número reproductivo básico para los subsistemas de (2.3), en los
cuales participan los ciclos Ri con Rj y Rk ,con i impar, j par y adyacente a Ri y k
par pero no adyacente a Ri (ver figura (2.11)) está dado por:
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Figura 2.11:

Ya con todos los lemas presentados anteriormente en este texto, estamos preparados
para presentar la expresión del número reproductivo básico para el sistema general.
Se puede, a partir de este R0 del sistema completo, llegar a cualquiera de los números
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reproductivos básicos de los subsistemas presentados en los lemas anteriores. Dicho
de otra manera, el número reproductivo básico para el sistema general (2.3), está
constituido por los R′

0s antes presentados. Aśı, haber explorado los subsistemas y
sus R′

0s, no s permitirán tener una idea más clara de la estructura de R0. Además,
hemos encontrado una gama de R′

0s que pueden ser de algunas enfermedades, lo cual
nos permite estudiar dichas enfermedades.

De esta manera, podemos resumir todos los lemas anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. El número reproductivo básico para el sistema (2.3), cuyo diagrama
de evolución se muestra en la figura (2.12), está dado por la expresión:
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Figura 2.12: Diagrama que muestra la evolución de la leptospirosis planteada en el
modelo (2.3).

Nota 2.1. Por la forma que tiene R0, se garantiza que es siempre real, independien-
temente si z es real o compleja. Además, del resultado presentado en este teorema, se
desprenden todos los casos particulares presentados en el conjunto de lemas previos
al teorema.

Los resultados presentados en este caṕıtulo, generalizan los resultados presentados en
el caṕıtulo 1, 2 y 3. Podemos observar que la estructura del número reproductivo
básico del modelo (2.2) es análoga a la del número reproductivo básico del modelo
(1.4), esto nos permite aplicar los mismos análisis hechos en los caṕıtulos previos para
dicho modelo.

Falta precisar un poco la naturaleza de las hipótesis añadidas al modelo (1.4) para
generar el modelo (2.1). Se permitió que se diera la infección de un humano infeccioso
a un animal susceptible y se permitió que se diera la infección de humano a humano.
En el caso de la infección de humano a animales, representada en el modelo por el
parámetro c2, realmente puede ser despreciable. No hemos encontrado registros en
la bibliograf́ıa que haga constar que se de dicha infección (humano-animales); sin
embargo, más adelante se dará la justificación de la incorporación de esta hipótesis.
Por otro lado, la infección de humano a humano (c5) es muy rara; se da mediante
el contacto sexual, de manera placentaria de la madre al feto o a través de la leche
([58]). Esto nos permite intuir que c5 toma valores muy pequeños.

A pesar de que el modelo (2.2) fue planteado también para modelar la enfermedad
de leptospirosis, añadiendo un par de hipótesis adicionales al modelo (1.4), nos
puede también servir para modelar alguna otra enfermedad cuyo comportamiento sea
análogo al presentado en el modelo (2.2) y/o a alguno de los subsistemas presentados
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anteriormente. De ah́ı que, aunque para la leptospirosis c2 puede ser despreciable,
para alguna otra enfermedad podŕıa tener un valor considerable, es por ello que fue
considerado dicho parámetro en el análisis del modelo.

Al igual que en el modelo presentado en el caṕıtulo 1, estamos interesados en entender
la estructura y la posible forma de controlar R0. Sin embargo, como podemos obser-
var, la expresión para éste no es simple; por este motivo se estudiaron los números
reproductivos básicos para casos particulares del sistema (2.3) y trataremos de en-
tender a R0 a partir de estos casos particulares.

A continuación se enlistan una serie de observaciones respecto al número reproductivo
básico de los casos particulares del sistema (2.3).

1) Del modelo (2.3) podemos observar que la enfermedad evoluciona a través de
ciclos de interacción entre las distintas variables (ver figura 2.1). Uno puede
determinar la fuerza de infección en cada uno de los ciclos independientes del
sistema (ver figura 2.2) y los cuales se presentan en los lemas del 5− 11.

2) La segunda observación que haremos es que, la hipótesis nuestra acerca de la
potencia con la que aparecen los números reproductivos básicos de los distintos
subsistemas, tiene que ver con los nodos que participan en la formación de los
ciclos.

3) Posteriormente pudimos darnos cuenta que el polinomio caracteŕıstico del sis-
tema general lo podemos expresar en términos de los números reproductivos
básicos de los ciclos independientes (2.5). De esta manera tenemos la posibili
dad de estudiar el comportamiento de la enfermedad no directamente de los
parámetros originales, sino que, lo haremos estudiando las fuerzas de infección
de cada ciclo y trataremos de ver cómo es la aportación de ellos al número
reproductivo básico del sistema completo.

4) Como era de esperarse, en los subsistemas en los cuales se presentan ciclos ajenos
(figura 2.3), el número reproductivo básico se determina como el máximo de los
números reproductivos básicos de los ciclos que participan.

5) Se puede observar que, en los subsistemas en los que participan dos ciclos y
que involucran a las tres poblaciones (ver lema 2.9 y figura 2.4), uno podŕıa
pensar que su R0 podŕıa ser la suma de los R′

0s de los dos ciclos. Sin embargo,
podemos ver que es una cantidad menor a la suma, dada por la expresión (2.9).
Este hecho nos permite darnos una idea de cómo podemos reducir el valor de R0

para los subsistemas que se comportan como éste. Es decir, una estrategia para
controlar la propagación de la enfermedad, podŕıa ser dividir una población en
subpoblaciones. Más adelante se analizará más a profundidad esta hipótesis.

6) A diferencia de los subsistemas tratados en el lema 2.9, la aportación de los ciclos
en subsistemas en los que participan dos de ellos, pero involucrando sólo dos
poblaciones, es decir, incluyendo una auto infección en alguna de las poblaciones
(ver lema 2.10 y figura 2.5), es distinta a la presentada en su análogo lema (2.9).
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En este caso, la acción del autociclo se comparte en dos aportaciones, la mitad
de la fuerza del autociclo actúa de manera independiente y la otra mitad actúa
junto con el otro ciclo de manera análoga a cuando se tienen dos ciclos sin
autociclo (ver 2.7).

Es importante señalar que debido a la acción de los autociclos, es decir, por el
hecho que la mitad de la fuerza del autociclo actúa de manera independiente
en el número reproductivo básico de estos subsistemas, aparecen ellos formados
por dos sumandos.

7) El lema 2.9 nos permite ver que la acción de los ciclos de dos nodos (R2, R4 y
R6) tiene el mismo peso dentro del número reproductivo básico del subsistema
en el que participan. De igual manera se observa que la fuerza de los autociclos
se comparte entre los sumandos que forman a R0, que como se vio en ejemplos
previos y se verá más adelante, el número de sumandos lo podemos relacionar
con el mayor número de nodos empleados por los ciclos y además por la acción
de los autociclos.

8) En el lema 2.11 podemos ver otro comportamiento interesante de las aporta-
ciones de los ciclos a los números reproductivos básicos de algunos subsistemas.
Como podemos ver, en estos subsistemas, participan un autociclo y un ciclo
de tres nodos y se aprecia en la expresión para su número reproductivo básico
(2.8) que, de inicio tiene tres sumandos, uno de los cuales es la tercera parte
de la fuerza del autociclo, la cual actúa de manera independiente; los otros dos
sumandos se forman con las aportaciones del autociclo y del ciclo de tres no-
dos, el cual también, de manera análoga al autociclo, una parte de él, a decir
la mitad, actúa de manera independiente y la otra mitad actúa dentro de un
radical junto con la parte correspondiente del autociclo, y el otro sumando es
como una fracción del conjugado del primer término. Cabe mencionar que este
comportamiento, es decir, que los número reproductivos básicos de subsistemas
más completos o generales hasta ahorita, se forman por sumandos de tal manera
que uno de ellos es una parte de su conjugado.

9) En el lema 2.13 se muestra el número reproductivo básico para un conjunto de
subsistemas en los que participan un ciclo de tres nodos y uno de dos nodos.
Podemos observar que la expresión para su número reproductivo básico dada
por(2.10) está conformada por dos sumandos, donde uno de ellos es una parte
del conjugado del otro. Podemos apreciar que para cierto conjunto de valores de
los parámetros cada sumando puede ser un número complejo, pero se presenta
en la demostración del mismo lema, que la expresión completa del número
reproductivo básico es real. Estamos en proceso de entender la bioloǵıa que hay
detrás de esta estructura en los R′

0s.

En los otros subsistemas que se presentan en los lemas 2.14, 2.15 y 2.16 se
observa en sus R′

0s el mismo comportamiento que en el presentado en este inciso
y desde luego que el comportamiento está presente en el número reproductivo
básico del sistema general, presentado en el teorema (2.2).
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A continución se presentan unos resultados en los que planteamos algunos modelos
en los que participan n poblaciones de individuos.

2.3 Número reproductivo básico para modelos con es-
tructura similar al modelo de leptospirosis

En el caṕıtulo 1 se presentó un modelo para el estudio de la enfermedad llamada
leptospirosis y en la sección 1.5 se encontró la expresión para el número reproductivo
básico de dicho modelo. En este caṕıtulo hemos presentado un modelo con carac-
teŕısticas similares al modelo de leptospirosis. Se calculó el número reproductivo
básico para este modelo y se puede observar que el R0 encontrado en la sección 1.5
es un caso particular del presentado en el caṕıtulo 2. Con los resultados expuestos
hasta ahorita, hemos dado, de alguna forma, técnicas que nos permiten construir
números reproductivos básicos de sistemas complejos a través de números reproduc-
tivos básicos de susbsistemas más simples al original.

Siguiendo con la misma tónica, presentaremos dos teoremas que nos proporcionan el
número reproductivo básico para una familia de modelos con estructura semejante al
modelo de leptospira.

Antes de presentar los resultados, recordemos que un modelo para estudiar alguna
enfermedad, tales como los que hemos estado abordando a lo largo de este trabajo,
está formado por una parte que genera nuevas infecciones (0i(x)) y una parte que
modela la salida de los miembros de cada clase o también podŕıamos llamarle, la
parte de las recuperaciones (Vi)

a. Obsérvese que en los modelos presentados en los
caṕıtulos anteriores, la enfermedad evoluciona a través de ciclos de infección y fueron
estos ciclos los que nos permitieron hacer un análisis más simple de dichos modelos.
Estos ciclos que están presentes en la evolución de la enfermedad, son generados por
la parte infectiva del modelo; por tal motivo, en los resultados que presentaremos a
continuación, se pretende hacer una generalización de los modelos antes presentados
en este trabajo, es decir, presentaremos un par de modelos en los que participan n
clases de individuos y daremos sus respectivos R′

0s. Estos modelos los formulamos a
partir de su parte infectiva, para tener configuraciones o ciclos de infección como las
que hemos estado estudiando. La parte de recuperación o de salida de los modelos
las dejaremos para que el interesado modele esa parte a su criterio. Sabemos que esta
parte de recuperación, aparecerán dividiendo a las partes infectivas.

Una vez hechas estas aclaraciones, presentamos el siguiente modelo.

Teorema 2.3. Considere un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en R
2n+1,

el cual corresponde a un modelo biológico formado por tres familias de poblaciones;
una de ellas formada por bacterias libres en el medio ambiente, denotada por B, otra
familia formada por n poblaciones de individuos denotados como IAi

= {IA1 , IA2 , . . . , IAn},
y una tercera familia formada por n poblaciones de individuos denotados por IHi

=

aver Apéndice
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{IH1 , IH2 , . . . , IHn}. Dicho modelo está gobernado por el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias:

İAi
= ci1B(NAi

− IAi
)− Vi(Ai)

İHi
= (ci3B + ci5IAi)(NHi

− IHi
)− Vi(Hi) (2.15)

Ḃ =
n
∑

i=1

ci2IAi +
n
∑

i=1

ci4IHi − V2n+1(B),

para i = 1, 2, · · · , n.
Supongamos que, como se aprecia en el sistema (2.15), la interacción entre las dis-
tintas familias cumple con las siguientes hipótesis:

H1) Las poblaciones de individuos que participan en el sistema, NAi
y NHi

, son
constantes.

H2) IAi
e IHi

, i = 1, 2, . . . , n, pueden infectar y ser infectados por B.

H3) IAi
interactúa con IHj

sólo para i = j y en un sólo sentido, es decir, sólo uno
infecta al otro.

Bajo estas hipótesis se forma un conjunto de clases de interacción de la forma en que
se muestra en la figura (2.13),

Figura 2.13: Forma en la que interactúan las distintas clases de poblaciones.

Donde cik , i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , 5 son tasas de contagio. Sea Ri2 el número
reproductivo básico del subsistema B → IAi

→ B, Ri4 el número reproductivo básico
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del subsistema B → IHi
→ B y R̄i el número reproductivo básico del subsistema

B → IAi
→ IHi

→ B (ver figura (2.14)).

Entonces, el número reproductivo básico para el sistema (2.15) es

R0 = z
1
3 +

|z| 23
z

1
3

, (2.16)

con

z =

n
∑

i=1
R̄3

i

2
+

√

√

√

√

√

√

√









n
∑

i=1
R̄3

i

2









2

−









n
∑

i=1
(R2

i2
+R2

i4
)

3









3

(2.17)

En la figura (2.14), se presentan los números reproductivos básicos de los ciclos de
infección que participan en este modelo.

Figura 2.14: Números reproductivos básicos correspondientes a los ciclos simples de
infección presentes en el modelo (2.15).

Podemos observar que este resultado se obtuvo a partir de que se investigó el com-
portamiento de sistemas más simples y de observar que la expresión para los números
reproductivos básicos de estos sistemas se comportan de una manera muy similar en
todos. Aśı, con este resultado tenemos el número reproductivo básico para cualquier
modelo con una estructura como la presentada en este teorema.

A continuación se presenta otro resultado para otros posibles tipos de modelos, te-
niendo como base todos los resultados que se han presentado previamente.

Considere un modelo biológico en el que n poblaciones de individuos tienen como
fuente de infección común una población de bacterias libres en el medio ambiente,
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a la cual, las n poblaciones le aportan bacterias a través de la orina u otro medio.
Considere que alguna de las poblaciones tiene la posibilidad de que sus elementos
sanos se puedan infectar con sus elementos infecciosos además de infectarse con la
población bacteriana libre en el medio ambiente, formando una interacción entre
poblaciones como lo muestra la figura (2.15).

Figura 2.15: Forma en la que interactúan las distintas clases de poblaciones.

Este sistema lo podemos modelar mediante el siguiente sistema de ecuaciones dife
renciales ordinarias:

İA1 = (a1IA1 + c11B)(NA1 − IA1)− V1(A1)

İA2 = c21B(NA2 − IA2)− V2(A2)

... (2.18)

İAn = cn1B(NAn − IAn)− Vn(An)

Ḃ = c12IA1 + c22IA2 + . . .+ cn2IAn − Vn+1(B),

donde a1, cik , i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, son tasas de infección. Sea Ra1 el número
reproductivo básico de la autoinfección que, sin pérdida de generalidad, supondremos
que es la población IA1 quien puede auto infectarse. Sea Ri el número reproductivo
básico del subsistema B → IAi

→ B. Entonces,

Teorema 2.4. El número reproductivo básico para el sistema (2.18) está dado por

R0 = z
1
3 +

|z| 23
z

1
3

+
Ra1

3
, (2.19)
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con

z =
Ra1

3

[

(

Ra1

3

)2

+
R2

1

2
−

n
∑

i=2

R2
i

]

+

√

√

√

√

√

√

√
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3

(
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En la figura (2.16), se presentan los números reproductivos básicos de los ciclos de
infección que participan en este modelo.

Figura 2.16: Números reproductivos básicos correspondientes a los ciclos simples de
infección presentes en el modelo (2.18).

Y de este último teorema se desprende el siguiente corolario.

Corolario 2.5. Si Ra1 = 0 en el modelo del teorema (2.19), entonces el número
reproductivo básico para el sistema resultante es

R0 =
√

R2
1 +R2

2 + . . .+R2
n. (2.20)

En este breve, pero muy importante caṕıtulo, se han presentado dos resultados de
suma importancia. Con los dos teoremas que se presentan en este caṕıtulo, tenemos
una gama de posibilidades para estudiar cualquier enfermedad cuyo comportamiento
sea análogo a los presentados en este caṕıtulo, o bien, que se comporte como algún
subsistema de los mismos.

De esta manera, en este caṕıtulo se ha presentado una pequeña generalización del
modelo de leptospirosis. Esta generalización no necesariamente es aplicable a esta
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enfermedad, si no que, se puede aplicar a cualquier otra enfermedad que tenga la
estructura del modelo que se ha analizado. Además de que este modelo nos puede
servir para modelar la leptospirosis, hemos estudiado una gama de subsistemas del
mismo modelo, los cuales pueden modelar aquellas enfermedades que se comporten
como esos subsistemas y para cada uno de dichos subsistemas se dio su número re-
productivo básico. Esto nos abre las puertas para abordar el estudio de enfermedades
con comportamiento análogo de la leptospirosis y además hemos cultivado la idea de
poder construir R′

0s complejos, mediante el uso de R′
0s más simples. Esta idea nos

permite, además de construir dichos R′
0s complejos, estudiar la técnicas de control

del sistema grande, por decirlo de alguna manera, mediante las técnicas de control
aplicadas a los R′

0s simples. Hemos propuesto una serie de modelos biológicos pen-
sando en que hay muchas enfermedades que se pueden modelar con ellos, teniendo ya
una expresión para R0 para cada uno de estos, o bien, dándole la idea al investigador,
el tipo de estructura para R0 que se pueden presentar en modelos de este tipo.

Se calculó el número reproductivo básico para el modelo (2.3), el cual está dado por
el teorema (2.14), cuya expresión, a pesar de ser muy compleja, se pudo estudiar a
través de todos los subsistemas de dicho modelo. Con la experiencia adquirida en la
sección (1.9), pudimos comprender la estructura de este R0.

Ya con los resultados dados en este caṕıtulo, abordaremos de nuevo las técnicas de
control para disminuir el valor de R0, recordando algunas de las técnicas propuestas
en la sección 1.9. La razón por la cual hemos decidido abordar este tema hasta este
nivel, es debido a que, conociendo estos nuevos resultados, nos permitirá entender la
esencia de la técnica analizada.



CAPÍTULO 3

Técnicas de control para R0

Recordemos que en la sección 1.9, se analizaron algunos subsistemas del modelo (1.4)
con la finalidad de entender la estructura de su R0 y a la par, para buscar técnicas de
control que disminuyeran el valor del mismo. Si recordamos un poco, en el subsistema
del modelo (1.4) estudiado en el lema 1.5, se estudió que una técnica de control que
puede ser efectiva, es la de dividir las poblaciones en subpoblaciones. Para ese caso
en particular, en el cual la enfermedad no se transmite entre los miembros de una
población, se mencionaba que la única manera en que la técnica funcionaba, era que
la división de las poblaciones fuera tal que las tasas de salida de los miembros de cada
clase, fuera mayor que la de la población original. De otro modo, la división de la
población no ayuda a la disminución de R0.

Por otro lado, en la misma sección 1.9, en el lema 1.6, se estudió otro subsistema
del modelo (1.4), en el que participan la población de animales con la población
bacteriana. Se observa que en este subsistema, se da la infección entre los animales,
además de la infección entre bacterias y animales. Se comentó que en caṕıtulos
subsecuentes se estudiaŕıa la técnica de control que consiste en dividir la población de
animales. Se dejó ese estudio para esta instancia debido a lo siguiente: Si partimos del
subsistema presentado en el lema 1.6 y dividimos la población de animales, digamos
en dos subpoblaciones, el número reproductivo básico para el subsistema resultante
es bastante complejo, sin embargo, resulta ser un caso particular del modelo (2.3).
Obsérvese que haciendo c2 = c4 = 0 en dicho modelo y considerando a la clase IH
como una clase más de animales en la figura (2.1), el diagrama resultante seŕıa como
si tuviésemos el resultado de dividir en dos subpoblaciones el sistema dado en la figura
(1.41). Ahora, el número reproductivo básico para el sistema resultante de la división
de la población, lo podemos calcular a partir de R0 presentado en el teorema (2.2),
Haciendo R2 = R̄ = R̂ = 0. Un análisis numérico nos permite mostrar que, en este
caso si dividimos las poblaciones, el número reproductivo básico del sistema resultante
es menor que el número reproductivo básico del sistema sin dividir la población; esto
a pesar de que todas las tasas de contagio y recuperación en las subpoblaciones sean
iguales a las originales.

Para esclarecer las ideas, consideremos el sistema cuyo comportamiento se presenta
en la figura (1.41), la cual, para recordarla es:

109
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Figura 3.1: Subsistema de (1.4) con un autociclo y un ciclo de dos nodos.

El número reproductivo básico para este subsistema está dado por

R16 =
R1

2
+

√

(

R1

2

)2

+R2
6,

donde, como sabemos, R1 =
c1NA

β
y R6 =

√

c2c5NA

βk
.

Al dividir la población de animales en dos subpoblaciones, el sistema generado tendŕıa
la forma dada en la figura (3.2).
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Figura 3.2: Sistema generado al dividir en dos subpoblaciones la población de ani-
males en el sistema dado en el lema 2.

donde, R11 =
c1NA1

β
, R12 =

c1NA2
β

, R61 =
√

c2c5NA1
βk

, R62 =
√

c2c5NA2
βk

y con

NA1+NA2 = NA. Supondremos que las tasas de infección y recuperación permanecen
igual en las subpoblaciones que en el sistema original.

Como se mencionó en párrafos anteriores, el número reproductivo básico para este
sistema, al que denotaremos por (R2D), es equivalente a un caso particular de R0 del
teorema (2.2) y el polinomio caracteŕıstico de la matriz de próxima generación para
este sistema es

P (λ) = λ3 − (R11 +R12)λ
2 − (R2

61 +R2
62 −R11R12)λ+ (−R11R

2
62 −R12R

2
61).

Entonces, para comparar R16 con R2D, tomaremos el siguiente conjunto de valores
para los parámetros: c1 = 0.000002, c2 = 0.00004, c5 = 0.02, β = 0.000141551,
k = .5, NA = 100, NA1 = NA2 = 50. Para este conjunto de valores, se tiene que R16 =
1.98295 y encontrando la ráız positiva del polinomio del sistema después de la división
de NA, la cual es el número reproductivo básico buscado, resulta que R2D = 1.47354.
Observando con este resultado que, efectivamente hay una disminución considerable
al dividir la población original en dos subpoblaciones ajenas entre si, a decir, hubo una
disminución de aproximadamente un 25.8% de R16. Desde luego que este resultado es
para el conjunto, muy particular, de valores de los parámetros dados. Por otro lado,
haciendo análisis numéricos, se puede observar que, R2D alcanza su valor mı́nimo
cuando NA1 = NA2. Es decir, el mejor resultado, aplicando la estrategia de dividir
la población, se consigue cuando dividimos la población en dos subpoblaciones de
igual tamaño. Explorando más sobre la efectividad de la técnica de control propuesta
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en esta parte, continuamos con el análisis y se observó que si dividimos la población
original abordada en nuestro ejemplo, en tres subpoblaciones, el número reproductivo
básico para el sistema resultante es R3D = 1.32451, conservando los valores de las
tasas de infección y de recuperación del modelo original y para NA1 = NA2 = 33 y
NA3 = 34. En este caso, la disminución de R16 es de aproxi
madamente 33.2%. Y si dividimos en cuatro subpoblaciones a la población original,
se consigue una disminución de aproximadamente 36.7% en R16; considerando las
cuatro subpoblaciones del mismo tamaño. Es decir, numéricamente, se observa que
la reducción máxima al dividir la población, se consigue si las subpoblaciones son del
mismo tamaño.

En la figura (3.3), podemos observar el comportamiento de R16 al dividir la población
de animales en dos subpoblaciones. Obsérvese que el valór mı́nimo de R16 se alcanza
cuando NA1 = NA2 , lo cual es natural, por la simetŕıa del problema. Podemos
observar también que es posible cuantificar la disminución de R16 para subpoblaciones
de distintos tamaños.

Figura 3.3: Comportamiento de R16 al dividir en dos subpoblaciones la población de
animales. En este caso, NA2 = NA −NA1 .
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De manera análoga, en la figura (3.4), podemos observar el comportamiento de R16

al dividir la población de animales en tres subpoblaciones.

Figura 3.4: Comportamiento de R16 al dividir en tres subpoblaciones la población de
animales. En este caso, NA3 = NA − (NA1 +NA2)

De igual manera que cuando dividimos en dos subpoblaciones a la población de ani
males, cuando la dividimos en tres, el mı́nimo valor para R16 se alcanza cuando las
tres poblaciones son iguales. Lo mismo pasa para cuando dividimos en 4, 5 y en 6,
es decir, lo ideal es que las subpoblaciones sean del mismo tamaño.

La figura (3.5) muestra la forma en que R16 va disminuyendo su valor, en términos
de la cantidad de subpoblaciones en las que se divide la poclación original. Estos
resultados son para el caso en que las subpoblaciones tienen el mismo tamaño.

Figura 3.5: Comportamiento de R16 para distintas divisiones de NA. La reducción
de R0 al dividir la población de animales, es exponencial del tipo y = xα + 1, con
α ∼= −1.

El análisis previo se hizo considerando como estrategia de control, sólo la división
de la población de animales, manteniendo invariantes el valor inicial de todos los
parámetros. Sin embargo, es posible intervenir en el valor de alguno de los parámetros
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del sistema, a decir, sólo de las tasas de recuperación. En este sentido, el siguiente
análisis va enfocado a evaluar la efectvidad de utilizar como estrategia de control
para la propagación de la enfermedad, la combinación de la división de la población
de animales con la reducción del tiempo de estancia de una de las subpoblaciones en
su respectiva clase.

Para este análisis partiremos con los valores que se le asignaron a los parámetros
en el análisi previo, es decir, c1 = 0.000002, c2 = 0.00004, c5 = 0.02, β = 0.000141551,
k = .5, NA = 100. Para este conjunto de valores, se tiene que R16 = 1.98295, donde

R16 =
R1

2
+

√

(

R1

2

)2

+R2
6.

Recordemos que la hacer las divisiones de las poblaciones, la reducción óptima
de R16 se alcanza cuando el tamaño de las subpoblaciones es igual en todas. De
esta manera, la tabla (3.1) muestra el valor de los números reproductivos básicos de
los subsistemas que resultan de dividir la población NA en varias subpoblaciones y
cuando reducimos el tiempo de estancia de los miembros de una de las subpoblaciones
en uno y dos años. Cabe señalar que el valor original de β implica una estancia de
19 años de los animales en la clase.

No. de subpoblaciones R0 un año menos de estancia dos años menos de estancia
Una población 1.98295 1.87472 1.79431
Dos subpoblaciones 1.477354 1.44059 1.41459
Tres subpoblaciones 1.32451 1.30605 1.29206
Cuatro subpoblaciones 1.254336 1.2418 1.2315
Cinco subpoblaciones 1.21381 1.20433 1.19751
Seis subpoblaciones 1.18742 1.17982 1.17433

Tabla 3.1: Disminución en el valor de R16 al dividir la población de animales y al
reducir en alguna de las subpoblaciones el tiempo de estancia de los individuos en su
respectiva clase.

En este breve, pero muy importante caṕıtulo, hemos anaizado la eficacia de dividir las
poblaciones de individuos en subpoblaciones. Se puede observar que es una técnica
de contro muy buena y muy fácil de aplicar. A decir, se observó que una técnica
eficaz para disminuir el número reproductivo básico de los modelos estudiados, es la
de dividir las poblaciones que participan en el modelo, en subpoblaciones del mismo
tamaño, aśı como la de disminuir el tiempo de estancia de los individuos en las clases
que asi lo permitan, presentando algunos ejemplos numéricos para probar la eficacia
de dicha técnica.



Conclusión

En este trabajo se ha hecho, en su primera parte, un estudio de la enfermedad de Lep-
tospirosis. Se propuso un modelo matemático SI para estudiar el comportamiento
de dicha enfermedad. A diferencia de otros modelos encontrados en la literatura,
para la misma enfermedad, en éste que se propone, se pone a interactuar al humano
con sus posibles fuentes de infección, las cuales son todos los animales con los que el
humano tiene contacto y no sólo los roedores, aśı como con la población bacteriana
que vive libre en el medio ambiente y a las que el humano tiene acceso.

Para dicho modelo, se dan las condiciones sobre sus parámetros para que presente un
punto de equilibrio endémico, dentro de la región de interés. Se demuestra que dicha
región es invariante bajo la acción del campo dado y que el equilibrio endémico es
asintóticamente globalmente estable dentro de dicha región.

Se hace una estimación de los valores de los parámetros en base a la bioloǵıa de
cada uno de ellos y de la información que se encontró en la literatura de los mismos.
Se procuró que dicha estimación cubriera todos los posibles escenarios en los que se
pueda presentar la enfermedad.

Se calcula el número reproductivo básico para el modelo. Durante la búsqueda de
R0, nos pudimos percatar que éste está formado por números reproductivos básicos
de subsistemas del modelo original. La expresión encontrada para R0 tiene una es-
tructura bastante compleja, sin embargo, el hecho de que esté formado por R′

0s más
simples, nos permitió entender dicha estructura y nos permitió analizar su compor-
tamiento mediante el comportamiento de los subsistemas más simples. Durante el
análisis de dichos subsistemas, su fueron presentando diversas técnicas de control para
la enfermedad, mismas que se reflejan en la reducción del valor de R0.

Mediante el análisis del modelo para leptospirosis, surgió la idea de explorar sistemas
que, particularmente generalizan a dicha enfermedad y que pueden ser aplicables a
otras enfermedades con comportamientos análogos a la leptospirosis. En este sentido,
explotamos el hecho de que, para sistemas con comportamiento parecidos al de lep-
tospirosis, podemos formar y analizar números reproductivos básicos con estructuras
muy complejas, a partir de R′

0s más simples, correspondientes a subsistemas básicos
de los sistemas originales.

Aśı, en los caṕıtulos 2, se presentan algunos modelos con comportamientos similares
al de leptospirosis, se dan, para cada uno sus números reproductivos básicos, aśı como,
en el caso del modelo (2.3), se presentan todos los posibles subsistemas que conforman
a dicho modelo y sus respectivos R′

0s. Abriendo aśı una gama de posibles modelos
para enfermedades con caracteŕısticas compatibles con los sistemas presentados.

De esta manera, es este trabajo no sólo estudiamos la problemática de interés ini-
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cial, que era analizar el comportamiento de la enfermedad de leptospirosis, sino que,
presentamos unas familias de modelos que, no sólo podŕıan servir para estudiar a la
leptospirosis, sino que para muchas otras enfermedades. Además, sembramos la idea
de cómo construir R0 complejos, mediante R′

0s simples.

Finalmente, en el caṕıtulo 3 se analiza numérimcamente la estrategia de dividir la
población de animales en subpoblaciones con la finalidad de disminuir el valor de R0.
Se observa que es una estrategia muy eficiente y que la eficiencia máxima de dicha
estrategia, se alcanza cuando el tamaño de las subpoblaciones de animales tienen el
mismo tamaño.



APÉNDICE A

Generalidades sobre modelación matemática en

epidemioloǵıa

Como se mencionó en la introducción, R0 es el número promedio de infecciones se-
cundarias que produce un individuo infeccioso durante su periodo de infecciosidad, al
ser introducido en una población completamente susceptible. Por otro lado, cuando
la enfermedad se da entre dos o más clases de individuos, la definición antes dada
para R0 pierde un poco de sentido, ya que puede ser de interés conocer la cantidad
de individuos infectados de cada una de las clases y no de sólo una. Este tipo de
modelos, en los cuales participan dos o más clases de individuos se conocen como
compartimentales, y una forma muy utilizada de modelarlos es a través de ecuaciones
diferenciales ordinarias. En este escenario se conoces algunas técnicas para el cálculo
de R0 [10 − 16], de entre el que destaca es el propuesto por Diekmann [15], el cual
define a R0 como el radio espectral de la matriz de próxima generación del sistema
que modela a la enfermedad. A continuación se da una explicación acerca de esta
matriz.

Considere una población heterogénea, cuyos individuos se distinguen por edad, com-
portamiento, posición espacial, etcétera, pero que pueden ser agrupados en n com-
partimientos homogéneos.

Sea x = (x1, x2, . . . , xn)
t con cada xi ≥ 0, el número de individuos en cada com-

partimiento. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los primeros m compar-
timientos corresponden a individuos infectados. Definamos Xs el conjunto de todos
los estados libres de infección, es decir,

Xs = {x ≥ 0|xi = 0, i = 1, 2, . . . ,m}.

Sea Fi(x) la tasa de aparición de nuevas infecciones en el compartimiento i, V+
i (x)

la tasa de transferencias de individuos hacia adentro del compartimiento i, y V−
i (x)

la tasa de transferencia de individuos hacia afuera del compartimiento i. El modelo
de transmisión de la enfermedad consiste de condiciones iniciales no negativas con el
sistema de ecuaciones:

ẋi = fi(x) = Fi(x)− Vi(x), i = 1, . . . , n, (B.1)

donde Vi(x) = V−
i (x)−V+

i (x), y las funciones satisfacen las suposiciones (A1)−(A5),
donde
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(A1) Si x ≥ 0, entonces Fi, V+
i , V−

i ≥ 0.

(A2) Si xi = 0, entonces V−
i = 0. En particular, si x ∈ Xs, entonces V−

i = 0,
i = 1, 2, . . . ,m.

(A3) Fi = 0 si i > m.

(A4) Si x ∈ Xs entonces Fi(x) = 0 y V+
i (x) = 0 para i = 1, 2, . . . ,m.

(A5) Si F(x) es el conjunto cero, entonces todos los eigenvalores de Df(x0) tienen
parte real negativa.

Entonces, se define la matriz de próxima generación de B.1 como la matriz no
negativa

K = FV −1,

con F =
[

∂Fi

∂xj
(x0)

]

y V =
[

∂Vi

∂xj
(x0)

]

, i, j = 1, 2, . . . ,m.

En esta matriz se encuentra la información referente a la propagación de la enfer-
medad, de tal manera que la entrada ij de K consiste del número promedio de
individuos del compartimiento i que son infectados por un individuo infectado del
compartimiento j durante su periodo de infecciosidad.

Por otro lado, el radio espectral de la matriz de próxima generación K, denotado
como
ρ(K) = ρ(FV −1), es la norma del eigenvalor dominante de K, es decir, si λi, i =
1, ...,m son todos los valores propios de K, entonces

ρ(K) = max
i

(|λi|).

Para el cálculo de R0 es importante identificar las clases que generan nuevas infec-
ciones, y a partir de esto se genera la matriz de próxima generación. Para más detalles
sobre el cálculo de la matriz de próxima generación, véase [11].

Definido como la norma del valor propio dominante de la matriz de próxima gene
ración, R0 es un número que está en términos de los parámetros del sistema. Aśı,
una vez calculado, podemos manipular, en la medida de lo posible, los parámetros
de R0 con la finalidad de reducir lo más que se pueda su valor; de esta manera se
puede controlar la propagación de la enfermedad o al menos reducir su fuerza. Es
decir, podemos analizar los parámetros del sistema que más cambios generan en R0

y se estudia la posibilidad de controlarlos, con la finalidad de reducir el valor de éste.



APÉNDICE B

Jerarqúıa de puntos importantes de las curvas

que generan el punto de equilibrio no trivial

En la sección (2.3) se hace un análisis sobre las condiciones que deben satisfacer los
parámetros del sistema para que se de la presencia de un punto de equilibrio con coor-
denadas positivas. Durante el desarrollo de dicho análisis, es necesario probar que se
da cierta jerarqúıa entre algunos valores de las variables independientes involucradas.

En este apéndice presentamos una demostración de que se da cierta jerarqúıa; el
resto de las demostraciones que son necesarias en la sección (2.3), se hacen de manera
análoga a la que se presenta aqúı.

Aśı, en el Caso I de la sección (2.3), se debe probar que ĨA2 < 0 < NA < ĨA1 < IA2 ,
donde

ĨA1 =
ξNA + βc4 − α1c2 +

√

4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)2

2ξ
,

ĨA2 =
ξNA + βc4 − α1c2 −

√

4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)2

2ξ
,

IA2 =
βc4 + ξNA

ξ
.

Recordando que en este caso ξ > 0, se puede observar de manera clara que ĨA2 < 0.
Por otro lado, tenemos que

NA < ĨA1 =⇒ NA <
ξNA + βc4 − α1c2 +

√

4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)2

2ξ

=⇒ 2ξNA < ξNA + βc4 − α1c2 +
√

4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)2

=⇒ ξNA + α1c2 − βc4 <
√

4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)2

=⇒ 0 < 4α1c2βc4.
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equilibrio no trivial

Esto permite observar que efectivamente NA < ĨA1 . De manera análoga, tenemos
que

ĨA1 < IA2 =⇒

NA <
ξNA + βc4 − α1c2 +

√

4α1c2NAξ + (α1c2 − βc4 − ξNA)2

2ξ
<

βc4 + ξNA

ξ
,

haciendo los desarrollos prudentes, se concluye que 0 < 4α1c2βc4.

Con este análisis hemos podido probar que, efectivamente ĨA2 < 0 < NA < ĨA1 < IA2 .
De manera análoga a como se procedió para hacer esta demostración, se procede para
hacer las demostraciones para determinar las jerarqúıas entre puntos de la variable
independiente tratada.
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[1] G. Cruz-Pacheco, L. Esteva, A.A. Minzoni, P. Panayotaros, N.F. Smyth. “Mod-
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[27] Anthony S. Fauci, Eugene Braunwald, Dennis L. Kasper, Stephen L. Hauser,
Dan L. Longo, J. Larry Jameson, and Joseph Loscalzo. “Harrison. Principios
de medicina interna”. Editorial McGraw-Hill.
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