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INTRODUCCION

Estudiar el comportamiento de contaminantes en las matrices ambientales: agua, suelo y aire
es importante pues en los tiempos actuales estos fendmenos representan un riesgo para la

salud humana y los ecosistemas en general.

La Organizaciéon mundial de la salud (OMS) define la salud en el ser humano como: Un
estado completo de bienestar fisico, mental y social [1]. Sin embargo, la actividad misma del
humano y su necesidad de crecimiento econdémico y la urbanizacion estan produciendo dafios
al aire y el agua al emitir contaminantes a la atmosfera y vaciar aguas residuales en rios [2],
y como consecuencia de lo anterior cada afio en el mundo se registran millones de casos de
enfermedades respiratorias en el hombre que tiene una relacion causal directa con los

contaminantes del aire [2].

Para poder llevar a cabo el andlisis del transporte de esos contaminantes de utilizara un
balance de masa y en particular y supondremos que el sistema se rige por la segunda ley de
Fick. En el balance masa se puede aplicar a los fenomenos de difusion y dispersion de
contaminantes en agua, suelo y aire. El andlisis diferencial que se realiza en dichos sistemas

tiene como consecuencia el uso de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden.

El presente trabajo comienza con la teoria general de fendmenos de transporte desde el punto
de vista de Boltzmann y también, desde la perspectiva macroscopica. Una vez contrastado
dichas formas de apreciar a los fendémenos se enfocara en particularizar modelos de
dispersion. El capitulo I comienza con el estudio de la dispersion de contaminantes en la
matriz agua se describird el modelo de Streeter-Phelps el cual se utiliza en los rios y que
utiliza dentro de sus conceptos el parametro de oxigeno disuelto (OD), de hecho, cuando se
resuelve la ecuacion diferencial se tiene una expresion para el OD. Por otro lado, para el caso
de la matriz aire se trabajard que las fuentes de contaminacion se pueden describir como
funciones delta de Dirac y como consecuencia tiene como solucion que la concentracion
forma una Gaussiana. De hecho, el paquete ALOHA se basa en que las emisiones de pueden
describir de esta manera. Finalmente, se examinara modelos de dispersion en medios porosos
pero desde un enfoque de extraccion, para ello se resolvieron las ecuaciones diferenciales
pertinentes para el estudio del transporte de contaminantes mediante la transformada de

Fourier y de Laplace.



Cabe comentar que el presente trabajo hace mencion del origen de algunos contaminantes y
una breve semblanza de su composicion, asi como los efectos en el ambiente. Por lo expuesto
anteriormente el objetivo principal de esta tesis conocer el transporte de masa, en este caso

contaminantes, en distintas matrices ambientales.



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.- Teoria fundamental

En Fisica una de las ecuaciones diferenciales parciales mas relevantes es la ecuacion de onda
la cual describe la propagacion de la luz o bien una onda mecdanica a través de un medio
material. Cuando una onda se propaga lleva consigo, es decir, transporte energia, y es lo que

en esta capitulo se desea discutir; el transporte de energia, masa y momento lineal.

Los fendmenos mencionados anteriormente el caso mas simple se analizan con una ecuacioén

diferencial parcial de primer orden en el tiempo y segunda en posicion

ou 0%u
E == bzﬁ (1)

Por otro lado, la Fisica involucrada en estos procesos son precisamente aquellos que se
presenta en sistemas fuera de equilibrio, mas aun, los fenémenos de transporte son como la
naturaleza reacciona para buscar el equilibrio termodinamico. Este capitulo se basa de los

textos de las referencias [3-6].

1.1 Ecuacion de Boltzmann

Consideremos el gas ideal fuera de equilibrio y la describiremos utilizando una funciéon de
distribucion de las moléculas. La funcion de distribucion depende de la posicion, momento
y tiempo. El nimero de moléculas distribuidas en un elemento del espacio fase en el instante

t[5-6],

dn = f(r,p,t)dpdV )



f(r,p,t) es la funcion de distribucion de las moléculas. La variacion del numero de
moléculas en el volumen se debe a las colisiones entre las moléculas, por lo que es posible
decir que una cantidad de moléculas entra y otra sale del volumen en el espacio fase.
Entonces, por conservacion

df (r,p, t)dpav
dt

= (b — a)dpdV (3)

adpdV son las particulas que salen y bdpdV son las particulas que entran en el volumen.

Utilizando la regla de la cadena

df(r,p,t) of dfdx ofdy 0dfdz Of d of d of d
f(rp)_f+f_x+fy+fz fpx+fpy+fpz

dt ot odxdt dydt dzdt OJp, dt Jp, dt dp, dt
O bien,
df (r,p,t) Of
_ . L Fo— — 4
—a —at+Vrf v+V,fF=b—a=1 4)

Donde I se llama termino de colision.

1.2 Las ecuaciones de transporte y el teorema de H.

La entropia de un gas esta dada por la expresion [5-6]

Sszln;dr (3)

El teorema H de Boltzmann establece que la entropia debe tener un valor maximo cuando se

alcance el equilibrio. Derivando con respecto al tiempo y utilizando el teorema de Leibnitz

%: f%(fm;) dr = f [%(f—flnf)] dr = —f%lnfdr



La ecuacion de Boltzmann establece que

af
E-erf'v-i-vpf -F=1
De aqui,

ds

e —f[—Vrf-v—fo-F+I]lnde

Dividiremos en dos términos de tal manera que

%= —f[—vrf-v—fo-F]lnfdr—flandr

Reescribiendo el primer término como

%:f[vrf-v+fo-F]fln£dT—flnf1dr

(6)

El primer término es cero, debido al teorema de Gauss; por lo que nos queda que el cambio

en la entropia se debe solo a las colisiones de las particulas del sistema

dS— fl Id
E— Tlf T

La ecuacion (6) cumple con la siguiente desigualdad

ds
>

—=0
dt —

10

(7)

®)



No se demostrara lo anterior, el primero que mostro la ecuacion (7) fue Boltzmann y lo aplico
a gases y se le conoce como teorema H donde curiosamente denot6 a la entropia con la letra
H[5-6]. La interpretacion de teorema H implica que en un fenomeno de transporte la entropia
aumenta. Por otro lado, es posible obtener la ecuacion de continuidad mediante la ecuacion

de Boltzmann [5-6]

1.3 Ecuacion de transporte de masa

Uno de los principios bésicos de la Fisica es que la masa se conserva, dicho hecho se escribe

en una ecuacion diferencial que se llama ecuacion de continuidad [3-6]

d
% + V- (pave) =0 ©)

Si solo hay una componente se omite el subindice. Si nos colocamos en centro de masa

tenemos que

. Za’pava
vV =—-

(10)
p

O sea que, si hacemos una sumatoria de todas las componentes del sistema, obtenemos la

ecuacion de continuidad

dp
E-FV (pv)—O

Pero, es mas conveniente

dap ap
a_ta + V- (paVe) = a_ta + (Vo VIpg + pa (V1) + V- [pe(vy —v)] =0 (1D

El flujo masico como se define en mecénica de fluidos es

11



j=pv (12)

Y en este caso tendremos
Joa = Pa(Vyg — V)

dpq
dt

dp
a_ta+ (va ' V)pa + pa(v ' va) +V- [pa(va - 17)] =

+pa(v'va)+v'ja:0

En los experimentos es mas facil hablar de la concentracion de la sustancia en ligar de las

densidades,
P
=" (13)
O sea
A + ! Vij,=0 14

En termodindmica se introduce el concepto de potencial quimico u y en el contexto del
transporte podemos establecer que un sistema que no este en equilibrio quimico, habra un

flujo de masa por lo que tomaremos que

j=—yu (15)

Tomando un proceso isotérmico

0 d
=1 (5) ver(3)
=-Y Ve, —v Ve
a aca a ap Ca’T a

p,T

Se ha propuesto entonces que la difusion se debe a dos causas, un gradiente de concentracion
y de presion; lo cual concuerda con el experimento. Definimos el coeficiente de difusion

molecular y el de la presion como

12



“ p\ocy/,;
P pDe\dcy/
(@
Si D, >» %entonces
dc
a—: + (W Vecy) —DyVic, =0 (18)

La ultima expresion se le llama segunda ley de Fick.

Notas sobre la atmosfera

La atmosfera que respiramos actualmente es el resultado de una serie de cambios e
interacciones que han ocurrido en nuestro planeta, los estudios que han modelado esta
evolucion aseguran que la formacion de la atmosfera terrestre se inicid hace unos 4500
millones de afios [7]. El estudio sefiala que nuestro planeta en sus inicios no contenia
atmosfera, fue hasta que, con la erupcion de volcanes, y el impacto multiple de objetos
provenientes del espacio ocurrid la liberacion de gases como CO2, H20O, CHs, N2. Unido a
estos fenomenos la tierra fue enfridndose lo que produjo la condensacion del vapor de agua,
el agua erosiono la tierra arrastrando sales, de esa forma se origin6 el océano primitivo. Los
gases se mantuvieron en el espacio cercano debido al efecto del campo magnético de la tierra
y la gravedad, para esta etapa todavia no existia oxigeno en la naciente atmosfera. El oxigeno
aparece primero en los océanos por efecto de los organismos fotosintéticos y posteriormente
es liberado para incorporarse a los otros gases liberados por la tierra. De esta manera se
fueron acumulando estos gases alrededor de la tierra permaneciendo en los limites mas
cercanos los mas pesados, y los ligeros se fueron acomodando por capas en regiones mas
alejadas rodeando el planeta, pero sin escapar del campo gravitacional de la tierra, es asi

como se dio la creacion de la atmosfera terrestre con sus capas como son la troposfera,

13



estratosfera, mesosfera, ionosfera, exosfera, estas capas por la caracteristica de su

composicidn sirven a la tierra como proteccion [8].

La atmosfera protege la tierra de la radiacion dafiina que proviene del sol como los rayos
gama y ultravioleta, también la protege de objetos en el espacio como asteroides que pueden
impactar la tierra, también sirve para mantener la temperatura del planeta aproximadamente
estable, es por es por una de las capas de la atmosfera (la ionosfera) que es posible el viaje
de las ondas que llevan la informacion de las telecomunicaciones, en fin sin la atmosfera no

existiria vida en nuestro planeta [1].
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Capitulo 2

Fenomenos de transporte en aire y agua

2.1 Calidad en aire.

Ahora que ya tenemos una idea general de lo que es la atmosfera terrestre, concentraremos
nuestra atencion en la troposfera que es la capa que tiene contacto con la superficie de la
tierra, y es donde se encuentra el aire que respiramos, en esta tienen lugar todos los

fenomenos meteorologicos y permite la regulacion de la temperatura del planeta [8].

Los componentes principales del aire que respiramos son: 78% nitrégeno, 21% oxigeno, y
1% restante de gases como Ar, COz, Ne, vapor de agua, He, CHa, entre otros. Esta
composicion del aire es lo que se necesita para la existencia de la vida del ser humano y la
naturaleza en general y es lo que podriamos definir como aire de calidad, es decir el aire de

calidad es aquel que no representa un riesgo para la salud humana y los ecosistemas [7].

Sin embargo, a pesar de la importancia de la calidad del aire para la vida en nuestro planeta,
aparece el fenomeno de la contaminacion, que puede ser de origen natural o artificial, el
artificial se debe a la actividad del ser humano, es decir el aire pierde su calidad debido a la

aparicion de moléculas contaminantes en su composicion [9].

El término contaminacion del aire se refiere a la introduccion de cualquier agente quimico,
fisico o biologico cuya acumulacion tiene efectos nocivos en la salud del ser humano y los

ecosistemas de la tierra [7].

El deterioro de la calidad del aire hizo necesario la celebracion de diferentes convenciones
internacionales, por ejemplo 1889 se efectud la convencion internacional para la prohibicion
de armas quimicas sin embargo estos acuerdos fueron violados durante la primera y segunda
guerra mundial, de ahi hasta 1997 se celebro la primera conferencia sobre el ambiente
humano por la Organizacion de las Naciones Unidas donde se invita a las naciones limitar la
emision de quimicos toxicos al ambiente, mas tarde se cre6 la Comision Mundial de

Ambiente y desarrollo, se aprob6 el convenio de Viena para la proteccion de la capa de ozono,
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y asi fueron apareciendo organismos como La Organizacion Meteorolégica Mundial
(OMM), Programa de las Naciones Unidas para el Medio Ambiente (PNUMA), Comité
Internacional de Negociacion para la Convencion Marco sobre el Cambio Climatico

(CIN/CMCC), Agencia de proteccion Ambiental (EPA) [2].

Los principales agentes contaminantes de aire son Monéxido de Carbono (CO), Oxidos de
Nitrogeno (NO, NO2, NOx), Dioxido de Azufre (SO2), Compuestos Organicos Volatiles
(COV), que son hidrocarburos en estado gaseoso, Material particulado (PM). Pueden ser las
PMio particulas inhalables con un didmetro aproximado de 10 micrémetros, PMa.s particulas
inhalables finas con didmetro aproximado de 2.5 micrémetros, estos tipos de particulas
contienen solidos microscopicos y gotas liquidas que al ser inhaladas provocan problemas de

salud, pueden estar contenidas en el polvo, suciedad, hollin, humo entre otras formas [1].

A estas moléculas contaminantes es que aplicaremos el estudio de transporte por difusion

llamado transporte de Fick, o mas cominmente considerado como difusion molecular [10].

2.1.1 Transporte de contaminantes en aire.

En esta seccion se describird el modelo para analizar el transporte de un contaminante en aire
mediante el uso del balance de masa y se utilizard el concepto de la funcion Delta de Dirac,

entonces

dc
a—:+ (v-Vcy) — D, V?c, =0 (1)

Es una ecuacion de segundo orden lineal y en el lado derecho se agregara la fuente de

contaminante que en este caso es una chimenea

dc
6—:[ + (v Vcy) — DaV%cy =R )
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Siendo R reacciones quimicas. El sistema es de dos fases (contaminante-aire) y nos
enfocaremos al estudio del contaminante. A continuacion, se resolvera la ecuacion de
transporte de masa mediante la transformada de Fourier en una dimension, con viento y sin
reacciones quimicas; como se habla del contaminante se omitira el subindice a. Con fines de
calculo se desarrollard primero en una dimension sin velocidad y después con velocidad, el

presente calculo se basa en la tesis de [11].

La ecuacion diferencial que describe el caso mas simple es

dc(x,t) D 0%c(x,t)
at 0x2

Esta ecuacion la resolveremos aplicando la transformada de Fourier, a saber, c(x,t) =

3)

1 (o ; . - . . o
I . C(k, t)e**dx asi como utilizando las siguientes condiciones iniciales y de frontera

Vor )-
m
c(x,0) =—38(x —xg)
A
c(foo,t) =0
Se obtiene
o) = @)
c(x,t) = ———e
AVAnDt

Siendo A el 4rea por donde se emite el contaminante y, m la masa del contaminante. La
ecuacion (4) es una Gaussiana y por esta razon al modelo utilizado se le llama modelo
Gaussiano. El desarrollo completo esta en el apéndice B del presente trabajo. Sin embargo,
la expresion (4) este resultado no incluye efectos del viento y para ello se plantea la ecuacion

diferencial parcial que considere este fenomeno, es decir,

dc(x,t) D d0%c(x, t) dc(x, t) (5)
a0 oxz " ox

17



Para obtener el comportamiento de la concentracion del contaminante se hace el siguiente

cambio de variable ¢ = x — ut y al usar de nuevo la transformada de Fourier, se obtiene

(6,6) = — et ®)
clx,t) = e 4Dt
AVATDt

El modelo Gaussiano tiene limitantes, pero también una gran utilidad para el estudio del
impacto ambiental. Un caso importante se presenta cuando se emite contaminantes en una
fila de autos; y esto se hace solo una superposicion o bien se puede describir como si fuera
una fuente lineal o de area. Para resolver esta problematica s6lo debemos de cambiar las

condiciones iniciales, a saber,

c(x,0)=L;anSb
A(b — a)

Y se puede utilizar la hipétesis de la mecéanica del medio continuo y el principio de

superposicion y obtener que para este caso

x5 fb mdx’ _(xr—ut)? m fbd
c(x,t) = e 4Dt = x'e
a A(b —a)V4nDt A(b — a)V4nDt J,

_(xr—ut)?
4Dt

Para realizar esta integral se dividird en regiones

) m {fod _(xr—ut)? J‘ 4 (xl—ut)z}
c(x, t) = "e” 4Dt x' e 4Dt
A(b — a)V4nDt \J,

Usando la funcioén error,

18



X —a—ut

\/4Dt

c(x, t) =

(7)

b—ut
2A(b—wﬂv@55_{ JZE_ }

El siguiente caso a analizar es cuando existe una variacion en el flujo emitido, por lo que m
am . , , . O

ahora es —;yse distribuye de forma homogénea en un érea fija. Utilizaremos de nuevo la

hipdtesis de la mecanica del medio continuo y el principio de superposicion la cantidad de

concentracion emitida al tiempo T es

dm
Edt x?

e 4D(t-T)
A\JAnD(t —T)

de(x,t) =

O bien,

t dm 5

——dt x
c(x,t) = dt 3
|

e 4D(t-T)
AJAnD(t —T)

En resumen, se puede generalizar en varias dimensiones como se muestra en la tabla.

Caso Solucion
1D sin viento. 0 m _ 4x_th
c(x, t) = ———cye
AVarDt
1D con viento. m _(x—ut)?
c(x,t) = ———=e 4Dt
AVAnDt
1D con viento c(x,t) = m {er [x —a— ut] —ut }
’ 2A(b — a)\VarDt V4Dt V4D

(fuente de area)

2D con viento ( 0 m (x;gtt)z (y;gf)z
c(x,y,t) = e e
YO = AanDe
3D con viento m (x—ut)? _(y-vt)> (z—H)?
c(x,y,z,t) = ————- 4Dt e 4Dt e 4Dt
A(4mDt) /2

Si el sistema a considerar estd en dos dimensiones, esto implica que la ecuacion a resolver es
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dc(x,t 0%c(x, t d0%c(x,t
( )=D ( )+D (x,t)

9
at Ox2 02 )
Cuya solucién mediante el uso de la transformada de Fourier es
XZ y2
cx,y,t) = e 4Dte 4Dt (10)

A4nDt

De forma analoga se hacen dos cambios de variable e la formae = x —uty§ = y — vt para

obtener

m (x—ut)? (y-vt)?
e 4Dt e 4Dt
A4nDt

c(x,y,t) =

Haciendo un poco de estadistica y como el comportamiento de los sistemas discretos con

anterioridad tenemos

o=+vV2Dt (11)

Y con ello

_G-un? _=v)® (y-H)? (12)

¢ 2
0 e 202 o 20y° o 20,2

c(x,z,t) =
(Zn)g/ZaxayaZ

Si tenemos el caso de una region con varias chimeneas, entonces, se puede modelar cada

chimenea como una funcién delta de Dirac y con ello:
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n c (x—xi—ut)? _(-yi-vt)®  (z-H;)?

E i T 262 202, T 202
C(x, Y,z t) = 3/2 e 29xi e Iy e 20z (13)
= (2m) Oxi0yi0zi

Para poder utilizar las ideas anteriores se apoyan en datos experimentales que consideran la
velocidad del viento y condiciones termodinamicas, a continuacion, se muestran tablas que
se utilizaron para estudiar los fenémenos asociados a la calidad del aire ya que se busca

ademas poder hacer un control del mismo.
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Grado de aislamiento en nubes

Velocidad del Ligeramente Menos del
viento en (m/s) a nublado o mas 50% de
una elevacion de del 50% de cobertura de

10 metros Fuerte Moderado  Ligero nubes bajas nubes

<2 A A-B B G G

23 A-B B C E

3_5 B B-C D D E

5_¢ C C-D D D D
D D

D D
>6 ¢

Fuente: Turner (1994) y Pasquill (1961), Turner (1989). Agrega las siguientes notas o
selecciona la categoria.

1. Un aislamiento fuerte corresponde al medio dia soleado en pleno verano en
Inglaterra, un aislamiento ligero a una condicidn similar en pleno invierno.

2. Noche se refiere al periodo de 1 hora antes del atardecer hasta 1 hora después del
amanecer.

3. También se debe utilizar la categoria neutral D independientemente de la velocidad
del viento, para condiciones nublados durante el dia o la noche para cualquier cielo
durante una hora anterior o posterior a la noche, segtin se define en la nota 2

Parametro de dispersion urbana

Tipo de estabilidad Pasquill gy (en metros) a,(en metros)
A-B 0.32/(0.0004X) =05 0.24/(0.001X)°5
C 0.22/(0.0004X) =05 0.20X
D 0.16/(0.0004X)~°5 0.14/(0.0003X) =05
E-F 0.11/(0.0004X)7%> 0.08/(0.0015X)7%>

Para distancias entre 100 y 10,000 metros

Fuente: Turner (1994), Briggs (1972), McElroy, Pooler (1968)




2.2 Transporte de contaminantes en agua.

2.2.1 Calidad del agua.

El concepto calidad de agua implica, conocer las caracteristicas fisicas, quimicas y
biologicas del cuerpo de agua, esto se hace por lo general comparando esas caracteristicas
con un modelo estdndar que contiene informacion sobre la concentracion del oxigeno

disuelto, el pH, conductividad eléctrica entre otras[15].

Cuando se habla de oxigeno disuelto OD en agua se refiere a la cantidad de oxigeno por
unidad de volumen, es decir la concentracion de oxigeno dado en mg/1, los valores normales
para el agua de calidad estan en el rango de 7.0 a 8.0 mg/l. El1 OD es una de las principales

variables usadas para determinar la calidad del agua [15].

Otro aspecto importante es el porcentaje de saturacion, cuando se habla de saturacion nos
referimos a la cantidad de oxigeno existente en el agua a una temperatura dada. El contenido
de oxigeno disuelto depende de la actividad fisica, biologica o quimica del agua, por ejemplo,
en agua pura a temperatura ambiente el oxigeno se disuelve a una concentracion aproximada
de 8.5 mg/l. Por todo esto se puede decir que el OD es clave para determinar la calidad y

contaminacion de los cuerpos de agua [16].

Otras caracteristicas Utiles para definir la calidad del agua es el pH y la conductividad
eléctrica, sin embargo, este trabajo se enfoca en el comportamiento del OD por medio del

modelo Streeter-Phelps [16].

Para fines de una evaluacion de la afectacion provocada por la contaminacion existen indices
de calidad del agua, en México se utiliza el (ICA), que es un parametro utilizado para medir
la demanda bioquimica del oxigeno (DBO), (OD), coliformes, fosfatos, pH, solidos

suspendidos etc. [15-16].
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2.2.2 Descripcion del modelo de Streeter-Phelps.

Uno de los modelos que se ha utilizado desde hace décadas se llama modelo de Streeter-
Phelps y relaciona los principales mecanismos que regulan el OD en un cauce de agua
superficial que recibe la descarga de aguas residuales, este modelo ha sido adoptado tanto

para fuentes puntuales como para fuentes difusas [17].

La forma inicial del modelo de Streeter y Phelps fue propuesta para estudiar el proceso de
oxidacion y aireacion en el rio Ohio en los Estados Unidos, posteriormente otras versiones
del modelo consideraron los procesos de fotosintesis, respiracion y demanda del oxigeno
[17]. Sin embargo, la composicion natural de los cuerpos de agua, se pueden alterar por
actividades humanas: agricolas, ganaderas e industriales, principalmente por recibir en su
cauce aguas residuales, o también debido al paso de las aguas por terrenos tratados por
productos quimicos o cualquier contaminante, estas incorporaciones degradan la calidad del

agua provocando su contaminacion [18].

El presente estudio se centra sobre contaminacion de cuerpos de agua de los rios provocada
por la descarga de aguas residuales, donde aplicaremos el modelo Streeter-Phelps que
considera el OD como una variable dinamica para estudiar la calidad del agua, y es el oxigeno
disuelto OD que aparecera como nuestra variable de interés en el planeamiento de la ecuacion

modelo [17].
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Representacion conceptual del flujo de oxigeno en un volumen de control[19]

Oxigeno disuelto Algas

en agua

Reaireacion Fotosintesis
Oxigeno disuelto en agua
Desoxigenacion
Carbonoso Nitrogenado

Demanda

de

oxtgeno Nitrificacion
por 1
sedimento DBO Carbonoso
NH** NH3"| | NH?

DOS
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El comportamiento de la DBO en el tiempo es un sistema tipo batch se comporta como un
sistema de primer orden, por lo que si definimos L a la cantidad de masa organica oxidable

entonces[20-21]

L =L,e ft (1)

Y por ello la DBO es

DBO = L,(1 — e~k1t) (2)

Si analizamos ahora la masa del oxigeno podemos decir que se debe a la DBO su variacion,

a saber,

0 =0y—Ly(1—eFat) (3)

Si se hace un andlisis de masa incluyendo el transporte de la DBO en un rio tenemos

oL oL 4)

—=-u—-—k,.L

ot ox 7
Otra propiedad de la naturaleza el aire puede lograr “entrar” al agua hasta alcanzar el
equilibrio, la constante de equilibrio se llama constante de Henry que para el 0, a 20 °C es
32.2 y cuando ocurre esto se ha saturado. La variacion temporal del como llega al equilibrio

se puede modelar como [20]

do (5)
E = ka(os - 0)

Y su solucién es
0 = 05(1 — e~kat) (6)
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Siendo k, una velocidad de reareacion. De lo expuesto anteriormente y si nos enfocamos en

la masa del oxigeno en un rio, tenemos

do
T —ky4L + k(05 — 0)

Y definiremos el déficit oxigeno disuelto como,

D=0,-0 (7)

La ecuacion diferencial que describe el modelo de Streeter-Phelps es [22]

dD g
=== —kal + kgD ®)

Y se resolvera mediante la transformada de Laplace, o sea,

[oe)

LF(D)} = F(s) = f et £(£) dt 9)

0

Decimos que la transformada de Laplace es una aplicacion lineal cuando se cumple que:

L{A + B} = L{A} + L{B} (10)

Donde A y B son espacios vectoriales y ¢ es una constante que pertenece a un campo, por lo

tanto, la ecuacion diferencial que deberemos resolver es
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ap
yr kyloe ®atD — kD (i

Ahora Aplicamos la transformada de Laplace:

dD
L{E?}zzxdeoe*ﬂ-kTD} (12)

Ahora por la propiedad de linealidad:

L{%%}: ky Lo L{e~*at} — k, L {D} (13)

Si trabajamos el lado derecho usando la tabla 1 (13), el primer término del lado derecho es la

ecuacion (2) de esa tabla. Y por altimo L{D} = F{s} queda:

Ky,
S+kd

sF(s)— D, = — k, F(s) (14)

Reagrupamos y factorizamos

kqLg N D] 1
s+ky °f s+ k,

F$) [s+ 1] = |

Despejamos F(s) y nos queda:

kq Lo 4 D,
(s+ky)(s+k,) s+k,

F(s) = (15)
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Es de observar que la ecuacion (15) es la solucion a la ecuacion diferencial en el espacio de
Laplace, pero no perdamos de vista que estamos interesados en obtener el déficit de oxigeno,
para ello escribimos nuevamente para facilitarnos la aplicacion de la transformada de Laplace

inversa. El primer término de la ecuacion usando fracciones parciales queda:

kq Lo A B
= + (16)
(s+ky))(s+k,) s+k, s+ky
Efectuemos algunas operaciones:
A(s +kyg) + B(s+k.) s(A+B)+ Aky + Bk,
(s+ky))(s+k) (s+ky)(s+k,)
A+B=0 - A=-B
Akd + (_A)kr = deo
Aky — kq) = kqLo
k4L
4 = _rato
ky —kq (17)
k4L
g = __rako (18)
kr - kd

Ahora utilizando estas expresiones encontramos que F (s) queda de la manera siguiente:

kqLy 1 kqLg 1 N D,
k,—kygs+ky kr—ksgs+k s+k,

F(s) = (19)
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Aplicando la transformada inversa de Laplace queda de la siguiente manera:

k,L 1 kL 1 D
alo alo 0} (20)

_ -1 — r-1 —
D(t)= L {F(S)} L {kr_kds_l_kd kr—kd5+kr+s+k7"

Puesto que sabemos que es lineal obtenemos:

kyL 1 k4L 1 D
R s Py
k. —ky s+ky) k.—ky s+ k, s+ k.,

Utilizando la tabla de soluciones finalmente se obtiene la expresion para el OD, representado

por la funcion:

kaLo

D(t) = b —k,

(e7kat —g=krt)y 4 pDye~krt (21)

Cabe comentar que los puntos de inflexion en el sistema son

kqLg
k, — kg

D(t) = (e kat —e~krty 4 pye~hrt (22)

_ 1 { 1 [Dokr
Tmin = kg U kg LkaLo

(k= ko) = Ko} 23)

Por otro lado, es posible, agregar otro fendmeno en el estudio de la calidad del agua, conocido

como nitrificacion e incluirlo en el modelo que se introduce.
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X kg ky ey
—_— = ™Wy ——D 4+ —1L Uy (24)
dx v, 0€ Uy + v, °N ¢
Donde Lon=4.33Tkn, Tkn es una medida de todo el oxigeno oxidable [20] y la

solucidn es entonces.

kyL kX kX
nLlon (e Niy _ o ka

R Vy
ka - kN

k,L X X e X
alo <e ke _ o k““x)+D0e Kapy 4 > (25)

2.2.3 Comentarios sobre control de contaminacion del aire

y tratamiento de agua.

El principio de la conservacion de la masa, energia y las leyes de Newton son la base para
describir una gran cantidad tanto de fendémenos y, son referente para el analisis de problemas

de distinto indole.

La sedimentacion se puede describir como un efecto debido al campo gravitacional sobre
particulas que estan en un fluido y por cuestiones practicas se ha clasificado en tres regiones

a la sedimentacion: discreta, por floculacion y por zonas.

La sedimentacion discreta el tamafio, forma y densidades no cambian; no es el caso de
sedimentaciéon con floculacion donde los solidos cambian las propiedades antes
mencionadas. Cabe comentar que en un rio los solidos eventualmente pueden lograr a
convertirse en parte del cuerpo de agua en la parte inferior y el problema es que los

contaminantes se almacenan en los sedimentos.

Por lo anteriormente expuesto, es importante que se analice los sedimentos para la bisqueda
de contaminantes, asi como la norma mexicana solicita para realizar un estudio de calidad de

agua.

De hecho, dentro de las operaciones que se utilizan en el tratamiento de agua es el uso de un

sedimentador, flotacion, clarificadores, absorbedores, intercambio i6nico, 6smosis inversa,
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electrocoagulacion entre otros. En el caso del control de contaminacion de aire algunas de
las operaciones son ciclones, precipitadores electrostaticos, filtros(bolsas), depurador
(scrubers), entro otros. Las ecuaciones de disefio de muchas de las operaciones se basa en el

balance de masa, energia, teoria cinética y las leyes de Newton.

Algunas operaciones para el tratamiento de agua.

Operacion Uso
Cribado Reduce el tamafio de particulas
Sedimentador primario (clarificador). Remueve particulas que caen por accion del

campo gravitacional.

Floculacion. Utilizando  agitadores  promueve la
formacion de peliculas mas grandes (
fléculos)para que se asienten mas

facilmente.

Sedimentador secundario. Promueve la formulacion de floculos al

modificar el flujo.

Filtrado Eliminar floculos o particulas que no

pueden eliminar por sedimentacién

Aeracion Para aguas subterrdneas y se utiliza para

eliminar exceso de gases.

Floculacion y precipitacion Para aguas subterrdneas se agrega agentes
que provocan la separacion del calcio y

magnesio del agua.

Algunas operaciones para el control de contaminacion del aire.

Operacion Uso

Ciclones Remueve particulas de cierto tamafio que
por lo general son mayores a 10 um de

diametro hidraulico.
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Bolsas Colectar polvo.

Lavadores Remueve particulas de igual o menor que

10 um de diametro hidraulico.

Absorbedores Remueve bajas concentraciones de gases y

vapores.

2.3 Problema de Buckley-Leverett

Se entiende por reservorio un espacio geoldgico limitado que contiene hidrocarburos y en la
ingenieria petrolera la extraccion y recuperacion de hidrocarburos es uno de los problemas
mas importantes; por tanto, el desplazamiento de aceite por agentes externos se ha estudiado
durante varios afios. Entre las propiedades importantes del aceite se encuentra la composicion
elemental: Carbono (84-87%), Hidrogeno (11-14%), Oxigeno (0.1 y 0.5%), Nitrogeno (0.2-
2%), Azufre (0.5-6%) y metales (0-0,1%). Un pardmetro que se utiliza en la extraccion y

refinacion de petroleo crudo es el API [25].

Describir el desplazamiento de un fluido debido a otro es importante para recuperar petrdleo,
ya que, es necesario utilizar estrategias para extraer el crudo. De hecho, cuando la diferencia
de presion del yacimiento en condiciones naturales se extrae el crudo se llama recuperacion
primaria. Recuperacion secundaria es cuando se introduce agua o gas y, finalmente terciaria

cuando se utiliza microorganismos, surfactantes entre otros.

Uno de los modelos mas sencillos se conoce como el problema de Buckley-Leverett y
consiste en estudiar un sistema de dos fases inmiscibles, el fluido es incompresible, la
porosidad no cambia con el tiempo ni con la presion y el sistema estd saturado. Antes de
adentrarnos al sistema de dos fases inmiscibles, se definira los sistemas de una fase, es decir,

en este caso un fluido en un medio poroso. La ecuaciéon de continuidad es
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d(pe)
ot

+V-[pu] =q (26)

p es la densidad del fluido, € es la porosidad del medio, U se le conoce como velocidad de
Darcy y, q son las posibles fuentes o sumideros de masa. La velocidad de Darcy represente

el momento, de aqui

.k
U= —;(Vp —pgVz) (27)

U es la viscosidad de fluido y k es la permeabilidad absoluta. El termino de permeabilidad
establece una medida de la facilidad de que tiene el medio en dejar que el fluido se transporte.

Sustituyendo la ecuacidn constitutiva de la ley de Darcy en la ecuacion de continuidad

d(pe)
ot

k
-V [p; (Vp —pgVz)] = q (28)

Por otro lado, asi como se habla de la compresibilidad de un fluido ¢ también puede hacerse

en términos de rocas cg, a saber,

_1lavy 10p 5

4= Vol = popl. (29)
lde

CR_E% (30)

Si consideramos que las compresibilidades son constantes para ciertos valores de presion

entonces,
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p = pOeCf(p—pO)

(€1)

& = gOeCR(p_po)

Haciendo un desarrollo en serio para considerar que son sistemas ligeramente compresibles

p=p°[1+cs(p—p°)]

(32)
e=¢°[1+cg(p —p°)]
En este caso, la ley de conservacion de masa
d(pe) k dp de_0p k
5V p;(Vp - ngZ)] = (e%+ Pap ot~ v p;(Vp - ngZ)] =q (33)
En término de la compresibilidad,
dp k

p(ecs +e%cp) Frimi [p;(Vp —pgVz)|=q (34)

Observando la simetria que tiene el lado izquierdo, se define la compresibilidad total como

EO
c =cp+ ~ Cr (35)

dp k
pece o= V- [p i (Vp —pgVz)| =q (36)

La ecuacidn anterior se resuelve para la presion para el caso en cuestion. Mas aun el siguiente
caso a analizar es el de un gas y por experiencia este tipo de fluido no es compresible ni
ligeramente y esto provoca que la expresion a estudiar es

d(pe)
ot

k
-V [p; (Vp —pgVz)] = q (37)

35



Pero tomaremos el caso de que el gas se pueda modelar como un gas ideal, a saber,

pW
=— 38
p=or (38)
Sustituyendo en la ecuacion de continuidad
pW
9(ep7) Wk w
ZRT p p _ (39)
~V- —(Vp —o—gV2)] =

ot g 2 VP ~ ZRT 9V = 4

Eliminaremos el término del campo gravitacional porque por la experiencia el término

relevante es el cambio de presion

14
9@ _..p . _RT (40)
[ Vp] =+—-1q
k ot 1z Wk
Luego,
2eu7 0(5) S (1)|v 2 — 2HZRT @1
kot PP \z) VP T Ty @
Por ser gas ideal,
10p 1 1dZ
cC, =—— = - — ——
9 popl, p Zdp
(42)
0(z) _cgpp
at Z ot
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Reescribiendo la expresion

eucga_pz_ 22 2uZRT 43
PR TEA 7va *3)

A continuacidn, se explicard un sistema de dos fases inmiscibles y, en este caso son agua y
aceite en un medio poroso. Por lo general, de denota como la letra w refiriéndose a el agua
que es la parte himeda o mojada; por otro lado, a la no mojada se le denotara con la letra n
para indicar que es el aceite. Una relacion que debe de cumplirse siempre en un sistema de
dos fases es que la suma algebraica de las saturaciones de la fase mojada y no mojada es 1.

La saturacion se refiere a la relacion del volumen del poro llenado por una fase.

Sw+ S5, =1 (44)

Otro pardmetro muy util es la de presion capilar que se define como la diferencia entre la

presion no mojada y la mojada

Pc = Pn — Pw (45)

La ecuacion de Darcy para un sistema multifasico se expresa como

. k
Ug = — ‘u_ kyo(VPg — PagVz) (46)

a

Donde el a especifica la fase en cuestion. Las ecuaciones de continuidad para las fases

mojada y no mojada son [25-28]
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0pweSw

ot V- [pwkA¥Vp,] =0 (47)
0pneS.
pgt == V- [ppk2"Vp,] = 0 (48)

Donde hemos usado la notacion utilizada por M. Diaz-Viera [28]

A =12 (49)

Dividiendo cada ecuacion con su respectiva densidad de masa y sumando las ecuaciones

obtenemos
dpy,eS, 1 0pneS, 1
——V-[p,kA¥Vp, ]+ -—V- kA™V =0 50
o9 po Pw Pw 03t o [on Pal (50)
De aqui

95w 0¢ ,&Sw 0pw, . 05n 9e,&n 0 _ 1 g, w _ly. n -
£ +S""E+pw e +Sn6t+pn m pWV [ow kA% Vp,, | an [0 kA"Vp, ] = 0 (51)

Usando la expresion (44)

de €Sy 0py . €Sp0pn 1 1
o o ot o ot pn v oWk Vpy ] ==V [pnkAVp,] = 0 (52)

Si la porosidad no varia en el tiempo y si las fases son no compresibles, se obtiene
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V- [kAVp,] + V- [kA"Vp,] = 0 (53)

Podemos utilizar la presion capilar, la misma variable que depende de la saturacién S,,,, como

Pc = Pn — Pw, €NtONCES

V- [AkVp,] — V- [A"%kVp,] = 0 (54)

O bien, ya que p. = p.(S,,) y usando la regla de la cadena el primer término toma

la forma

d
v AW(SW)kﬁvsw] V- [A"kVp,] = 0

(55)
En estas condiciones, escribimos el transporte de masa para la fase mojada
aS d
e W ¥ AV (S, )kVpy] + V- [1¥ (S, )k S VS, ] = 0 (56)
ot ds,,

Despreciando el efecto capilar y finalmente definiendo las ecuaciones buscadas se obtienen

—V - [A"Vp,] = 0 (57)

aS
£ Y [A(5,)kVp,] = 0 (58)

Tomaremos que la saturacion efectiva S, = k., v k-, = 1 — S, , entonces [28]

__Sw=Sw (59)
1- Srw - Sro
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Las ecuaciones (57), (58) y (59) describen el comportamiento de un sistema de dos
fases inmiscibles, incompresibles y la porosidad del medio no varia. El siguiente
paso seria estudiar el modelo de tres fases, también conocido como modelo de

petroleo negro, sin embargo, esto se abordara en trabajos futuros.
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Capitulo 3

Resultados

En la presente seccion se presentaran y discutirdn los principales resultados acerca del estudio
del transporte de contaminantes en agua y en un problema (caso mas simple de dos fases)
relacionado con la industria petrolera. Los calculos se hicieron mediante el uso del
FORTRAN y COMSOL tomando como condiciones de articulos asi como libros de texto
[24] y [28].

3.1 Dispersion de contaminantes en agua.

El caso particular corresponderia al que en una ciudad se tira a un rio 1.15 m*/s de aguas
negras que todavia tienen un DBO de 29 mg/L y 1.7 mg/L de OD. Antes de la descarga el rio
tiene un flujo de 7.5 m*/s y una velocidad de 0.5 m/s en el punto de descarga, la DBO y OD
en el rio son 3.6 y 7.6 mg/L. El valor de saturacion de OD (a la temperatura del rio) es de 8.5
mg/L. El coeficiente de desoxigenacion kd, de 0.61 1/dia, y el coeficiente de aireacion ki, es
de 0.76 1/dia. Se calculara el perfil de oxigeno disuelto En un caso particular de este estudio

se consideraron los valores [24]:

1

=0.61—
kr =06 dia (1)

k; =0.76 !
47 7" dia )

Se hacen los célculos de oxigeno disuelto OD y la demanda bioldgica de oxigeno cuando un
rio recibe una descarga de aguas residuales, proceso en cual hacemos uso del principio de
conservacion de la materia (lo que implica que la masa de OD y DBO que entran en el rio
son iguales a la masa de salida de OD y DBO). Entonces, las ecuaciones que representan esto

ultimo son:
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Q0D = Q,0D, + Q,0D, (3)
QLo = Q1L + Q2L, 4)

En las expresiones anteriores Q, Ly, OD son el gasto volumétrico de salida, la DBO y el OD

después de mezclarse en el agua. Despejando el OD y L,

_ Q0D +Q,0D,

0)), 5
Q:+0Q; ©)
Q.L; + Q,L
0 = 141 202 (6)
Q1+ Q>
Obtenemos entonces los valores siguientes:
Ly =697mg/L (7)
6.89
op = "9
L 8)
Dy = ODgsyr — OD = 1.68mg/L 9)

Sin olvidar que lo que estamos midiendo es la contaminacion de un rio, ahora calculamos el
déficit de oxigeno a 10 km rio abajo usando el modelo Streeter-Phelps, ya habiendo sustituido

los valores en la ecuacion correspondiente obtenemos:

D = 2.56mg/L (10)

Y el OD 10 km rio abajo

0D = 5.94mg/L (11)
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Veamos el comportamiento del OD con respecto al tiempo, y notaremos que se aprecia que
a medida que pasa el tiempo el OD disminuye hasta alcanzar un minimo y después aumenta

hasta llegar a 8.5 mg/L, es decir oxigeno de saturacion en una posicion de 10 km.

' | ' | ' | ' | '
8 — -
-
@)
A 47 -
0 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50

t (days)

Figura 3.1 Se muestra el oxigeno disuelto en términos del tiempo.
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Figura 3.2 Se muestra el oxigeno disuelto en términos de la posicion.

El valor minimo se calcula derivando la ecuacion (15) con respecto a la posicion,
posteriormente la hacemos igual a cero y resolviéndola obtenemos el punto mas afectado
debido a la contaminacion: Si se vuelve a tomar muestras, pero ahora a 50 km. De la fuente
Rio abajo, con un OD = 2.26 mg/L. Por otro lado, es posible estudiar un sistema donde no
hay reaccion quimica, es decir, R = 0, o considerar que la reaccion es de primer orden R =

—kc como en el caso de un derrame
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Si consideramos un derrame que puede modelarse con una funcién delta de Dirac

generalizada cuya solucion es analoga a la solucion a la del transporte aéreo, entonces

_(x_vct)z
c(x,t) = ————=e*te™ 2Kt

AVATKt

A es la seccion transversal del derrame, M es la masa del contaminante, K es el coeficiente
de dispersion longitudinal. Las condiciones del problema a tratar son el caso de un derrame
en un rio de 15 m de ancho y 3 de profundidad con una velocidad promedio de 0.35 m/s. Se
tomo como base el calculo de 10 kg de un contaminante que no reacciona y bajo las mismas

condiciones otro contaminante que tiene una velocidad de reaccion de 0.051 /s. [20]
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0.05 4 -

c (kg/m’)

Figura 3.3 Se muestra la concentracion del contaminante en un derrame en término del tiempo.
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c(kg/m’)

X (m)

Figura 3.4 Se muestra la concentracion del contaminante en un derrame en término del tiempo

cuando hay reaccioén quimica(rojo) y cuando no (en negro).
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3.2 Modelo de Buckley-Leverett.

Las condiciones iniciales y de contorno para que el problema se plantee fisicamente son [28]
pn(0) = 1 atm; S, (0) = 0
Sw, =085, =0
Pnout = 1 atm

Tomando 3.4722%x 107" m/s, € = 0.2,u,, = 4, = 0.001 Pa-s,k =1 x 1075m? se

obtiene
1.0 T T T T T T T T T 1 T 1
—— 100 days
I —— 50 days| -
0.8 -
0.6 - -
p ] ]
0.4 1 -
0.2 _
0.0 T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300

Distance(m)

Figura 3.5 Se muestra la saturacion del agua en términos de la distancia que recorre en dos

tiempos distintos.
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Podemos observar como esta cambiando S, en funcidn de la distancia y en dos momentos
particulares. A medida que aumenta el tiempo el perfil de la saturacion del agua se desplaza
hacia la derecha indicando que hay un transporte agua y al mismo tiempo el aceite se moveria

por lo que se podria extraer del yacimiento.
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4.- Conclusiones

En este trabajo se comprueba que basdndose en el principio de conservacion de masa el
fendmeno de contaminacion en aire, asi como el problema de extraccion de hidrocarburos se
puede interpretar con un modelo de transporte de masa. En este caso, el modelo es

representado por medio de la ecuacion diferencial parcial llamada segunda ley de Fick.

En el presente trabajo verificamos que la transformada de Laplace y Fourier es un método
para resolver ecuaciones diferenciales y que ademds estas ecuaciones modelan sistemas

relacionados con la calidad del aire y agua.

Se encontr6é que la maxima contaminacion por materia organica no esta localizado en lugar

donde se derram¢ la materia orgénica.

Los modelos que se utilizan en el transporte de agua y aire son muy similares y por ello el

comportamiento serd de igual manera similares.

El modelo de Buckley-Leverett es util para comprender un sistema de dos fases o que se

pueden modelar como dos fases.
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Apendice

Partiendo de la ecuacion,

dc(x,t) D 0%c(x,t)
at 9x2

Aplicamos la transformada de Fourier,

1 ([~ .

c(x,t) = —f é(k, t)e**dx
V21 )

A continuacion, hacemos las operaciones requeridas.

d%c(x,t) 1 07
0x2 /27 0x2

f c(k,t) e**dx

0%c(x,t) 1 9% (* o
axz = \/_277: axz_]- C(k, t)e dx

azeikx
0x2

Llegamos a la siguiente expresion,

— _kzelkx

ple_ DK ]w k£) et*d
o0x?2  2m _OOC( S
Al sustituir en (1) se Obtiene la siguiente Expresion

dc(x, t)

— 1,2
o = k2De(k, 1)

Cuya Solucién es,
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“4)

)

(6)
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c(k,t) = A(k)e kDt (®)

Las condiciones iniciales para una ecuacion diferencial parcial dan una idea de como es el
sistema a un tiempo t=0, en este caso las condiciones iniciales estdn determinadas por el
emisor del contaminante, en los pasos que describimos este hecho y aplicamos la

transformada de Fourier.

1 [ .
c(x,0) = f(x) = E.f c(x,0) e**dk 9)
c(k,0) = ﬁ IZ f(x) emrdx (10)
c(k,0) = A(k) (11)
A(k) = ﬁffwf(x) e~ ikx gy (12)

Sustituyendo para c(k,t) se obtiene las expresiones,

— L ” —ikx ,—kDt
c(k,t) = Tom f_oof(x) e e dx (13)
c(k,t) = \/%foof(x)dx’ fwe‘ktheikx'eikx (14)
TJ_» —0o0

Si esta Gltima expresion la escribimos en términos de c(x,?) tenemos lo siguiente

oo

C(x, t) — f e—kth+ik(x—x') (15)

Ahora para continuar el desarrollo necesitamos un cambio de variable
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n = —k?Dt + ik(x — x")

(16)

En el término de la derecha completaremos el trinomio cuadrado perfecto, el proceso

algebraico se escribe a continuacion,

n = —Dt {kz

n=-orffie -5 35 )

De aqui que la expresion para el exponencial es:

_ i(x— x) (x—x)
o e S

D4k Kx—xqz —Dt(x—xqz

Y entonces obtenemos la expresion,

o 2 S 2
fe”dk - e_TDt[(thx)] feDt[k_l(chDf)] dk

Nuevamente haciendo un cambio de variable,

o5

du = VDt dk
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l(x—x) [(x—x) [(x—x) }

(17)

(18)



VDt
Haciendo la sustitucion en la integral,
fooe—uzd_u—ifooeuzdu (19)
—o VDt DtJ_»

A continuacion, usaremos coordenadas polares y recurriendo al teorema de cambio de

variable podemos efectuar las siguientes operaciones:

(0] (0]
o0 (o'e]
I? = J e‘xZJ eV’ = f f e~y dxdy (20)
—00 —o0
— 00 —00
Donde
xZ + yZ — TZ
dxdy = rdrd@
Con el cambio de variable
v=r?
dv = 2rdr
dr = dv
"= 2r

Para llegar a:

I =1 (21)
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) D?t?
f o = VT e’
o VDt (22)

De la ultima ecuacion tenemos la expresion para c(x, )

1 _(x=x¢)?
c(x,t)=\/mcoe 4Dt (23)

Esta soluciodn es utilizada en el analisis de contaminantes en aire.

Siguiendo con el andlisis, ahora incluyendo efectos del viento se tiene la ecuacion:

dc(x, t) b 0%c(x,t) dc(x, t)
= —u

23
ot dx? Ox 3)

Efectuamos el mismo tratamiento en la solucion y recurrimos a la transformada de Fourier.

Iniciando con un cambio de variable

€e=x—ut (24)

Observemos ahora que ¢ es una funcion de € y de t, entonces podemos calcular la derivada
parcial de ¢ y luego sustituyendo en la ecuacion (23) y aplicando la regla de la cadena en la

misma ecuacion, realizamos los siguientes movimientos.

e

==
dc 0dcdes Jdcot dc dc
3t deor Totar . “ae ot

dc(e,t) 0dcde Ocot
9x  deox fotox
dc ot
atax 0

—u (25)
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dc(e,t) ¢ O¢

dx  0Oeox
dc(e,t) Oc
ax  Oe

Calculando la segunda derivada parcial

d%c(e,t)  0%c

0x? 0¢g?
b d°c _dc  0Oc
dx2 ot 0x
Pero como:
0%y dc dc dc
9e2 ot "oe ' oe
Llegamos a la expresion,
d%c  dc
2= 26
dez ot (26)
Y obtenemos:
g2 (x—ut)?
e 4Dt = ¢ 4Dt (27)
Luego entonces se obtiene la siguiente expresion para c(x,?)
(1,6) = e 28)
clx,t) = e 4Dt
vanDt
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