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Director de Tesis: Dr. Georgy Omelyanov
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x ÍNDICE DE CONTENIDO

5.1.4 Ejemplo 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.1.5 Ejemplo 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6 Conclusión 81

6.1 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Bibliograf́ıa 84
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Planteamiento del problema

Consideremos el modelo “Degasperis-Procesi generalizado” (gDP1) ([1], 1999):

∂

∂t

{
u− α2ε2

∂2u

∂x2

}

+
∂

∂x

{
c0u+c1u

2−c2

(
ε
∂u

∂x

)2
+ε2

(
γ−c3u

)∂2u

∂x2

}
=0, x∈R

1, t>0,

(1.1)

donde c1 > 0, α > 0, γ > 0, ci > 0, i = 0, 2, 3 son constantes tales que

c2 + c3 > 0, γ + α > 0. (1.2)

Para el modelo (1.1)-(1.2), el objetivo es:

1.1. Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de ondas via-
jeras suaves y, ondas viajeras continuas con la primer derivada acotada, bajo
la condición u = u(x, t) → 0 cuando x → ±∞.

1.2. Construir un esquema en diferencias finitas para soluciones suaves de la ecuación
Degasperis-Procesi generalizada. Probar la estabilidad del esquema para soli-
tones.

1.3. Realizar simulaciones numéricas y estudiar los procesos de propagación e in-
teracción de solitones.

1.2 Descripción del modelo f́ısico matemático

El estudio de las ondas de agua es uno de los temas más antiguos que se han usado
para describir el fenómeno de las ondas, particularmente por la f́ısica matemática.
Sin embargo, hasta la segunda mitad del siglo XX, su estudio se limitaba casi ex-
clusivamente a la teoŕıa lineal [2]. Ciertamente, esta restricción deja fuera de la
investigación fenómenos como los solitones y la ruptura de ondas. Para incluir tales
manifestaciones de la naturaleza en el análisis de ondas de agua, es necesario tener
en cuenta los efectos de la no linealidad y la dispersión. El objetivo de este trabajo

1Escribimos gDP por sus siglas en inglés “general Degasperis-Procesi”.
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12 Introducción

es hacer un análisis de uno de los modelos más modernos de propagación de ondas
superficiales que incluyen estos efectos. Antes de pasar al modelo, vamos a describir
el fenómeno de propagación de ondas en superficies de agua. El estudio de dicho
fenómeno en general, es muy complicado de analizar. Por ello, una manera de sim-
plificar el problema a un nivel razonable es no considerar la influencia de factores
atmosféricos (por ejemplo, la velocidad del aire) y pasar a un modelo bidimensional.
Entonces, las ecuaciones adimensionales de las ondas de agua para una superficie
unidimensional, como se muestra en [2], toman la forma:

µ∂2
xΦ+ ∂zΦ

2 = 0 sobre Ωt, (1.3)

∂zΦ = 0 en z = −1, (1.4)

∂tζ −
1

µ
{−µ∂xζ∂xΦ+ ∂zφ} = 0 en z = νζ, (1.5)

∂tΦ+
ν

2

(
∂xΦ

)2
+

ν

2µ

(
∂zΦ

)2
= 0 en z = νζ, (1.6)

donde Ωt = {(x, z),−1 < z < νζ(t, x)} es el dominio del fluido delimitado por la
superficie libre y el fondo plano {z = −1}, la función νζ(t, x) describe la desviación
de la superficie libre del estado de equilibrio ζ(t, x) = 0 y, Φ(t, ·) es el potencial
de velocidad asociado al flujo (es decir, el campo de velocidad bidimensional v está
dado por v = (∂xΦ, ∂zΦ)

T ), el śımbolo ∂ denota las derivadas parciales. Finalmente,
ν y µ son dos parámetros adimensionales definidos como:

ν = a/h, µ = h2/λ2, (1.7)

donde h es la profundidad media, a es la amplitud y λ es la longitud de la onda en
consideración.

El siguiente paso de simplificación al problema (1.3)-(1.6) se denomina, “aprox-
imación de Green-Naghdi”. Para ello, se define la componente horizontal de la
velocidad promediada verticalmente:

u(t, x) =
1

1 + νζ

∫ νζ

−1
∂xΦ(t, x, z)dz, (1.8)

bajo la condición:

µ ≪ 1,

esto también se conoce como “reescalamiento de aguas poco profundas”. Conse-
cuentemente, usando (1.8) en (1.3)-(1.6), se obtienen las ecuaciones de Green-Naghdi
(con una precisión O(µ2), ver [2]):

ζt + {(1 + νζ)u}x = 0, (1.9)

ut + ζx + νuux =
µ

3

1

1 + νζ

{
(1 + νζ)3

(
uxt + νuuxx − ν(ux)

2
)}

x
. (1.10)

Ahora, a diferencia de (1.7), si se considera la suposición:

ν → 0, µ → 0. (1.11)
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el sistema (1.9), (1.10) se reduce a la ecuación de onda:

ζt + ux = 0, ut + ζx = 0.

Aśı, bajo la hipótesis (1.11) cualquier perturbación de la superficie se divide en dos
componentes que se mueven en direcciones opuestas. En consecuencia, este modelo
lineal no describe tanto los solitones como la ruptura de ondas.

Lo siguiente consiste en el paso a ondas “unidireccionales”. Preservando, en
primer lugar los términos no lineales pero despreciando los efectos de dispersión, es
decir,

ν << 1, µ → 0. (1.12)

Entonces, se obtiene la ecuación de Burgers-Hopf:

ut + ux + ν
3

2
uux = 0. (1.13)

Las soluciones clásicas de la ecuación (1.13) se destruyen en un tiempo finito: gen-
eralmente, la función inicial suave se transforma a una onda de choque. Claro que
no es el caso en las ondas en el agua. Para obtener un modelo más realista para la
descripción de ondas sobre agua, Korteweg y de Vries usan la suposición siguiente:

µ << 1, ν = O(µ), (1.14)

para la simplificación del modelo (1.9)-(1.10) ([3], 1895). El resultado es bien cono-
cido como la ecuación de Korteweg-de Vries (KdV):

ut + ux + ν
3

2
uux + µ

1

6
uxxx = 0. (1.15)

Nótese que ζ = u+O(µ, ν). El equilibrio entre los efectos no lineales y de dispersión
en (1.15), implican la existencia de soluciones tipo solitón. Además, la ecuación de
KdV es completamente integrable y, en particular, los solitones interactúan de forma
elástica, es decir, las ondas recuperan su forma y velocidad después de interactuar
de forma no lineal con otros solitones. Esta ecuación no describe la ruptura de las
ondas.

Más recientemente, se observó que la dispersión puede implementarse de forma
alternativa ([4], 1966 y [5], 1972). Con la misma precisión (1.14) que la ecuación
de KdV, este mecanismo conduce a la llamada ecuación de Benjamin-Bona-Mahony
(BBM) [5]:

ut + ux + ν
3

2
uux − cµuxxt = 0, c > 0. (1.16)

Al igual que (1.15), esta ecuación tiene soluciones tipo solitón pero no describe la
ruptura de la onda. Además, la ecuación BBM no es completamente integrable.

De hecho, ambas ecuaciones KdV y BBM, no describen correctamente las ondas
de gran amplitud, cuyo comportamiento es más no lineal que dispersivo. Para
mejorar la situación hay que tener en cuenta los efectos de dispersión no lineal. Esto
conduce al siguiente reescalamiento de “Camassa-Holm”:

µ << 1, ν = O(
√
µ). (1.17)
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La generalización apropiada, en el sentido de que admite soluciones tipo solitón y
describe la ruptura de ondas, de las ecuaciones KdV y BBM bajo el reescalamiento
(1.17) la proporciona la siguiente familia de ecuaciones denominada modelo
Degasperis-Procesi generalizada:

∂

∂t

{
u− α2ε2

∂2u

∂x2

}

+
∂

∂x

{
c0u+c1u

2−c2

(
ε
∂u

∂x

)2
+ε2

(
γ−c3u

)∂2u

∂x2

}
=0, x∈R

1, t>0,

(1.18)

donde, u
def
= u(x, t) parametriza la forma ŕıgida que toma la elevación del agua libre

sobre la superficie, relativa al estado de equilibrio u = 0; ver ([6], G. Omel’yanov):
Aqúı εα y ε

√
µ son constantes del valor O(

√
µ). Las constantes α > 0 y γ > 0 car-

acterizan las distintas manifestaciones de la dispersión “lineal”. En la aproximación
de Green-Naghdi se requiere la condición α + γ > 0. El parámetro positivo ε mide
el nivel de dispersión. Luego, c0 > 0 es una constante relacionada con la velocidad
cŕıtica de las ondas en aguas poco profundas, c1 = O(ν) caracteriza la amplitud de
onda t́ıpica. En este trabajo, asumimos que c1 > 0.

Los términos de la ecuación (1) en [6] con c2 ≥ 0 y c3 ≥ 0 pueden tratarse como
representaciones de la dispersión “no lineal”, ε2c2 y ε2c3 son parámetros de valor
O(νµ). En la aproximación de Camassa-Holm, es necesaria la condición c2+ c3 > 0.
En lo que sigue, suponemos que se cumplen estas hipótesis.

Es importante que la ecuación ((1),[6]) contenga términos no lineales con derivadas
superiores. Esta no linealidad más fuerte de la ecuación gDP a diferencia de (1.15)
y (1.16), permite la aparición de rotura de ondas-un fenómeno fundamental en la
teoŕıa de las ondas de agua. Este hecho, puede demostrarse utilizando la ley de
balance para el modelo (1.18):

d

dt

{∫
∞

−∞

u2dx+ α2

∫
∞

−∞

(εux)
2dx

}
= ε−1(c3 − 2c2)

∫
∞

−∞

(εux)
3dx. (1.19)

Excepto para el caso especial c3 = 2c2, la ley de balance (1.19), implica, en términos
generales, inestabilidad de la solución, es decir, rompimiento de ondas. Aśı, a
diferencia de las ecuaciones con dispersión estándar, el modelo (1.18) describe los
fenómenos de rotura de las olas en la superficie del agua. En consecuencia, las solu-
ciones clásicas de la ecuación ((1),[6]) son generalmente inestables y colapsan en
poco tiempo. Desde el punto de vista f́ısico, esto significa el rompimiento de ondas.

1.3 Resultados conocidos

De hecho, sólo dos casos especiales han sido estudiados detalladamente antes de las
investigaciones de Omelyanov y Noyola-Rodŕıguez:

- la ecuación Camassa-Holm (CH) ([7], 1993) si c2 = c3/2, c1 = 3c3/2α
2, y γ = 0;

- y la ecuación Degasperis-Procesi (DP) ([1], 1999, ver también [8] y las referen-
cias ah́ı contenidas) si c2 = c3, c1 = 2c3/α

2, y c0 = γ = 0.
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Se sabe que las ecuaciones CH y DP tienen soluciones de larga duración del
tipo onda viajera, solitones y sus análogos continuos: “peakons”2: ondas continuas
con la primer derivada acotada pero no suave y, “cuspons”3. Estos últimos, son
ondas viajeras continuas con una primera derivada no acotada (véase [2, 3, 7] y más
adelante). Nótese también que los peakons tienen una representación exponencial
muy sencilla, mientras que los solitones y los cuspons no pueden representarse en
términos de funciones elementales.

Además, las ecuaciones CH y DP (aśı como la KdV) son completamente inte-
grables, mientras que todos los demás casos particulares del modelo (1) son esen-
cialmente no integrables (véase, por ejemplo, [1, 4]). Asimismo, las ondas viajeras
interactúan de manera elástica en estos modelos.

Para los dos casos especiales del modelo gDP con dispersión “no lineal”, también,
se ha probado la existencia global de la solución el el sentido débil (véase [1, 3–5] y
sus referencias).

En lo que respecta al estudio numérico para las ecuaciones CH y DP, hay un
enfoque muy común que es el modelo de Faedo-Galerkin, (ver [9–11].

Un método alternativo para dichas ecuaciones, se implementó en [12], en el cual
se usa la transformada de Fourier para las simulaciones numéricas de la ecuación
CH. Para la DP, se realizan simulaciones numéricas usando el método espectral de
Fourier (Fourier Galerkin y pseudoespectral)[13].
Respecto a el método de diferencias finitas, hasta donde sabemos se han creado
algunos métodos conservativos para la ecuación DP([14, 15]). Más detalladamente,
el esquema [14] va a ser considerado en la introducción del caṕıtulo 3.

1.4 Resultados principales obtenidos en la tesis

Para el problema (1.1)-(1.2) los resultados principales obtenidos son:

2.1. Se han encontrado condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
ondas viajeras tipo solitón: soluciones suaves tales que u(x, t) → 0 con x →
±∞. Además, se ha encontrado la relación entre la amplitud de la onda y su
velocidad.

2.2. Se obtienen resultados similares para la existencia de soluciones llamadas
peakons.

2.3. Se ha construido un esquema en diferencias finitas económico: para pasar de
un nivel al siguiente en la variable temporal, el esquema usa O(I) operaciones
aritméticas, donde I es el número de discretización del intervalo espacial. Se
ha probado la estabilidad del esquema para solitones.

2.4. El esquema se implementó en el lenguaje Fortran y se probó en varios casos.

2El término inglés peakons se refiere a las ondas con un pico en el origen, es decir, no suaves.

En este trabajo usamos la palabra peakons en lugar de su equivalente en español: “pico en”.
3El término inglés cuspons o su equivalente en español cuspónes se refieren a soluciones con pico

en el origen. Además, su primer derivada es no acotada
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2.5. Los resultados de numerosos experimentos demostraron el caracter elástico de
la interacción de los solitones.
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de la Sociedad Matemática Mexicana, A través de Zoom, Octubre 2020.
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1.8 Notación básica

Ahora vamos a introducir la notación que se usa en este trabajo:

• R
n es el espacio euclidiano de dimensión n.

• x = (x1, x2, . . . , xn) es un punto en R
n.

Si n = 1, denotamos R1 = R que representa el conjunto de los números reales y en
este caso x = x.

• Ω es un dominio en R
n; en la mayoŕıa de los casos Ω es acotado.

• L (E,F ) está formado por los operadores lineales y continuos de E en F.

• Si 1 6 p < ∞

Lp (Ω) =

{
u(x) : Ω → R, tal que

(∫

Ω
|u(x)|p dx

)1/p

< ∞.

}

En este caso la norma en Lp (Ω) se define

‖u(x)‖Lp(Ω) =

(∫

Ω
|u(x)|p dx

)1/p

.

• Si p = ∞

L∞ (Ω) = {u(x) : Ω → R, tal que |u(x)| < C c.t.p. en Ω, }

donde C es una constante. Aqúı, la norma es

‖u(x)‖L∞(Ω) = sup ess
x∈Ω

|u(x)| .

• Sea 0 6 k < ∞ entonces

C k (Ω) = {u : Ω → R tal que u es una función k − veces diferenciable} .

Si k = ∞, se dice que u es una función infinitamente diferenciable o suave.
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• Sea Ω ⊂ R
n un conjunto abierto. Para cada función u ∈ C 1 (Ω) se define su

soporte como:
suppu := {x ∈ Ω tal que u(x) 6= 0}.

• Espacio de funciones de prueba

D (Ω) := {u ∈ C∞ (Ω) : suppu es compacto y está contenido enΩ} .

• Espacio de funciones de distribuciones

D′ (Ω) := {T : D (Ω) → R | T es un operador lineal y continuo} .

• Operador derivada

Dα =
∂α1+α2+···+αn

∂xα1

1 . . . ∂xαn
n

, α = (α1, α2, . . . , αn) , |α| = |α1|+ |α2|+ · · ·+ |αn| .

• Espacios de Sobolev

W l
m (Ω) = {u |Dαu ∈ Lm (Ω) , |α| 6 l} .



20 Introducción



Caṕıtulo 2

Ondas viajeras suaves y no suaves

2.1 Existencia de ondas viajeras suaves y no suaves

En este caṕıtulo, para el modelo gDP, se prueba la existencia de ondas viajeras suaves
(solitones y antisolitones1) y, su análogo continuo (peakons). Por ello, reescribimos
el problema a tratar:

∂

∂t

{
u− α2ε2

∂2u

∂x2

}

+
∂

∂x

{
c0u+c1u

2−c2

(
ε
∂u

∂x

)2
+ε2

(
γ−c3u

)∂2u

∂x2

}
=0, x ∈ R

1, t>0,

(2.1)

Bajo la suposición, siguiente:

γ + α > 0, γ ≥ 0, α ≥ 0, c0 ≥ 0, ck > 0, k = 1, 2, 3. (2.2)

Y comenzamos el análisis del modelo gDP para ondas suaves y no suaves.

2.2 Solitones

Buscamos una solución clásica de (2.1) en la forma

u = Aω(η,A), η = β
(
x− V t− x0

)
/ε, (2.3)

donde suponemos que ω(η, ·) ∈ C∞
(
R
1
)
, es tal que:

dk

dηk
ω(η,A) → 0 cuando η → ±∞ k = 0, 1, . . . , (2.4)

ω(0, A) = 1, (2.5)

la condición de normalización (2.5) implica que el parámetro libre A en (2.3) sea la
amplitud de la onda, x0 es la posición inicial de la propagación, V = V (A) es la
velocidad con la que se propaga la onda, dicha velocidad es aún desconocida y uno

1Las ondas viajeras suaves con amplitudes negativas se les llama antisolitones

21
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de nuestros objetivos es determinarla con respecto a la amplitud.
Calculando las derivadas de la función (2.3) y sustituyendo en (2.1), obtenemos

− AβV

ε

dω

dη
+ α2Aβ

3V

ε

d3ω

dη3
+ c0

Aβ

ε

dω

dη

+c1
A2β

ε

dω2

dη
+γ

Aβ3

ε

d3ω

dη3
−c2

A2β3

ε

d

dη

(
dω

dη

)2

− c3
A2β3

ε

d

dη

(
ω
d2ω

dη2

)
=0,

multiplicando por ε/(Aβ), se obtiene

− V
dω

dη
+ α2β2V

d3ω

dη3
+ c0

dω

dη

+ c1A
dω2

dη
+ γβ2d

3ω

dη3
− c2Aβ

2 d

dη

(
dω

dη

)2

− c3Aβ
2 d

dη

(
ω
d2ω

dη2

)
= 0,

e integrando y usando la propiedad (2.4), encontramos que la constante de inte-
gración es cero, aśı, pasamos a la ecuación;

(
γ + α2V − c3Aω

) d2ω
dη2

= c2A

(
dω

dη

)2

+
1

β2

{
(V − c0)ω − c1Aω

2
}
. (2.6)

Además, supondremos que

γ + α2 V 6= 0. (2.7)

Para simplificar la expresión (2.6), definimos β =
√
c1 (c2 + c3)/c3 y bajo la condición

(2.7), obtenemos la ecuación siguiente:

{
1− c3A

γ + α2V
ω
}d2ω

dη2
=

c2A

γ + α2V

(
dω

dη

)2

+
c23 ω

c1(c2 + c3)(γ + α2V )

(
V − c0 − c1Aω

)
, η ∈ R

1.

(2.8)

El problema (2.8) junto con (2.4) y con el parámetro V aún desconocido se le conoce
como el problema de dispersión inversa: V debe ser tal que, (2.8) tiene la solución
con la propiedad (2.4). Por esta razón, el paso que sigue es encontrar V que nos
permita resolver (2.8). Para llevar a cabo este último paso, tenemos dos opciones:

1. Estudiar el retrato de fase del sistema asociado a la ecuación diferencial (2.8).
Para describir esta manera, consideremos la ecuación KdV con el reescalamiento
β =

√
(V − c0) /γ. En este caso, pasamos de la ecuación(2.6) al sistema:

x
′

= y, y
′

= x
{
1− c1A (V − c0)

−1 x
}

(2.9)

donde x = ω y y = ω
′

.
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1x2

y

x   

Fig. 2.1: Retrato de fase del sistema (2.9) con el parámetro V = c0 + 2c1A/3

Para el parámetro V = c0 + 2c1A/3, la ecuación KdV obtenida de (2.6), tiene
solución tipo solitón, asociada con la órbita homocĺınica que separa todas las
otras trayectorias del sistema (2.9), dicha órbita se conoce como separatriz,
como se muestra en la Fig. 2.1. Además, los puntos de equilibrio (0, 0) y
x2 = (2/3, 0), pueden analizarse por separado para mayor información del
sistema (ver, por ejemplo, [19, 20], donde se analiza el retrato de fase para
algunos casos particulares de (2.1)).

2. Otra manera de tratar el problema (2.8) junto con (2.4), es construir la solución
para η > 0 y encontrar la condición de existencia tal que ω(2k+1)(0, A) = 0
con k = 0, 1, . . . , . Cabe mencionar, que para esta forma de tratar el problema
toma una importancia fundamental la normalización (2.5). Por último, pode-
mos continuar con la solución para η < 0 usando la propiedad de que la función
sea par (ver [21, 22]). Retomando el ejemplo de la KdV, en vez de pasar de

(2.6) al sistema (2.9), escribimos (2.6) en la forma: ω′′=ω
(
1−c1A(V −c0)

−1ω
)
,

multiplicando por ω
′

e integrando y usando (2.4), obtenemos la ecuación difer-

encial de primer orden ω′ =±ω
{
1−2c1A(V −c0)

−1ω/3
}1/2

. Ahora, es claro que

para η≥0, eligiendo el signo negativo, V=c0+2c1A/3 y usando (2.5) obtenemos
la solución ω = sech2(η/2) . Consecuentemente, la propiedad par nos permite
definir la solución para η < 0.

En este trabajo elegimos la segunda forma de tratar el problema de dispersión inversa
(2.8) junto con (2.4). Para ello, primero vamos a simplificar el problema (2.8) y
enseguida probar que se verifica la condición (2.7). Sea el reescalamiento a la función
ω(η, ·) siguiente:

W (η, ·) = pω(η, ·), p = c3A/(γ + α2V ). (2.10)
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Por consiguiente, calculamos las derivadas de W (η, ·) y haciendo la sustitución en
(2.8), se obtiene

1

p
(1−W )

d2W

dη2
=

c2
c3

1

p

(
dW

dη

)2

+
c3
c1

V − c0
(c2 + c3)A

W − c3
c2 + c3

1

p
W 2,

multiplicando por p, obtenemos el problema no integrable directamente;

(1−W )
d2W

dη2
=

c2
c3

(
dW

dη

)2

+ p
c3(V − c0)

(c2 + c3)c1A
W − c3

c2 + c3
W 2. (2.11)

Sea la transformación
W = 1− gr, (2.12)

con r un parámetro libre y g
def
= g(η,A). Usando el cambio (2.12) y calculando las

derivadas, la ecuación (2.11) se escribe en la forma:

− rg2r−1 d
2g

dη2
=

{
r

(
c2 + c3

c3

)
− 1

}
rg2(r−1)

(
dg

dη

)2

− c3
c2 + c3

g2r

+ gr
{
2

c3
c2+c3

− p
c3

c2+c3

V −c0
c1

}
+p

c3
c2+c3

(
V −c0
c1

)
− c3

c2+c3
.

(2.13)

Ahora, definimos el parámetro;

r = c3/(c2 + c3). (2.14)

Consecuentemente, usando la igualdad (2.14) para r, es claro que se elimina el
término g

′

del problema (2.13) y sustituyendo la igualdad (2.10) para p, en la ex-
presión simplificada de (2.13), se obtiene;

−g2r−1 d
2g

dη2
= −g2r +

(
2− c3

γ+α2V

V −c0
c1

)
gr+

(
c3

γ+α2V

V −c0
c1

−1

)
,

multiplicando por −g1−2r, obtenemos

d2g

dη2
= g − (2− q) g1−r + (1− q) g1−2r, η ∈ R

1, (2.15)

donde
q

def
= c3(V − c0)/

(
c1(γ + α2V )

)
, (2.16)

Nótese que la expresión para el parámetro q es sólo para compactar la expresión
simplificada de (2.13) a la forma (2.15).
De la expresión para ω en (2.10) junto con la propiedad (2.4), se tienen las siguientes
propiedades:

ω → 0 ⇔ W → 0 ⇔ (1− gr) → 0 cuando η → ±∞,

es decir, (2.4) y (2.10) implican

g → 1 cuando η → ±∞. (2.17)
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Tomando en cuenta (2.17), es posible verificar en (2.15) que la segunda derivada de
g tiende a cero en el infinito. De la propiedad (2.4), se tiene que la primer derivada
de g también debe tender a cero en el infinito. Por tanto, pasamos del problema de
dispersión inversa al problema siguiente:

d2g

dη2
= g − (2− q) g1−r + (1− q) g1−2r, η ∈ R

1, (2.18)

g|η→±∞
= 1, dg/dη|η→±∞

→ 0. (2.19)

Es importante recordar que el problema (2.18)-(2.19) contiene los parámetros p y q,
que a su vez, dependen de la velocidad la cual aún no hemos determinado.

Por otro lado, de (2.5) y (2.10) se obtiene de manera impĺıcita el valor para la
función g en η = 0;

1 = ω|η=0 =
(
W |η=0

)
/p =

(
1− gr|η=0

)
/p, (2.20)

en otras palabras, la transformación (2.12) y la condición de normalización (2.5),
implican

g|η=0 = (1− p)1/r . (2.21)

Supongamos ahora que

p ∈ (0, 1) , (2.22)

esta condición, implica que g|η=0 sea un número real para todo r y que g|η=0 ∈ (0, 1) .

Ahora, partiendo de la ecuación (2.18) y multiplicando dicha ecuación por dg/dη
se obtiene:

d

dη

(
dg

dη

)2

=
d

dη

{
g2 + 2

q − 2

2− r
g2−r +

1− q

1− r
g2(1−r)

}
,

e integrando se sigue;

(
dg

dη

)2

= g2 − 2
2− q

2− r
g2−r +

1− q

1− r
g2(1−r) − C,

donde, C es la constante de integración. De las propiedades (2.17) y (2.19), encon-
tramos la expresión de dicha constante, como sigue;

C = r
r − q

(1− r)(2− r)
. (2.23)

Considerando (2.21), (2.23), la existencia de la continuación par y el problema (2.18)-
(2.19), pasamos al problema:

dg

dη
= ±

√
F (g, q), η ∈ R

1; g|η=0 = (1− p)1/r , dg/dη|η=0 = 0, (2.24)

donde

F (g, q) = g2 − 2
2− q

2− r
g2−r +

1− q

1− r
g2−2r − r

r − q

(1− r)(2− r)
. (2.25)
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Es claro de (2.20) que podemos escribir p como sigue

p = 1− gr∗, (2.26)

para g∗ = g|η=0. Más adelante, analizamos detalladamente la existencia del valor g∗
y daremos las fórmulas para encontrar dicho valor.
Consecuentemente, para la función F (g, q) tenemos

F (g, q) |g=g∗ = 0 ⇔ dg/dη|η=0 = 0, (2.27)

donde q = q(g∗) una constante y como resultado de (2.27) se obtiene la existencia
de la continuación par.

F (g∗, q) = 0 ⇐⇒
dg
dη

∣

∣

∣

η=0

= 0

m

dkg

dηk

∣

∣

∣

η=0

= 0, k = 2i+ 1 ∀ i ∈ N
⇐⇒g(η, ·) = g(−η, ·)

m

Fig. 2.2: Diagrama para la existencia de la solución par g al problema (2.24).

Las condiciones (2.22) y (2.27) son necesarias para la existencia de la solución
par al problema (2.24), ver Fig. 2.2. Las igualdades (2.16), (2.26) y la expresión para
p en (2.10), se usan para determinar el parámetro V en términos de g∗.
Ahora, bajo las suposiciones (2.22) y (2.27), elegimos el signo positivo en (2.24) y
buscamos la solución al problema para η > 0, dicho de otro modo, buscamos la
solución al problema de Cauchy:

dg

dη
=

√
F (g, q), η ∈ (0,∞) ; g|η=0 = g∗, (2.28)

donde g∗ satisface la condición (2.27). La parte derecha de la ecuación diferencial
(2.28) es sólo una función continua, como consecuencia, la solución existe para q =
const y η ≥ 0. Claramente no hay unicidad de la solución, ya que g = g∗ y las ondas
viajeras son soluciones de (2.28).

El siguiente paso es verificar que el parámetro q debe ser positivo. Ahora, con-
siderando η ≫ 1 y escribiendo g = 1− w, de (2.28) obtenemos

(
dw

dη

)2

= F
(
(1− w), q

)
. (2.29)

Usando el teorema Taylor, se obtiene

(
dw

dη

)2

= rqw2. (2.30)
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De (2.30), se concluye que la función w = 1− g decrece exponencialmente si y solo
si q > 0.
Por tanto, para η ≥ const . > 0 la función F (g, ·) satisface la condición de Lipschitz.
Por lo que, en este caso la solución al problema (2.28) existe y es única. Nótese que
para cada constante q se verifica lo siguiente:

F (g, q)
∣∣∣
g=1

=

{
g2−2

2−q

2−r
g2−r+

1−q

1−r
g2−2r− r(r−q)

(1−r)(2−r)

}∣∣∣∣
g=1

=0, (2.31)

d

dg
F (g, q)

∣∣∣
g=1

=
{
2g

(
1− (2− q)g−r + (1− q)g−2r

)}∣∣∣∣
g=1

= 0, (2.32)

d2

dg2
F (g, q)

∣∣∣
g=1
=
{
2−2(1−r)(2−q)g−r+2(1−2r)(1−q)g−2r

}∣∣∣∣
g=1

= 2rq. (2.33)

De manera similar a (2.31), (2.32) y (2.33) tenemos también

F (g, q)
∣∣∣
gr=(1−q)
=r(1−r)−1(2−r)−1

{
(1−q)(2−r)/r[r+q(1−r)]−(r−q)

}
, (2.34)

d

dg
F (g, q)

∣∣∣∣
gr=(1−q)

= 2(1− q)(1−r)/r {(1− q)− (2− q) + 1} = 0, (2.35)

d2

dg2
F (g, q)

∣∣∣∣
gr=(1−q)

= 2(1−q)−1{1−q−(1−r)(2−q)+1−2r}=−2rq

1−q
. (2.36)

De las igualdades (2.32) y (2.35), es claro que la función F (g, ·) para g > 0 tiene
expĺıcitamente dos puntos cŕıtcos: g = 1 y gr = (1 − q). Como gr > 0 se tiene que
q < 1, consecuentemente, obtenemos

F (g, q) |gr=(1−q) > 0 y (d2F (g, q) /dg2)|gr=(1−q) < 0. (2.37)

Las propiedades (2.31)-(2.37) implican la existencia de g∗ ∈ (0, 1) tal que se satisface
(2.27). Como se muestra en la figura siguiente:
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 g 

F (g, q)

 

g∗

 

−C

1

Fig. 2.3: Comportamiento de la función F (g, q) descrita en (2.25) respecto a g; con
q = const . tal que 0 < q < r y −C = r(q − r)/(1− r)(2− r).

Obsérvese que, F(g, q)|g=0 = −(r−q)/
(
(1−r)(2−r)

)
<0 si y solo si q < r. De aqúı

y de (2.30) obtenemos la condición para q:

0 < q < r. (2.38)

El análisis siguiente es para determinar el parámetro velocidad de onda V, en
función de la amplitud y confirmar la condición (2.7). Considerando la expresión
para p en (2.10) y q en (2.16), vamos a tratar las dos posibilades de α por separado;

α > 0 y α = 0.

2.2.1 Caso α > 0

Es importante notar que, en el caso que la ecuación(2.27) para F (g∗, q), se pueda
resolver mediante operaciones algebraicas, entonces la ráız se obtiene en términos
del parámetro q y la amplitud A, es decir, g∗ = g∗ (q, A) , luego, usando (2.10), (2.16)
y (2.26) es posible escribir el parámetro q en función de V ; q = q (V,A) , por último,
de la expresión para q en (2.16) se determina la velocidad de onda en términos de
la amplitud V = V (A) , al mismo tiempo, se determinan los valores q = q(A) y
g∗ = g∗(A).
Para el caso general, es complicado encontrar expĺıcitamente la ráız de la ecuación
para F (g, ·) en (2.27), por esta razón, vamos a transformar dicha ecuación de tal
manera que podamos encontrar la solución, ya sea en la manera exacta o numérica.
Usando las igualdades (2.10) y (2.26), se obtiene la expresión para V en términos
de g∗ en la forma:

V =
1

α2

{
c3A

1− gr∗
− γ

}
. (2.39)
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La fórmula (2.39) implica que γ + α2V = c3A/(1 − gr∗) 6= 0 para todo A 6= 0, por
tanto, la condición (2.7) se satisface si α > 0. Luego, si sustituimos (2.39) en el
parámetro q dada en (2.16) se obtiene

q =
c3

c1α2

{
1− γα

c3A
(1− gr∗)

}
, γα = γ + c0α

2. (2.40)

Usando la expresión q = q(g∗) en la forma (2.40) y al sustituirla en la función F (g, q)
descrita en (2.25), de (2.27) se obtiene la función

F
(
g∗, q(g∗)

)
={(1−r)(2−r)}−1

{
(1−r)(2−r)g2∗−2(1−r)

(
2+

γα
c1α2A

− c3
c1α2

)
g2−r

+ 2(1− r)
γα

c1α2A
g2∗ + 2(2− r)

(
1 +

γα
c1α2A

− c3
c1α2

)
g
2(1−r)
∗

− γα
c1α2A

(2−r)g2−r∗ +r
γα

c1α2A
gr∗−r

(
r+

γα
c1α2A

− c3
c1α2

)}
= 0,

factorizando términos semejantes y redifiniendo parámetros para simplificar la no-
tación, encontramos la función a resolver para g∗, como sigue

F
(
g∗, q(g∗)

) def
= ρ1g

2
∗ − ρ2g

2−r
∗ + ρ3g

2−2r
∗ + ρ4g

r
∗ − C1 = 0, (2.41)

donde
ρ1 = (1− r)(2− r + 2ξ), ρ2 = 2(1− r)(2− θ) + (4− 3r)ξ,

ρ3 = (2− r)(1− θ + ξ), ρ4 = rξ, C1 = r(r − θ + ξ),
(2.42)

aqúı

θ =
c3

c1α2
y ξ =

γα
c1α2A

.

Por tanto, bajo (2.38) la función F (g, q) con q = const . tiene una ráız en el
intervalo (0, 1), la cual generalmente se obtiene de resolver la ecuación (2.41).

Sin embargo, calculando la derivada de ω obtenemos

dω

dη
= −r

p
g−(1−r) dg

dη
, (2.43)

donde vemos que ω
′

puede tener una singularidad en g∗ = 0. Al mismo tiempo, la
igualdad F (g∗, q) = 0 implica para cada g∗ 6= 0

dω

dη

∣∣∣∣
η=0

= 0. (2.44)

Ahora, usando la expresión (2.40) reescribimos la desigualdad (2.38) en la forma:

0 < c3 −
γα
A

(1− gr∗) < rc1α
2, γα = γ + c0α

2. (2.45)

De manera que si A > 0 tenemos γα/A > γα (1− gr∗) /A lo que implica

0 < c3 −
γα
A

< c3 −
γα
A

(1− gr∗) < rc1α
2.
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Si A < 0 entonces γα (1− gr∗) /A > γα/A y multiplicando por un menos se tiene
−γα/A < −γα (1− gr∗) /A, consecuentemente

0 < c3 −
γα
A

< c3 −
γα
A

(1− gr∗) < rc1α
2.

Por consiguiente, obtenemos la condición necesaria para la existencia de g∗ respecto
a la amplitud y los parámetros (2.2), como sigue

0 < c3 −
γα
A

< rc1α
2. (2.46)

Ahora, de (2.46) tenemos las relaciones siguientes:

• Si γα > 0 y c3 < rc1α
2 entonces la desigualdad (2.46) se satisface si A pertenece

al conjunto R
1 \ (A∗, 0) donde A∗ = γα/(c3 − rc1α

2).

• Si γα > 0 y c3 > rc1α
2 entonces (2.46) se verifica si A ∈ (0, A∗) con A∗ =

γα/(c3 − rc1α
2), es decir, si 0 < A < A∗ se tiene que γα/A

∗ < γα/A y en
consecuencia

0 < c3 −
γα
A

< c3 −
γα
A∗

= rc1α
2.

• Si γα > 0 y c3 = rc1α
2 es claro que (2.46) se realiza para todo A > 0

• Si γα = 0 y c3 < rc1α
2 entonces (2.46) se cumple para todo A ∈ R

1.

Por tanto, para α > 0 hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 1. Sean los parámetros (2.2) con α > 0 y bajo las condiciones

A ∈ {R1 \ (A∗, 0)} si γα > 0 y c3 < α2rc1, (2.47)

A ∈ (0, A∗) si γα > 0 y c3 > α2rc1, (2.48)

A > 0 si γα > 0 y c3 = α2rc1, (2.49)

A ∈ R
1 si γ = 0, c0 = 0 y c3 < α2rc1, (2.50)

donde γα = γ + c0α
2 y A∗ = γα/(c3 − α2rc1). Entonces la ecuación (2.1) tiene la

solución tipo solitón (2.3) que se propaga con una velocidad constante siguiente:

V =
1

α2

{
c3A

1− gr∗
− γ

}
, (2.51)

donde g∗ ∈ (0, 1) se obtiene de resolver (2.41).

Ahora, vamos a dar algunos ejemplos donde se usan nuestras fórmulas para
resolver (2.1). Nótese que cada afirmación descrita en (2.47)-(2.50) definen una
familia de ecuaciones. Sin pérdida de generalidad, elegimos la familia (2.49) y damos
los ejemplos siguientes:
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Ejemplo 1. Sean los parámetros

γ = 0, c1 =
3c3
2α2

, c3 = 2c2, (2.52)

con estos valores la ecuación (2.1) se le conoce como el famoso modelo de Camassa-

Holm ver [7, 12]. Para este ejemplo, tenemos que r = 2/3 y la función F (g, q) tiene
la forma

F (g, q) = g2 − 3

2
(2− q)g4/3 + 3(1− q)g2/3 −

(
1− 3

2
q

)
. (2.53)

Considerando que g∗ = 1 es una ráız de multiplicidad 2 en (2.53), obtenemos

F (g, q) =
(
g2/3 − 1

)2 (
g2/3 − 1 + 3q/2

)
, (2.54)

de (2.54), es claro que

g
2/3
∗ = 1− 3q/2. (2.55)

De (2.54) obtenemos g∗ = g∗(q) como se muestra en (2.55). Usando (2.26) y la
igualdad (2.10) para p, obtenemos q = q(V,A) = 2c3A/3α

2V. Ahora, usando la
expresión para q definida en (2.16) con los valores (2.52) tenemos la otra igualdad
q = q(V ) = 2(V −c0)/3V. Por tanto, usando las dos igualdades para q(V ) = q(V,A),
encontramos la velocidad de onda V en términos de la amplitud, consecuentemente,
encontramos g∗ en función de la amplitud, es decir, se tiene

V = c0 +
c3A

α2
y g∗ =

(
c0α

2/(c0α
2 + c3A)

)3/2
. (2.56)

Para los valores (2.52) la condición (2.38) se satisface si y solo si c0 > 0. Por tanto,
el problema (2.1) con los parámetros (2.52) admite solución tipo solitón si y solo si
c0 > 0, dicha solución se obtiene de resolver el problema (2.28) donde F (g, q) tiene
la forma (2.54) y g∗ dada en (2.56).
Para este ejemplo, es conocido que si c0 = 0 entonces la ecuación admite solución
únicamente continua con un salto en la primer derivada, tales soluciones se conocen
como peakons y las vamos a tratar más adelante.

En el Ejemplo 1 se muestra un caso particular de (2.1) integrable. El siguiente
ejemplo es una ecuación no integrable que pertenece a la familia (2.49) con c0 = 0
y γ > 0.

Ejemplo 2. Sean los parámetros siguientes:

c0 = 0, c1 =
5c3
4α2

, c3 = 4c2. (2.57)

Los valores (2.57) definen en (2.1) una clase de ecuaciones no integrables que pertenecen
a la familia (2.49). Para estos parámetros r = 4/5 y la función (2.25) se escribe

F (g, q) =
(
g2/5 − 1

)2
{
g6/5 + 2g4/5 +

5q − 1

3
g2/5 +

2

3
(5q − 4)

}
. (2.58)
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Para encontrar todas las ráıces de la función F (g, q) en (2.58), usamos la igualdad
(2.40) y pasamos de (2.58) a la función a resolver

F
(
g∗,q(g∗)

)
=
2

5

(
3

5
+ξ

)
g2∗−

4

5

(
3

5
+2ξ

)
g
6/5
∗ +

6

5

(
1

5
+ξ

)
g
2/5
∗ +

4

5
ξg

4/5
∗ − 4

5
ξ, (2.59)

donde ξ = γ/
(
5c2A

)
. Ahora, considerando que g∗ = 1 es ráız de (2.59) de multipli-

cidad 2, factorizamos dicha función en la forma

F
(
g∗,q(g∗)

)
=
2

5

(
g
2/5
∗ −1

){(3
5
+ξ

)(
g
8/5
∗ +g

6/5
∗ −g

2/5
∗

)
−3

(
1

5
+ξ

)
g
4/5
∗ +2ξ

}
,

=
2

5

(
g
2/5
∗ −1

)2
{(

3

5
+ξ

)(
g
6/5
∗ +2g

4/5
∗

)
+

(
3

5
−ξ

)
g
2/5
∗ +

6

5

}
.

para g∗ = ± i ∈ C se tiene que g
2/5
∗ = −1, además, es sencillo probar que g∗ = ±i

son ráıces de la función (2.59) y usando la fórmula cuadrática, obtenemos

F
(
g∗, q(g∗)

)
=

(
g
2/5
∗ − 1

)2 (
g
2/5
∗ + 1

)(
g
2/5
∗ − κ1

)(
g
2/5
∗ + κ2

)
. (2.60)

con

κ1=
1

2

{
−1+

√
8

(
3+10ξ

3+5ξ

)
−7

}
, κ2=

1

2

{
1+

√
8

(
3+10ξ

3+5ξ

)
−7

}
.

Para nuestro objetivo, elegimos la ráız real de nuestro interés

g∗ =

(
1

2

)5/2
{
−1 +

√
8

(
3c2A+ 2γ

3c2A+ γ

)
− 7

}5/2

. (2.61)

Usando la ráız (2.61) se definen los parámetros V y q en la manera siguiente:

V = α−2

{
8c2(3c2A+ γ)

3(c2A− γ) +
√
3
√
(3c2A+ γ)(c2A+ γ)

− γ

}

y

q=
4

5
− γ

10c2A(3c2A+γ)

{
3(c2A− γ)+

√
3
√
(3c2A+γ)(c2A+γ)

}
.

Por tanto, con los parámetros (2.57) y los valores de V y q determinados por la
ráız g∗ dada en (2.61), la ecuación (2.1) tiene solución tipo solitón con amplitudes
arbitrarias no negativas si y solo si γ > 0. La solución se obtiene de resolver (2.28)
con F (g, q) descrita en (2.58) y g∗ en (2.61).

En en el Ejemplo 2 se muestra un caso de la familia (2.49) más complicado
de resolver, pero que es posible encontrar de manera expĺıcita la ráız de la función
(2.25). El ejemplo siguiente pertenece a la familia (2.47) y es una caso en el que no
es posible encontrar g∗ de manera expĺıcita, en estos casos se recurre a los métodos
numéricos.
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Ejemplo 3. Ahora, estudiaremos la ecuación (2.1) con los parámetros

c3 = 5c2, c1 = 3c2, α = 2c2. (2.62)

Con estos valores r = 5/6, y la función F (g, q) que usaremos para resolver el prob-
lema (2.28) tiene la forma

F (g,q)=
(
g1/6−1

)2
{
g10/6+2g9/6+3g8/6+4g7/6+5g+

3

7
(4q+6)g5/6

+
1

7
(24q + 1) g4/6 +

4

7
(9q − 4) g3/6 +

3

7
(16q − 11) g1/3

+
10

7
(6q − 5) g1/6 +

5

7
(6q − 5)

}
.

(2.63)

Para encontrar la ráız g∗ ∈ (0, 1) de la función (2.63), usamos (2.40) con los valores
(2.62) y se obtiene la función a resolver

0=f
(
g ∗

)
=
{
ρ1x

10+2ρ1x
9 + 3ρ1x

8+4ρ1x
7+5ρ1x

6+(6ρ1−ρ2)x
5

+(7ρ1−2ρ2)x
4+(8ρ1+ρ4−3ρ2)x

3+(9ρ1+2ρ4−4ρ2)x
2

+(10ρ1+3ρ4−5ρ2)x+11ρ1+4ρ4−6ρ2+ρ3
}
x=g

1/6
∗

,

(2.64)

donde

ρ1=
1

6

(
2ξ+

7

6

)
, ρ2=

2

6
(2−θ)+

9

6
ξ, ρ3=

7

6
(1−θ+ξ) , ρ4=

5

6
ξ,

con θ = c3/c1α
2, ξ = (γ + c0α

2)/c1Aα
2. Para esta familia de ecuaciones (2.47), el

problema (2.1) tiene soluciones tipo solitón. Además, admite soluciones con ampli-
tud negativa (antisolitones.)

El Ejemplo 3 es uno de los ejemplos en los cuales no podemos encontrar g∗ en
forma expĺıcita, en este caso, se resuelve (2.64) numéricamente.

2.2.2 Caso α = 0

De la igualdad para p en (2.10) y q en (2.16), para α = 0 tenemos

p = c3A/γ, q = c3(V − c0)/γc1. (2.65)

En este caso, usaremos el parámetro libre q para determinar la velocidad en función
de la amplitud, también consideramos la suposición (2.22).
De (2.26), escribimos

g∗ = (1− p)1/r. (2.66)

Claramente, el valor g∗ es conocido. Sustituimos (2.66) en la función F (g, q) definida
en (2.25) y obtenemos

F (g∗, q) = (1− r)−1(2− r)−1
{
(1− p)2(1−r)/r

[
(1− r)(2− r)(1− p)2

−2(1− r)(2− q)(1− p) + (2− r)(1− q)
]
− r(r − q),

}
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desarrollando términos se sigue

F (g∗, q) = (1− r)−1(2− r)−1
{
(1− p)2(1−r)/r

(
2p2 − 3rp2 + 2rp

−2qp+ r2p2 − 2r2p+ r2 − rq + 2rqp
)
− r(r − q),

}

reordenando, se obtiene la función para q

F (g∗,q)=r(1−r)−1(2−r)−1(1−p)2(1−r)/r
{
p2
(2
r
+r−3

)
+2p(1−r)

+r−r(1−p)2(r−1)/r−q
(
1+2p

1−r

r
−(1−p)2(r−1)/r

)
.

} (2.67)

Para que la función (2.67) pueda verificar la condición (2.27) y en consecuencia el
diagrama de la figura Fig. 2.2, necesitamos encontrar un q = q∗ tal que F (g∗, q∗) = 0.
Por tanto, de (2.67) obtenemos la ecuación lineal para q siguiente:

(1− r)F− qG = 0, (2.68)

donde

G=(1−p)2(1−r)/r
{
1+2p

1−r
r

}
−1, F=(1−p)2(1−r)/r

{
r

1−r
+2p+p2

2−r

r

}
− r

1−r.

Ahora, veamos el comportamiento de las funciones G y F con respecto a p

G|p=0 = 0, F|p=0 = 0, G|p=1 = −1, F|p=1 = −r/(1− r),

dG

dp
= −2p(1− r)(2− r)(1− p)2/r−3/r2,

dF

dp
= −2p2(2− r)(1− p)2/r−3/r2.

(2.69)

De las propiedades (2.69) se tiene que G(p) y F(p) son funciones decrecientes y
acotadas en el intervalo (0, 1), obteniendo aśı el siguiente resultado

Lema 1. Si p ∈ (0, 1) entonces la ecuación (2.68) tiene una solución en la forma

q∗ = q(p) =
(1− r)F

G
> 0. (2.70)

Ahora, para el caso α = 0 obtenemos el resultado siguiente:

Teorema 2. Sean

α = 0, γ > 0, c0 ≥ 0, ck > 0, k = 1, 2, 3. (2.71)

Si se satisface (2.65) y (2.22). Entonces la ecuación (2.1) tiene la solución tipo
solitón (2.3) que se propaga con una velocidad constante siguiente:

V = c0 +
γ c1
c3

q∗, (2.72)

donde q∗ esta dado en la fórmula (2.70).
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Ejemplo 4. Sean los parámetros siguientes:

α = 0, γ = 4c2, c3 = 2c2. (2.73)

Para estos parámetros r = 2/3 y de (2.68) tenemos que

F = −2

(
A

2

)3

, G = −
(
A

2

)2

,

se sigue que

q = q∗ =
A

3
⇒ V = c0 +

2

3
c1A. (2.74)

Por tanto, la ecuación (2.1) tiene solución (2.3) con amplitud A ∈ (0, 2) y velocidad
constante V = c0 + 2c1A/3. La solución se obtiene de resolver el problema (2.28)
con

F
(
g, q(A)

)
=

(
g2/3 − 1

)2 (
g2/3 − 1 +A/2

)
y g∗ = (1−A/2)3/2 .

2.3 Peakons

Reescribamos la ecuación (2.1) en la forma que permite una solución débil:

∂u

∂t
+

∂

∂x

{
c0u+c1u

2−(c2−c3)

(
ε
∂u

∂x

)2
}
=ε2

∂2

∂x2

{
α2∂u

∂t
− ∂

∂x

(
γu− c3

2
u2
)}

. (2.75)

Es conocido que el problema de Cauchy para dos casos especiales de la ecuación
(2.75), es decir, para las ecuaciones de Camassa-Holm y Degasperi-Procesi, es lo-
calmente bien planteado para condiciones iniciales del espacio de Sobolev Hs(R1),
s > 3/2: a excepción de los casos especiales de ondas viajeras, existe un tiempo
máximo T > 0 tal que el problema de Cauchy para estas ecuaciones tiene una
solución única que pertenece a C

(
[0, T ), Hs(R1)

)⋂
C1

(
[0, T ), Hs−1(R1)

)
, ver por

ejemplo [23, 24].

La ley de balance del modelo (2.75),

d

dt

{∫
∞

−∞

u2dx+ α2

∫
∞

−∞

(εux)
2dx

}
= ε−1(c3 − 2c2)

∫
∞

−∞

(εux)
3dx,

implica que un resultado similar debeŕıa ser válido también para la ecuación Degasperi-
Procesi generalizada. Sin embargo, nos limitamos a considerar un tipo especial de
soluciones débiles de la ecuación (2.75), los llamados peakons, es decir, las ondas via-
jeras continuas. Para ello, escribimos una solución como una onda viajera, u = u(η);
η = x − V t, donde V es un parámetro libre que mide la velocidad de la onda, y
reescribimos la ecuación (2.75) como una ecuación diferencial ordinaria que se trata
en el sentido débil:

∫
∞

−∞

{
V u− c0u− c1u

2 + (c2 − c3)(εuη)
2
}
ϕηdη

= ε2
∫

∞

−∞

{
α2V u+ γu− c3u

2/2
}
ϕηηηdη,

(2.76)
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donde ϕ = ϕ(η) es una función de prueba de D(Rη), los sub́ındices significan las
derivadas, y uη es calculada en el sentido débil. Es claro que las ecuaciones (2.75) y
(2.76) son equivalentes y estan bien definidas para las ondas viajeras u ∈ D′(Rη) śı
y sólo śı

u ∈ D′(Rη) , u2 ∈ D′(Rη) , (du/dη)2 ∈ D′(Rη) . (2.77)

Pasamos a la construcción de la solución peakon. Para ello, consideramos una

subálgebra {1, H(η)} de D′(Rη) con generadores 1
def
= funciones suaves y la función

de Heaviside H(η); H(η) = 0 para η < 0 y H(η) = 1 para η > 0. Dado que H2 = H,
para toda U1 = u−(η) +

(
u+(η)− u−(η)

)
H(η) y U2 = v−(η) +

(
v+(η)− v−(η)

)
H(η)

de {1, H(η)}, u±, v± ∈ C∞(Rη), obtenemos

U1U2 = u−v− +
(
u+v+ − u−v−

)
H(η) ∈ {1, H(η)},

que verifica las primeras dos suposiciones en (2.77). Al mismo tiempo,

dU

dη
=

dv−
dη

+
(dv+
dη

− dv−
dη

)
H(η) +

(
v+ − v−

)
|η=0δ(η),

donde δ(η) es la función delta de Dirac. Por tanto, para verificar la tercera hipótesis
en (2.77) debemos suponer (

v+ − v−
)
|η=0 = 0. (2.78)

Esto implica que consideraremos una subálgebra de {1, H(η)} la cual, contiene fun-
ciones de la forma U = v−(η) +

(
v+(η)− v−(η)

)
H(η) bajo la condición (2.78), [25].

Por consiguiente, para proceder a la construcción de la solución deb́ıl de (2.75),
primero definimos la notación

[f ] = f+(η)− f−(η), [f ]|0 = f+(η)|η→+0 − f−(η)|η→−0, (2.79)

considerando (2.79), escribimos el anzats en la forma

u(x, t, ε) = A {ω−(η) + [ω]H(x− V t)} , η =
β

ε
(x− V t), (2.80)

donde A > 0 es la amplitud de la onda, V es la velocidad, β =
√
c1(c2 + c3)/c3 es

un parámetro positivo de reescalamiento y las funciones ω± = ω±(η) son tales que:

ω±|η=±0 = 1. (2.81)

ω+(η) ∈ C∞
(
R
1
+

)
, ω+(η) → 0 si η → +∞, (2.82)

ω−(η) ∈ C∞
(
R
1
−

)
, ω−(η) → 0 si η → −∞, (2.83)

Además, supondremos también que las funciones ω± extendidas en R± son suaves.
Es claro que (2.81) implica la condición (2.78), es decir, [ω]|0 = 0, sin embargo, para
obtener la solución tipo peakon, debemos suponer que

[
dω

dη

]∣∣∣∣
0

= const . 6= 0. (2.84)
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Usando el hecho que
(
H(z)

)2
= H(z) tenemos

u2(x, t, ε) = A2
{(

ω−(η)
)2

+ [ω2]H(x− V t)
}
. (2.85)

Desarrollando algunos términos de (2.75) se tiene

∂u

∂x
=

Aβ

ε

{
dω−(η)

dη
+

[
dω

dη

]
H(x− V t)

}
,

∂3u

∂x3
=

Aβ3

ε3

{
d3ω−(η)

dη3
+

[
d3ω

dη3

]
H(x− V t)+

+
ε

β

[
d2ω

dη2

]∣∣∣∣
0

δ(x− V t) +
ε2

β2

[
dω

dη

]∣∣∣∣
0

δ
′

(x− V t)

}
.

(2.86)

De manera similar a (2.85), para el término (ux)
2 se tiene la expresión

(
∂u

∂x

)2

=
A2β2

ε2

{(
dω−(η)

dη

)2

+

[(
dω

dη

)2
]
H(x− V t)

}
. (2.87)

Utilizando las expresiones (2.80), (2.85) y (2.87) bajo operaciones algebraicas, como
se muestra en los casos particulares (2.86), es posible, calcular todos los términos de
la ecuación (2.75), al mismo tiempo sustituirlos en la misma. Luego multiplicando
por ε(Aβ)−1 y bajo la condición (2.7) dividiendo por β2(γ + α2V ) obtenemos la
relación siguiente:

d

dη

{
− V −c0
β2(γ+α2V)

ω−(η)+
c1A

β2(γ+α2V)
(ω−(η))

2− (c2−c3)A

γ+α2V

(
dω−(η)

dη

)2

+
d2

dη2
ω−(η)−

c3A

2(γ + α2V )

d2

dη2
(
ω−(η)

)2
}

+
d

dη

{
− V − c0
β2(γ + α2V )

ω± +
c1A

β2(γ + α2V )
(ω±)

2 − (c2 − c3)A

γ + α2V

(
dω±

dη

)2

+
d2ω±

dη2
− c3A

2(γ + α2V )

d2(ω±)
2

dη2

}
H(x− V t)+

+
ε

β

{
−A(c2−c3)

γ+α2V

[(
dω

dη

)2
]∣∣∣∣∣

0

+

[
d2ω

dη2

]∣∣∣∣
0

− c3A

2(γ+α2V )

[
d2ω2

dη2

]∣∣∣∣
0

}
δ(x−V t)

+
ε2

β2

{[
dω

dη

]∣∣∣∣
0

− c3A

2 (γ + α2V )

[
dω2

dη

]∣∣∣∣
0

}
δ
′

(x− V t) = 0.

(2.88)

Siguiendo un proceso similar a los solitones en (2.8), reescalamos las funciones ω±

como sigue

W± = pω±, p = c3A/(γ + α2V ), (2.89)

donde W±

def
= W±(η), los parámetros r y q se definen exactamente igual que en

(2.14) y (2.16) respectivamente. Usando (2.82)-(2.83) y factorizando p−1 pasamos
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de la combinación (2.88) a la siguiente:

{
W− + [W]H(x− V t)

}
+

ε2

β2

{[
dW

dη

]∣∣∣∣
0

− 1

2

[
dW 2

dη

]∣∣∣∣
0

}
δ′

+
ε

β

{[
d2W

dη2

]∣∣∣∣
0

− c2 − c3
c3

[(
dW

dη

)2
]∣∣∣∣∣

0

− 1

2

[
d2

dη2
W 2

]∣∣∣∣
0

}
δ = 0,

(2.90)

donde

W± =
d

dη

{
rW 2

± − rqW± +
d2W±

dη2
− c2 − c3

c3

(
dW±

dη

)2

− 1

2

d2W 2
±

dη2

}
. (2.91)

Considerando la propiedad (2.81) y el cambio (2.89) calculamos los términos sigu-
ientes:

[
dW 2

dη

]∣∣∣∣
0

= 2p

[
dW

dη

]∣∣∣∣
0

,

[
d2

dη2
W 2

]∣∣∣∣
0

= 2

{[(
dW

dη

)2
]∣∣∣∣∣

0

+ p

[
d2W

dη2

]∣∣∣∣
0

}
.

Aśı, pasamos de la expresión (2.90) a la siguiente:

{1−H(x− V t)}W− +H(x− V t)W+ +
ε2

β2
(1− p)

[
dW

dη

]∣∣∣∣
0

δ′

+
ε

β

{
(1− p)

[
d2W

dη2

]∣∣∣∣
0

− c2
c3

[(
dW

dη

)2
]∣∣∣∣∣

0

}
δ = 0.

(2.92)

Por tanto, dado que las distribuciones 1−H, H, δ y δ
′

son linealmente independi-
entes, de (2.92) se deduce que:

W± = 0, (1− p)

[
dW

dη

]∣∣∣∣
0

= 0, (1−p)

[
d2W

dη2

]∣∣∣∣
0

− c2
c3

[(
dW

dη

)2
]∣∣∣∣∣

0

=0. (2.93)

De (2.84) obtenemos

p = 1, W+(η) = W−(−η) para η ≥ 0. (2.94)

Ahora, usando la ecuación W± = 0 y (2.91) se obtiene el problema similar a (2.11)
siguiente:

(1−W±)
d2W±

dη2
=

1− r

r

(
dW±

dη

)2

+ r
(
qW± −W 2

±

)
, η ∈ R

1
±, (2.95)

W±|0 = 1, W± → 0 cuando η → ±∞. (2.96)

Obsérvese que si α > 0, usando la igualdad p = 1 encontramos la velocidad de la
onda no clásica, como sigue

V = α−2 (c3A− γ) . (2.97)
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Es claro que se satisface la condición (2.7), es decir, de (2.97) se tiene γ + α2V =
c3A 6= 0 para α > 0. En consecuencia, el parámetro q = q

(
V (A)

)
queda determinado

por parámetros ya conocidos y a su vez el problema (2.95)-(2.96) es bien definido.
Si α = 0 se tiene que la amplitud no es arbitraria y está determinada por A = γc−1

3 ,
en este caso para encontrar la velocidad usamos la fórmula (2.16).
Para analizar el problema (2.95)-(2.96) de manera general, usamos la transformación

W± = 1− gr±, (2.98)

donde g±
def
= g±(η) y r = c3/(c2 + c3). Al sustituir (2.98) en (2.95) obtenemos

d2g±
dη2

= g± − (2− q)g1−r
± + (1− q)g1−2r

± , η ∈ R
1
±, (2.99)

con

q = c3(V − c0)/c1(γ + α2V ).

De las propiedades (2.96) y la condición p = 1, obtenemos la propiedades equiva-
lentes a (2.17) y (2.21) en la forma

g±|±0 = g∗ = (1− p)1/r = 0, g±|η→∞
= 1. (2.100)

Multiplicando (2.99) por dg±/dη e integrando se obtiene

(
dg±
dη

)2

= g2± − 2
2− q

2− r
g2−r
± +

1− q

1− r
g
2(1−r)
± − C, (2.101)

donde C es la constante de integración. De manera similar a (2.23) y bajo la segunda
condición en (2.100) encontramos C = r(r − q)/

(
(1 − r)(2 − r)

)
. Usando la primer

propiedad dada en (2.100) se obtiene que dicha constante es cero si y solo si

q = r ⇐⇒ g∗ = 0. (2.102)

Usando la expresión para q dada en (2.99), reescribimos la primer igualdad de (2.102)
en la forma:

V − c0
γ + α2V

= r
c1
c3
. (2.103)

Luego, bajo la suposición (2.102), pasamos del problema (2.101) al problema de
Cauchy siguiente:

dg±
dη

= ∓g±
(
1− g−r

±

)
, η ∈ R

1
±; g±|η=±0 = 0. (2.104)

Usando (2.104) no es dif́ıcil verificar que;

dω±

dη

∣∣∣∣
η→±0

= ±r gr±
(
1− g−r

±

)∣∣
η→±0

= ∓r
(
1− gr±

)∣∣
η→±0

= ∓r. (2.105)

En consecuiencia, de (2.105) se demuestra que [dω/dη] |0 6= 0 y además es acotada.
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Buscando la solución al problema (2.104) se sigue; Haciendo un cambio de vari-
able tenemos

1

r

∫
1

x(1− x)
dx = ∓η + C2; x = 1− g−r

± .

Integrando por fracciones parciales se obtiene

x =
C2 exp (∓rη)

1 + C2 exp (∓rη)
⇒ gr± = 1 + C2 exp (∓rη).

Usando la condición inicial, tenemos que C2 = −1. De (2.97) obtenemos la función
ω± siguiente:

ω±(η) = exp (∓rη). (2.106)

Por tanto, usando la función (2.106) obtenemos la solución de (2.75) en la forma:

u(x, t; ε) = A exp

(
−rβ

ε
|x− V t|

)
, (2.107)

donde los parámetros A y V quedan determinados por las fórmulas descritas en
(2.97) y (2.103).

Observación 1. De las igualdades (2.103) y (2.97) se observa que la condición
necesaria de existencia (2.102), no solo depende de los parámetros de la ecuación
(2.75) sino también de la amplitud A.

Análisis de la condición (2.102) respecto a la amplitud y los parámetros de (2.75).
Sea α > 0, despejando el parámetro V en (2.97) y al sustituirla en (2.103), reescribi-
mos la condición (2.102) en la forma

0 < c3 −
γα
A

= rc1α
2, γα = γ + c0α

2. (2.108)

Ahora bien, si γ > 0 o c0 > 0 entonces la igualdad (2.108) se satisface si y solo si

c3 > rc1α
2 y A =

γα
c3 − rc1α2

.

Si γ = c0 = 0 entonces la igualdad (2.108) se satisface si y solo si c3 = rc1α
2, y

A 6= 0 arbitrario.
Para el caso α = 0, γ > 0 y c0 ≥ 0 entonces la igualdad (2.102) se satisface si y solo
si A = γ c−1

3 y V = c0 + rc1A.
En consecuencia hemos probado el siguiente teorema;

Teorema 3. Sean

γα = γ + c0α
2 ≥ 0, γ ≥ 0, c0 ≥ 0, ck > 0, k = 1, 2, 3. (2.109)

1. Si α > 0 γα > 0 y si se satisface c3 > rc1α
2 entonces el problema (2.75) tiene

solución tipo peakon (2.107) con amplitud A = A∗ y velocidad V = V (A∗)
únicas, donde

A∗ =
(
c3 − rc1α

2
)−1

γα, y V = γ−1
α A∗ (c3c0 + rc1γ) .
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2. Si α > 0, γα = 0 y si se satisface c3 = rc1α
2 entonces el problema (2.75) tiene

solución tipo peakon (2.107) con amplitud arbitraria A 6= 0 y se propaga con
la velocidad V = rc1A.

3. Si α = 0, γ > 0 y c0 ≥ 0 entonces el problema (2.75) tiene solución tipo
peakon (2.107) con amplitud A fija y velocidad constante fija: A = c−1

3 γ y
V = c0 + rc1A.
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Caṕıtulo 3

Esquema numérico.

3.1 Esquema en diferencias finitas para soluciones suaves

del modelo Degasperis-Procesi generalizado.

En el caṕıtulo 2 se prueba la existencia de soluciones clásicas y no clásicas para el
modelo gDP. En el presente caṕıtulo, se crea un esquema en diferencias finitas para
aproximar soluciones clásicas (solitones suaves) de dicho modelo, que preserve algu-
nas leyes de conservación y balance. Además, se prueba la estabilidad del esquema
y la convergencia de soluciones numéricas a soluciones exactas para los solitones.
Las simulaciones numéricas verifican los resultados teóricos. Para versiones esen-
cialmente no integrables del modelo gDP, se analiza la estabilidad de propagación
de solitones y antisolitones. Nuestro esquema sirve también para probar que la
interacción de solitones colisionan en la manera casi elástica, donde se observa que
después del proceso de interacción, los solitones restablecen sus formas originales con
pequeños cambios y, además, se aparecen ondas oscilantes con amplitudes bastante
pequeñas las cuales son conocidas como radiacción.

Para comenzar nuestro análisis numérico reescribimos dicho modelo gDP junto
con las condiciones de los parámetros, en la siguiente manera;

∂

∂t

{
u− α2ε2

∂2u

∂x2

}
(3.1)

+
∂

∂x

{
c0u+c1u

2−c2ε
2
(∂u
∂x

)2
+ε2

(
γ − c3u

)∂2u

∂x2

}
= 0, x ∈ R

1, t > 0,

donde u
def
= u(x, t) y α, γ, ck, k = 0, 1, 2, 3 son parámetros no negativos, tales que;

γ ≥ 0, α ≥ 0, γ + α > 0, c0 ≥ 0, ck ≥ 0, k = 1, 2, 3. (3.2)

Para construir nuestro esquema, es de suma importancia las leyes de conservación y
balance del modelo gDP. Por esa razón, calculamos dichas leyes. Al multiplicar la
ecuación (3.1) por u e integrando, obtenemos la ley de balance:

d

dt

{∫
∞

−∞

u2dx+ α2

∫
∞

−∞

(εux)
2dx

}
= ε−1(c3 − 2c2)

∫
∞

−∞

(εux)
3dx, (3.3)

donde ux
def
= ∂u/∂x. Es claro que, con la excepción del caso particular c3 = 2c2,

el término del lado derecho en (3.3), provoca, generalmente hablando, inestabilidad

43
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y desarrollo de singularidades para las soluciones en un tiempo finito pequeño. El
fenómeno breaking waves y la ley de balance (3.3), implican la importancia y mayor
precisión del modelo gDP, para describir los tipos de olas en el agua.

En lo que respecta al estudio numérico para las ecuaciones CH y DP, hay un
enfoque muy común que es el método de Faedo-Galerkin, ver [9–11]. Un método
alternativo para dichas ecuaciones, se implementó en [12], en el cual se usa la trans-
formada de Fourier para las simulaciones numéricas de la ecuación CH. Para la DP,
se realizan simulaciones numéricas usando el método espectral de Fourier (Fourier
Galerkin y pseudoespectral) [13].
Respecto a el método de diferencias finitas, hasta donde sabemos se han creado al-
gunos métodos conservativos para la ecuación DP ([14, 15]). En particular, en [14] se
realiza un análisis numérico para el caso particular DP de (3.1), con los parámetros:

c0 = γ = 0, c1 = 2, c2 = c3 = α = ε = 1. (3.4)

El esquema [14], se basa en la representación de la ecuación DP con los coeficientes
(3.4), en la forma

∂

∂t

(
1− ∂2

∂x2

)
u = −1

2

∂

∂x

(
4− ∂2

∂x2

)
u2, (3.5)

Además en [14], su esquema preserva la ley de conservación de la enerǵıa y de la
masa siguientes: ∫

∞

−∞

u(x, t)dx = const . (3.6)

∫
∞

−∞

u3(x, t)dx = const . (3.7)

Al mismo tiempo, los resultados numéricos [14] requieren la condición de estabilidad
τ < 3h3/4‖u‖, donde h y τ son los tamaños de paso del espacio-tiempo de la malla
respectivamente, y ‖·‖ es la versión discreta equivalente a la norma en L2

(
R
1
)
.

Nótese también, que la ecuación (3.5) no admite ondas viajeras suaves tipo solitón
[26].

El objetivo principal de este caṕıtulo, es crear un esquema en diferencias fini-
tas conservativo para las simulaciones numéricas de propagación e interacción de
ondas suaves para el modelo general (3.1). Para lograrlo, necesitamos que nuestro
esquema cumpla con algunas leyes de conservación. Además, sirva para modelar
el escenario casi elástico de colisión de solitones, es importante notar que, para el
análisis de dicho escenario debemos considerar intervalos de espacio-tiempo suficien-
temente grandes (consideramos u|t=0 = u0(x/ε), tratamos a ε como un parámetro
pequeño y suponemos x ∼ O(1), t ∼ O(1).) Asimismo, nuestro esquema debe garan-
tizar estabilidad de la solución para ε << 1, lo cual, en principio es contradictorio a
la ley de balance (3.3), que describe inestabilidad y colapso de solitones en un corto
periodo de tiempo. Para eliminar este obstáculo, consideramos los solitones como
funciones pares, en consecuencia, el término del lado derecho en (3.3) desaparece,
y como resultado; se obtiene que los solitones se propagan para tiempos suficien-
temente grandes. Por tanto, la representación discreta de (3.1) debe ser tal que;
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satisface la ley de conservación (3.6) y la ley de balance (3.3). Más aún, nuestro
esquema aproxima las siguientes leyes de balance:

d

dt

∫
∞

−∞

xu dx−
∫

∞

−∞

{
c0u+ c1u

2 − (c2 − c3)(εux)
2dx

}
= 0, (3.8)

d

dt

∫
∞

−∞

x
{
u2 + α2(εux)

2
}
dx+ 3γε2

∫
∞

−∞

(ux)
3dx (3.9)

−
∫

∞

−∞

{
c0u

2 +
4

3
c1u

3 + (5c3 − 2c2)u(εux)
2 + ε2(c3 − 2c2)x(ux)

3
}
dx

= 2α2ε2
∫

∞

−∞

uxutdx.

Para obtener las igualdades (3.8) y (3.9) multiplicamos (3.1) por x y xu respecti-
vamente e integramos. Las leyes de balance (3.8) y (3.9) son de gran importancia
para la descripción del problema de interacción de solitones (ver [18]).

Ahora, a diferencia del esquema [14], en nuestro esquema, para la condición de
estabilidad es necesaria la condición: τ ≤ q1εh

2 y h ≤ q2ε
1/4, donde las constantes

qi > 0 i = 1, 2 no dependen de u, además, se prueba que las soluciones numéricas
tipo solitón convergen a las soluciones exactas de (3.1) cuando h → 0 y τ → 0 (ver
simulaciones numéricas.) Una nota importante, es que este esquema es económico,
es decir, para N puntos en la malla de la variable discreta espacial necesitamos O(N)
operaciones aritméticas para pasar de un nivel al siguiente en la variable temporal.

Las simulaciones numéricas confirman la estabilidad del esquema. Una de las
caracteŕısticas principales en nuestros experimentos numéricos es tal que; la col-
isión de solitones producen el efecto radiación “escenario tipo BBM.” Esto confirma
también, el resultado del análisis preliminar obtenido en [18].

3.2 Esquema en diferencias finitas

Las simulaciones numéricas para el problema de Cauchy de la ecuación gDP (3.1),
se realiza para un x-intervalo acotado, esto es, x ∈ [0, L]. Por esta razón, modelamos
el problema de Cauchy por un problema mixto consistente de la ecuación (3.1), y
las condiciones de frontera siguientes:

u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=L

= ux
∣∣
x=L

= 0, u
∣∣
t=0

= u0(x/ε), (3.10)

aqúı, u0(x/ε) es una función suficientemente suave, en particular, elegimos u0(x/ε)
como una combinación lineal de solitones de la forma: u = Aω

(
β(x−V t−x0)/ε,A

)
,

los cuales, son soluciones de (3.1) con los parámetros (3.2).
Para simular (3.1), (3.10) y el fenómeno de interacción con t ∈ [0, T ], es necesario
que L, T y las posiciones iniciales de frentes de ondas solitarias x0i i = 1, 2 . . . ,
impliquen que, los puntos de intersección de los frentes de ondas esten contenidos en
QT = (0, L)× (0, T ] . Adicionalmente, L, T, x0i y u0 deben satisfacer uniformemente
en t ≤ T, las propiedades:

∣∣u(x, t)|x∈[0,δ]
∣∣ ≤ cε2,

∣∣u(x, t)|x∈[L−δ,L]

∣∣ ≤ cε2, |x0i+1 − x0i | ≥ δ (3.11)
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para alguna constante δ >> ε.
Por supuesto, es imposible crear un esquema en diferencias finitas para un problema
con perturbaciones singulares, lo cual significa, que el esquema debeŕıa ser razonable
al problema uniformemente en ε → 0. Por ello, tratamos a ε como un parámetro
pequeño fijo, y definimos una relación consistente entre ε y los parámetros asociados
al esquema.

Para crear el esquema en diferencias finitas de la ecuación (3.1), que verifique
las leyes de conservación y balance antes mencionadas, debeŕıamos elegir, las aprox-
imaciones adecuadas de las derivadas a los términos lineales y no lineales. Vamos a
realizar este proceso por secciones separadas.

3.2.1 Esquema no lineal preliminar

Para el esquema necesitamos definir un dominio discreto, esto es, QT,τ,h = {(xi, tj) def
=

(ih, jτ), i = 0, . . . , I, j = 0, . . . , J} el cual no es más que la discretización del
rectángulo QT , donde, 0 = x0 < x1 < · · · < xI = L con xi = x0 + ih, h = xi+1 − xi
para todo i. De manera similar, 0 = t0 < t1 < · · · < tJ = T aqúı tj = t0 + jτ, τ =
tj+1− tj para todo j. Ahora, para toda función suave u = u(x, t) en QT,τ,h, debemos
construir la representación en diferencias finitas que aproxime a ∂u(x, t)/∂x. Para
lograr tales estimaciones, usamos distintas maneras de expandir u en serie de Taylor,
por ejemplo, si calculamos el desarrollo de Taylor de u(x+ h, t) alrededor del punto
(x, t), obtenemos

u(x+ h,t)=u(x, t) + h
∂u(x, t)

∂x
+
h2

2

∂2u(x, t)

∂x2
+· · ·+hk

k!

∂ku(x, t)

∂xk
+· · · , (3.12)

por consiguiente, de (3.12) podemos escribir la representación de ∂u/∂x, como sigue;

∂u

∂x
=

u(x+ h, t)− u(x, t)

h
+O(h). (3.13)

La fórmula (3.13), es la representación en diferencias finitas hacia adelante de la
derivada de u. Otra manera, de obtener una aproximación para ∂u/∂x, es tomar la
expansión en serie de Taylor para la función u(x− h, t), alrededor de (x, t)

u(x−h,t)=u(x, t)−h
∂u(x, t)

∂x
+
h2

2

∂2u(x, t)

∂x2
+· · ·+(−1)k

hk

k!

∂ku(x, t)

∂xk
+. . . , (3.14)

de aqúı, se tiene la expresión

∂u

∂x
=

u(x, t)− u(x− h, t)

h
+O(h), (3.15)

esta aproximación es conocida como representación en diferencias finitas hacia la
izquierda.

Por otro lado, usando una combinación de (3.12) con (3.14), obtenemos

∂u

∂x
=

u(x+ h, t)− u(x− h, t)

2h
+O(h2), (3.16)
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esta aproximación para ∂u/∂x se conoce como representación en diferencias finitas
centrada. Es claro, que podemos obtener para ∂u/∂t sus representaciones similares
a (3.13), (3.15) y (3.16) usando la expansión de Taylor para u(x, t± τ) alrededor de
(x, t). Nótese que, tales expresiones estan definidas para todo (x, t) ∈ QT,τ,h. Para
simplificar la notación definimos

yji
def
= u(xi, tj), yjix

def
= ∂xy

j
i
def
=

yji+1 − yji
h

, yjix̄
def
= ∂x̄y

j
i
def
=

yji − yji−1

h
,

yjiẋ
def
= ∂ẋy

j
i
def
=

1

2
(yjix + yjix̄), yj

it̄

def
= ∂t̄y

j
i
def
=

yji − yj−1
i

τ
, yjixx̄ = (yjix)x̄.

Y para simplicidad de las fórmulas, redefinimos la notación

y
def
= yji , y̌

def
= yj−1

i .

Por tanto, para la ecuación gDP consideramos el sistema de ecuaciones no lineales:

yt̄ − α2ε2yxx̄t̄ + c0yẋ + c1Q1(y) + ε2
(
γhyxx̄ẋ + γhyxx̄x

)
− ε2Q2(y) = 0, (3.17)

donde γh = γ(1 − h) y considerando las propiedades (2.4) de las soluciones en el
caṕıtulo 2, asumimos, para la función discreta y con i = 2, . . . , I−2, j = 1, 2, . . . , J
las propiedades siguientes:

yjl = 0, yjI−l = 0, l = 0, 1, 2, j = 1, 2, . . . , J, (3.18)

y0i = ũ0(xi/ε), i = 0, . . . , I. (3.19)

Aqúı

Q1(y) =
2

3
{yyẋ + (y2)ẋ}, (3.20)

Q2(y) = ∂ẋ

{
c2yxyx̄ +

c3
2

(
2yyxx̄ + (yx)

2 − 2yxyx̄ + (yx̄)
2
)}

, (3.21)

ũ0(xl/ε) = ũ0(xI−l/ε) = 0 para l = 0, 1, 2,

ũ0(xi/ε) =
1

h

∫ xi+h/2

xi−h/2
u0

(η
ε

)
dη, i = 3, . . . , I − 3.

Para conocer la precisión del esquema (3.17), calculamos el orden de estimación
con la que aproxima cada uno de los términos de (3.17) a la ecuación (3.1). Con-
siderando las fórmulas (3.12)-(3.16), se obtiene

(
yji

)

x
− ∂u(x, tj)

∂x

∣∣∣∣
x=xi

= O(h),
(
yji

)

x̄
− ∂u(x, tj)

∂x

∣∣∣∣
x=xi

= O(h),

(
yji

)

ẋ
− ∂u(x, tj)

∂x

∣∣∣∣
x=xi

= O(h2).

De la expresión (3.12) tenemos que

∂2u(x,t)

∂x2
=

2

h2

{
u(x+h,t)−u(x,t)−h

∂u(x,t)

∂x
−h3

3!

∂3u(x,t)

∂x3
−h4

4!

∂4u(x,t)

∂x4
· · ·

}
, (3.22)
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usando la expresión (3.14), se obtiene

∂u(x,t)

∂x
=

1

h

{
u(x,t)−u(x−h,t)+

h2

2

∂2u(x,t)

∂x2
−h3

3!

∂3u(x,t)

∂x3
+
h4

4!

∂4u(x,t)

∂x4
· · ·
}
, (3.23)

al sustituir (3.23) en (3.22), se concluye

∂2u

∂x2
=

u(x+ h, t)− 2u(x, t) + u(x− h, t)

h2
+O(h2). (3.24)

Por otra parte, y siguiendo la misma idea en (3.14), es sencillo verificar

∂

∂t

(
∂2u(x, t)

∂x2

)
=

1

τ

{
∂2u(x, t)

∂x2
− ∂2u(x, t− τ)

∂x2

}
+O(τ). (3.25)

Consecuentemente, de (3.24) y (3.25), tenemos

(
yji

)

xx̄t̄
− ∂3u(x, t)

∂x2∂t

∣∣∣∣
x=xi, t=tj

= O(h2 + τ).

Siguiendo el mismo proceso (3.22)-(3.25), se tiene

Q1(y
j
i )−

∂u2(x, tj)

∂x

∣∣∣∣
x=xi

= O(h2), h(yji )xx̄x − h
∂3u(x, tj)

∂x3

∣∣∣∣
x=xi

= O(h2),

y

γ
(
(1− h)yjixx̄ẋ + hyjixx̄x

)
− γ

∂3u(x, tj)

∂x3

∣∣∣∣
x=xi

= O(h2).

Ademas, haciendo cálculos aritméticos sencillos se tiene

h2 (yxx̄)
2 =

1

h2
(
y2i+1 − 4yiyi+1 + 4y2i + 2yi+1yi−1 − 4yiyi−1 + y2i−1

)

=(yx)
2 − 2yxyx̄ + (yx̄)

2 .

Aśı obtenemos, la igualdad siguiente:

h2 (yxx̄)
2 = (yx)

2 − 2yxyx̄ + (yx̄)
2 . (3.26)

Repitiendo el proceso (3.22)-(3.25) y usando (3.26), se obtiene

Q2(y
j
i )−

{
c2

(∂u
∂x

)2
+ c3u

∂2u

∂x2

}∣∣∣∣
x=xi

= O(h2).

Por tanto, hemos probado que el esquema en diferencias finitas (3.17) aproxima
la ecuación (3.1) con una precisión de O(τ + h2). El término hyixx̄x es similar a la
regularización parabólica de la ecuación KdV (ver [21, 22] y la ley de balance (3.30)).
Para la aproximación al término no lineal ∂xu

2 usamos la función Q1(y) descrita en
(3.20) la cual fué presentada y fundamental para los esquemas [21, 22, 27, 28], en
sus trabajos ellos presentan excelentes resultados numéricos para las ecuaciones tipo
KdV. Por último, la forma especial Q2(y) dada en (3.21) que aproxima los términos
dispersivos “no lineales” elimina la inestabilidad para funciones pares.
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Nota 1. Para cualquier función f diferenciable, las derivadas discretas satisfacen:

h
I−1∑

i=1

fx=
I−1∑

i=1

(fi+1 − fi)=fI − f1, h
I−1∑

i=1

fx̄=
I−1∑

i=1

(fi − fi−1)=fI−1 − f0,

y

2h
I−1∑

i=1

fẋ =
I−1∑

i=1

(fi+1 − fi−1) = fI + fI−1 − (f1 + f0) .

Además, se tienen las identidades siguientes:

(yg)x̄ = yx̄g + ygx̄ − hyx̄gx̄, (yg)x = yxg + ygx + hyxgx

(yg)ẋ = yẋg + ygẋ +
h2

2
(yxgx)x̄,

(3.27)

donde y y g son funciones suficientemente suaves.

Ahora en adelante, vamos a usar la notación:

∑
f =

I−1∑

i=1

fi, ‖f‖2 = h
I−1∑

i=1

|fi|2 , (3.28)

donde
∑

denota el operador suma sobre las i y ‖·‖ es la versión discreta de la

norma en L2(0, L).

Nuestro primer resultado consiste en obtener el análogo discreto a las igualdades
(3.3), (3.6), (3.8) y (3.9), como se prueba en el lema siguiente:

Lema 2. Sea el sistema de ecuaciones algebraicas no lineales (3.17)-(3.19), tal que,
tiene solución única yji , i = 2, ..., I − 2, j = 1, 2, ..., J , con ε > 0 una constante.
Entonces, se satisface uniformemente en j ≤ J las siguientes igualdades

∂t̄ h
∑

yj = 0, (3.29)

∂t̄

{
‖yj‖2 + α2‖εyjx‖2

}
+ τ

{
‖yj

t̄
‖2 + α2‖εyj

xt̄
‖2
}
+ γh2‖εyjxx̄‖2

= ε2(c3 − 2c2)h
∑

yjxy
j
x̄y

j
ẋ, (3.30)

∂t̄ h
∑

x yj − h
∑

{c0yj + c1(y
j)2 − (c2 − c3)ε

2yjxy
j
x̄}

+
1

6
c1h

2‖yjx‖2 = 0 (3.31)

∂t̄h
∑

x
{
(yj)2+

1

2
ε2α2

(
(yjx)

2 + (yjx̄)
2
)}
+γε2h

∑(
(yjx)

2+2yjx̄y
j
ẋ

)

− h
∑{

c0(y
j)2+

4

3
c1(y

j)3+2(αε)2yjẋy
j
t̄

}
+ε2(2c2 − c3)h

∑
xyjxy

j
x̄y

j
ẋ

+ ε2h
∑

y
{
2(c3 − c2)y

j
xy

j
x̄ −

3

2
c3
(
(yjx)

2 + (yjx̄)
2
)}

+ τh
∑

x
{
(yj

t̄
)2 +

1

2
ε2α2

(
(yj

t̄x
)2 + (yj

t̄x̄
)2
)}

= 0. (3.32)
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Demostración. Aplicando el operador h
∑

al sistema (3.17) obtenemos

(
h
∑

y − α2ε2h
∑

yxx̄

)

t̄
+ c0h

∑
yẋ + c1h

∑
Q1(y)

+ ε2
{
γh h

∑
yxx̄ẋ + γh2

∑
yxx̄x − h

∑
Q2(y)

}
= 0.

Usando las igualdades descritas en la Nota 1, las propiedades (3.18) y (3.19), se
concluye la igualdad que sigue(

h
∑

y
)

t̄
= ∂t̄ h

∑
yj = 0,

donde se prueba (3.29). �

Para probar la igualdad (3.30) multiplicamos el esquema (3.17) por y, y aplicamos

el operador h
∑

, obteniendo aśı, la igualdad siguiente:

h
∑

yyt̄ − α2ε2h
∑

yyxx̄t̄ + c0h
∑

yyẋ + c1h
∑

yQ1(y)

+ ε2h
∑

y
(
γhyxx̄ẋ + γhyxx̄x

)
= ε2h

∑
yQ2(y).

(3.33)

Nótese que, para funciones f y g que satisfacen las propiedades (3.18), se tiene

h
∑

fgx =

I−1∑

i=1

fi (gi+1 − gi) = −
I−1∑

i=1

gi (fi − fi−1) = −h
∑

gfx̄, (3.34)

consecuentemente, si hacemos f = y y g = yxt̄ en (3.34), obtenemos

h
∑

yyxt̄x̄ = −h
∑

yxyxt̄. (3.35)

Además, usando las propiedades (3.18) y (3.27), se obtienen las relaciones siguientes:

h
∑

yyẋ =
h

2

∑{(
y2
)
ẋ
+

h2

2

(
y2x
)
x̄

}
= 0,

h
∑

yQ1(y)=
2

3
h
∑{

y2yẋ+y
(
y2
)
ẋ

}
=
2

3
h
∑{(

y3
)
ẋ
−h2

2

[(
y2
)
x
yx
]
x̄

}
=0,

h
∑

yyxx̄ẋ= −h
∑

yxyxẋ= −h

2

∑{[
(yx)

2
]

ẋ
−h2

2

[
(yxx)

2
]

x̄

}
=0,

h
∑

yyxx̄x = −h
∑

yx̄yx̄x,

h
∑

yQ2(y)=(c3−c2)h
∑

yẋyxȳx−
c3
2

{
2h

∑
yyẋyxx̄+h

∑
yẋ
(
y2x+y2x̄

)}
.

(3.36)

Considerando las igualdades (3.35) y (3.36), la ecuación (3.33), se reduce a la sigu-
iente:

h
∑{

yyt̄ + α2ε2yxyxt̄ − ε2hγyx̄yx̄x
}

=ε2(c3−c2)h
∑

yẋyxyx̄ − ε2
c3
2

{
2h

∑
yyẋyxx̄+h

∑
yẋ

(
y2x+y2x̄

)}
.

(3.37)
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Ahora, vamos a simplificar la parte derecha de la ecuación (3.37). Para ello, comen-
zamos usando la igualdad yẋ = (yx + yx̄) /2 y las propiedades (3.27), obteniendo aśı,
la igualdad:

2h
∑

yyẋyxx̄ = h
∑

y (yxyxx̄ + yx̄yxx̄)

= h
∑

y

{
1

2

(
y2x
)
x̄
+

h

2
(yxx̄)

2 +
1

2

(
y2x̄
)
x
− h

2
(yxx̄)

2

}

= −h

2

∑(
y3x + y3x̄

)
(3.38)

Por otro lado, calculamos

h
∑

yẋ
(
y2x + y2x̄

)
=

h

2

∑
(yx + yx̄)

(
y2x + y2x̄

)

=
h

2

∑{
y3x+y3x̄+yxyx̄ (yx+yx̄)

}
=
h

2

∑{
y3x+y3x̄+2yxyx̄yẋ

}
.

(3.39)

Sustituyendo (3.38) y (3.39) en (3.37), se obtiene

h
∑{

yyt̄+α2ε2yxyxt̄−ε2hγyx̄yx̄x
}
−ε2

(
c2−

c3
2

)
h
∑

yẋyxyx̄=0. (3.40)

Una vez más, usando las propiedades dadas en (3.27), podemos reescribir (3.40) en
la forma;

1

2

(
h
∑

y2
)

t̄
+

τ

2
h
∑

(yt̄)
2 +

α2ε2

2

(
h
∑

(yx)
2
)

t̄

+
α2ε2τ

2
h
∑

(yxt̄)
2+

ε2h2γ

2
h
∑

(yxx̄)
2−

(
c2−

c3
2

)
h
∑

yẋyxyx̄=0,

(3.41)

Ahora, usando la notación (3.28) y multiplicando por 2 la ecuación (3.41), obtenemos
la ley (3.30)

∂t̄

{
‖yj‖2 + α2‖εyjx‖2

}
+ τ

{
‖yj

t̄
‖2 + α2‖εyj

xt̄
‖2
}
+ γh2‖εyjxx̄‖2

= ε2(c3 − 2c2)h
∑

yjxy
j
x̄y

j
ẋ,

como se queŕıa demostrar. �

Para probar la igualdad (3.31) que satisface nuestro esquema (3.17), multipli-
camos dicho esquema por x y aplicamos el operador h

∑
, obteniendo

h
∑

xyt̄ − α2ε2h
∑

xyxx̄t̄ + c0h
∑

xyẋ + c1h
∑

xQ1(y)

+ ε2h
∑

x
(
γhyxx̄ẋ + γhyxx̄x

)
− ε2h

∑
xQ2(y) = 0,

(3.42)

Basados en las propiedades (3.27) y (3.18), desarrollamos cada uno de los términos
en (3.42), como sigue

h
∑

xyt̄ =∂t̄h
∑

xy, h
∑

xyxx̄t̄ = −
(
h
∑

yx

)

t̄
=0, h

∑
xyẋ= −h

∑
y,

h
∑

xyxx̄ẋ = −h
∑

yxx̄ = 0, h
∑

xyxx̄x = −h
∑

yxx̄ = 0,
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h
∑

xQ1(y) =
2

3
h
∑

xyyẋ+
2

3
h
∑

x
(
y2
)
ẋ

=
h

3

∑
x

{(
y2
)
ẋ
−h2

2

[
(yx)

2
]

x̄

}
+
2

3
h
∑

x
(
y2
)
ẋ

= h
∑

x
(
y2
)
ẋ
−h2

6
h
∑

x
[
(yx)

2
]

x̄
= −h

∑
y2 +

h2

6
h
∑

(yx)
2 ,

h
∑

xQ2(y)=h
∑

x
{
c2yxȳx+

c3
2

(
2yyxx̄+(yx)

2−2yxyx̄+(yx̄)
2
)}

ẋ

= −h
∑{

(c2 − c3)yxyx̄ +
c3
2

(
2yyxx̄ + (yx)

2 + (yx̄)
2
)}

=(c3−c2)h
∑

yxȳx+
c3
2

{
h
∑

yyxx̄+h
∑

(yx)
2+h

∑
yȳxx+h

∑
(ȳx)

2
}

= (c3 − c2)h
∑

yxyx̄.

Por tanto, la ecuación (3.42) toma la forma

∂t̄ h
∑

x yj − h
∑

{c0yj + c1(y
j)2 − (c2 − c3)ε

2yjxy
j
x̄}+

1

6
c1h

2‖yjx‖2 = 0,

donde se prueba la propiedad (3.31). �

Por último, vamos a probar la propiedad (3.32). Multiplicamos el sistema (3.17)
por xy y aplicando el operador h

∑
, se obtiene

h
∑

xyyt̄ − α2ε2h
∑

xyyxx̄t̄ + c0h
∑

xyyẋ + c1h
∑

xyQ1(y)

+ ε2γ
(
(1− h)h

∑
xyyxx̄ẋ + h2

∑
xyyxx̄x

)
= ε2h

∑
xyQ2(y).

(3.43)

En seguida, vamos a desarrollar cada uno de los términos de (3.43). Usando las
fórmulas (3.27) y (3.34), desarrollamos los términos siguientes:

h
∑

xyyxx̄t̄ = −h

2

∑
{(xy)xyxt̄ + (xy)x̄yx̄t̄}

= −h

2

∑
x {yxyxt̄+ȳxȳxt̄}−

h

2

∑
yyxt̄−

h

2

∑
yȳxt̄

= −h

2

∑
x {yxyxt̄ + yx̄yx̄t̄}+ h

∑
yẋyt̄,

h
∑

xyyẋ =
h

2

∑
xy {yx + yx̄} =

h

2

∑
xyyx +

h

2

∑
xyyx̄

=
h

2

∑
xyyx −

h

2

∑
(xy)xy = −h

2

∑
y2,

h
∑

xyQ1(y) =
2

3
h
∑

xy2yẋ +
2

3
h
∑

xy(y2)ẋ

= −2

3
h
∑

(xy2)ẋy +
2

3
h
∑

xy(y2)ẋ = −2

3
h
∑

y3,
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es decir, se obtienen las igualdades:

h
∑

xyyt̄ =
h

2

∑
x
{(

y2
)
t̄
+ τ (yt̄)

2
}
,

h
∑

xyyẋ = −h

2

∑
y2, h

∑
xyQ1(y) = −2

3
h
∑

y3,

h
∑

xyyxx̄t̄=−h

4

∑
x
{[

(yx)
2
]

t̄
+
[
(ȳx)

2
]

t̄

}

− τh

4

∑
x
{
(yxt̄)

2 + (ȳxt̄)
2
}
+ h

∑
yẋyt̄.

(3.44)

Ahora, vamos a calcular el término (1 − h)h
∑

xyyxx̄ẋ + h2
∑

xyyxx̄x, comen-

zamos usando las igualdades h
∑

xyyxx̄ẋ = (h/2)
∑

(xy)xx̄yx + (h/2)
∑

(xy)xx̄yx̄

y h
∑

xyyxx̄x = (h/2)
∑

(xy)xx̄yx, de donde, se concluye

(1− h)h
∑

xyyxx̄ẋ + h2
∑

xyyxx̄x

= (1− h)h
∑

xyyxx̄ẋ+h

{
h
∑

xyyxx̄ẋ −
h

2

∑
(xy)xx̄yx̄

}

= h
∑

xyyxx̄ẋ −
h

2
h
∑

(xy)xx̄yx̄.

(3.45)

Calculando

h
∑

(xy)xx̄yx̄ = h
∑

xyx̄yxx̄ + h
∑

yxyx̄ + h
∑

(yx̄)
2

= −h
∑

xyyxx̄x+h
∑

(yx)
2+h

∑
yxyx̄+h

∑
(yx̄)

2 .
(3.46)

Al sustituir (3.46) en la segunda igualdad de (3.45), se tiene la igualdad

(1− h)h
∑

xyyxx̄ẋ + h2
∑

xyyxx̄x

=h
∑

xyyxx̄ẋ+
h

2
h
∑

xyyxx̄x−
h

2

{
h
∑

(yx)
2+h

∑
yxȳx+h

∑
(yx̄)

2
}
,

de aqúı, se sigue:

h
∑

xyyxx̄ẋ −
h

2

∑
xyyxx̄x =

1

2

{
h
∑

(yx)
2 + h

∑
yxyx̄ + h

∑
(yx̄)

2
}
.

Por tanto, de (3.45) obtenemos

(1− h)h
∑

xyyxx̄ẋ + h2
∑

xyyxx̄x =
h

2

∑{
(yx)

2 + yxyx̄ + (yx̄)
2
}
. (3.47)

Por último, vamos a calcular el término h
∑

xyQ2(y), como sigue

h
∑

xyQ2(y)=−h
∑

(xyẋ+y)
{
(c2−c3)yxȳx+

c3
2

(
2yyxx̄+(yx)

2+(ȳx)
2
)}

, (3.48)

para calcular h
∑

xyQ2(y), necesitamos desarrollar cada uno de los términos de

(3.48);

2h
∑

xyyẋyxx̄ =
h

2

∑
(xy)

{[
(yx)

2
]

x̄
+
[
(yx̄)

2
]

x

}

= −h

2

∑
x
{
(yx)

3+(yx̄)
3
}
−h

2

∑
y
{
(yx)

2+(ȳx)
2
}
.

(3.49)
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h
∑

xyẋ
(
y2x + y2x̄

)
=

h

2

∑
x
{
(yx)

3 + (yx̄)
3 + 2yxyx̄yẋ

}
. (3.50)

2h
∑

y2yxx̄ = −
{
h
∑(

y2
)
x
yx + h

∑(
y2
)
x̄
yx̄

}

= −
{
h
∑

yx

[
2yyx+h (yx)

2
]
+h

∑
yx̄

[
2yyx̄−h (yx̄)

2
]}

= −2h
∑

y
{
(yx)

2 + (yx̄)
2
}
.

(3.51)

Sustituyendo las igualdades (3.49), (3.50) y (3.51) en (3.48), obtenemos

h
∑

xyQ2(y)=
(c3
2
−c2

)
h
∑

xyxyx̄yẋ

+ h
∑

y

{
(c3 − c2)yxyx̄ +

3

4
c3
(
(yx)

2 + (yx̄)
2
)}

.
(3.52)

Por tanto, al sustituir (3.44), (3.47) y (3.52) en (3.43), obtenemos (3.32):

∂t̄h
∑

x
{
(yj)2+

1

2
ε2α2

(
(yjx)

2 + (yjx̄)
2
)}
+γε2h

∑(
(yjx)

2+2yjx̄y
j
ẋ

)

− h
∑{

c0(y
j)2+

4

3
c1(y

j)3+2(αε)2yjẋy
j
t̄

}
+ε2(2c2 − c3)h

∑
xyjxy

j
x̄y

j
ẋ

+ ε2h
∑

y
{
2(c3 − c2)y

j
xy

j
x̄ −

3

2
c3
(
(yjx)

2 + (yjx̄)
2
)}

+ τh
∑

x
{
(yj

t̄
)2 +

1

2
ε2α2

(
(yj

t̄x
)2 + (yj

t̄x̄
)2
)}

= 0.

Quedando aśı, demostrado el Lema 2. �

La igualdad (3.30) indica que nuestro esquema (3.17), para la ecuación CH
(c3 = 2c2, c0 > 0) , aproxima a la ley de conservación

∫
∞

−∞

{u2(x, t) + α2ε2u2x(x, t)} dx = const, (3.53)

donde la precisión es O(τ + h2). Para la ecuación DP el esquema aproxima a la
siguiente ley de conservación

∫
∞

−∞

{u3(x, t) + c0u
2(x, t)} dx = const . (3.54)

con la misma precisión de (3.53), como se demuestra en el siguiente Lema.

Lema 3. Sea la ecuación (3.1) con los coeficientes (3.4) excepto c0, el cual supon-
dremos que es mayor que cero. Entonces, bajo las suposiciones del Lema 2, se
satisface uniformemente en j ≤ J la relación:

∂t̄ h
∑

{(yj)3 + c0(y
j)2} = O(τ + h2). (3.55)

Demostración. Considerando los parámetros (3.4), el esquema (3.17) toma la
forma

D(y) = yt̄ − yxx̄t̄ + c0yẋ + 2Q1(y)−Q2(y) = 0. (3.56)
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Además, los términos Q1(y) y Q2(y) considerando los coeficientes (3.4) y la igualdad
(3.26), se reescriben en la forma 2Q1(y) = 2∂ẋy

2, Q2(y) = ∂ẋ{yxyẋ+ yyxx̄}+O(h2).
Ahora, defnimos el término

A(y)
def
= c0y + 3y2/2− yyxx̄ − yxyx̄ − yẋt̄. (3.57)

Multiplicando la ecuación (3.56) por (3.57) y aplicando el operador h
∑

, se obtiene

h
∑

D(y)A(y)=h
∑{

yt̄−yxx̄t̄+∂ẋ{c0y+2y2−yyxx̄−yxȳx}
}
A(y)=O(h2).

De aqúı, se sigue;

h
∑

D(y)A(y) = A1(y) + A2(y), (3.58)

donde

A1(y) =c0

{
h
∑

yyt̄ − h
∑

yyxx̄t̄ − h
∑

yẋyẋt̄ +
c0
2
h
∑

(y2)ẋ

− 1

6

∑
(y3)ẋ − h

∑
yyxx̄yẋ − h

∑
yxyx̄yẋ

−h
∑

y(yyxx̄)ẋ − h
∑

y(yxyx̄)ẋ,
}

A2(y) =
3

2
h
∑

y2yt̄−h
∑

yt̄(yyxx̄+yxȳx)+
3

2
h
∑

(y4)ẋ+
h

2

∑{
(yyxx̄)

2
}
ẋ

− ∂t̄
h

2

∑
(y2)ẋ − h

∑
yẋt̄

{
2(y2)ẋ−(yyxx̄+yxȳx)ẋ

}
+
h

2

∑{
(yxȳx)

2
}

ẋ

+h
∑

yxx̄t̄

(
yyxx̄+yxyx̄−

3

2
y2
)
−h

2

∑
(y2)ẋ(yyxx̄+yxyx̄)

+ ∂t̄
h

2

∑{(
(yx)

2
)
x̄
+
(
(yx̄)

2
)
x

}

+ h
∑

yxyx̄(yyxx̄)ẋ + h
∑

(yxyx̄)ẋyyxx̄.

Usando las propiedades (3.18) y (3.27) e integrando por partes, obtenemos para
A1(y) la igualdad:

A1(y) = c0

{
h
∑

yyt̄ − h
∑

yyxx̄t̄ − h
∑

yẋyẋt̄

}
.

Además, usando la igualdad (3.26), es sencillo ver que

−h
∑

yyxx̄t̄ − h
∑

yẋyẋt̄ =
1

2

{
h
∑

yxyxt̄ + h
∑

yx̄yx̄t̄

}

− h

4

{
h
∑

yxyxt̄ + h
∑

yx̄yx̄t̄ + (yxyx̄)t̄

}

= O(τ + h3).

Consecuentemente, obtenemos que

A1(y) =
1

2
∂t̄h

∑
y2 +O(τ + h3). (3.59)

De manera similar a A1(y), usando las propiedades (3.18), (3.27) y el hecho yyxx̄ +
yxyx̄ = (y2)xx̄/2 + O(h) e integrando por partes, el término A2(y), se reduce a la
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forma

A2(y) =
3

2
h
∑

y2yt̄ + 2h
∑

yxt̄
(
y2
)
x
− 2h

∑
yẋt̄

(
y2
)
ẋ

+
h

2

∑
yẋt̄

(
y2
)
xx̄ẋ

+ h
∑

yxx̄t̄
(
y2
)
xx̄

= O(h2).

(3.60)

Nótese que

2h
∑

yxt̄
(
y2
)
x
−2h

∑
yẋt̄

(
y2
)
ẋ
= −2h

∑
yt̄(y

2)xx̄+h
∑

yt̄(y
2)xx̄

+ h
∑

yt̄(y
2)xx̄ +

h

2

∑
yt̄
{
(y2)xx + (y2)x̄x̄

}

= h
∑

yt̄
{
(y2)xx + (y2)x̄x̄ − 2(y2)xx̄

}
(3.61)

y
h

2

∑
yẋt̄

(
y2
)
xx̄ẋ

+h
∑

yxx̄t̄
(
y2
)
xx̄

=
h

2

∑
yxt̄

{
(y2)xx̄x+(y2)xx̄x̄

}

+
h

2

∑
yx̄t̄

{
(y2)xx̄x+(y2)xx̄x̄

}
−h

2

∑
yxt̄(y

2)xx̄x−
h

2

∑
yx̄t̄(y

2)xx̄x̄

= −h

2

∑
yxx̄t̄

{
(y2)xx + (y2)x̄x̄

}
(3.62)

Por otro lado, haciendo cálculos aritméticos se obtiene la igualdad siguiente

h2yxxx̄x̄ = (y)xx + (y)x̄x̄ − 2yxx̄. (3.63)

Usando la propiedad (3.63) se obtiene que las expresiones (3.61) y (3.62) son de
orden O(h2). Consecuentemente, obtenemos que

A2(y) =
1

2
∂t̄h

∑
y3 +O(τ + h2). (3.64)

Por tanto, de (3.64) y (3.59) se concluye que

∂t̄ h
∑

{(yj)3 + c0(y
j)2} = O(τ + h2).

�

Ahora bien, notemos que si c3 6= 2c2, la igualdad (3.30) aśı como su equivalente
continuo (3.3), no implican ningún tipo de regularidad en la solución de (3.17) y
(3.1). Sin embargo, cuando se trata de funciones pares, para cada j = 0, 1, . . . , J
existe un k(j) tal que:

yjk(j)+i = yjk(j)−i, i = 0, 1, . . . , I, (3.65)

donde yji = 0 para i ≤ 0 e i ≥ I. Usando (3.65), obtenemos para las derivadas las
propiedades siguientes:

yjx|i=−i =
(
yji+1 − yji

)
/h|i=−i = −

(
yji − yji−1

)
/h = −yjx̄,

yjx̄|i=−i =
(
yji − yji−1

)
/h|i=−i = −

(
yji+1 − yji

)
/h = −yjx,

yjẋ|i=−i =
(
yji+1 − yji−1

)
/2h|i=−i = −

(
yji+1 − yji−1

)
/2h = −yjẋ.

(3.66)
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Aśı, considerando las propiedades (3.66) y (3.18), calculamos el término de lado

derecho de (3.30) equivalente a

∫
∞

−∞

(∂u/∂x)3dx, como sigue;

∞∑

−∞

yjxy
j
x̄y

j
ẋ = yjxy

j
x̄y

j
ẋ|i=0 +

∞∑

i=1

(
yjxy

j
x̄y

j
ẋ − yjxy

j
x̄y

j
ẋ

)
= 0. (3.67)

Las propiedades (3.18), (3.66) y (3.67) nos permiten analizar la solución de (3.17);
como se muestra en el Lema siguiente:

Lema 4. Sea T > 0 una constante, α > 0 y u0, u0x ∈ L
2(0, L). Entonces, bajo la

hipótesis del Lema 2 y la propiedad (3.65), se satisface:

‖yj‖2 + α2‖εyjx‖2 + τ
{
‖|yt̄‖|2(j) + α2‖|εyxt̄‖|2(j)

}

+ γh2‖|εyxx̄‖|2(j) = ‖y0‖2 + α2‖εy0x‖2.
(3.68)

En el Lema 4 y en adelante, usaremos la notación ‖| · ‖|(j) para representar la
versión discreta de la norma en L2

(
(0, L)× (0, tj)

)
, la cual simboliza lo siguiente:

‖|f‖|2(j) = τ

j∑

k=1

‖fk‖2. (3.69)

Como consecuencia de este Lema, se puede demostrar un resultado de convergencia.
En concreto, definimos yτ,h(x, t) como una función que generaliza la función de red

yji . Además, satisface uniformemente la estimación (3.68) en el sentido de (3.65),
esto y algunas propiedades de los espacios de Sobolev nos permiten garantizar que
yτ,h(x, t) converge en el sentido débil a u(x, t), donde u(x, t) es la solución de (3.1)
con las condiciones (3.10) ver [29], como se muestra en el Teorema siguiente:

Teorema 4. Bajo la suposición de que se satisfacen las hipótesis del Lema 4.

Entonces existe una subsucesión yτ̄ ,h̄
def
= yτ̄ ,h̄(x, t), tal que

yτ̄ ,h̄ → u *-débilmente en L∞
(
(0,T );W1

2(0, L)
))

si τ̄ , h̄ → 0, (3.70)

donde, W1
2 (0, L) denota el espacio de Sobolev.

De manera similar a (3.68), podemos obtener otras estimaciones muy impor-
tantes, las cuales se muestran el Lema siguiente:

Lema 5. Asumiendo las suposiciones del Lema 4 y sea u0 ∈ W2
2 . Entonces, uni-

formemente en j se satisface

‖εyjx‖2 + α2‖ε2yjxx̄‖2 + τ
{
‖|εyxt̄‖|2(j) + α2‖|ε2yxx̄t̄‖|2(j)

}

+ γh2‖|ε2yxx̄x‖|2(j) = ‖εy0x‖2 + α2‖ε2y0xx̄‖2, (3.71)

‖yj
t̄
‖2 + ‖εyj

xt̄
‖2 ≤ ε−3C

(
‖y0‖, ‖εy0x‖, ‖ε2y0xx̄‖

)
, (3.72)

donde C
(
‖y0‖, ‖εy0x‖, ‖ε2y0xx̄‖

)
no depende de τ, h y ε.
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Demostración. Multiplicando la ecuación (3.17) por ε2yxx̄ y aplicando el op-
erador h

∑
, obtenemos

− ε2h
∑

yxyxt̄ − α2ε4h
∑

yxx̄yxx̄t̄ − c0ε
2h

∑
yxyxẋ + ε4γhh

∑
yxx̄yxx̄ẋ

+ε4γh2
∑

yxx̄yxx̄x − ε4h
∑

Q2(y)yxx̄ + c1ε
2h

∑
Q1(y)yxx̄ = 0.

Usando las fórmulas (3.27), (3.34) y las propiedades (3.18) e integrando por partes,
se obtiene

(
h
∑

(εyx)
2
)

t̄
+τh

∑
(εyxt̄)

2+α2
(
h
∑(

ε2yxx̄
)2)

t̄
+α2τh

∑(
ε2yxx̄t̄

)2

+ γh3
∑(

ε2yxx̄x
)2

= 2c1ε
2h

∑
Q1(y)yxx̄ − 2ε4h

∑
Q2(y)yxx̄

(3.73)

Por otro lado, de manera similar a (3.67) para funciones pares se satisface lo sigu-
iente:

h
I−1∑

i=1

Ql(yi)yxx̄ = 0, l = 1, 2. (3.74)

Consecuentemente, usando la notación (3.28), de (3.73) y (3.74) se obtiene la igual-
dad:

∂t̄
(
‖εyx‖2 + α2‖ε2yxx̄‖2

)
+ τ

(
‖εyxt̄‖2 + α2‖ε2yxx̄t̄‖2

)
+ γh2‖ε2yxx̄x‖ = 0.

Por tanto, uniformemente en j se satisface:

‖εyjx‖2 + α2‖ε2yjxx̄‖2 + τ
{
‖|εyxt̄‖|2(j) + α2‖|ε2yxx̄t̄‖|2(j)

}

+ γh2‖|ε2yxx̄x‖|2(j) = ‖εy0x‖2 + α2‖ε2y0xx̄‖2

donde ‖| · ‖|(j) está descrita en (3.69), quedando aśı demostrada la igualdad (3.71).
�

Para probar (3.72), multiplicamos (3.17) por yt̄ y aplicamos el operador h
∑

,
obteniendo la igualdad:

h
∑

(yt̄)
2 + α2ε2h

∑
(yxt̄)

2 = h
∑{

ε2Q2(y)− c1Q1(y)
}
yt̄

+
ε2

2

{
γh

∑
yxx̄yx̄t̄+γhh

∑
yxx̄yxt̄+hγh

∑
yxxyxt̄

}
− c0

2

{
h
∑

yxyt̄+h
∑

yx̄yt̄

}
,

esto implica la desigualdad siguiente:

h
∑

(yt̄)
2 + α2ε2h

∑
(yxt̄)

2
6 h

∑∣∣{ε2Q2(y) + c1Q1(y)
}
yt̄
∣∣

+ ε2γh
∑

|yxx̄yxt̄|+ c0h
∑

|yxyt̄| ,

aplicando la desigualdad de Hölder, obtenemos

‖yt̄‖2+α2‖εyxt̄‖2≤c0‖yt̄‖‖yx‖+ ε2γ‖yxt̄‖‖yxx̄‖+ h
∑∣∣{c1Q1+ε2Q2

}
yt̄
∣∣. (3.75)

Ahora vamos a calcular una estimación para el término siguiente:

h
∑∣∣{c1Q1+ε2Q2

}
yt̄
∣∣ 6 c1h

∑
|Q1(y)yt̄|+ ε2h

∑
|Q2(y)yt̄| .
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Analizando cada término por separado, se obtiene

h
∑

|Q1(y)yt̄| 6 c1h
∑

|yyxyt̄| 6 cmax
i

|y|h
∑

|yxyt̄| ,

aplicando las propiedades para funciones en H l
0 (0, L) donde H l

0 denota el espacio
de Sobolev con funciones que se anulan en la frontera y, la desigualdad de Hölder,
obteniendo:

cmax
i

|y|h
∑

|yxyt̄| 6 c
√
2‖y‖1/2‖yx‖1/2 (‖yx‖‖yt̄‖)

6 c‖y‖1/2‖yx‖3/2‖yt̄‖.

Por último, usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, se sigue

c‖y‖1/2‖yx‖3/2‖yt̄‖ 6
1

2
‖yt̄‖2 +

1

2

{
cε−3/2‖y‖1/2‖εyx‖3/2

}2

6
1

4
‖yt̄‖2 + cε−3

{
‖y‖2 + ‖εyx‖2

}2
.

Por tanto, se obtiene la desigualdad siguiente:

c1h
∣∣∣
∑

Q1(y)yt̄

∣∣∣ 6
1

4
‖yt̄‖2 + cε−3

{
‖y‖2 + ‖εyx‖2

}2
. (3.76)

De manera similar a (3.76) calculamos

ε2h
∑

|Q2(y)yt̄| 6 h
∣∣∣
∑{

c2yxyx̄ +
c3
2

(
2yyxx̄ + y2x − 2yxyx̄ + y2x̄

)}
yẋt̄

∣∣∣

6 ε2c2h
∑

|yxyxyxt̄|+ ε2c3h
∑

|yyxx̄yxt̄|
6 c2ε

2‖yx‖2‖yxt̄‖+ c3ε
2max

i
|y| ‖yxx̄‖‖yxt̄‖

6 cε2‖yxt̄‖
{
‖yx‖24 + ‖y‖1/2‖yx‖1/2‖yxx̄‖

}
.

Usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, se tiene

‖yx‖4 6 c‖y‖3/8‖yxx̄‖5/8.

Consecuentemente obtenemos

ε2h
∑

|Q2(y)yt̄|6cε−3/2‖εyxt̄‖
{
‖y‖3/2‖ε2yxx̄‖5/4+‖y‖1/2‖εyx‖1/2‖ε2yxx̄‖

}

6
1

2
‖εyxt̄‖2 + cε−3

{
‖y‖3/2‖ε2yxx̄‖5/4 + ‖y‖1/2‖εyx‖1/2‖ε2yxx̄‖

}2
.

Por último, se obtiene la desigualdad:

ε2h
∣∣∣
∑

Q2(y)yt̄

∣∣∣ 6
1

4
‖εyxt̄‖2 + cε−3

{
‖y‖2 + ‖εyx‖2 + ‖ε2yxx̄‖2

}2
. (3.77)

Usando la propiedad (3.74), de (3.75), (3.76) y (3.77), se concluye la propiedad
(3.72). �
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3.2.2 Linealización

Formalmente, la ecuación (3.17) representa un sistema no lineal de I ×J ecuaciones
algebraicas, donde, se requieren I ecuaciones para describir el pasaje en la variable
temporal del nivel j a j + 1. Por tanto, para pasar de un nivel al siguiente en la
variable temporal necesitamos garantizar la solubilidad del sistema algebraico no
lineal con I ecuaciones. Además, como encontrar dicha solución con una precisión
razonable. Para resolver ambos problemas, usamos como referencia principal los
trabajos de G. Omelyanov [21, 22], es decir, fijamos una variable en el tiempo y
resolvemos un sistema linealizado en la variable espacial.

Para cualquier j ≥ 1 fijo, de la ecuación (3.17), pasamos a la ecuación siguiente:

y−α2ε2yxx̄ + τ
{
c0yẋ+c1Q1(y)+ε2

(
γhyxx̄ẋ+γhyxx̄x

)
−ε2Q2(y)

}
= y̌−α2ε2y̌xx̄. (3.78)

La ecuación (3.78) nos permite pasar del nivel j al nivel j + 1. Por tanto, el paso
que sigue es linealizar (3.78), esto se logra, aplicando el método [21], el cual consiste

en construir una sucesión de funciones ϕ(s)
def
= {ϕ0(s), . . . , ϕI(s)} , s ≥ 0, con la

propiedad ϕ(s) → y cuando s → ∞, ϕ(0) = y̌ y ϕ
def
= ϕ(s) es tal que; satisface

la ecuación (3.78). Para simplicidad de las fórmulas, denotamos ϕ̄ = ϕ(s − 1), y
definimos el argumento w = ϕ− ϕ̄ el cual tiende a cero si la sucesión converge. Aśı
mismo, podemos desarrollar los términos Q1(ϕ) = Q1(ϕ̄+w) y Q2(ϕ) = Q2(ϕ̄+w),
como sigue;

Q1(ϕ) =
2

3

{
(ϕ̄+w) (ϕ̄+w)ẋ +

[
(ϕ̄+w)2

]

ẋ

}

=
2

3

{
ϕ̄ϕ̄ẋ +

(
ϕ̄2

)
ẋ
+ ϕ̄wẋ +wϕ̄ẋ + 2 (ϕ̄w)ẋ

}
+O(w2)

= Q1(ϕ̄) + R1(ϕ̄,w) +O(w2),

(3.79)

donde

R1(ϕ̄,w) =
2

3
{ϕ̄wẋ +wϕ̄ẋ + 2 (ϕ̄w)ẋ} . (3.80)

Y
Q2(ϕ) =∂ẋ {(c2 − c3) (ϕ̄+w)x (ϕ̄+w)x̄

+
c3
2

[
2(ϕ̄+w) (ϕ̄+w)xx̄+

(
(ϕ̄+w)x

)2
+
(
(ϕ̄+w)x̄

)2]}

=∂ẋ

{
(c2 − c3)ϕ̄xϕ̄x̄ +

c3
2

[
2ϕ̄ϕ̄xx̄ + (ϕ̄x)

2 + (ϕ̄x̄)
2
]}

+ ∂ẋ {(c2 − c3) (ϕ̄xwx̄ +wxϕ̄x̄)

+c3 (ϕ̄wxx̄ +wϕ̄xx̄+ϕ̄xwx+ϕ̄x̄wx̄)}+O(w2)

=Q2(ϕ̄) + R2(ϕ̄,w) +O(w2),

(3.81)

con
R2(ϕ̄,w) =∂ẋ {(c2 − c3) (ϕ̄xwx̄ +wxϕ̄x̄)

+c3 (ϕ̄wxx̄ +wϕ̄xx̄ + ϕ̄xwx + ϕ̄x̄wx̄)} .
(3.82)

Ahora, si reemplazamos w = ϕ− ϕ̄ en las expresiones (3.80) y (3.82), obtenemos

Rl(ϕ̄,w) = Rl(ϕ̄, ϕ)− 2Ql(ϕ̄), l = 1, 2. (3.83)
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Usando las igualdades (3.79)-(3.83) y sustituyendo en (3.78), obtenemos para ϕ la
ecuación a satisfacer, siguiente:

ϕ− α2ε2ϕxx̄ + τ
{
c0ϕẋ + c1R1(ϕ̄, ϕ) + ε2

(
γhϕxx̄ẋ + γhϕxx̄x

)

− ε2R2(ϕ̄, ϕ)
}
= y̌ − α2ε2y̌xx̄ + τ

{
c1Q1(ϕ̄)− ε2Q2(ϕ̄)

}
,

ϕl = 0, ϕI−l = 0, l = 0, 1, 2, s > 1.

(3.84)

El sistema lineal algebraico (3.84) tiene solución para τ/h3 suficientemente pequeño.
Ahora vamos a estimar la ‖ϕ‖. Para ello, usamos las identidades (3.79)-(3.83) y
obtenemos

Rl(ϕ̄, ϕ)−Ql(ϕ̄) = Ql(ϕ)−Ql(w), l = 1, 2.

Aśı, reescribimos (3.84) en la forma

ϕ− α2ε2ϕxx̄ + τ
{
c0ϕẋ + c1Q1(ϕ) + ε2

(
γhϕxx̄ẋ + γhϕxx̄x

)

− ε2Q2(ϕ)
}
= y̌ − α2ε2y̌xx̄ + τ

{
c1Q1(w)− ε2Q2(w)

}
. (3.85)

Similar a (3.30), de (3.85) se obtiene

‖ϕ‖2 + α2‖εϕx‖2 + τγh2‖εϕxx̄‖2 − ε2(c3/2− c2)h
∑

ϕxϕx̄ϕẋ

= h
∑

ϕ{y̌ − α2ε2y̌xx̄}+ τh
∑

ϕ{c1Q1(w)− ε2Q2(w)}. (3.86)

De nuevo debemos asumir la existencia de una solución especial ϕ, que satisface
uniformemente la condición (3.65). Por tanto, el siguiente paso es la estimación
de la discrepancia w. Suponiendo la existencia de la solución par yk de la ecuación
(3.17) con k = 1, 2, . . . , j − 1, y haciendo la diferencia de (3.84) (para s = s0) con
(3.85) (para s = s0 − 1), usando las propiedades (3.83), obtenemos

w − α2ε2wxx̄ + τ
{
c0wẋ + c1R1(y̌,w) + ε2

(
γhwxx̄ẋ + γhwxx̄x

)

− ε2R2(y̌,w)
}
= τ(y̌t̄ − α2ε2y̌xx̄t̄) para s = 1, (3.87)

w − α2ε2wxx̄ + τ
{
c0wẋ + c1R1(ϕ̄,w) + ε2

(
γhwxx̄ẋ + γhwxx̄x

)

− ε2R2(ϕ̄,w)
}
= −τ

(
c1Q1(w̄)− ε2Q2(w̄)

)
para s > 1, (3.88)

donde w̄
def
= ϕ(s−1)−ϕ(s−2). Aplicando técnicas del análisis funcional, encontramos

las siguientes estimaciones para ϕ y w.

Lema 6. Suponiendo que las hipótesis del Lema 5 se satisfacen y sea ϕ tal que
satisface uniformemente la condición (3.65). Supongamos también que

τ ≤ q1εh
2, h ≤ q2ε

1/4 (3.89)

donde las constantes qi > 0 son suficientemente pequeñas. Entonces

‖ϕ‖2(2,ε) ≤ c+ k0‖w‖4(2,ε), (3.90)

‖w‖2(2,ε) ≤ k1τ
2{‖y̌t̄‖2 + ‖εy̌xt̄‖2} para s = 1, (3.91)

‖w‖2(2,ε) ≤ k2‖w̄‖4(2,ε), para s > 1, (3.92)

donde
‖f‖2(2,ε)

def
= ‖f‖2 + α2‖εfx‖2 + γτh2‖εfxx̄‖2, (3.93)

c, ki > 0 son contantes las cuales no dependen de h, τ , ε y s.
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Demostración. Comenzamos probando la desigualdad (3.90). Para la primer
sumatoria del lado derecho en la igualdad (3.86), tenemos

h
∑

ϕy̌ + α2ε2h
∑

ϕxy̌x 6
1

8

(
‖ϕ‖2 + α2‖ε′vpx‖2

)
+ c,

donde, c es una constante. En consecuencia, de (3.86) con la notación (3.93), y
considerando la solución especial ϕ con la propiedad (3.65), se sigue

‖ϕ‖2(2,ε)6c+
1

8

(
‖ϕ‖2+α2‖ε′ϕx‖2

)
+τh

∣∣∣
∑

ϕ{c1Q1(w)−ε2Q2(w)}
∣∣∣. (3.94)

Analizando los términoscon sumatorias del lado derecho en (3.94), tenemos

2c1τ |h
∑

Q1(w)ϕ| 6 c1τ

{
max

i
|w|h

∑
|wxϕ|+max

i
|w|h

∑
|wϕx|

}
.

De manera similar a (3.76), obtenemos la desigualdad:

c1τ |h
∑

Q1(w)ϕ| ≤ cτε−3/2
{
‖ϕ‖‖w‖1/2‖εwx‖3/2

+ ‖εϕx‖‖w‖3/2‖εwx‖1/2
}
≤ 1

8

{
‖ϕ‖2 + α2‖εϕx‖2

}

+ cτ2ε−3
{
‖w‖2 + α2‖εwx‖2

}2
.

(3.95)

Ahora, para el segundo término no constante del lado derecho en (3.94), se tiene

τε2|h
∑

Q2(w)ϕ| 6 ε2τc2h
∑

|wxwxϕx|+ τε2c3h
∑

|wwxx̄ϕx|

6 ε2τc2max
i

|wx|h
∑

|wxϕx|+ ε2τc3max
i

|w|h
∑

|wxx̄ϕx| .

Similar a (3.77), obtenemos

τε2|h
∑

Q2(w)ϕ| ≤ c

√
τ√
εh

‖εϕx‖
{
(

√
γτh

ε
)1/2‖εwx‖3/2(

√
γτh‖εwxx̄‖)1/2

+ ‖w‖1/2‖εwx‖1/2
√
γτ h‖εwxx̄‖

}
≤ 1

8

{
‖ϕ‖2 + α2‖εϕx‖2

}

+ c
τ

εh2
{h√γτ

ε
+ 1

}
‖w‖4(2,ε). (3.96)

Bajo las suposiciones (3.89) se verifica la desigualdad (3.90). �

Para el caso (3.91), multiplicamos (3.87) por w y aplicamos el operador h
∑

e
integrando por partes, tenemos

h
∑

w2 + α2ε2h
∑

w2
x + τh2γε2h

∑
w2
xx̄ + τc1h

∑
R1 (y̌,w)

− τε2h
∑

R2 (y̌,w)w = τh
∑

wy̌t̄ + τα2ε2
∑

wxy̌xt̄.

Usando la desigualdad de Hölder y las notaciones (3.93) y (3.28), pasamos a la
desigualdad siguiente:

‖w‖2(2,ε) ≤ τ
{
‖y̌t̄‖‖w‖+ α2‖εy̌xt̄‖‖εwx‖

}

+ τh
∣∣∑w{c1R1(y̌,w)− ε2R2(y̌,w)}

∣∣. (3.97)
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Enseguida, vamos a calcular las estimaciones para los términos asociados con w del
lado derecho en (3.97). De (3.80) obtenemos

τ
∣∣∣h
∑

R1(y̌,w)w
∣∣∣=2τ

∣∣∣h
∑

y̌wwẋ

∣∣∣62τh
∑

|y̌wwx|62τmax
i

|y̌|h
∑

|wwx|

6 cτε−3/2 (‖y̌‖‖εy̌x‖)1/2 ‖w‖‖εwx‖
6 cτε−3/2{‖y̌‖2+‖εy̌x‖2}1/2

(
‖w‖2+‖εwx‖2

)
.

En consecuencia, se obtiene

τ|h
∑

wR1(y̌,w)| ≤cτε−3/2{‖y̌‖2+‖εy̌x‖2}1/2
(
‖w‖2+‖εwx‖2

)
. (3.98)

Por otro lado, tenemos

τε2
∣∣∣h
∑

R2(y̌,w)w
∣∣∣= τε2

∣∣∣h
∑

{(c2 − c3) (y̌xwx̄ +wxy̌x̄) wẋ

+c3 (y̌wxx̄ +wy̌xx̄ + y̌xwx + y̌x̄wx̄) wẋ}|

6 cτε2
{
h
∑

|wwxy̌xx̄|+ h
∑∣∣w2

xy̌x
∣∣
}
.

Aśı obtenemos

τε2|h
∑

wR2(y̌,w)| ≤ cτε2
{
‖y̌x‖1/2‖y̌xx̄‖1/2‖wx‖2

+ ‖w‖1/2‖wx‖3/2‖y̌xx̄‖
}
≤ cτε−3/2{‖εy̌x‖2

+ ‖ε2y̌xx̄‖2}1/2
{
‖w‖2 + ‖εwx‖2

}
.

(3.99)

De (3.98), (3.99) y considerando qi suficientemente pequeñas se obtiene la estimación
(3.91). �

Para obtener la estimación a la discrepancia w para s > 1, debemos analizar los
términos Rl (ϕ̄,w)w y Ql(w̄)w con l = 1, 2. De manera similar a (3.95), (3.96) y
(3.98), se obtiene

c1τ |h
∑

Q1(w̄)w| ≤
1

8

{
‖w‖2 + α2‖εwx‖2

}

+ c
{
‖w̄‖2 + α2‖εw̄x‖2

}2
, (3.100)

τε2|h
∑

Q2(w̄)w| ≤
1

8

{
‖w‖2 + α2‖εwx‖2

}
+ c‖w̄‖4(2,ε), (3.101)

c1τ |h
∑

wR1(ϕ̄,w)| ≤ cτε−3/2{‖ϕ̄‖2

+ ‖εϕ̄x‖2}1/2(‖w‖2 + ‖εwx‖2). (3.102)

Para estimar el término wR2 (ϕ̄,w) usamos el mismo procedimiento realizado en
(3.96) y (3.99), obteniendo

τε2|h
∑

wR2(ϕ̄,w)| ≤ c

√
τ√
εh

{√
τh

ε
‖εϕ̄x‖1/2‖ε2ϕ̄xx̄‖3/2‖εwx‖2

+ ‖w‖1/2‖εwx‖3/2
√
γτh‖εϕ̄xx̄‖

+ ‖ϕ̄‖1/2‖εϕ̄x‖1/2‖εwx‖
√
γτh‖εwxx̄‖

}

≤ cτε−3/2‖ϕ̄‖(2,ε)‖w‖2(2,ε). (3.103)



64 Esquema numérico.

Combinando (3.100), (3.101), (3.102) y (3.103) de (3.88) obtenemos la estimación
(3.92). Probando aśı el Lema 6. �

Consecuentemente, usando las estimaciones (3.72) junto con (3.89)-(3.92), obten-
emos que los términos de la sucesión w está acotada en la forma,

c2‖w(s)‖2(2,ε) ≤
(
c′τε−3/2

)2s ≤ q2
s

0 , s ≥ 1, c′ =
√
c1c2C, (3.104)

donde la constante C está determinada en (3.72). Además, de (3.89), se tiene que

c′τε−3/2 ≤ c′q1q
2
2

def
= q0 < 1, (3.105)

dado que las constantes q1 q2 son lo suficientemente pequeñas. Nótese que, en virtud
de (3.90)-(3.92), los términos de la sucesión ϕ(s) estan acotados uniformemente en
s, como sigue

‖ϕ(s)‖2(2,ε) ≤ c‖yj‖2 + cq40. (3.106)

Por tanto, para cualquier n > 0

‖ϕ(s+ n)− ϕ(s)‖(2,ε) ≤
n∑

i=1

‖ws+i‖(2,ε)

≤ ‖ws+1‖(2,ε)
∞∑

i=1

‖ws+i‖(2,ε)
‖ws+1‖(2,ε)

≤ c‖ws+1‖(2,ε).

Esto implica la existencia de una sucesión, como se muestra en el teorema siguiente:

Teorema 5. Asumiendo que las hipótesis del Lema 6 se satisfacen. Entonces la
sucesión ϕ(s) converge en el sentido H2

τ,h,ε a la solución de la ecuación (3.78). Más
aún,

‖y − ϕ(2)‖ ≤ c(τε−3/2)4 ≤ cq40,

donde H2
τ,h,ε es el espacio con la norma (3.93) y la constante c > 0 no depende de

h, τ , y ε.



Caṕıtulo 4

Algoritmo para la simulación numérica

4.1 Algoritmo para la simulación numérica

En el Caṕıtulo 3 presentamos el esquema numérico en diferencias finitas (3.17),
para calcular ondas suaves del modelo Degasperis-Procesi generalizado. En dicho
caṕıtulo se analiza la solubilidad del esquema. Además, tal esquema se lleva a su
forma lineal con una precisión razonable, con el objetivo de que el algoritmo a usar
para calcular la solución sea económico, lo cual es posible, como se muestra en éste
caṕıtulo.

Por tanto, reescribimos el esquema lineal (3.84) a resolver:

ϕ− α2ε2ϕxx̄ + τ
{
c0ϕẋ + c1R1(ϕ̄, ϕ) + ε2

(
γhϕxx̄ẋ + γhϕxx̄x

)

− ε2R2(ϕ̄, ϕ)
}
= y̌ − α2ε2y̌xx̄ + τ

{
c1Q1(ϕ̄)− ε2Q2(ϕ̄)

}
,

ϕl = 0, ϕI−l = 0, l = 0, 1, 2, s > 1,

(4.1)

donde, ϕ
def
= ϕ(s) es la sucesión descrita en el caṕıtulo anterior, ϕ̄

def
= ϕ(s − 1),

y̌
def
= yj−1

i y

R1(ϕ̄, ϕ) =
2

3
{ϕ̄ϕẋ + ϕϕ̄ẋ + 2(ϕϕ̄)ẋ} ,

R2(ϕ̄, ϕ) = ∂ẋ {(c2 − c3)(ϕ̄xϕx̄ + ϕxϕ̄x̄)

+c3 (ϕ̄ϕxx̄ + ϕϕ̄xx̄ + ϕ̄xϕx + ϕ̄x̄ϕx̄)} ,

Q1(ϕ̄) =
2

3

{
ϕ̄ϕ̄ẋ +

(
ϕ̄2

)
ẋ

}
,

Q2(ϕ̄) = ∂ẋ

{
(c2 − c3)ϕ̄xϕ̄x̄ +

c3
2

(
2ϕ̄ϕ̄xx̄ + (ϕ̄x)

2 + (ϕ̄x̄)
2
)}

.

(4.2)

Utilizando las igualdades (4.2), discretizamos cada uno de los términos en (4.1),
como sigue:

h2ϕxx̄ = ϕi+1 − 2ϕi + ϕi−1, 2hϕẋ = ϕi+1 − ϕi−1,

2h3ϕxx̄ẋ = ϕi+2 − 2ϕi+1 + 2ϕi−1 − ϕi−2,

h3ϕxx̄x = ϕi+2 − 3ϕi+1 + 3ϕi − ϕi−1,

3hR1(ϕ̄, ϕ)=(ϕ̄i+2ϕ̄i+1)ϕi+1+(ϕ̄i+1−ϕ̄i−1)ϕi−(ϕ̄i + 2ϕ̄i−1)ϕi−1.

(4.3)

65
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Usando la expresión para R2(ϕ̄, ϕ) en (4.2), calculamos

h2R2(ϕ̄, ϕ) =∂ẋ
{(

c3 (ϕ̄i+1 − ϕ̄i + ϕ̄i−1) + c2 (ϕ̄i − ϕ̄i−1)
)
ϕi+1

+
(
c2 (ϕ̄i+1 − 2ϕ̄i + ϕ̄i−1)− c3 (ϕ̄i+1 + ϕ̄i−1)

)
ϕi

+
(
c3 (ϕ̄i+1 − ϕ̄i + ϕ̄i−1)− c2 (ϕ̄i+1 − ϕ̄i)

)
ϕi−1

}
.

Calculando la derivada central obtenemos

2h3R2(ϕ̄, ϕ) = {c3 (ϕ̄i+2 − ϕ̄i+1 + ϕ̄i) + c2 (ϕ̄i+1 − ϕ̄i)}ϕi+2

+ {c2 (ϕ̄i+2 − 2ϕ̄i+1 + ϕ̄i)− c3 (ϕ̄i+2 + ϕ̄i)}ϕi+1

+ {(c3 − c2) (ϕ̄i+2 − ϕ̄i+1 + ϕ̄i−1 − ϕ̄i−2)}ϕi

+ {c3 (ϕ̄i + ϕ̄i−2)− c2 (ϕ̄i − 2ϕ̄i−1 + ϕ̄i−2)}ϕi−1

+ {c2 (ϕ̄i − ϕ̄i−1)− c3 (ϕ̄i − ϕ̄i−1 + ϕ̄i−2)}ϕi−2.

(4.4)

Utilizando las expresiones para Q1(ϕ̄) y Q2(ϕ̄) en (4.2), desarrollamos los términos
de la parte derecha en (4.1);

h2y̌xx̄ = y̌i+1 − 2y̌i + y̌i−1,

3hQ1(ϕ̄) = (ϕ̄i+1 − ϕ̄i−1) (ϕ̄i + ϕ̄i+1 + ϕ̄i−1) ,
(4.5)

De manera similar a (4.4), para calcular Q2(ϕ̄), primero calculamos el siguiente
término;

h2Q2(ϕ̄)=∂ẋ

{
(c2−c3)(ϕ̄i+1−ϕ̄i)(ϕ̄i−ϕ̄i−1)+

c3
2

(
(ϕ̄i+1)

2+(ϕ̄i−1)
2−2(ϕ̄i)

2
)}
,

de aqúı, calculando la derivada central obtenemos

2h3Q2(ϕ̄)=(c2−c3){(ϕ̄i+2−ϕ̄i+1)(ϕ̄i+1−ϕ̄i)−(ϕ̄i−ϕ̄i−1)(ϕ̄i−1−ϕ̄i−2)}
+

c3
2

{
(ϕ̄i+2)

2 − (ϕ̄i−2)
2 + 2

(
(ϕ̄i−1)

2 − (ϕ̄i+1)
2
)}

.
(4.6)

Sustituyendo las expresiones (4.3)-(4.6) en la ecuación (4.1), obtenemos el sistema;

liϕi−2 + ρiϕi−1 + σiϕi + θiϕi+1 + uiϕi+2 = zi, i = 2, . . . , I − 2, (4.7)

ϕ0 = ϕ1 = ϕI−1 = ϕI = 0; (4.8)

donde

li = −a5 + a3 (ϕ̄i − ϕ̄i−1 + ϕ̄i−2)− a2 (ϕ̄i − ϕ̄i−1) ,

ρi=a0+2a5−(a4+a6)−a1(ϕ̄i+2ϕ̄i−1)+a2(ϕ̄i−2ϕ̄i−1+ϕ̄i−2)−a3(ϕ̄i+ϕ̄i−2),

σi=1+2a6+3a4+a1(ϕ̄i+1−ϕ̄i)+(a2−a3)(ϕ̄i+2−ϕ̄i+1+ϕ̄i−1−ϕ̄i−2) ,

θi=a0−(a6+a5+3a4)+a1(ϕ̄i+2ϕ̄i+1)+a3(ϕ̄i+2+ϕ̄i)−a2(ϕ̄i+2−2ϕ̄i+1+ϕ̄i),

ui = a4 + a5 − a3 (ϕ̄i+2 − ϕ̄i+1 + ϕ̄i)− a2 (ϕ̄i+1 − ϕ̄i) ,

λi=a1(ϕ̄i+1−ϕ̄i−1)(ϕ̄i+ϕ̄i+1+ϕ̄i−1)−a7
(
(ϕ̄i+2)

2−(ϕ̄i−2)
2+2(ϕ̄i−1)

2−2(ϕ̄i+1)
2
)

+ (a3 − a2)
(
(ϕ̄i+2 − ϕ̄i+1)(ϕ̄i+1−ϕ̄i)− (ϕ̄i − ϕ̄i−1)(ϕ̄i−1 − ϕ̄i−2)

)
,

zi = y̌ − a6 (y̌i+1 − 2y̌i + y̌i−1) + λi,
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con

a0 =
c0τ

2h
; a1 =

c1τ

3h
; a2 =

c2τε
2

2h3
; a3 =

c3τε
2

2h3
; a4 =

τε2γ

h2
;

a5 =
τε2γh
2h3

; a6 =
α2ε2

h2
; a7 =

τε2

4h3
.

El sistema iterativo a resolver (4.7) con las propiedades (4.8), lo podemos representar
en su forma matricial:

Av = z, (4.9)

donde

A=




σ2 θ2 u2 0 · · · · · · 0

ρ3 σ3 θ3 u3
. . .

...

l4 ρ4
. . .

. . .
. . .

. . .
...

0 l5
. . .

. . .
. . . uI−5 0

...
. . .

. . .
. . .

. . . θI−4 uI−4
...

. . . lI−3 ρI−3 σI−3 θI−3
0 . . . . . . 0 lI−2 ρI−2 σI−2




, v=




ϕ2

ϕ3

ϕ4

ϕ5
...

ϕI−5
ϕI−4
ϕI−3
ϕI−2




, z =




z2
z3
z4
z5
...

zI−5
zI−4
zI−3
zI−2




.

4.1.1 Descripción del algoritmo

Por tanto, obtenemos el siguiente algoritmo para realizar la simulación numérica de
la solución al problema (3.1) con las condiciones (3.10) descrito en el caṕıtulo 3:

Para cualquier j = 1, 2, . . . , [T/τ ] fijo, T = const ., se procede en la forma:

(i) Definimos ϕ(0) = yj−1.

(ii) De (4.9) calculamos v = ϕ(s), para s = 1, 2.

(ii) Definimos yj = ϕ(2), redefinimos j := j + 1 y, regresamos al paso (i). Aśı
sucesivamente.

Además, para resolver (4.9) usamos una versión modificada del método de Gauss-
Jordan, que se adapta a matrices pentadiagonales, (el cambio que se le hace al
método es sencillo, ya que como podemos ver los elementos de la matriz en (4.9),
fuera de las diagonales princiales son ceros; la modificación del método nos dá la
ventaja de no perder el tiempo haciendo ceros tales elementos de la matriz.) Obte-
niendo aśı, un algoritmo económico, es decir, en la variable temporal pasamos al
siguiente nivel con número de O(I) operaciones aritméticas. La forma del coefi-
ciente σi en la diagonal de A, asegura la existencia de la solución al sistema (4.9)
para τ/h3 ≪ 1. Los experimentos numéricos confirman los resultados teóricos (ver
simulaciones numéricas).
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Caṕıtulo 5

Simulaciones numéricas

5.1 Simulaciones numéricas

En los caṕıtulos 3 y 4 se crea el esquema en diferencias finitas para ondas suaves
del modelos gDP y se describe el algoritmo económico para calcular la solución. En
este caṕıtulo vamos a mostrar las simulaciones numéricas usando dicho método.

El primer paso para construir la solución numérica de la ecuación Degasperis-
Procesi generalizada, es definir la condición inicial y0 = ũ0(x/ε), que particular-
mente, es una onda solitaria suave. En el caṕıtulo 2 se prueba la existencia de
tales ondas para el modelo gDP. De manera que, para encontrar ũ0(x/ε), en el caso
α > 0, necesitamos resolver la ecuación (2.41) y enseguida resolver el problema
(2.28). El caso α = 0 es similar, excepto que antes de resolver (2.28) se resuelve la
ecuación (2.68). Para encontrar la solución de (2.68), (2.41) y (2.28), en término de
funciones elementales no es un procedimiento trivial, sin embargo, siempre podemos
resolver numéricamente. Las ecuaciones algebraicas (2.41) y (2.68) se pueden re-
solver con cualquier método para encontrar ceros de funciones. Por otro lado, para
resolver la ecuación diferencial (2.28) usamos el método de Runge-Kutta de orden
cuatro (RK-4). Nótese que, el método RK-4 no sirve si aplica directamente al prob-
lema (2.28) ya que no hay unicidad de la solución. Por ejemplo, g = g∗ y la onda
solitaria (solitón) son soluciones de dicho problema y en consecuencia, la solución
numérica obtenida con RK-4 para η ≪ 1, se queda en g = g∗. Este obstáculo, se
resuelve eligiendo h ≪ 1 y bajo la hipótesis g(0) = g∗, calcular;

g∗(h) = g∗ +
1

4
h2

dF

dg

∣∣
g=g∗

+
1

4

h4

4!

dF

dg

d2F

dg2
∣∣
g=g∗

, (5.1)

donde F = F (g, q) está descrita en (2.25) con q dado en (2.40) si α > 0, y q en
(2.70) si α = 0. Usando (5.1), resolvemos el problema similar a (2.28), siguiente:

dg

dη
=

√
F (g, q), η ∈ (h,∞); g|η=h = g∗(h). (5.2)

Ahora, el problema (5.2) tiene solución y es única, por tanto, podemos resolverlo
mediante el método RK-4. Finalmente, obtenemos la solución ω(η,A) en la forma:

ω(η,A)=
(
1−g(η,A)r

)
/p para η>0, ω(η,A)=ω(−η,A) paraη<0, (5.3)

donde, p queda determinado por las fórmulas (2.10) y (2.39) si α > 0 y p = c3Aγ
−1

si α = 0. Una vez encontrada la solución (5.3) ũ0(x/ε) = ω(η,A) |t=0, definimos

69
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y0 = ũ0(x/ε) como nuestra condición inicial. Luego, realizamos nuestro algoritmo
para modelar la propagación de un solitón y mas tarde, para modelar el escenario
de dos o más solitones. Para garantizar la estabilidad de la solución, calculamos el
error y las leyes de conservación, como sigue:

Er = max
i=0,...,I

|uexact(xi, tj)− yji |, (5.4)

∆k = max
j′=0,...,j

|Ej′

k − E0
k |, k = 1, 2. (5.5)

El error Er y las leyes de conservación ∆1, ∆2, se pueden calcular en función del
parámetro h, como se calcula usualmente. Sin embargo, para nuestro problema,
calcular (5.4) y (5.5) en función de h, no dá la información suficiente para elegir los
valores de h y τ adecuados. Por esta razón, definimos el parámetro:

q0 = q1 (q2)
2 ; q1 = τ/(εh2), q2 = hε−

1

4 . (5.6)

Ahora bien, dado que la precisión del esquema es O(τ + h2) definimos, τ = νh2 con
ν = const . Y usando (5.6), calculamos Er (q0) , ∆i (q0) con i = 1, 2 para los ejemplos
siguientes:

5.1.1 Ejemplo 1

Sea la ecuación (2.1) con los parámetros α = c0 = c2 = c3 = 0 y c1 = γ = 1 es
la ya bien conocida ecuación KdV. De hecho, este es el único ejemplo que vamos a
presentar con solución exacta, dada por:

uexact(xi, tj) = A cosh−2
(
β(xi − V tj)/ε

)
, V = 2A/3, β =

√
V ,

en el que, la amplitud de la onda A es un parámetro no negativo. Por tanto, para
la KdV calculamos (5.4) y (5.5), en la tabla siguiente:

h(×10−3) 20 20 20 5.3 20 5.3 12 2.5 6.5 20 2.8 8.4 2.5 3.1 2.5 3.1 2.5 2.8 2.5
ν 10 5 1 10 0.5 5 1 10 1 0.1 5 0.5 5 1 1 0.5 0.5 0.1 0.1
q0(×10−4) 1265 633 127 89 64 45 44 20 14 13 12 11 9.9 3.1 2.0 1.6 .9 .25 .2
Er(×10−4) 531 316 128 41 104 23 44 8.3 13 85 6.9 18 5.4 .85 .30 .34 3.2 3.3 91
∆1(×10−5) 9.3 0.6 0.8 0.1 0.8 .07 0.3 2.1 0.1 0.9 0.8 0.2 0.7 2.4 1.1 2.1 0.7 11 108
∆2(×10−5) 753 .06 .09 0.2 .05 0.2 .04 2.7 .09 .03 1.1 0.1 1.1 5.1 3.5 5.0 1.8 17 256

Table 5.1: Error y leyes de conservación para la ecuación KdV con t = 1 y amplitud
A = 1.2.

De los valores en la Tabla 5.1, se puede generar el gráfico Fig. 5.1, donde es
más claro el intervalo óptimo al cual debe pertenecer el parámetro h, es decir, h ∈
[2.5 · 10−3, 0.2]. Además, la Tabla 5.1 demuestra que los valores óptimos de h se dan
cuando ν = 0.5, esto es, τ = h2/2.
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 q0

Er

∆1

∆2

1 +
0.1 +
10

−2 +
10

−3 +
10

−4 +
10

−5 +
10

−6 +
10

−7 +
10

−4

+
10

−3

+
10

−2

+
0.1

+
1

+
Fig. 5.1: Comportamiento gráfico del error y las leyes de conservación para la
ecuación KdV.

Para este ejemplo, no mostraremos los gráficos de propagación e interacción de
solitones, ya que hay suficiente literatura sobre tales fenómenos (ver [21, 22, 27, 28].)

5.1.2 Ejemplo 2

Consideremos la ecuación gDP (1), con los parámetros siguientes:

c3 = 4c2, c0 = 1, c1 = 6, c2 = 1, α = 2, γ = 1. (5.7)

De acuerdo a la expresión (2.14), encontramos el valor r= 4/5. Además, la ecuación
gDP con los coeficientes (5.7) satisface; α>0, γα>0 y c3<rc1α

2, por consiguiente,
pertenece a la familia (2.47). Por tanto, el Teorema 1 garantiza la existencia de
solitones con amplitudes A ∈

{
R
1\(A∗, 0)

}
, donde, A∗ = −25/76 ≈ −0.33.

Para calcular las leyes de conservación (5.5) necesitamos resolver el problema
(5.2), es por ello que, de (2.25) redefinimos la función F (g, q) con los coeficientes
(4.8), como sigue:

F (g, q) = (z − 1)2
(
z3 + 2z2 +

1

3
(5q − 1)z +

2

3
(5q − 4)

)∣∣
z=g2/5

. (5.8)

El problema (5.2) con la función (5.8) necesita estar bien definido. Por esta razón,
el siguiente paso es calcular g∗ tal que F (g∗, q) = 0 y, consecuentemente, formular
los parámetros V = V (g∗), q = q(g∗) en función de la ráız de (5.8). Partiendo del
hecho que α > 0, para encontrar la ráız de (5.8), usamos la ecuación (2.41) con
los valores (5.7) y de manera similar a (5.8), obtenemos la ecuación a resolver para
encontrar g∗, dada por:

F (g∗) = (x− 1)2
(
ρ1x

3 + 2ρ1x
2 + (3ρ1 − ρ2)x+ 4ρ1 − 2ρ2 + ρ4

)∣∣
x=g

2/5
∗

, (5.9)
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donde

ρ1 =
1

5

(
6

5
+

5

12A

)
, ρ2 =

11

5
+

1

3A
, ρ4 =

1

6A
.

Con el propósito de encontrar la ráız no trivial de (5.9), definimos, el polinomio
cúbico a resolver:

p(x)=x3+2x2+ax+b; a=(3ρ1−ρ2)/ρ1, b=(4ρ1−2ρ2+ρ4)/ρ1. (5.10)

Haciendo el cambio de variable x = y − 2/3, el polinomio p(x) se lleva a su forma
cúbica simplificada:

p(y) = y3 + a1y + b1; a1 = a− 4/3, b1 = (16/9 + 3b− 2a) /3. (5.11)

Para resolver, p(y) = 0 hacemos el cambio de variable y = u+v, de donde se obtiene
que y3 = u3 + v3 + 3uvy, esto implica las igualdades: u3 + v3 = −b1 y uv = −a1/3,
es decir;

u3 + v3 = −b1, u3v3 = −a31/27. (5.12)

De donde, es claro que u3 y v3 son las ráıces del polinomio cuadrático (y−u3)(y−v3)=
y2+b1y−a31/27. El cual, tiene como discriminante△=b21+4a

3
1/27. Ahora, para econtrar

las ráıces de (5.11) usaremos el criterio de Cardano, para ello, necesitamos saber
como es el discriminante con respecto a la amplitud, consecuentemente, volviendo
a usar el criterio de Cardano reescribimos el discriminante en función de A, como
sigue:

△ =
11283200

(72A+ 25)3

{(
A− 10713

162266

)(
A+

28084

48719

)(
A+

1868

38503

)}
. (5.13)

De (5.13), podemos encontrar el signo de △ respecto a la amplitud, excepto, para el
valor A∗

1 = −25/72 ≈ −0.35, nótese que, si A = A∗
1 simplemente no aplica el método

de Cardano para resolver (5.9) de forma exacta. Se sigue que;

△ > 0 si A ∈
{(

0.066, ∞
)
∪
(
−∞, −0.35

)}
,

△ < 0 si A ∈
{(

− 0.35, −0.33
)
∪
(
0, 0.066

)}
.

(5.14)

Por tanto, bajo las condiciones (5.14) el criterio de Cardano nos permite resolver
de manera exacta las ráıces de (5.9). Observése que en (5.13), usamos las aproxi-
maciones 10713/162266 ≈ 0.066, 28084/48719 ≈ 0.58 y 1868/38503 ≈ 0.048, para
obtener (5.14). Ahora vamos a considerar solitones con amplitudes positivas. Sea
la amplitud A = 1.2, y resolviendo el problema (5.2) definimos la condición inicial,
obteniendo los cálculos siguientes:

h(×10−3) 6.5 20 8.4 5.3 2.8 2.5 6.5 2.8 8.4 2.5 4.5 5.3 3.4 8.4

ν 10 1 5 10 10 10 1 5 0.5 5 1 0.5 1 0.1

q0(×10−4) 140 130 120 89 25 20 14 13 12 9.9 6.25 4.50 3.70 2.30

∆1(×10−4) 1.5 0.29 1.3 4.4 67 370 3.4 140 190 270 6.4 450 350 3300

∆2(×10−3) 66.0 63.0 56.0 46.0 14.0 18.0 7.7 5.2 7.6 6.0 0.75 3.4 3.0 38.0

Table 5.2: Leyes de conservación y balance (5.5) para el modelo gDP con los
parámetros (5.7), t = 1 y amplitud A = 1.2.
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De manera similar a la Fig. 5.1, representamos los valores de la Tabla 5.2, donde,
se muestra la depedencia de los errores ∆k(q0).

 q0

∆1

∆2

1 +
0.1 +
10

−2 +
10

−3 +
10

−4 +
10

−5 +
10

−4

+
10

−3

+
10

−2

+
0.1

+
1

+

Fig. 5.2: Ley de conservación y de balance para el ejemplo 2 para el tiempo t = 1.

Por tanto, los valores óptimos para h se encuentran en el intervalo
(
10−3, 10−2

)
,

ver Fig. 5.2. Consecuentemente, elegimos h = 4.5×10−3 y calculamos la propagación
del solitón, como se puede ver en la figura siguiente:

t

x

u

 

 

 

 

-5

15

t=3.0

Fig. 5.3: Dinámica de un solitón para el ejemplo 2, con una amplitud A = 1.2,
g∗ = 0.7602588791 es la ráız exacta y t = 3.

Como se puede ver en la Fig. 5.3, se confirma la estabilidad de la propagación
del solitón.

Ahora, usando nuestro esquema y el tamaño de paso óptimo, calculamos la
interacción de dos y tres solitones, como sigue;
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t

x

u

 

 

 

 

-5

15

t=3.0

Fig. 5.4: Propagación de dos solitones. El primer solitón tiene amplitud A1 = 1.2
con g1∗ = 0.7602588791 la ráız exacta. La amplitud del segundo soliton A2 = 0.5
con g2∗ = 0.8123344047 ráız exacta, para el tiempo t = 3.
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15

t=3.0

Fig. 5.5: Propagación de tres solitones. Amplitud primer soliton A1 = 1.2 con g∗ =
0.7602588791 ráız exacta. Amplitud del segundo soliton A2 = 0.8 con ráız exacta:
g2∗ = 0.7818469715. Amplitud del tercer solitón A3 = 0.4 con g3∗ = 0.8283533054
como ráız exacta. Las simulaciones se relizan para el tiempo t = 3.

En las figuras Fig. 5.4 y Fig. 5.5 se muestra la evolución de dos y tres solitones
para el caso (5.7). Los gráficos afirman el resultado principal de la interacción de
solitones, donde, vemos un corrimiento de la fase en la trayectorias de las ondas.
Además, se observa el fenómeno presentado en la colisión de solitones para modelos
no lineales conocido como ”radiacción,” es decir, después del proceso de interacción
de las ondas, se generan del lado izquierdo ondas oscilantes con amplitudes bastantes
pequeñas.

5.1.3 Ejemplo 3

Vamos a considerar ahora el modelo gDP con los parámetros siguientes:

c0 = c2 = γ = 1, c1 = 3, c3 = 5, α = 2. (5.15)
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Para este ejemplo se tiene que r = 5/6. De manera que la función F (g, q) , toma la
forma:

F(g,q)=
(
g

1

6 −1
)2{

7g
10

6 +14g
9

6 +21g
8

6 +35g+(6q+9) g
5

6 +(24q+1)g
4

6

+2(18q−8)g
3

6 +(48q−33)g
2

6 +10(6q − 5)g
1

6 +5(6q − 5)
}
/7.

(5.16)

Usando la función (5.16) y las expresiones (2.39), (2.40), para V y q respectivamente
del Caṕıtulo 2. De donde se obtiene la función a resolver:

0=(x−1)2
{
ρ1x

10+2ρ1x
9+3ρ1x

8+4ρ1x
7+5ρ1x

6+(6ρ1−ρ2)x
5

+(8ρ1+ρ4−3ρ2)x
3+(9ρ1+2ρ4−4ρ2)x

2+(10ρ1+3ρ4−5ρ2)x

+(11ρ1+4ρ4−6ρ2+ρ3)},
(5.17)

donde x = g
1/6
∗ y

ρ1=
1

6

(
2ξ+

7

6

)
, ρ2=

2

6
(2−θ)+

9

6
ξ, ρ3=

7

6
(1−θ + ξ) , ρ4=

5

6
ξ,

con θ = c3/(c1α
2), ξ = (γ+c0α

2)/(c1Aα
2). Resolver la ecuación (5.17) es equivalente

a resolver un polinomio de grado 12. Sin embargo, la ráız g∗ ∈ (0, 1) existe y es
única. Por tanto, es sencillo encontrarla numéricamenete. Por otro lado, la ecuación
gDP con los parámetros (5.15) satisface: γα > 0 y c3 < rc1α

2. En consecuencia,
el Teorema 1 garantiza la existecia de solitones con amplitudes en el conjunto
A ∈

{
R
1\(−1, 0)

}
. Ahora, calculamos la depencia del error de ∆k(q0), como sigue;

h(×10−3) 20 20 20 5.3 20 5.3 11.8 2.5 6.5 20 2.8 8.4 2.5 3.1

ν 10 5 1 10 0.5 5 1 10 1 0.1 5 0.5 5 1

q0(×10−3) 126.5 63.3 12.7 8.9 6.4 4.5 4.4 2.0 1.4 1.3 1.2 1.1 0.9 0.31

∆1(×10−4) .16 .14 .77 6.5 .76 5.1 5 78 48 5.1 91 243 148 153

∆2(×10−3) 1810 1120 270 200 140 110 98 120 40 22 9.0 44 9.9 740

Table 5.3: Ley de conservación y balance (5.5) para el modelo gDP con los
parámetros (5.15), t = 1 y amplitud A = 1.2.
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Fig. 5.6: Ley de conservación y de balance de la Tabla 5.3 representados gráficamente
para el ejemplo 3.

Los datos de la Tabla 5.3 son representados en la gráfica Fig. 5.6, donde, es
más sencillo de observar el intervalo óptimo para el tamaño de paso h. Elegiendo
h = 4.45× 10−3 calculamos la propagación de uno, dos y tres solitones para (5.15),
en adelante;

t

x

u

 

 

 

 

-5

15

t=3.0

Fig. 5.7: Propagación de un solitón del ejemplo 3 con amplitud A = 1.4, y g∗ =
0.516025625 ráız numérica.
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Fig. 5.8: Propagación de dos solitones para el ejemplo 3. El primer solitón tiene
amplitud A1 = 1.4, y g∗ = 0.516025625 ráız numérica. El segundo solitón tiene
amplitud A2 = 0.7 y g2∗ = 0.622077344 ráız numérica.
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Fig. 5.9: Propagación de tres solitones para el ejemplo 3. El primer solitón se
propaga con amplitud A1 = 1.3, y g∗ = 0.526158282 ráız numérica. El segundo
solitón tiene amplitud A2 = 0.9 con g2∗ = 0.581084845 ráız numérica y el ter-
cer solitón tiene una amplitud de A3 = 0.678974602 con g3∗ = 0.678974602 ráız
numérica.

Por tanto, para el ejemplo 3 (5.15), los gráficos Fig. 5.7, Fig. 5.8 y Fig. 5.9
muestran la estabilidad de la propagación e interacción de solitones, de forma similar
al ejemplo 2 (5.7).

5.1.4 Ejemplo 4

Ahora vamos a regresar al ejemplo (5.7) y considerar soluciones suaves con amplitud
negativa, las cuales le llamaremos antisolitones. Nótese que, la solución antisolitón
no es una reflexión negativa de los solitones. Por ejemplo, la ecuación KdV admite
solitones pero no admite soluciones del tipo antisolitón, entre otros ejemplos.
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Para este ejemplo se prueba la estabilidad en la propagación de antisolitones de
manera similar a los ejemplos anteriores con la diferencia, que ahora se propagan
hacia la izquierda a partir del punto inicial. Además el esquema sirve también
para realizar el escenario de la interacción de antisolitones, donde se observa que el
escenario es similar a la de los solitones, y naturalmente, la radiación producida por
los antisolitones se genera hacia la derecha, como se muestra en la figura siguiente:

t

−x

u

 

 

5

-15

Fig. 5.10: Propagación de dos antisolitones para el ejemplo 4. El primer antisolitón
se propaga con amplitud A1 = −0.4, y g∗ = 0.100805335 ráız exacta y su posición
x0 = 0. El segundo antisolitón tiene amplitud A2 = −0.8 con g2∗ = 0.53226145 ráız
exacta y su posición inicial en el punto x1 = 4

Obsérvese que, en la Fig. 5.10, el eje x está invertido para mayor comodidad de
la visión gráfica.

5.1.5 Ejemplo 5

Finalmente mostramos el ejemplo siguiente:

c0 = γ = 0, c1 = 6, c2 = 1, c3 = 4, α = 2. (5.18)

De manera similar al ejemplo (5.7), r = 4/5 y dado que se satisface: α > 0, γα =
0 y c3 < rc1α

2. De acuerdo al Teorema 1, este ejemplo, admite ondas suaves
con amplitudes arbitrarias. Es por ello que usamos este ejemplo, para mostrar el
escenario de interacción entre un solitón y un antisolitón. Ver el gráfico que sigue:
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Fig. 5.11: Propagación de un solitón y un antisolitón para el ejemplo 5. El solitón
se propaga con amplitud A1 = 1.2 posicionado en x0 = 0. El antisolitón tiene
amplitud A2 = −0.6 con posición inicial en el punto x1 = 4

En la Fig. 5.11 se puede observar que el escenario de la interacción de un solitón
con un antisolitón es similar a la interacción de los solitones, con la diferencia de
que las pequeñas oscilaciones llamdas radiación chocan entre śı, es decir, después de
la interacción las oscilaciones generadas por el solitón se desplazan a la izquierda y
las oscilaciones generadas por el antisolitón se desplazan a la derecha, provocando
aśı, que se genere una oscilación que va creciendo conforme al tiempo.

Los resultados numéricos en este caṕıtulo confirman la estabilidad del esquema
en diferencias finitas (3.17), (3.84) del caṕıtulo 3, para los problemas de propagación
e interación de ondas suaves, (solitones y antisolitones). Además, el escenario tipo
BBM de la colisión de solitones ha sido confirmado para versiones no integrables de la
ecuación gDP. Tenga en cuenta también que los términos “radiactivos” son bastante
pequeños y permanecen aśı durante mucho tiempo después de la interacción de las
ondas.
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Caṕıtulo 6

Conclusión

En resumen, en este trabajo se probó la existencia de dos tipos de ondas viajeras
para la ecuación Degasperis-Procesi generalizada basada fuertemente en la amplitud
de la onda y los parámetros de dicha ecuación. En concreto, fijamos de manera
estrucuturada las constantes α, γ, c0, c1, c2, c3; y para cada amplitud A ∈ R se
aparecen distintas posibilidades:

6.1 Resultados de los casos que se cubren en este tra-

bajo

I. Si α > 0 y γα > 0. Entonces se obtienen las conclusiones siguientes:

I.1 Si c3 < rc1α
2. Entonces la onda viajera es:

solitón si A ∈ (−∞, A∗) ∪ R+,

peakon si A = A∗.
(6.1)

+∞−∞
A 

0

 

A∗

solitones solitonespeakon

Fig. 6.1: Caso I.1

I.2 Si c3 = rc1α
2. Entonces la onda viajera es:

solitón si A > 0. (6.2)
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+∞−∞
A 

0

solitones

Fig. 6.2: Caso I.2

I.3 Si c3 > rc1α
2. Entonces la onda viajera es:

solitón si A ∈ (0, A∗) ,

peakon si A = A∗.
(6.3)

+∞−∞
A 

0

 

A∗

solitones peakon

Fig. 6.3: Caso I.3

II. Let α > 0 and γα = 0. Entonces, se cumple que para todo A 6= 0 las ondas
viajeras son:

solitón si c3 < rc1α
2,

peakon si c3 = rc1α
2.

(6.4)

III. Si α = 0 and γα = 0. Entonces, las ondas viajeras son:

solitones con amplitudes A ∈ (0, γ/c3) ,

peakon con amplitud A = γ/c3 y V = c0 + rc1γ/c3.
(6.5)

En el caso cuando A < 0 y α = 0 las ondas viajeras no existen.

Observación 2. Los casos particulares (6.4) del modelo gDP son los únicos que
admiten ondas viajeras con amplitudes arbitrarias, es decir, solitones, antisolitones,
peakons y peakons con amplitudes negativas. Nótese también que, los casos que
pertenecen a (6.5) pueden ser representados gráficamente de manera similar a la
Fig. 6.3, donde, A∗ = γ/c3.

Observación 3. Para los casos más famosos del modelo gDP tenemos:

1. Para la ecuación de Camassa-Holm; α2rc1 = c3. Por tanto, si c0 > 0, entonces
γα > 0 y tenemos la situación (6.2) representada en la Fig. 6.2. Si c0 = 0,
entonces γα = 0 y tenemos el caso (6.4) sólo para peakon.
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2. Para la ecuación Degasperis-Procesi; α2rc1 = c3 y c0 = 0. Por tanto, γα = 0
y tenemos la situación (6.4) sólo para peakon.
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Apéndice A

Programa del modelo gDP

A.1 Código Fortran

program Dgas

!==Parámetros=============

parameter(N0=50, n1=500, n=2*n1, epsilon=0.1, n2 = 4000*n)

double precision phi(0:n), phiB(0:n), u(0:n), l(0:n), z(0:n)

double precision x(0:n), y(0:n), f_temp(0:n), s(0:n), om(0:n)

double precision W(0:n), s_temp(0:n), tsd, a1, a2, a3, a4

double precision rho(0:n), sigma(0:n), theta(0:n), lambda(0:n)

double precision a6, a7, a8, y22, y33, x10, y00, y11, M0, M1

double precision l2, EM1, EM2, y_temp(0:n), xmin, xmax, h, tau

double precision y55, E1, E2, y44, Amp, Vel, ft, fx, fz, c1, z1

double precision alpha, beta, c0, gamma, c3, c2, hs, z0, y5, y6

double precision gm1, gm2, a5, a9, a10, a11, be, eta, y9, su1

double precision yE(0:n2), eta2, Er, E(0:n), Ermax, j1, j2, j3

double precision su2, su3, su4, su5, su6, sumN, term1, term2, j4

double precision rh1, rh2, rh3, rh4, th, c11, yi(0:n), ht(0:n)

double precision EMA1, EMA1max, EMA2, EA2max, LEY(0:n2)

double precision y0, y1, y2, y3, y4, y7, y8, z2, l3, fy, fu, fs

double precision g(0:n), xi, k1, k2, k3, k4, Lmax(0:n2), q

double precision a, b, c, ra, gc

real etime, time, elapsed(2), tiempo

integer ETAPA, NE, NP, Cuantas, count, TC

integer i, j, k, m, n1, Nh(0:n2), Nh1(0:n2), n

external det, f, f1

!=Guardamos la solución y leyes de balance==

open(unit=2,file ="SolNum1scor.txt")

open(unit=3,file ="1raley.txt")

open(unit=4,file ="2daley.txt")

!=Intervalos para la variable espacial y temporal=

xmin = -5.0

xmax = 15.0

h = (xmax-xmin)/float(n) !tama~no de paso en x-intervalo

hs = (1.0/epsilon)*h !tama~no de paso en eta-intervalo

tau = h**2.0 !tama~no de paso en el t-intervalo
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90 Apéndice

!=Amplitud y pocisión inicial=

Amp = 1.2

x10 = 0.0

!=Discretización de la variable eta=

s0 = 0.0

s1 = s0 + hs*n1

!===Parámetros de la ec. gDP====

c0 = 1.0

c2 = 1.0

alpha = 2.0

c1 = 3.0

c3 = 5.0*c2

gamma = 1.0

r = c3/(c3+c2)

beta = (c1*(c2+c3))**(1.0/2.0)/c3

!==Regularizacion===

gm2 = 0.5

gm1 = gamma-h*gm2

!==Cálculo de la raı́z num.==

xi = (gamma+c0*alpha**2.0)/(c1*alpha**2.0*Amp)

th = c3/(c1*alpha**2.0)

rh1 = (1.0-r)*(2.0-r+2.0*xi)

rh2 = 2.0*(1.0-r)*(2.0-th)+xi*(4.0-3.0*r)

rh3 = (2.0-r)*(1.0-th+xi)

rh4 = r*xi

c11 = r*(r-th+xi)

a = 0.0

b = 1.0

do i = 0, N0

c = (a+b)/2.0

if(f1(c, rh1, rh2, rh4, rh3) .eq. 0)then

else if(f1(a,rh1,rh2,rh4,rh3)*f1(c,rh1,rh2,rh4,rh3) .lt. 0) then

b = c

else

a = c

end if

end do

ra = c

!==La raı́z numérica es:====

gc = ra

!=Parametros dependientes de la raı́z=

Vel = (1.0/alpha**2.0)*( c3*Amp/(1.0-gc**r) - gamma)

P = c3*Amp/(gamma+alpha**2.0*Vel)

q = th - xi*(1.0-gc**r)

!==Inicio del cálculo de la solución:==

tiempo = 0.5 !el tiempo del sistema dinamico
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write(*,*)’h= ’, h, ’ hs= ’, hs, ’ tau=’, tau

write(*,*)"Para que el tiempo del sistema dinamico sea", tiempo

write(*,*)"necesito", tiempo/(tau), " etapas"

NE = tiempo/tau !Número de tau-niveles

Cuantas = 5.0 !cada cuantas iteraciones se deben guardar

NP = NE/Cuantas

!=factores de escala para los ejes=

ft = 10.0/tiempo

fx = 1.0

fz = 1.0

fy = 1.0

fu = 10**3.0

fs = 10.0**4.0

fsl = 10.0**4.0

!====Partición de eta======

do i = 0, n1

s(i) = s0 + float(i)*hs

end do

!==Fórmula de Taylor==

g(0) = gc

write(*,*)’f(g*)=’, f(g(0),q,beta)

Cte = r*(r-q)/((1.0-r)*(2.0-r))

de0 = gc**2.0+(2.0*(q-2.0)/(2.0-r))*gc**(2.0-r)

de0 = de0+((1.0-q)/(1.0-r))*gc**(2.0*(1.0-r))-Cte

de1 = 2.0*gc+2.0*(q-2.0)*gc**(1.0-r)+2.0*(1.0-q)*gc**(1.0-2.0*r)

de2 = 2.0+2.0*(q-2.0)*(1.0-r)*gc**(-r)+2.0*(1.0-q)*gc**(-2.0*r)

de3 = 2.0*(q-2.0)*(1.0-r)*(-r)*gc**(-(1.0+r))

de3 = de3+2.0*(1.0-q)*(-2.0*r)*gc**(-(1.0+2.0*r))

g(1) = g(0)+hs**2.0*beta**2.0*de1/4.0

g(1) = g(1)+ hs**4.0*beta**4.0*(de0*de3/48.0+de2*de1/96.0)

!=Usamos Runge-Kutta de orden 4=

do i = 1, n1-1

k1 = hs*f(g(i),q,beta)

k2 = hs*f(g(i)+k1/2.0,q,beta)

k3 = hs*f(g(i)+k2/2.0,q,beta)

k4 = hs*f(g(i)+k3,q,beta)

g(i+1) = g(i)+(k1+2.0*(k2+k3)+k4)/6.0

end do

!==Calculamos W y Omega; par (eta>0)=====

do i = 0, n1

W(i) = 1.0-g(i)**r

om(i) = W(i)/P

end do

!===Extendemo omega para (eta<0)======

do k = 0, n1

s_temp(k) = s(k)
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f_temp(k) = om(k)

end do

do k = 0, n1

s(k) = -s_temp(n1-k)

om(k) = f_temp(n1-k)

end do

do k = 1, n1

s(n1+k) = s_temp(k)

om(n1+k) = f_temp(k)

end do

!==Obtenemos u(x,0)=y(i)====

do i = 0, n

x(i) = epsilon*s(i) + x10

y(i) = Amp*om(i)

end do

!=Guardamos la condición simplificada=

write(2,*)

write(2,*)"%Condicion Inicial"

write(2,*)’\\pstThreeDLine[linewidth=0.6pt,linecolor=black]’

write(2,19)0, xmin,y(i)

do i = 1, n, 5

if(abs(y(i)) .gt. 0.005)then

write(2,19)0, x(i), y(i)

end if

end do

write(2,19)0, xmax,y(i)

!====Para las leyes de balance=====

y0 = 0.0

do i = 0, n

y0 = y0 + y(i)

end do

y2 = 0.0

do i = 0, n

y2 = y2 + y(i)**2.0

end do

y3 = 0.0

do i = 0, n

y3 = y3 + ( (y(i+1)-y(i))/h )**2.0

end do

y3 = (epsilon**2.0*alpha**2.0)*y3

M0 = y2 + y3

EM1 = 0.0 !Delta_1

EM2 = 0.0 !Delta_2

EMA1max = 0.0

EMA2max = 0.0

!=Iniciamos el cálculo a la siguiente etapa en el tiempo=



A.1 Código Fortran 93

do ETAPA = 1, NE

!==Condiciones de frontera

phi(n)=0.0

phi(n-1)=0.0

phi(1)=0.0

phi(0)=0.0

z0 = 0.0

!==condición inicial==

do i = 0, n

phiB(i) = y(i)

end do

do i = 0, n

y_temp(i) = y(i)

end do

tsd = ETAPA*tau ! El tiempo del sistema dinamico

TC = etime(elapsed) !El tiempo de computo

if( (ETAPA/NP)*NP .eq. ETAPA) then

write(*,*)"Etapa",ETAPA,":Computing time:",tiempo,"s.,",TC/60.0,"m."

end if

!===coeficientes del esquema=========

a1 = tau*c1/(3.0*h)

a2 = epsilon**2.0*tau*c2/(2.0*h**3.0)

a3 = epsilon**2.0*tau*c3/(2.0*h**3.0)

a4 = epsilon**2.0*gm1*tau/(2.0*h**3.0)

a5 = c0*tau/(2.0*h)

a6 = 1.0+3.0*epsilon**2.0*tau*gm2/(h**2.0)

a7 = epsilon**2.0*alpha**2.0/(h**2.0)

a8 = tau*epsilon**2.0*c3/(4.0*h**3.0)

a9 = tau*epsilon**2.0*(gm1-h*gm2)/(h**3.0)

a10 = tau*epsilon**2.0*(gm1+3.0*h*gm2)/(h**3.0)

a11 = tau*epsilon**2.0*(gm1+2.0*h*gm2)/(2.0*h**3.0)

!==Iteraciones de la sucesión==

do count = 1, 2

do i = 2, n-2

l(i) = -a4+(a2-a3)*(phiB(i-1)-phiB(i))+a3*phiB(i-2)

rho(i) = -(a5+a7)+a9-a1*(phiB(i)+2.0*phiB(i-1))-2.0*a3*phiB(i-1)

rho(i) = rho(i)+(a2-a3)*(phiB(i)-2.0*phiB(i-1)+phiB(i-2))

sigma(i) = a6+2.0*a7+a1*(phiB(i+1)-phiB(i-1))

sigma(i)=sigma(i)+(a3-a2)*(phiB(i+1)+phiB(i-2)-phiB(i+2)-phiB(i-1))

theta(i) = a5-(a10+a7)+a1*(phiB(i)+2.0*phiB(i+1))+2.0*a3*phiB(i+1)

theta(i) = theta(i)+(a3-a2)*(phiB(i+2)-2.0*phiB(i+1)+phiB(i))

u(i)=a11+(a3-a2)*(phiB(i+1)-phiB(i))-a3*phiB(i+2)

lambda(i) = a1*((phiB(i+1)-phiB(i-1))*(phiB(i+1)+phiB(i)+phiB(i-1)))

lambda(i) = lambda(i)+a3*((phiB(i+2)-phiB(i+1))*(phiB(i+1)-phiB(i)))

lambda(i) = lambda(i)-a2*((phiB(i+2)-phiB(i+1))*(phiB(i+1)-phiB(i)))

lambda(i) = lambda(i)+a2*((phiB(i)-phiB(i-1))*(phiB(i-1)-phiB(i-2)))
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lambda(i) = lambda(i)-a3*((phiB(i)-phiB(i-1))*(phiB(i-1)-phiB(i-2)))

lambda(i) = lambda(i)-a8*(phiB(i+2)**2.0-2.0*phiB(i+1)**2.0)

lambda(i) = lambda(i)-a8*(2.0*phiB(i-1)**2.0-phiB(i-2)**2.0)

z(i) = y(i)-a7*(y(i+1)-2.0*y(i)+y(i-1))+lambda(i) !Lado derecho

end do

!==Comienza el algoritmo de solucion======

do i = 2, n-4

!==============1 en sigma(i)================

z(i) = z(i)/sigma(i)

u(i) = u(i)/sigma(i)

theta(i) = theta(i)/sigma(i)

!================0 rho(i+1)=================

z(i+1)=det(rho(i+1),z(i),z(i+1))

theta(i+1)=det(rho(i+1),u(i),theta(i+1))

sigma(i+1)=det(rho(i+1),theta(i),sigma(i+1))

!=================0 en l(i+2)===============

z(i+2)=det(l(i+2),z(i),z(i+2))

sigma(i+2)=det(l(i+2),u(i),sigma(i+2))

rho(i+2)=det(l(i+2),theta(i),rho(i+2))

!==================l(i+2)=0.0======================

end do

!===================1 en sigma(n-3)==================

z(n-3) = z(n-3)/sigma(n-3)

theta(n-3) = theta(n-3)/sigma(n-3)

!===============0 en rho(n-3)========================

z(n-2)=det(rho(n-2),z(n-3),z(n-2))

sigma(n-2)=det(rho(n-2),theta(n-3),sigma(n-2))

!==================1 en sigma(n-2)===================

phi(n-2) = z(n-2)/sigma(n-2)

phi(n-3) = z(n-3)-theta(n-3)*phi(n-2)

!============la solucion================

do i = n-4, 2, -1

phi(i)=z(i)-theta(i)*phi(i+1)-u(i)*phi(i+2)

end do

!======= Termina el algoritmo de solucion============

do i = 0, n

phiB(i)=phi(i)

end do

end do !fı́n del do del count

!==la siguiente etapa:==

do i = 0, n

y(i) = phi(i)

end do

!====Leyes de balance===========

!==Calculamos h*sum y^j(i)========

y1 = 0.0
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do i = 0, n

y1 = y1 + y(i)

end do

!==primera ley=========

E1 = h*(y1-y0)

EMA1 = abs(E1)

!==Segunda ley=========

y4 = 0.0

do i = 0, n

y4 = y4 + y(i)**2.0

end do

y5 = 0.0

do i = 2, n-2

y5 = y5 + ( (y(i+1)-y(i))/h )**2.0

end do

y5 = (epsilon**2.0*alpha**2.0)*y5

y6 = 0.0

do i = 2, n-2

y6=y6+((y(i+1)-y(i))/h)*((y(i)-y(i-1))/h)*((y(i+1)-y(i-1))/h)

end do

y6 = tau*h*epsilon*2.0*(2.0*c2-c3)*y6

y7 = 0.0

do i = 2, n-2

y7 = y7 + ( (y(i)-y_temp(i))/tau )**2.0

end do

y7 = h*tau**2.0*y7

y8 = 0.0

do i = 2, n-2

y8=y8+((y(i+1)-y(i)+y_temp(i)-y_temp(i+1))/(h*tau))**2.0

end do

y8 = (alpha**2.0*epsilon*2.0*tau**2.0*h)*y8

y9 = 0.0

do i = 2, n-2

y9 = y9 + ( (y(i+1)+y(i-1)-2.0*y(i))/(h**2.0) )**2.0

end do

y9 = (h**3.0*gm2*epsilon**2.0*tau)*y9

!===============

LEY(ETAPA) = (y6 + y7 + y8 + y9)

do i = 1, ETAPA

z0 = z0 + LEY(i)

end do

!==Segunda ley de balance===

M1 = y4 + y5

E2 = h*(M1-M0) + z0

EMA2 = abs(E2)

!==Leyes máximas=====
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if((ETAPA/NP)*NP .eq. ETAPA)the

!===========Ley1 maxima==============

if(E1 .gt. EM1 )then

EM1 = E1

else

end if

!========Ley1 maxima absoluta======

if(EMA1 .gt. EMA1max )then

EMA1max = EMA1

else

end if

!======Ley2 maxima==========

if(E2 .gt. EM2 )then

EM2 = E2

else

end if

!====Ley2 maxima absoluta=======

if(EMA2 .gt. EMA2max )then

EMA2max = EMA2

else

end if

!===Guardando solución numérica simplificada====

write(2,*)

write(2,*)"%Etapa ",ETAPA, ", Tiempo:",tau*etapa

write(2,*)’\\pstThreeDLine[linewidth=0.6pt,linecolor=black]’

write(2,19)ft*tsd,xmin,y(0)

do i=1, n, 5

if(abs(y(i)) .gt. 0.005)then

write(2,19)ft*tsd,x(i),y(i)

end if

end do

write(2,19)ft*tsd,xmax,y(n)

else

end if

!================

end do ! El do de las ETAPAS

write(*,*)"Primera ley maxima de", Cuantas, "Etapas es ", EMA1max

write(*,*)"Segunda ley maxima de", Cuantas, "Etapas es ", EMA2max

!==Formatos de precisión======

10 format (’(’,f6.3,’,’,f8.4,’,’,f11.8,’)’)

11 format (’(’,f11.8, ’,’,f11.8,’)’)

19 format (’(’,f6.3,’,’,f8.4,’,’,f11.8,’)’)

40 stop

end !Fı́n del programa

!====Variables externas========

double precision function det(q,r,s)
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double precision q,r,s

det=s-q*r

return

end function det

!===F(g,q)================

double precision function f(y,q,c)

double precision c, y, q

f=y**(5/3)+2*y**(3/2)+3*y**(4/3)+4*y**(7/6)+5*y

f=f+(2/7)*(6*q+9)*y**(5/6)+(1/7)*(24*q+1)*y**(2/3)

f=f+(4/7)*(9*q-4)*y**(1/2)+(3/7)*(16*q-11)*y**(1/3)

f=f+(10/7)*(6*q-5)*y**(1/6)+(5/7)*(6*q-5)

f=c*sqrt(f)*(1-y**(1/6))

return

end function f

!==F(g*,q*)=========

double precision function f1(y, rh1, rh2, rh4, rh3)

double precision rh1, rh2, rh3, rh4, y

f1=rh1*(y**(5/3)+2*y**(3/2)+3*y**(4/3)+4*y**(7/6)+5*y)

f1=f1+(6*rh1-rh2)*y**(5/6)+(7*rh1-2*rh2)*y**(2/3)

f1=f1+(8*rh1+rh4-3*rh2)*y**(3/6)+(9*rh1+2*rh4-4*rh2)*y**(1/3)

f1=f1+(10*rh1+3*rh4-5*rh2)*y**(1/6)+(11*rh1+rh3+4*rh4-6*rh2)

return

end function f1

Observación 4. El śımbolo ! en Fortran indica que lo que se encuentra delante de
el es un comentario.

Observación 5. El tiempo de cómputo, dependiento del tiempo del sistema dinámico
y el tamaño de paso espacial adecuados, es alrededor de 2 a 3 horas por ETAPAS.

Observación 6. En particular, este programa muestra el cálculo de ondas numéricas
suaves del ejemplo 3 mostrado en el caṕıtulo 5. Sin embargo, para cualquier otro
problema, el programa sirve si se actualizan las variables externas y los parámetros
de la ecuación.

Una manera de verificar rapidamente este programa, es tomando los valores:
tiempo = 0.5, n1 = 500 y pedirle 5 ETAPAS. Entonces se obtiene ∆1 = 2.33× 10−5,
∆2 = 0.12 y una solución estable.


