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Capitulo 1

Introducciéon

1.1 Planteamiento del problema

Consideremos el modelo “Degasperis-Procesi generalizado” (gDP!) ([1], 1999):

(1.1)
0 ou\ 2 0?
+ aE{COU+Clu2—CQ(EaZ) +52(’y—C3u)8ag}:0, xeRl, t>0,
donde ¢; >0, a>0,v2>0, ¢; >0,7=0,2,3 son constantes tales que
c2+c3>0, v+a>0. (1.2)

Para el modelo (1.1)-(1.2), el objetivo es:

1.1. Encontrar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de ondas via-
jeras suaves y, ondas viajeras continuas con la primer derivada acotada, bajo
la condicién u = u(x,t) — 0 cuando z — Fo0.

1.2. Construir un esquema en diferencias finitas para soluciones suaves de la ecuaciéon
Degasperis-Procesi generalizada. Probar la estabilidad del esquema para soli-
tones.

1.3. Realizar simulaciones numéricas y estudiar los procesos de propagacion e in-
teraccién de solitones.

1.2 Descripcion del modelo fisico matematico

El estudio de las ondas de agua es uno de los temas més antiguos que se han usado
para describir el fenémeno de las ondas, particularmente por la fisica matematica.
Sin embargo, hasta la segunda mitad del siglo XX, su estudio se limitaba casi ex-
clusivamente a la teoria lineal [2]. Ciertamente, esta restriccién deja fuera de la
investigacién fendmenos como los solitones y la ruptura de ondas. Para incluir tales
manifestaciones de la naturaleza en el andlisis de ondas de agua, es necesario tener
en cuenta los efectos de la no linealidad y la dispersién. El objetivo de este trabajo

!Escribimos gDP por sus siglas en inglés “general Degasperis-Procesi”.
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12 Introduccion

es hacer un andlisis de uno de los modelos méas modernos de propagacién de ondas
superficiales que incluyen estos efectos. Antes de pasar al modelo, vamos a describir
el fenémeno de propagacion de ondas en superficies de agua. El estudio de dicho
fenémeno en general, es muy complicado de analizar. Por ello, una manera de sim-
plificar el problema a un nivel razonable es no considerar la influencia de factores
atmosféricos (por ejemplo, la velocidad del aire) y pasar a un modelo bidimensional.
Entonces, las ecuaciones adimensionales de las ondas de agua para una superficie
unidimensional, como se muestra en [2], toman la forma:

po2® +0,8* =0 sobre (), (1.3)

0.®=0 en z=-—1, (1.4)
1

¢ — m {—105C0,P + 0,0} =0 en z=v(, (1.5)

0P + %(396@)2 + i(@fbf =0 en z=uv(, (1.6)

donde Q; = {(z,2),—1 < z < v((t,x)} es el dominio del fluido delimitado por la
superficie libre y el fondo plano {z = —1}, la funcién v({(t, x) describe la desviacién
de la superficie libre del estado de equilibrio ((¢,z) = 0y, ®(¢,-) es el potencial
de velocidad asociado al flujo (es decir, el campo de velocidad bidimensional v estd
dado por v = (9,®,0,®)"), el simbolo 0 denota las derivadas parciales. Finalmente,
vy p son dos pardmetros adimensionales definidos como:

v=ua/h, p=h?/\ (1.7)

donde h es la profundidad media, a es la amplitud y A es la longitud de la onda en
consideracion.

El siguiente paso de simplificacién al problema (1.3)-(1.6) se denomina, “aprox-
imaciéon de Green-Naghdi”. Para ello, se define la componente horizontal de la
velocidad promediada verticalmente:

1
1+v¢

v¢
u(t,z) = /_1 0, D(t, x, 2)dz, (1.8)

bajo la condicién:
w1,

esto también se conoce como “reescalamiento de aguas poco profundas”. Conse-
cuentemente, usando (1.8) en (1.3)-(1.6), se obtienen las ecuaciones de Green-Naghdi
(con una precisién O(u?), ver [2]):

G+ {(1+vQu}l, =0, (1.9)

Ut + G + vuu, = %1 Jrll/C {1+ v0)? (ugt + v, — v(ug)?) b (1.10)

Ahora, a diferencia de (1.7), si se considera la suposicién:

v—0, pu—0. (1.11)
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el sistema (1.9), (1.10) se reduce a la ecuacién de onda:
GHuy, =0, u+=0.

Asi, bajo la hipdtesis (1.11) cualquier perturbacion de la superficie se divide en dos
componentes que se mueven en direcciones opuestas. En consecuencia, este modelo
lineal no describe tanto los solitones como la ruptura de ondas.

Lo siguiente consiste en el paso a ondas “unidireccionales”. Preservando, en
primer lugar los términos no lineales pero despreciando los efectos de dispersién, es
decir,

v<<1l, p—0. (1.12)

Entonces, se obtiene la ecuacién de Burgers-Hopf:
3
up + ugp + Vo Utly = 0. (1.13)

Las soluciones clésicas de la ecuacién (1.13) se destruyen en un tiempo finito: gen-
eralmente, la funcion inicial suave se transforma a una onda de choque. Claro que
no es el caso en las ondas en el agua. Para obtener un modelo més realista para la
descripcién de ondas sobre agua, Korteweg y de Vries usan la suposicién siguiente:

<<l v=0(u), (1.14)

para la simplificacién del modelo (1.9)-(1.10) ([3], 1895). El resultado es bien cono-
cido como la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV):

Ut + Uy + yguux + u%uzm =0. (1.15)
Nétese que ¢ = u+ O(u,v). El equilibrio entre los efectos no lineales y de dispersién
en (1.15), implican la existencia de soluciones tipo solitén. Ademas, la ecuacién de
KdV es completamente integrable y, en particular, los solitones interactian de forma
elastica, es decir, las ondas recuperan su forma y velocidad después de interactuar
de forma no lineal con otros solitones. Esta ecuacién no describe la ruptura de las
ondas.

Mais recientemente, se observé que la dispersién puede implementarse de forma
alternativa ([4], 1966 y [5], 1972). Con la misma precisién (1.14) que la ecuacién
de KdV, este mecanismo conduce a la llamada ecuacién de Benjamin-Bona-Mahony
(BBM) [5]:

3
U + ug + V§uux — Ctigg =0, ¢ > 0. (1.16)
Al igual que (1.15), esta ecuacién tiene soluciones tipo solitén pero no describe la
ruptura de la onda. Ademss, la ecuacién BBM no es completamente integrable.

De hecho, ambas ecuaciones KdV y BBM, no describen correctamente las ondas
de gran amplitud, cuyo comportamiento es mas no lineal que dispersivo. Para
mejorar la situacién hay que tener en cuenta los efectos de dispersién no lineal. Esto
conduce al siguiente reescalamiento de “Camassa-Holm”:

p<<l, v=0(Gpn. (1.17)
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La generalizacion apropiada, en el sentido de que admite soluciones tipo solitén y
describe la ruptura de ondas, de las ecuaciones KdV y BBM bajo el reescalamiento
(1.17) la proporciona la siguiente familia de ecuaciones denominada modelo
Degasperis-Procesi generalizada:

0 5 9 0%u
at{u—a g 81‘2}
ou 2

5 ) 9 (1.18)
+ {COU+ClU2—CQ(€> +62(7—03u)u}—0, zeR', t>0,

or oz 0z2

donde, u def u(zx,t) parametriza la forma rigida que toma la elevacién del agua libre
sobre la superficie, relativa al estado de equilibrio u = 0; ver ([6], G. Omel’yanov):
Aqui ea y e,/p son constantes del valor O(,/u). Las constantes a > 0y v > 0 car-
acterizan las distintas manifestaciones de la dispersién “lineal”. En la aproximacion
de Green-Naghdi se requiere la condicién « 4+« > 0. El pardmetro positivo £ mide
el nivel de dispersion. Luego, ¢p > 0 es una constante relacionada con la velocidad
critica de las ondas en aguas poco profundas, ¢; = O(v) caracteriza la amplitud de
onda tipica. En este trabajo, asumimos que ¢; = 0.

Los términos de la ecuacién (1) en [6] con ca > 0y ¢3 > 0 pueden tratarse como
representaciones de la dispersién “no lineal”, e?cy v €%c3 son parametros de valor
O(vp). En la aproximacién de Camassa-Holm, es necesaria la condicién ¢ + ¢3 > 0.
En lo que sigue, suponemos que se cumplen estas hipdtesis.

Es importante que la ecuacién ((1),[6]) contenga términos no lineales con derivadas
superiores. Esta no linealidad més fuerte de la ecuaciéon gDP a diferencia de (1.15)
y (1.16), permite la aparicién de rotura de ondas-un fenémeno fundamental en la
teoria de las ondas de agua. Este hecho, puede demostrarse utilizando la ley de
balance para el modelo (1.18):

% {/OO uldx + o? /OO (5ux)2dx} = ez — 2¢9) /oo (eug)3dz. (1.19)

— 00 —0o0 —0o0

Excepto para el caso especial c3 = 2¢g, la ley de balance (1.19), implica, en términos
generales, inestabilidad de la solucién, es decir, rompimiento de ondas. Asi, a
diferencia de las ecuaciones con dispersién estandar, el modelo (1.18) describe los
fenémenos de rotura de las olas en la superficie del agua. En consecuencia, las solu-
ciones cldsicas de la ecuacién ((1),[6]) son generalmente inestables y colapsan en
poco tiempo. Desde el punto de vista fisico, esto significa el rompimiento de ondas.

1.3 Resultados conocidos

De hecho, sélo dos casos especiales han sido estudiados detalladamente antes de las
investigaciones de Omelyanov y Noyola-Rodriguez:

- la ecuaciéon Camassa-Holm (CH) ([7], 1993) si co = ¢3/2, c1 = 3¢3/2a2,y v = 0;

- y la ecuacién Degasperis-Procesi (DP) ([1], 1999, ver también [8] y las referen-
cias ahf contenidas) si cg = ¢3, ¢1 = 2c3/a?, y co = = 0.
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Se sabe que las ecuaciones CH y DP tienen soluciones de larga duracion del
tipo onda viajera, solitones y sus anilogos continuos: “peakons”?: ondas continuas
con la primer derivada acotada pero no suave y, “cuspons”’3. Estos tltimos, son
ondas viajeras continuas con una primera derivada no acotada (véase [2, 3, 7] y més
adelante). Notese también que los peakons tienen una representacién exponencial
muy sencilla, mientras que los solitones y los cuspons no pueden representarse en
términos de funciones elementales.

Ademis, las ecuaciones CH y DP (asi como la KdV) son completamente inte-
grables, mientras que todos los demds casos particulares del modelo (1) son esen-
cialmente no integrables (véase, por ejemplo, [1, 4]). Asimismo, las ondas viajeras
interactiian de manera elastica en estos modelos.

Para los dos casos especiales del modelo gDP con dispersién “no lineal” , también,
se ha probado la existencia global de la solucién el el sentido débil (véase [1, 3-5] y
sus referencias).

En lo que respecta al estudio numérico para las ecuaciones CH y DP, hay un
enfoque muy comin que es el modelo de Faedo-Galerkin, (ver [9-11].

Un método alternativo para dichas ecuaciones, se implementé en [12], en el cual
se usa la transformada de Fourier para las simulaciones numéricas de la ecuacion
CH. Para la DP, se realizan simulaciones numéricas usando el método espectral de
Fourier (Fourier Galerkin y pseudoespectral)[13].

Respecto a el método de diferencias finitas, hasta donde sabemos se han creado
algunos métodos conservativos para la ecuacién DP([14, 15]). Més detalladamente,
el esquema [14] va a ser considerado en la introduccién del capitulo 3.

1.4 Resultados principales obtenidos en la tesis

Para el problema (1.1)-(1.2) los resultados principales obtenidos son:

2.1. Se han encontrado condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
ondas viajeras tipo solitén: soluciones suaves tales que u(x,t) — 0 con z —
+00. Ademsds, se ha encontrado la relacién entre la amplitud de la onda y su
velocidad.

2.2. Se obtienen resultados similares para la existencia de soluciones llamadas
peakons.

2.3. Se ha construido un esquema en diferencias finitas econémico: para pasar de
un nivel al siguiente en la variable temporal, el esquema usa O(I) operaciones
aritméticas, donde I es el ntimero de discretizacién del intervalo espacial. Se
ha probado la estabilidad del esquema para solitones.

2.4. El esquema se implementé en el lenguaje Fortran y se probd en varios casos.

2E] término inglés peakons se refiere a las ondas con un pico en el origen, es decir, no suaves.
En este trabajo usamos la palabra peakons en lugar de su equivalente en espanol: “pico en”.

3El término inglés cuspons o su equivalente en espafol cuspénes se refieren a soluciones con pico
en el origen. Ademds, su primer derivada es no acotada
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2.5.

1.5

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

1.6

Los resultados de numerosos experimentos demostraron el caracter elastico de
la interaccién de los solitones.
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1.8 Notacién basica

Ahora vamos a introducir la notacién que se usa en este trabajo:

e R" es el espacio euclidiano de dimensién n.

e x = (x1,x2,...,%,) s un punto en R".

Si n = 1, denotamos R! = R que representa el conjunto de los nimeros reales y en
este caso x = x.

e (2 es un dominio en R™; en la mayoria de los casos €2 es acotado.
e L(E,F) esta formado por los operadores lineales y continuos de E en F.

e Sil<p<oo

P (Q) = {u(x) :Q — R, tal que </Q lu(x) P dx) v < oo.}

En este caso la norma en L” () se define

1/p
() L2o(en (/ fu(x |de) .

Q) = {u(x) : @ = R, tal que |u(x)| < C c.t.p.enQ,}

e Sip=o00

donde C' es una constante. Aqui, la norma es

[[u(x)]| Loo () = sup ess [u(x)] .
xeN

e Sea 0 < k < oo entonces
C*(Q) = {u: Q — R tal que u es una funcién k — veces diferenciable} .

Si k = oo, se dice que u es una funcién infinitamente diferenciable o suave.
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Sea Q C R" un conjunto abierto. Para cada funcién u € C* () se define su
soporte como:

suppu := {x € Q tal que u(x) # 0}.

Espacio de funciones de prueba

D(Q):={ue C®(Q) : suppu es compacto y esta contenido en Q} .

Espacio de funciones de distribuciones

D'(Q):={T:D(Q) - R| T es un operador lineal y continuo} .

Operador derivada

Hartazttan

D= —
(07 (6% )
0z ...0xn"

a=(a1,00,...,0n), |af=|ag]+ |zl + -+ |an]-

Espacios de Sobolev

WL (Q) = {u| D% e L™ (Q), |o| <1}.
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Capitulo 2

Ondas viajeras suaves y no suaves

2.1 Existencia de ondas viajeras suaves y no suaves

En este capitulo, para el modelo gDP, se prueba la existencia de ondas viajeras suaves
(solitones y antisolitones!) y, su andlogo continuo (peakons). Por ello, reescribimos
el problema a tratar:

0 5 2 0%
at{u—ae 83}2}

2.1
+§E{COU+Clu2—CQ(€gZ)2+€2 (y—csu) gig} =0, z € R, t>0, .
Bajo la suposicion, siguiente:
y+a>0 >0, a>0, ¢>0 >0 k=123 (2.2)
Y comenzamos el andlisis del modelo gDP para ondas suaves y no suaves.
2.2 Solitones
Buscamos una solucién clasica de (2.1) en la forma
u= Aw(n, A), n:ﬁ(x—Vt—mO) /€, (2.3)
donde suponemos que w(n,-) € C*™ (Rl) , es tal que:
Bl
d—nkw(n,A) —0 cuando n— +oco k=0,1,..., (2.4)
w(0,4) =1, (2.5)

la condicién de normalizacién (2.5) implica que el pardmetro libre A en (2.3) sea la
amplitud de la onda, 2° es la posicién inicial de la propagaciéon, V = V(A) es la
velocidad con la que se propaga la onda, dicha velocidad es atin desconocida y uno

1Las ondas viajeras suaves con amplitudes negativas se les llama antisolitones

21
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de nuestros objetivos es determinarla con respecto a la amplitud.
Calculando las derivadas de la funcién (2.3) y sustituyendo en (2.1), obtenemos

ABV dw G ARV ddw AB dw

e dn e dn3 CO?dn
Lo ABd? AR A d A\ AR (e
ledn’yedn325dndn e dnp\ dn?)
multiplicando por €/(Af), se obtiene
dw d3w dw
—_yv= 22y, 2 % =
dn+aﬁ d773+60d77
duw? dPw d (dw)® d [ dw
A— 2 AR =) —Af— (w— | =
+a a +78 ap p a <d77> c3Ap iy \ & 0,

e integrando y usando la propiedad (2.4), encontramos que la constante de inte-
gracién es cero, asi, pasamos a la ecuacién;

d*w dw\? 1
21, _ W aw A _ _ 2
(v + @’V — c3Aw) e A <d77> + 52{ (V—co)w—cr1Aw } (2.6)

Ademas, supondremos que
v+ a2V £0. (2.7)

Para simplificar la expresion (2.6), definimos 8 = v/ ¢; (¢2 + ¢3)/c3 y bajo la condicién
(2.7), obtenemos la ecuacion siguiente:

c3A d?w coA dw\ 2
{1 - w} 2 = AW
v+ a2V ) dn v+ a2V \ dn
N 3w
c1(ca +c3)(y +a?V)

(2.8)

(V— co— clAw), neRL

El problema (2.8) junto con (2.4) y con el pardmetro V' ain desconocido se le conoce
como el problema de dispersién inversa: V debe ser tal que, (2.8) tiene la solucién
con la propiedad (2.4). Por esta razén, el paso que sigue es encontrar V' que nos
permita resolver (2.8). Para llevar a cabo este tltimo paso, tenemos dos opciones:

1. Estudiar el retrato de fase del sistema asociado a la ecuacién diferencial (2.8).
Para describir esta manera, consideremos la ecuacion KdV con el reescalamiento

B =+/(V —cp) /7. En este caso, pasamos de la ecuacién(2.6) al sistema:

!

T =1y, y/ :x{lfclA(Vfco)flaz} (2.9)

dondex:wyy:w/.
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Fig. 2.1: Retrato de fase del sistema (2.9) con el pardmetro V = ¢y + 2¢1 A/3

Para el pardmetro V' = ¢ + 2¢1.4/3, la ecuaciéon KdV obtenida de (2.6), tiene
solucién tipo solitén, asociada con la érbita homoclinica que separa todas las
otras trayectorias del sistema (2.9), dicha 6rbita se conoce como separatriz,
como se muestra en la Fig.2.1. Ademds, los puntos de equilibrio (0,0) y
x2 = (2/3,0), pueden analizarse por separado para mayor informacién del
sistema (ver, por ejemplo, [19, 20], donde se analiza el retrato de fase para
algunos casos particulares de (2.1)).

. Otra manera de tratar el problema (2.8) junto con (2.4), es construir la solucién
para > 0 y encontrar la condiciéon de existencia tal que w(2k+1)(O,A) =0
con k=0,1,...,. Cabe mencionar, que para esta forma de tratar el problema
toma una importancia fundamental la normalizacién (2.5). Por iltimo, pode-
mos continuar con la solucién para n < 0 usando la propiedad de que la funcién
sea par (ver [21, 22]). Retomando el ejemplo de la KdV, en vez de pasar de

(2.6) al sistema (2.9), escribimos (2.6) en la forma: w”:w(l—clA(V—co)floa ,

multiplicando por w e integrando y usando (2.4), obtenemos la ecuacién difer-
1/2

encial de primer orden w' = j:w{l—chA(V —co) tw/ 3} . Ahora, es claro que

para >0, eligiendo el signo negativo, V=co+2¢1 A/3 y usando (2.5) obtenemos
la solucién w = sech2(?7/ 2). Consecuentemente, la propiedad par nos permite
definir la solucién para n < 0.

En este trabajo elegimos la segunda forma de tratar el problema de dispersién inversa
(2.8) junto con (2.4). Para ello, primero vamos a simplificar el problema (2.8) y
enseguida probar que se verifica la condicién (2.7). Sea el reescalamiento a la funcién

w(n, -) siguiente:

W(na ) = pw(nv ')7 b= CSA/(’Y + O£2V). (210)
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Por consiguiente, calculamos las derivadas de W (n,-) y haciendo la sustitucién en
(2.8), se obtiene

9

1 2 1 2 - 1
(1_W)dV2V:02<dW> s Vimeo p e Ly
D dn c3p \ dn c1(ca+c3)A cat+c3p

multiplicando por p, obtenemos el problema no integrable directamente;

EW e (dW>2 es(V = ¢o) cs )
1-wW)—-—==——| 4p—— W - —— W= 2.11
( ) dn? ¢z \ dn (c2 4 c3)c1A ca+c3 (2.11)
Sea la transformacién
W=1-g", (2.12)

con 7 un parametro libre y g dof g(n, A). Usando el cambio (2.12) y calculando las
derivadas, la ecuacién (2.11) se escribe en la forma:

2 2
B ngr—1d g _ {r <62 + C3> _ 1} 7?1 <dg) ¢ el
dn c3 dn co +c3 (2.13)
r C3 C3 V*Co C3 V*Co C3
+9 <2 —p +p — .
catcs3 catecs catcs3 c1 c2tc3

Ahora, definimos el pardmetro;

r=c3/(ca+ c3). (2.14)

Consecuentemente, usando la igualdad (2.14) para r, es claro que se elimina el
término ¢ del problema (2.13) y sustituyendo la igualdad (2.10) para p, en la ex-
presion simplificada de (2.13), se obtiene;

d?g c V—c c V—c
2r—1 2r 92 3 0 r 3 0
9 d’f]2 9 < 5 02‘/ c1 >9 (,7 02‘/ c1 >

1

multiplicando por —g!~2", obtenemos

——=g-02-9)g" "+ (1-q)g"*, neR, (2.15)

donde
g = e3(V = co)/(er(y + a?V)), (2.16)

Noétese que la expresion para el parametro g es sdlo para compactar la expresion
simplificada de (2.13) a la forma (2.15).

De la expresion para w en (2.10) junto con la propiedad (2.4), se tienen las siguientes
propiedades:

w—=0 & W—-0 < (1-¢")—0 cuando 7 — too,
es decir, (2.4) y (2.10) implican

g — 1 cuando 7 — +oo. (2.17)
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Tomando en cuenta (2.17), es posible verificar en (2.15) que la segunda derivada de
g tiende a cero en el infinito. De la propiedad (2.4), se tiene que la primer derivada
de g también debe tender a cero en el infinito. Por tanto, pasamos del problema de
dispersién inversa al problema siguiente:

d%g B 3
(1772:9_(2—6])91 "+(1-q) g7, neR}, (2.18)
Ilysioo =1, dg/dnl, 4o — 0. (2.19)

Es importante recordar que el problema (2.18)-(2.19) contiene los pardmetros p y ¢,
que a su vez, dependen de la velocidad la cual atiin no hemos determinado.

Por otro lado, de (2.5) y (2.10) se obtiene de manera implicita el valor para la
funcién g en n = 0;

1=wlymo = (W) /o= (1= 0"l0) /. (2.20)

en otras palabras, la transformacién (2.12) y la condicién de normalizacién (2.5),
implican
Glymo =1 —p)"". (2.21)

Supongamos ahora que
pe 1), (2.22)
esta condicién, implica que g|,—o sea un nimero real para todo 7 y que g|,—o € (0,1).

Ahora, partiendo de la ecuacién (2.18) y multiplicando dicha ecuacién por dg/dn

se obtiene: )
d (dg d 2 q—2 5 l—q 20
= _ 94 = r, - 4 r
dn <dn> dn{g M ’

e integrando se sigue;

dg 2 2 2—q 5 1—q 9q-
T 2ot T2y - d2(-r) @
(dn) g o9 1Y ’

donde, C es la constante de integracién. De las propiedades (2.17) y (2.19), encon-
tramos la expresién de dicha constante, como sigue;

r—4q

ezr(l—r)(Q—r)'

(2.23)

Considerando (2.21), (2.23), la existencia de la continuacion par y el problema (2.18)-
(2.19), pasamos al problema:

dg T
an +\/F(g.q), n €RY; gly—o = (1—p)"/", dg/dn]|,_y =0, (2.24)
donde 5 )
—q —r —q — 97 r—q
Flgq)=¢* 2" "4 —¢> 7 —p (2.25)

2_p 1—r 1-r)2-71)
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Es claro de (2.20) que podemos escribir p como sigue
p=1-g, (2.26)

para g, = g|y—o. Més adelante, analizamos detalladamente la existencia del valor g,
y daremos las férmulas para encontrar dicho valor.
Consecuentemente, para la funcién F(g,q) tenemos

F(9,q) lg=g. =0 <& dg/d77|n:0 =0, (2.27)

donde ¢ = ¢(g«) una constante y como resultado de (2.27) se obtiene la existencia
de la continuacion par.

dg| _
Flgag)=0 = |,
T T
gm,") =g(-n,-) #9l =0, k=2i+1 VieN
) =0

Fig. 2.2: Diagrama para la existencia de la solucién par g al problema (2.24).

Las condiciones (2.22) y (2.27) son necesarias para la existencia de la solucién
par al problema (2.24), ver Fig. 2.2. Las igualdades (2.16), (2.26) y la expresién para
p en (2.10), se usan para determinar el pardmetro V' en términos de g,.

Ahora, bajo las suposiciones (2.22) y (2.27), elegimos el signo positivo en (2.24) y
buscamos la solucién al problema para n > 0, dicho de otro modo, buscamos la
solucién al problema de Cauchy:

dg _

dn - F (97Q)7 RS (Oa 00)7 g"f?:O = Gx, (228)

donde g, satisface la condicién (2.27). La parte derecha de la ecuacién diferencial
(2.28) es s6lo una funcién continua, como consecuencia, la solucién existe para ¢ =
const y n > 0. Claramente no hay unicidad de la solucién, ya que g = g, y las ondas
viajeras son soluciones de (2.28).

El siguiente paso es verificar que el pardmetro ¢ debe ser positivo. Ahora, con-
siderando 1 > 1 y escribiendo g = 1 — w, de (2.28) obtenemos

<‘$>2 = F((1-w).q). (2.29)

Usando el teorema Taylor, se obtiene

dw\? 9
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De (2.30), se concluye que la funcién w = 1 — g decrece exponencialmente si y solo
sig> 0.

Por tanto, para > const . > 0 la funcién F (g, -) satisface la condicién de Lipschitz.
Por lo que, en este caso la solucién al problema (2.28) existe y es tinica. Nétese que
para cada constante ¢ se verifica lo siguiente:

o 2_q —r 1_q 21 T(T_Q) _
F(g’Q)‘g:f {92—22_ng +ﬁ92 2 _(1—7‘)(2—7”)} 9—2?7 (2.31)
diF (9:9) ‘  ={29(1-2-q9g T+ (1 -qg )} =0, (2.32)
g g=1 g=1
2
%F(g,q)‘ f{2—2(1—r)(2—q)g*r+2(1—2r)(1—q)g*2T} = 2rq. (2.33)
g g=1 g=1
De manera similar a (2.31), (2.32) y (2.33) tenemos también
Flo.q)| =r(=n7@=n){(1-0)* a0~ (r—a)}, (2.34)
di (g0 = 20-¢" " {1-q)—@2-q+1}=0, (2.35)
g7 =(1-q)
d? _ —2rq
apt o9 gz(fq()l—Q) Hl—g—(1-r)(2—q)+1-21} = = (236)

De las igualdades (2.32) y (2.35), es claro que la funcién F'(g,-) para g > 0 tiene
explicitamente dos puntos critcos: g =1y ¢" = (1 — ¢). Como ¢g" > 0 se tiene que
q < 1, consecuentemente, obtenemos

F(9.9)lg=(1—q) >0 v (d°F (9,9) /dg*)|gr=(1—q) < 0. (2.37)

Las propiedades (2.31)-(2.37) implican la existencia de g. € (0, 1) tal que se satisface
(2.27). Como se muestra en la figura siguiente:
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F(g,q)

Fig. 2.3: Comportamiento de la funcién F(g,q) descrita en (2.25) respecto a g; con
g=const.talque 0 <g<ry —-C=r(g—r)/(1—r)2—r).

Obsérvese que, F(g, q)|g—0 = —(r—q)/(1—r)(2—r)) <0 si y solo si ¢ < r. De aqui
y de (2.30) obtenemos la condicién para g:

0<g<r. (2.38)

El anélisis siguiente es para determinar el pardmetro velocidad de onda V| en
funcién de la amplitud y confirmar la condicién (2.7). Considerando la expresién
para p en (2.10) y ¢ en (2.16), vamos a tratar las dos posibilades de « por separado;

a>0 y a=0.

2.2.1 Caso a >0

Es importante notar que, en el caso que la ecuacién(2.27) para F'(g.,q), se pueda
resolver mediante operaciones algebraicas, entonces la raiz se obtiene en términos
del pardmetro ¢ y la amplitud A, es decir, g. = g« (¢, 4) , luego, usando (2.10), (2.16)
y (2.26) es posible escribir el pardmetro ¢ en funcién de V; ¢ = ¢ (V, A), por tltimo,
de la expresién para ¢ en (2.16) se determina la velocidad de onda en términos de
la amplitud V = V (A4), al mismo tiempo, se determinan los valores ¢ = ¢(A) y
g+ = g+(A).

Para el caso general, es complicado encontrar explicitamente la raiz de la ecuacion
para F'(g,-) en (2.27), por esta razén, vamos a transformar dicha ecuacién de tal
manera que podamos encontrar la solucién, ya sea en la manera exacta o numérica.
Usando las igualdades (2.10) y (2.26), se obtiene la expresién para V en términos

de g4 en la forma:
1 CgA
= — — . 2.

v 042{1—932 7} (2.59)
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La férmula (2.39) implica que v+ a?V = c3A/(1 — g7) # 0 para todo A # 0, por
tanto, la condicién (2.7) se satisface si a > 0. Luego, si sustituimos (2.39) en el
pardmetro g dada en (2.16) se obtiene

C3

_ . _ 2
q= {1 CSA(I g*)}, Yo =7+ coa”. (2.40)

c1a?

Usando la expresion ¢ = ¢g(gs) en la forma (2.40) y al sustituirla en la funcién F' (g, q)
descrita en (2.25), de (2.27) se obtiene la funcién

Flg dg) =0 -n2—n}~ {(1 R -7y —2AL—1) <2+C; - C32> e

C1x

. Vo Ya €3 2(1-r)
2(1-n) g o2 )(1+Cla2A cla2>g*

C3
p— 2 pr—
Cla2A( 7") +'f' 2Ag* <7°+ Cla2A Cla2>} 07

factorizando términos semejantes y redifiniendo parametros para simplificar la no-
tacion, encontramos la funcién a resolver para g., como sigue

ef r r
F(g4,4(9:)) < p1g? — p292" + p392 ™% + pagl — C1 = 0, (2.41)

donde

p=(=n@-re2). p=2l-nR-0+U-E

p3=02-=r)1-0+¢), ps=7r§ Ci=r(r—-0+¢), '
aqui

_ 63 _ a
o= c1a2 y &= cra2A’

Por tanto, bajo (2.38) la funcién F(g,q) con ¢ = const. tiene una raiz en el
intervalo (0, 1), la cual generalmente se obtiene de resolver la ecuacién (2.41).

Sin embargo, calculando la derivada de w obtenemos

dw_ 1 o-a-ndg

: 2.43
a e a (2.43)

donde vemos que w puede tener una singularidad en g, = 0. Al mismo tiempo, la
igualdad F'(g«,q) = 0 implica para cada g, # 0

= =0. (2.44)

Ahora, usando la expresién (2.40) reescribimos la desigualdad (2.38) en la forma:

0<cs— %a (1—g") <rera?, Yo =7+ coa. (2.45)
De manera que si A > 0 tenemos v,/A > 7o (1 — ¢5) /A lo que implica
0<03—l<03—fy—04(1—g*)<7“cloz2

A A
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Si A < 0 entonces v, (1 —g5) /A > 7,/A y multiplicando por un menos se tiene
—Ya/A < —7a (1 — g) /A, consecuentemente

0<03—%<03—%(1—g1)<r01a2.

Por consiguiente, obtenemos la condicién necesaria para la existencia de g, respecto
a la amplitud y los pardmetros (2.2), como sigue

0<ec3— ’Vza < reja’ (2.46)

Ahora, de (2.46) tenemos las relaciones siguientes:

e Siq, > 0y c3 < repa? entonces la desigualdad (2.46) se satisface si A pertenece
al conjunto R'\ (A4*,0) donde A* = 7, /(c3 — rc1a?).

e Si v, >0y c3 > rcia? entonces (2.46) se verifica si A € (0, A*) con A* =

Ya/(c3 — re1a?), es decir, si 0 < A < A* se tiene que 7, /A* < 74/A y en

consecuencia

0<03—7Za<63—%27‘61a2.

e Siq, >0y c3=rcia? es claro que (2.46) se realiza para todo A > 0
e Siv, =07y c3 <rcia® entonces (2.46) se cumple para todo A € RY.

Por tanto, para a > 0 hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 1. Sean los pardmetros (2.2) con a > 0 y bajo las condiciones

Ac{R'\ (A%,0)} si >0 y c3<a’re, (2.47)
Ac(0,4%) si 7% >0 y c3>a’re, (2.48)
A>0 si %>0 y c3=a%rc, (2.49)
AeR! si v=0, co=0 y c3<a’re, (2.50)

donde vo = v + coa® y A* = 74/ (c3 — a*rc1). Entonces la ecuacion (2.1) tiene la

solucidn tipo soliton (2.3) que se propaga con una velocidad constante siguiente:

y—t { csd —7}, (2.51)

Ca? | 1-g

donde gs € (0,1) se obtiene de resolver (2.41).

Ahora, vamos a dar algunos ejemplos donde se usan nuestras férmulas para
resolver (2.1). Notese que cada afirmacién descrita en (2.47)-(2.50) definen una
familia de ecuaciones. Sin pérdida de generalidad, elegimos la familia (2.49) y damos
los ejemplos siguientes:
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Ejemplo 1. Sean los pardmetros

363

= 0 = —
v ) C1 2@2’

c3 = 202, (2.52)
con estos valores la ecuacion (2.1) se le conoce como el famoso modelo de Camassa-
Holm ver [7, 12]. Para este ejemplo, tenemos que r = 2/3 y la funcion F(g,q) tiene
la forma

Flgq) = 0° — 22— )g** + 301 — 9)g®* - <1 - 361) : (2.53)

2 2

Considerando que g. =1 es una raiz de multiplicidad 2 en (2.53), obtenemos

F(g,q9) = (92/3 - 1)2 <g2/3 -1+ 3q/2> , (2.54)

de (2.54), es claro que
g2 =1-3q/2. (2.55)

De (2.54) obtenemos g. = g«(q) como se muestra en (2.55). Usando (2.26) y la
igualdad (2.10) para p, obtenemos q = q(V, A) = 2¢c3A/3a2V. Ahora, usando la
expresion para q definida en (2.16) con los valores (2.52) tenemos la otra igualdad
q=q(V)=2(V—cp)/3V. Por tanto, usando las dos igualdades para (V') = q(V, A),
encontramos la velocidad de onda V' en términos de la amplitud, consecuentemente,
encontramos g, en funcion de la amplitud, es decir, se tiene

V=co+ 63;4 Y G« = (00a2/(coa2 + 03A))3/2. (2.56)
Para los valores (2.52) la condicion (2.38) se satisface si y solo si co > 0. Por tanto,
el problema (2.1) con los pardmetros (2.52) admite solucidn tipo soliton si y solo si
cp > 0, dicha solucion se obtiene de resolver el problema (2.28) donde F(g,q) tiene
la forma (2.54) y g« dada en (2.56).

Para este ejemplo, es conocido que si cg = 0 entonces la ecuacion admite solucion
unicamente continua con un salto en la primer derivada, tales soluciones se conocen
como peakons y las vamos a tratar mas adelante.

En el Ejemplo 1 se muestra un caso particular de (2.1) integrable. El siguiente
ejemplo es una ecuacién no integrable que pertenece a la familia (2.49) con ¢ = 0
y v > 0.

Ejemplo 2. Sean los pardmetros siguientes:

9c3

co =0, 01:@7

C3 = 402. (2.57)

Los valores (2.57) definen en (2.1) una clase de ecuaciones no integrables que pertenecen
a la familia (2.49). Para estos pardmetros r = 4/5 y la funcion (2.25) se escribe

2 5q —1 2
F(g,q) = (92/5 —~ 1) {96/5 +2g%/5 + Tg% +3 (g - 4)} - (2.58)
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Para encontrar todas las raices de la funcion F(g,q) en (2.58), usamos la igualdad
(2.40) y pasamos de (2.58) a la funcion a resolver

Fluda) =3 (3+€)a2 3 (3+26) 827+ 2 (346 24 g0l 6 259)

donde £ =~/ (50214). Ahora, considerando que g, = 1 es raiz de (2.59) de multipli-
cidad 2, factorizamos dicha funcion en la forma

Flgwdg.) = (2/5 1){<3+£>(8/5+g /5 2/5)—3@%) 4/5+2£}
- 5(92/5 1) {(§+§>(6/5+2 4/5)+(§—§>gf/5+§}.

2/5

para g, = t£1i € C se tiene que g'~ = —1, ademds, es sencillo probar que g, = +i
son raices de la funcion (2.59) y usando la formula cuadrdtica, obtenemos

F(gs,q(9+)) = <93/5 - 1)2 <93/5 + 1) (93/5 - m) <93/5 + @) : (2.60)

1 3+10¢ 1 3+10¢)
H1—2{—1+ 8<3+5£>—7},/€2—2{1+ 8<3+5§> 7}

Para nuestro objetivo, elegimos la raiz real de nuestro interés

1\°/? 3o A + 2y i
L= (= ~1 e N . 2.61
w=(3) (e (aniy) - a5

Usando la raiz (2.61) se definen los pardmetros V' y q en la manera siguiente:

con

V= a2 { 8ca(3caA + ) _ 7}
3(c2A — ) + 3/ (3caA + 7)(c2A + )

4 Y

=—_ 3(cpA — 3v/(3c2A A7)}
=5 1062A(3CQA+’)/){ (24 =) +V3v Ber A+7)(2A+7)

Por tanto, con los pardmetros (2.57) y los valores de V' y q determinados por la

raiz g« dada en (2.61), la ecuacion (2.1) tiene solucion tipo soliton con amplitudes

arbitrarias no negativas si y solo si v > 0. La solucion se obtiene de resolver (2.28)

con F(g,q) descrita en (2.58) y g« en (2.61).

En en el Ejemplo 2 se muestra un caso de la familia (2.49) més complicado
de resolver, pero que es posible encontrar de manera explicita la raiz de la funcién
(2.25). El ejemplo siguiente pertenece a la familia (2.47) y es una caso en el que no
es posible encontrar g, de manera explicita, en estos casos se recurre a los métodos
numéricos.
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Ejemplo 3. Ahora, estudiaremos la ecuacion (2.1) con los pardmetros
c3 = bcy, c¢1 =3¢y, «a=2co. (2.62)

Con estos valores r = 5/6, y la funcion F(g,q) que usaremos para resolver el prob-
lema (2.28) tiene la forma

2
Flgg = <gl/6 — 1) {g10/6+2g9/6+3gg/6+4g7/6+5g+3 (4¢+6)g°/°

1 4

+ = (24g+1) g¥o + = (9 —4) g3/ + % (16 — 11) g'/3 (2.63)
10 5

+7(6q—5)91/6+7(6q—5)}-

Para encontrar la raiz g« € (0,1) de la funcion (2.63), usamos (2.40) con los valores
(2.62) y se obtiene la funcion a resolver

0= f(g *) :{p1x10+2p1w9 + 3p128+4p1a” +5p125+ (6p1 — po)
+(Tp1—2p2) 4+ Bp1+pa—3p2) 23+ Op1+2ps —4po) > (2.64)
+(10p1+3ps—5p2)w+11p1+4pa—6pat+psf,_ /e,
donde

7

1 7 2 9 5
p16<2§+6> ) p2*6(2_0)+6€7 p3*6(1_9+§)7 p4*6§7

con § = c3/c1a?, € = (v + coa?)/ciAa®. Para esta familia de ecuaciones (2.47), el
problema (2.1) tiene soluciones tipo soliton. Ademds, admite soluciones con ampli-
tud negativa (antisolitones.)

El Ejemplo 3 es uno de los ejemplos en los cuales no podemos encontrar g, en
forma explicita, en este caso, se resuelve (2.64) numéricamente.

2.2.2 Casoa=0
De la igualdad para p en (2.10) y ¢ en (2.16), para a = 0 tenemos

p=-csA/y, q=c3(V—co)/ver. (2.65)

En este caso, usaremos el parametro libre ¢ para determinar la velocidad en funcién
de la amplitud, también consideramos la suposicién (2.22).
De (2.26), escribimos

ge=(1=p)"". (2.66)

Claramente, el valor g, es conocido. Sustituimos (2.66) en la funcién F'(g, q) definida
en (2.25) y obtenemos

F(g,g)=01-r)"'2-r)" {(1 —p)2 (1 =) (2 =) (1 —p)?
21 -712-q)(1-p)+2-r)1—q)] —r(r—q),}
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desarrollando términos se sigue
F(geyq) = (1= )72 = )7 {(1 = p)* 70/ (292 = 3rp? 4+ 21p
—2qp + 1°p? — 2r°p + 1% —rq+ 2rqp) — r(r —q), }
reordenando, se obtiene la funcién para ¢
2
Fu=r(1=r) " 2=r) 1p X [ 2 g 42p(1-1)

. (2.67)
—1)/r -r r—1)/7
+r—r(1—p)2r1/ —q(1+2p7—(1—p)2< 1/ ).}

Para que la funcién (2.67) pueda verificar la condicién (2.27) y en consecuencia el
diagrama de la figura Fig. 2.2, necesitamos encontrar un q = ¢, tal que F(gs, ¢«) = 0.
Por tanto, de (2.67) obtenemos la ecuacién lineal para ¢ siguiente:

(1-7r)F—q¢6=0, (2.68)
donde

6—(1—17)2(14’")”{1%}917} -1, 8—(1—p)2(14'")/r{r+2p+p22?} -

1—r 1—r
Ahora, veamos el comportamiento de las funciones & y § con respecto a p

Q5|p=0 =0, 3|p:0 =0, ®‘p=1 =-1, 3|p=1 = _7"/(1 - r),

Ccl; = =2p(1 = 7)(2=7)(1 = p)*" 3 /1, (2.69)
95 _ 22— r)(1— plr 32,
dp

De las propiedades (2.69) se tiene que &(p) y §(p) son funciones decrecientes y
acotadas en el intervalo (0, 1), obteniendo asi el siguiente resultado

Lema 1. Sip € (0,1) entonces la ecuacion (2.68) tiene una solucion en la forma

(1-r)F

0. 2.70
8 (2.70)

q= = q(p) =

Ahora, para el caso o = 0 obtenemos el resultado siguiente:
Teorema 2. Sean
a=0, v>0, ¢=>0, ¢>0 k=123 (2.71)

Si se satisface (2.65) y (2.22). Entonces la ecuacion (2.1) tiene la solucion tipo
soliton (2.3) que se propaga con una velocidad constante siguiente:

V=co+ 1 2q, (2.72)
c3

donde g, esta dado en la formula (2.70).
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Ejemplo 4. Sean los pardmetros siguientes:
a=0, ~v=4c, c3=2co. (2.73)

Para estos parametros r = 2/3 y de (2.68) tenemos que

s(2)’ o~ (3)"

A 2
q=qx = § = V=c+ gclA. (274)

Por tanto, la ecuacion (2.1) tiene solucion (2.3) con amplitud A € (0,2) y velocidad
constante V' = ¢y + 2¢1A/3. La solucion se obtiene de resolver el problema (2.28)
con

se sigue que

Flo.a(A) = (%~ 1) (2P 14 472) y go=(1- 4/

2.3 Peakons

Reescribamos la ecuacién (2.1) en la forma que permite una solucién débil:

ou ) O\ 28? [ 0u D 3 o
8254—8%{cou+cw —(c2—cy) (%x) }_SW{Q E—%(w—gu )} (2.75)

Es conocido que el problema de Cauchy para dos casos especiales de la ecuacion
(2.75), es decir, para las ecuaciones de Camassa-Holm y Degasperi-Procesi, es lo-
calmente bien planteado para condiciones iniciales del espacio de Sobolev H*(R!),
s > 3/2: a excepcién de los casos especiales de ondas viajeras, existe un tiempo
maximo 7" > 0 tal que el problema de Cauchy para estas ecuaciones tiene una
solucién tnica que pertenece a C ([0,T), H*(R')) N C* ([0,T), H*"'(R')), ver por
ejemplo [23, 24].
La ley de balance del modelo (2.75),

4 {/ u?dr + a2/ (z—:ux)2daz} = ez — 262)/ (cug)’dz,
dt —00 —00 —0o0

implica que un resultado similar deberia ser valido también para la ecuacién Degasperi-
Procesi generalizada. Sin embargo, nos limitamos a considerar un tipo especial de
soluciones débiles de la ecuacién (2.75), los llamados peakons, es decir, las ondas via-
jeras continuas. Para ello, escribimos una solucién como una onda viajera, u = u(n);
n = x — Vt, donde V es un pardametro libre que mide la velocidad de la onda, y
reescribimos la ecuacién (2.75) como una ecuacion diferencial ordinaria que se trata
en el sentido débil:

/ {Vu — cou — cru® + (ca — 03)(£un)2}<pnd77
IR (2.76)
= 52/ {onVu + yu — c;),uZ/Z}cpmmdn7
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donde ¢ = ¢(n) es una funcién de prueba de D(R,), los subindices significan las
derivadas, y u, es calculada en el sentido débil. Es claro que las ecuaciones (2.75) y
(2.76) son equivalentes y estan bien definidas para las ondas viajeras u € ®'(R,)) si
y s6lo si

ue®(R,), u?ec®R,), (du/dy)® cd'(R,). (2.77)

Pasamos a la construccién de la solucién peakon. Para ello, consideramos una

subdlgebra {1, H(n)} de ®'(R,) con generadores 1 4 funciones suaves y la funcién
de Heaviside H(n); H(n) = 0 paran < 0y H(n) = 1 paran > 0. Dado que H? = H,
para toda Uy = u— (1) + (u4 (1) —u—(n))H(n) y Uz = v_(n) + (v (n) — v—(n)) H(n)

de {1, H(n)}, ut,v+ € C°(R,), obtenemos
UrUs = u—v— + (uyvy —u_v_)H(n) € {1, H(n)},

que verifica las primeras dos suposiciones en (2.77). Al mismo tiempo,

dU  dv_ n (dv+ _ du

= dr i i VH (1) + (v — v—)p=06(n),

donde §(n) es la funcién delta de Dirac. Por tanto, para verificar la tercera hipdtesis
en (2.77) debemos suponer

(v4 —v_)|p=0 = 0. (2.78)

Esto implica que consideraremos una subdlgebra de {1, H(n)} la cual, contiene fun-
ciones de la forma U = v_(n) + (v4(n) — v—(n)) H(n) bajo la condicién (2.78), [25].

Por consiguiente, para proceder a la construccién de la solucién debil de (2.75),
primero definimos la notacion

1= 1+m) = f-(),  [fllo = f+M)n—+0 — = (M) ]n——o0, (2.79)

considerando (2.79), escribimos el anzats en la forma
W@ t,e) = Afw_ () + WH(z -V}, n= g(:c _ Vi), (2.80)

donde A > 0 es la amplitud de la onda, V' es la velocidad, 8 = \/c1(c2 + ¢3)/c3 es
un parametro positivo de reescalamiento y las funciones wy = wy(n) son tales que:

welyeso = 1. (2.81)
wi(n) € C®°(RL), wi(n) =0 si n— +oo, (2.82)
w_(n) € C®(RL), w_(n) -0 si n— —oo, (2.83)

Ademas, supondremos también que las funciones w4 extendidas en R4 son suaves.
Es claro que (2.81) implica la condicién (2.78), es decir, [w]|o = 0, sin embargo, para
obtener la solucién tipo peakon, debemos suponer que

dw
[dn] = const . # 0. (2.84)

0
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Usando el hecho que (H (z))2 = H(z) tenemos

2

w3 (z,t,¢) = A2 {(w_(n)) + WA H(z — w)} . (2.85)

Desarrollando algunos términos de (2.75) se tiene

Gu_ AP {dw‘(”) + [dw] H(x - Vt)},

Oz € dn dn
Bu  AB [dPw_(n) d3w
€ dzw] g2 [dw] / }
+ ===l dz=Vt)+ == |—|| 6§ (z—=V1) ;.
B [d772 0 ( ) 52 dn 0 ( )

De manera similar a (2.85), para el término (u;)? se tiene la expresién

ou\? A2p2 dw_(n)\? dw\?
— | = — H(z—-Vt) ;. 2.87
(356) e? < dn > i (dn> (= v (257
Utilizando las expresiones (2.80), (2.85) y (2.87) bajo operaciones algebraicas, como
se muestra en los casos particulares (2.86), es posible, calcular todos los términos de
la ecuacién (2.75), al mismo tiempo sustituirlos en la misma. Luego multiplicando

por £(AB)~! y bajo la condicién (2.7) dividiendo por (v + o*V) obtenemos la
relacion siguiente:

2
d{—V‘CO )+ gy - (= 2 (2 )

dn | Po+a) T BG+a2V) vtV dn
+ CZ;W—(U) - 2(72_31:12‘/)6;722(“—(”))2}
+ dcfy {_52(‘;—:;%V)wi + ﬂz(,ycj_thV) (we)® — (22—1—_;3€/A <d;uni>2 »
2 2 2 |
A eV
AR )] )i ) e
8], s [5] e

Siguiendo un proceso similar a los solitones en (2.8), reescalamos las funciones w.
como sigue

Wi =pws, p=csA/(y+a’V), (2.89)

donde W def Wi(n), los pardmetros r y ¢ se definen exactamente igual que en

(2.14) y (2.16) respectivamente. Usando (2.82)-(2.83) y factorizando p~! pasamos
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de la combinacién (2.88) a la siguiente:

(0t 2l ve) + 5 { [dw] -3 [dzﬂ

+@ dn 0o 2
L [dQW] _e—a (dW)
B d772 0 C3 dn

donde

d d2W. - dWiN? 1d2wW?2
QBi:{rWi—qui—i- £ oo () L o)

o
0

0

dn dn? c3 dn T2 dnp?

Considerando la propiedad (2.81) y el cambio (2.89) calculamos los términos sigu-

ientes:
o a2 ], e [
=2p | —|| s |7z3W7|| =2 — +p ,
[ dn Il dn Il dn? 0 dn 0 dn? |1
Asi, pasamos de la expresién (2.90) a la siguiente:
2 d
(1= H(z ~ V)W + Hz ~ VW, + 25 (1-p) [anV] :
2 2 ’ (2.92)
o[22 (] e
B p d772 0 C3 dn 0 ’

Por tanto, dado que las distribuciones 1 — H, H, § y 8" son linealmente independi-
entes, de (2.92) se deduce que:

AW PW| e (dW>2
Wi =0, (1-p) |—|| =0, 1-p) |=—| —=|[ == || =0 2.93
c=o.a-p) |G| =0 0-n | 63[ i) | =0 e
De (2.84) obtenemos
p=1 Wi(n)=W_(-n) para n2=0. (2.94)

Ahora, usando la ecuacién 204+ = 0y (2.91) se obtiene el problema similar a (2.11)
siguiente:

Wy 1—r [dWs
1-W -
( +) dn? r < dn

Wilp=1, Wi —0 cuando n— *oo. (2.96)

2
> +r(gWe —W3), neRl, (2.95)

Obsérvese que si @ > 0, usando la igualdad p = 1 encontramos la velocidad de la
onda no clasica, como sigue

V=a2(c3A—7). (2.97)
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Es claro que se satisface la condicién (2.7), es decir, de (2.97) se tiene v + o*V =
c3A # 0 para a > 0. En consecuencia, el parametro ¢ = q(V(A)) queda determinado
por parametros ya conocidos y a su vez el problema (2.95)-(2.96) es bien definido.
Si o = 0 se tiene que la amplitud no es arbitraria y estd determinada por A = ycg L
en este caso para encontrar la velocidad usamos la férmula (2.16).

Para analizar el problema (2.95)-(2.96) de manera general, usamos la transformacién
donde g+ def g+(n) y r = c3/(ca + c3). Al sustituir (2.98) en (2.95) obtenemos

d*g+ _ _
G =9 @ oe (el ekl (2.99)

con
qg=c3(V —co)/er(y+ OzQV).

De las propiedades (2.96) y la condiciéon p = 1, obtenemos la propiedades equiva-
lentes a (2.17) y (2.21) en la forma

gl =g.=1-p)"" =0, gil =1 (2.100)

Multiplicando (2.99) por dg+/dn e integrando se obtiene

2
A9\ _ 2 9274 174 200 6 (2.101)
dn t Tyt 1—r7* ’ ’

donde € es la constante de integracién. De manera similar a (2.23) y bajo la segunda
condicién en (2.100) encontramos € = r(r — ¢)/((1 — r)(2 — r)). Usando la primer
propiedad dada en (2.100) se obtiene que dicha constante es cero si y solo si

g=r <= g.=0. (2.102)

Usando la expresién para g dada en (2.99), reescribimos la primer igualdad de (2.102)
en la forma:
V — ¢ ¢

—_ = . 2.103
v+ a2V ng ( )
Luego, bajo la suposicién (2.102), pasamos del problema (2.101) al problema de

Cauchy siguiente:

dgi —r
o = T (1-95"), neRL;  galy—io =0 (2.104)

Usando (2.104) no es dificil verificar que;

dwi

s =27 g% (1-95")],u0=Fr (L —gh)|, 0= Fr (2.105)

n—=+0

En consecuiencia, de (2.105) se demuestra que [dw/dn] |0 # 0 y ademds es acotada.
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Buscando la solucién al problema (2.104) se sigue; Haciendo un cambio de vari-

able tenemos )

1
- | ——dx = Co; =1-g1".
r/x(l—:c) r=Fn+Cy 9+
Integrando por fracciones parciales se obtiene
_ Co exp (Frn)
1+ Cyexp (Frn)

= g4 =1+Coexp (Frn).

Usando la condicién inicial, tenemos que C2 = —1. De (2.97) obtenemos la funcién
wy siguiente:
w=(n) = exp (Frn). (2.106)

Por tanto, usando la funcién (2.106) obtenemos la solucién de (2.75) en la forma:
rp
u(z,t;e) = Aexp (— |z — Vt|), (2.107)
€

donde los parametros A y V quedan determinados por las férmulas descritas en
(2.97) y (2.1083).

Observacion 1. De las igualdades (2.103) y (2.97) se observa que la condicion
necesaria de existencia (2.102), no solo depende de los pardmetros de la ecuacion
(2.75) sino también de la amplitud A.

Anélisis de la condicién (2.102) respecto a la amplitud y los pardmetros de (2.75).
Sea a > 0, despejando el parametro V' en (2.97) y al sustituirla en (2.103), reescribi-
mos la condicién (2.102) en la forma

0<c3— Vza =re0?, Yo =7+ ool (2.108)
Ahora bien, si v > 0 o ¢y > 0 entonces la igualdad (2.108) se satisface si y solo si
2 . Yo
c3 > rejo yA—72.
C3 — Tl

Si v = ¢y = 0 entonces la igualdad (2.108) se satisface si y solo si ¢z = reio?, y
A # 0 arbitrario.

Para el caso a =0, v > 0 y ¢ > 0 entonces la igualdad (2.102) se satisface si y solo
si A:’ycgl yV =cy+rcA.

En consecuencia hemos probado el siguiente teorema;

Teorema 3. Sean

Ya=7+ca?>0, 7v>0, ¢>0, ¢ >0 k=123 (2.109)

1. Sia> 07, >0y si se satisface c3 > rcia® entonces el problema (2.75) tiene
solucidn tipo peakon (2.107) con amplitud A = A* y velocidad V = V(A*)
unicas, donde

-1 _
A* = (03 — rcla2) Yoy Y V=7, LA* (csco +1rery) .
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2. Sia > 0,7, =0y sise satisface c3 = rcia® entonces el problema (2.75) tiene
solucion tipo peakon (2.107) con amplitud arbitraria A # 0 y se propaga con
la velocidad V = rei A.

3. Sia=0,v>0yc >0 entonces el problema (2.75) tiene solucion tipo
peakon (2.107) con amplitud A fija y velocidad constante fija: A = 6517 Y
V =co+rciA.
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Capitulo 3

Esquema numérico.

3.1 Esquema en diferencias finitas para soluciones suaves
del modelo Degasperis-Procesi generalizado.

En el capitulo 2 se prueba la existencia de soluciones clasicas y no cldsicas para el
modelo gDP. En el presente capitulo, se crea un esquema en diferencias finitas para
aproximar soluciones clésicas (solitones suaves) de dicho modelo, que preserve algu-
nas leyes de conservacién y balance. Ademads, se prueba la estabilidad del esquema
y la convergencia de soluciones numéricas a soluciones exactas para los solitones.
Las simulaciones numéricas verifican los resultados tedricos. Para versiones esen-
cialmente no integrables del modelo gDP, se analiza la estabilidad de propagacion
de solitones y antisolitones. Nuestro esquema sirve también para probar que la
interaccion de solitones colisionan en la manera casi elastica, donde se observa que
después del proceso de interaccidn, los solitones restablecen sus formas originales con
pequenios cambios y, ademads, se aparecen ondas oscilantes con amplitudes bastante
pequenas las cuales son conocidas como radiaccion.

Para comenzar nuestro andlisis numérico reescribimos dicho modelo gDP junto
con las condiciones de los parametros, en la siguiente manera;

2
3{u_a2€23u} (3.1)
2

0 ou\ 2 0
+ am{cotﬁ—ch—cQsz <£> +52(7 — c;;u) 8;26} =0,z € ]Rl, t >0,

donde u & u(z,t) y a, v, ¢, k= 0,1,2,3 son pardmetros no negativos, tales que;
v>0, a>0, v+a>0, ¢>0, >0 k=123 (3.2)

Para construir nuestro esquema, es de suma importancia las leyes de conservacion y
balance del modelo gDP. Por esa razén, calculamos dichas leyes. Al multiplicar la
ecuacién (3.1) por u e integrando, obtenemos la ley de balance:

d {/Oo u’dx + o /OO (€Ux)2d$} =& (3 — 2c0) /OO (euq)’de, (3:3)

dt \J o e o

donde u, dof Ou/0z. Es claro que, con la excepcién del caso particular c¢3 = 2ca,
el término del lado derecho en (3.3), provoca, generalmente hablando, inestabilidad

43
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y desarrollo de singularidades para las soluciones en un tiempo finito pequetnio. El
fenémeno breaking waves y la ley de balance (3.3), implican la importancia y mayor
precision del modelo gDP, para describir los tipos de olas en el agua.

En lo que respecta al estudio numérico para las ecuaciones CH y DP, hay un
enfoque muy comin que es el método de Faedo-Galerkin, ver [9-11]. Un método
alternativo para dichas ecuaciones, se implementé en [12], en el cual se usa la trans-
formada de Fourier para las simulaciones numéricas de la ecuaciéon CH. Para la DP,
se realizan simulaciones numéricas usando el método espectral de Fourier (Fourier
Galerkin y pseudoespectral) [13].

Respecto a el método de diferencias finitas, hasta donde sabemos se han creado al-
gunos métodos conservativos para la ecuacién DP ([14, 15]). En particular, en [14] se
realiza un andlisis numérico para el caso particular DP de (3.1), con los pardmetros:

60:7:0’ 01:27 02203:(}:5:1. (34)

El esquema [14], se basa en la representacién de la ecuacién DP con los coeficientes

(3.4), en la forma
) 02 19 2\
m(“w)““m(‘l‘aﬁ)“’ (3.5)

Ademds en [14], su esquema preserva la ley de conservacion de la energia y de la
masa siguientes:

/ u(x,t)dx = const . (3.6)
/ u3(z,t)dz = const . (3.7)

Al mismo tiempo, los resultados numéricos [14] requieren la condicién de estabilidad
7 < 3h3/4||u||, donde h y T son los tamafios de paso del espacio-tiempo de la malla
respectivamente, y ||-|| es la versién discreta equivalente a la norma en L2 (Rl).
Noétese también, que la ecuacién (3.5) no admite ondas viajeras suaves tipo solitén
[26].

El objetivo principal de este capitulo, es crear un esquema en diferencias fini-
tas conservativo para las simulaciones numéricas de propagacién e interaccién de
ondas suaves para el modelo general (3.1). Para lograrlo, necesitamos que nuestro
esquema cumpla con algunas leyes de conservaciéon. Ademads, sirva para modelar
el escenario casi eldstico de colisiéon de solitones, es importante notar que, para el
andlisis de dicho escenario debemos considerar intervalos de espacio-tiempo suficien-
temente grandes (consideramos u|—g = u’(x/¢), tratamos a € como un pardmetro
pequeno y suponemos z ~ O(1),t ~ O(1).) Asimismo, nuestro esquema debe garan-
tizar estabilidad de la solucién para € << 1, lo cual, en principio es contradictorio a
la ley de balance (3.3), que describe inestabilidad y colapso de solitones en un corto
periodo de tiempo. Para eliminar este obstaculo, consideramos los solitones como
funciones pares, en consecuencia, el término del lado derecho en (3.3) desaparece,
y como resultado; se obtiene que los solitones se propagan para tiempos suficien-
temente grandes. Por tanto, la representacién discreta de (3.1) debe ser tal que;
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satisface la ley de conservacién (3.6) y la ley de balance (3.3). Méds atn, nuestro
esquema aproxima las siguientes leyes de balance:

d oo o
i) zudr — /_OO {cou + cpu® — (cg — c;:,)(sum)zdm} =0, (3.8)
4 [~ x{u2 + oz2(€ux)2}dx + 37e? /OO (ug)>dx (3.9)
dat | oo

e 4
— / {cou2 + gclu3 + (5c3 — QCg)u(euz)Q + 52(03 — 262)$(ux)3}d$

o
:204252/ UpUrdx.

—00

Para obtener las igualdades (3.8) y (3.9) multiplicamos (3.1) por x y zu respecti-
vamente e integramos. Las leyes de balance (3.8) y (3.9) son de gran importancia
para la descripcién del problema de interaccién de solitones (ver [18]).

Ahora, a diferencia del esquema [14], en nuestro esquema, para la condicién de
estabilidad es necesaria la condicién: 7 < ¢ieh? vy h < goe'/*, donde las constantes
q; > 014 = 1,2 no dependen de u, ademas, se prueba que las soluciones numéricas
tipo solitén convergen a las soluciones exactas de (3.1) cuando h — 0y 7 — 0 (ver
simulaciones numéricas.) Una nota importante, es que este esquema es econémico,
es decir, para N puntos en la malla de la variable discreta espacial necesitamos O(N)
operaciones aritméticas para pasar de un nivel al siguiente en la variable temporal.

Las simulaciones numéricas confirman la estabilidad del esquema. Una de las
caracteristicas principales en nuestros experimentos numéricos es tal que; la col-
ision de solitones producen el efecto radiacién “escenario tipo BBM.” Esto confirma
también, el resultado del andlisis preliminar obtenido en [18].

3.2 Esquema en diferencias finitas

Las simulaciones numéricas para el problema de Cauchy de la ecuacién gDP (3.1),
se realiza para un z-intervalo acotado, esto es, z € [0, L]. Por esta razén, modelamos
el problema de Cauchy por un problema mixto consistente de la ecuacién (3.1), y
las condiciones de frontera siguientes:

u‘x:O = u‘x:L = uz‘az:L =0, “{tzo =u’(z/e), (3.10)

aqui, u®(x/¢) es una funcién suficientemente suave, en particular, elegimos u%(z/¢)
como una combinacioén lineal de solitones de la forma: v = Aw(B(z—Vi— z%) /e, A),
los cuales, son soluciones de (3.1) con los parametros (3.2).

Para simular (3.1), (3.10) y el fenémeno de interaccién con t € [0, 7], es necesario
que L, T y las posiciones iniciales de frentes de ondas solitarias x? 1= 1,2...,
impliquen que, los puntos de interseccién de los frentes de ondas esten contenidos en
Qr = (0, L) x (0,T]. Adicionalmente, L, T, 2¥ y u® deben satisfacer uniformemente
en t < T, las propiedades:

‘U(%t”xe[o,é]} < 0527 }u(xat)‘xE[Lfé,L]} < 0527 |:L‘?+1 - x(z)| >0 (3'11)
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para alguna constante § >> .

Por supuesto, es imposible crear un esquema en diferencias finitas para un problema
con perturbaciones singulares, lo cual significa, que el esquema deberia ser razonable
al problema uniformemente en € — 0. Por ello, tratamos a € como un parametro
pequeno fijo, y definimos una relacién consistente entre ¢ y los parametros asociados
al esquema.

Para crear el esquema en diferencias finitas de la ecuacién (3.1), que verifique
las leyes de conservacion y balance antes mencionadas, deberiamos elegir, las aprox-
imaciones adecuadas de las derivadas a los términos lineales y no lineales. Vamos a
realizar este proceso por secciones separadas.

3.2.1 Esquema no lineal preliminar

Para el esquema necesitamos definir un dominio discreto, esto es, Q7.,.n, = {(xi, ;) def
(th,jr),i = 0,...,1, j = 0,...,J} el cual no es més que la discretizaciéon del
rectangulo Qr, donde, 0 =z¢p < z1 < --- < xy =L con x; = xg +ih, h = 241 — x;
para todo i. De manera similar, 0 =ty < t; < --- <ty =T aqui t; =ty + j7, 7=
tj+1 —t; para todo j. Ahora, para toda funcién suave u = u(z,t) en Qr 5, debemos
construir la representacion en diferencias finitas que aproxime a du(z,t)/0x. Para
lograr tales estimaciones, usamos distintas maneras de expandir u en serie de Taylor,
por ejemplo, si calculamos el desarrollo de Taylor de u(x + h,t) alrededor del punto
(x,t), obtenemos

u(zw,t)  h20%u(w,t) ﬁ@’%(m,t)

ulw + ht)=u(x,t) + h o 5 ...+MW e

(3.12)

por consiguiente, de (3.12) podemos escribir la representacion de du/dx, como sigue;

Ou _ u(x +h,t) —u(z,t)
or h

+O(h). (3.13)

La férmula (3.13), es la representacién en diferencias finitas hacia adelante de la
derivada de u. Otra manera, de obtener una aproximacién para du/0x, es tomar la
expansién en serie de Taylor para la funcién u(z — h, t), alrededor de (z,t)

B ou(z,t)  h20%(z,t) WhE (e, t)
u(z—h,)=u(z,t)—h % + 5 a2 st (1) EW—’— . (3.14)
de aqui, se tiene la expresién
Ou  u(z,t) —u(x —h,t) +om), (3.15)

or h
esta aproximacién es conocida como representacién en diferencias finitas hacia la
izquierda.

Por otro lado, usando una combinacién de (3.12) con (3.14), obtenemos

Ou  u(x+h,t) —u(x —h,t)

or 2h

+ O(h?), (3.16)
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esta aproximacién para du/dx se conoce como representacién en diferencias finitas
centrada. Es claro, que podemos obtener para du/dt sus representaciones similares
a (3.13), (3.15) y (3.16) usando la expansién de Taylor para u(x,t =+ 7) alrededor de
(x,t). Notese que, tales expresiones estan definidas para todo (z,t) € Q7. p. Para
simplificar la notacién definimos

j def j def By j def yz+1 yf j def j def yZ y{_l
Y, = ’LL(.’EZ', tj)7 Yir zY; 77 Yiz = 0zY; = T)

i def def 1 i i def def y y]"_l i i

J de J Y J ] J i i I (]
Yiz = 0zY; = 2( i +y¢f)7 815 - v Yigz = (yw)iz

Y para simplicidad de las férmulas, redefinimos la notacién

def . def 71
y =y, 9=yl

Por tanto, para la ecuacién gDP consideramos el sistema de ecuaciones no lineales:
i — @2 yuzr + coyi + Q1Y) + €2 (Vh¥uzs + YhYsza) — 2Q2(y) =0,  (3.17)

donde 7, = (1 — h) y considerando las propiedades (2.4) de las soluciones en el
capitulo 2, asumimos, para la funcién discretay coni =2,...,.1-2, j=1,2,...,J
las propiedades siguientes:

y =0, yl_,=0, 1=0,1,2, j=12...,J (3.18)
Y =u(zi/e), i=0,...,1. (3.19)
Aqui
2 2
Qi(y) = 3lyys + (y7)a}, (3.20)
C
Qa(y) = Ds{cayetis + 3 (2o + (0) = 2ot + e)?) }. - (321)

0(xy/e) = (x_y/e) =0 para [=0,1,2,
1 xi+h/2

ﬁo(aci/s):/ u0<ﬁ>d77, i=3,...,1—3.
h xi—h/2 €

Para conocer la precisién del esquema (3.17), calculamos el orden de estimacién
con la que aproxima cada uno de los términos de (3.17) a la ecuacién (3.1). Con-
siderando las férmulas (3.12)-(3.16), se obtiene

ou(z,t;)

().~ 252 —om. (), - 2522 o,
(), - 5| —ou

De la expresion (3.12) tenemos que

2 393 4 94 x,
a[;i( h_ 2 {U( +ht) —ulxt) — l“azgt) };!8(;;(?@ Z'aét(t4t) "}’ (3.22)
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usando la expresién (3.14), se obtiene

Auat) 1 h? Puzt)  h* Pugt) b 9 Mulx)
‘m:—h§@”ﬂ@‘h”*z a? 3 @ A ad “}

al sustituir (3.23) en (3.22), se concluye

giz; _u(@+ht) —ZuELa;,t) +u(x — h,t) L om).

Por otra parte, y siguiendo la misma idea en (3.14), es sencillo verificar

o (Tulnt) S Lot Sl o),

Consecuentemente, de (3.24) y (3.25), tenemos

ot

(yj) - Ou(x,t)

_ 2
i auzar |~ O+

r=x;, t=t;

Siguiendo el mismo proceso (3.22)-(3.25), se tiene

o oud(x, ) ; Ou(z,t;)
N — ——2 =0, h(y)eze — h—fi32| = O(R?
Ql(yz) o . ( ), (yz) O3 . ( )7
’ 0*u(z, ;)
. . u(x, t;
YO = WWozs + Wilp) = V= 5| = O(%),
Ademas, haciendo célculos aritméticos sencillos se tiene
1
h? (Yoz)” =72 (v2i1 — iyir1 + 497 + 2yi1Yio1 — 4yivio1 + y7q)

= ()" = 202y + (v2)”
Asf obtenemos, la igualdad siguiente:
W (Yaz)? = (Y2)” = 200z + (y2)*
Repitiendo el proceso (3.22)-(3.25) y usando (3.26), se obtiene

. 2
Qmm—{@CZf+%§;Q — o).

T=XT;

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Por tanto, hemos probado que el esquema en diferencias finitas (3.17) aproxima
la ecuacién (3.1) con una precisiéon de O(7 + h?). El término hy;,z, es similar a la
regularizacién parabdlica de la ecuacién KdV (ver [21, 22] y la ley de balance (3.30)).
Para la aproximacién al término no lineal 9,u? usamos la funcién Qi (y) descrita en
(3.20) la cual fué presentada y fundamental para los esquemas [21, 22, 27, 28], en
sus trabajos ellos presentan excelentes resultados numéricos para las ecuaciones tipo
KdV. Por dltimo, la forma especial Q2(y) dada en (3.21) que aproxima los términos

dispersivos “no lineales” elimina la inestabilidad para funciones pares.
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Nota 1. Para cualquier funcion f diferenciable, las derivadas discretas satisfacen:

-1

I-1 I-1 -1
hwa—Z (fit1 = fi) =11 = f, hfo—Z fi = fi1)=fro1 = fo,
i=1 =1

I-1
2hme =Y (fir1 = fim)) = f1+ fr1 = (i + fo)-
=1
Ademds, se tienen las identidades siguientes:

(Y9)z = Y29 + Y9z — hyz9z, (Y9)z = Y29 + Y9z + "Ya g
h? (3.27)

e (yxgz):fa

(Y9): = Yi9 + yg: + 5

donde y y g son funciones suficientemente suaves.

Ahora en adelante, vamos a usar la notacion:

I-1 I-1
SNFr=>fi AP =017, (3.28)
=1 i=1

donde Z denota el operador suma sobre las i y ||-|| es la versién discreta de la
norma en L?(0, L).

Nuestro primer resultado consiste en obtener el andlogo discreto a las igualdades
(3.3), (3.6), (3.8) y (3.9), como se prueba en el lema siguiente:

Lema 2. Sea el sistema de ecuaciones algebraicas no lineales (3.17)-(3.19), tal que,
tiene solucion unica yf, 1=2,..,1—2,7=12,....,J, con e > 0 una constante.
Entonces, se satisface uniformemente en j < J las siguientes igualdades

OhY Y =0, (3.29)
{12 + o?lleyd I} + 7{ I I12 + allew?el1? } + v eyl

=c%(c3 — 2e2)h Y _ylylyl, (3.30)
Orh Y wy —hY {coy’ +er(y’)? — (c2 — c3)e”ylyl}

+ kgl =0 (331)

ah > a{(3) 2+—52a2((y;)2+ WD)} +7"m> ()% +2yy))

—nY- {eol)?+5 Cl( ¥+ 2(ae)Pyly] 4220 — s wylylyl
3 »

+e%h >y { es = ca)yiuh — Sea((W)? + Wh)?) |

+7h >z {(y) + e o ((yl )+ (y)H)} = 0. (3.32)
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Demostraciéon. Aplicando el operador hz al sistema (3.17) obtenemos

(hzy_QEQth:nm) +00hzym+cthQ1
+ée { hhzyxxx+'7h Zymcx hZQQ }:

Usando las igualdades descritas en la Nota 1, las propiedades (3.18) y (3.19), se
concluye la igualdad que sigue

(th)t_: hY Y =0,
donde se prueba (3.29). O

Para probar la igualdad (3.30) multiplicamos el esquema (3.17) por y, y aplicamos
el operador hz, obteniendo asi, la igualdad siguiente:

DY yye—h > yyasi+coh Y yye + by yQui(y)

(3.33)
+&h ) y(Wmbazs + Vhaze) = 7B Y yQa(y)

Nétese que, para funciones f y g que satisfacen las propiedades (3.18), se tiene

I-1 -1
hY f9e= filgiw1—9) == gi(fi— fim1) = =h)_gfs, (3.34)
=1 =1

consecuentemente, si hacemos f =y y g = y,7 en (3.34), obtenemos

R Yaiz = —h Y YaYai- (3.35)

Ademas, usando las propiedades (3.18) y (3.27), se obtienen las relaciones siguientes:

R s = QZ {(y% + h; (yﬁ)m} =0,
DY Q)= ()= S {(0) s [07), 0], |

DY Yyezi=—hY Yelhs= —52 {[(ym)QL h; Kym) L}:o,
R Yaze = —h Y Ysyze,
h> 1Qa2(y)=(cs—c2) thxyxyz—f{%Zyyxyxﬁthx (2 +12)} -

Considerando las igualdades (3.35) y (3.36), la ecuacién (3.33), se reduce a la sigu-
iente:

LY {yye + 0% Yayer — hyysyz. |

(3.37)
:52(03 —CQ)hZ Yilals — €2 %S{th yya’:ya:f-i-hz Ui (y§+y§)} .
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Ahora, vamos a simplificar la parte derecha de la ecuacién (3.37). Para ello, comen-
zamos usando la igualdad y; = (v + yz) /2 v las propiedades (3.27), obteniendo asf,
la igualdad:

2h Z YYilYzz = N Z Y (Y2Yoz + YzYoz)
:hz 1(2) +ﬁ( _)2+1(2) _ﬁ( 5)?
Y15 We)z ™ 5 Waz o Yz)y = 5 ez (3.38)
h
:—52(192"‘9%)

Por otro lado, calculamos

h
Yy i (vz +v2) =5 D (v +a) (7 +33)

5 , (3.39)
= 5 2 AU Ut uays (vatys) =5 > (Ul Ui+ 200}
Sustituyendo (3.38) y (3.39) en (3.37), se obtiene
hz{yyz+a252ya:yxf—52myfym} —¢? <02 - %3> thg-gyxy@ =0. (3.40)

Una vez maés, usando las propiedades dadas en (3.27), podemos reescribir (3.40) en
la forma;

(1), 5w+ 5 (1),

2.2 212
TS et + S () (e~ D) WY e =0,

(3.41)

Ahora, usando la notacién (3.28) y multiplicando por 2 la ecuacién (3.41), obtenemos
la ley (3.30)

Oy 12 + alle 2} + 7 { Il 12 + o®lley 2} + v llewds
= *(cs — 2c2)h Y ylaY
como se queria demostrar. O

Para probar la igualdad (3.31) que satisface nuestro esquema (3.17), multipli-
camos dicho esquema por x y aplicamos el operador h ), obteniendo

hzxyg—anQthyﬂg—l—cthxygb +C1hZ$Q1(3/) (3.42)
+ 20> 2 (Ynlazi + YMaze) —2h Y Qa(y) =0, .

Basados en las propiedades (3.27) y (3.18), desarrollamos cada uno de los términos
en (3.42), como sigue

WYy =0y wy, hY tyesi = - <hz ya:){: 0, by zys=—hY v,
hzxy:m_:a: = _hzya:a_c = O, hzxyaca_cac = _hzyaca_: = 07
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hy 2Qi(y) = ghzwyyﬁghzx ),
h o R20
:321‘{@) -y [yx } }—l— hZaz
By (), e [?] = nY %hz (1)

hy aQa(y)=hYy = {Ceryi + %3(234%2 +(y2)® =22y +2)?) }x
=—hY_ { C2 — €3)YaYz + %3(22/2;:@ +(y2)? + (yi)z)}

=(c3— )R> yatht+ {thym Y (Ya)*+hD> ythe+hY (us) }
= (c3—c2)h > Yuta-

Por tanto, la ecuacién (3.42) toma la forma

. , . o 1 ,
OrhY wy’ =Y {eo’ +er(y')? = (ea = es)eylyl + Zeah?|yl* = 0

donde se prueba la propiedad (3.31). O

Por ultimo, vamos a probar la propiedad (3.32). Multiplicamos el sistema (3.17)
por zy y aplicando el operador h ", se obtiene

h Z zyy; — o’e’h Z TYYuat + coh Z ryy; +c1h Z ryQ1(y

(3.43)
+ey ((1 — W)Y ayyeze + 7Y rcyym) = 52hzny2 (y).

En seguida, vamos a desarrollar cada uno de los términos de (3.43). Usando las
férmulas (3.27) y (3.34), desarrollamos los términos siguientes:

h Z TYYpzi = g Z {(@Y) 2yt + (2Y)2Yzt}

= —gz:r {yer + vt} — gZyyxz— gzyyﬁ
= —g > @ {yalor + Yavait + B Y vavi;

Ry wyye =g " S ay e+ e} = chynyr " S ays
:§nyyx—§zwyxy—— > v

hZa:le(y) = ghzxy2yi’ + ghzxy(lf)
= —%h Z(mgﬁ)ﬂ/ + %thy(yz)i = —;hzy?’,
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es decir, se obtienen las igualdades:
hY - ayy; = gzw{(yQ)ﬁT(yf)z} ,
hY wyys = —g S b ayQi(y) = —;th?ﬁ
WY eyesr=— > [0e?], + [(w)?] )
TS e ) + R v
Ahora, vamos a calcular el término (1 — B)h Y &yyass + h* Y TYyrze, comen-

zamos usando las igualdades h Z TYYzzi = (h/2) Z(zy)myx + (h/2) Z(azy)m—cyi
y h Z TYYzze = (h/2) Z(:cy)mya;, de donde, se concluye

(1= MY wyyezi + 1Y wyyere
= (1 - h)hz TYYzzi+h {hz TYYzzi — ;LZ(xy)x:fyi"} (345)

h
=h)  oyyeri = 5h Y (19)azys.
Calculando

WY (@y)ezyz =h Y Ysas +h Y ez +h D (yz)
= —hY ayyezathy We)’+h) yeyzth)  (yz)*.

Al sustituir (3.46) en la segunda igualdad de (3.45), se tiene la igualdad
(L =MD wyyezs + B> 2YYaze
h h 9 9
=hY Tyt T 5h) TYhse— 5 {hZ(yx) +BY yars+h Y (yz) } :

de aqui, se sigue:

hY  wyyers — gzwyym = % (B @l + 2> weva + 1Y (1)}

Por tanto, de (3.45) obtenemos

(1— h)hZ:L‘yymm + h? Zwyymz = g Z {(%)2 + Yoz + (%)2} : (3.47)

Por ltimo, vamos a calcular el término h ) xyQ2(y), como sigue

hY “wyQa(y)=—h) @ er){(CQ—c:a)ygcyﬁ%3 (2yym:~+(yx)2+(yf)2)} , (3.48)

(3.44)

(3.46)

para calcular thyQQ(y), necesitamos desarrollar cada uno de los términos de
(3.48);

2hz TYYiYoz = g Z(ﬂsy) { [(yz)ﬂi + [(%)2L}

. 3 o 2 2 (3.49)
= 3> o {0+ )} -3 > {0}
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RY oy (2 +02) = 5 30w { () + (1) + 2umms ) (3.:50)
20 Y Yuz = — {hz %), ve+0 > (%), y:z}
= {1 Pyt )| R we Py ()]} (351)
=20 y {(y;p)2 + (yz)z} :
Sustituyendo las igualdades (3.49), (3.50) y (3.51) en (3.48), obtenemos
Y wyQa(y) (— —02) hY Tyeysys

(3.52)
+hY y { 3 — 2)Yalz + ZC:&((%V + (92)2)} :

Por tanto, al sustituir (3.44), (3.47) y (3.52) en (3.43), obtenemos (3.32):

oS af(y?)2+ 2 5220 () + ()} +1e?hd_((vh)* +2u341)
—nY- {eoly)?+5 c1( ¥ +2(ae)Pyly] 4220 — s wylylyl
+ azhz { c3— c2)ylyl — 303(@%)2 + (y%)Q)}

+rhy e {(y])? + 6 o®((u,)* + (47,)%) } = 0.

Quedando asi, demostrado el Lema 2. O

La igualdad (3.30) indica que nuestro esquema (3.17), para la ecuacién CH
(c3 = 2c2, ¢op > 0), aproxima a la ley de conservacién

/ {u?(z,t) + o**ul(z,t)} dox = const, (3.53)

donde la precisién es O(1T + h2). Para la ecuacion DP el esquema aproxima a la
siguiente ley de conservacién

/°° {u3(:c, t) + cou2(as, t)} dx = const . (3.54)

con la misma precisién de (3.53), como se demuestra en el siguiente Lema.

Lema 3. Sea la ecuacion (3.1) con los coeficientes (3.4) excepto co, el cual supon-
dremos que es mayor que cero. FEntonces, bajo las suposiciones del Lema 2, se
satisface uniformemente en 5 < J la relacion:

orh Y {(y Y2} = O(1 + h?). (3.55)

Demostracién. Considerando los pardmetros (3.4), el esquema (3.17) toma la
forma

D(y) = Y — Yaat + covi +2Q1(y) — Q2(y) = 0. (3.56)
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Ademés, los términos Q1 (y) y Q2(y) considerando los coeficientes (3.4) y la igualdad
(3.26), se reescriben en la forma 2Q1 (y) = 20;4%, Q2(y) = 9:{y2ys + Yyez} + O(h?).
Ahora, defnimos el término

def
A(y) = coy + 39 /2 — Yz — Yoz — Yar- (3.57)

Multiplicando la ecuacién (3.56) por (3.57) y aplicando el operador h ), se obtiene

Ry DY) Ay) =h> {Yi—tai+0dcoy+2y> — Yz — yars J2Uy) =O(h?).

De aqui, se sigue;
R D (y)Ay) = W (y) + Aa(y), (3.58)
donde

20(0) =0 {1 Y — b S wer = 1Y v + g (0
S DL T
OIS SRR

U ) STETE) SRR 3 0 R 3 (s

e DRI S C O SRR SR g (Y

O I A B A N
+hzyxi‘t <yyxx+yxyx 23/ > 2Z(y )m(yyxx+yzyx)

+ afg > {we)?), + (w2)?),}
0> Yz (Yyez)e + 1Y (Yelz) iz

Usando las propiedades (3.18) y (3.27) e integrando por partes, obtenemos para
21 (y) la igualdad:

2A1(y) = o {h S e —hY Y —h Y ymyzt} :
Ademds, usando la igualdad (3.26), es sencillo ver que
1
~hY Yyest — ) ysver =5 {h > yetpr+h> yzyng}

— % {thmyxg—i— thfyi{-l- (yxy:f)f}
= O(1 + h3).

T

Consecuentemente, obtenemos que
1
A (y) = 58;]12 Y2+ O(1 + h3). (3.59)

De manera similar a 2[4 (y), usando las propiedades (3.18), (3.27) y el hecho yy.z +
Yoz = (¥%)zz/2 + O(h) e integrando por partes, el término As(y), se reduce a la
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forma 3
:§hz Vet 20 v (%), =20 ) var (v7),

; (3.60)
5 DYt (V) oy H 1Y Yaat (8) = O(?).

Noétese que

2h ) yar (v7),— 2hz var (v°), = —QhZ Yy )es+1S yily?)
+ thz(zf)m Zyt Yoz + (y)zz } (3.61)

= hzyt )oz )fi’ - 2(:9 ):c;f}

TT

ﬁzyfvf 2 za?cb +h Z ym:ﬁf x Z yzt .tzz + (y ) }

+5 Zyxt acxx+ ac;t:c Zymt

Por otro lado, haciendo célculos aritméticos se obtiene la igualdad siguiente

h
ac:cx 5 Zy:ft(yQ)xa_ci’ (362)

hgy:m:a?fc = (y)zx + (y):ia? - 2y:ri-

(3.63)
Usando la propiedad (3.63) se obtiene que las expresiones (3.61) y (3.62) son de
orden O(h?). Consecuentemente, obtenemos que

1
™o (y) = ia;hz y3 + O(1 + h?). (3.64)

Por tanto, de (3.64) y (3.59) se concluye que

0rh Y {7+ coly!)’} = O(r + %),

O

Ahora bien, notemos que si c3 # 2c¢g, la igualdad (3.30) asi como su equivalente
continuo (3.3), no implican ningin tipo de regularidad en la solucién de (3.17)
(3.1). Si

Sin embargo, cuando se trata de funciones pares, para cada j = 0,1,...,J
existe un k(j) tal que:

yk(]) (J) i i=0,1,...,1, (3.65)

donde y/ = 0 para i < 0 e i > I. Usando (3.65), obtenemos para las derivadas las
propiedades siguientes:

Yhli=—i = (yiﬂ - yf) [Bli=—i = — (yf - yffl) /h=—yz,
lies = (v = vl) /hliei = = (v — o) /h =~

(3.66)
Yili=—i = (yzj+1 - 95—1) [2hli=—i = — (yzj-&-l - yg—l) /2h = _yi
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Asi, considerando las propiedades (3.66) y (3.18), calculamos el término de lado
[e.@]

derecho de (3.30) equivalente a / (Ou/dz)3dx, como sigue;

—00
> iyl = vlviylli—o+ > (y%y%yé - yiy%%) =0. (3.67)
—0o0 =1

Las propiedades (3.18), (3.66) y (3.67) nos permiten analizar la solucién de (3.17);
como se muestra en el Lema siguiente:

Lema 4. Sea T > 0 una constante, o > 0 y u°, u0 € L*(0,L). Entonces, bajo la
hipdtesis del Lema 2 y la propiedad (3.65), se satisface:

Iy 12 + a2 llel + ~{Iyell2() + 02 llewarl () }

2 2 012 20 02 (3.68)
+ 7P leyaz 17(7) = ly° 17 + o7 lleyz|I”

En el Lema 4 y en adelante, usaremos la notacién ||| - |||(j) para representar la
versién discreta de la norma en L2 ((0,L) x (0,t5)), la cual simboliza lo siguiente:

AIPG) =7 1741 (3.69)
k=1

Como consecuencia de este Lema, se puede demostrar un resultado de convergencia.
En concreto, definimos y; ;(z,t) como una funcién que generaliza la funcién de red
yg . Ademas, satisface uniformemente la estimacién (3.68) en el sentido de (3.65),
esto y algunas propiedades de los espacios de Sobolev nos permiten garantizar que
yr.n(x,t) converge en el sentido débil a u(z,t), donde u(zx,t) es la solucién de (3.1)
con las condiciones (3.10) ver [29], como se muestra en el Teorema siguiente:

Teorema 4. Bajo la suposicion de que se satisfacen las hipotesis del Lema 4.

Entonces existe una subsucesion ys j, & Y- n(,1), tal que
Y= — u *-débilmente en L((0,T); Wy(0, L)) si 7, h — 0, (3.70)
donde, Wi(0, L) denota el espacio de Sobolev.

De manera similar a (3.68), podemos obtener otras estimaciones muy impor-
tantes, las cuales se muestran el Lema siguiente:

0

Lema 5. Asumiendo las suposiciones del Lema 4 y sea v’ € W3. Entonces, uni-

formemente en j se satisface

eyl + a2l |2 + 7{ llewarll 2G) + @l yast () }
bz PG) = eyl + a1y, (3.71)
02 + eyl < &2 P Newll el (3.72)

donde C(ly° ], ey, €22%])) mo depende de 7, 1 y e.
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Demostracién. Multiplicando la ecuacién (3.17) por €2y,z y aplicando el op-
erador h ), obtenemos

— 0 Yalhui — PR Yarliuzi — 0Ph Y Yals + V0D Y | Yazlrza
VY Yazyrze — 0 Y Qa()yez + 1220 Y Q1 (y)yaz = 0.

Usando las férmulas (3.27), (3.34) y las propiedades (3.18) e integrando por partes,
se obtiene

(hZ(eyzf) ThY eyar)*+o? (hZ(Ezym)Q)£+a27h2(€2ym)2
Y (Pare) = 261220 Y QuW)r — 26D Qa()yan

Por otro lado, de manera similar a (3.67) para funciones pares se satisface lo sigu-
iente:

(3.73)

-1
hY  QuYi)Yez =0, 1=1,2. (3.74)
=1

Consecuentemente, usando la notacién (3.28), de (3.73) y (3.74) se obtiene la igual-
dad:

Or (leyal* + a?1€®yaal®) + 7 (levatl? + @2l yuzil®) + vh®|*yazall = 0.
Por tanto, uniformemente en j se satisface:
eyl + a2l |2 + 7{ llewarll 2G) + @ ll2yase () }
+ 02| yuza 117 (5) = ley?ll® + o [le*y2z |1®

donde ||| - |||(7) estd descrita en (3.69), quedando asi demostrada la igualdad (3.71).
O

Para probar (3.72), multiplicamos (3.17) por y; y aplicamos el operador h)_,
obteniendo la igualdad:

Ry (W) +0%h Y () =h > {*Qaly) — c1Qu() } v
2
+ % {thymyﬂ-ﬂthymyx# hthymyxf} - %0 {thznyr thfyz},
esto implica la desigualdad siguiente:

hY () +0%h Y (ya)” <h DY [{E7Qa(y) + a1@1(y) } vl
+ 290D [yretai] + coh > Yyl
aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos
yell* + o emill® < collyell e+ A llmill |z |+ 1Y _[{e1@u+eQa}ye|. (3.75)

Ahora vamos a calcular una estimacién para el término siguiente:

hZHClQH-EQQﬁyt" < C1hz Q1 (y)yel + EQhZ |Q2(y)yel -
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Analizando cada término por separado, se obtiene
By 1Qi(w)yil < crh Y lyysyel < cmax|y|hY |yl

aplicando las propiedades para funciones en H(l] (0, L) donde H[l) denota el espacio
de Sobolev con funciones que se anulan en la frontera y, la desigualdad de Holder,
obteniendo:

emax|y|hY_ lyayel < ev2lyll"|lyall"? (lyzlll1v:l)

1/2 13/2

< cllyll = lye 17 lyell-
Por tdltimo, usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, se sigue

1/2

1 1 _ 2
el el el < 5 llyel + 5 {e==/ 2yl ey ]2 |

2
<} 112 -3 2 212
< ghoell® + e Lyl + llewal”}

Por tanto, se obtiene la desigualdad siguiente:
1 _ 2
c1h ‘Z Ql(y)yt-‘ < vl + =72 {llwl® + llewa "} (3.76)
De manera similar a (3.76) calculamos

cs
Y 1Qa(y)yi < h )Z {e2poye + 5 (20yas + 47 — 2z + v2) } i

2 0ah Y |Yalaliail +€2C3h Y |YYaatiai]

<
< 28 [yl l[yaell + cae® maxc [y] [[yaz |yl

< 2 yll { Nyl + Nyl 2 eI 2z |} -
Usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, se tiene

lyzlla < ellyl®®llyas .

Consecuentemente obtenemos

0y |Qa ()il <o 2 eyl {12 yaa |17/ + iyl 2lleye 21 yoal

1 B 2
< llewatl® + e LIyl yas P+ Iy eyl V2 e2yes |}
Por 1ltimo, se obtiene la desigualdad:
1 _ 2
e’h ‘Z Qz(y)yf( < Jlleatll” + 7 {lyl? + lleyal* + v} (3.77)

Usando la propiedad (3.74), de (3.75), (3.76) y (3.77), se concluye la propiedad
(3.72). O
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3.2.2 Linealizacion

Formalmente, la ecuacién (3.17) representa un sistema no lineal de I x J ecuaciones
algebraicas, donde, se requieren I ecuaciones para describir el pasaje en la variable
temporal del nivel j a 7 + 1. Por tanto, para pasar de un nivel al siguiente en la
variable temporal necesitamos garantizar la solubilidad del sistema algebraico no
lineal con I ecuaciones. Ademads, como encontrar dicha solucién con una precision
razonable. Para resolver ambos problemas, usamos como referencia principal los
trabajos de G. Omelyanov [21, 22|, es decir, fijamos una variable en el tiempo y
resolvemos un sistema linealizado en la variable espacial.

Para cualquier j > 1 fijo, de la ecuacién (3.17), pasamos a la ecuacién siguiente:
2.2 2 2 292
Y— Yz + T{CO%+01Q1@)+5 On ez +Vpza) —€ Qz(y)} =J—achz.  (3.78)

La ecuacién (3.78) nos permite pasar del nivel j al nivel j + 1. Por tanto, el paso
que sigue es linealizar (3.78), esto se logra, aplicando el método [21], el cual consiste
en construir una sucesién de funciones ¢(s) ot {¢0(s),...,1(s)}, s > 0, con la
propiedad ¢(s) — y cuando s — 00, (0) = gy ¢ &t ©(s) es tal que; satisface
la ecuacién (3.78). Para simplicidad de las férmulas, denotamos ¢ = (s — 1), y
definimos el argumento w = ¢ — @ el cual tiende a cero si la sucesion converge. Asi
mismo, podemos desarrollar los términos Q1(¢) = Q1(p+w) y Q2(¢) = Q2(p+w),
como sigue;

2

Qup) = 3 {e+w @+, +[@+w’] }

= {805+ (87), + Pws + Wi +2(pw), } + O(W?)
= Q1(p) + Ri(p, w) + O(w?),

(3.79)

donde 5
Ri(p,w) = 3 {ows +wos + 2 (pw); } . (3.80)

Y

Q2(p) (c2—c3)(@+w), (p+W);
2 [266+ W) @+ Wt (04w),)+ (@+w),) 7]}
=0; { (2 = ca)atpa +

+ 0; {(c2 — ¢3) (PaWz + WaPz)
4¢3 (PWaz + WPzz +PewWa+@zwz) }+O0(w?)
=Q2(®) + Ra(@,w) + O(w?),

=0; {
G

[2@% +(@a)® + (%)2} (3.81)

con
Ro(p,w) =0; {(c2 — ¢3) (PaWz + WaPz)

_ _ _ _ (382)
+c3 (Sowxi + WPz + Qe Wo + QOCEW:Z‘)} .

Ahora, si reemplazamos w = ¢ — @ en las expresiones (3.80) y (3.82), obtenemos

Ri(@,w) = Ri(@, ) —2Qu(@), 1=1,2. (3.83)
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Usando las igualdades (3.79)-(3.83) y sustituyendo en (3.78), obtenemos para ¢ la
ecuacién a satisfacer, siguiente:
¢ — o’ puz + T{CD%': + 1Ry (@, ) + €2 (%%m + Vh%m)
- 82R2(@7 90)} = g - a262g$i‘ + T{CIQI(()E) - 82@2(@)}7 (384)
¢l:07 ()Offlzov 12071727 s> 1.
El sistema lineal algebraico (3.84) tiene solucién para 7/h® suficientemente pequero.

Ahora vamos a estimar la |¢||. Para ello, usamos las identidades (3.79)-(3.83) y
obtenemos

Ri(,¢) — Qu(p) = Qu(p) — Qu(w), 1=1,2.
Asi, reescribimos (3.84) en la forma
¢ — o’ Pz + T{cm% + c1Q1(9) + € (Vnwzi + YhPwiz)
—2Qa(p)} = § — &®euz + T{c1Q1 (W) — £2Q2(w) }. (3.85)
Similar a (3.30), de (3.85) se obtiene

o)l + *[lewall® + TvR2 leuz® — €*(c3/2 — )b Y | utpripi
=h> ol — 0zt +7h Y p{e1Qi(w) — £2Qa(w)}. (3.86)

De nuevo debemos asumir la existencia de una solucién especial ¢, que satisface
uniformemente la condicién (3.65). Por tanto, el siguiente paso es la estimacién
de la discrepancia w. Suponiendo la existencia de la solucién par y* de la ecuacién
(3.17) con k = 1,2,...,j — 1, y haciendo la diferencia de (3.84) (para s = sg) con
(3.85) (para s = sp — 1), usando las propiedades (3.83), obtenemos

a?e?woz + T{cows + c1R1 (9, W) + €2 (VaWazs + YWz )
—&®Ra(y, W)} = 7(Jr — @**§pzr) para s=1, (3.87)
W — &’ Woz + T{cows + 1 R1(B, W) + € (VhWazi + YAWozs )
—€ Rg (p,w } = —T(lel( )—¢€ QQ(W)) para s> 1, (3.88)

donde w %' p(s—1)—¢p(s—2). Aplicando técnicas del anélisis funcional, encontramos
las siguientes estimaciones para ¢ y w.

Lema 6. Suponiendo que las hipdtesis del Lema 5 se satisfacen y sea ¢ tal que
satisface uniformemente la condicion (3.65). Supongamos también que

r<qeh?, h< q2€1/4 (3.89)
donde las constantes q; > 0 son suficientemente pequenas. Entonces
lelfoey < e+ kollwllye), (3.90)
Iw(1%.0) < Brr2 {1132 + legudll®}  para s =1, (3.91)
Iw(i%z) < Kall®lidysy.  para s> 1, (3.92)
donde
1710y = NF1P + 02lle full® + 7R3 le fuz 1, (3.93)

¢, k; > 0 son contantes las cuales no dependen de h, T, € y s.
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Demostraciéon. Comenzamos probando la desigualdad (3.90). Para la primer
sumatoria del lado derecho en la igualdad (3.86) tenemos

hY i+ ae’h)  pufs < HSOH2 +a?|lvps?) +

donde, ¢ es una constante. En consecuencia, de (3.86) con la notacién (3.93), y
considerando la solucién especial ¢ con la propiedad (3.65), se sigue

Il ey e+ 5 (1ol + a2l eal?) 4] S pler@um) —@a)]. (399

Analizando los términoscon sumatorias del lado derecho en (3.94), tenemos

261T|hz Qi(w)p| < ar {max |w| h Z |wzp| + max |W\hz | Wy } .
De manera similar a (3.76), obtenemos la desigualdad:
arlhy - Qi(w)el < cre 2 {|lp| w2 lews||*/?
+ llewallllwll?lews||'/?} < %{lel2 +a?lleps|*} (3.95)
+er?e 3 {||w? + o|ew. |},
Ahora, para el segundo término no constante del lado derecho en (3.94), se tiene
e’ Ry Qa(w)pl < ek Yy [Wawaipy| + TR e3h Y | [WWarpl
< elrey max |W| hz R e max |w] hz |Waoz P! -

Similar a (3.77), obtenemos

el 3 Qa(wlel < e el (LT 2 w2 Al ) 2

+ w2 lews | /2 /AT llewsz||} < g{l!%ﬁll2 +a?|leps|*}

T hT
Bajo las suposiciones (3.89) se verifica la desigualdad (3.90). O

Para el caso (3.91), multiplicamos (3.87) por w y aplicamos el operador h ) e
integrando por partes, tenemos

h,z:vv2 + OéQEQhZWQ + ThQVEQhZW?@ + TcthRl (g, w
—TE hZRQ (g, w —ThZWy + ra’e waym

Usando la desigualdad de Hélder y las notaciones (3.93) y (3.28), pasamos a la
desigualdad siguiente:

Iwlitae) < T{IFIWI + ®llegatlllew |}
+7h| Y w{ciRi(y,w) — e Ra(y, w)}|. (3.97)
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Enseguida, vamos a calcular las estimaciones para los términos asociados con w del
lado derecho en (3.97). De (3.80) obtenemos

T‘hZRl(g,W)W’ :27"]12 YWW
< ere 2 (||glllege )
< ere PP+ llega P3 (1w P+ lew ).

En consecuencia, se obtiene

by wR (g, w)| <ere™ {17+ [legalP2 (IIw]P+ llews ). (3.98)

<27h yww, | < 2mmax|y|h WWy
i

1/2
2 |l lews||

Por otro lado, tenemos

e By~ Ra(iw)w| = 72| WY {(e2 = e3) (G + Walis) w
+c3 (JWaz + Wiizz + YW + Yz Wz) Wi |
< cre2 {hz |[Wwolez| + hz ‘Wi@x‘} .
Asi obtenemos
e’ |h Y wha (i, w)| < ere {15l NGl w1
+ (w2 w22 | az |} < ere™®{ledia])? (3.99)
+ 112Gz P2 {12 + llewa|*}-

De (3.98), (3.99) y considerando ¢; suficientemente pequenas se obtiene la estimacién
(3.91). O

Para obtener la estimacion a la discrepancia w para s > 1, debemos analizar los
términos R; (¢, w)w y Q;(W)w con [ = 1,2. De manera similar a (3.95), (3.96) y
(3.98), se obtiene

1
arrlh Y Qi(w)wl < S{[Iw|* + o?[lew *}

+e{ W] + o?|lew, )12}, (3.100)
_ 1 )
re?lh Y Qa(wwl < S{IWl? + a?llewa|?} + el (3.101)
arlh Y wRi(@,w)| < ere™2{||5|)?
+ lle@al 2} 2([[wlf? + lews ). (3.102)

Para estimar el término wR2 (¢, w) usamos el mismo procedimiento realizado en
(3.96) y (3.99), obteniendo

V202G lews ||

lezll

_ T Th
7’52|hZWRQ(cp,W)| < c\/\gl{\c
w2 lews ¥l epasl

+ 121 le@ll 2 lewelly ARl ewssll }

< et 2|8l 2.0 17 Fae)- (3.103)
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Combinando (3.100), (3.101), (3.102) y (3.103) de (3.88) obtenemos la estimacién
(3.92). Probando asi el Lema 6. O

Consecuentemente, usando las estimaciones (3.72) junto con (3.89)-(3.92), obten-
emos que los términos de la sucesién w estd acotada en la forma,

CQHW(S)H%Q’E) < (0’75*3/2)23 <@, s>1, d=+cieC, (3.104)
donde la constante C' estd determinada en (3.72). Ademads, de (3.89), se tiene que

dre 3% < dqqs def qo < 1, (3.105)
dado que las constantes g1 g2 son lo suficientemente pequenas. Notese que, en virtud
de (3.90)-(3.92), los términos de la sucesién ¢(s) estan acotados uniformemente en

s, como sigue .
le(s) 1oy < clly?II? + cqp- (3.106)

Por tanto, para cualquier n > 0
n
(s +1) = ()l 2e) < D IWsill2,0)

H S-HH 2
< wstall2,e) Z Iwssill2 2 < cllwstll2,6)-
S 2,¢)

Esto implica la existencia de una sucesién, como se muestra en el teorema siguiente:

Teorema 5. Asumiendo que las hipdtesis del Lema 6 se satisfacen. Entonces la
sucesion ¢(s) converge en el sentido H?, _ a la solucion de la ecuacion (3.78). Mds
aun, o

ly = (@) < e(re™?)* < cq5,

donde thE es el espacio con la norma (3.93) y la constante ¢ > 0 no depende de
h, T, ye.



Capitulo 4

Algoritmo para la simulacién numérica

4.1 Algoritmo para la simulacién numérica

En el Capitulo 3 presentamos el esquema numérico en diferencias finitas (3.17),
para calcular ondas suaves del modelo Degasperis-Procesi generalizado. En dicho
capitulo se analiza la solubilidad del esquema. Ademads, tal esquema se lleva a su
forma lineal con una precisién razonable, con el objetivo de que el algoritmo a usar
para calcular la solucién sea econémico, lo cual es posible, como se muestra en éste
capitulo.

Por tanto, reescribimos el esquema lineal (3.84) a resolver:

¢ — 2%z + T{cows + c1R1U(P, @) + €2 (VPuzi + Yhozzz)
—&®Ro(@, )} = 7 — 2%z + T{c1Q1(P) — £2Q2(7) } (4.1)
Sol:()a (PI—lZOa l:07172a 3217

donde, ¢ def ©(s) es la sucesion descrita en el capitulo anterior, @ def o(s — 1),

o def -1
y=Yy ¥

2
Ri(p,p) = 3 {pos + @i + 2(0p)s}
Ro(p,¢) = 03 {(c2 — 3)(Papz + puPz)
+03 (PPaz + PPuz + Prpa + Patpr)}, (4.2)
2
Qu(p) = 3 {20s + (#°).}.

Q2(p) = 0; {(62 — C3)Pz Pz + %3 (2@@m + (2)? + ((ﬁf)2)} )

Utilizando las igualdades (4.2), discretizamos cada uno de los términos en (4.1),
como sigue:

K2 0uz = it1 — 20 + i1, 2hps = Qit1 — i1,

2h3Quze = Piva — 20ir1 + 20i1 — Pica,

W2 Qe = Piva — 30ir1 + 3pi — i1,

3hBy(@, ¢) = (@i +2Pi+1)pit1+(Pit1—Pi—1)pi— (@i + 20i—1)pi-1.

(4.3)
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Usando la expresién para Ra(@, ¢) en (4.2), calculamos

h?Ro (3, ) =0 {(03 (Pit1 — @i + @i—1) + 2 (Pi — Pi-1) )<Pz'+1
+ (c2 (Bi1 — 205 + @i-1) — 3 (Pit1 + Pi-1) )@
+(c3 (Pir1 — @i + Bi1) — 2 (Gir1 — @i) ) i1} -

Calculando la derivada central obtenemos

203 Ry(@, ) ={c3 (Piv2 — Giv1 + i) + 2 (Pit1 — Pi) } Pito
+ {c2 (Pite — 2@iv1 + @i) — c3 (Piv2 + i)} pita
+ {(c3 — 2) (Pit2 — Pit1 + Pim1 — Pi—2) } @i (4.4)
+{c3 (Pi + Pi—2) — c2 (Pi — 20i—1 + Pi-2)} pi-1
+{c2 (@i — @i-1) — 3 (i — Pi—1 + Pi—2)} pi—a2.

Utilizando las expresiones para Q1(¢) y Q2(¢) en (4.2), desarrollamos los términos
de la parte derecha en (4.1);

h2iez = Giv1 — 20i + i1, (4.5)

3hQ1(P) = (Pi+1 — Pi-1) (i + Pit1 + Pi-1),
De manera similar a (4.4), para calcular Q2(®), primero calculamos el siguiente
término;

h3Qa(9) = {(ca—cd a1 —2) (= di-)+ 5 (B0 + (G- —2(3)")

de aqui, calculando la derivada central obtenemos

2h°Q2(@) =(c2 — c){(Bir2— Bt ) Giv1— B) — (B — Gi—1) B—1 — B2}
+ S {(@ir2)? = (2i-2)? + 2((9i-1)? — (Pis1)?) }

(4.6)

Sustituyendo las expresiones (4.3)-(4.6) en la ecuacién (4.1), obtenemos el sistema;

lii—2 + pipi—1 + 0ip; + 05pip1 + uspipe = 25, 1=2,...,1 -2, (4.7)
0o =1 =¢r-1 =@ = 0; (4.8)

donde

li=—a5+ a3 (P; — @i1 + @i—2) — a2 (i — Pi—1),

pi = ag+2a5 — (as+ae) — a1+ 25 1)+ G — 201+ Pi—2) —a3(Pi+Pi—2),

oi=142ag+3as+a1(@i+1— @)+ @2—as3) @iro— Pit1+Pi—1—Pi—2) ,

0;=ao— (a6 +as+3ag) +a1 (B +2@+1) +a3@ir2+ @) —a2(@ir2 —2@i+1 @),

u; = ag + a5 — a3 (Piv2 — Pi1 + @i) — a2 (Pir1 — Gi) ,

Xi=a (@1 = G- )@+ G+ @i-1) —ar(@2)® — @-2° + 261"~ 2A5i+))
+ (a3 — a2) ((Piv2 — @ir1) (Pir1-g,) — (Pi — Pi1) (i1 — Pi-2)),

2 = — a6 (Jit1 — 20 + Ji—1) + i,
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con
coT Cc1T 627'62 637'62 7'62’)/
apg = ; ap = ; az = ; a3 = ; a4 = ;
2h° 3h’ 2h3 7 2h3 7 h? '’
7'82’}% Oé2€2 7'82
as = . .

o 0T TgE T g
El sistema iterativo a resolver (4.7) con las propiedades (4.8), lo podemos representar
en su forma matricial:

Av =z, (4.9)
donde
g9 92 u9 0 ce s 0 P2 22
¥3 z3
mooy B 04 s
L p ¥5 25
A= 0 L{) s 0 , V= , Z= .
Or a4 Uy Pr-5 2[5
Pr—4 2[4
s ps3 ors O3 -3 23
0 e e 0 l[_g pPI—2 012 ) 2[9

4.1.1 Descripcion del algoritmo

Por tanto, obtenemos el siguiente algoritmo para realizar la simulacién numérica de
la solucién al problema (3.1) con las condiciones (3.10) descrito en el capitulo 3:

Para cualquier j = 1,2,...,[T/7] fijo, T = const ., se procede en la forma:
(i) Definimos ¢(0) = ¢/~ 1.
(ii) De (4.9) calculamos v = ¢(s), para s = 1,2.

(ii) Definimos ¢/ = ¢(2), redefinimos j := j + 1 y, regresamos al paso (i). Asf
sucesivamente.

Ademads, para resolver (4.9) usamos una versién modificada del método de Gauss-
Jordan, que se adapta a matrices pentadiagonales, (el cambio que se le hace al
método es sencillo, ya que como podemos ver los elementos de la matriz en (4.9),
fuera de las diagonales princiales son ceros; la modificacion del método nos dé la
ventaja de no perder el tiempo haciendo ceros tales elementos de la matriz.) Obte-
niendo asi, un algoritmo econdémico, es decir, en la variable temporal pasamos al
siguiente nivel con nimero de O(I) operaciones aritméticas. La forma del coefi-
ciente o; en la diagonal de A, asegura la existencia de la solucién al sistema (4.9)
para 7/h® < 1. Los experimentos numéricos confirman los resultados teéricos (ver
simulaciones numéricas).
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Capitulo 5

Simulaciones numéricas

5.1 Simulaciones numéricas

En los capitulos 3 y 4 se crea el esquema en diferencias finitas para ondas suaves
del modelos gDP y se describe el algoritmo econémico para calcular la solucién. En
este capitulo vamos a mostrar las simulaciones numéricas usando dicho método.

El primer paso para construir la solucién numérica de la ecuacién Degasperis-
Procesi generalizada, es definir la condicién inicial y° = ﬂo(x/s), que particular-
mente, es una onda solitaria suave. En el capitulo 2 se prueba la existencia de
tales ondas para el modelo gDP. De manera que, para encontrar 170(:1: /€), en el caso
a > 0, necesitamos resolver la ecuacién (2.41) y enseguida resolver el problema
(2.28). El caso o = 0 es similar, excepto que antes de resolver (2.28) se resuelve la
ecuacién (2.68). Para encontrar la solucién de (2.68), (2.41) y (2.28), en término de
funciones elementales no es un procedimiento trivial, sin embargo, siempre podemos
resolver numéricamente. Las ecuaciones algebraicas (2.41) y (2.68) se pueden re-
solver con cualquier método para encontrar ceros de funciones. Por otro lado, para
resolver la ecuacion diferencial (2.28) usamos el método de Runge-Kutta de orden
cuatro (RK-4). Nétese que, el método RK-4 no sirve si aplica directamente al prob-
lema (2.28) ya que no hay unicidad de la solucién. Por ejemplo, g = g, y la onda
solitaria (solitén) son soluciones de dicho problema y en consecuencia, la solucién
numérica obtenida con RK-4 para n < 1, se queda en g = g,. Este obstéaculo, se
resuelve eligiendo h < 1 y bajo la hipétesis g(0) = gx, calcular;
1, ,dF 1 h*dF d*°F

g*(h) = g« + —h

e 1
4 dg =0 171 dg dg? {9=9*’ (5:1)

donde F' = F(g,q) esta descrita en (2.25) con ¢ dado en (2.40) si @« > 0, y ¢ en
(2.70) si @ = 0. Usando (5.1), resolvemos el problema similar a (2.28), siguiente:

jizm, 0 € (hoo)i gy = g"(h). (5.2)

Ahora, el problema (5.2) tiene solucién y es tnica, por tanto, podemos resolverlo
mediante el método RK-4. Finalmente, obtenemos la solucién w(n, A) en la forma:

w(n A= [1—gly A")fp para n>0, wip A =w(-p A) paran<q (5.3)
donde, p queda determinado por las férmulas (2.10) y (2.39) si a > 0y p = c3Ay~!

si @ = 0. Una vez encontrada la solucién (5.3) @°(z/c) = w(n A) |t=o, definimos

69



70 Simulaciones numéricas

y? = @%(xz/¢) como nuestra condicién inicial. Luego, realizamos nuestro algoritmo
para modelar la propagacién de un solitén y mas tarde, para modelar el escenario
de dos o mas solitones. Para garantizar la estabilidad de la solucién, calculamos el
error y las leyes de conservacién, como sigue:

Er = ii%axl ’uexact(xia tj) - y% (54)
Ap = max E] —EY, k=12 (5.5)
]/: 7“'7‘7‘

El error Er y las leyes de conservacién Aj, As, se pueden calcular en funcién del
parametro h, como se calcula usualmente. Sin embargo, para nuestro problema,
calcular (5.4) y (5.5) en funcién de h, no dé la informacién suficiente para elegir los
valores de h y 7 adecuados. Por esta razén, definimos el parametro:

_1
90 =a(e)"; @ =7/(ch?), go=he 3. (5.6)
Ahora bien, dado que la precisién del esquema es O(T + h2) definimos, 7 = vh? con
v = const. Y usando (5.6), calculamos Er (go) , A; (go) con i = 1,2 para los ejemplos
siguientes:
5.1.1 Ejemplo 1
Sea la ecuacién (2.1) con los pardmetros « = ¢y =ca =c3 =0y cg =7 =1es

la ya bien conocida ecuacién KdV. De hecho, este es el tnico ejemplo que vamos a
presentar con solucién exacta, dada por:

ue:pact(l‘ia tj) = ACOSh_2 (ﬁ(ﬂjz - th)/E), V= 2A/37 B = \/V,

en el que, la amplitud de la onda A es un pardmetro no negativo. Por tanto, para
la KdV calculamos (5.4) y (5.5), en la tabla siguiente:

R(103) 20 20 |20 [5.3|20 |5.3|12 [2.5|6.5|20 [2.8[8.4(2.5|3.1(25|3.1[25|2.8|2.5
v 10 5 1 10|05 |5 |1 (10 |1 |O01|5 |05|5 |1 |1 |0.5|0.5|0.1|{0.1
qo(07% [ 1265633 12789 [64 [45 [44 [20 |14 [13 [12 [11 [9.9[3.1[2.0[1.6[.9 [.25].2
Erx10%)[[531 [316|128 |41 [104 |23 [44 [8.3]13 [85 [6.9]18 [5.4[.85[.30].34[3.2]3.3]91
A(x107)[[9.3 0.6 [0.8 [0.1]0.8 [.07]0.3]2.1]0.1]0.9]0.8][0.2][0.7[2.4]1.1[2.1][0.7[11 |[108
No(x1079)[[ 753 .06 .09 [0.2].05 [0.2].04[2.7][.09].03]1.1][0.1[1.1[5.1[3.5[5.0][1.8]17 |[256

Table 5.1: Error y leyes de conservacién para la ecuacién KdV con ¢t = 1 y amplitud
A=1.2.

De los valores en la Tablab.1, se puede generar el grafico Fig.5.1, donde es
mas claro el intervalo éptimo al cual debe pertenecer el parametro h, es decir, h €
[2.5-1073,0.2]. Adem4s, la Tabla5.1 demuestra que los valores éptimos de h se dan
cuando v = 0.5, esto es, 7 = h?/2.



5.1 Simulaciones numéricas 71

- - - - .
10—4 10—3 10—2 0.1 1

Fig. 5.1: Comportamiento grafico del error y las leyes de conservaciéon para la
ecuacion KdV.

Para este ejemplo, no mostraremos los graficos de propagacion e interaccién de
solitones, ya que hay suficiente literatura sobre tales fendmenos (ver [21, 22, 27, 28].)

5.1.2 Ejemplo 2
Consideremos la ecuacién gDP (1), con los pardmetros siguientes:
c3=4co, cg=1, ¢1=6, co=1, a=2, vy=1. (5.7)

De acuerdo a la expresién (2.14), encontramos el valor r=4/5. Ademas, la ecuacién
gDP con los coeficientes (5.7) satisface; a>0, 7, >0y c3 <rcla2, por consiguiente,
pertenece a la familia (2.47). Por tanto, el Teorema 1 garantiza la existencia de
solitones con amplitudes A € {]RI\(A*,O)} , donde, A* = —25/76 ~ —0.33.

Para calcular las leyes de conservacién (5.5) necesitamos resolver el problema
(5.2), es por ello que, de (2.25) redefinimos la funcién F(g,q) con los coeficientes
(4.8), como sigue:

Flo,q) = (-~ 1P 422 4 560~ Dot 2 (50— 4)| o (59

El problema (5.2) con la funcién (5.8) necesita estar bien definido. Por esta razon,
el siguiente paso es calcular g, tal que F(gs,q) = 0 y, consecuentemente, formular
los pardmetros V = V(g4), ¢ = q(g«) en funcién de la raiz de (5.8). Partiendo del
hecho que o > 0, para encontrar la raiz de (5.8), usamos la ecuacién (2.41) con
los valores (5.7) y de manera similar a (5.8), obtenemos la ecuacién a resolver para
encontrar g., dada por:

F(ge) = (z — 1)*(p12® + 2p12% + (3p1 — p2)x + 4p1 — 2p2 + pa) oz (5:9)
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donde
1/6 5 ! 1 1

P1:5(5+12A>’ =% Tsa M ea
Con el propésito de encontrar la raiz no trivial de (5.9), definimos, el polinomio
cubico a resolver:

p(x) =23 +222 +ax+b; a=(3p1—p2)/p1, b= (4p1—2p2-+ps)/p1. (5.10)

Haciendo el cambio de variable © = y — 2/3, el polinomio p(x) se lleva a su forma
cubica simplificada:

p(y) =y + a1y +b1; ay =a—4/3, by = (16/9 + 3b — 2a) /3. (5.11)

Para resolver, p(y) = 0 hacemos el cambio de variable y = u+wv, de donde se obtiene

que y° = u® + v® + 3uvy, esto implica las igualdades: u® +v® = —by y uv = —a1/3,
es decir;

w03 = —by, WP =—d}/2T. (5.12)

De donde, es claro que u3 y v* son las raices del polinomio cuadrético (y—u®)@y—v?) =
y*+b1y—a3 /27. El cual, tiene como discriminante A =b2+4a3/27. Ahora, para econtrar
las raices de (5.11) usaremos el criterio de Cardano, para ello, necesitamos saber
como es el discriminante con respecto a la amplitud, consecuentemente, volviendo
a usar el criterio de Cardano reescribimos el discriminante en funcién de A, como

sigue:
11283200 10713 28084 1868
A=—"3(A- A+ —— A+ —= ;- (5.13)
(72A + 25) 162266 48719 38503
De (5.13), podemos encontrar el signo de A respecto a la amplitud, excepto, para el
valor A} = —25/72 ~ —0.35, ndtese que, si A = A} simplemente no aplica el método

de Cardano para resolver (5.9) de forma exacta. Se sigue que;

AN >0 si AE{(0.066, oo)U(—oo, —0.35)},

5.14
A<0 si Ae{(—035 —033) U (0, 0.066)}. (5:14)

Por tanto, bajo las condiciones (5.14) el criterio de Cardano nos permite resolver
de manera exacta las raices de (5.9). Observése que en (5.13), usamos las aproxi-
maciones 10713/162266 ~ 0.066, 28084/48719 ~ 0.58 y 1868/38503 ~ 0.048, para
obtener (5.14). Ahora vamos a considerar solitones con amplitudes positivas. Sea
la amplitud A = 1.2, y resolviendo el problema (5.2) definimos la condicién inicial,
obteniendo los cédlculos siguientes:

Hx107) [[6.5 [20 [8.4 [5.3 [2.8 [2.5 |6.5]2.8 [8.4 2.5 4.5 [5.3 [3.4 8.4
v 10 |1 |5 [10 |10 |10 [T |5 [05|5 [T |05 |1 |01
a0~ [[140 [130 [120 [89 [25 |20 |14 [13 |12 [9.9 |6.25[4.50|3.70(2.30
A0 15 [0.20[1.3 [4.4 [67 |370 |3.4]140[190(270(6.4 [450 |350 |3300
AA1079)]66.0(63.0[56.0[46.0[14.0/18.0(7.7[5.2 [7.6 [6.0 [0.75[3.4 3.0 |38.0

Table 5.2: Leyes de conservacién y balance (5.5) para el modelo gDP con los
parametros (5.7), t = 1 y amplitud A = 1.2.
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De manera similar a la Fig. 5.1, representamos los valores de la Tabla 5.2, donde,
se muestra la depedencia de los errores Ag(qo).

) /
Ay
0.1
10—2
Ay
103
10~4
10-5
= qo0
10— 103 102 0.1 1

Fig. 5.2: Ley de conservacién y de balance para el ejemplo 2 para el tiempo ¢ = 1.

Por tanto, los valores 6ptimos para h se encuentran en el intervalo (10_3, 10_2) )
ver Fig. 5.2. Consecuentemente, elegimos h = 4.5x 1073 y calculamos la propagacién
del solitén, como se puede ver en la figura siguiente:

15

t=3.0

Fig. 5.3: Dindmica de un solitén para el ejemplo 2, con una amplitud A = 1.2,
g« = 0.7602588791 es la raiz exacta y t = 3.

Como se puede ver en la Fig.5.3, se confirma la estabilidad de la propagacion
del solitén.

Ahora, usando nuestro esquema y el tamafnio de paso Optimo, calculamos la
interaccion de dos y tres solitones, como sigue;
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15

Fig. 5.4: Propagacion de dos solitones. El primer solitén tiene amplitud A; = 1.2
con g1, = 0.7602588791 la raiz exacta. La amplitud del segundo soliton As = 0.5
con g9, = 0.8123344047 raiz exacta, para el tiempo ¢ = 3.

(

&

t=3.0

Fig. 5.5: Propagacién de tres solitones. Amplitud primer soliton A; = 1.2 con g, =
0.7602588791 raiz exacta. Amplitud del segundo soliton A, = 0.8 con raiz exacta:
gosx = 0.7818469715. Amplitud del tercer soliton Az = 0.4 con g3, = 0.8283533054

como raiz exacta. Las simulaciones se relizan para el tiempo t = 3.

En las figuras Fig. 5.4 y Fig. 5.5 se muestra la evoluciéon de dos y tres solitones
para el caso (5.7). Los graficos afirman el resultado principal de la interaccién de
solitones, donde, vemos un corrimiento de la fase en la trayectorias de las ondas.
Ademas, se observa el fenémeno presentado en la colisién de solitones para modelos
no lineales conocido como "radiaccion,” es decir, después del proceso de interaccion
de las ondas, se generan del lado izquierdo ondas oscilantes con amplitudes bastantes
pequenas.

5.1.3 Ejemplo 3
Vamos a considerar ahora el modelo gDP con los parametros siguientes:

co=c=v=1, =3, c3=5, a=2. (5.15)
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Para este ejemplo se tiene que r = 5/6. De manera que la funcién F' (g, q), toma la
forma:

1 2(_ 10 9 8 5 4
Flg,q= (96 —1> {79 6 +14g6 +21g6 +35g+6q+9) gs +R24q+1)gs
\ , ) (5.16)

+2(18¢—8) g5 +(48¢—33)g5 +10(6q — 5)gs +5(6q — 5)}/7.

Usando la funcién (5.16) y las expresiones (2.39), (2.40), para V' y g respectivamente
del Capitulo 2. De donde se obtiene la funcién a resolver:

0=(z—1)*{p12'0+2p12°+3p12° +4p127+ 50125+ (6p1 — p2) 2°
+(8p1+pa—3p2) >+ Op1+2p1—4p2) 2°+ (10p1 +3pa—5pd) @ (5.17)
+(11p1+4ps—6p2+p3)},

donde x = gi/ﬁ y

7

)
6 (1_0+£)7 p4:6§7

[N

1 2 9

con ) = c3/(c1a?), & = (y+cpa?)/(c1Aa?). Resolver la ecuacién (5.17) es equivalente
a resolver un polinomio de grado 12. Sin embargo, la raiz g, € (0,1) existe y es
unica. Por tanto, es sencillo encontrarla numéricamenete. Por otro lado, la ecuacién
gDP con los pardmetros (5.15) satisface: 7, > 0y ¢3 < reio. En consecuencia,
el Teorema 1 garantiza la existecia de solitones con amplitudes en el conjunto
Ae {Rl\(—l, 0)} . Ahora, calculamos la depencia del error de Ag(go), como sigue;

H>103) [[20 [20 [20 [5.3[20 |5.3[11.8[2.5 [6.5]20 [2.8]8.4 [2.5 [3.1
v 10 [ |1 |10 [05[5 |1 |10 |1 |0.1]5 055 |1
Qo079 |[126.5(63.3 [12.7/8.9 (6.4 |4.5 |[4.4 |2.0 [1.4[1.3[1.2[1.1 [0.9 [0.31
A(A07Y[16 |14 |77 |65 .76 |5.1|5 |78 |48 [5.1|91 |243[148[153
A(x1073)[1810 |1120]270 [200[140[110[98 [120[40 [22 [9.0[44 [9.9 [740

Table 5.3: Ley de conservacién y balance (5.5) para el modelo gDP con los
pardametros (5.15), t = 1 y amplitud A = 1.2.
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. A A,
0.1
1072
1073 5
10~4
10—5 A]_
. . . —> 0
1074 1073 1072 0.1 1 !

Fig. 5.6: Ley de conservacién y de balance de la Tabla 5.3 representados graficamente

para el ejemplo 3.

Los datos de la Tabla5.3 son representados en la grafica Fig.5.6, donde, es
mas sencillo de observar el intervalo éptimo para el tamano de paso h. Elegiendo
h = 4.45 x 1073 calculamos la propagacién de uno, dos y tres solitones para (5.15),

en adelante;

Fig. 5.7: Propagacion de un solitéon del ejemplo 3 con amplitud A = 1.4, y g4

t=3.0

0.516025625 raiz numérica.
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15

t=3.0

Fig. 5.8: Propagacién de dos solitones para el ejemplo 3. El primer soliton tiene
amplitud A; = 1.4, y g« = 0.516025625 raiz numérica. El segundo solitén tiene
amplitud As = 0.7 y gox = 0.622077344 raiz numérica.

15

Fig. 5.9: Propagacion de tres solitones para el ejemplo 3. El primer solitén se
propaga con amplitud A1 = 1.3, v g, = 0.526158282 raiz numérica. El segundo
solitén tiene amplitud Ao = 0.9 con g9, = 0.581084845 raiz numérica y el ter-
cer solitén tiene una amplitud de A3 = 0.678974602 con g3, = 0.678974602 raiz
numeérica.

Por tanto, para el ejemplo 3 (5.15), los graficos Fig.5.7, Fig.5.8 y Fig.5.9
muestran la estabilidad de la propagacién e interaccién de solitones, de forma similar
al ejemplo 2 (5.7).

5.1.4 Ejemplo 4

Ahora vamos a regresar al ejemplo (5.7) y considerar soluciones suaves con amplitud
negativa, las cuales le llamaremos antisolitones. Notese que, la solucion antisoliton
no es una reflexion negativa de los solitones. Por ejemplo, la ecuacién KdV admite
solitones pero no admite soluciones del tipo antisolitén, entre otros ejemplos.
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Para este ejemplo se prueba la estabilidad en la propagacién de antisolitones de
manera similar a los ejemplos anteriores con la diferencia, que ahora se propagan
hacia la izquierda a partir del punto inicial. Ademéds el esquema sirve también
para realizar el escenario de la interaccion de antisolitones, donde se observa que el
escenario es similar a la de los solitones, y naturalmente, la radiacién producida por
los antisolitones se genera hacia la derecha, como se muestra en la figura siguiente:

Fig. 5.10: Propagacién de dos antisolitones para el ejemplo 4. El primer antisoliton
se propaga con amplitud A; = —0.4, y g, = 0.100805335 raiz exacta y su posicion
zg = 0. El segundo antisolitén tiene amplitud Ao = —0.8 con go,. = 0.53226145 raiz
exacta y su posicién inicial en el punto z; = 4

Obsérvese que, en la Fig.5.10, el eje x esta invertido para mayor comodidad de
la vision grafica.

5.1.5 Ejemplo 5

Finalmente mostramos el ejemplo siguiente:

c=7=0, :67 cy = 1, 63:4, o= 2. (518)

De manera similar al ejemplo (5.7), r = 4/5 y dado que se satisface: o > 0, v, =
0y c3 < rcia?. De acuerdo al Teorema 1, este ejemplo, admite ondas suaves
con amplitudes arbitrarias. Es por ello que usamos este ejemplo, para mostrar el
escenario de interaccién entre un soliton y un antisoliton. Ver el grafico que sigue:
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15

t=3.0

Fig. 5.11: Propagacién de un solitén y un antisolitén para el ejemplo 5. El solitén
se propaga con amplitud A; = 1.2 posicionado en zy = 0. El antisoliton tiene
amplitud As = —0.6 con posicién inicial en el punto x; = 4

En la Fig. 5.11 se puede observar que el escenario de la interaccién de un solitén
con un antisoliton es similar a la interaccién de los solitones, con la diferencia de
que las pequenas oscilaciones llamdas radiacién chocan entre si, es decir, después de
la interaccién las oscilaciones generadas por el solitén se desplazan a la izquierda y
las oscilaciones generadas por el antisolitén se desplazan a la derecha, provocando
asi, que se genere una oscilacién que va creciendo conforme al tiempo.

Los resultados numéricos en este capitulo confirman la estabilidad del esquema
en diferencias finitas (3.17), (3.84) del capitulo 3, para los problemas de propagacién
e interacién de ondas suaves, (solitones y antisolitones). Ademds, el escenario tipo
BBM de la colision de solitones ha sido confirmado para versiones no integrables de la
ecuacion gDP. Tenga en cuenta también que los términos “radiactivos” son bastante
pequenos y permanecen asi durante mucho tiempo después de la interaccion de las
ondas.
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Capitulo 6

Conclusion

En resumen, en este trabajo se probé la existencia de dos tipos de ondas viajeras
para la ecuacion Degasperis-Procesi generalizada basada fuertemente en la amplitud
de la onda y los parametros de dicha ecuacién. En concreto, fijamos de manera
estrucuturada las constantes «, 7, cg, 1, 2, c3; y para cada amplitud A € R se
aparecen distintas posibilidades:

6.1 Resultados de los casos que se cubren en este tra-
bajo

1. Si a >0y v, > 0. Entonces se obtienen las conclusiones siguientes:

I.1 Si ¢3 < rc1a?. Entonces la onda viajera es:

solitén si A € (—o0, A") URy,

. X (6.1)
peakon si A= A*.
solitones ~ peakon solitones
—00 A* 0 00
Fig. 6.1: Caso I.1
1.2 Si ¢3 = rc1o®. Entonces la onda viajera es:
solitén si A > 0. (6.2)
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solitones

_— A

—00 0 +00

Fig. 6.2: Caso 1.2

1.3 Si c3 > rcia?. Entonces la onda viajera es:

solitén si A € (0, A%),
peakon si A = A*.

solitones peakon

./\l A

—00 0 A* +00

Fig. 6.3: Caso 1.3

II. Let o > 0 and 7, = 0. Entonces, se cumple que para todo A # 0 las ondas
viajeras son:
solitén si ¢35 < reja?,

6.4
peakon si ¢z = reia’. (64)

III. Si & = 0 and ~, = 0. Entonces, las ondas viajeras son:
solitones con amplitudes A € (0,7/c3), (6.5)

peakon con amplitud A=~/cs y V =co+rery/es.

En el caso cuando A < 0 y a = 0 las ondas viajeras no existen.

Observacion 2. Los casos particulares (6.4) del modelo gDP son los tinicos que
admiten ondas viajeras con amplitudes arbitrarias, es decir, solitones, antisolitones,
peakons y peakons con amplitudes negativas. Notese también que, los casos que

pertenecen a (6.5) pueden ser representados grificamente de manera similar a la
Fig. 6.3, donde, A* = v/cs.

Observacién 3. Para los casos mds famosos del modelo gDP tenemos:
1. Para la ecuacion de Camassa-Holm; arcy = c3. Por tanto, sico > 0, entonces

Yo > 0 y tenemos la situacion (6.2) representada en la Fig. 6.2. Si ¢y = 0,
entonces v, = 0 y tenemos el caso (6.4) solo para peakon.
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2. Para la ecuacion Degasperis-Procesi; o’rci = c3 y ¢g = 0. Por tanto, 7o = 0
y tenemos la situacion (6.4) sélo para peakon.
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Apéndice A

Programa del modelo gDP

A.1 Cdbdigo Fortran

program Dgas
I==Parametros
parameter (NO=50, n1=500, n=2*nl, epsilon=0.1, n2 = 4000%*n)
double precision phi(0:n), phiB(0O:n), u(0:n), 1(0:n), z(0:n)
double precision x(0:n), y(0:n), f_temp(0:n), s(0:n), om(0:n)
double precision W(0:n), s_temp(O:n), tsd, al, a2, a3, a4
double precision rho(0:n), sigma(0:n), theta(0:n), lambda(O:n)
double precision a6, a7, a8, y22, y33, x10, yO00, yi11, MO, M1
double precision 12, EM1, EM2, y_temp(O:n), xmin, xmax, h, tau
double precision y55, E1, E2, y44, Amp, Vel, ft, fx, fz, cl, z1
double precision alpha, beta, cO, gamma, c3, c2, hs, z0, y5, y6
double precision gml, gm2, a5, a9, al0, all, be, eta, y9, sul
double precision yE(0:n2), eta2, Er, E(0:n), Ermax, jl, j2, j3
double precision su2, su3, su4, sub, su6, sumN, terml, term2, j4
double precision rhl, rh2, rh3, rh4, th, cl11, yi(0:n), ht(0:n)
double precision EMA1, EMAlmax, EMA2, EA2max, LEY(0:n2)

double precision yO, yi1, y2, y3, y4, y7, y8, z2, 13, fy, fu, fs
double precision g(0:n), xi, k1, k2, k3, k4, Lmax(0:n2), q
double precision a, b, c, ra, gc

real etime, time, elapsed(2), tiempo

integer ETAPA, NE, NP, Cuantas, count, TC

integer i, j, k, m, nl, Nh(0:n2), Nh1(0:n2), n

external det, f, f1

I=Guardamos la solucién y leyes de balance==

open(unit=2,file ="SolNumlscor.txt")

open(unit=3,file ="1raley.txt")

open(unit=4,file ="2daley.txt")

I=Intervalos para la variable espacial y temporal=

xmin = -5.0

xmax = 15.0

h = (xmax-xmin)/float (n) Itamafio de paso en x-intervalo
hs = (1.0/epsilon)*h !tamafio de paso en eta-intervalo
tau = h**2.0 !tamafio de paso en el t-intervalo
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I=Amplitud y pocisién inicial=
Amp = 1.2
x10 = 0.0
I=Discretizacién de la variable eta=
sO = 0.0
sl = sO + hs*nl
|===Parametros de la ec. gDP====
cO =1.0
c2 =1.0
alpha = 2.0
cl =3.0
c3 = 5.0%c2
gamma = 1.0
r = c3/(c3+c2)
beta = (c1*(c2+c3))**x(1.0/2.0)/c3
I==Regularizacion===
gm2 = 0.5
gml = gamma-h*gm2
I1==Calculo de la raiz num.==
xi = (gamma+cO*alpha**2.0)/(cl*alpha**2.0%Amp)
th = c3/(cl*alpha**2.0)
rhl = (1.0-r)*(2.0-r+2.0%xi)
rh2 = 2.0%(1.0-r)*(2.0-th)+xi*(4.0-3.0%r)
rh3 = (2.0-r)*(1.0-th+xi)
rhd = r*xi
cll = rx(r-th+xi)
a=20.0
b=1.0
do i =0, NO
c = (a+b)/2.0
if(f1(c, rhl, rh2, rh4, rh3) .eq. O)then
else if(f1(a,rhl,rh2,rh4,rh3)*f1(c,rhl,rh2,rh4,rh3) .1t. 0) then

b=c
else
a=c
end if
end do
ra =c¢

gc = ra

I=Parametros dependientes de la raiz=

Vel = (1.0/alpha**2.0)*( c3*Amp/(1.0-gcx*r) - gamma)
P = c3*Amp/ (gamma+alpha**2.0%*Vel)

q = th - xix(1.0-gc**r)

I==Inicio del calculo de la solucidn:==

tiempo = 0.5 !el tiempo del sistema dinamico
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write(*,*)’h= >, h, > hs= ’, hs, > tau=’, tau
write(*,*)"Para que el tiempo del sistema dinamico sea", tiempo
write(*,*)"necesito", tiempo/(tau), " etapas"

NE = tiempo/tau !Nimero de tau-niveles

Cuantas = 5.0 !cada cuantas iteraciones se deben guardar

NP = NE/Cuantas
I=factores de escala para los ejes=
ft = 10.0/tiempo

fx = 1.0

fz = 1.0

fy = 1.0

fu = 10%*3.0
fs = 10.0%*%4.0

fsl = 10.0%x4.0

I====Particién de eta======

do i =0, nl

s(i) = sO0 + float(i)*hs

end do

I==Férmula de Taylor==

g(0) = gc

write(*,*)’f(gx)=", £(g(0),q,beta)

Cte = r*(r-q)/((1.0-r)*(2.0-1))

de0 = gc**2.0+(2.0%(q-2.0)/(2.0-1) ) *gc**(2.0-r)

de0 = de0+((1.0-q)/(1.0-1))*gc**(2.0%(1.0-r))-Cte

del = 2.0%gc+2.0%x(q-2.0)*xgcx*(1.0-r)+2.0%(1.0-q) *gc**(1.0-2.0%*r)
de2 = 2.0+2.0%(q-2.0)*(1.0-r) *gc**(-r)+2.0*%(1.0-q) *gc*x* (-2.0%r)
de3 = 2.0%(q-2.0)*(1.0-1)*(-1) *gc** (- (1.0+r))

de3 = de3+2.0%(1.0-q)*(-2.0*r)*gc**(-(1.0+2.0%r))

g(1) = g(0)+hs**2.0*betax*2.0*del/4.0

g(1) = g(1)+ hs**4.0xbetax*4.0%(deO*de3/48.0+de2*del/96.0)
I=Usamos Runge-Kutta de orden 4=

doi =1, ni-1

k1l = hs*f(g(i),q,beta)

k2 = hs*f(g(i)+k1/2.0,q,beta)

k3 = hsxf(g(i)+k2/2.0,q,beta)

k4 = hsxf(g(i)+k3,q,beta)

g(i+1) = g(i)+(k1+2.0%(k2+k3)+k4) /6.0
end do

I==Calculamos W y Omega; par (eta>(Q)=====
do i =0, nl
W(i) = 1.0-g(i)**r
om(i) = W(i)/P
end do
I===Extendemo omega para (eta<()======
do k = 0, nl
s_temp(k) = s(k)



92 Apéndice

f_temp(k) = om(k)
end do
do k = 0, nl
s(k) = -s_temp(nl-k)
om(k) = f_temp(nl-k)
end do
do k =1, nl
s(ni+k) = s_temp(k)
om(ni+k) = f_temp (k)
end do
!==0btenemos u(x,0)=y(i)====
doi=0,n
x(i) = epsilon*s(i) + x10
y(i) = Amp*om(i)
end do
I=Guardamos la condicién simplificada=
write(2,x*)
write(2,*)"%Condicion Inicial"
write(2,*)’\\pstThreeDLine[linewidth=0.6pt,linecolor=black]’
write(2,19)0, xmin,y(i)
doi=1, n, 5
if (abs(y(i)) .gt. 0.005)then
write(2,19)0, x(i), y(i)
end if
end do
write(2,19)0, xmax,y(i)
I====Para las leyes de balance=====
y0o = 0.0
doi=0,n
yo = yO + y(i)
end do
y2 = 0.0
doi=0,n
y2 = y2 + y(i)**2.0
end do
y3 = 0.0
doi=0,n
y3 = y3 + ( (y(i+1)-y(i))/h )**2.0

end do

y3 = (epsilon**2.0%alpha**2.0)*y3
MO = y2 + y3

EM1 = 0.0 IDelta_1

EM2 = 0.0 IDelta_2

EMAlmax = 0.0

EMA2max = 0.0

I=Iniciamos el cdlculo a la siguiente etapa en el tiempo=
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do ETAPA = 1, NE
I==Condiciones de frontera
phi(n)=0.0
phi(n-1)=0.0
phi(1)=0.0
phi(0)=0.0
z0 = 0.0
I==condicién inicial==
doi=0,n
phiB(i) = y(i)
end do
doi=0,n
y_temp(i) = y(i)
end do
tsd = ETAPA*tau I E1 tiempo del sistema dinamico
TC = etime(elapsed) !El tiempo de computo
if ( (ETAPA/NP)*NP .eq. ETAPA) then
write(*,*)"Etapa" ,ETAPA,":Computing time:",tiempo,"s.,",TC/60.0,"m."
end if
I===coeficientes del esquema=========
al = tauxc1/(3.0%h)
a2 = epsilon**2.0*tau*xc2/(2.0%h**3.0)
a3 = epsilon**2.0*tau*c3/(2.0%¥h**3.0)
ad = epsilon**2.0*gmlxtau/(2.0%h**3.0)
ab = cOxtau/(2.0%h)
a6 = 1.0+3.0xepsilon**2.0*xtau*xgm2/ (h*x2.0)
a7 = epsilon**2.0*alpha**2.0/(h**2.0)
a8 = tauxepsilon**2.0%c3/(4.0%h**3.0)
a9 = tauxepsilon**2.0*(gml-h*gm2)/(h*x3.0)
al0 = tauxepsilon**2.0%*(gml+3.0*xh*gm2)/(h**3.0)
all = tauxepsilon**2.0*(gml+2.0*xh*gm2)/(2.0%h**3.0)
I==Tteraciones de la sucesién==
do count = 1, 2
do i=2, n-2
1(i) = -a4+(a2-a3)*(phiB(i-1)-phiB(i))+a3*phiB(i-2)
rho(i) = -(ab+a7)+a9-al*(phiB(i)+2.0*phiB(i-1))-2.0%*a3*phiB(i-1)
rho(i) = rho(i)+(a2-a3)*(phiB(i)-2.0*phiB(i-1)+phiB(i-2))
sigma(i) = a6+2.0*a7+alx(phiB(i+1)-phiB(i-1))
sigma(i)=sigma(i)+(a3-a2)*(phiB(i+1)+phiB(i-2)-phiB(i+2)-phiB(i-1))
theta(i) = ab-(al0+a7)+al*(phiB(i)+2.0*phiB(i+1))+2.0*a3*phiB(i+1)
theta(i) = theta(i)+(a3-a2)*(phiB(i+2)-2.0*phiB(i+1)+phiB(i))
u(i)=al1+(a3-a2)*(phiB(i+1)-phiB(i))-a3*phiB(i+2)

lambda(i) = al*((phiB(i+1)-phiB(i-1))#*(phiB(i+1)+phiB(i)+phiB(i-1)))
lambda(i) = lambda(i)+a3*((phiB(i+2)-phiB(i+1))* (phiB(i+1)-phiB(i)))
lambda(i) = lambda(i)-a2+*((phiB(i+2)-phiB(i+1))* (phiB(i+1)-phiB(i)))
lambda(i) = lambda(i)+a2*((phiB(i)-phiB(i-1))*(phiB(i-1)-phiB(i-2)))
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lambda (i)
lambda (i) lambda(i)-a8+* (phiB(i+2)**2.0-2.0*phiB(i+1)**2.0)
lambda(i) = lambda(i)-a8+*(2.0*phiB(i-1)**2.0-phiB(i-2)*%2.0)
z(1) = y(i)-a7*(y(i+1)-2.0*y(i)+y(i-1))+lambda(i) !'Lado derecho
end do
I==Comienza el algoritmo de solucion======
doi=2, n4
! =1 en sigma(i)
z(i) = z(i)/sigma(i)
u(i) = u(i)/sigma(i)
theta(i) = theta(i)/sigma(i)
! 0 rho(i+1)
z(i+1)=det (rho(i+1),z(i),z(i+1))
theta(i+1)=det (rho(i+1),u(i),theta(i+1))
sigma(i+1)=det (rho(i+1) ,theta(i),sigma(i+1))
| ======== 0 en 1(i+2)
z(i+2)=det (1(i+2) ,z(i),z(i+2))
sigma(i+2)=det(1(i+2),u(i),sigma(i+2))
rho(i+2)=det (1(i+2),theta(i) ,rho(i+2))
! 1(i+2)=0.0
end do
! 1 en sigma(n-3)
z(n-3) = z(n-3)/sigma(n-3)
theta(n-3) = theta(n-3)/sigma(n-3)
! 0 en rho(n-3)=
z(n-2)=det (rho(n-2) ,z(n-3) ,z(n-2))
sigma(n-2)=det (rho(n-2),theta(n-3),sigma(n-2))
| ======== =1 en sigma(n-2)====
phi(n-2) = z(n-2)/sigma(n-2)
phi(n-3) = z(n-3)-theta(n-3)*phi(n-2)
|============]a solucion
do i = n-4, 2, -1
phi(i)=z(i)-theta(i)*phi(i+1)-u(i)*phi(i+2)
end do

doi=0,n

phiB(i)=phi(i)
end do
end do !fin del do del count
I==1la siguiente etapa:==
doi=0,n

y(i) = phi(i)
end do
l====Leyes de balance===========
I==Calculamos h*sum y~j(i)========
yl =20.0

lambda(i)-a3*((phiB(i)-phiB(i-1))*(phiB(i-1)-phiB(i-2)))
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doi=0,n
yl = y1 + y(i)
end do
l==primera ley=========
E1l = hx(yl-y0)
EMA1 = abs(E1)
I==Segunda ley=========
y4 = 0.0
doi=0,n
y4 = y4 + y(i)**2.0
end do
yb = 0.0
do i =2, n-2
y6 = y5 + ( (y(i+1)-y(i))/h )**2.0
end do
y5 = (epsilon**2.0*alpha**2.0)*y5
y6 = 0.0
do i =2, n-2
y6=y6+((y(i+1)-y (1)) /) *((y(1)-y(i-1)) /) *((y(i+1)-y(i-1))/h)
end do
y6 = tauxh*epsilon*2.0%(2.0%c2-c3)*y6
y7 = 0.0
do i=2, n-2
y7 = y7 + ( (y(i)-y_temp(i))/tau )**2.0
end do
y7 = h¥xtaux*x2.0xy7
y8 = 0.0
do i=2, n-2
y8=y8+((y(i+1)-y(i)+y_temp(i)-y_temp(i+1))/(h*tau))**2.0
end do
y8 = (alpha**2.0*epsilon*2.0*tau**2.0%h)*y8
y9 = 0.0
do i =2, n-2
y9 = y9 + ( (y(i+1D)+y(i-1)-2.0%y(1))/(h**2.0) )**2.0
end do
y9 = (h**3.0*gm2*epsilon**2.0*tau) *y9

I
LEY(ETAPA) = (y6 + y7 + y8 + y9)
do i = 1, ETAPA
z0 = z0 + LEY(i)
end do
I==Segunda ley de balance===
M1 = y4 + y5
E2 = h*x(M1-MO) + z0
EMA2 = abs(E2)
I==Leyes maximas=====
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if ((ETAPA/NP)*NP .eq. ETAPA)the

if(E1 .gt.

EM1 = E1
else
end if

Leyl maxima
EM1 )then

if (EMA1 .gt. EMAlmax )then
EMAlmax = EMA1
else

if(E2 .gt. EM2 )then
EM2 = E2
else

end if
I====Ley2 maxima absoluta=======
if (EMA2 .gt. EMA2max )then
EMA2max =
else

end if

l===Guardando solucién numérica simplificada

write(2,%*)

write(2,*)"),Etapa ",ETAPA, ",
write(2,*)’\\pstThreeDLine[linewidth=0.6pt,linecolor=black]’

EMA2

write(2,19)ft*tsd,xmin,y(0)
do i=1, n, 5

if (abs(y(i)) .gt. 0.005)then

write(2,19)ft*tsd,x(i),y(i)
end if
end do
write(2,19)ft*tsd,xmax,y(n)
else

end if

end do ! El do de las ETAPAS

Tiempo:",tauxetapa

write(*,*)"Primera ley maxima de", Cuantas, "Etapas es ", EMAlmax
write(*,*)"Segunda ley maxima de", Cuantas, "Etapas es ", EMA2max
I==Formatos de precisifén======

10  format (°(’,f6.3,’,’,f8.4,°,7,f11.8,’)°)

11 format (’(’,f11.8, ’,’,f11.8,7)°’)

19 format (°(’,f6.3,7,7,£8.4,’,,f11.8,’)’)

40 stop

end 'Fin del programa

I====Variables externas========
double precision function det(q,r,s)
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double precision q,r,s
det=s-qg*r

return

end function det

I===F(g,q)

double precision function f(y,q,c)

double precision c, y, q

f=y**x (5/3) +2*y*x (3/2) +3*xy** (4/3) +4xy** (7/6) +5xy

f=f+(2/7) % (6xq+9) xy*x(5/6)+(1/7) * (24*q+1) *y** (2/3)

f=£+(4/7) % (9%q-4) *y*x (1/2)+(3/7) * (16%q-11) *y** (1/3)

£=£+(10/7) * (6%q-5) *y** (1/6)+(5/7) * (6%q-5)

f=c*sqrt (£)*(1-y**(1/6))

return

end function f

double precision function f1(y, rhl, rh2, rh4, rh3)

double precision rhl, rh2, rh3, rh4, y

fl=rhi* (y**(5/3)+2*y** (3/2)+3*y** (4/3) +4*xy** (7/6)+5*y)
f1=£f1+(6*rhl-rh2) *y**(5/6)+(7*rh1-2*rh2) *y**(2/3)
f1=f1+(8*rhl+rh4-3*rh2) *y**(3/6)+(9*rh1+2*rh4-4*rh2) *y**(1/3)
f1=£f1+(10*rh1+3*rh4-5%rh2) *y**(1/6)+(11*rh1+rh3+4*rh4-6*rh2)
return

end function f1

Observacién 4. FEl simbolo ! en Fortran indica que lo que se encuentra delante de
el es un comentario.

Observacién 5. El tiempo de computo, dependiento del tiempo del sistema dinamico
y el tamano de paso espacial adecuados, es alrededor de 2 a 3 horas por ETAPAS.

Observacién 6. En particular, este programa muestra el cdlculo de ondas numéricas
suaves del ejemplo 3 mostrado en el capitulo 5. Sin embargo, para cualquier otro
problema, el programa sirve si se actualizan las variables externas y los pardmetros
de la ecuacion.

Una manera de verificar rapidamente este programa, es tomando los valores:
tiempo = 0.5, nl1 = 500 y pedirle 5 ETAPAS. Entonces se obtiene A1 = 2.33 x 1072,
Ao = 0.12 y una solucion estable.



