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Introduccion

El estudio de los procesos de control estocdstico se clasifica como procesos
en tiempo discreto o en tiempo continuo. Una clase importante de procesos
de control en tiempo continuo la constituyen los Procesos de Control Semi-
Markovianos (PCSMs), cuya evolucion en el tiempo la podemos describir de la
siguiente manera. Si en el tiempo de la n-ésima época de decisién el sistema se
encuentra en el estado x,, = z, entonces el controlador elige una accién o control
an = a y sucede lo siguiente: 1) el sistema permanece en el estado 2 durante un
tiempo aleatorio no negativo d,4+1 con distribucién H; 2) se genera un costo ¢
que depende del estado, el control y el tiempo de permanencia, 3) el sistema se
mueve a un nuevo estado z,11 = y de acuerdo a una ley de transicién. Una
vez ocurrido lo anterior, el proceso se repite.

Los costos de operacién se acumulan durante la evolucién del sistema, y el
objetivo es encontrar una politica de control que minimice un indice de fun-
cionamiento.

En muchos trabajos, usualmente, se supone que todas las componentes que
intervienen en la descripcién de los PCSMs son conocidas por el controlador; no
obstante, existen situaciones en las cuales solamente se cuenta con estimaciones
0 aproximaciones de uno o més elementos del proceso.

Este trabajo de tesis se enfocard al estudio de los PCSMs con el criterio de
costo total descontado y distribucién del tiempo de permanencia H desconocida
por el controlador. Ademds supondremos que los espacios de estado y control
son de Borel y el costo por etapa es posiblemente no acotado.

El esquema previamente descrito produce algunas consecuencias en la evolu-
cién de un PCSM esténdar. En principio, la funcién de costo por etapa c serd
también desconocida debido a que depende de los tiempos de permanencia. Por
lo tanto, bajo este contexto, supondremos que antes de que el controlador se-
leccione el control a, en el tiempo de la n-ésima época de decisién, se debe
implementar un proceso de estimacién de H, y por consiguiente del costo c,
con el cual obtendremos los estimadores H,, y ¢,. Luego, combinando el pro-
ceso de estimacién con técnicas de control deberd entonces elegirse una accién
a = ay (Hp).

Los PCSMs bajo el criterio de costo descontado, han sido estudiados por
varios autores. Por ejemplo [12, 13, 23, 25] consideran el caso en que el espa-
cio de estados es un conjunto numerable, mientras que en [2, 18] se considera
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VI INTRODUCCION

espacio de estados de Borel. No obstante, tanto en los primeros como en los
iltimos trabajos aquf citados, todas las componentes que describen a los mode-
los en cuestién se suponen conocidas por el controlador, lo cual contrasta con la
caracteristica principal del presente trabajo que es suponer desconocida la dis-
tribucién del tiempo de permanencia H, tal como es considerado por los autores
en [17].

Este trabajo de tesis estd estructurado en cinco capitulos disenados de la
siguiente manera.

En el Capitulo 1 se dan los elementos para definir los PCSMs asi como el
problema de control éptimo asociado. Ademds se introducen las hipétesis sobre
el modelo en general.

En el Capitulo 2 se estudian los PCSMs esténdar (todas sus componentes
conocidas) bajo el criterio de costo descontado. Se establecen resultados sobre
la existencia de politicas 6ptimas, asi como una caracterizacién del costo 6pti-
mo. También se introduce el concepto de optimalidad asintética, mismo que
toma importancia al analizar la optimalidad de las politicas resultantes de la
combinacién de estimacién y control antes mencionada.

El Capitulo 3 contiene la parte central de este trabajo. Aquf se estudian los
PCSMs con criterio de costo descontado, cuya distribucién del tiempo de perma-
nencia H es deconocida. De hecho, se introduce un nuevo conjunto de hipétesis
relacionadas con la distribucién H, las cuales serdn la base para establecer el
método de estimacién. Se construyen politicas asintéticamente éptimas, y se
realiza un andlisis del comportamiento limite de cierta clase de minimizadores.

Con la idea de ilustrar la teoria desarrollada en este trabajo, en el Capitulo
4 se incluye un ejemplo de un sistema de almacenamiento.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo, y
ademds, se exponen algunas ideas sobre posibles extensiones de la teorfa aquf
desarrollada.



Capitulo 1

Procesos de Control
Semi-Markovianos con
Costos Descontados

1.1. Introduccion

En este capitulo se introduce el problema de control é6ptimo semi-markoviano
(PCO) con respecto al indice en costo descontado. Para la formulacién del PCO
se requieren tres elementos: un modelo de control, un conjunto de politicas ad-
misibles y un indice de funcionamiento mediante el cual se evaluard el desempeno
del sistema cuando se usan diferentes politicas. Lo anterior se desarrolla en las
secciones 1.2, 1.3 y 1.4.

Por otra parte, para resolver el PCO como cualquiera otro problema de
optimizacion, se requiere que el modelo de control satisfaga un conjunto de
condiciones que se introducen en la seccién 1.5. Las condiciones que conside-
raremos en el presente trabajo son de tres tipos: condiciones de continuidad y
compacidad, que en términos generales permiten garantizar la existencia de mi-
nimizadores; condiciones sobre el crecimiento de las funciones de costo asociadas
al problema de control. De hecho, estas condiciones nos permitirdn analizar el
PCO con costos no-acotados. Y una tercera clase de condicién que es de tipo
"probabilistico", la cual garantiza que los procesos semi-markovianos controla-
dos son regulares, es decir, que experimentan un nimero finito de transiciones
en intervalos finitos de tiempo. Ademds, esta misma condicién garantiza que
los "factores de descuento" son uniformemente acotados por una constante es-
trictamente menor que uno.

Notacién. A lo largo de este capitulo asumiremos lo siguiente. Respecti-
vamente, N y Ny representardn el conjunto de los nimeros enteros positivos y
el de los enteros no-negativos. Por otra parte, P denotard la medida de pro-
babilidad cuando se usa la politica m dado que el estado inicial es x; mientras
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que E7T indicard el operador esperanza con respecto a P]. Recuérdese ademds
que un espacio de Borel es un subconjunto de Borel de un espacio métrico,
separable y completo.

1.2. Modelo de Control Semi-Markoviano

1.2.1. Descripciéon del Modelo
Definicién 1.1 Un modelo de control semi-Markoviano (MCSM)
(X,A{A(x):2€X},Q,H,D,d) (1.1)
consiste en lo siguiente:
= X es un espacio de Borel llamado espacio de estados;
= A es un espacio de Borel llamado espacio de controles o acciones;

= Para cada v € X, A(x) C A es un conjunto medible y no vacio, cuyos ele-
mentos representan las acciones admisibles cuando el sistema se encuentra
en el estado x.

Supondremos que el conjunto K := {(z,a) : © € X, a € A(z)} de pares estado-
accion admisibles, es un subconjunto de Borel del espacio X x A.  También
suponemos que K contiene la grifica de una funcidn medible f : X — A, de
manera que f (z) € A(x), para todo x € X.

w La ley de transicion Q (- | -) es un kernel estocdstico (véase Apéndice B,
Definicion B.1) sobre X dado K.

= H(-| z,a) esla funcion de distribucion para cada (z,a) € K, y suponemos
que es medible en las variables (z,a) € K.

= D y d son las funciones de costo, las cuales son reales medibles no nega-
tivas sobre K.
1.2.2. Interpretacién

Un MCSM representa un sistema dindmico que evoluciona de la siguiente
manera. En el tiempo de la n-ésima época de decisién T, el sistema se en-
cuentra en el estado z, = x y el controlador elige una accién a, = a € A (z),
generandose con ello lo que se describe a continuacién:

1. Se incurre en un costo inmediato D(x,a).

2. El sistema permanece en dicho estado x,, = x durante un tiempo aleatorio
no-negativo 0,41 con distribucién H (- | z, a).

3. Luego, en el tiempo Ty, 11 := T, +d,41 (n € N, Ty := 0), el sistema transita
a un nuevo estado x,11 = y de acuerdo a la distribucién Q (- | z, a).
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4. Se produce un costo debido al tiempo de permanencia en el estado z, cuya
razén de costo es d(z,a).

5. Finalmente, una vez en el estado y el proceso se repite.

1.3. Politicas de Control Admisibles

Definicién 1.2 Dado un MCSM, se define el espacio de historias admisibles
hasta la n-ésima época de decision mediante Hy := X y H,, := (K x R;)" x X
para n € N.

De lo anterior se desprende que un elemento h,, € H,,, llamado en lo sucesivo
n~historia, es un vector de la forma

hn = (Iﬂa ap, 61,LE1, ai, 527 ey Tn—1,0n—-1, 5n7xn) )

donde (zg,ar,0k+1) € Kx Ry parak=0,1,...n— 1,y z, € X.

Definicién 1.3 Una politica de control admisible o simplemente una politica
es una sucesion 7 := {m,}, donde cada m, es un kernel estocdstico sobre A dado
H,,, tales que satisfacen la restriccion m, (A(xy) | hn) = 1 para todo h, € H,
yn € Np.

Se denotard por II al conjunto de todas las politicas.
Sea F el conjunto de funciones medibles f : X — A tal que f(z) € A(x)
para todo x € X.

Definicién 1.4 Diremos que una politica w := {m,} € II es:

(a) Deterministica si existe una sucesion {gn} de funciones medibles gy, :
H, — A tales que 7, (- | hy) estd concentrada en g, (hy) para todo h,, € H,, y
n € Ny; es decir, 7, (B | hy) := 15 [gn (hn)], B € B (A).

(b) Markoviana si existe una sucesion {f,} de funciones f, € F tales que
7 (- | hn) estd concentrada en fy, (x,,) € A(x,) para todo h, € H,, y n € Np.

(c) Estacionaria si existe una funcion f € F tal que 7, (- | hy) estd concen-
trada en f(x,) € A(x,) para todo h, € H, y n € Np.

Debido a la definicién previa, sin pérdida de generalidad, en adelante iden-
tificaremos al conjunto de todas las politicas estacionarias con F.

Sea (£2,.A) el espacio medible canénico en el cual  es el espacio producto
(K x Ry ) y A la o-dlgebra producto correspondiente. Puede observarse que
un elemento w €  tendra la forma w := (xg, ag, 01, *1, a1, 2, ...). A las variables
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coordenadas x, € X, ar, € A (z)y drp+1 € Ry, se les llamard variables de estado,
control y tiempo de transicién, respectivamente. De acuerdo al Teorema de C.
Tonescu Tulcea (véase Apéndice C), para cada estado inicial z € X y cada 7 € II,
existe una medida de probabilidad P tal que para cada B € B (A), C € B (X)
y h, € H,, n € Ny, se tiene:

Pl (zg=x) =1, (1.2)

Py (an € B | hy) =7, (B | hn), (1.3)

P;T (zn-&-l eC | hnaanadn-&-l) = Q(C ‘ xn,an) (14)

Pl (0py1 <t | hpyan) =H (| zp,an). (1.5)

Observacién 1.1 De (1.5) se tiene que las variables aleatorias 1,92, ..., son

condicionalmente independientes dado el proceso xq,ag, 1,01, ...

Para una politica arbitraria = € II, la variable x,, describe el estado del
sistema en el tiempo de la m-ésima transiciéon (o época de decision) T, y ap,
representa el control elegido de acuerdo a la politica w. Nétese que en general,
el estado x,, depende de la evolucién del sistema en las primeras n — 1 transi-
ciones, no obstante en el caso de una politica estacionaria f, {z,} ., es una
cadena de Markov con probabilidad de transicién Q (- | z, f (z)), lo cual es una
consecuencia de las propiedades de la esperanza condicional, asi como de (1.4)
que en lo sucesivo se identificard como la propiedad de Markov.

De aquf en adelante £7 denotard al operador esperanza correspondiente a
P7. Ademds, para una politica estacionaria f € I, se usard la notacién (z, f)
en lugar de (z, f (z)).

1.4. Indice de Funcionamiento y Problema de
Control Optimo en Costo Descontado

Iniciaremos la presente seccién senalando que en lo sucesivo, para un MCSM
dado, estaremos considerando los costos descontados en forma continua. Esto
es, para un factor de descuento o > 0 un costo k generado al tiempo t equivale
a un costo ke~ ! en tiempo 0, de manera que de acuerdo a la interpretacién
del MCSM, la funcién de costo por etapa, cuando el proceso se encuentra en el
estado x y se elige la accién a, tomard la forma

c(z,a) =D (z,a)+d(z,a) /:O /0 e *dsH (dt | z,a). (1.6)

Con el fin de medir el comportamiento de los costos por etapa usaremos
como indice de funcionamiento el costo total esperado a-descontado.
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Definicién 1.5 Sean 7 € I, xg = z € X y a > 0. Se define el costo total
esperado a-descontado como

V(m,x):=ET

o0
Z<>] |

n=0
donde c(-,-) es la funcion introducida en (1.6).

Por lo tanto, dado el MCSM (1.1), el problema de control éptimo consiste
en encontrar una politica 7* € II tal que

V(r*,z) = irelfHV (myz) VezeX

A la funcién

Vi(z):=ifV(r,z) zeX| (1.7)

mell

le llamaremos funcién de valor éptimo, y en este caso decimos que la politica
T es Optima.

1.5. Hipétesis sobre el Modelo de Control

En esta seccién introduciremos tres clases de condiciones, las cuales serdn
usadas a lo largo del trabajo.

Hipétesis 1.1 Condiciones de continuidad y compacidad.
(a) Para cada © € X, A(x) es un conjunto compacto.

(b) Para cada x € X, las funciones de costo D(z,a) y d(z,a) son reales me-
dibles no-negativas y semi-continuas inferiormente (s.c.i.) en a € A(x) (véase
Apéndice A, Definicion A.2(a)).

(c) La ley de transicion Q (- | z,a) es fuertemente continua en a € A(z), es
decir, para cada funcion medible y acotada v sobre X, se tiene que

aH/Xv(y)Q(dyl%a)

es una funcion continua y acotada sobre A(x).
(d) La funcion H(t | z,a) es continua en a € A(zx) para cada x € X y
teR.

A continuacién presentamos algunas hipétesis de crecimiento. Sea W : X —
[1,00) una funcién medible. Denotemos por By (X) el espacio lineal normado
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consistente de todas las funciones medibles u : X — R, tales que satisfacen la
condicién

oy ()]
lully = ilelg W) < 00. (1.8)

Hipdtesis 1.2 Condiciones de crecimiento.

(a) Eziste una funcion medible W : X — [1,00), asi como constantes
C1,C2>0, p>1, bp>0 y 0< By <1, tales que

sup |D(z,a)| < e W(z), sup |d(z,a)| < &W(x), (1.9)
a€A(x) a€A(x)
Y
/ WP(y)Q(dy | z,a) < BgWP(x) + by, x€X, ac Az). (1.10)

(b) Para cada x € X, la funcion
a— / W(y)Q(dy | x,a)
es continua en A(x).

Una consecuencia de la relacién (1.10) es la siguiente desigualdad

/W Qdy | z,a) < W (z) + Y (z,a) € K, (1.11)
donde 8 = 50/1) y b= bo/p. En efecto, como p > 1, de la Desigualdad de Jensen
se tiene

[/W dy|ma} /Wp Q(dy | z,a),
es decir

/W Qdy | 2,a) < [/W” dy|xa)]p

Luego, de (1.10) tenemos

10

[ e a)]’l’ < [BoW" (&) + bo]

Finalmente, por el Teorema del Binomio se tiene que

-u\»—‘

< [BoWP(@)]7 + [bo]

S

[BoWP () + bo]
lo cual implica (1.11).
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Lema 1.1 Bajo la Hipdtesis 1.2, para cada w € 11 y x € X se satisfacen las

stquientes desigualdades

sup E7 [WP(zy)] < o0
n&eNp

sup ET [W(z,)] < oo.
neNy

Demostracién. Para demostrar que sup ET[WP(z,)] < co para cada 7 € II
n€Ng

y = € X, obsérvese que de (1.4) y (1.10) se tiene

EZ[WP(zn) | hno1,an-1,0,] = / WP(y)Q(dy | xn—1,an-1) < ﬂOWp(xnfl)"_bO'
X

Luego, tomando esperanza en ambos lados de esta expresién se obtiene la de-
sigualdad

Eg [WP(zn)] < BoEg [WP(2n-1)] + bo.
Iterando esta desigualdad se obtiene
EFWP(x,)] < Bg Ef [WP(w0)] +bo (1+ B + B+ + 5571 -

Puesto que 5, € (0, 1), resulta

ET[WP(z,)] < WP(z) + 1 boﬂ <oo ¥YneN.
— Po

Ademads, como W(-) > 1,

bo

BEIen] < (14 2

>W”($) < oo VneN. (1.12)

Por consiguiente,
sup EZ[WP(x,)] < oo .
n€Ng

La demostracién de la segunda desigualdad sigue un procedimiento similar,
excepto que aqui se aplica (1.11), y en ese caso obtenemos

ET[W(z,)] < (1 + 1Eﬂ> Wi(x) <oo VneN. (1.13)
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Observacién 1.2 Bajo la Hipdtesis 1.1(c), para cada u € By (X) y z € X

0 / u(9)Q(dy | .a)

es una funcion s.c.i. en A(x).

Hipétesis 1.3 Condicién de regularidad.
Existen reales € > 0 y 0 > 0 tales que
H@]|xza)<l-—g, V(z,a)€eK

Tal como se menciona al inicio de este capitulo, la condicién precedente
garantiza que en intervalos de tiempo acotados, los procesos controlados experi-
mentan un nimero finito de transiciones, lo cual se demostrars en la Proposicion
1.1, (véase pag. 9).

Las funciones definidas a continuacién se usardn en los resultados subse-
cuentes.

Definicién 1.6 Para cada (z,a) € K definimos

A, (z,a) :z/ e H (dt | z,a)
0

To (2,a) == %M_

Nétese que de la relacién (1.6):

c(z,a) = D(z,a)+d(z,a) /OO {/t easds] H (dt | z,a)

0 0
> 1 —at
{_a e —1]}H(dt|:c,a)
0

H(dt | z,a) —/ e~ (dt | x,a)}

. D(x,a)+d(x,a)/

0

= D(w,a)—l—d(x,a)clv{/o

_ D(m,a)+d(x7a);{1—/ e‘“tH(dt|x,a)}.

0

Es decir,

c(x,a) =D (z,a) + 74 (z,0)d(z,a), (z,a) K. (1.14)
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Observacién 1.3 Bajo la Hipdtesis 1.1 se tiene que las funciones A, (z,-) y
Ta(x, ) son continuas.

Proposicién 1.1 Si se cumple la Hipdtesis 1.8 , entonces:

(a) p,, = supg A, (z,a) < 1,
(b) Pg?[Z“ op=o00]=1 VexeX rmell

n=1

Demostracién. (a) Usando la férmula de integracién por partes para inte-
grales de Riemann-Stieltjes

[ 1wds@+ [ s@dr©=10)90)- £,
y considerando en particular ¢ =0, v = oo, f(t) = e, g(t) = H (t | z,a), se
tiene

/Ooe‘“tH(dt | x,a)+/:°H(t |, a)d (e=) = 0.

0

La igualdad a cero en esta expresion se deduce de las siguientes relaciones:

e — 0 Y H(t|za) — 1;
t—o0

t—oo
mientras que para t = 0:
e =1 Yy H(t|za)=0.

Por lo tanto,

A,y (z,0) = / e “H (dt | z,a) = a/ e “"H (t| z,a)dt
0 0

0

0 0o
« [/ e “H(t| z,a) dt—l—/ e “H(t]| z,a) dt} .
0
Ahora, por la Hipdtesis 1.3

0 0
a/ e ™H(t|z,a)dt < a(l— s)/ e dt ¥ (z,a) €K
0 0

< (I—e)(1—e);

y ademds, dado que H (¢ | z,a) < 1, entonces

oo o0
a/ e H (| z,a)dt < a/ e~ dt V(z,a) €K
0 0

< €_a9.
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Esto es,

Ag(za) < (1—e)(l—e ) +e
=1-c(1-e ) <1 Y(z,0) €K (1.15)

Por consiguiente
Py i =supA, (z,a) < 1.
K

(b) Supongamos por el momento que para cada x € X, m € IT :

E;T I:H Aa (xn,an)] = E;l' |:eXp <—Ot Z 671) ‘.’IIQ,GQ,.’El,al,... )
n=0 n=1
(1.16)
y
E; [H Aq (wn,an)] =0. (1.17)
n=0

Partiendo de aqui se deduce que

E;;r |:€Xp <—Oé Z 671) ‘ Zo,00,T1,0a1, :l = 07

n=1

luego, debido a la positividad de la funcién exponencial se tiene

Py

Zén:ool =1 VeeXrell

n=1

Esto demuestra la parte (b), suponiendo que las igualdades (1.16) y (1.17)
se cumplen. Ahora demostraremos (1.16) y (1.17). Para verificar la igualdad
(1.16) obsérvese que

B [nﬁoAa(xn,an)] - E;[ﬁ / Ooe_“tH(dtxn,an)}

n=0J 0

o0
ET [H ET [em0mt1 | J:,,L,anﬂ .
n=0
Luego, de la Observacién 1.1 se tiene
o0
E;T |:H E;T [67Q5n+1 | $n,a"]:|
n=0

= E7 {E;«r [GXP <a > 5n) |$0,ao,$1,a1a---” .
n=1

por lo que, debido a propiedades de la esperanza condicional, lo anterior implica
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E;T |:H Aa (‘Tn7a’n):| :E;T |:6Xp (—Oé Z 67’L> | L0y @Oy L1y ALy eee|
n=0 n=1

lo cual demuestra (1.16).

Para probar la relacién (1.17) nétese que de la parte (a) se tiene que A, (z,a) <
1 para todo (z,a) € K, lo cual implica que

n

I Aq (2, ax) < pZ'H — 0.

k=0 nmee
o0
Esto es, [] Aa (2n,an) "diverge a cero", de donde
n=0

P Lﬁo A (xn,an)} 0.

Para concluir el capitulo presentamos el siguiente lema que incluye dos re-
sultados importantes. El primero de ellos es uno de los "Teoremas de Seleccién
Medible", mientras que el segundo proporciona condiciones que permiten el in-
tercambio de limite e fnfimo.

Lema 1.2 Supongamos que A (z), x € X, es compacto (véase Hipdtesis 1.1(a))
y sea v : K — R una funcidn medible.

(a) Siwv(z,a) es s.c.i. en a € A(x) para cada x € X, entonces

v* (x) = ael'gfz)v(a:, a) (1.18)

es medible, y ademds existe f* € F tal que

v (z) =v(z, ff) = min v(z,a) VreX. (1.19)
acA(x)

(b) Sean v y v, (n € N) funciones medibles en K y s.c.i. sobre A (z), tales
que v, Tv. FEntonces para cada x € X,

min v,(z,a) —  min v(z,a).
a€A(x) n—oo acA(x)

Demostracién. La parte (a) es consecuencia del Corolario 4.3 en [24]. La
demostracién de la parte (b) es la siguiente. Dado que

v T, (1.20)
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se tiene que para cada z € X:
vn(z,a) <v(z,a) Yae€ A(z), neN,

de modo que
min v,(z,a) < min v(z,a).

a€A(z) a€A(x)
Entonces
l[(xz):= lim min v,(r,a) < min v(z,a) =:v/(x). 1.21
(z) [, min (z,a) i (z,a) () (1.21)

Por lo tanto, basta con demostrar que [ (x) > v/ (). Para ello considérese 2 € X
fijo y definanse los conjuntos:

Ay + ={a€A(x) : v(z,a)=v/(2)}
A,  ={acA(x) : vy (z,a) <vr(x)}, neN.

Ahora obsérvese lo siguiente:

(b1) Dada la compacidad de A (z) y, debido a la semicontinuidad inferior
de v(x,), v, (x,'), z € X, se tiene que Ay y A, son compactos no vacios.

(b2) De (1.20) se deduce que A, | Ag .

Eljjase a,, € A, (para cada n € N) de tal forma que

(T, an) = ag‘i&)vn(a:,a). (1.22)

Noétese que (b1) y (bz) implican que existen ag € Ag y {an,} C {an} tales que
an, — ag. Mientras que nuevamente por (1.20), para cadan € Ny todan; > n

i
K3
se observa que
Un,; ($7 a’”i) > Up (xv am)a

razén por la cual
lim vy, (z,a,,) > lim v,(z,a,,) > lim inf v, (z, an,) > va (2, a0).

1—00 1— 00 1— 00
(1.23)

La tltima desigualdad se debe a que v,, es s.c.i. sobre A(z) y a la Proposicién
A.1 (véase Apéndice A).

Obsérvese ahora de (1.22) que

lim vy, (z,a,,) = Im min v, (z,a) =: (z). (1.24)
i—00 i—00 a€A(x)

Luego, por (1.23) y (1.24) se tiene

l(x) > vn(x,00) VneEN;
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lo cual, debido a (1.20), produce
Z(I) > ’U(I,ao)-
Mientras que de la definicién de minimo

v(z,a9) > min v(z,a) =:v/(x);
a€A(x)

de modo que (1.25) y (1.26) implican

l(l‘) > ’U(JE, aO)'

13

(1.25)

(1.26)

(1.27)

Por consiguiente, de (1.21) y (1.27) se obtiene la igualdad I(x) = v/ (z), es

decir

lim min v,(z,a) = min v(z,a).
n—o0 g€ A(x) acA(x)

Observacién 1.4 Del Lema 1.2 y de las Hipdtesis 1.1 y 1.2 se tiene que para

cada x € X y u € By (X) la funcion

@ — c(o.0)+ A (2.0) [ u(n)QUdy| 2.0)

es s.c.i. en A(x). Ademdas, existe f* € F tal que

c@Jﬂ+AMaﬁ)éwmmw|aﬁ>

- {c(x,a)+Aa(x,a)/

acA(x) X

U@WMMLw}



14 CAP.1 Procesos de Control Semi-Markovianos con Costos Descontados



Capitulo 2

Existencia de Politicas
Optimas y Optimalidad
Asintotica

2.1. Introduccién

En el presente capitulo se demuestra la existencia de politicas 6ptimas esta-
cionarias bajo las hipétesis presentadas en el capitulo precedente. Lo anterior se
consigue (en el Teorema 2.1) mostrando que la funcién de valor éptimo satisface
la ecuacion de optimalidad. Ademds, en general no existe una politica éptima,
va que el indice en costo descontado se caracteriza por una fuerte dependencia de
los controles aplicados durante las primeras etapas, que es precisamente donde
el método de estimaciéon que serd introducido en el siguiente capitulo, no aporta
suficiente informacion acerca de la densidad requerida. Tales circunstancias nos
obligan a considerar un criterio més débil llamado optimalidad asintética, el
cual es introducido en la Seccién 2.4.

2.2. Criterio de Optimalidad de Costo Descon-
tado

Recordemos de la Definicién 1.5 que, dados z € X y 7 € 11,

o0
2<>]

n=0

V(m,x):=E]

define el costo total esperado a-descontado al usar la politica m dado el estado
inicial o = z. Ademads el costo a-descontado éptimo (funcién de valor 6ptimo)

15
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cuando el estado inicial es o = z, se define como

Vo (z) = 71r€1f V(m, z); (2.1)

y diremos que 7* € II es una politica dptima (a-6ptima) si

V(n*,z) = inf V(ﬂ' x) VreX (2.2)

mell

En el siguiente resultado se introduce una forma alternativa de expresar el
costo total esperado a-descontado.

Proposicién 2.1 Para todo x € X y m € II se tiene que

V(m,z) = E7 | c(xo,a0) Z ]:I xj,aj)c(xn,an)] , (2.3)

donde Ay, (-, -) se introdujo en la Definicion 1.6.

Demostracién. De la definicién de A, (z,a) puede observarse que

e(xo,a0) + Z I:[ A, (g, ar) c(Tp, an)]

*© n—-1 o0
= ET [c(;vo,ao) + Z I1 e “H (dt | x,ax) c(xn,an)]

—1 k=0 0
> 1
=E] [c(mo,ao) + Z 11 EX [e_o“s’““ | Zk, ag] c(wn,an)] .
k=0
Luego, de la Observacién 1.1 note que

n—1 n—1
05 e o] = 57 [T e |l
k=0 k=0

. |:e—o¢(61+»~~+6n)

x | Zo, ao, xlvalv”':| )

entonces

B |e

e(xo, ag +Z H A, (Tk, ar) (:Eman)l

n—1 k=0

oo
ZE}; [e=*T" | zg, a0, z1,a1,...] c(a:n,an)] ,
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donde T;, (n € Ny) es precisamente la variable aleatoria introducida en la Seccién
1.2.2, la cual representa la n-ésima época de decisién y, misma que admite

n
también la expresion: Top = 0y T,, = > 0, para n € N. Ahora bien, por las
k=1

propiedades de esperanza condicional se obtiene

> n—1
E;r C(ZU(), aO) + Z H Aa (ij;, CLk) c(xn, a’n)‘|
n=1 k=0
=Y ET [e " e(an, an)]
n=0

Para x € X, 7 € Il y n € N, denotemos por V,(m,x) el costo esperado
a-descontado hasta la n-ésima transicién, es decir,

n—1
Z e~ c(zg, ak)] .

k=0

Va(m,z) = EX

x

Obsérvese que
Va(m, z) 1 V(m, z).

Por otra parte, con argumentos similares a los de la demostracién correspon-
diente a la Proposicién 2.1, V,, (7, x) puede ser expresado como

Vi(m, @) = Ef [c(x0, a0)]
n—1k—1
Vi (m,2) = ET [c(xo,ao) + kz [T Aa (25, a5) c(zx, ak)l , m=2,3,..

=1j=0

Luego, introduciendo la notacién

A s =1
k—1
A'Z L= H A, (xj,aj), keN, (24)
§=0
se tiene )
Vo (m,2) = EI Z Ak c(zy, ak)l para n € N; (2.5)
k=0
y

V(r,z)= lim V, (m,z) = EI

n—oo
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2.3. Ecuacién de Optimalidad

Sean ¢(z,a) como en (1.14), A, (z,a) como en la Definicién 1.6 y o > 0.
Diremos que una funcién medible v : X — R es una solucién de la ecuacion de
optimalidad en costo a-descontado (EOCD) si satisface

u(z) = min {c(x,a) + A, (z,a) / u(y)Q(dy | x,a)} Vo e X.

a€A(x) X

El objetivo de esta seccién es demostrar que la funcién de valor 6ptimo sa-
tisface la EOCD. Esto nos permitird mostrar la existencia de politicas 6ptimas.
La idea general para hacer lo anterior consiste en lo siguiente.

Denotemos por v, la funcién de valor 6ptimo hasta la n-ésima transicién.
Es decir,

vo(z) : =0
vp(z) :712%‘/”(77,3:), z e X

Del Algoritmo de Programacién Dindmica (véase [8] y [14]) observamos que
las funciones v,, pueden ser obtenidas de forma iterada, ésto es, para z € X:

volr) = 0 y para n>1,
vp(x) = aéng?x) {c(m,a) + A, (z,a) /Xvn_l(y)Q(dy | x,a)} . (27

Por lo tanto, si mostramos que v, — V. podemos esperar que V. satisfaga la
EOCD. Formalizaremos ésto mas delante en el Teorema 2.1.

Proposicién 2.2 Bajo la Hipdtesis 1.2(a), V} € By (X).

Demostracién. Noétese que de la Hip6tesis 1.2(a) y por (1.14)

E;;r [c(x’ﬂ’a’ﬂ)] = E;T [D(x'man) + Ta_(mna an) d(xn; an)]
< B [@W () + SW(wa)| =B W),

donde ¢ = ¢, + £,

Luego, considerando (1.13), de lo anterior se obtiene

ET [e(zn,an)] < (1 + 1—bﬁ> W (). (2.8)
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Ahora, por (2.3) y la Proposicién 1.1(a)

V(mz) < <1+b) EW(m)i(pa)"

1
W (z).
1- pa) (x)
Por (2.1) y tomando M :=¢ (1 + ﬁ) (ﬁ) , de lo anterior se tiene

IN
o
/~
—
+

—_

o
)
~
/~

V2 (z) < MW (). (2.9)
En consecuencia, V' pertenece a By (X).

Observacién 2.1 De forma similar que en la proposicion previa se demuestra
que para cada n € N,

vp () < MW (z), zeX

Teorema 2.1 Supdngase que se cumplen las Hipdtesis 1.1, 1.2y 1.3. Entonces

(a) |lvn =Vl — 0 cuando n — oo.

(b) VI satisface la EOCD, es decir,

Vi(r) = min {c(:c,a) + A, (z,a)/

. d X.
a€A(x) - Va (y) Q( Y | Z, a)} x €

(2.10)

(c) Existe f* € F que minimiza el lado derecho en (2.10), es decir
Vi(z) = c(x, ) + A (z, f7) /X Vi(y)Qdy | =, f*) veeX, (2.11)

y la politica estacionaria m = {f*, f*,...} es dptima.

Demostracién.  (a) Primero obsérvese (véase (2.5) y (2.6)) que para cada
rzeXymell,
o0
V(rz) = EI ZAﬁc(xk,ak)]
k=0
n—1 oo
= ET Are(zy,ar)| + ET Z A’;c(mk,ak)l
k=0 k=n

= V,(mz)+ E]

ARy A’é”c(xk,ak)l : (2.12)

k=n
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Ahora, para cada x € X,

o () = VI (z)] = ig%‘/” (myz) — inf V (7, x)

mell

< sup |V, (m,z) =V (m,2)|,

mwell

de donde, usando las relaciones (2.12) y (2.8), asi como de la Proposicién 1.1(b)
se tiene lo siguiente

|on () = Vo (2))]

IN

Suprk "Ey [e(zk, ak)]
mell k=n

- b
o su 1— —— JeW(z)pk™
P 71'6%%( 1_6> ( )p

b 1
(175 e, -

Por consiguiente, de la definicién de la norma |||/, (véase (1.8)) lo anterior
implica que

IN

= MpaW ().

lon = Ve llw < Mopg.

Haciendo tender n a infinito, y usando de la Proposicién 1.1 el hecho de que
P, < 1, concluimos la demostracién de la parte (a).

(b) Tomando limite inferior en ambos lados de (2.7), por el Lema de Fatou
"Generalizado" (véase Apéndice D, Proposicién D.1) se obtiene que para cada
x € X,

liminfv,(z) = min {c(m,a)—i—

n—00 a€A(x)

# 8 @aptmint ([ om0 |00)]

> min {c(x,a)—i—
ac€A(x)

n—0o0

+ A, (z,0) / lim infv,, 1 (y)Q(dy | m,a)} ;
X

luego, aplicando lo demostrado en la parte (a), lo anterior implica que

Vi@ = i {e@a+an@a) [ V0 Q).

ac€A(x)
(2.13)
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Ahora obsérvese que (2.7) implica

vp(z) < e(z,a) + A, ($7a)/vn,1(y)Q(dy|:c,a), zeX, acAx).

X
(2.14)
Nuevamente por aplicacién del Lema de Fatou, se tiene que
Vi) < cle,0) + Aa (2,0) [ Vi () QUy | 2,0). (215)
X

Por consiguiente, la parte (b) se obtiene combinando (2.13) y (2.15).

(c) Recordemos de la Observacion 1.3 que A, (z,a) y 7o (2, a) son continuas
en A (z) para cada x € X. Entonces por el Lema 1.2, existe f* € F que satisface
(2.11), es decir,

V(@) = e(2, f7) + A (@, f7) /X VI)QUy | 2, f7), weX.

Iterando esta ecuacién se obtiene

Vi(x)=El

N—1
> Are(n,an) + ANV (a;N)] :
n=0
de donde
Vi(x) >Vn(f*2) VeeX, N>1, (2.16)

pues ANV (zy) > 0 para cada N > 1.

Haciendo N — oo en (2.16) se tiene
Vi(x) >V (f,z) VeeX (2.17)
Por otra parte, de (2.1) y (2.2) se deduce que
Va(z) <V (ff2) VzeX (2.18)

En consecuencia

Vi(x)=V(f",z) VzeX

y por lo tanto, m = {f*, f*,...} es 6ptima.
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2.4. Optimalidad Asintética

En esta seccién presentaremos otro criterio de optimalidad, el cual serd cen-
tral para el desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.1 Una politica m € 11 es asintéticamente éptima descontada (AOD)
st para cada x € X,

(o)
ET ZAtamc(mt,at) — EX Vi (zn)] — 0 cuando n — oo,
t=n
donde
AR =1 (2.19)
t—1
Afl,n o= 11 Aa(zj,a5), t>n.
Jj=n

El resultado que se introduce a continuacién nos facilitard el estudio de la
optimalidad asintética.

Teorema 2.2 Una politica m € Il es AOD si y sélo si para cada x € X,

ET [®(zy,a,)] — 0 cuando n — oo,

donde

O(z,a) :=c(x,a)+ A, (:U,a)/XV(;k (y) Q(dy | z,a) = VI (x), (x,a) € K.

A la funcién ® se le conoce como funcién de discrepancia.

La idea intuitiva de optimalidad asintética es la siguiente. Obsérvese que,
por el Teorema 2.1(b), ®(x,a) > 0 para cada (z,a) € K. Més atin, la FOCD es
equivalente a la relacién

min ®(z,a) =0,
a€A(x)
y por el Teorema 2.1(c), la politica estacionaria m = {f, f, ...} es 6ptima si

Oz, f)=0 VreX

Entonces, una politica w € Il ser& AOD si en el limite la funcién de discre-
pancia correspondiente es cero.

Para demostrar el Teorema 2.2 se hard uso del siguiente resultado, el cual se
demostrara al final del presente capitulo.
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Lema 2.1 Para cadam €Il yx € X

ZE; I:Ata’n@(.'ﬂt,at Eﬂ' ZA xhat V;(xn)

t=n

Demostracién del Teorema 2.2. Para demostrar que la convergencia
ET [®(zy,a,)] — 0 cuando n — oo implica que la politica m es AOD, primero
ndétese que
t—1
AL =TT Aa (wr,ar) < o™ (2.20)
k=n
Como ET [®(xy,an)] — 0 cuando n — oo, entonces dado € > 0, para n
suficientemente grande tenemos que ET [®(z,,a,)] < e. Esto implica que

iE: (A6 n P2, )] Zpt "By [@(xy, ar)] < Eipi_n

t=n t=n t=n

de donde

ZEL: [Ata,n‘b(ﬂﬁu@tﬂ < c
t=n

Por lo tanto,
Z E;cr [Afx,nq)(l't, at)] — 0 cuando n — oo.
Luego entonces, por el Lema 2.1,

E7 ZA c(xg,a) — Vi(xn)| — 0 cuando n — oo,

t=n
es decir, m es AOD (véase la Definicién 2.1).

Para la demostracién del reciproco, supéngase que 7 es una politica AOD.
Obsérvese que por (2.19) se tiene que para cada n € N,

Z Eﬂ a,n xt?at)] = EjLT [(I)(x"7a’7l)] +

(oo}
+ Z EW Afx n .Tt, at)] y
t=n-+1
y del Lema 2.1 se sigue que

ET [®(zp,an)] + Z ET [AL ,®(z,a,)] = 0 cuando n — oo.

a,n
t=n+1
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De lo anterior, y por la no negatividad de A?, n Y ®(z¢,a¢) para todo t, se
concluye que
ET [®(zp,an)] — 0 cuando n — oco.

Demostracién del Lema 2.1. Supdngase por el momento que para cada
rellyxeX

lim E7 [A7, Vi (zm)] = 0. (2.21)
Primero nétese que
Blana) = clona) + A (ona) [ Vi) QUy | zna) -V (@)
X

E [{c (2, ar) + Do (24, a0) Vo (2e41) = Vi (@)} | e, ad] -

De aqui,

ZEZ; [Ata,nq’(xtaat)] = ZEW 2 {e (e, ar)

t=n

+ Ao (24, 00) Vi (141)
=V (@) | heyar}]]

= ZEW a,n : (:Et?at) |htaat]]

+ZEW AonEL [{Da (w6, a0) Vi (we41)
= Vo (@)} [ heyae].

Luego usando el hecho de que ¢ (z¢,a¢) y Aa » son medibles con respecto a la
o—algebra generada por (hy,at), y aphcando propiedades de esperanza condi-
cional lo anterior implica que

ZEW a,n mtaat)] = ZEW an xt,at)}

ZEW Eﬂ- {A(xn a:t,at)V; (xt-‘rl)

7At ,n‘/(;:< ('rt)} | htaat]]
ZAa nC xtvat

+ ZEW A;X+71LVOT xt"rl) A(x rLV(: (fI?t)}

= E7r




2.4 OPTIMALIDAD ASINTOTICA 25

donde el intercambio de operadores en el primer término del 1iltimo renglén es
posible dado que, A’;mc (2, a¢) es no negativa para cada t.

Por otro lado tenemos,

ZE”T f;rlLV(: xt+1) A(x nv(; (l't)]

m—00

m
= lim {Z E7 (AL VS (we41) — AL, Vi (mt)]}

t=n

= lim E7 [Agﬁl Vo (@mt1) — AZ,nVJ (zn)]

= lim E] [AzH V7 (2my1)] — V3 (2n),

[e%
m—00

puesto que A7, , =1 (véase (2.19)). De aquf

iE;T [AZ,n<I>(wt,at ZAQ nC (T, at)
t=n

+ hm ETr [AMJrIV* ($m+1)] - V; (xn) y

m—00

de lo cual, por (2.21) se tiene que

E T I
E oz m It, at E

Z A c(xg,ar) — VI (zn)]

para cada 7w € II, =z € X.
Para concluir demostraremos (2.21).

Sea p/ el exponente conjugado de p, es decir,
1 1
-+ —=1
p P

La constante p se introdujo en la Hipétesis 1.2(a). Entonces, aplicando la De-
sigualdad de Holder se tiene que

Bz [Am Vi) < B2 [(am)] ) B (0 @)y
Por otro lado, las relaciones (2.9) y (2.20) implican que
{2 [(am)" ]} B2 (Vi)
< {Ez [y} B (e w @)1
<{ ()"} Bz e
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de lo cual, por la relacién (1.12) se obtiene la siguiente expresién

B Ve en)] < e (12 120 ) W,
’ 1- 8,

Haciendo m — oo se obtiene (2.21), puesto que p,, < 1.



Capitulo 3

Estimacion de la
Distribucién del Tiempo de
Permanencia

3.1. Introduccioén

En este capitulo estudiaremos el problema de control éptimo para proce-
sos semi-markovianos suponiendo que se desconoce la distribucién del tiempo
de permanencia H. Ante este caso, el principal objetivo serd precisamente el
estudio del problema de control éptimo descontado asociado al mismo. Es-
pecificamente, enfocaremos nuestro interés sobre la construccién de politicas de
control que minimicen el criterio en costo descontado previamente introducido.

La idea general de nuestro tratamiento para la situacién anteriormente -
descrita, consiste en combinar técnicas de control con métodos adecuados de
estimacién de H, y el algoritmo resultante de tal combinacién es usado para
construir una politica AOD 7 = {f,,} . Mds ain, demostramos la convergencia
(en el sentido de Schiil [27]) de {f,} a una politica estacionaria 6ptima {foo}
del PCSM.

3.2. Hipdtesis Especificas

En el Capitulo 1 se presenté el MCSM estandar, en el cual todos los compo-
nentes se suponen conocidos por el controlador. Ahora bajo el contexto actual,
siendo H desconocida, obsérvese que por (1.6) el costo ¢ también serd descono-
cido. Por lo tanto, antes de elegir el control a,, en la n-ésima época de decision,
el controlador debe construir un estimador H,, de la distribucién H (por con-
siguiente de ¢) y combinar ésto con la historia del sistema para seleccionar un
control a = a,, (Hy,).

27
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Obsérvese que la distribucién H depende del estado x,, y el control a,,. Este
hecho dificulta la obtencién de una cantidad considerable de observaciones in-
dependientes e idénticamente distribuidas de los tiempos de permanencia. Y
en consecuencia, hace dificil la obtencién de estimadores eficientes de la dis-
tribucién H en cada época de decisién. Dada tal situacién, supondremos ahora
que la distribucién H tiene una densidad que no depende de los pares (x,, ay,).
Especificamente impondremos la siguiente hipétesis.

Hipdétesis 3.1 FEuiste una funcion de distribucion G (desconocida) con densi-
dad g tal que

H(t|z,a)=G()= /0 g(s)ds, ¥(z,a)e K, t>0.

Obsérvese que debido a esta condicién y por (1.5), la distribucién de d,,
(n € N) es independiente de la politica 7, y
t
Pr6,<t)= / g(s)ds. (3.1)

0

Ademsds, bajo esta nueva suposicién, senalamos a continuacién la forma que
toma la Hipétesis 1.3.

Observacién 3.1 Fxistee > 0 y 0 > 0 tal que

/Gg(s)ds <1-e

0

M4ds aun, nétese que la Hipétesis 1.1(d) ya no es necesaria.

La condicién considerada a continuacién impone requerimientos técnicos so-
bre la densidad g, con los cuales podremos obtener un método apropiado de
estimacién.

Hipdétesis 3.2 Existe una constante q € (1,2) y una funcion medible

g:10,00) = [0,00)

tal que g € Ly(]0,00)), g(s) < G(s) casi dondequiera con respecto a la medida de
Lebesgue y

@ is < o

0



3.3. ESTIMACION DE LA DENSIDAD 29

En el siguiente capitulo presentaremos un ejemplo de un sistema de almace-
namiento que satisface todas estas hipétesis.

Observacién 3.2 Debido a que H no depende del par (x,a), las expresiones
en la Definicion 1.6 adquieren la siguiente forma. Para cada (z,a) € K

por lo cual (1.14) se reescribe ahora como

c¢(z,a) = D(z,a)+71.d(z,a), (r,0) K.
(3.3)
Observemos ademdas, de la Proposicion 1.1(a),
Po = Ay < 1. (3.4)
Recuerde que para cada w € ), las variables §; (w),02 (w), ..., 0, (w) re-

presentan los tiempos de permanencia hasta el momento de la n-ésima época
de decisién; por consiguiente, la condicién (3.1) implica que 41, da, ..., 4, son
variables aleatorias i.i.d. con densidad comn g.

3.3. Estimacion de la Densidad

Sea §n(s) := gn(s;01,02,...,0,), s € Ry, un estimador arbitrario de g tal
que paracada 7w € [Ty x € X

q
ET {(g—gnﬂq)ﬂ — 0 cuando n — oo. (3.5)

(Véase [6].)

Sea A un nimero real tal que A, < A < 1 (véase (3.4)). Definimos el
conjunto D C L, ([0, 00)) como:

D : = {p : p es una densidad en Lg([0, 00)),

/ e~ u(s)ds < A,
0
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Noétese que g € D. Algunas propiedades del conjunto D se establecen en el
siguiente resultado, el cual serd demostrado al final del presente capitulo.

Lema 3.1 El conjunto D es cerrado y convezo en Lg ([0, 00)).

Ahora, tomando en cuenta este resultado y aplicando las Proposiciones 2 y
3 en [11], p. 343, existe una unica densidad g, € D tal que satisface

Hgn_gn”q :gg‘g”ﬂ'_gnnqv n e N. (37)

Es decir, la densidad g, es la "mejor aproximacién" del estimador g, sobre el
conjunto D. M4s ain, g, es un estimador consistente de la densidad g, tal como
lo muestra el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1 Para cada m € II y © € X se cumple lo sigutente:

T
0

E7 {/ lg(s) — gn(s)|ds| — 0 cuando n — . (3.8)

Este resultado también serd demostrado al final de este capitulo.

Definicién 3.1 Sea a > 0 un factor de descuento fijo. Para cada n € N, se
define

A, ::/ e~ gn(s)ds, (3.9)
0
1-A,
n = . 1
T - (3.10)

Por lo anterior y de (1.15) puede observarse que A,, < 1, y por consiguiente
Tn < 1/a. Ademds, cuando n — oo, (3.8) implica que paracadaw € Il y x € X

E™|Aq — Ayl — 0 (3.11)

El |7 —Tn| — 0. (3.12)
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3.4. Construcciéon de Politicas

Definicién 3.2 Para cada n € N, se define la funcién de costo por etapa apro-
ximado como

en(z,a) = D(z,a) + Thd(z,a), (x,a) €K (3.13)
Nétese que por la Hipétesis 1.2(a), para cadan € Ny x € X

sup |ep(z,a)| < W (x), (3.14)
a€A(x)

donde c =¢; + % (véase Proposicién 2.2, Capitulo 2).

Ademds, definimos la sucesién {V;,} de funciones en By, (X) para cada z € X
como:

Vo(z) : =0 y para n>1,
V@) : = min {cn(a:,a) + An/ Vo1 (1)Q(dy | x,a)}.
acA(x) X
(3.15)
De hecho, para todo n € Ny z € X (véase (2.9)),
a1+ 22 ) (105 ) W@ (3.16)
w(x)] <¢ )i T .

donde A fue introducida en (3.6).

Aplicando el Teorema 2.1(c), sobre la existencia de minimizadores, se tiene
que bajo las Hipétesis 1.1, 1.2 y 3.1, para cada n € N, existe f,, = fI» € I tal
que

Vi(2) = en(w, ) +An/Xvn,1(y)Q(dy ENANETS (3.17)

donde la minimizacién es para cada w € €.

Teorema 3.1 Sea & = {#,} la politica definida por p(hn) = 7n(hn; gn) =
fo(zn), n € N y 7tg alguna accion fija. Entonces, bajo las Hipdtesis 1.1, 1.2,
1.8, 3.1y 3.2, ® es AOD.

La demostracién de este Teorema requiere de los dos resultados siguientes.

Lema 3.2 Bajo las hipdtesis 1.1, 1.2, 1.3, 3.1 y 3.2,

ltm E7 ||V, — V|l =0 Vrellz € X. (3.18)
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Demostracién. Primero definamos los operadores

a€A(x)

Tu(z) ;== min {c(x,a) + A, /Xu(y)Q(dy | z,a) } (3.19)

Tnu(z) := min {cm(x,a) + Am/Xu(y)Q(dy | z,a) } (3.20)

a€A(x)

para xz € X, u € By (X) y m € N. Observe que por las Hipétesis 1.1 y 1.2, junto
con (3.14), T y T,, mapean By (X) en sf{ mismo. Ademds de (2.10) y (3.15)

TV; = V; Yy Tn‘/n—l = Vn7 n € N. (321)

Ahora fijemos p € (A, 1) arbitrario (recuérdese la definicién de A en (3.6)) y
definamos W (z) := W (z) + d, para = € X, donde d := b (p/A —1)"'. Ademas,
sea B . (X) el espacio de todas las funciones medibles v : X — R cuya norma se
define como

|u(z)]

U, = sup —
fully = sup =

< 0.
T

Notese que como p > Ay b > 0 tenemos que d > 0. De aqui,

|u(2)] |u(2)]

_ i=8sup ———+— < S =: 3.22
[[ull 5 U+ d = S ) [[llyy (3.22)
Pero ademés, como W(x) > 1 entonces
u(z)]  W(x)
u = sup T
o [u@) W)+
zeX W(J;) W(JJ)
|u(z)] < d )
= supy — (14
< lullg, (1 +d)
De ésto y por (3.22) tenemos que
lull < el < Ml (1+ ), (3.23)

lo cual implica que |||, ¥ H||W son equivalentes y, por consiguiente, la demos-
tracién de (3.18) se reduce a mostrar que
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lim BT [V, — Vi, =0 ¥r ez € X. (3.24)

Una consecuencia del Lema 2 en [29] es que la desigualdad (1.11) implica
que, para cada m € N, el operador T, es una contraccién con respecto a la
norma |[|-|| ;. con médulo p, ésto es

[Tmu = Tinvlly, < pllu— vl Vu, v €Bw(X), meN. (3.25)

W 9
De modo que por (3.21), para cada n € N

IV~ Vil = ITVE — TuiiVal,
SNTVE = TaraVally + 170 Ve = TosaVally,
< TV = TVl + o IV~ Vil
(3.26)

Por otro lado, de (3.13) y (3.3) se deduce que para cada z € Xy n € N,
sup |c(z,a) —cp(z,a)] < Co|To — 7ol W(z) (3.27)
a€A(x)
< Co|Ta — Tl {W(z) +d}
< éo |Ta - Tn| W(IE) (328)

Ahora obsérvese que de (3.19) y (3.20), asi como por las relaciones (2.9) y
(1.11),

TV (x) — Tpia Ve ()

«

wfn {ole.a)+ A0 [ Vi)l | 2.0) |
acA(x) X
_aénAl&) {CnJrl(éE, (l)

#u [ Vi) 2.0) |

c(z,a) — cpy1(z,a)

< sup {
a€A(x)

{80 = B [ Vi >}

W(z)

|80 = A a1 [ Wty | >}

W (x)

+ ’Aa - An+1

M {BW (z) + b}} :
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De aqui, como W (-) > W(-) > 1,

||71vr(;:< - TTL+1V(:HW < e |Ta - Tn+1|
M BAD)|An = Ansr|, neN. (3.29)

Combinando (3.26) con (3.29), y tomando esperanza se obtiene que para
caddaneN rmellyzeX

E7 Ve =Vally, < GEJ|Ta — ol
+ M(ﬂ + b)E;r |Aoz - An+1|
FOETIVE - Vall . (330)
Por otro lado, de (2.9) y (3.16)
Vi (@) = Vi (x)]

o W)
Vi @)+ Vi ()
Elgé W(Z)Jr; }

T c b Y[ 1 .

< ET ilégMW( )+ (1;;(196) ) () W)

E7 ||V;_V7L+1HW = £

Vrell, zeX

Esto es, paracada me€lly z € X,

T * _ b 1
E7 IV — Vn+1HW <M-+e¢e <1+ 1—5) (1_)\) ’

de donde
n:=lmsupET |[Vy = Vil <oo Vrell, zeX

n—oo

En consecuencia, de (3.11) y (3.12), tomando limite superior cuando n — oo en
ambos lados de (3.30) se obtiene que 1 < pn, lo cual implica que n = 0 debido

a que p < 1. Esto demuestra (3.24), y por lo tanto el Lema 3.2.
[ |

Para la demostracién del siguiente resultado haremos uso de las relaciones

u(@)| < [lully W(z) (3.31)

[y | .0) < ully (57 () + L
X
VeeX, ac A(x), (3.32)
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las cuales son consecuencia de (1.8) y (1.11).

Ahora definamos la funcién de discrepancia aproximada ®,, (véase el Teore-
ma 2.2) para cada n € N, (z,a) € K, como

Bo(ria) : = e (w.a)+ A / Vioy (4) Q(dy | 7.a) — Vi (x).
X
(3.33)
y denotemos para n € N,
——— {[W @) sup [B(xa) — Bu(, a>|} |
z€X a€A(x)
(3.34)

Lema 3.3 Bajo las hipdtesis 1.1, 1.2, 1.8, 8.1 y 3.2, para cada z € X y m € 11,

lim ET [¥,] = 0. (3.35)
n—oo
Ademds,
lim E7 [W (z,) ¥,] =0. (3.36)

Demostraciéon. De las definiciones de ® y ®,,, sumando y restando el térmi-
no A, [ Vi (y)Q(dy | x,a), asi como reacomodando términos y aplicando la
Desigualdad del Tridngulo, se observa que

|@(,a) = Pn(z,0)| < e(z;a) = cn (z,0)| + Vo (2) =V (2)]

LA, / IV () = Vi (9)] Q(dy | 2, a)

|An— A / VI (1) Q(dy | . ).
(3.37)

De este modo, usando conjuntamente las relaciones (3.27), (3.31), (3.32),
(2.9), (1.11) y dado que A, < 1, n € N, de lo anterior se tiene
|@(2,a) = Pp(z,a)] < CfTa = Tn| W(z) + Vo = Vil W(2)
Ve = Vaallw {BW(2) + b}
+ Ay — Ay M {BW (x) + b} .
(3.38)

Luego

v, < 52‘7a*7n|+||vn*V;HW
+ B+ Ve = Vaally + M (B +0) [Aa — An|,
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de donde, para cada z € Xy 7 € I,
E7[¥,] < @E7|ta—Tal +EL (Ve —Vilw
+ (B+0) EFIVy = Vaallw + M (640) EF [Aa — An|.

Por lo tanto, aplicando (3.11), (3.12) y (3.18) demostramos la relacién (3.35).

Con respecto a la demostracion de (3.36), obsérvese en primer lugar que de
la Desigualdad del Tridngulo, asi como por la Definicién 1.6 junto con la relacién
(1.15) y la Observacién 3.2, para cadan € N

2
|Toz _Tn‘ S |Toz‘ + |T7l| < a

y
[An — Ay < AL+ |AL] < 2.

De acuerdo a (3.38) se tiene

2 .
|®(2,a) — p(z,a)] < fW(m) + Ve = Vil W(z)

+ Ve = Va—illw {BW(2) + b}
+2M {BW (x) + b},
lo cual implica (véase Lema 1.1, Capitulo 1)

sup¥,, < M; < o0 (3.39)
neN

para alguna constante M;. Ademds, de (3.35) obtenemos la convergencia en
probabilidad

™

v, %0 cuando n — oo. (3.40)
Ahora, nétese que por (3.39)

sup E7 W (2,)W,]" < (My)” sup EZ[WP ()],
neN neN

y por consiguiente, aplicando el Lema 1.1 se deduce que

sup ET [W (z,)T,]P < 0. (3.41)
neN

Entonces por la Proposicién D.3 (véase Apéndice D) se tiene que {W(z,,)¥,}
es PI—uniformemente integrable.

Por otra parte, obsérvese que para nimeros arbitrarios positivos {1 y lo,
[W(l‘n)‘l/n > ll] = [W(Qﬁn)\yn > ll, W(l‘n) < ZQ]
U [W(zn) ¥y > 1, W(zy) > 1]

L

\Ijn 17/ .\
- > W(a?n)

U [W(J?n) > lg] ,
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de donde

(W(zn)¥, > 11] C [\p > ﬂ U [W(zn) > o],

asi que

l
PT [W(an)¥, > 1] < P {\p > ll} T W) > 1], neN.
2
Aplicando la Desigualdad de Chebyshev sobre el segundo término en la parte
derecha de esta desigualdad se obtiene

4], BV e,

P [W(an)¥n > 1] < PJ (W, > - :
12 lQ

(3.42)

ya que por definicion W(-) > 0. Por (3.40) y el Lema 1.1, obtenemos que
{W(x,)¥,} converge a cero en probabilidad, es decir,

W (z,)V, %0 cuando n — oo. (3.43)

Finalmente (3.36) se sigue de (3.43) y del hecho de que {W(x,,)¥,,} es P7-
uniformemente integrable.
|

3.4.1. Demostraciéon del Teorema 3.1.

Obsérvese que de la definicién de la politica # = {7, } as{ como la corre-
spondiente a la funcién ®,,, se tiene que @, (-, 7,(-)) =0, n € N, (véase (3.17)).
Por consiguiente,

(I)(l’mfrn(hn)) |(I)(xnaﬁn(h71)) - (I)n(xmﬁn(hn)”

S sup |¢)($n7a) - (bn('r’ru CL)|
A(In)
< W) sup[W (z)] ! sup [@(z, a) — Dy (2, a)]
X A(z)
< W(zn)¥,, neN,

de donde,
ET [®(2,a,)] < EF [W(z,)¥,], neN.

Y puesto que ® es no negativa, la relacién (3.36) implica que
E;T [(b(xnyan)] — 0 cuando n — oo.

En consecuencia, por el Teorema 2.2 se deduce la optimalidad asintdtica de 7.
|
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3.5. Comportamiento Limite de Minimizadores

Concluimos el capitulo presentando un andlisis sobre el comportamiento
limite de la sucesién de minimizadores {f,} definida en (3.17). Para ésto,
primero introduciremos la siguiente definicién.

Definicién 3.3 Diremos que una sucesion {f,} C F converge en el sentido de
Schal [27] si existe fo € F tal que foo(x) € A(x) es un punto de acumulacion
de {fn(x)} C A(z) para cada v € X. FEs decir, para cada x € X existe una
subsucesion {n; (x)} de {n} tal que

Jni@) (@) = foolz) cuando i — oco.

Por el resultado de Schél (en [27]), el cual es reproducido en [8] Proposicién
D.7, tenemos que si A(x) es compacto para cada x € X, entonces cualquier
sucesion en [F converge en el sentido de Schil. De aqui, bajo la Hipétesis 1.1
A(z) es compacto, entonces existe una politica estacionaria {fo} tal que para
cada z € X, foo(x) € A(z) es un punto de acumulacién de la sucesion {f,(x)}
definida en (3.17).

Teorema 3.2 Bajo las hipdtesis 1.1, 1.2, 1.3, 3.1 y 3.2, la politica estacionaria
{fs} es dptima para el MCSM.

En la demostracién de este resultado se utilizara el lema que se enuncia y
demuestra a continuacion.

Lema 3.4 Bajo las hipdtesis 1.1, 1.2, 1.8, 3.1 y 3.2, para cada x € X y 7w €1l
se satisface

lim E7

n—oo

sup =0.

A=)

A, /X Vio1()Q(dy | z,a) — Aq /X Vo (y)Q(dy | x,a)]

(3.44)

Demostracién. Obsérvese primero que para cadan € N, z € Xy a € A(x),
sumando y restando el término A, / VX (y)Q(dy | z,a), y usando el hecho de

X
que A, < 1 para cada n € N, tenemos

\An [ Q|0 - A, [ Vim0

< / Vi) = Ve ()] QU | 2.0)

80— Aol [ Vi)ldy |2.0)
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Siguiendo argumentos similares a los usados en (3.37) y (3.38) se observa

sup
a€A(x)

A, / Vaa0)QUy | 2.0) - A, / Vi )Qy | .0

<Ve = Vaallw {BW () + b}
+ |80 = An| MA{BW () + b} .

Tomando ET en ambos lados de esta desigualdad, y aplicando (3.11) y (3.18)
se obtiene
] - O

Vrell,z € X.

lim E7

n—oo

/an Qdy | z,a) — Ay / Vi(y)Qdy | x,a)

sup
A(z)

Demostraciéon del Teorema 3.2.

Para demostrar que la politica estacionaria {fw} es 6ptima procedamos
como sigue.

Fijemos un = € X arbitrario, y recordemos que
Jni(z) (2) = foo(x) cuando i — oo.

Ademsds, de (3.17) y haciendo n; = i (por conveniencia notacional) se tiene

Vi(z) = xfz+A/11 Qdy | =, f;) . (3.45)

Ahora bien,

A, /V Qdylz, fi) = A; XVi—l(y)Q(dnyi)

+Aa/xv*( )Q(dy |z, fi), icN.

Tomando ET,
£z o [viaweule )] = Bz o [ viaweule. s
-8, [ ViwQule.£)]
+E”[ /v* QUdy |z, fz)},

1eN, Vrell,z € X
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de lo cual, por (3.44) se obtiene

1— 00

lim inf E7 [Ai /X Vi-1(y)Q(dy | w,fi)]

—timint £ A, [ V) |0, 5)
vrell, z e X.

Pero por el Lema de Fatou “Generalizado” y la Hipétesis 1.1(a), de la parte
derecha en la expresién anterior se tiene que para cada z € Xy 7w € II,

ltm inf 27 [Aa [ vitatay| = f»} > A [ ViWQMy |2 1)

11— 00

es decir,

i 7 A7 [ Vs a0)| = A0 [ Vi o)
Vrell,z € X.

Luego, tomando esperanza ET y limite inferior cuando ¢ — oo en (3.45) obte-
nemos

V() > e(@, foo) + A / VEW)QUy | 2, foo)- (3.46)

Finalmente, dado que x es arbitrario, por (2.10) se cumple la igualdad en
(3.46) para cada = € X, y en consecuencia, por el Teorema 2.1(c), {fx} es
6ptima (para el MCSM).

[ |

3.6. Demostraciones

3.6.1. Demostracion del Lema 3.1.

Para demostrar que D es cerrado, considérese una sucesion {u,,} C D tal
que

Ly, Ly i cuando m — oo. (3.47)

Por demostrar entonces que p € D.

Primero se mostrard que p(s) < g(s) c.d., lo cual se hard por contradiccién.
Supéngase que existe A C [0,00) con m (A4) > 0 tal que u(s) > g(s), s € A4,
donde m es la medida de Lebesgue en R. Entonces, para algine >0y A’ C A
con m (A’) > 0 se tiene

p(s) >g(s)+e seA. (3.48)
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Por otro lado, dado que p,, € D paran € Ny, existe B,, C [0,00) con m(B,,) =0,
tal que
Wn(s) < g(s), s€[0,00)\B,, ne€Ny. (3.49)

Luego restando (3.48) de (3.49) se obtiene
pn(s) — p(s) < —e, Vse A'N([0,00)\B,), n € Ny, (3.50)
de donde,
—p,(8) +pu(s) > e, Vse A'n([0,0)\By,), n € Ny. (3.51)
Asf que de (3.50) y (3.51) se genera la siguiente relacién
I, (s) — u(s)| =€, s€ A N([0,00)\B,), ne€Np.

No obstante, del hecho de que m(A’ N ([0,00)\B,) = m(A’) > 0, se deduce
entonces que p,, no converge a y en medida, lo cual es una contradiccién a la
suposicién (3.47). Por lo tanto, p(s) < g(s) c.d.

Para demostrar que p es una densidad, nétese que

/ Up(s)ds =1 VneN,
0

debido a que p,, € D es una densidad para cada n € N. Esto implica que

]1 [T uas = | [ = [ utsyas

] | ) - sy as
< | " pins) — ()] ds.

Pero como
() = 1(5)] = |11 (5) — ()| = [pan(s) — o))

entonces aplicando la Desigualdad de Hélder se obtiene

‘1—/Ooou(s)ds {/:O (lun(s> —ﬂ(S)Q“‘q)st}%
x {/:o (\un(s) _M(Sﬂg)zds};
{/:o |1, (s) — pu(s))* ™7 ds}

SYNZCE u<s>|qu}é C3)

IN

IN
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Por otra parte, de (3.47) se sabe que

1

{/:O 1, (5) — ,u(s)|qu}q 0 cuando mn — oo, (3.53)

mientras que, por la Desigualdad del Tridngulo y usando el hecho de que u(s) <
g(s) c.d. (previamente demostrado) se tiene

) (I ()] + ls))*

(29(s))* 7. (3.54)

Entonces, considerando (3.53) y (3.54) en la relacién (3.52) se deduce que

‘1_/()00”(5)43

|11, (5) — (s <
<

< {[ et ras)
x {(/OO n(5) —u(s)qu)i}g

— 0 cuando n — oo.

lo cual implica que [ p(s)ds = 1. Ademss, p > 0 c.d. debido a (3.47). Por
lo tanto, u es una densidad.

Siguiendo argumentos similares al procedimiento previo es posible demostrar
que, cuando n — 0o, obtenemos los resultados dados continuacién:

/0 " (s)ds — / " (s, (3.55)

/ e*as,un(s)ds—>/ e *u(s)ds, (3.56)
0 0

relaciones que, a su vez implican respectivamente lo siguiente

0 [eS)
/ p(s)ds<1—¢ y / e~ u(s)ds < A.
0 0
Por consiguiente p € D, y por lo tanto D es cerrado.

Para demostrar la convexidad de D, sean v € [0, 1] y p;, pto € D. Denotemos
por ju(s) = vy (5) + (1 =) p2 ().

Claramente,
p(s) =0
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| wtsjas =1

Ademsds, ya que pq (s) < g(s) cd. y ps (s) < g(s) c.d., tenemos que p(s) <
g(s) c.d. Por ultimo, aplicando las propiedades de linealidad de la integral, se
demuestra facilmente que

oo 0
/ e u(s)ds< Ay / u(s)ds <1—e.
0 0

Por lo tanto, i € D, lo cual implica que D es convexo.

|
3.6.2. Demostracién de la Proposicién 3.1.
Primero obsérvese que por (3.7),
”gn - gn”q S ”g - gn“q
De aqui,
< 2|lg—gnll, (3.57)

Por otro lado, sea M’ < oo tal que [;° ((s))* “ds < M’ (véase Hipétesis
3.2, Seccién 3.2), y como g, g € D, tenemos que

gn(s) <g(s) cs. y  g(s) <g(s) cs.

Por lo tanto, debido a (3.57),

/ T lo(s) - gus)|ds = / " 1005) — 9a ()7 19(5) — ga(s)[F ds

0

IN
—N
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QI
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[ - mortas)

q

229 A3 3
= ()} g = gull;
<257 (M) 2 flg - g1}

X
N N

IN

Finalmente, tomando esperanza en ambos lados de la desigualdad anterior,
la relacién (3.5) implica (3.8).
|
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Capitulo 4

Ejemplo: Un Sistema de
Almacenamiento

En este capitulo presentamos un ejemplo de un sistema de almacenamiento
para ilustrar la teoria desarrollada. En particular, mostraremos que se satisfacen
las hipétesis que se impusieron en el modelo de control.

Consideremos un sistema de almacenamiento cuyas entradas estdn contro-
ladas de tal manera que, justo al tiempo en que se acumula cierta cantidad
de producto K > 0 para su admisién al sistema, el controlador elige un valor
a € [a.,1] =1 A(z) = A (0 <a, <1), que representa la porcién de K que
habrd de ser admitida; es decir, aK serd la cantidad de producto admitido en
el sistema.

Dada la situacién anterior, x,, € X := [0,00) representa la cantidad de
producto en el sistema, mientras que a,, € A(x) son las decisiones tomadas
por el controlador al tiempo de la n-ésima época de decisién T;,. Ahora bien,
definiendo el tiempo de permanencia del sistema en el estado x,, como la variable
aleatoria 0,11 := Tp,11—T5, (n € Np), y asumiendo el nimero b > 0 (fijo) como la
cantidad consumida por unidad de tiempo de dicho producto (tasa de consumo),
nétese que b, 41 serd entonces interpretado como la cantidad de producto que
sale del sistema justo al tiempo de la (n 4 1)-ésima época de decisién.

Obsérvese entonces que conforme a lo descrito, este sistema evoluciona de
acuerdo a la siguiente ecuacién en diferencias

Tpt+l = (Ilfn + anK — b5n+1)+ y n e No.

De la descripcion anterior, es claro que las épocas de decisién sélo dependen
del tiempo en que se acumula la cantidad de producto K, y no de las variables
estado-control. De aqui, naturalmente tenemos que la distribucién de las va-
riables aleatorias d,,+1 es independiente de (z,,,a,) .

Asumiremos que {d,} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con den-
sidad g € L, ([0,00)), para alguna ¢ € (1,2), que satisface las Hip6tesis 1.3 y
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3.2. Respecto a este punto, nétese que la Hipétesis 1.3 (i.e. Observacién 3.1) se
cumple si G (0) < 1, donde (véase la Hipétesis 3.1)

mientras que si tomamos
g(s):=M' min{l,s_(ur)} s> 0,

para alguna constante » > 0 apropiada, entonces la Hipétesis 3.2 se cumple
para un gran nimero de densidades.

Para verificar las Hipdtesis 1.1 y 1.2 necesitamos asumir lo siguiente.

Hipétesis 4.1
K
E [51] > ?
Lema 4.1 Bajo la Hipdtesis 4.1, existen constantes \g > 0 y p > 1 tales que
S} (p)\O) < 17

donde © es la funcion generadora de momentos de la variable aleatoria K — bé.

Demostracién. Por definicién se tiene que
Ot)=E [eﬂK—bé)] .

Ahora, como
0’ (0) = E[K — bd],

la Hipétesis 4.1 implica que ©’ (0) < 0, es decir, © es una funcién decreciente
en t = 0. Ademds, como © (0) = 1, concluimos que existe A\g > 0 tal que
© ()\0) <1

Finalmente, por la continuidad de © existe p > 1 tal que
O (pho) = F [e”AO(K*b‘s)] <1 (4.1)
|

Para demostrar que se cumplen las Hipétesis 1.1 y 1.2, supondremos que las
funciones de costo D y d son funciones arbitrarias s.c.i. en A (z), tal que para

alguna constante K > 1 y para cada = € X,

sup D (z,a) < Ke® y sup d(z,a) < Kelo®, (4.2)
a€A(x) a€A(z)
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Teorema 4.1 La Hipdtesis 4.1 implica las Hipdtesis 1.1 y 1.2.

Demostracién. De la descripcion del ejemplo, es claro que las Hipétesis 1.1(a),
1.1(d) y la relacién (1.9) de la Hipdétesis 1.2(a) se cumplen si definimos

W (z) == Ke®, zeX,

con \g como en el Lema 4.1.

Para demostrar la relacién (1.10), sea p > 1 (como en Lema 4.1). Entonces,
para (z,a) € K,

Iy [_(pe’\opr(dy | wa)= [ [‘(perp(m+aK—bs)+g(S) ds
SKPP[:E—I—CLK—bng]
+ (Ke’\ow)p fgo erop(K=bs) g (s)ds,
(4.3)

yva que a < 1. Pero como

fgo erp(bes)g(S) ds —: F |:e)\gp(K7b5):| 7
entonces por el Lema 4.1 (véase (4.1)) y la relacién (4.3)

[ K mQ(dy | w,a) < WP () By + K
donde 3, := © (p)\g) . Esto demuestra la relacién (1.10).

Para verificar la Hipétesis 1.1(c), sea v una funcién medible y acotada sobre
X, y para cada a € A (z), sea g, la densidad de aK — bd. Obsérvese que, por
el Teorema de Cambio de Variable,

aK —y
ga(y)b9< 5 ), —o0o<y<ak.

Ademsds, para cada y € R, a +— g, (y) es continua en A (z). Ahora considérese
lo siguiente,

JEvl@+n g wdy = v©0) L ga ) dy+ [Z,0 (@ +y) ga () dy
= v(0) [T 9. (W) dy+ [ v(y)galy —)dy.
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Esto implica que, para a1, a2 € A (x) arbitrarios,

oo [@+ )] g0, ) dy =[50 [(@+ )] g0s ()
= [000) S 7% {90, (1) = 90s (1)} dy
+ [0 v W) {90, (v — @) — ga, (y — 2) } dy|
< |U (0)| f:io |ga1 (y) — Yas (y)| dy

+ o v @)l [gar (Y — @) = gay (y — )| dy
— 0 cuando a1 — ay .

De aqui, aplicando el Teorema de Scheffé (véase Apéndice D, Proposicién
D.2) tenemos que

ar— [0 () QUy | z.0) = [ v [(z+9)"] ga (v) dy
define una funcién continua, lo cual demuestra que se cumple la Hipétesis 1.1(c).

Finalmente, obsérvese que sustituyendo v por W en el procedimiento previo,

y usando argumentos similares se verifica la Hipétesis 1.2(e), con lo cual queda
demostrado el teorema.

[ |

Observacién 4.1 Es importante observar que el proceso de construccion de las
politicas asintdticamente dptimas, presentado en el Capitulo 3, dependen fuerte-
mente del método de estimacion de la densidad g. Ademds, para la construccion
del estimador correspondiente, es necesario definir un estimador auxiliar que
satisfaga la relacion (3.5), a saber

a
E[(llg—gn”q)2:| — 0 cuando n — oo,

cuya proyeccion sobre el conjunto D nos define el estimador apropiado.  De
hecho, un ejemplo de estimadores que satisfacen la relacion (3.5) es el siguiente
(véase [6] ). Sea {z,} una sucesion de nimeros reales positivos tal que

k
.z
lim 2 =0
n—oo M,
Y
Zn — 00 cuando mn — 00.
Definimos

1
Gn(8) = Gn(S; 2n, 01,09, ..., 0n) = — L (s —68), R,
9n(8) = Gn(s; 2n, 01,02 ) nzvn(s ) s€
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donde V, (y) es un kernel del tipo de Vallée Poussin (véase, por ejemplo, [3]):

COS 2Y, — COS 22y
n " y=(y1, .., yr) ER* 2> 0.

k
Vi(y) = [}1

TZy;
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los PCSMs bajo el criterio de costo descontado
y con distribucién del tiempo de permanencia desconocida. Aplicando técni-
cas que combinan métodos de estimacién con los de control, se construyeron
politicas de control asintéticamente éptimas.

La teorfa aqui desarrollada puede ser considerada como una extensién a los
trabajos de [2, 12, 13, 18, 23, 25].

La hipdtesis clave para obtener los resultados consistié en que la distribucién
H es independiente de la pareja estado-control (z,a) (Hipdtesis 3.1). Esta
hipétesis fue necesaria para obtener observaciones independientes de los tiempos
de permanencia §,, durante la evolucién del sistema, y de esta forma construir
el estimador H,. Aunque esta suposicién podria ser fuerte, existen algunas
situaciones en las cuales se satisface, tal como fue mostrado en el Capitulo 4 con
el ejemplo del sistema de almacenamiento.

Otro punto que vale la pena observar es la existencia de una densidad de la
distribucién H. Esto implica que H no puede ser arbitraria, y por lo tanto la
hipétesis de nuestro trabajo tiene esta limitacion.

La teorfa desarrollada puede ser aplicada a problemas de control markoviano,
donde la funcién de costo ¢ sea desconocida. En efecto, el hecho de que en un
PCSM el costo dependa del tiempo de permanencia conlleva a que este sea
parcialmente conocido, a través de su distribucién.

En este sentido, en un proceso de control de Markov podemos suponer que
el costo por etapa depende, ademads de la pareja estado-control, de una variable
aleatoria cuya distribucién es desconocida.

De esta manera, las técnicas de estimacién que se implementaron en el pre-
sente trabajo pueden ser aplicables a estos procesos, y asi construir politicas
AOD.

Para la elaboracién del trabajo se hizo uso de la siguiente bibliograffa.

La teorfa de control estocéstico en general se estudi6 en [7, 8]. Los resultados
sobre PCSM se revisaron en [12, 14, 18]. Para el analisis de las técnicas y

o1



52 CAP.5 Conclusiones

métodos generales sobre estimacion y control nos basamos en [5, 7, 10, 20, 21],
y en particular, para los PCSMs con distribucién del tiempo de permanencia
desconocida se estudiaron [17, 22]. El resto de la bibliograffa sirvié de apoyo.

Finalmente, plantearemos algunas ideas sobre posibles extensiones del tra-
bajo.

= El proceso de construccién de las politicas se basa en la implementacién
de un método estadistico de estimaciéon de densidades. Es decir, dicho
proceso es vélido si las variables aleatorias §,, que representan los tiem-
pos de permanencia tienen densidad. Una posible extensién del presente
trabajo es suponer que la variable aleatoria § tiene una distribucién ar-
bitraria. Esta situacién nos llevarfa a tener que implementar métodos de
estimacién més generales, como podria ser la distribuciéon empirica. Tra-
bajos relacionados con este tipo de técnicas, pero para procesos de control
de Markov, se encuentran en [10].

= Cabe senalar que una limitacién fuerte del trabajo, es precisamente la
hipétesis de que la distribucién de los tiempos de permanencia es inde-
pendiente de las parejas estado-control. De aquf surge un nuevo problema,
el cual consistiria en debilitar esta hipotesis.

= Este trabajo se ha enfocado al criterio de costo descontado. Podria ser
de interés el problema de control semi-markoviano con distribucién de
los tiempos de permanencia desconocida, considerando el criterio de costo
promedio. La base para abordar este problema podrian ser los trabajos
de [15, 16, 19, 31].



Apéndice A

Espacios, Funciones y
Multifunciones

Denotaremos por B (X) a la o-algebra de Borel de un espacio topoldgico X,
es decir, la minima o-dlgebra de subconjuntos de X que contiene a todos los
abiertos.

Definicién A.1 Un espacio de Borel es un subconjunto de Borel de un espacio
métrico, separable y completo.

Fl listado a continuacién menciona algunos ejemplos de espacios de Borel.

- R™ con la topologfa usual.

- Un conjunto numerable con la topologia discreta.

- Un espacio métrico compacto.

- El producto finito o numerable de una sucesién de espacios de Borel.

Definicién A.2 Sea X un espacio topoldgico y v una funcion de X en RU {oco}.
Se dice que la funcion v es:
(a) semi-continua inferiormente (s.c.i.) si el conjunto
{reX :v(x)<r}

es cerrado en X para cada v € R.

b) semi-continua superiormente si el conjunto
p )
{zeX : v(z)>r}

es cerrado en X para cada v € R.
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Observacién A.1 Sea X un espacio topoldgico yv una funcion de X en RU{oco}.
Entonces, respecto a la definicion previa, se tiene que

i) v es s.c.d. si y solo si —v es s.c.s., y

i1) v es continua si y s6lo si v es simultdneamente s.c.i. y s.c.s.

Proposicién A.1 Sea X un espacio métrico y v una funcion de X en RU {0},
entonces v es s.c.i. siy sélo si para cada sucesion {x,} en X, tal que x,, — v € X
se tiene que

limi%fv(xn) > v(x).

Demostracién: Véase, por ejemplo, [1] Apéndice A6.

Definicién A.3 Sean X y A espacios de Borel. Una multifuncién o correspon-
dencia ¢ de X en A es una funcion definida en X y cuyo valor ¢ (x), para cada
x € X, es un subconjunto no vacio de A.

Definicién A.4 Se dice que la multifuncion ¢ es medible de Borel, si para cada
congunto cerrado F' C A, el conjunto {x € X: ¢ (z) C F} es un subconjunto de
Borel en X.

Definicién A.5 Se dice que la multifuncidn ¢ es s.c.i., st para cada conjunto
cerrado F C A, el conjunto {x € X: ¢ (x) C F'} es un cerrado en X.

Definicién A.6 Se dice que la multifuncion ¢ es s.c.s., si para cada conjunto
abierto G C A, el conjunto {x € X : ¢ (z) C G} es un abierto en X.



Apéndice B

Kernel Estocastico y
Esperanza Condicional

B.1. Kernel Estocastico

Sean X e Y espacios de Borel.

Definicién B.1 Un kernel estocdstico o probabilidad de transicion sobre X dado
Y se define como una funcion Q (dx | y), tal que:

(a) Q|
(b) Q(B

y) es una medida de probabilidad sobre X para cada y € Y ;
| -) es una funcion medible sobre Y para cada B € 9B (X) .

Definicién B.2 Sea Q (dx | y) un kernel estocdstico sobre X dado Y. Se dice
que:

(a) Q es fuertemente continuo si la funcion:

yH/Xv(fc)Q(d:v ) (B.1)

es continua y acotada en y € Y, para cada funcion medible y acotada v sobre
X.

(b) @ es débilmente continuo si la funcidn en (B.1) es continua y acotada
en y €Y, para cada funcidn continua y acotada v sobre X.

Observaciéon B.1 Sea Q (dz | y) un kernel estocdstico sobre X dado Y. FEn-
tonces, respecto a la definicion previa, se tiene la siguiente relacion:

(&) = (b
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B.2. Esperanza Condicional

Definicién B.3 Sea (Q,D, P) un espacio de probabilidad, y sea & C D una
sub-o-dlgebra de ®. La esperanza condicional de la variable aleatoria Z, E | Z| <
00, dado &, se define como la tnica c.s. variable aleatoria denotada por E [Z | &]
tal que sea G-medible y ademds:

/E[Z|6]dP:/ZdP para cada B € 6.
B B

Proposicién B.1 Sean Z y Z' dos variables aleatorias sobre (2,0, P) tales
que E|Z| < 0o y E|Z'| < 00, y sean by, by y bs constantes reales. Entonces

(a) E[b1Z+ baZ' + bs | 6] = blE[Zl 6} + b F [Z/ | 6] + b3 c.s.

(b) Z < Z' cs.implica que E[Z | 6] < E[Z' | &] cas.

(c) Z, >0 para cada n es tal que Z,, / Z c.s. implica que
EZ, 6] /E[Z]&].

(d) E[Ig| 6] =P[B| 6], donde Ig es la funcion indicadora del conjunto
B.

(e) Sean &1, 82 dos sub-o-dlgebras de ® tales que &1 C &9 C D. Entonces:

EE[Z | &1] | 6] = E[Z | &4

E[E[Z]| 6] |&1]=FE[Z ] &].
(f) Z es &-medible implica que E[Z | 6] = Z.
(g) EIE[Z] 6] = E[Z].

Demostracién: Véase, por ejemplo, [1] Capitulo 6.



Apéndice C

Teorema de C. Ionescu
Tulcea

Proposiciéon C.1 Sea Xy, Xy, ... una sucesion de espacios de Borel y, paran €
Ny, definanse
Y, =X x Xy x---xX,

YIZXOXX1X"'
Sea v una medida de probabilidad arbitraria en Xy y, para cada n € Ny, sea
Qn (dxp41 | yn) un kernel estocdstico sobre X, 41 dado Y,,. Entonces existe una

unica medida de probabilidad Q, sobre Y tal que, para cada rectangulo medible
Bgx ---x B, enY,,

Qu (BO X - X Bn) = /B U(dibo) 5 Qo (dwl | .’L‘o) /B Ql (d{,EQ ‘ 1'071'1)

e / Q’nfl (dxn | l‘o,...7xn,1),
By,

Madas ain, para cada funcion medible no negativa u en Y, la funcion

o [ Qu )

es medible sobre Xg, donde Q. denota a @), cuando v es la probabilidad concen-
trada en x € Xg.

Demostracién: Véase, por ejemplo, [1] p.109.
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Apéndice D
Otros resultados

Proposicién D.1 (Lema de Fatou "Generalizado") Supdngase que para cada
z € X se satisfacen las Hipdtesis 1.3(c) y 1.8(e), y sea {u,} una sucesion
uniformemente acotada en By (X), es decir, existe una constante C* tal que
unlly < C* para cada n, y definanse

ul () := liggfun (x), Yy u® (z) = 11'7an suptiy (x).

Entonces, para cada x© € X en cada sucesion {a"} C A(x) tal que a™ — a €
A(x) se tiene

n—oo

1iminf/xun(y)Q(dy|x,a") > /Xuf(y)Q(dylx,a),

h’msup/xun(y)Q(dy | z,a™) < / u?(y)Q(dy | =, a).

n— 00 X

I

De aqui, siu, — u (es decir u! = u®), entonces

lim [ u,(y)Q(dy | z,a™) = / u(y)Q(dy | z,a).

Demostracién: Véase, por ejemplo, [9] p.49.
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Proposicién D.2 Sean g, y g funciones integrables tales que g, — ¢ c.d.
cuando n — oo. Entonces

/|9n—9| — 0 sty sdlo si /|gn| - /‘9|
n—oo n—00

En particular, si g, y g son funciones de densidad de probabilidad, entonces el
resultado establecido se conoce como Teorema de Scheffé.

Demostracién: Véase, por ejemplo, [32] p.55.

Proposicién D.3 Sea {X;};.; una sucesion de variables aleatorias integrables
sobre (2,0, P). Sih:[0,00) — [0,00) es medible,
hit) L s

spE [h(1Xil)] = oo,
= n—oo

entonces X; son uniformemente integrables.

Demostracién: Véase, por ejemplo, [1] p.301.
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