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Introduccion

El presente trabajo se centra en el estudio del problema de clasificaciéon de las estructuras
de Poisson homogéneas en el espacio R™. Una de las principales herramientas de nuestro
enfoque es el operador traza [11] que proveé una manera alternativa de utilizar el célculo
Schouten-Poisson en variedades orientables. Otra herramienta importante, en el contexto
de la clasificacion de estructuras homogéneas estd relacionado con la nocién de campos
modulares de variedades de Poisson definido por Dufour y Haraki en [4] que a la vez motiva
la definicién de clase modular [21].

Uno de los resultados presentados en este trabajo es una clasificacién detallada y maés
completa de las estructuras de Poisson lineales y cuadraticas en R? utilizando isomorfismos
lineales. Si bien se puede encontrar en [15] un resultado parecido, la diferencia con nuestra
clasificacién es que no solamente presentamos familias parametrizadas de estructuras
de Poisson lineales y cuadraticas ajenas sino que dentro de estas familias diferenciamos
miembros inequivalentes y los llevamos a una forma “irreducible”, es decir, exhibimos un
tipo de forma normal de estas estructuras de Poisson en R3.

El resultado anterior lo aplicamos para dar una clasificacion completa de las formas
normales (en el sentido mencionado anteriormente) de pares de Poisson de tipo (cuadratico)
+ (lineal) en R3 [14]. En cierto modo pensamos que la clasificacién de estos pares de Poisson
es un resultado original de este trabajo.

Otro problema interesante, importante y no trivial que se estudia en este trabajo se
relaciona con el célculo de clases modulares [7, 5, 21] de variedades de Poisson orientables
asi como la formulacién de criterios de unimodularidad. En efecto, hacemos uso de la
clasificacién de las estructuras de Poisson lineales y cuadriticas en R? obtenida para describir
ciertas clases de estructuras de Poisson en R3 que son unimodulares en ciertos dominios
regulares densos.

El estudio de las variedades y las estructuras de Poisson ha experimentado un rapido
crecimiento en las ultimas tres décadas convirtiéndose en una amplia area de investigacién
actual con multiples conexiones con otros campos, tanto de las propias matematicas como de
la fisica, que incluyen areas como la mecdnica Hamiltoniana, sistemas integrables, teoria de
representaciones, entre otras [17, 13].



Fue Siméon Denis Poisson en el trabajo titulado “Sur la variation des constantes
arbitraires dans les questions de mécanique” quien introdujo (escrito de una manera més
moderna) la notacién
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que actualmente se conoce como el corchete de Poisson cldsico o candnico para las funciones
escalares f y g. A partir de entonces numerables matematicos han reconocido la importancia

de este corchete, gracias a lo cual esta area de estudio ha ido en constante desarrollo
[12, 3, 17, 20, 13].

En términos algebraicos un corchete de Poisson en una variedad diferencial M es un
corchete de Lie en el anillo de funciones suaves en M,

{,}:CyxCy — Cf

(frg) — {fig}’

el cual es compatible con el producto usual de funciones por medio de la regla de Leibniz [12,
3, 20, 13]. El par (M, {, }) se llama variedad de Poisson, terminologia acufiada a Lichnerowicz
[2]. Fue este mismo quien introdujo, en términos geométricos, la nocién de tensor de Poisson
en la variedad M, que es un bivector (tensor de Poisson) IT € T'(A2TM) que satisface la
condicién

[[H7 H]] =0,

que es equivalente a la condicién de Jacobi para el corchete donde {, }. Aqui, [,] denota el
corchete de Schouten-Nijenhuis para campos tensoriales contravariantes. El correspondiente
corchete de Poisson inducido por el tensor de Poisson II es definido por

{f,9} =1(df,dg).

Dado que todo bivector se expresa en un sistema de coordenadas locales en la forma,

H:ZHijiAi

L Oxt Oxd’
1<)
la identidad de Jacobi para el bivector II se traduce en un sistema de ecuaciones diferenciales

parciales no-lineales de primer orden para II:

s oLt =0.
(i,,k) Ox*

Como puede observarse el estudio de las estructuras de Poisson en términos
contravariantes, aunque poderoso, resulta hasta cierto punto complicado pues conlleva, al
menos localmente, resolver ecuaciones parciales que en la mayoria de los casos no resulta
un trabajo trivial hacerlo. Esto tltimo motiva un problema geométrico muy interesante: la
clasificacién de las formas normales de tensores de Poisson [3].



Aunque el “splitting Theorem” de Weinstein [22] da una respuesta al problema anterior
en forma local, aun sigue vigente el estudio “global” de este problema en el sentido de
determinar formas normales de tensores de Poisson en ciertos abiertos densos. En este trabajo
nos interesamos en estudiar desde esta perspectiva global el problema de formas normales
con una clase especial de estructuras de Poisson: las estructuras de Poisson homogéneas en
el espacio R" = {z = (z1),...,2,} [16].

Una de las motivaciones para dirirgir nuestra atencién a las estructuras de Poisson
homogéneas es la manera natural en que los multivectores homogéneos aparecen en diversas
aplicaciones fisicas [1, 8]. Estos tensores se definen como aquellos cuyas funciones coordenadas
en su expresion local son funciones homogéneas.

Una caracteristica importante de los multivectores homogéneos es que el comportamiento
de los grados de homogeneidad con respecto al corchete de Schouten-Nijenhuis es igual al
comportamiento de los grados como multivector. Esto permite exhibir otro ejemplo de céomo
surgen los tensores de Poisson homogéneos: si se expande por Taylor en torno a un punto
singular un bivector de Poisson II se obtiene la siguiente representacién

H:H(T)+H(T+1)_|_..._|_H(T+5)_|_...7 (r>1)

donde cada II%) es un bivector k-homogéneo. La condicién de Jacobi para II permite concluir
que el primer bivector no trivial en la expansién anterior II") es un tensor de Poisson.

Atn més, si también I es un tensor de Poisson el par (II(") TI("+1)) resulta ser un par
de Poisson [3].

Describimos a continuacién la forma en la cual se ha organizado este trabajo.

En el Capitulo 1 se introducen las nociones bésicas en torno a distribuciones en una
variedad diferencial y en torno a estructuras de Poisson asi como algunas de las propiedades
maés conocidas del calculo con el corchete de Schouten-Nijnehuis [12, 3, 20, 13].

En el Capitulo 2 se expresan las condiciones de involutividad de una distribucién en
términos de formas diferenciales y se introduce un primer invariante algebraico para las
distribuciones involutivas de codimensién uno: la primera clase caracteristica C% [7].

En el Capitulo 3 se estudia una clase particular de distribuciones de codimensién
uno: la distribucién caracteristica de una estructura de Poisson [12, 3, 20, 13]. Se dan
criterios de unimodularidad de la variedad de Poisson en términos de su clase caracteristica
C%)H. Ademss, se introduce un segundo invariante algebraico para esta clase particular de
distribuciones: la segunda clase caracteristica Cll)n. Se presentan también criterios para la
existencia de campos de Poisson transversales en términos de estas dos clases caracteristicas.
Se incluyen algunos ejemplos que ilustran lo anteriormente mencionado [7].

En el Capitulo 4 se generaliza lo presentado en el Capitulo 3 haciendo uso del operador
introducido por Koszul en [11] para variedades orientables. Se presentan propiedades



generales de este operador y las ventajas de utilizarlo en variedades de Poisson orientables,
especificamente, para el estudio de campos mudulares.

En el Capitulo 5 se realiza un estudio en torno a las propiedades de los multivectores
y formas homogéneas en R"™ con el fin de utilizar estas propiedades para realizar una
descomposicién y una parametrizacién de los tensores de Poisson homogéneos en R"™ en
términos de un campo vectorial y una forma diferencial.

[16, 6].

En el Capitulo 6 se presenta una clasificacién de las formas normales de las
estructuras de Poisson lineales y cuadréaticas en R? bajo la equivalencia por medio de
isomorfismos lineales en el sentido que los representantes de cada clase de equivalencia
son no isomorfos. Varias formulaciones de este tipo de resultados se pueden encontrar en
[18, 15, 19, 10]. Adicionalmente se calculan para cada forma normal objetos tales como
campos Hamiltonianos, funciones de Casimir y dominios regulares, de los cuales se puede
encontrar en [12, 3, 17, 20, 13| un tratamiento més amplio.

En el Capitulo 7 se utiliza la clasificacién de los tensores de Poisson lineales y
cuadraticos efectuada en el Capitulo 6 para realizar una clasificacién de las formas normales
(en el mismo sentido de la clasificacién del Capitulo 6) de los pares de Poisson en R? que
constan de la suma de un bivector cuadratico mas uno lineal. Detalles generales en torno a
los pares de Poisson se pueden encontrar en [12, 14, 3].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen algunas nociones bésicas en torno a distribuciones en
una variedad diferencial y de las estructuras de Poisson en la misma. En este capitulo y
en todo en lo que resta de este texto las variedades diferenciales se asumirdn suaves y de
dimension finita salvo mencién explicita de lo contrario. El material aqui presentado se puede
consultar en [12, 3, 17, 20, 13].

Definicion 1.0.1. Sea M wuna variedad diferencial. Una distribucién, D, en M es una
aplicacion

DM — TM
p — D, CT,M,

tal que D, es un subespacio para todo p € M

Notemos que la definicién no hace mencién de la manera en que varfa la asignacién que
realiza D de un punto a otro. Para fijar una nociéon de “suavidad” de dicha asignacién es
preciso introducir algunas nociones previas.

Un campo vectorial local en M es un par (X,U) que consiste de un abierto U C M y
un campo vectorial X € Xy. Al abierto U se le llama dominio del campo X y suele denotarse
por Dom X. En este texto se usara indistintamente estas notaciones segiin convenga, ademas,
el dominio del campo X se creera implicito salvo que el contexto dé oportunidad a confusién.

Se denotard por 3611\‘}10 al conjunto de todos los campos locales en M. Asi, definimos el conjunto

FD::{XG%I;’;]Xper,vpeDomX},

donde a cada X € I'D se le llama seccion (local) suave de D. Si existe la necesidad de
especificar el abierto U en el que estd definida la seccién se escribirda X € I'yD. Ademas,
haciendo un abuso de notacion, I'D también denotara a las secciones globales de D, es decir,
al conjunto de campos X € X,/ tales que X, € D, para todo p € M.



Definicién 1.0.2. Una distribucion D en M es diferenciable (suave) si para cada p € M y
cualquier v € TpM, existe X € I'D tal que p € Dom X y X, = v.

A manera de visualizar la definicién anterior se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.0.3. Sea M = R? y para cada p = (21, 72) € R? sea D la distribucién definida,
por

p,a/am‘p} si a9 > 0.

Spang 3/83@2‘1)} si 9 <O.

Spang { /021
pr— D)=

Sean pg = (0,0) y v = 9/ox, € T, R ~ R?.

Si se supone que existe X € I'yD tal que X, = 9/9z:1, debe ser X = a 9/9z1 + b /9, tal que
a(po) = 1, con a,b € Cf°. Luego, por continuidad de la funcién a, existe un abierto V-.C U
que contiene a pg tal que a(p) # 0 para todo p € V.

Ahora, si j : V — U a la inclusién canénica, tomando X = 7% X se sigue que existe
X =a9/0x14+b 9oz, e TyD tal que a # 0 en V y b € CF°, lo cual no puede ser por definicién
de D. Por tanto, D es una distribucién no diferenciable.

Sin embargo, la distribucion

D, D, = Spang a/axl}p,a/axg\p} si 9 > 0.
D, = Spang B/am}p} si a2 < 0.

si es suave.
o

A partir de este momento, salvo que se mencione lo contrario, se trabajard uinicamente con
distribuciones suaves.

Se define el rango de una distribucion D como la aplicacién

rangD: M — Z4
p +— rangD(p) =rang, D :=dim D).

Un punto pg € M se llama un punto regular de D si el rango de la distribucién en pg
es localmente constante, es decir, si existe un abierto U C M que contiene a pg tal que
rang, D = rang,, D, para todo p € U. Un punto pg € M se llama un punto singular de D si
no es regular.

Se denotara por N™9 C M al conjunto de puntos regulares de D y por N*" C M al
conjunto de puntos singulares de D.
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Proposicion 1.0.4. En cada variedad diferencial M, N™9 es un subconjunto abierto y denso
de M y N*™ es un subconjunto cerrado denso en ninguna parte de M.

Demostracion. Primero notemos que por la continuidad de la funcién determinante, para
cada pp € M existe un abierto U C M que contiene a pg tal que rang, D > rang, D, para
todop e U.

Ahora, es claro por definicién de N™ que éste es un conjunto abierto: para cada p € N"®9
existe un abierto U que contiene a p en el cual todo punto tiene rango igual a rang,D,
asi, todo punto en U es un punto regular de D, luego U C N". En consecuencia,
N*"9 = M\ N es un conjunto cerrado.

A continuacién se probard que N"J es denso: sea py € M un punto singular de Dy U C M
un abierto arbitrario que contiene a py. Ya que el rango de D en punto a lo més puede ser
igual a la dimensién de la variedad, la apliacién U > p — rang,, D toma s6lo un nimero finito
de valores. Por lo que si p € U es tal que rang, D es méximo en U, entonces p es un punto
regular por lo observado al principio de esta demostraciéon. Finalmente, N*"9 es un conjunto
denso un ninguna parte por ser un conjunto cerrado que es complemento de un conjunto
denso en todas partes.

O

En palabras distintas, la proposicién anterior nos dice que N"® es una variedad diferencial.
Notemos que en el Ejemplo 1.0.3 se tiene que N9 = R?\ {Eje 21} y N*" = {Eje x1}.

Una distribucién D se dice una distribucion regular si N™9 = M. Si D no es regular se
dird singular.

Definicion 1.0.5. Una variedad integral de D es una subvariedad S inmersa en M y coneza,
S C M, tal que TS = D, para todo q € S.

Definiciéon 1.0.6. Una distribucion D se dice integrable si para cada p € M, existe una
variedad integral S = S, de D que contiene a p.

Si D es integrable, cada vez que se escriba “variedad integral por p” se estard haciendo
referencia a la variedad integral S = S, para cada p € M.

Notemos que la Definicién 1.0.5 implica que la variedad integral por p tiene por dimension
dim S, = rang, D. En particular, si suponemos que p es tal que rang,D = 1, la variedad
integral por p no es mas que una curva inmersa en M, por tanto, en cierto sentido la teoria de
distribuciones generaliza el problema de hayar una curva integral de un campo vectorial dado.



8 1.1. Distribuciones Regulares

1.1. Distribuciones Regulares

En esta seccién se asumird que D es una distribucién regular. Notemos que en este
caso, por definicién, el rango de una distribucién dada es constante en cada una de las
componentes conexas de la variedad en la que esta definida. Por tanto, sin pérdida de
generalidad, nos referiremos a D como una distribuciéon k-dimensional y denotaremos su
rango solamente por rang D cuando no sea necesario especificar el punto de aplicacién.

La siguiente proposicién muestra una de las principales caracteristicas de las distribuciones
regulares.

Proposicion 1.1.1. Sea D una distribucion k-dimensional en M. Entonces, para cada p €
M existe un abierto U C M que contiene a p y X1,...,X € Xy, tales que el conjunto
{qu, e qu} forma una base para Dy en cada q € U.

Demostracion. Sea p € M un punto fijo en M y {vl, .. vk} una base en D,. Por ser D
suave existe un abierto U C M que contiene a p y Xl, .. Xk € I'zD tales que X = v,

(i =1,...,k). Ademas, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que U es el dominio
de una carta en p con coordenadas {x',... 2™}, donde m = dim M. Luego, cada X; admite
una descomposicién X; = X X7 . 0/oxi, (j = 1 ...,m), la cual induce una matriz

L: M — Myxm[R]
q — L(q):Z[??f(q)}

kxm

Ahora, ya que por hipétesis rang, D = k, la matriz anterior posee un menor Z, k x k, tal que

det E(p) # 0. Luego, por ser el determinante una funcién continua, existe un abierto U C U
que contiene a p tal que det E( ) # 0, para todo ¢ € U. En consecuencia, las secciones )N(
resultan ser linealmente independientes en U. Finalmente, los campos X; € I'yD definidos
por X; =3 Xz, con j: U < U la inclusién canonica, por construccién generan en cada punto
g € U al subespacio D,.

O

Al par (U, Xy,...,Xg) se le denomina marco local para D. Asi, reescribiendo la proposicién
anterior: una distribuciéon D es regular si para cada p € M existe un marco local para D,
(U, X1,...,Xk), tal que p € U.

Definicion 1.1.2. Una distribucion D se llama algebraicamente involutiva, si para
cualesquiera X1, X9 € I'D sucede que [X1,X2] € I'D en Dom X; N Dom X5.

Notemos que si D admite un marco local, (U, X1,...,X}), tal que [X;, X;] € I'D para
todo i,j = 1,...,k; entonces D es algebraicamente involutiva. En efecto, bajo las hipdtesis
anteriores, dados Y, Z € I'D se sigue que

V,Z) = [V'X;, Z2X;) = V' 2/ [ X3, X;] + V' Xi(Z9) - X; — Z9X;(Y") - X; € TD
con YL, Z0e C%, (i,j=1,....,k ).
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En general, dada una distribuciéon ésta no siempre admite una variedad integral como
ejemplificamos a continuacién.

Ejemplo 1.1.3. Para cada p € R? sea D la distribucién definida por

Xy = 2

0
p+— D, ::SpanR{X1p= o T T2 2p = 7
p 8.%'2

8$1 873}3

)

La Figura 1.1.1 muestra un bosquejo de esta distribucién. Si se supone que S es una variedad
integral de D en el origen, por ser X; y Xy tangentes a S, cualquier curva integral de éstos
campos con punto inicial en la variedad integral debe permanecer en S al menos por un corto
periodo de tiempo. Ahora, por ser el eje-x; una curva integral del campo X;, S contiene un
subconjunto abierto U del eje-x1 alrededor del origen. Asimismo, tomando U suficientemente
pequeno, S contiene subconjuntos abiertos de rectas paralelas al eje x2, que son las curvas
integrales del campo X», las cuales intersectan a U.

Lo anterior nos dice que S contiene un subconjunto abierto V' C {Plano-zjz2}. Sin embargo,
los planos tangentes a puntos ¢ € V' tales que ¢ ¢ {Eje-z1} no son iguales a D,. Por tanto, D
no es integrable.

2

Figura 1.1.1: Distribucion No Integrable.

o

El siguiente teorema ya clasico da condiciones necesarias y suficientes para que una
distribucién sea integrable.
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Teorema 1.1.4 (Frobenius). Una distribucion reqular, D, en M es integrable si y sélo si D
es involutiva algebraicamente.

Es importante observar que si una distribucién es integrable, la variedad integral en
cada punto puede estar definida solamente en un entorno pequeno de €él. Para el caso del que
se ocupa esta seccién (regular) se pueda dar una “buena” descripcién de la estructura local
de cada variedad integral.

Dada una distribucion, D, k-dimensional en una variedad M, con dim M = m, se dice que

una carta (U, @) de M, con coordenadas {z!,..., 2%, ... 2™}, es una carta plana para D si
0 0
D, = Spang { —| ..o, —| 5. VpeU. 1.1.1

En los términos anteriores, se le llama k-slice al conjunto §¢ definido por
S¢ = {pe U } ghtl = FHL o gm :cm}

= o () x {e}),
donde se ha definido ¢ := @1 x g : U = Uy x Uy = RF x R F y c = (FH1 ... ™) e R™F,
concadacl €R, (i=k+1,...,m).

Notemos que por el Teorema de la Funcién Inversa, y por ser (U, ) una carta coordenada,
8¢ es un encaje en M de dimension k y que en cada punto p € U es una variedad integral
de la distribucién (1.1.1).

Proposicion 1.1.5. Sea D una distribucion integrable k-dimensional en M. Para cada p €
M, sean S C M wuna variedad integral por p y (U,¢) una carta plana para D. Entonces,

SNU = U Conjuntos abiertos contenidos en k-slices de U = U S,
N ieN

donde cada S; es un abierto en S y un encaje en M.

Figura 1.1.2: Estructura local de S.
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1.2. Distribuciones Singulares

En esta seccién se expondrd de manera m&a general lo visto en la seccién anterior.
Asumiremos en esta seccién que D es una distribucién singular.

Una familia de campos vectoriales V C X¥¢ se llama definida en todas partes (e.d.) si para

cada p € M, existe X € V tal que p € Dom X.

Observemos que si una distribucién D es suave, entonces por definicién la familia V = I'D es
definida en todas partes.

Definicion 1.2.1. Diremos que una distribucion D es generada por V, o que es V-generada,
st para cada p € M es

D,, = Spang { X, ’ XeVv}.

Notemos que por definicién, una distribucion D es V-generada si y sélo si es diferenciable.
Ahora, se dice que D es invariante con respecto a ), o que es V-invariante, si para cada X € V
se cumple que

(dp‘th) Dy = Dd& (p)

para todo p € D,;X v t € R, donde d)fX denota el flujo del campo X.
Definicion 1.2.2. Una distribucion D en se llama involutiva si es I'D-invariante.

Una primer consecuencia de la definicién anterior es que una distribucién involutiva también
es algebraicamente involutiva, como se demuestra en el siguiente lema.

Lema 1.2.3. Sea D una distribucion en M. Si D es involutiva, entonces D es algebraicamente
mvolutiva.

Demostracion. Sean p € M y X,Y € X)s. Denotando por ¢ el flujo del campo X, de la
igualdad

* d *
(%) [(X.¥] = L [(¢4)" V],
se sigue que si X,Y € I'D, entonces
d

X.Y],= —
X Ylp dt

| (o 03") Yor o | = %

donde f’pt € D,, por hipétesis y en consecuencia [X,Y], € D,. Luego, por ser p arbitrario, se
sigue la afirmacién del lema.

t
P

t=0 t=0

O
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El enunciado reciproco del lema anterior no es cierto en general, daremos un ejemplo de ello
después de enunciar el siguiente teorema que viene a ser la generalizacién del Teorema de
Frobenius.

Teorema 1.2.4 (Stefan-Sussmann). Sea M wuna variedad diferencial. Una distribucion
singular, D, en M es integrable si y solo si D es involutiva.

Aun més, el Teorema de Stefan-Sussmann puede ser enunciado en la siguiente forma
equivalente.

Teorema 1.2.5. Sea D una distribucion singular en M. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. D es integrable.

2. Eziste una familia “e.d” V C 365\‘}[6 tal que D es V-generada y V-invariante.

Ejemplo 1.2.6. Sea M = R? y para cada p = (21, 72) € R? sea D la distribucién diferenciable
definida por

0 0
D, = Xiy= —| Xop=f —
D p = Spang { 1p ) 'p, o0 = f 979 ,

0 si <0

—1/22
},dondef:f(:vl):{e b 7 >0

Ahora, por ser

(X1, Xo] = { %Xz o 0

0 si 1 <0
se sigue que D es algebraicamente involutiva, sin embargo, D no es integrable. En efecto, si D
fuese integrable, entonces en todo entorno de puntos pertenecientes al eje-x; la variedad
integral tendria dimension 1 y 2, lo cual es absurdo. Por tanto, D es una distribucion
algebraicamente involutiva pero no involutiva.

<

Proposicion 1.2.7. Si D es una distribucion reqular y algebraicamente involutiva, entonces
D es involutiva.

Por tanto en el caso regular las nociones de involutividad algebraica e involutividad son
equivalentes.
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1.3. Estructuras de Poisson

En esta seccién se presentan algunas definiciones y propiedades basicas en torno a las
variedades de Poisson. Se hardn uso de las propiedades de los operadores direfenciales sobre
XM Yy Qv del corchete de Schouten-Nijenhuis [, ], las cuales pueden ser consultadas en el
Apéndice A.

Definicion 1.3.1. Una estructura de Poisson suave en una variedad M es una aplicacion
R-bilineal y antisimétrica

{,}: CyxCyp — CF

(frg)  — {f. g},

la cual verifica la identidad de Jacobi

S ){{f,g},h} ={{f, g}, h} +{{g;h}, f} +{{h, f},9} =0

(f.g9,h

y la regla de Leibniz

{frgh} ={f, g} h+g{f h},

para cualesquiera f,g,h € Cfy.

La aplicacién {, } se llama corchete de Poisson y al par (M,{,}) se le denomina variedad
de Poisson. Notemos que la definicién anterior dice que el par (C7,{,}) es un algebra de
Lie cuyo corchete es compatible con el producto en C5; (Regla de Leibniz). Atin més, como
consecuencia de la regla de Leibniz, para cada f € C$?, el operador adjunto

adp: O — C%9,
g +— ads(g):={f g},

es una derivacién del corchete {,}. Por tanto, existe un tnico campo vectorial Xy € Xy,
llamado el campo Hamiltoniano asociado a f, tal que Lx,g = {f, g}, para cualquier g € C§5.
A la funcién f del campo X se le llama funcién Hamiltoniana o simplemente Hamiltoniano.
Se desprende de la linealidad del corchete de Poisson y de la regla de Leibniz que

Xprep =Xp+eXp vy Xpp=hHXp+ Xy,
para cualesquiera f1, fo € Cf; y ¢ € R.

Proposicién 1.3.2. Sean f1, fo € C3;. Si Xy, Xy, € Xy son los campos Hamiltonianos
asociados a f1 y fo respectivamente, entonces [ Xy, Xp,| = X¢f, fo1-
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Demostracion. Sea h € Cfy, luego

E[Xfl,Xh}h = ‘CXfl(EXth)_EXfQ(EXflh) = {fla{f?)h}}_{f%{fl)h}}
- {{fl’fQ}’h} - EX{foz}h’

y por ser h arbitraria se concluye que [Xp,, Xp,| = X(5, f,}-
Il

Se tiene entonces que el corchete de Lie de dos campos Hamiltonianos Xy y Xy, es
nuevamente un campo Hamiltoniano con funcién Hamiltoniana el corchete {fi, fa}. Lo
anterior quiere decir que el par (Ham(M),[,]) es una subédlgebra de Lie del &lgebra de
campos vectoriales X7, donde Ham(M) = Ham(M, {, }) C Xs denota el conjunto de todos
los campos Hamiltonianos en M respecto al corchete {, }.

Por otro lado, como es sabido, una funcién g € C3; se llama integral primera de un
campo X € Xy, si Lxg = 0. Ya que la suma y el producto por escalar de dos integrales
primeras es nuevamente una integral primera, el conjunto de todas ellas forman un espacio
vectorial, ain mds, por ser todo campo vectorial una derivacién, forman un &dlgebra con el
producto puntual para funciones. Para el caso de campos Hamiltonianos se tienen algunas
propiedades adicionales las cuales se muestran en el siguiente lema.

Proposicién 1.3.3. Sea Xy € Xjr un campo Hamiltoniano asociado a la funcion f € C3y.
Entonces,

1. Una funcion g € C5y es una integral primera del campo Xy siy sdlo si {f,g} = 0.

2. St g1,90 € Cyy son integrales primeras del campo Xy, entonces la funcion {g1,g2}
también lo es.

Demostracion. Sean (M, {, }) una variedad de Poisson y f € C}7.
1. Es inmediato por definicion de campo Hamiltoniano.

2. Si g1, g2 € C§y son integrales primeras del campo X, por la identidad de Jacobi y el punto
anterior se sigue que

Lx; {91,921 ={f {91,923} ={{f. 01}, 92} + {91, {f, 92}} = 0.
Il

En particular toda funcién f € C§; es una integral primera de su propio campo Hamiltoniano:
Lx,f=A{f,f} =0, por la intisemetria del corchete de Poisson. Lo anterior es conocido en
fisica como el principio de conservacién de la energia, donde a f se le denomina funcién de
energia.

Ademas, el punto 2 de la proposicién precedente nos dice que el par (Jz, {, }) tiene estructura
de dlgebra de Lie, con J; el conjunto de todas las integrales primeras del campo Hamiltoniano
Xy, f € Cf;, conocido también como el dlgebra de simetrias del campo X.
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Una funcién K € Cf se llama una funcion de Casimir si {K, f} = 0 para toda
f € C3;. Lo anterior equivale a que el campo Hamiltoniano asociado a K sea idénticamente
cero: Lx, f={K, f} =0 para toda f € Cfy, si y sélo si Xg =0.

Tensores de Poisson. La descripcion de un corchete de Poisson en términos de una operacion
binaria en el espacio de funciones Cf; no siempre resulta eficiente. Afortunadamente, se
puede dar una descripcién en términos de 2-vectores (bivectores).

Consideremos una aplicaciéon suave

a—veces

R-multilineal y antisimétrica que ademas satisface la regla de Leibniz en cada argumento:

A(fry oo sghs . f) = A(f1, o gy f)h+ GA(f1, By fa).

Tenemos, por otro lado, que cada a-vector A € x4, puede interpretarse como una aplicacién
suave

A:Qy x-x QY — CF,

a—veces

Cfj-multilineal y antisimétrica. Como consecuencia de lo anterior se obtiene la siguiente
correspondencia.

Proposicién 1.3.4. Dada una variedad M, existe una correspondencia uno a uno entre el
espacio de multivectores en M y aplicaciones del tipo (1.5.1).

En particular, toda estructura de Poisson {, } induce un 2-vector II definido por

I(df,dg) :== {f,g}
para cualesquier f,g € Cf;. El reciproco en este caso necesita de una condicién adicional ya
que el corchete {, } debe cumplir la identidad de Jacobi.
Proposicién 1.3.5. Un bivector T € x3, induce una estructura de Poisson {,} = {,}" si y
sélo si [IL,I1] = 0.

Demostracién. Por la Proposicién 1.3.4 sélo falta demostrar la identidad de Jacobi para {, }"".
Se tiene que, por ser II € x3,, es [IL,II] € x3,. Sean f,g,h € CS3, luego, por definicién del
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corchete de Schouten-Nijenhuis se sigue que
imm(df AdgAdh) = [Ln,inl(df Adg Adh) = (Luin — inln)(df Adg Adh)
((ind = din)in — in(ind — dim))(df A dg A dh)
(2£Hd£1‘[ — difam — iHAHd)(df Adg A dh)
= 2indiyg (df Adg Adh)
= 2ind (—(fG )H(df, dg)dh) = 2in <— S d(II(df,dg)) A dh)

,9,h 1.9,h)
= 2 6 II(d(I(df,dg)),dh)
(f,g7 )

= 26 {{f.0).h}.

Por lo tanto,

(fG {f.9}.h}=0 <<= gimm(df AdgAdh)=3[LI](df,dg,dh) =0

= [IL, II] = 0.
O

Como se puede observar, existe una correspondencia uno a uno entre estructuras de Poisson
y bivectores II € x3, tales que [II,II] = 0. Lo anterior permite llamar a cada bivector II que
cumple esta condicién una estructura de Poisson o simplemente tensor de Poisson.

Ahora, dado un corchete de Poisson {, } la expresién local del tensor de Poisson inducido

por éste, en una carta (U, ¢) de M con coordenadas {z!,..., 2™}, es
) 1< _ .. 0 G,
H — ]:[(L‘7 3 /\ —_ = = ]._.[/L‘7 3 /\ )
Z oxt Oxd 2 Z oxt Oz’
1<i<j<m i,7=1

donde las funciones coordenadas se definen por I1% := {a?i, ) } y cumplen que (identidad de
Jacobi)

2.8 =0,
— (04, k)
paratodoi,j, k =1,..., m. Reciprocamente, dado un tensor de Poisson II el corchete inducido
por éste es
i Of Og
{f,.g}" ={f.9} = Z i i

3,j=1

para todas f,g € Cf;. Algunas propiedades adicionales relacionadas con los tensores de
Poisson serdn expuestas en lineas posteriores.

Morfismos de Poisson. Sean (M1, {,};) vy (M, {, },) dos variedades de Poisson. Es natural
preguntarse por alguna relacién entre ambas estructuras o una manera de relacionarlas. Esto
se concreta en la siguiente definicion.
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Definicién 1.3.6. Sean (M,{,};) y (Ma,{, },) dos variedades de Poisson. Un morfismo de
Poisson es una aplicacion P : (My,{, };) = (Ma,{, }5) de clase C*° que cumple

{:P*fv (‘P*g}l = CP* {fag}Q )

para todas f,g € Cp .

Si ademas P es un difeomorfismo se dird que se trata de un isomorfismo de Poisson.
Dos estructuras de Poisson se dicen equivalentes si existe un isomorfismo de Poisson

P (Mh {;}1) — (MQv{ﬂ }2)

También es ficil probar, por las propiedades del pullback, que la composicién de dos
morfismos de Poisson es nuevamente un morfismo de Poisson. Por otro lado, si P resulta ser
un difeomorfismo, la definicién 1.3.6 puede reescribirse en términos de los correspondientes
tensores de Poisson como se muestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.3.7. Una aplicacion P : (M1,{, }1) — (Ma,{, }2) de clase C* entre dos
variedades de Poisson, es un isomorfismo de Poisson st y solo si

P, = 114,

con 11y y Iy los tensores de Poisson en correspondencia con los corchetes {,}1 y {, }o
respectivamente.

Demostracion. Sean (Mi,{, }1) y (Ma,{, }2) dos variedades de Poisson y sean II; y II5 los
tensores de Poisson en correspondencia con los corchetes {, }1 y {, }2 respectivamente.

Necesidad. Supongamos que P : M; — Ms es un morfismo de Poisson. Entonces, para
cualesquier f,g € Cf;  se tiene por definicién que

(P, PP b = IL(A(Pf),d(Pg)) vy PH{figle =P (Ix(df,dg)).  (1.3.1)

Ahora, por propiedades de la diferencial exterior y del operador insercion de formas
diferenciales, tenemos por una parte que

IL(d(P*f),d(P*g)) = IL(P*df,P*dg) = ip-agip=arlh
L'(p*dg?*(idfﬂ)*ﬂl) = (P*(L'dgidf?*ﬂl )

Por otro lado, es
‘P*( HQ (df, dg) ) = :P*( /:dg[:deQ )
Asi, de (1.3.1) y de estas dos tltimas observaciones se sigue que, por ser f y g arbitrarios,

(?*Hl)(df, dg) = Hg(df, dg) si y sélo si fP*Hl = Hg.



18 1.3. Estructuras de Poisson

Suficiencia. Supongamos que P : M; — Ms es un difeomorfismo que cumple P*Il, = IIj.
Primero, notemos que al ser P difeomorfismo nuestra hiptesis es equivalente a pedir que
PuIly = 1. Asi, para cualesquier f,g € CJ; se tiene que

(PIl)(df,dg) = Pu(IL(P*df,P*dg)) = Pu(IL(A(P7S),d(P7g))) = P{P*f, P gh

y H2(df7dg):{f7g}2

Luego, por hipétesis, tenemos

PAP [, P g} ={f,9}2 siysélosi {P*f,Pg}1 =P {f g}o.
O

Definicion 1.3.8. Un campo wvectorial W € Xp; se llama un campo de Poisson o
automorfismo infinitesimal de Poisson si su flujo %/V es un morfismo de Poisson.

Observemos que la definicién anterior implica que, para cada t € R, ¢}, : M — M es un
isomorfismo de Poisson en su dominio.

Proposicién 1.3.9. Sean (M,II) una variedad de Poisson y W € Xp; un campo vectorial.
Luego, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. W es un campo de Poisson.
2. Lwll =0.
3. W, 1] = 0.

4. Lwif,g} = {Lwf,9} +{f, Lwyg}, es decir, W es una derivacion del corchete de
Poisson.

Notemos que si W es un campo Hamiloniano W = Xj,, h € C}7, entonces el punto 4
de la proposicién anterior nos dice que W es un campo de Poisson, esto por la identidad de
Jacobi para el corchete {, }. Por tanto, todo campo Hamiltoniano es un campo de Poisson,
sin embargo, no todo campo de Poisson es Hamiltoniano. Por ejemplo, si se considera la
estructura de Poisson trivial, entonces cualquier campo vectorial es de Poisson, mientras que
el inico campo hamiltoniano es el trivial.

Denotando por Poiss(M) C X al conjunto de todos los campos de Poisson en M
relativos a II, el parrafo anterior se resumen diciendo que Ham(M) C Poiss(M). Atn mas,
el par (Poiss(M),][,]) es una subdlgebra de Lie del algebra de campos vectoriales Xp;. En
efecto, sean Wiy, Wy € Poiss(M), luego por la identidad de Jacobi para el corchete de
Schouten-Nijenhuis

[[[[le W2]]7H]] = —[[H, [[Wh WQM = [[[[W17H]]> WQ]] + [[Wh [[W% H]H] =0,
luego, por el punto 3 de la Proposicién 1.3.9 se sigue que [W1, Ws] € Poiss(M).
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Proposicién 1.3.10. La subdlgebra de Lie Ham(M) es un ideal en Poiss(M). Es decir, dados
Xy € Ham(M) y W € Poiss(M) es

(W, X5l = Xewy, f e Chr
Demostracion. Sea g € Cf;. Luego, usando la Proposicién 1.3.9 se tiene

Lwxng = Lwlx,9—Lx Lwg=Lw{f g} —{f Lwg}
= {Lwf, 9} =Lx,, 9

Por tanto, por ser g arbitraria, [W, X¢] = X, ¢.
O

Distribuciones de Poisson. Para cada bivector II € X?M (no necesariamente de Poisson) la
insercién de formas diferenciales induce un morfismo C}p-lineal

Hﬁ: Q}M — %M

a s TH(a) =i Il (1.3.2)

cuya actuacién es dada por IT¥(a)(B) := (ixI1)(8) = II(a, B), para toda 8 € Q). Para
nuestros fines, en lo que resta se asumird que II es un tensor de Poisson.

En términos del morfismo (1.3.2) un campo Hamiltoniano Xy, f € Cfg, se puede escribir
como Xy = I4(df), ya que

Xy ={f,} =T(df,") = iafT =TT ).

Luego, la expresion local de cada campo Hamiltoniano X, en una carta (U,¢) de M con
coordenas {z!,..., 2™}, es

L& Gof . 9 9

X = I = g/l = = 1 Py
! (df) Hf 2 iz_l Dk A Gy " OxJ
- .
Oxt OxI "

Ademsds, notemos que la condicién para que una funcién K € C%7 sea una funcién de Casimir
se expresa como: ITI*(dK) = 0, es decir, dK € ker ITF.

Dado un punto p € M, la restriccién del morfismo (1.3.2) a T,M C TM es el mapeo
R-lineal

f — 1t . *
I, =1, : T,M — T]gM 7 (1.3.3)
n o I(n)
cuya actuaciéon es dada por Hg(n)(g) = IIy(n,§), para toda § € T;M. En los términos
anteriores, se define el rango de una estructura de Poisson II en un punto p € M como el
rango del mapeo (1.3.3), es decir, rang, IT := rang I}, = dim (Im Hg).
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Un punto p € M se llama un punto regular de II si el rango del tensor de Poisson II es
localmente constante en p. En caso contrario, se dice que p es un punto singular de II.

Notemos que por la antisimetria de II el rango en cualquier punto p siempre es un nimero
par. Un tensor de Poisson se dice regular si todo punto p € M es un punto regular de II. Si
no es regular, II se dice singular.

Un estructura de Poisson se llama no degenerada si el tensor 1I es regular con rango igual a
la dimension de la variedad en todo punto de ésta: rang, Il = dim M, para todo p € M.

Se define a partir del morfismo (1.3.2) la siguiente distribucién (singular)

Pl M — TM
p > DI:=T(T5M)

la cual es diferenciable ya que como se vera con la siguiente proposicién es generada por
campos Hamiltonianos.

Proposicién 1.3.11. En cada variedad de Poisson (M,11) la distribucion D™ es integrable.
Demostracion. Sea p € M y (U, ¢) una carta de M en p con coordenadas {z!,..., 2™} y sea

V := Ham(M).

Primero, se mostrard que D es V-generada: por definicién cada v € D};I es de la forma

v = Hzﬁ,(n), para alguna n € T, M. Luego, expresando 7 de manera local se sigue que

v = Hg(n) = Hg(cidpwi) = ciﬂg(dmﬂp) = ciXyil,, (i=1,...,m)

con cada ¢’ € R. Lo anterior dice que D;I = Spany Ham (M), es decir, que es V-generada.

Ahora, se mostrara que DY es V-invariante: sean p € M, X r€EVy gbg( ; el flujo de este campo
Hamiltoniano, f € C§;. Por la igualdad

u *
t * _ —t i —t
((¢Xf-) H>p = <d¢§( f<p>¢Xf> Mg ) ° (ddfxf (p)¢Xf> )

[T

donde en el lado derecho de la igualdad anterior “x” denota “operador adjunto”, y por ser
todo campo Hamiltoniano un campo de Poisson se tiene que

_ —t # —t '
I, = (dqsg(f (p)¢xf> My o ° (%; f<p)¢xf) :
O

Una observacién que serd de utilidad en lineas posteriores es que ker ITf = (D')°, con (D)°
el anulador de DY, En efecto, si a € ker IT¥, entonces

0 = IT*(a)(8) = (iaI1)(8) = —(i1)(a) = —a(isl),
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para toda 8 € Q}w Por tanto, o € (D™M)° por ser igll € I'D™. La contencién contraria es
inmediata.

Cohomologia de Poisson. En cada varidead de Poisson (M,II) el tensor IT induce un
operador R-lineal en el espacio de multivectores definido por

om: X% — X5

A — on(A) = [I1,4]

A o171 se le llama operador de Lichnerowicz.

Proposicién 1.3.12. El operador d11 es un operador de cofrontera, es decir, 6121 = dpodn = 0.

Demostracion. Sea A € x4, arbitraria. Luego,
512[(‘4) = on(0n(4)) = [[Hv [[HvA]H] = MH’ H]]vA]] - [[Ha [[HvA]H] = _[[Hv [[HvAM = _512[("4)

si y solo si 6% =0.

En consecuencia, dr; define una sucesién exacta llamada complejo de Lichnerowicz:

dm.  g—1 Om om = _g+1 dm
o X X5 Xy .

Se llama cohomologia de Poisson a la cohomologia del complejo de Lichnerowicz. Por
definicién, la k-cohomologia de Poisson es el cociente

B ker&nzxﬁ/j —>X§{j1

Iménzxﬁzlﬁxlfw,

HE(M)

k+1

donde a cada elemento de ker dry : X]va[ — X/ se le llama un k-cociclo mientras que a cada

elemento de Im éyy : X]fw_ 1 Xﬂfw se le llama una k-cofrontera.

Notemos que para cada f € C}7, es

Por tanto, la cero cohomologia de Poisson, fH%(M ), es el conjunto de todas las funciones
f € Cfy tales que Xy = 0, es decir, el conjunto de todas las funciones de Casimir respecto a
la estructura de Poisson II.

Ahora, para cada X € X: op(X) = [II, X] = —[X,II] = —LxII. Asi, la primer cohomologia
de Poisson resulta ser
_ Poiss(M)

HE(M) = Ham(M)°
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Lo anterior permite interpretar a H} (M) como una medida de la obstruccién de tener
campos de Poisson que a la vez sean Hamiltonianos.

La segunda cohomologia de Poisson, 9{12-[ (M), es el cociente del conjunto de todos los 2-tensores
Ac€ X?M tales que [A,II] = 0 por el conjunto de todos los 2-tensores Ae X%w que son de la
forma A = [II, X] para algin X € X/, a los cuales llamaremos tensores dr-exactos. Ahora,
si [A,II] =0 y € ~ 0, entonces

[T+ AT+ cA] = %[A, A] =0 méd €%,
es decir, A es una deformacion infinitesimal del tensor de Poisson II. Por otro lado, como
[IL, [IT, X]] = —[11, [11, XT]] — [IL, [II, X]] = 0,

todo 2-tensor dp-exacto es una deformacién infinitesimal de II. Por tanto, se puede
interpetrar a H%(M) como una medida de la obstruccién a tener tinicamente deformaciones
infinitesimales de II que sean dp-exactos.



Capitulo 2

Primera Clase Caracteristica

Desde un punto de vista algebraico es posible expresar de manera elegante las
condiciones de involutividad de una distribucién en términos de formas diferenciales,
permitiendo asi definir una cohomologia que en el caso de las distribuciones integrables
de codimension uno dota a éstas de invariantes algebraicos cuyo estudio, entre otras cosas,
estd relacionado con la geometria global de la variedad. La exposicion de lo anteriomente
mencionado es el proposito de este y del capitulo siguiente.

2.1. Ideal Zp y Diferencial dp

Esta seccion esta compuesta de dos apartados. El primero de ellos esta enfocado en reformular
el Teorema de Frobenius en términos del médulo de formas diferenciales. En el segundo se
introduce una cohomologia vinculada con las propiedades algebraicas de las distribuciones
involutivas.

Ideal Zp. Sea D una distribucion regular en M de dimensiéon k. Se dice que una I-forma
a € QIM anula a D si para cualesquiera Xi,...,X; € I'D, es

Oz(Xl,.. . 7Xl) =0.

Es decir, o anula a D si a;,(X1y,...,X;,) = 0 para todo p € M. Se denotaréd por
(o)
Tk = {a € Qb ’ o anula a D} c Qb e Ip = @Ilp C Q. (2.1.1)
=0

De manera analoga, la construccién anterior se puede hacer en términos locales: si U C M es
un abierto, una [-forma «a € QZU se dice anula a D si para cualesquiera secciones (locales) de
D definidas en U, X1,...,X; € I'yD, es

a(X1,..., X)) =0.

En los términos anteriores, serdn Zh| = e ID‘U como en (2.1.1).

v
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Proposicion 2.1.1. Sea M una variedad con m-dimensional y U C M un abierto. Si D es
una distribucion en M de dimension k, se cumple que:

1. Ip ANQpy C Ip, es decir, Ip es un ideal en .

2. Para cada p € M existen U C M un abierto que contiene a p y 1-formas n*+1, ... n™ €
I%)| y linealmente independientes en U tales que, para toda o € Tk,

j*Oé = 02 /\77i,

para algunas 0; € QlU_l, (i =k+1,...,m). En lo anterior, j : U — M denota la
inclusion candnica.

Demostracion. Para demostrar lo anterior sea p € M arbitario.

1. Sean o € IZD y B € Qf,. Luego, para cualesquiera X1, ..., X;, s € I'D, se tiene que

(Oé A ,B)p (le, ce ,le, X(H-l)p? ey X(H-S)p)

Z Sgno - ay ( o(1)p - l)p> * Bp < o(l+1)y Xa(l+s)p)
o(1)<-<ao(l) —
o(l+1)<--<o(I+s)
0.
2. Ya que por hipétesis D es una distribucion regular admite un marco local ((7, X1, Xk),

con p € U, el cual se puede completar para formar una base del espacio tagente
en cada punto de un abierto U C U. Es decir, existen Xgi1,...,Xm € Xy

tales que T,M = Spang{Xi,,... ,qu,X(kH)q, .oy Xmg}, para todo ¢ € U. Sea
{nt,...,nF 1 ... n™} la base dual inducida por la base anterior.
Primero, por construccién son n*+1 ... n™ e IH y ¥ linealmente independientes en U. Ahora,

cada a € I%) se puede expresar en U de la siguiente manera

Faz Y ar A
1<i1<--<yy<m
Notemos que si {i1,...,4} N {k+1,...,m} = &, entonces o = 0 por ser «a; _; =
a(Xi,,...,X;,) = 0. Por otro lado, si {i1,.. zl} N {k +1,...,m} # &, entonces agrupando
correctamente los términos podemos escribir j*a = 6; An'’, con 0; € QZU v ete{k+1,...,m}.

g

El ideal Zp se dira cerrado si
dID C ID,

es decir, si da € Igl para toda « € I%D.
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Teorema 2.1.2. Una distribucion D en M es algebraicamente involutiva st y sélo si Ip es
cerrado.

Demostracion. Necesidad: Supéongase a D algebraicamente involutiva. Sean a € I%) y
Xo,...,X; € I'D. Por hipétesis, [X;, X;] € I'D para todo i,j =0,...,l. Luego,

l

(da)(X()’"')Xl) = Z(_l)ZEXzO‘ (XOa'--aj(\ia---aXl)
=0
+ Y (-)a ([XZ-,Xj},XO,...,)E,...,)@,...,Xl)
0<i<j<l
)

Suficiencia: Supéngase Zp cerrado. Sean Y, Z € [ Dy a € Z%. Por hipétesis da € I%, luego

0 = do)(Y,2) = Lya(Z)-Lza(Y)— (Y, Z2)
= —a(v,2)).

Ahora, ya que la diferencial es un operador local, se sigue que a([Y,Z]) = 0 para toda
a € ID’U’ con U C M abierto.

Sean U C M, {X1,..., Xp, Xpt1s -, Xen} v {0t ..,nF,nFFL .. n™} el abierto y las bases

utilizadas en la demostracién de la Proposicién 2.1.1. Asi, se tiene que [Y,Z] = ¢'X;, con
¢ e Cy, (i=1,...,m). Luego, por el calculo previo, para cada j =k +1,...,m es
. . . m . .
0=n(V,Z]) =) cf(Xi)+ Y (X)) =0, = crr1=-=cn=0,
i=1 i=k+1
k .
Por tanto, [Y,Z] = Y ¢'X; € D,
i=1
O

Por ser la diferencial exterior para formas es un operador local el teorema anterior es valido
si se considera el ideal ID|U’ con U C M un abierto.

Por otro lado, dada una distribucion D en M se puede reformular la condicién de
diferenciabilidad para D en términos de formas diferenciales.

Lema 2.1.3. Una distibucion k-dimensional D en M es diferenciable si y solo si para cada
p € M, existen un abierto U C M que contiene a p y w',...,w™* € QlU linealmente
independientes tales que

D, = {U ETM | why(v) =+ = Wk (v) = 0} , VgeUl. (2.1.2)
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Demostracion. Necesidad: Supéngase D diferenciable. Por ser D regular, para cada p € M,
admite un marco local, (U, Xi,...,Xy) tal que p € U, con el cual se puede completar
una base {Xi,..., X, Xpt1,..., X} para el espacio tangente T,M en cada ¢ € U. Sea
{wh,... s wh Wkt ,w™} la base dual de la base anterior. Ahora, para cada g € U si v € Dy,
es v = ciXiq coni=1,...,k; luego

J vy @ osto ged{l.. k)

Por tanto, reindexando, D es caracterizado localmente por (2.1.2).

Suficiencia: Supéngase vialida la condicéon (2.1.2). Ya que por hipdtesis las 1-formas
wh .. wmk e Qllj son linealmente independientes, se puede completar una base
{wh, ... ,wmFk wm=ktl ™) para el espacio cotangente TyM en cada ¢ € U. Sea
{X1,. o, Xy Xon—kt1, - - -, Xm} la base dual de la base anterior, luego cada v € T M,
con q € M, se expresa como v = c'X;, con i = 1,...,m. Asi,

W)= =w"™ ", (v) =0 = = ="k =0y,
es decir, siy sélo si v = ciXiq coni=m—k+1,...,m. Lo anterior equivale a decir que para
cadage U, es Dy = SpanR{X(m_kH)q, .o+, Ximg}. Por lo tanto, D es suave.

a
Al conjunto de 1-formas {wl, . ,wm_k} se les llama 1-formas de definicion de D y a las
ecuaciones w! = .- = W™ * = 0 como sistema de Pfaff. Observemos que por definicién la
condicion (2.1.2) dice que w' € I%)}U para todoi=1,...,m — k.

Nota 2.1.4. Notemos que una consecuencia importante de la demostraciéna anterior es que
localmente las 1-formas 7" de la Proposicién 2.1.1 pueden tomarse como las 1-formas de
definicién de D.

Teorema 2.1.5 (Frobenuis, 24 versién). Una distribucion k-dimensional D en M es
integrable si y solo si para cualesquiera 1-formas de definicion de D, w',...,w™ % € Qllj,
definidas en un abierto U C M, existen 1-formas 0;- € QlU tales que

dwi:9§/\wj, (i,j=1,....,m—k). (2.1.3)
Demostracion. Necesidad: Supongéngase D integrable. Por el Teorema 2.1.2 se tiene
que dw’ € I%‘U y por la Proposicién 2.1.1 es dw?® = 9; A w! para algunas 9;» e Ok,
(i,j=1,...,m—k).

Suficiencia: Supéngase dw'! = 9; Awl. Ya que es w' € Z}|,,, por hipétesis, se sigue de la

, o

Proposicién 2.1.1 que dw® € I%‘U (i =1,...,m — k). Ahora, para cada a € I%) arbitraria,

existen 51, . ,gm_k € Ql[jl tales que o = 1L AW (i=1,...,m—k). Asi, se tiene que
da=do' Aw' + (1) 0 Adw' € TS,

Por lo tanto, por el Teorema 2.1.2, D es integrable.
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A las ecuaciones (2.1.3) se les llama condiciones de integrabildiad para D.

Diferencial dp. En lo que resta de esta seccién se asumird que D es una distribucion
involutiva. Se define en 2); la siguiente relacién binaria de equivalencia: para cualesquiera
a, B € Qpr homogéneos se declara que

aRB siysblosi a—p€lp.

A partir de la relacién anterior se definen los conjuntos
. o0
l —0ol ._ QO _ l
b (M) = Qb = M/I;J v Qp =Pk,
=0

Ahora, denotando a la proyeccion candnica por
0: QL — Qb (2.1.4)

a partir de la diferencial exterior para formas se puede inducir un operador analogo en el
conjunto cociente Q%) mediante

dp: Q5 — Q4!
ola) +— dp(o(a)) := o(dev),
para toda « € QlM Se llamara de igual manera, diferencial, al operador dp.
Para que la diferencial anterior esté bien definida debe mostrarse que no depende del
representante de clase que se elija. Pero, lo anterior es consecuencia de suponer que D es

una distribucién involutiva. En efecto, puesto que ker 9 = IZD, para cualesquiera a, & € Qﬁ\/[
se tiene que si

ol@)=0(@) <= ola-a)=0 <= a-acIp,

entonces es, por el Teorema 2.1.2, d(a — &) € ZH! y por tanto o(d(e — &)) = 0, es decir,
dp(e(a)) = dp(e(@))-

Proposicion 2.1.6. La diferencial dp es un operador de cofrontera, es decir, d% =dpodp =
0.

Demostracion. Sea o € Qﬁ\/[, luego

dp(e(@)) = dp(dp(e(a))) = dp(e(da)) = o(d(da)) = 0.

Por lo anterior se puede considerar el complejo (2p,dp) cuya cohomologia inducida es

_ kerdp: QlD — QZDH
 Imdp : Q5T = QL

HL (M) - (2.1.5)
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2.2. Distribuciones de Codimension Uno

Una distribucién en M se dice de codimension uno si es una distribucién (m — 1)-dimensional,
con m = dim M. El propésito de esta seccién es dar un criterio para la integrabilidad de
distribuciones de este tipo que admiten ademds una 1-forma de definicién global. Por lo
anterior, en esta seccidon se asumird que D es una distribucion de codimensién uno salvo
mencion explicita de lo contrario.

El Lema 2.1.3 permite asegurar que toda distribucién de codimensién uno admite,
para cada p € M, una 1-forma de definiciéon w € Q}] definida en algin abierto U C M que
contiene a p. Ademads, w resulta ser no degenerada por definicién. Con lo anterior, por el
Teorema 2.1.5 una distribucién de codimensién uno es integrable si y sélo dw = 6 A w, para
alguna 6 € Qf;. Notemos que las afirmaciones anteriores se enuncian en términos locales.

Definicion 2.2.1. Una distribucion de condimension uno D se dice orientable si admite una
1-forma de definicion global.

Dada la definciéon anterior es importante asegurar de algin modo que existen
distribuciones que la cumplen. Por ello se presenta la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.2. Una distribucion D es orientable si y sélo si existe un campo vectorial
Z € Xpr normal a D, es decir, tal que T,M = D, & (Z,) para todo p € M.

Demostracion. Necesidad: Supdéngase D orientable. Para cada p € M, por ser D una
distribucién (m — 1)-dimensional y regular, existe un marco local (U, X1,..., Xm-1), p € U,
con el cual se puede completar una base {X1,..., X;—1, X} para el espacio tangente T, M
en cada ¢ € U. Sea {n',...,n™ 1 n™} la base dual de la base anterior.

Ahora, por hipétesis, D admite una 1-forma de definicién w € 2},. Como ix,,w # 0, por ser
w no degenerada, se define
Xm

7 = - .
LX,, W

Notemos que izw = 1, luego Z ¢ I'D. Para mostrar que Z es un campo global se probard que

la definicién de Z no depende del marco elegido: sea (U,X1,...,Xm—1) otro marco para
D con p € U. Sean {Xy,...,X;,—1,Xn} la base completada con el marco anterior y
{nt, ..., 1, 7™} su base dual.

Primero, en U N U la transicién entre los marcos se escribe como
Xz:cZX] y nzzeﬂjﬁja (Za.]:lvvm_l)

con CZ,?] € C(o]omfj' Con lo anterior es X,, = ¢‘X; + fXm, con f € CZOJOOU yf#0, (i=

1,...,m — 1). Luego, por ser

axmﬁjZ?jixmﬁjZO, Vi=1....m—-1
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se sigue que X, = fXm. En efecto,
OZL'anj = L'Xinj—l—fixmnj =, Vji=1,...,m—1.

Finalmente, si se define Z:=Xn /i %, w se tiene que

Ademas, es claro por construccién de Z que T,M = D, & (Z,) para todo p € M.

Suficiencia: Supéngase Z € Xjpr normal a D. Fijada una base X1,..., X, € X con dual
n',...,n™, se define
nm

W= - )
tzn™

La prueba de que w € Q}W es andloga a la realizada previamente para el campo Z.
O

Por lo anterior, una distribucién orientable también recibe el nombre de transversalmente
orientable.

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.2.2 es que si D es una distribucién
transversalmente orientable, entonces existen bases {X1,..., Xm_1,Z} v {n%, ..., ™ 1w},
para los espacios tangente y contangente resptectivamente en cada punto de M, con Z y w
globales. Con lo anterior se presenta una reformulacién en términos globales del Teorema 2.1.5.

Teorema 2.2.3. Sea D un distribucion en M transversalmente orientable con forma de
definicion w € Q}\/[ Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. D es involutiva (integrable).
2. dw =0 A w para alguna 0 € Q}\/[
3. wAdw =0 (condicion de integrabilidad)
Una consecuencia importante a considerar es que, por observaciones realizadas en la

seccién anterior, si a € Q]l\/[ es tal que a € lej, entonces o = gw para alguna g € C§;. En
particualar, si w y w son dos 1-formas de definicién globales para D, entonces w = gw.
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2.3. Primera Clase Caracteristica C},

En esta seccién se introduce un primer invariante asociado a la 1-forma de definicién de una
distribucién de codimensién uno que es transversalmente orientable e involutiva, la cual se
denotard por D a lo largo de esta seccion. Ademds, se presenta el resultado principal de
este capitulo el cual dice que la trivialidad de este invariante equivale a la existencia de una
1-forma de defincién (global) cerrada para la distribucién D.

Por el Teorema 2.2.3 se sabe que D admite una 1-forma de definicién global w € Q},,
tal que dw = 0 A w, para alguna 6 € Q}w Bajo el contexto anterior se presenta la definicién
del invariante mencionado en un principio.

Definicion 2.3.1. Sea D una distribucion de codimension uno transversalmente orientable
e tnvolutiva con 1-forma de definicion global w. Se llama primera clase caracterista de D a
la clase de cohomologia

Cp = [0(9)] € Hp (M),

donde 0 € QJIM es tal que dw = 0 A w.

Nota 2.3.2. En la definicién anterior g representa la proyeccién canénica (2.1.4) y HL(M) la
cohomologia (2.1.5).

Antes de mostrar que efectivamente C% es un invariante de D se presenta un lema técnico.

Lema 2.3.3. Sea w € Q}; una 1-forma de definicion para D (dw = 0 Aw). Luego,

1. Sig e Qé\/[ es tal que B Nw =0, entonces B € I%).

2. 0(0) € Q}, es dp-cerrada, es decir, dp(o(6)) = 0.
Demostracion. 1. Como S Aw = 0 implica f = p A w, para alguna p € Qﬂl, se sigue que
B eTh.
2. La hipédtesis dw = 6 A w implica que df A w = 0. Luego, por la propiedad anterior es
df € Z2. Asi, dp(o(#)) = o(df) = 0.

O

Proposicion 2.3.4. La primera clase caracteristica Cll) no depende de la eleccion de w y 6.

Demostracion. Sea w € Q}M una 1-forma de definicién de D. Primero se probard que no existe
dependencia de 6: sean 6,0 € Q}\/[ tales que dw =0 Awydw=0Aw. Asi,es (0 —0) Aw =10
con lo cual se tiene que § — 6 € T, es decir, §R 6 y por tanto [0(6)] = [o(0)].
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Ahora, se probara que no existe dependencia de w: sean w y @ dos formas de definicién para
D. Se tiene entonces que w = fw para alguna f € Cf37, con f # 0. Ahora, como

do =d(fw) =df Aw+ fdw =df Aw+ fOAw = (A(n|f]) +O) A& =0 A D,
se tiene que 6 = 6 + d(In |f]). Luego, 0(0) = 0(6) = dp(o(In |f])) y por tanto [9(67)] = [o(0)].
]

Dada una forma g € QZM, una funcién m € C37, m # constante, se llama factor integrante
de B si d(B/m) = 0. En particular, si m es tal que d(w/m) = 0, se dird que m es un factor
integrante para D.

Lema 2.3.5. [p(0)] =0 si y sélo si 0 = gw+ df, para algunas f,g € C33.

Demostracion. Se tiene que [p(6)] = 0 si y sélo si o(f) € Imdp : Q% — QL es decir, o(0) =
dp(o(f)) para alguna f € C§y. Luego,

o0) =dp(o(f)) & o0)=o(df) & oO-df)=0 & 6-dfeIp,

lo cual equivale a que 0 — df = gw, para alguna g € C§;.

Con ayuda del lema anterior se presenta el teorema principal de esta seccén.

Teorema 2.3.6. Sea D wuna distribucion en M de codimension wuno transversalmente
orientable e involutiva con 1-forma de definicion w € Q}W Entonces, D admite un factor
integrante m € C37 si y sdlo si la primera clase caracteristica de D es trivial, C% =0.

Demostracion. Necesidad: Supéngase m € C§y factor integrante de D. Por ser D involutiva
es dw = 0 A w para alguna 6 € Q) luego

A(,,)=0 & @-dmm))rw=0 & - dinjm|) =g, g C5;

es decir, si y sélo si § = gw + d(In|m|). Por tanto, por el Lema 2.3.5 se concluye que C3, = 0.
Suficiencia: Supéngase Ch = 0. Ahora, por el Lema 2.3.5 es § = gw + df, para algunas

f,g € C3;. De lo anterior y por ser D involutiva se sigue que dw = 0 Aw = df Aw. Definiendo
m = el se sigue que

dle7w)=e(dw—df Aw) =0.
U

Reescribiendo el teorema anterior: (% = 0 si y s6lo si D admite una 1-forma de definicién,
wo € Q}w, cerrada. Por tanto, la primera clase caracteristica Cé es una medida de la
obstruccién a que D admita esta 1-forma wy.
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Ejemplo 2.3.7. Consideremos la variedad M = R3\{Plano-z1z2} U {Plano-r123} vy la
distribucién de planos determinada por la siguiente 1-forma de definicién

w = zoxs dad.

La distribucién es claramente regular y de condimensién 1 en M y ademds es dw = x3 dz? A
da3, es decir, w no es cerrada. Sin embargo, m = achg € Cfy es un factor integrante para
esta 1-forma. En efecto, si wp = w/m = (1/x3) dz3, entonces

dwo =0.
Por tanto, se puede concluir que la primer clase caracteristica de esta distribucion es trivial.
o

Nota 2.3.8. Dada una distribucion de codimensién uno transversalmente orientable e
involutiva con 1-forma de definicién w, se define la clase de Godbillon-Vey como la clase
[0 A df], con dw = w A . Se puede deducir del Teorema 2.3.6 que en el caso que la primera
clase caracteristica se anule entonces la clase de Godbillon-Vey resulta trivial. El enunciado
reciproco no es cierto en general.



Capitulo 3

Variedades de Poisson
Unimodulares

En este capitulo se estudia una clase particular de distribuciones de codimension uno:
la distribuciéon caracteristica de una estructura de Poisson. Se presentan criterios de
unimodularidad para las variedades de Poisson en términos de su primer clase caracteristica.
Ademsds, se introduce un segundo invariante algebraico para esta clase particular de
distribuciones: la segunda clase caracteristica C%)H. Estas dos clases permiten formular un
criterio para la existencia de campos de Poisson transversales a la distribucién caracteristica.

3.1. Segunda Clase Caracteristica C5

Esta seccién se centra en intruducir un invariante asociado a la distribucion caracteristica
de una estructura de Poisson D! en una variedad de Poisson (M,II). Para lo anterior se
presentan algunos resultados previos.

Proposicién 3.1.1. Cada distribucion D' en una variedad de Poisson (M,II) admite una
2-forma o = o'l € Q?M tal que

o(Xy, Xg) =1(df,dg), V f,g€Cyy. (3.1.1)

Demostracion. Fijada una métrica en M, para cada D' se puede construir la distribucién
(D)L, es decir, la distribucién ortogonal a D: T,M = Dg @ (DH)IJ;, para todo p € M. Asi,
se define o € Q%, tal que cumpla con (3.1.1) e iyo = 0 para toda Y € T'(D)~+.

O

A la 2-forma anterior, o, se le llama una 2-forma de definicién de D™. Notemos que es
suficiente definir a ¢ por su actuacién en campos Hamiltonianos pues, como se vidé en la
seccién 1.3, la distribucién D' es Ham (M )-generada.
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Proposicién 3.1.2. Sea o € O3, una 2-forma de definicién de D, Entonces,
1. im0 = —« méod I;JH, para toda o € Q}V[

2. o es cerrada y no degenerada a lo largo de D'M.

Segunda Clase Caracteristica. A partir de este momento y en lo que resta de esta seccién
se supondra que D es una distribucién de condimensién uno y transversalmente orientable,
es decir, que admite una 1-forma de definicién global w = W' € Q}M Ademas, se asumira que
la primer clase caracteristica es trivial (C%H = 0), o equivalentemente, que dw = 0. Notemos

que imponer la hipétesis P involutiva en este caso es redundante porque como se mostré en
la Seccién 1.3 la distribucién D™ siempre es integrable.

La Proposicién 3.1.2 dice que do € I%H, en consecuencia, do = 9 A w, para alguna 9 € Q?M
Con lo anterior se presenta la siguiente definicién.

Definicién 3.1.3. Se llama segunda clase caracteristica de D a la clase de cohomologia
C2y = [o(9)] € Hbyy (M).

En la definicién anterior p representa la proyeccién candnica (2.1.4) y iH%H (M) la cohomologia
(2.1.5). Antes de algo, notemos que p(9) es dp-cerrada. En efecto, por ser dw = 0 se sigue
que d¥ A w = 0. Luego, por el Lema 2.3.3, es dv € I%H = ker g. Asi, dp(o(¥#)) = o(d¥) = 0.

Proposicion 3.1.4. La sequnda clase caracteristica C%H no depende de la eleccion de w y o.

Demostracion. Sea w € Q}V[ una 1-forma de definicién de D cerrada. Primero se probara que
C%H no depende de o: sean ¢ = o'l y & = ¢! dos 2-formas de definicién de D! tales que

dazﬂ/\cuyd&zﬁ/\w.

Notemos que por definicién o — & € Z2, luego, es 0 — & = 3 Aw para alguna 3 € 2},. De lo

DI
anterior se sigue que

(—INAw=d(oc—0)=d(fAw)=dB Aw = (=9 —dB) Aw =0,
con lo cual es 9 — o — dg € I%H. Luego,
oW -9 —-dB)=0 <= o) — o) =dp(e(B)),
es decir, si y sélo si [o(3)] = [o(V)].

Ahora, se probara que no hay dependencia de w: Sean w y @ dos 1-formas de definicién de D',
Con esto, se tienen definidas dos 2-formas de definicién de D1 oy &, tales que do = 9 Aw
y do =9 Aw. Luego, como es w = gw para alguna g € C37, se tiene que

d&zg/\&:gﬁ/\w:ﬁ'/\w.
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Notemos que esta tdltima igualdad se puede traducir en demostrar que no existe dependencia
de la 2-forma de definicién o, lo cual fue demostrado previamente.

O

Antes de presentar el teorema principal de esta seccién un lema técnico que serd de
importancia en la demostracion del teorema.

Lema 3.1.5. [p(9)] = 0 si y sdlo si ¥ = da + 8 Aw, para algunas o, 3 € Q3.

2

S, es decir,

Demostracion. Se tiene que [o(d)] = 0 si y sdlo si o(¢) € Imdp : QL — Q
0(¥) = dp(o(a)) para alguna o € Q. Luego,

0o¥) =dp(o(a)) & o) =p(da) & o —da)=0 < 9—dacTin,
lo cual equivale a que ¥ — da = 8 A w para alguna 8 € Qzlw
O

Teorema 3.1.6. Sea (M,II) una variedad de Poisson regular tal que DV es una distribucion
de codimension uno y transversalmente orientable. Supdngase ademds que la primer clase
caracteristica es trivial, Clljn = 0. Entonces, D" admite una 2-forma de defincion o € Q?M

cerrada si y solo si la seqgunda clase caracteristica es trivial, C%n =

Demostracion. Necesidad: Supéngase o 2-forma de definicién de D' cerrada. Sea w € oy
una 1-forma de definicién de DY. Luego, 0 = do = ¥ A w, con lo cual es ¥ € I%H. Asi,
0(9) = 0 y por tanto C2;; = [o(¥)] = 0.

Suficiencia: Supongase C%H = 0. Por el Lema 3.1.5 es ¥ = da+ S Aw para algunas a, 3 € Q}\/[
Luego,

do =9 ANw=daAw=daAw) = d(c —aAw) =0.
Asi, o —aANweE I%H es la 2-forma de definicién deseada.
O

Proposicién 3.1.7. Las clases C%,H =0y C%H =0 si y sélo si existe un campo de Poisson
transversal a la distribucion DY.

3.2. Criterios de Unimodularidad

Esta seccion estd enfocada en mostrar la relacién que existe entre la primer clase
caracteristica de la distribucién caracteristica de una estructura de Poisson y la propiedad de
unimodularidad para la variedad. Para lo anterior se divide la seccién en cuatro apartados.
En el primero de ellos se recuerdan propiedades generales del operador divergencia y en el
segundo define el campo modular. Con base en lo anterior en la tercer seccién se introduce la
nocién de variedad unimodular. Finalmente, en el cuarto apartado se estudia el caso en que
la distribucién caracteristica es de codimensién uno.
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Divergencia de un Campo Vectorial. En este apartado se supondra que M es una
variedad orientable (no necesariamente de Poisson) con forma de volimen Q € Q7' con
m = dim M. Lo anterior significa que 2 # 0 en M.

Dadas dos formas de volimen en M, al ser formas de grado méaximo, éstas difieren
sélo por un factor el cual es una funcién f € C}; tal que f # 0. Lo anterior permite definir
la divergencia de un campo vectorial X € Xjps respecto a una forma de volimen €2, la cual
denotaremos por divg X o simplemente div X si el contexto no da pie a confusién, como la
unica funcién de clase C*° tal que

LxQ =divg X - Q.

Recordando que un difeomorfismo ¢ : M — M se dice que preserva el volimen § si
p*Q = Q, un campo X € X)s se dice que preserva el volimen € si el flujo de este campo,
@', preserva el volimen. De la definicién dindmica de la derivada de Lie se sigue que X
preserva el volimen si y sélo divg X = 0.

El siguiente lema presenta algunas propiedades adicionales de la funcién divergencia.

Lema 3.2.1. Sean Q una forma de volimen en M, X1,Xo € Xpr y f € CFf tal que f # 0.
Luego,

1. divo(X; + ¢X3y) = divg X; + ¢ divg Xo, para todo ¢ € R.
2. dinQ Xy =divg X1 + %ﬁle.

3. diVQ(le) = f-divp X1+ Lx, f.

4. diVQ [XI,XQ] = £X1diVQ X2 — £X2diVQ Xl.

Demostracion. Los resultados se siguen de los siguientes calculos:

1. diva(X1 +cX2) - Q= Lx,+ex,2 = Lx, 0+ ¢ Lx, 2 = (divg X1 + ¢ divg X2) - Q.
2.divea X1 - fQ=Lx,(fQ) =Lx, f-Q+ [ - Lx,Q=(Lx,|f|+divg X1) - fQ.

3. Usando que ix, (df AQ) =ix,df - Q —df ANix,Q =0, se tiene que

divo(fX;)-Q = Lix,Q = digx,Q = df Nix,Q+ f-dix,Q = ix, df - Q4+ f-dix,Q
= ,Cle'Q—Ff'[,XlQ = (Ele+f~diVQX1)-Q.

4. Como Lix, x,] = [Lx;,Lx,], se tiene que

divo [X1, Xo] - = L, x,)Q = Lx,(Lx,2) — Lx,(Lx, )
= EXl (leQ XQ . Q) — ﬁXz(diVQ X1 . Q)
== (ﬁdeiVQXQ —ﬁXZdiVQ Xl) - Q.
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Campo Modular. A partir de este momento y hasta finalizar este capitulo se supondra que
(M,11,2) es una variedad de Poisson orientable con forma de volimen 2 € Q7. Bajo estas
hipétesis surge la siguiente interrogante: ;Existe una forma de volimen 2 invariante bajo el
flujo de cualquier campo Hamiltoniano?. Responder lo anterior es la motivacién de este y los
apartados restantes.

Proposicién 3.2.2. Sea (M,I1,Q) una variedad de Poisson con forma de volimen Q. Para
cada f € C3;, la aplicacion f i+ divg Xy es una derivacion.

Demostracion. Sean f1, fo € Cfy. Luego, usando el Lema 3.2.1 se tiene que
fi1- fo — divg Xpf = diVQ(fQXfl) + diVQ(lefz)

= fo-divaXp +Lx, fo+ fi-divaXp + Lx, fi
= fQ‘diVQXfl +f1‘diVQXf2

g

La proposicién anterior implica que la aplicacién f + divg X define un campo vectorial al
que denotaremos por Z € Xjps. Notemos que el campo vectorial Z depende de la forma de
volumen y la estructura de Poisson fijados.

Definicion 3.2.3. El campo vectorial Z = Zl%2 € Xy se llama campo modular de la
estructura de Poisson Il relativo a la forma de volimen 2.

Como se notd en lineas anteriores la definicién del campo modular depende de la eleccién de
la forma de volimen. Explicitamente, dadas f,g € C}; con f # 0, se tiene que

ZI®(g) = div g X, = divg X, + Lx,In|f]=divo Xy — Lx,, ;9= (Zit — X 11)(9),
por tanto,
Q
Zi = 7§ - X - (3.2.1)
Es decir, campos modulares relativos a formas de volumen distintas difieren sélo por un

campo Hamiltoniano.

Dos de las propiedades caracteristicas del campo modular Z son: Z € Poiss(M) y Z preserva
el volumen Q. En efecto, Z € Poiss(M): sean fi, fo € C53, luego

(LID)(df1,df2) = Lz(II(df1,df2)) —I(dLz f1,df2) — TI(df1,dLz fa)
= Lz {f, o} = {Lzf1, f2}" = {f1, Lz fo}"
= div Xy, o —{div Xp,, fo} = {f1, div Xp, )1
= diV[Xfl,Xf2]+£Xf2 diVXfl—EXfl diVXf2
= 0.
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Ahora, L7 = 0: para mostrar que Z preserva el volimen 2 primero se probara que
iz = LS.
Para lo anterior se utilizaran las siguientes igualdades,

0=ix(dfAQ)=Lxf - Q—df NixQ, VX eEXy.
0=in(df AQ)=df NinQ —ix,Q, ¥ feC5.

Con lo anterior se tiene que

df NigQ) = ,sz‘Q:diVQXf-QZﬁXfQ:difo
= d(df NigQ) = —df AdingQ2 = df A Lk,

es decir, df A (izQ — LnQ) = 0 para toda f € C§y. Por tanto, es iz — L = 0. Asi,

L0 =dizQ = dLpQ = —d(dinQ) = 0.

Por otro lado, notemos que por ser Z un campo de Poisson es [Z, Xf] = X, = Xaiv x;,
para toda f € Cf%;.

Proposicién 3.2.4. En cada variedad de Poisson reqular (M,11,9), si Z denota el campo
modular de I1, entonces Z € T'D.

Demostracion. Supéngase que D' es una distribucién k-dimensional. Por ser (D1)° ~ Z1

DIl
se tiene que X € I'DY si y sélo si ixa = 0, para toda a € (D)°. Por otro lado, para cada
p € M, localmente (DH); = Spang {d, fi,...,dpfm—r} con fi,..., frm—k funciones de Casimir
de la estructura de Poisson II. Asi, dado o € (D™)° arbitrario es

iza=iz(g'df;) =g'Lsfi=g'divXy, =0, (i=1,....,m—k)
O

Clase Modular. Como se mostro en lineas anteriores cada campo modular Z es un 1-cociclo
de la estructura de Poisson 11, lo cual permite formular la siguiente definicion.

Definicion 3.2.5. Se llama clase modular de la estructura de Poisson II a la clase de
cohomologia de Poisson

My = 12) = [Z11] € 3 (M).

Notemos que la definicién de la clase modular es independiente de la forma de volimen
elegida, esto como consecuencia de (3.2.1).

A continuacién el siguiente teorema da respuesta a la interrogante propuesta de manera
previa a la definicién de campo modular.
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Teorema 3.2.6. Una wvariedad de Poisson orientable, (M,1I, (2), admite una forma de
volimen 0 € QY tal que el campo modular relativo a ella es nulo, Zﬂl =0, si y solo si
la clase modular de la estructura de Poisson I es trivial, M% =0.

Demostracion. Necesidad: Si se supone que existe €} tal que Zg = 0, es inmediato que

ML =o0.

Suficiencia: Supéngase M?/[ = 0~. Notemos que la hipotesis implica que Zg = X para alguna
f € Cfy. Asi, definiendo Q2 = ef Q) se tiene que

78 = 289 = 78§ — Xpn o = X5 — Xy =0,

Por tanto, = ef Q es la forma de volimen deseada.
O

Como el teorema anterior se traduce en decir que Zg = 0 si y sélo si 2 es invariante bajo el
flujo de todo campo Hamiltoniano, la clase modular MIJEI se interpreta como una medida de
la obstruccién a la existencia de una forma de volimen en (M, II,Q)) invariante bajo el flujo
de todo campo Hamiltoniano.

Definicién 3.2.7. Una variedad de Poisson (M,11,9) se llama unimodular si MY, = 0.

En términos de la definicion anterior el Teorema 3.2.6 se traduce como: una variedad
(M, 11, ©2) admite una forma de volimen invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano
si y sOlo si es una variedad unimodular.

Nota 3.2.8. Notemos que en la definicién anterior el término “unimodular” hace referencia a
una propiedad de la variedad. Sin embargo, también es valido hacer uso de este término para
referirse a una propiedad de la estructura de Poisson II. Esto encuentra justificacién en el
hecho de que si se considera la restriccién de la estructura II a una familia de abiertos en la
variedad, aunque formalmente son estructuras distintas, en esencia provienen de un bivector
de Poisson fijo y por tanto la propiedad de que un abierto sea una variedad unimodular con la
estructura de Poisson inducida se puede considerar como una propiedad del tensor de Poisson
I1.

Caso Codimensién Uno. En lo que resta de esta seccién se asumird que (M,II, ) es tal
que DM es una distribucién de codimensién uno transversalmente orientable con w € Qzl\/[ y
o € O3, una 1-forma y 2-forma de defincién de D respectivamente.

Por lo visto en pérrafos anteriores es dw = § Aw y do = ¥ A w, para algunas 6 € Q}, y
RS Q%w Se mantendran en el presente apartado estas notaciones.
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Proposicién 3.2.9. Sea o una 2-forma de definicion de D. Entonces,

1. Un campo vectorial X € Xp; es Hamiltoniano, con funcién Hamiltoniana f € C%f, siy
solo si ixo = —df médd Illjn.

2. M (ixo) = —X para toda X € D

Notemos que por ser D! una distribucién de codimensién uno debe ser m = dim M = 2n+1,
para algin n € N. Se denotard ¢ := o A---A 0. Con esto, la n-forma

a—veces
Q07 i=wAd" (3.2.2)

es una forma de volimen en M. Y ademsds, si o € Q}W es tal que a A o™ € Ig}{l, entonces
a = gw para alguna g € C§y.

Proposicién 3.2.10. Sea (M,1II) una variedad de Poisson (2n + 1)-dimensional orientable,
con forma de volimen Q“° definida en (3.2.2), tal que D' es una distribucion de codimension
uno y transversalmente orientable. Entonces, el campo modular Z = Z%w’o satisface

izo =0 méd I,
donde 0 € Q}W es tal que dw = 0 A w. Siendo w una 1-forma de definicion de D

Demostracion. Sea f € C33. Primero, como ixo" = n ixo A o™ para todo X € Xy,
usando la Proposicién 3.2.9 se tiene que ix, 0" = —n df A o™~ 1. Ademds, como ix,w =0,
do" =ndoAo™tywAdo =0, es
Lx, 07 =dix,(wA0") = ndlwAdfA o™ h
= ndwAdfAe™t
= nOAwAdf AL

Luego, df A izQ%% = izdf - Q%7 = divguwe Xf - Q7 = Lx Q7 = —ndf AwAOA o1

Ahora, por ser Z € I'D' es

iz =iz(wAo"™)=—nwAigo A o1

de lo cual se sigue que

df NigQ¥? = —ndf AwAhigo Ao L =—ndf AwAOAG L, vV felfy
<~
df N(wAizoAo™ L —wAOA0™ 1) =0, vV fely
=
WA (izo—0) Aot =0.

Por lo que, (izo —0) Ao™ ! e IZD?{l. En consecuencia, izo — 6 = gw para alguna g € C§y.
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De las proposiciones anteriores se desprende el siguiente teorema que es el principal resultado
de esta seccion.

Teorema 3.2.11. Sea (M,II) una variedad de Poisson orientable tal que D' es una
distribucion de codimension uno y transversalmente orientable. Entonces, (M,II) es una
variedad de Poisson unimodular st y solo st la primera clase caracteristica es trivial, Cll)H = 0.

Demostracion. Sea w € Q% una 1-forma de definicién de DU tal que dw = §Aw y o € O3, una

2-forma de definicién de D'. Por el Lema 2.3.5 se tiene que CL;; = 0 si y sélo si 6 = gw + df,

D
para algunas f, g € C};. Por tanto, tomando f = —f, se tiene que

izo=0 médIpn <<= izo=—df médILn <<= Z=X; = M =0
O

Es consecuencia inmedia de la Nota 2.3.8 el siguiente criterio para determinar si una variedad
de Poisson no es unimodular.

Criterio 3.2.12. Sea (M,II1,Q) una variedad de Poisson orientable tal que D es una
distribucion de codimension uno. Si la clase de Godbillon-Vey no es trivial entonces M no es
una variedad de Poisson unimodular.

Ejemplo 3.2.13. La variedad M = R3\ {Plano-z175} U {Plano-z1x3} con la estructura de
Poisson II = z9x3 0, A Oz, es una variedad unimodular. Lo anterior consecuencia de lo visto
en el Ejemplo 2.3.7.

o

Formas de Volimen Invariantes (Algoritmo). Sea (M,IL Q) una variedad de Poisson
orientable con dimM = 2n + 1, n € N. Notemos que los Teoremas 2.3.6, 3.2.11 y 3.2.6
proporcionan la siguiente cadena de implicaciones:

D' admite un factor integrante m € O3 <= le)n =0
o _
— M;;=0
Q_ 2n41
<= Zj; = 0 para alguna Q € Q377"

Las demostraciones de estas implicaciones permiten construir el siguiente algoritmo: sean
we Ql yoe Q% una 1-forma y una 2-forma de definicién de la distribucién DI, Por ser
C%H y Mg\l/[ independientes de la forma de volumen fijada, se tomara §2 = Q.
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Sea m € Cf; un factor integrante para DU La demostracién del Teorema 2.3.6 muestra que
Con =0 siysélosi 6= gw+d(In|m|), para alguna g € C3}.
Ahora, la demostracién del Teorema 3.2.11 dice que lo anterior equivale a que,

. es 237 :Xln’i"

m

tomando f=1In ‘%

Finalmente, por la demostracién del Teorema 3.2.6 se tiene que,

1
definiendo 2 := eln‘m‘ QU7 =L.0U0 es ZE =0,

es decir, Q = (1/m)Q“7 es la forma de volimen invariante buscada. El algoritmo anterior se
resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.14. Sea (M,II, ﬁ) una variedad de Poisson orientable con forma de
volimen Q y tal que DY es una distribucion de codimension uno y transversalmente orientable.
Sim € C}f es un factor integrante para D, entonces la forma de volimen Q := (1/m)Q es
invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano. Reciprocamente, si f € C3y, f # 0, es
tal que Q) := f§~2 es invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano, entonces 1/f es un
factor integrante para DI

De manera local se puede dar un criterio en términos de los campos Hamiltonianos asociados
a las funciones coordenadas locales para determinar si una variedad de Poisson unimodular.

Criterio 3.2.15. Una wvariedad de Poisson orientable (M,Hjﬁ) es unimodular st y soélo
admite una forma de volimen § tal que para cada carta (U, ) en M, con coordenadas locales
{z1,..., 2}, cumple que Lx, =0, para todoi=1,...,n.

Ejemplo 3.2.16. Consideremos la variedad de Poisson orientable M = R?\ {Plano-z;z5} U
{NPlano—acla;g}, con la estructura de Poisson II = wx9x30,, A O, y forma de volimen
Q = dat Ada? Ada?.

Como se mostré en el Ejemplo 2.3.7 la funcién m = J:ng es un factor integrante para la
distribucién DM, por lo que, acorde a la Proposicién 3.2.14 la forma de voltimen

O=L10=-Ldz' Ada? A da?, (3.2.3)

mgm%

1
m

es invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano. Para mostrar esto ultimo se utilizara el
criterio anterior. Se tiene que

X:Jc1 = o3 &Tz.
}(xg == —ar2x349x1
X, = 0.
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Luego,

Lx, Q=diy, Q= —d(é dat A dx3) . (axs(i) dx3) Adz! Adz® = 0.

z3
Lx,,Q=dix, Q= —d(xig da? A dx?’) _ (am(%) dx3) Adz? A da? = 0.
Lx, Q=0

Por lo tanto, 2 definida en (3.2.3) es una forma de volimen invariante bajo el flujo de todo
campo Hamiltoniano.
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Capitulo 4

Operador Traza

En este capitulo se generaliza lo presentado en el Capitulo 3 haciendo uso del operador
introducido por Koszul en [11] para variedades orientables. Se presentan propiedades
generales de este operador y las ventajas de utilizarlo en variedades de Poisson orientables,
especificamente, para el estudio de campos mudulares.

4.1. Definiciéon y Propiedades

Una variedad orientable es un par (M, 2) donde M es una variedad m-dimensional y €
una forma diferencial en M de grado maximo que es no-degenerada: Q € €} tal que € # 0
en M.

En toda variedad orientable (M, ) la insercién de multivectores en formas diferenciales
induce el siguiente isomorfismo C'§z-lineal

p=pa: Xy — U
A s (A) = iaQ (4.1.1)

Para cada o € Q%,, la inversa de este isomorfismo se define por
go_lzgps_)l: QY — Xy - (4.1.2)
-1 . y .
a — o H(a) =i,0

con O € xi; el m-vector dual de €2, esto es, in© = igQ2 = 1.

Es claro que el isomorfismo (4.1.2) depende de la forma de volimen fijada,
concretamente, puesto que dos formas de volimen difieren por una funcién suave f # 0,
es

vra=Ff-va ¥  $¥rh=7% %a"

En efecto, pra(A) =ia(fQ) = f-iaQ = f-pa(A), para toda A € x§,. La segunda igualdad
se demuestra de manera andlga utilizando que si 2 = fQ, entonces © = (1/f) ©. Ademés,
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directamente de las definiciones se siguen las siguientes igualdades

@(ANB) =iap(B) = (-1)"igp(A) v ¢ HaAB) =iap 1(B) = (—1)"igp ! (a),

para cualesquier A € x§,, B € X?w vyaeQt Be Ql]’\/[.

Definicién 4.1.1. Sea (M,Y) una variedad orientable. Se llama operador traza (relativo a
la forma de volumen ) al operador R-lineal definido por

D =Dgq :z(ps_)lodogpg: X?W—>X(]1\J_17

es decir, como el pullback bajo el ismorfismo (4.1.2) de la diferencial exterior para formas,
d: 0%, — Qsrt

Si A es un a-vector en M, al multivector D(A) € X‘ﬂl se le llama la traza de A. La
definicién anterior se puede reformular en la siguiente forma equivalente: para cada a-vector
Aen M, la traza de A es el inico (a — 1)-vector Dg(A) tal que

L@Q(A)Q =dis0.

Es claro que la definicién del operador traza depende de la forma de volimen fijada. Si
Q=fQ,con feC}yf#0,esotra forma de volimen en M, entonces

DfQ:‘DQ+%£df. (4.1.3)

En efecto, para cada a-vector A en M, por definicién de operador traza y utilizando las
propiedades del isomorfismo (4.1.2) se tiene que

(Dra—Da)(4) = (pg' opa)(Dral4) —Da(A)) = ¢o'(§dia(f Q) — dia®)
= o (d(In[f]) A iaQ) = iqan P ((aQ)
= lamHA

Una primera consecuencia es que el operador traza resulta ser un operador de homologia
y esta caracteristica es independiente de la eleccion de la forma de volimen. Esto es producto
de la propiedad de cuadrado cero de la diferencial exterior para formas.

Proposicién 4.1.2. En toda variedad orientable el operador traza es un operador de
cofrontera, es decir,

D2=DoD=0

Demostracion. Sea (M, ) una variedad orientable. Por definicién de operador traza se tiene
que

D2 = DoD = ((p*lodocp)o((pflodocp) = (pflod2o<p = 0.
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La proposicién anterior implica que en cualquier variedad contractible el operador D
define una sucesion exracta dada por

.Lx?\/l—D)X;jl 2, 2 C]C\’/IOL){O}.

Asi, en cualquier variedad simplemente conexa cada a-vector A con traza cero, es un

multivector D-ezacto, es decir, es A = D(ﬁ) para algun Ae X‘Jl\jl.

Antes de continuar con el tratamiento y la exploraciéon de las propiedades algebraicas
del operador traza es importante subrayar que se puede pensar a Dg como una generalizacion
del operador divergencia para campos vectoriales en variedades orientables. En efecto, para
cada campo vectorial X en M, se tiene que ip(x)2 = dixQ = LxQ = divaX - Q = iqgivgx (2,
es decir,

DQ(X) =divgX, X € X,,.

Proposicién 4.1.3. El operador traza cumple que:
1. D(f) =0, para toda f € C35.
2. D(AAB) =D(A)AB+ (-1)*AAD(B) + (-1)**1[A, B].
3. D([A, B]) = [D(A), B] + (-1)*1[A, D(B)].

para cualesquier A € x4, y B € Xl]’\/[.

Demostracion. Sea (M, $2) una variedad orientable con forma de volimen (.

1. Para toda funcién suave f en M se tiene que

D(f) = (¢ odop)(f) = ¢ HA(fQ) = ¢7'(0) = 0
2. Por definicién del corchete de Schouten-Nijenhuis, se tiene que
itap) = llia.dig] = (iad—(-1)"dia)ip — (=1)@Dig(iad — (~1)*dia)
= iqdip — (=1)%igip — (=1)@ Vb giad 4 (=1) @D 54y,
luego,
iapQ = iadipQ— (—1)"disipQ+ (—1) D ipdisQ

= iaipp)t — (—=1)"ipanp) + (—1)(a_l)bJraiBi?D(A)Q

= (lannB) — (=1)"ipanp) + (—=1)"ipaya)$2-
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Asi, [A,B] = AAND(B) — (-1)*D(AA B) + (—1)*D(A) A B, con lo cual
D(AAB)=D(A)AB+ (—1)*AAD(B) + (-1)**[A, B].

3. Usando el resultado anterior, se tiene que

D([A,B]) = DAAD(B)) - (~1)*D2(AA B
= D(A)AD(B) + (- 1)“A/\®2(B
(—1)*D*(A) A B+ (=1)** ' D(

[D(A), B] + (- )“H[[A D(B)].

)+ (=1)*D(D(A) A B))
+(= )““[[A D(B)]
A) ND(B) + (-1)*'[D(4), B]

_l’_

0

En la proposicién anterior el punto 1 nos dice que D no es una derivacién del producto
exterior para multivectores, sin embargo, una consecuencia importante de este punto es el
poder escribir en una variedad orientable el corchete de Schouten-Nijenhuis en términos del
operador traza. En contraste el punto 2 asegura que el operador traza es una derivacion
(graduada) del corchete de Schouten-Nijuenhuis.

Corolario 4.1.4. En toda variedad orientable el operador traza es un generador del corchete
de Schouten-Nijuenhuis para multivectores:

[A,B] = AAND(B) + (—1)*D(A) A B+ (—1)*T'D(A A B),

para cualesquier A € x4, y B € Xl])\/[-

4.2. Campos Modulares y Operador Traza

Como se mostré en el Capitulo 3 la nocién de campo modular aparece de manera
natural en el contexto de las variedades de Poisson orientables. En ese mismo capitulo se
estudiaron ciertas propiedades de estos campos en un marco general. Afortunadamente,
como mostraremos en lineas siguientes, el operador traza permite describir a los campos
modulares de una manera mas operable y en cierta forma elegante.

Proposicién 4.2.1. Sea (M, Q) una variedad orientable. Un bivector Il € X3, es de Poisson
sty solo si

DIIATL) = 211 A D(II).
Demostracion. Sea I1 € x%,. Por el Corolario 4.1.4 es
[IL,II] = 21T A D(IT) — D(IT A TT).

Luego, el resultado se sigue por la Proposicién 1.3.5.
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0

Al depender el operador traza de la forma de volimen fijada se puede pensar que la
condiciéon para que un bivector en M sea un tensor de Poisson que enuncia la proposicién
anterior también depende de la forma de volimen. Por fortuna, veremos que esto no resulta
ser asi.

Lema 4.2.2. Sea M wuna variedad orientable y sean Q y Q dos formas de volimen en M.
Dado un bivector Il € X%\/[’ se cumple que

Do(II ATL) = 211 A Do (II) sty solo si Ds(IIATT) = 21T A Dg (1T).

Demostracion. Este lema se sigue de las siguientes implicaciones que son consecuencia de la
formula (4.1.3): Sean 2 y Q = fQ dos formas de voliimen en M, con f # 0. Luego,
DfQ(H/\H) =211 A @fQ(H)
e Do(IIAI) + Jiaf(IIATL) = 21T A (Do (IT) + § iafll)
<  Do(IIAII) =211 A Dg(II).

g

Las construcciones anteriores permiten definir a una variedad de Poisson orientable
como un triple (M,II, Q) donde M es una variedad diferencial, IT una estructura de Poisson
y  una forma de volimen en M.

Por otro lado, notemos que si se define el campo vectorial Z = —D(II) € X, entonces
para toda funcién suave f en M es

0 = D*(fI) = D(f D) — [f,11]) = D(f D(IT) + iayIT)
=[f, DAD] + D(Xy) = iayDI) + dive Xy
—Lzf +divg Xf

es decir, Lzf = divg Xy para toda f € Cf;. Lo anterior permite enunciar la siguiente

proposicién.

Proposicién 4.2.3. En cada variedad de Poisson orientable (M,11,Q) el campo vectorial
Z =7} = —Do(Il) € Xy,

es el campo modular de la estructura de Poisson 11 relativo a la forma de volimen Q.

La descripcién del campo modular como (menos) la traza del tensor de Poisson al cual

estd asociado resulta més cémodo de operar y algunas consecuencias de esto se presentan
a continuacién. Sea (M, II,2) una variedad de Poisson orientable.
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. Para cada funcién suave f en M no nula, f # 0, la férmula (4.1.3) permite calcular la

dependencia del campo modular respecto a las formas de volimen en la variedad:
Z{? = =Di(l) = —Do(IT) — %igs0T = Zf — + X;.

Lo que coincide con la fofrmula (3.2.1).

. La divergencia del campo modular es nula:

D(Z) = —D3*(II) = 0.

. El campo modular Z preserva el volimen 2:

L0=divgZ -Q=D(Z)-Q=0.

. El campo modular Z es un campo de Poisson: al ser II un tensor de Poisson satisface

que [II,II] = 0, teniendo asi que

0 = 3 D([IL,1]) = 3 [D), 1] - 3 [ILDAN] = [Z,1I] = LIL

. Silly y IIy son dos estructuras de Poisson en M tales que la suma Iy +115 es nuevamente

un bivector de Poisson, entonces el campo modular asociado a esta suma es

Z{, i, = —D(I + 1) = —=D(I;) — D(IL) = Zi}, + Z1j,.

Como se expuso en el Capitulo 1 el conjunto de campos Hamiltonianos en una

variedad diferencial, Ham(M), es un ideal en la subdlgebra de Lie de campos de Poisson,
Poiss(M). Por tanto, por ser todo campo modular un campo de Poisson, se tiene que
[Z,Xs] = Xyzp) = Xaivx, para toda f € Cfj. La siguiente proposicién generaliza esta
propiedad.

Proposicién 4.2.4. Sea (M,I1,Q) una variedad de Poisson orientable. Si Z es el campo
modular de la estructura de Poisson 11 relativo a la forma de volimen 2, entonces para cada
W € Poiss(M) se tiene que

[Z, W] = XdiVQW c Ham(M)

Demostracion. Sea (M,I1, Q) una variedad de Poisson orientable y sea W € Poiss(M ), que
por definicién significa que [W,II] = 0. Luego,

0=

D(w1]) = [DW), 1] + [W, DAD] = —iaepwyll — [D(I), W] = =Xaivgw + [Z, W].

g
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Transformacion de Campos Modulares. Como se mostré en parrafos anteriores el
campo modular de una estructura de Poisson en una variedad orientable depende de la
eleccién de una forma de volumen. La intencién de este apartado es estudiar la manera en
que se modifica este campo bajo la accidon de difeomorfismos en la variedad. Lo anterior
va ligado al estudio de la equivalencia entre estructuras de Poisson en una misma variedad
diferencial.

Sea (M,Q) una variedad orientable. Recordemos que si ¢ : M — M es un
difeomorfismo, entonces

P*QU=Jacop-Q, con Jaceo = Jacq . (4.2.1)
Ademss, si sucede que ¢*Q) = €, se dice que ¢ preserva volimen. Se tiene entonces que ¢

preserva voliimen si y sélo si Jac¢ = 1.

Lema 4.2.5. Sea (M, Q) una variedad orientable y sea pq el isomorfismo definido en (4.1.2).
Si¢: M — M es un difeomorfismo, entonces

P opg=Jace-pood” Yy pgq=Jaco- pq. (4.2.2)
Demostracion. Sea (M, 2) una variedad orientable. Para cualquier A € x4, se tiene que
(¢" 0 pa)(A) = ¢7iaQ = iga¢™Q = Jacd ig=aQ = (Jacg - pg o ¢")(A).
La segunda igualdad es consecuencia de la propiedad ¢y = f - v, para cualquier f € C};.

g

Es fécil ver también que

¢ opg! =Jaco Tl pglogt y  pulg=Jace ! pgl (4.2.3)

Lema 4.2.6. Sea (M,Q) una variedad orientable. Si ¢ : M — M es un difeomorfismo que
preserva volumen (Jacq ¢ = 1), entonces

¢* oD ="Dogp"

Demostracion. Sea (M, 2) una variedad orientable y ¢ : M — M un difeomorfismo tal que
Jacq ¢ = 1. Se sigue de (4.2.2), (4.2.3) y por conmutar el pull-back con la diferencial exterior
que

gf)*oDQ:qb*ogpélodogpgzspélodogogogb*:DQogb*,
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Consecuencia importante de la proposicién anterior es el siguiente resultado en torno al
comportamiento de los campos modulares bajo difeomorfismo que preservan voltimen.

Proposicién 4.2.7. Sean (M,I1,Q) una variedad de Poisson orientable y ZIS% el campo
modular asociado a la estructura 11 y relativo a la forma de volimen Q. Si ¢ : M — M
es un difeomorfismo que preserva volimen (Jacq ¢ = 1), entonces

"1t = Ziyy.
En particular, si ¢ es un difeomorfismo de Poisson (¢*I1 =11I) es gb*Z% = Zl%z.

Demostracion. Sea (M,II1,Q2) una variedad de Poisson orientable y ¢ : M — M un
difeomorfismo que preserva el voliumen ). Usando el Lema 4.2.6 y por definicién de campo
modular se tiene que

" Zit = —¢"(D(I) = =D(¢"I) = Zgi.
Si ademas ¢ es un difeomorfismo de Poisson es ¢*II = II por definicion.

O

A continuacién, un resultado un tanto mé&s general cuya demostracién utiliza técnicas
andlogas a las anteriores.

Proposicién 4.2.8. Sean (Mi,111,Q1) y (Ma,1,Q9) variedades de Poisson orientables.
Si ¢ : My — My es un difeomorfismo de Poisson (¢*Ils = II;) que preserva volimen
(¢*Qy = 1), entonces

Q1 x700
78 = 2%,



Capitulo 5

Estructuras de Poisson Homogéneas

En este capitulo se realiza un estudio en torno a las propiedades de los multivectores
y formas homogéneas en R™ con el fin de utilizar estas propiedades para realizar una
descomposiciéon y una parametrizacién de los tensores de Poisson homogéneos en R" en
términos de un campo vectorial y una forma diferencial.

5.1. Tensores y Formas Homogéneas

En el espacio R™ consideremos coordenadas globales {x1, ..., x,}. Recordemos que una
funcién continua f : R™ — R se dice ser homogénea de grado r € Z (o r-homogénea) si

f(Az) = X" f(x), (5.1.1)

para todo A >0y z € R™

Por el Teorema de Euler para funciones homogéneas lo anterior equivale a pedir que

Lpf=rf, (5.1.2)

donde F = z;0/0z; € Xgn denota el campo de Fuler en R", i =1,...,n. En lo que resta de
este trabajo E denotard el campo de Fuler.

Ya que los objetos con los que se trabajan en este texto pertenecen a la categoria C'°°, en
particular es f € Cg5, por practicidad la caracterizacién (5.1.2) es la que se utilizard en los
calculos siguientes. Ademds, serd 0; = 0/0x;.

Definicién 5.1.1. Un multivector A € Xgn se dice T-homogéneo si cada funcion coordenada
AMtaes una funcion r-homogénea, siendo A =1/al A" ;) N--- N\ 0O;,.

Definicién 5.1.2. Una forma diferencial o € Qf, se dice r-homogénea si cada funcion
coordenada o, ;. es una funcion r-homogénea, siendo o = 1/al oy 4, dx™ A - Ada'e.
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Directamente de las definiciones anteriores se desprende la siguiente caracterizacion de
los multivectores y formas homogéneas en R” en términos del campo de Euler.

Proposicién 5.1.3. Sean A € Xjn y o € Q. Si E € Xpn denota al campo de FEuler,
entonces

1. A es un a-vector r-homogéneo si y sélo si [E, A] = (r —a) A.
2. « es una a-forma r-homogénea si y sélo si Lpa = (r + a) a.

Demostracion. En R™ sea E el campo de Euler. Para demostrar el punto 1 tomemos un
multivector A € 7, con expresién local A = A" 9;) \-+-AD;, € Xgn, 1 i1 <+ <ig <.

1. Usando que Lgd; = —0;, se tiene

[[E,A]] = LA . A@ia —G—Ail'"ia EE(&I VANEEIVA 87,&)

ANy, AN 9 N ANLED;, Ao ANy,
SAN 81',1 —qAhta 81'1 VANREIWAN @-a
EA 8ia —aA.
Luego, [E, A] = (r —a) A si y sélo si
(ﬁEA“Z“) 8¢1 VANCIERWAN &ia = Altla 8¢1 VANCIERWAN (%a,
lo cual equivale a que
LEAil...ia — rAil...ia,

es decir, si y sélo si cada A" es una funcién r-homogénea.

2. Usando que Lgdz’ = da’, la demostracién es totalmente andloga a la anterior.

Notemos que la propieded de ser homogéneo determina subespacios con una
Z-bigraduacién en el espacio de multivectores y formas en R"™. De manera explicita se definen
estos subespacios por

Xﬁgﬁr) = {A € x§n | A es r-homogéneo} C xfn,
Qﬁsﬁr) = {ae O ‘ o es r-homogénea} C Qfn.

Se denotaran por

= @@ og” oy o= @ o

a,r€Z a,r€Z
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Ciertamente estos subespacios no son Cg-médulos pero si subespacios vectoriales. En
consecuencia, los pares (xHo™, A) y (QH™ A) heredan la estructura de algebra (exterior)
en las cuales los respectivos productos presentan el siguiente comportamiento con respecto a
la bigraduacién

peAe ) @) e gl glen) L glessenin)

(a,r1) (a2,r2)

En efecto, dados A € xpn 'y Ae Xpn  , Se tiene que

[[E’A/\A]] - HE’AHAE+AAHE72H = (Tl_al)A/\g‘i_A/\(TQ—CLQ)g
= ((r1+m) — (a1 +az)) AN A.

Luego, la afirmacién se sigue de la Proposicién 5.1.3. Andlogamente, para cualesquiera o €
Qﬁlﬁ’m yae ng’m), se tiene que

Lplaha) = Lpaha+aALpa = (rmt+a)aAha+al(rg+az)a
= ((rm+mr)+(a1+a2)) ana.

En las siguientes proposiciones se presenta el comportamiento de algunos operadores

definidos en los CR7-médulos de multivectores y formas en R™ restringidos a X%Sm y Q]%Sm.

Proposicion 5.1.4. En R" el corchete de Schouten-Nijenhuis y el operador traza restringidos

a la subdlgebra X%ﬁm presentan el siguiente comportamiento

Lo xoyloara) g lataestndro=l) g leen) ol tn =),

Demostracion. Esta demostracién se argumentard en base a la Proposiciéon 5.1.3. Sean
((1177‘1) (a27T2)

A € Xpn y A € Xgn . Primero, por la identidad de Jacobi para el corchete de
Schouten-Nijenhuis se tiene que

[[E’ [[Av ‘ZM = ME’ A]]vg]] + [[Av [[Ev g]]]] = [[(Tl —ap) A?‘Z]] + [[Av (r2 — az) g]]

= ((7“1 +1r9 — 1) — (a1+a2 —1))[[A,A]].
Por otro lado, ya que por hipétesis es [E, A] = (r1 —a1) A y por ser D(E) = n = dimR", se
tiene que
(r1—a1)D(A) = @([[E,A]]) = [[D(E)vAH + [[EvD(A)]] = [[E7D(A)H’
es decir,

[E,D(A)] = ((r1 =1) = (a1 = 1)) D(A).
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En general, la derivada de Lie y la insercién de un campo vectorial en una forma
homogénea no dan como resultado una forma homogénea a no ser que el campo vectorial sea
también homogéneo.

Proposicién 5.1.5. En R” la diferencial exterior, la insercion y la derivada de Lie por un

campo vectorial s-homogéneo X restringidos a X%Sm presentan el siguiente comportamiento

g — oY, ix QD et
EX . Q]ggr;’r‘) SN Q]ggy;r_‘_s_l).

Demostracion. Esta demostracién se argumentara en base a la Proposicion 5.1.3. Sean a €

Ql(g,{r) y X € X]g,;s). Luego, como la derivada de Lie conmuta con la diferencial exterior se
tiene que

Lp(da)=dLga=d((r+a)a)=((r—1)+ (a+1))da.
Por otro lado,
Lp(ixa) =ipxa+ixLlpa=isyxa+ix(r+a)a)=(r+s)+(a—1))ixa
Finalmente, usando lo demostrado previamente, se sigue por la férmula de Cartan que

Lp(Lxa)=Lp(dixa+ixda)=((r+s—1)+a)Lxa.

O
! a0
Corolario 5.1.6. Sean A € Xﬁ;{r) y o€ Q]ggn’r ). Entonces,
igA € ylaairtr) e iqo € QU+
Demostracion. Por una parte, si Xi,...,X; € Xgr son campos si,...,Sr homogéneos

. / 7’
respectivamente y o € Q%, una forma r’-homogénea, entonces

. . . (a/ =k, +s14-+sk)
EX A AXR O = Lxy - ixp 0 € Qpn .

. 1, . . .
Por otro lado, sin € Q]%ns) y X € Xgn es un campo r-homogéneo, entonces i, X es una funcién
(r+s)-homogénea, esto porque i, X = ixn. Ahora, si X1,..., X, € Xgn son campos r1,...,7q
homogéneos respectivamente, como

a
(X1 A AXe) =D (D)X A A X A A X,
=1



Estructuras de Poisson Homogéneas 57

. . —1r14-+ra L ,
se tiene que in(X1 A--- AN X,) € Xﬁsn ritetrats) gy consecuencia, si A € X]ggnr), entonces

. a—1,r+s p /. . , .
LnA S X]%n + ). Aun maés, si 71, ..., M son 1-formas s1, ..., sy homogéneas respectivamente,
entonces

. . . (a—k,r+sl+~~~+sk)
Lm/\-"/\ch =ty "'LnkA € Xgn :

Ya que todo lo anterior fue realizado en términos de multivectores y formas descomponibles
se tiene el resultado del corolario.

g

Caso r > 0. En lo que resta de esta seccion se asumird que el grado de homogeneidad de los
multivectores y formas diferenciales es no-negativo. Notemos que en este caso, por definicién,
una funcién 0-homogénea es una funcién constante. En efecto, de (5.1.1) se sigue que si
r =0, es f(x) = f(0) para todo x € R™.

Proposicién 5.1.7. Si f € Cg5 es una una funcion r-homogénea (r > 0), entonces f es un
polinomio homogéneo de grado .

Demostracion. Sea f € Cg5 r-homogénea. Por la Proposiciéon 5.1.5 es df € QI(RIT’LT*D,
lo que por definicién de 1-forma homogénea, quiere decir que cada 0;, f es una funcién
(r — 1)-homogénea para cada i; = 1,...,n.

Definamos para cada indice ¢; la funcién f;; := 0; f, la cual vimos es una funcién
(r — 1)-homogénea. Nuevamente, por la Proposicién 5.1.5 es df;, € Qﬁgfﬂ), lo que quiere
decir que cada 0;, f;; es una funcién (r — 2)-homogénea para cada ia = 1,...,n. Pero, por

construccion es 0y, fi, = 0;,0;, f = Bfﬂ [+ 1o que significa que todas las segundas derivadas

parciales de f son funciones homogéneas de grado (r — 2).

Anélogamente, si definimos para cada indice i1, la funcién fi,;, = 0;, fi, se concluye que
e _ 93 . _ . )

cada Oy, firiy = 0;;,;, [ es una funcién (r — 3)-homogénea, es decir, que todas las terceras

derivadas parciales de f son funciones homogéneas de grado (r — 3).

Iterando el proceso anterior se obtiene que todas las derivadas parciales de f de orden r son
funciones homogéneas de grado cero (constantes). Esto implica que f es un polinomio de
grado menor o igual a r, pero (5.1.1) permite concluir que el grado es prescisamente 7.

g

En palabras, la proposiciéon anterior dice que para el caso r > 0, en la categoria C*°, las
nociones de “funcién homogénea” y “polinomio homogéneo” son indistintas y que el grado
de homogeneidad de la funcién coincide con el grado usual de un polinomio homogéneo. Por
tanto, en lo que resta de este texto utilizaremos solamente polinomios homogéneos.
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Proposicion 5.1.8. Sea f un polinomio r-homogéneo en R™, con r > 1. Entonces, df =0
sty solo si f =0.

Demostracion. Sea f un polinomio r-homogéneo con r > 1. Por hipétesis, es df € Ql(le_l).

Ahora, como df = 0 si y sélo si f = constante, por ser r > 1, lo anterior equivale a que
f = 0. Esto porque todo polinomio homogéneo de grado positivo se anula al ser valuado en
el origen de coordenadas.

0

5.2. Teorema de Descomposicién

Considérese la variedad de Poisson (R",II). Se dice que una estructura de Poisson
en R™ es r-homogénea, si el bivector Il es r-homogéneo. En lo que resta de este capitulo
se asumird que r > 0 y se fijard a  como la forma de volimen estdndar en R",
Q =dz' A--- Ada". Ademés, E denotard al campo de Euler en R salvo que se indique lo
contrario.

Es importante explicar porque en el desarrollo del texto a partir de este momento
utilizaremos solamente la forma de volimen estandar en R™: por definicién la forma
de volimen Q = dz' A --- A dz” es una forma 0-homogénea. Asi, dado un multivector
r-homogéneo A, es i) una forma r-homogénea.

Ahora, ya que dos formas de volimen difieren por una funcién suave f no nula, Q= Q.
para que i4€) sea una forma homogénea debe ser f una funcién homogénea. Pero todas las
funciones homogéneas, salvo las constantes, se anulan al menos en el origen de coordenas.
Asi, tiene que ser f = constante. Por tanto, sin pérdida de generalidad, se puede asumir f = 1.

Antes de proceder a demostrar el resultado principal de esta seccién presentamos
algunas consideraciones técnicas que permitirdn argumentar cuestiones de unicidad en este
resultado.

Lema 5.2.1. Sea X € Xgn un campo vectorial r-homogéneo. Si el bivector de Poisson X NE
es de traza nula, D(E N X) =0, entonces es idénticamente cero.

Demostracion. Sea X un campo vectorial r-homogéneo en R™ y E el campo de Euler. Un
sencillo calculo muestra que [XAE, X AE] = 0, es decir, X AE es siempre un tensor de Poisson.
Ahora, supéngase que X A E es un bivector de Poisson con traza cero, luego
0=DEANX) = DEYANX -EANDX)+[E,X]
= nX—-divX -E+(r—1)X, (5.2.1)
con lo cual es X =1/(n+r —1) divX - E. En consecuencia,

XANE = ;o divX-EAE = 0.
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Corolario 5.2.2. 5i X € Xgn es un campo r-homogéneo con divergencia cero, entonces para
n>2es

XANE=0 siysolosi X =0.

Demostracion. Sea X un campo r-homogéneo en R™ tal que div X =0, conn > 1. Si X =0,
el resultado de este corolario es trivial.

Ahora, si X AE =0y divX = 0 se sigue de (5.2.1) que (n+r —1) X = 0. Por tanto, ya que
n>1 e X =0.

g

A continuacién presentamos el teorema principal de esta seccién seguido de ciertas
observaciones que nos permitirdn dar respuesta al planteamiento reciproco de este resultado.
Senalamos que para la demostracién del siguiente teorema se usaran fuertemente las
propiedades del operador traza y de los multivectores y formas diferenciales homogéneas en
R™ estudiadas en el Capitulo 4 y en la Seccién 5,1 respectivamente.

Teorema 5.2.3 (Descomposicién). Sea II un tensor de Poisson r-homogéneo en (R™, Q).
FEntonces, II admite una inica descomposicion

=1+ 7= ZAE,
donde
1. 0 es una (n — 3)-forma (r + 1)-homogénea.
2. Z un campo vectorial (r — 1)-homogéneo con divergencia cero.
3. Iy es el bivector r-homogéneo definido por i) = db.

Aqui Q) denota la forma de volumen estdndar en R™ y E el campo de Euler.

Demostracion. Sea II un tensor de Poisson r-homogéneo en R™. Utilizando las propiedades
del operador traza se tiene que

DEANTT) =D(E)YANTI—EAD) + [E, ] =nll— EAD) + (r —2)11,
con lo cual es

= ——(DEAN)-DINAE).

Lo primero que se ha obtenido es una descomposicién del tensor de Poisson como suma de
dos bivectores. La manera particular en la que se han construido estos bivectores permite
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parametrizarlos por medio de una forma diferencial y un campo vectorial en la manera
siguiente: sean

Iy = DEAN)EXE v  Z=-D) € Xgn

1
n4r—2

con 0 = 1/(n+7r—2)ipanQ € QL.>. Asi, la descomposicién del tensor de Poisson II se
expresa por

II = Hg—l— Z/\E

Claramente 6 es una (n — 3)-forma (r + 1)-homogénea y Z un campo vectorial
(r — 1)-homogéneo.

Notemos que por construccién de Iy y de Z se tiene D(Ilp) = divZ = 0. Estas propiedades
son claves para mostrar que la descomposicion del tensor de Poisson es tnica: supongamos
que IT admite otra descomposicién

N=1G+ == Z/\E
luego
H§+n+T 2Z/\E H9+n+r 5 ZNE,
es decir,
Iy -1y = n+T2(Z Z)NE.

Ahora, el miembro izquierdo en la igualdad anterior es un bivector en R™ con traza cero,
por lo que el bivector del lado derecho de la igualdad también lo es y por el Lema 5.2.1 es
(Z —Z)NE = 0. De esto se desprende que Iz = Ilp y por el Corolario 5.2.2 que Z = Z al

ser Z — Z un campo vectorial con divergencia cero.

g

A continuacién mostramos algunas propiedades y relaciones que cumplen los objetos
involucrados en la descomposicién de un tensor de Poisson II en R™ dados por el teorema
precedente: 6, Z, [l y Z N E.

a) Por construccion el campo vectorial Z = —D(II) es el campo modular de la estructura de
Poisson II relativo a la forma de volumen estandar en R™.

b) El campo vectorial Z preserva el bivector Ily:

£ZH9 = [[ZaHQ]] = [[Z,H
= _n+i72 ([sz]/\E“‘Z/\[Z,E]) =
= 0.

nH s ZANE] = [[Z,H]]—ﬁ[[Z,Z/\E]]

ZNZ

n+r 2
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¢) Se cumple que [IIp, ITp] = 227 7 A Tly:

n+r—2
[o,Ig] = [LI] ~ 25 [ILZAE]+ 52 [Z A E, Z N E]
= -2 2[[H Z/\E]] = —ﬁ([{ﬂ,Z]}AE—ZAﬂH,E]])
= n(f;_’"; Z ATl
d) La forma diferencial  cumple que i, = df e i = 0:
i, Q= = in(EAm = s dipan? =40 e ipl = ;= ipipAn = 0.

Proposiciéon 5.2.4. Sea Il un tensor de Poisson r-homogéneo en R™. Para la descomposicion
de este tensor de Poisson dada por el Teorema 5.2.3,

I = H9—|— Z/\E

se cumple que

1. ZNE es siempre un tensor de Poisson. Si ademds es de traza cero, entonces (R™, 11, Q)
es una variedad de Poisson unimodular.

2. Iy es un bivector de Poisson sty solor =2 ¢ izdfd = 0.
3. [y, Z N E] =0 si y solo si Iy es un bivector de Poisson.

Demostracion. Sea II un tensor de Poisson r-homogéneo en R™ y consideremos la
descomposicién de este tensor dada por el Teorema 5.2.3.

1. Realizando cdlculos directos se comprueba que es [Z A E,Z A E] = 0. Ademés, por el
Corolario 5.2.2 el bivector Z A E es de traza cero si y sélo si el campo modular Z es nulo, lo
que implica que la variedad de Poisson (R",II, §2) es unimodular.
2. Por el inciso ¢) en las observaciones previas a esta proposicion, se tiene que

HHQ,HQ]]:O <— (Q—T)Z/\HQZO — r=2 6 ZANIl=0.

Pero, Z N1lg = 0 si y sblo si izam,2 = izdf = 0.

3. La afirmacién se sigue de los incisos b) y ¢) en las observaciones previas a esta proposicion:

[g, Z A E] = (r —2) Z NIy = 2=2=" [y, ).
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Una vez obtenida una descomposiciéon de los tensores de Poisson en R™ se han
estudiado ciertas propiedades y relaciones que cumplen los objetos involucrados en esta
descomposiciéon. En la siguiente seccién se mostrard que algunas de estas propiedades y
relaciones son suficientes para dar respuesta a la siguiente cuestién: dados 6 € Qﬁ;?’ v
Z € Xgn, jqué condiciones deben cumplir estos objetos para inducir un bivector de Poisson
r-homogéneo en R"7.

5.3. Parametrizacion

Consideremos el espacio (R", Q) con forma de volimen estandar 2. Para cada (n — 3)-forma
diferencial 6 en R™, sea Iy el bivector definido por

X321y :=p 1(dF) <= ip,Q=de. (5.3.1)

Es decir, el 2-vector inducido por df mediante el isomorfismo (4.1.2).

Notemos que de manera inmediata se tiene que Ily = 0 si y sélo si 6 es cerrada, en
particular, Iy = 0.

Lema 5.3.1. Sea 6 una (n — 3)-forma en R™ y Ily el bivector definido como en (5.8.1). Se
cumple que

1. La asignacion 0 — Ily es R-lineal:

I, ;=Ig+cll;, V0,0cQp®ceR.

0+cO
2. D(Ily) = 0.

3. Si¢:R™ = R" es un difeomorfismo, entonces ¢*Ilg = Jac ¢~ Ilg+g. En particular, si
¢ preserva volumen es ¢*Ily = Iyxp.

Demostracion. Sea 2 € Q%, la forma de voldmen estdndar en R"™.

1. Se tiene por definicién de IIy que
My, ;=¢ (d(0+ch)) = (d0) + cp™'(df) = Ty + cIT;
2. Por definicién se tiene que
D(Ily) = (¢~ odop)(p'(d8)) = ¢~ '(d*0) = 0.

3. Para demostrar este punto es importante el hecho que la operaciéon pull-back de formas
diferenciales preserva el grado de las formas. Usando (4.2.3) y puesto que la diferencial exterior
conmuta con el pull-back se tiene que

¢*Ily = ¢* (¢ 1(d0)) = Jacp ™' - 1 (d(¢*0)) = Jac ™" - e
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0

Pares Compatibles. Este apartado es uno de los més importantes de este texto pues se
presenta una manera de parametrizar a todos los tensores de Poisson homogéneos en el
espacio R™ por medio de una forma diferencial y un campo vectorial. Esto permite, entre
otras cosas, traducir la condiciéon de Jacobi para un tensor de Poisson en ciertas relaciones
entre estos parametros.

Lema 5.3.2. Sea o € Qg una forma r-homogénea, con r > 0. Entonces, o es una forma
cerrada tal que ipa =0 si y solo si a = 0.

Demostracién. Sea a € {dg, una forma r-homogénea, con r > 0. Si a = 0 el resultado es
trivial. Por tanto, supéngase « cerrada e ipa = 0. Luego, por la férmula de Cartan

(r+a)a = Lga = ipda+diga = 0.
I

Extrayendo las propiedades y condiciones de los parametros 8 y Z del Teorema 5.2.3
desprendemos la siguiente definicion.

Definicién 5.3.3. Sea (R",Q) con forma de volimen estindar Q. Un r-par compatible
serd una dupla (0, Z2), donde 0 es una (n—3)-forma (r+1)-homogénea y Z un campo vectorial
(r — 1)-homogéneo, que satisfacen

1. divp Z = 0.
2. dLz0 = 0.
3. igfd =0.

4. Mg, ] = 227 7 AT,

Con Iy el bivector r-homogéneo definido por i,§) = do.

Antes de enunciar el resultado principal de este apartado, algunas observaciones en
torno a la definicién anterior.

a) Es IIyp = 0 siy sélo si § = 0, esto consecuencia del Lema 5.3.2. Esta observacién es muy
importante pues nos dice que la correspondencia lineal 6 — Ily es un isomorfismo.

b) La condicién dLz60 = 0 es equivalente a Lz = 0 si y sélo sir =2 6 iz = 0. En efecto,
ya que

ipL70 = Lzig0 + L[E,Z]g = (T — 2) i70,
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por el Lema 5.3.2 se sigue el enunciado. Ademas, para el caso iz0 = 0 la condicién Lz60 = 0
es equivalente a izdf = 0.

Teorema 5.3.4 (Parametrizacién). Eziste una biyeccion entre r-pares compatibles (0,7) y
estructuras de Poisson r-homogéneas I1 en R™. La correspondencia es dada por

0,2) +— Tpy =T+ ZAE,

n+r nfr—2

donde 11y es el bivector definido por i, 2 = df.
La inversa de esta correspondencia es definida por

0 — (0,2):= (ﬁ ipATiSY, —D(H)) .
Siendo E el campo de Fuler y Q) la forma de volimen estdndar en R™.

Demostracion. Primero, dado un r-par compatible (6, 7Z) hay que mostrar que el bivector
gz :=1lp+1/(n+r—2)Z A E es un tensor de Poisson r-homogéneo.

Por definicién de r-par compatible se tiene que df es una (n — 2)-forma r-homogénea, luego
Iy := ¢~ 1(df) es un bivector r-homogéneo. De igual manera se tiene que Z A E un bivector
r-homogéneo. En consecuencia, Ily 7 es un bivector r-homogéneo.

Ahora, efectuando algunos cédlculos y usando nuevamente la definiciéon de r-par compatible,
se tiene que

[z, Mgzl = [p,TIg] + 221y, Z] A B + 22 Z AT
_ 2(2-7) 2(r—2) 2(r—2)
= n+r22/\H + s g, ZINE + 2555 Z N1

Pero notemos que [Z,1Iy] = D(Z A 1lp), lo cual equivale a que

p([Z,10]) = @(D(ZATl)) = (pow ' odoy)(ZAllp)
= d(iztp(HQ)) = dizdg = dL:Za
= 0.

Por tanto, [IIp 7,1y z] = 0, es decir, Iy z es un bivector de Poisson r-homogéneo.

Reciprocamente, dado un bivector de Poisson r-homogéneo II, por el Teorema 5.2.3, éste
induce un r-par compatible (0, Z) donde 6 :=1/(n+r —2) igauQ y Z := —D(II).

El hecho de que esta correspondencia sea una biyeccion es consecuencia de los Lemas 5.2.1 y
5.3.2.

g
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Una observacion interesante es que

D(llyz) = =5 D(Z A E) = —Z,

1
n+r—2

es decir, dado un r-par compatible (0, Z) el campo vectorial Z es el campo modular de la
estructrura de Poisson Ily 7 inducida por este par compatible.

Equivalencia. Recordemos que dos estructuras de Poisson IT y II en R se dicen equivalentes
si existe un difeomorfismo ¢ : R™ — R" tal que ¢*II = II.

Una vez obtenida una parametrizacion para los tensores de Poisson homogéneos en
R", resulta natural tratar de adaptar la equivalencia entre estos tensores en términos de los
parametros. En las lineas siguientes abordamos esta cuestién.

La afirmacion de que la correspondencia establecida en el Teorema 5.3.4 es una biyeccién
nos permite declarar que

0,2)=(6,2) si y s6lo si 0=0 y Z=2, (5.3.2)

para cualesquier r-pares compatibles (0, Z) y (5, Z ). Esto permite reformular la equivalencia
entre tensores de Poisson en términos de r-pares compatibles.

Teorema 5.3.5 (Equivalencia). Dos tensores de Poisson r-homogéneos Ilp 7 y Iz = en R"
son equivalentes si y solo si existe T : R™ — R™ lineal e invertible, tal que

(0,2) = (det T~' - T*0,T*Z).

Donde 1y 7z y Il > son definidos como en el Teorema 5.3.4.

Demostracion.. Primero, sean I y IT dos tensores de Poisson homogéneos en R” equivalentes
por medio de un difeomorfismo ¢ con ¢(0) = 0. Vamos a probar que esto implica que II y II
son linealmente equivalentes. Definamos el operador lineal T' := dg¢, es decir, la linealizacion
de ¢ en el origen.

Expandiendo por Taylor a ¢ en torno al origen, para cada x € R™, se tiene que

o(@) = #(0) + (dog)(@) + -+ ¢ (x) + -+
= (T+-+¢¥ 4+ ) ),

con qﬁ(s) (z) término con entradas de orden s. En particular, para cada t € R, se tiene
p(tx) =t T(z) + O(t?).

Por otro lado, ya que la hipétesis ¢*II = Ilen este caso es equivalente a pedir que ((;S*ﬁ)(m) =
iz, se sigue de los calculos anteriores que

(Tt 46 )y = Ty gt 1)
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Es decir,
(LI (1) + O(?) =y pyroey) <= (TdDa + O(t) = )00

Finalmente, haciendo tender £ — 0 es (T*ﬁ)x = lp(,), para cada x € R". Esto es, de manera
equivalente,

T =11
Ahora, sean (0,72) y (5, 7 ) dos r-pares compatibles y 7" un isomorfismo lineal en R™. Si Iy
y Il 7 denotan los tensores de Poisson inducidos segin el Teorema 5.3.4, la afirmacion hecha

en (5.3.2) nos dice que es Iy z = Il > si y sdlo si § = Oy Z=72.

Sea E el campo de Euler en R". Luego, que usando T*FE = E y el Lema 5.3.1, se tiene

TNy, = TN+ ;0= T"ZATE

= detT " Tpeg+ 70— T"ZAE

1
= HdetT*LT*@ + m T*Z /\ E

= Haetr-1.1770172-
Por tanto, es
T,z = et r-11v01%2 = I 7
si y s6lo si
O=detT ' - T0 v Z=T*Z
Il

Hemos de notar la importancia de que la equivalencia entre tensores de Poisson
homogéneos en R™ sea por medio de transformaciones lineales ya que estas transformaciones
no alteran el grado ni la naturaleza homogénea de los tensores.

Campos Hamiltonianos y Funciones de Casimir. Una vez que se tiene una
parametrizacién de los tensores de Poisson en R" es deseable poder describir los objetos
asociados a las estructuras de Poisson tales como campos Hamiltonianos o funciones de
Casimir en términos de los parametros. Realizar esta traduccién es el objetivo de este
apartado.

Proposicién 5.3.6. Sean el espacio (R",§2) con forma de volimen estdndar y h € Cg5.. El
campo Hamiltoniano asociado a la funcién h y relativo al tensor de Poisson Ily 7 es

Xn = ¢ "(dhAdO) + ;= (Lzh- E—Lph- Z),

donde Iy 7 es el tensor de Poisson r-homogéneo inducido por el r-par compatible (8, 7Z) tal
como en el Teorema 5.5.4 y ¢ el isomorfismo (4.1.2).
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Demostracion. El resultado se sigue de calcular iqplly 7.

Corolario 5.3.7. Una funcion K € Cg5 es una funcion de Casimir para la estructura de
Poisson r-homogénea Ilg 7 si y solo si

0o (dK AdO) + = (LzK - E — LpK - Z) = 0.
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5.3. Parametrizacion




Capitulo 6

Clasificacion de Estructuras de

Poisson Lineales y Cuadraticas en
RZ%

El objetivo de este capitulo es presentar una clasificacion de las formas normales de
las estructuras de Poisson lineales y cuadréticas en R3 bajo la equivalencia por medio de
isomorfismos lineales. Se ha dicho formas normales en el sentido que los representantes de
cada clase de equivalencia son no isomorfos. Adicionalmente se calculan para cada forma
normal objetos tales como campos Hamiltonianos, funciones de Casimir y dominios regulares.

6.1. Propiedades Generales

En esta seccion se reformulardn los resultados vistos en las secciones 5,2 y 5,3 para
el caso R3. Esto con la finalidad de utilizarlos en las siguientes secciones de este capitulo
para realizar la clasificacién de estructuras de Poisson lineales y cuadraticas en R?. Ademds,
se presenta un resultado que permite determinar ciertos abiertos (densos) en donde las
estructuras de Poisson resultan ser unimodulares en términos de los parametros involucrados
en la siguiente proposicién.

Proposicién 6.1.1. Un par (f,Z), donde f es una funcion (r + 1)-homogénea y Z es un
campo vectorial (r—1)-homogéneo, induce una estructura de Poisson r-homogénea en (R3, ),

Iz :=Mj+ -5 ZAE,
sty solo si
1. divg Z = 0.
2. Lzf=0.

donde Ily es el bivector r-homogéneo definido por in, 2 =df y E el campo de Euler. ) es es
la forma de volumen estandar en R"™
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Demostracion. Sea (0, Z) un r-par compatible en R™ (ver Definicién 5.3.3). Luego, si n = 3,
por definicién de r-par compatible, es # = f una funcién (r + 1)-homogénea y Z un campo
vectorial (r — 1)-homogéneo.

Ahora, examinemos lo que les sucede a las cuatro condiciones de la Definicién 5.3.3. Notemos
que la condicién 1, divZ = 0, no se ve alterada mientras que la condicién 3, igf = 0, se
cumple de manera inmediata.

Por otro lado, las condiciones 2 y 4 resultan ser equivalentes. En efecto, primero notemos que
iplzf=Lzipf+ipzf=(r—2)izf =0,

por lo que, por el Lema 5.3.2, es dLzf =0siy sélosi Lzf =0.

En segundo lugar, observemos que en este caso es IIy = ¢! (df) y que [IIs, 1] = —D(II; A
II;) = 0, por ser II; ATl un 4-vector en R3. En consecuencia, por definicién de par compatible,
es (2—r)Z NIy = 0. Pero, lo anterior equivale a que

0=2-7)izan,Q=2—7)izdf =2-1)Lzf.
Lo anterior muestra la equivalencia de las condiciones 2 y 4.

0

Campos Hamiltonianos y Funciones de Casimir. Como caso particular de la
Proposicion 5.3.6 se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 6.1.2. Sea Il 7 el tensor de Poisson r-homogéneo en (R3,Q) inducido por el
par (f, Z) tal como en la Proposicion 6.1.1, donde f es una funcion (r+1)-homogénea y Z un
campo vectorial (r — 1)-homogéneo. El campo Hamiltoniano asociado a una funcion h € Cg3
y relativo al tensor Ily 7 es

Xn = ¢ NdhAdf)+ =5 (Lzh-E—Lph-Z),

con Q la forma de volimen estandar en R™ y ¢ el isomorfismo (4.1.2).

Notemos que en particular, para un par (f, Z) tal como en la proposicién anterior, el campo
Hamiltoniano asociado a la funcién f es

Xp=—f2.

Corolario 6.1.3. Una funcion K € Cg3 es una funcién de Casimir para la estructura de
Poisson r-homogénea Iy 7 inducida por el par (f,Z) siy solo si

¢ '(dh Adf) + 737 (Lzh-E— Lph-Z) = 0.

En particular, f es una funcion de Casimir para Ily 7 si y solo si Z = 0.
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Criterio de Unimodularidad. Recordemos que en toda variedad orientable 3-dimensional
(M, ) cada tensor de Poisson IT induce una 1-forma w = w'! € 0}, definida por w := inQ la
cual cumple que

wAdw =0,

con () una forma de voliimen en M.

Ademsds, en la variedad N™9 la 1-forma w resulta ser una 1-forma de definicién para la
distribucién DU

Para el caso que nos ocupa, (M, SNI) = (R3,Q) con  la forma de voliimen estdndar en R3

y II un tensor de Poisson r-homogéneo, el parrafo anterior se puede reformular en términos

de r-pares compatibles. Asi, dado un r-par compatible (f,Z) en R? (ver Definicién 5.3.3) se
tiene que

w=in, ,Q=df + =5 izaEQ, (6.1.1)

con IIy 7 el tensor de Poisson r-homogéneo inducido por el par (f,Z) tal como en la
Proposicion 6.1.1.

Notemos que por construccién w es una 1-forma r-homogénea. La expresién coordenada de
w en términos del tensor de Poisson 1l 7 es

w= 17, da’ — I}, dz® — 1177, da®.
Consideremos la variedad N"9. Como se mencioné en lineas anteriores es w # 0 en
N7¢9 y resulta ser una 1-forma de definicién de la distribucién caracteristica D2, que en
este caso es de codimensién 1. Ya que w en general no es cerrada, una cuestion de interés es
poder determinar un factor integrante para w‘ yreg definido en algin abierto U C N™9. De

ser posible es deseable que fuera U = N". Por el Teorema 3.2.11 sera U un abierto en el
cual la estructura de Poisson Il 7z es unimodular.

Proposicién 6.1.4. Sea Il z =1l +1/(r + 1) Z A E el tensor de Poisson r-homogéneo en
(R3,Q) inducido por el par (f,Z), donde f es una funcion (r + 1)-homogénea y Z un campo
vectorial (r — 1)-homogéneo.

1. Si f #0 en R3, entonces la estructura de Poisson Il 7 es unimodular en el abierto
Ur = {df + ihrize #0 } 0 {f 0},
2. Si f =0, entonces la estructura de Poisson 11y 7 es unimodular en el abierto
Uz ={izaneQ2 # 0t N{P # 0},

donde P es un polinomio (r + 1)-homogéneo tal que Lz P = 0.

Aqui, E denota el campo de FEuler y Q) la forma de volimen estdndar en R™.
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Demostracion. Sea (f,Z) un r-par compatible en R3 (ver Definicién 5.3.3). Para cada
w definida por (6.1.1) sea m := 1/(r + 1) igw. Notemos que m = 1/(r + 1) igw =
1/(r+1) Lef=f.

Primero, supéngase m # 0. Por ser d(w/m) = 1/m?(mdw — dm A w), probar que m es
un factor integrante de w es equivalente a probrar la igualdad mdw = dm A w. Para lo
anterior se usaran las hipétesis que w es una forma r-homogénea y w A dw = 0: de la igualdad
(r+1)w=Lpw = igdw + digw, se sigue que

ipdw Aw + (digw) Aw =0 = dlipw)  ANw=(r+1)dmAw=wA ipdw(6.1.2)
Por otro lado, por ser w A dw = 0 se tiene que
0=ipwAdw)=igw -dw—wAipdw <= (r+1)mdw=wA igdw. (6.1.3)
Por tanto, la igualdad mdw = dm A w se sigue de (6.1.2) y (6.1.3).

Ahora, supéngase m = 0 y P un polinomio s-homogéneo tal que dP A dw=0. Nuevamente,
para probar que P es un factor integrante de w es suficiente probrar la igualdad Pdw = dPAw.
Notemos que por ser m = 0 es (r + 1)w = igdw. Luego, de la hipétesis sobre P se sigue que

0 = ig(dPANdw)=igdP -dw—dPAigdw=LgP -dw— (r+1)dP Aw
si y solo si
sPdw = (r+1)dP Aw.
Luego, Pdw = dP Aw si y sblo si s = r + 1. Ahora, se tiene que dP A dw =

L/(r + 1)dP A ipizap)? = 0 si y sélo si e HdP A ipizae)t) = —(r+1)LzP = 0,
con ¢ el isomorfimo (4.1.2).

Finalmente, la afirmacién del teorema se sigue del Teorema 3.2.11.

6.2. Caso Lineal

Recordemos que las funciones lineales son funciones homogéneas de grado uno. Asi,
se tiene que 7 = 1 y acorde con la Proposicién 6.1.1 los 1-pares compatibles (f, Z) constan
de un polinomio cuadritico f € Cg3 y un campo vectorial constante Z € Xgs tales que
Lz f = 0. Notemos que de manera automatica se tiene en este caso divZ = 0.

Por ser f un polinomio cuadrético puede parametrizarse con una matriz simétrica S = [s;]3x3
(ST = S) de la siguiente manera

fz)=2"Sz, (6.2.1)
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para cada x = (x1,22,23) € R3. Por otro lado, el campo vectorial Z al ser constante puede
idenficarse con un vector constante [ € R3,

Z o~ 1= (I, lp,13) ", (6.2.2)
concadal; e R, i =1,2,3.

Ahora, notemos que la condiciéon Lz f = 0 en los términos anteriores es equivalente a
que [ € ker S, es decir, S -1 = 0. En efecto, si {,) denota al producto interior usual en R3,
entonces

0=Lzf=,V(z'S2)=({1,(S+S)z)=2(S-l,z), Ve cR® — S-1=0.

Proposicién 6.2.1. Dos estructuras de Poisson lineales 1y 7 y HfZ en R? son equivalentes

si y solo si existe un isomorfismo lineal T : R? — R3, tal que

] 1T 7 _ -1
S=glzT'sT y I=T7Y,

donde f ~ S,f: S y Z ~1, 7~ Tbajo las identificaciones (6.2.1) y (6.2.2).

Demostracién. Sean (f,Z) y (f,Z) dos 1-pares compatibles en R? (ver Definicién 5.3.3).
Utilizando el Teorema 5.3.5 se tiene que los pares (f, Z) y (f, Z) son equivalentes si y sélo si
F=0/detT)T*fy Z =T"Z.

Sean S = [sjj|3x3 ¥ S = [5ij]3x3 matrices simétricas tales que

fl@)=2"Sz y flz)=2"Sz, Ve R3;

y sean [, € R3 vectores constantes con los cuales se pueden identificar Z y Z , L ~ly 7 ~1.
Luego, para cada = € R", se tiene que

fl@)=(T"f@) <  [la)=f(Tz)
= 'S 2= (Tz)"S (Te)=2"(T'ST)x
= S=T'ST,

por lo que,

f: deiTT*f siysélosi S = de}cTTTS T.

Ahora, usando que T~! es una aplicacién lineal, para cada z € R", se tiene que

Ly = (T*Z)m — T: (dT(x)T_l) ZT(:(:)

— =T
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Con ayuda de la proposiciéon anterior se desprende la siguiente clasificacion en formas
normales de los tensores de Poisson lineales en R3.

Teorema 6.2.2 (Clasificacién). Todo bivector de Poisson lineal en (R3,Q) es linealmente
isomorfo a alguno de los bivectores

Uyz =1y +1ZAE,
inducidos por los siguientes pares (f,Z) bajo la condicion
Lzf =0,
donde
- f es un polinomio cuadrdtico.
- Z es un campo vectorial constante.
- Iy es el biector definido por i, =df.

Con Q la forma de voliimen estindar en R3 y E € Xgs el campo de Euler.

Tipo Polinomio Cuadrético Campo Constante (Modular)
I f=0 Z=0
II f=a%+ a3+ a3 Z=0
111 f=a?+ a3 — 2} Z=0
v f=a}+ a3 Z=0
\Y f=a2%—23 Z=0
VI f=a? Z=0
VII f=0 Z = 9/,
VIII f=a(x?+23), a#0 Z = 9/ox,
IX f=a(2?—123), a#0 Z = 0oz,
X f=a? 7 = 00w,

Tabla 6.1: Formas normales de pares (f, Z) que inducen las formas normales de las estructuras

de Poisson lineales en R3.

Demostracion. Sean f un polinomio cuadratico y Z un campo vectorial constante. Ya que la
prueba de este teorema involucra calculos repetidos, se presenta solamente el esquema de la
demostracién:
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1. Se fijan las formas normales de las matrices simétricas de tamafio 3 x 3 con entradas
reales S; (ver Apéndice B) y | € R? un vector constante. Luego, se identifican f ~ S; y
Z ~ tal como en (6.2.1) y (6.2.2).

2. Se divide la demostracién en 2 casos: | =0 y [ # 0. En este dltimo caso, por el teorema
de rectificacion, se puede fijar I = (0,0,1) .

3. Para cada uno de los casos anteriores se determinan las parejas (.9;, 1) tales que S;-1 = 0.
Esto, para cada forma normal S;.

4. Tomando un isomorfismo lineal arbitario, 7' : R™ — R", y efectuando algunos célculos
se realiza la clasificacién utilizando la Proposicién 6.2.1.

g

En la siguiente tabla se presenta de manera explicita los tensores de Poisson Il 7 inducidos
por los pares compatibles de la Tabla 6.1 del Teorema 6.2.2.

Tipo Tensor de Poisson Lineal
I Iy =0
II Iy 7 = —2x1 02 N O3 — 229 O3 AN Oy — 233 01 A\ O2
11 Iy 7 = —2x1 02 N O3 — 229 O3 A O + 213 01 A\ O2
v Iy 7 = —2x1 02 N O3 — 229 O3 N\ Oy
% Iy = —2x; Oy A3+ 219 D3 Ay
VI Iy 7 = —2x1 O2 N O3
VII Iz =—1Y2x9 02 AN O3+ /211 O3 A\ Oy
VIII Iz =—(2ax1 +Y2x0) O NO3 + (/221 —2ax2) 03N 01, a#0
IX Iz =—(2ax1 +Y2x0) O NO3 + (/221 4+ 2a22) 03N 01, a#0
X Itz = —(221 + Y/229) Oo AN O3 + Y221 O3 A\ Oy

Tabla 6.2: Formas normales de los tensores de Poisson lineales en R>.

De manera automadtica se tienen los corchetes de Poisson {,}y 7 inducidos por los pares
compatibles de la Tabla 6.1 del Teorema 6.2.2.
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Tipo Corchete de Poisson Lineal
1 {z1,22} =0 {z9,23} =0 {z3,21} =0
11 {v1, 22} = —225 {2,253} = 21y (23,21} = =219
111 {z1,29} = 23 {z2, 23} = —211 {3, 21} = 229
v {z1,22} =0 {ze, 3} = 211 {z3, 1} = —2x9
\Y% {z1,22} =0 {z2, 23} = 211 {z3,21} = 219
VI {z1,22} =0 {z2, 23} = —211 {x3,21} =0
VII {z1,22} =0 {z2, 23} = —1/229 {x3, 21} =211
VIII {z1,22} =0 {z2,23} = —2a 1 — /2129 {z3,21} = /221 — 2a 22
IX {z1,22} =0 {z2, 23} = —2a 21 — V229 {3, 21} = Y221 4+ 2a 22
X {z1,22} =0 {ze, x5} = —2x1 — /219 {z3, 21} =211

Tabla 6.3: Formas normales de los corchetes de Poisson Lineales en R3.

En lo que concierne a las particularidades de las estructuras de Poisson lineales, en este
apartado nos enfocaremos en presentar algunos resultados en torno a la unimodularidad de
estas estructuras en el espacio R? utilizando la clasificacién del Teorema 6.2.2. Para esto el
siguiente lema serd determinante.

Lema 6.2.3. Sea Il un tensor de Poisson lineal en R™. Entonces, todo campo Hamiltoniano
constante asociado a la estructura de Poisson I1 es nulo.

Demostracion. Sea II un tensor de Poisson lineal en R™. Por ser II lineal es II,—o = 0, luego
Xy =0 = Ldfﬂ‘p:o = 0, para toda f € Cg5. Por lo que, si X es constante, debe ser X; = 0.

O

Pues bien, como consecuencia de este lema tenemos la siguiente clasificacion de las estructuras
de Poisson lineales que son unimodulares en R3.

Proposicién 6.2.4. Sea Il 7 alguno de los tensores de Poisson presentados en la Tabla 6.2.
Entonces,

1. Las estructuras I-V I son estructuras de Poisson unimodulares.

2. Las estructuras VII-X no son estructuras de Poisson unimodulares.
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Demostracion. Esta proposicion se sigue por el Lema 6.2.3 y observando que en la clasificacién
del Teorema 6.2.2 el campo vectorial constante Z es el campo modular asociado a la estructura
de Poisson lineal 1Ty 7.

g
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6.3. Caso Cuadratico. Formas Normales

Recordemos que las funciones cuadraticas son funciones homogéneas de grado dos. Asi,
se tiene que r = 2, por lo que acorde con la Proposicién 6.1.1 los 2-pares compatibles (f, Z)
constan de un polinomio cibico, f € CR3, y un campo vectorial lineal con divergencia cero,
Z € Xps, tales que Lz f = 0.

Recordemos que existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de matrices
3 x 3 y campos vectoriales lineales en R3. Explicitamente, para cada matriz Aszys, esta
correspondencia es dada por

A= [aij]gxg — X = aij € %st. (631)

T
J 8931
Como consecuencia se tiene que div X = tr A.

Por tanto, dado un 2-par compatible (f, Z) en R? el campo vectorial Z se puede identificar
con una matriz con traza cero, A € sl3(R).

Proposicién 6.3.1. Dos estructuras de Poisson cuadrdticas en R3, My 7z y Hf27 son
equivalentes si y solo si existe un isomorfismo lineal, T : R™ — R"™, tal que

f=a@rTf v A=T'AT

donde Z ~ A y Z ~ A bajo la identifacacion (6.3.1), con A, A € sl3(R).

Demostracion. Sean (f,Z) y (f, Z) dos 2-pares compatibles en R3 (ver Definicién 5.3.3).
Por el Teorema 5.3.5 se tiene que los pares (f,Z) y (f,Z) son equivalentes si y sélo si
F=Q/detT)T*fy Z =T*Z.

Ahora, sean A, Ac s[3(R). Luego, por la correspondencia (6.3.1), se pueden identificar Z ~ A
y Z ~ A. Asi, para cada x € R3, se tiene que

Zy=(1"2Z)y Zo = (dp@)T ™) Zr

-~ a o —1 6

Az = (T7'A T)(z)

[

A=T1AT.

En lo anterior se ha usado la notacién vectorial a;jz; 9/ox; = Az 9/oz.
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Teorema 6.3.2 (Clasificacién). Todo bivector de Poisson cuadritico en (R3, )
linealmente isomorfo a alguno de los bivectores

Oy =1y +1ZAE,

inducidos por los siguientes pares (f,Z) bajo la condicion

donde

- f es un polinomio cibico.

[’Zf = 07

- Z es un campo vectorial lineal con divZ = 0.

- Iy es el bivector definido por iy, =df.

Con Q la forma de voliimen estindar en R? y E € Xgs el campo de Euler.

es

Tipo Polinomio Ctbico Campo Lineal (Modular)
I f arbitrario Z=0
IT f=azrizoms Z = by 101 + by wa 02 + b3 x303.
$2_1bi =0, by # by # b3 # by
fi =23 +arizo73
I1T f2 _ Cl:;lxg]?gv Z = bl‘l (91 — bl‘g 82
= a3 (22 + a3
v ;3503( ] 3) Z = bx18) +bo s — 23 s
Z = (byx1 —byxy) 01 + (b x1 + by x2) O
v f=aws(@? +a) _(11 2 22) 01 + (b 21 122) 0o
2b1 I3 83
fif = +ad + axy(at + 23)
VI f2:a(£3($%+1’%) Z:—bl‘gal"f'bl’lag
vl f:a$%$3 Z = (bxy +x2)01 +bag 0y — 2bx3 03
[ = +ad + ay w023 + ag a3
fo = 2323 + ax}
VIII 3 = awaa? Z = x30,
Ja :Jﬂg
= 2a 1,22 — azix:
X gzaﬂﬂgl ’ o Z =wx201 + 230,
a,a1,a2€R b7b13b23b37é0

Tabla 6.4: Formas normales de pares (f, Z) que inducen las formas normales de las estructuras

de Poisson cuadr “aticas en R3.
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Demostracion. Sean f un polinomio cibico. Ya que la prueba de este teorema involucra
céalculos repetidos, se presenta solamente el esquema de la demostracion:

1. Se fijan las formas normales de matrices con traza cero de tamano 3 x 3 con entradas
reales A; (ver Apéndice B). Luego, se identifica A; ~ Z tal como en (6.3.1), obteniendo
asi un campo vectorial con divergencia cero para cada forma normal A;.

2. Para cada una de las formas normales anteriores se determinan las parejas (f, Z) tales
que Lz f =0.

3. Tomando un isomorfismo lineal arbitario, T': R™ — R", y efectuando algunos calculos
se realiza la clasificacién utilizando la Proposicién 6.3.1.

O

En la siguiente tabla se presentan de manera explicita los tensores de Poisson Iy 7 inducidos
por los pares compatibles de la Tabla 6.4 del Teorema 6.3.2. Las constantes que aparecen en
la siguiente tabla son las mismas de la Tabla 6.4 y estdn sujetas a las mismas condiciones.
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Tipo Tensor de Poisson Cuadratico

I HﬁZ:—alf Oy NO3 — Oof O3 N0y — O3f O N\ Os

Hf,Z = (1/3 (bg — bg) — CL) Tox3 09 N\ O3 + (1/3 (bg — bl) — CL) r1x3 O3 \ O

II + (1/3 (bl — bg) — a) z129 O1 N O

Iy 7z = —(a+1/3b) xow3 02 A O3 — (a + 1/3b) 2123 O3 A Oy
I —(3%’%4-(@—2/3[)) .7}1.%'2) 01 A\ O

Uy, 7z = —(a+1/3b) xox3 O A O3 — (a + 1/3b) x123 O3 A\ O1

—(a — 2/3()) T129 01 N\ Oo

Iy 7 = (bxo — 2x1) 23 02 A O3 — (bx1 + 2a22) w3 O3 N Oy — (21 + aa3) O1 A Oy
v

Hfg,Z =bxoxg Oy ANJ3 —bxrix3 03 N\ O1
v Itz = (biza — (2a — 1/3ba) 1) x3 02 A O3 — (biz1 + (2a — 1/3b2) 22) x5 O3 A\ O1

— (a+1/3by)(a% + 23) Oy A O

s, = (1/3b—2a) x1z3 O2 A O3 + (1/3b — 2a) x2x3 O3 A O1

VI — (£323 + (/30 + a) (2} + 7)) 01 A Dy

Uy, 7z = (1/3b — 2a) x123 02 A O3 + (1/3b — 2a) x93 O3 N\ 01
— (1f3b+a)(at +23) 01 A0y

VII | Il 7 = bxoxs 0o A 03 — (bx1 + (2a + 1/3) o) x5 03 AN 01 + (1/3 — a) $% O N\ O

Hflivz = —(:l: 3:B% + (1/3 + al)xg) O3 N0y + ((1/3 — 2&1)1‘2 — 3as $3) x3 O1 N\ O
VIII Iy, 7 = —(1323 + 2m2) 23 O3 A 01 + (/32923 — 23 — 3ax}) 01 A Oy
Hfg,Z = —(1/3 + a) 33% O3 N0 + (1/3 — 2&) Tox3 01 N O

Hf%z = —1/31% O3 N0y + (1/3352 — 3x3) x3 01 N\ O

Uy z = (/3 — 2a) x% 02 N O3 + (2a — 1/3) wowg O3 A O1
IX + ((a+1/3) 23 — (4a + 1/3) x123) 1 A Do

HfQ,Z = 1/3.%'% 0o N\ O3 — 1/3.%'2233 O3 N 01 + (1/31’% - (1/3.731 + 30,(133).%'3) 01 A\ Oy

a,a1,a0 €ER y b,bl,bg,bz#o con bl#bg#bg#bl, Elebizo

Tabla 6.5: Formas normales de los tensores de Poisson cuadr “aticos en R3.
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6.3. Caso Cuadratico. Formas Normales

En las siguientes tablas se presenta el dominio de puntos regulares N™® de cada una de las
estructuras de Poisson inducidas por los pares compatibles de la Tabla 6.4 del Teorema 6.3.2.
Las constantes que aparecen en la siguiente tabla son las mismas de la Tabla 6.4.

Tipo Dominio Regular: N"¢9 Condicion para los Pardmetros
I {df #0}
R3\ {Ejes Coordenados} Mi<icj<s(b; —b; + (=1)"3a) £ 0
R3\ {Plano-z1 22} U {Eje-z3} by —by—3a=0
! R3\ {Plano-z2x3} U {Eje-z1 } by —bs —3a=0
R\ {Plano-z123} U {Eje-z2} b3 —by —3a=0
R3\ {Cono Eliptico: 325 — bzizs = 0} 3a+b=0
fi:  R3\ {Plano-zz5} 3a—2b=0
R3\ {Eje-z1} U {Eje-z2} 3a+b#0 y 3a—2b0#0
III R3\ {Plano-z123} U {Plano-z223} 3a+b=0
for R3\{Plano-z x5} U {Eje-x3} 3a—2b=0
R?\ {Ejes Coordenados} 3a+b#0 y 3a—20#0
R3\ {Eje-z3} a>0
R?\ {Eje-z2} U {Eje-x3} a=0
i R3\ {Planos: 22 + az = 0} a<0y b*+4a=0
v R3\ {Rectas: 3 = 0 A 2% + az? = 0} U {Eje-z3} a<0y b>+4a#0
f2r R3\ {Plano-z1z5} U {Eje-z3} NA
R3\ {Plano-z1 22} U {Eje-z3} 3a+by=0
v R3\ {Eje-z3} 3a+0by #0
P R3\ {Plano-z1 72} 3a+b=0
LOR3\ {0} 3a+b#0
VI R3\ {Plano-z1 72} 3a+b=0
fi: R3\{Cono: 23 + 23 — 62% = 0} 6a—b=0
R3\ {0} 3a+b#0 y 6a—b#0
a€R y bbibyby#0 con by # by # bs £ by, B3 b; =0

Tabla 6.6: Dominio de puntos requlares para cada forma normal de las estructuras de Poisson

cuadr “aticas en R3.
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La siguiente tabla es la continuacién de la tabla anterior:

Tipo Dominio Regular: N"¢9 Condicion para los Pardmetros
f R3\ {Plano-z1 22} U {Eje-23} 3a+b=0
VI 2 .
R3\ {Eje-z3} 3a+b#0
- R\ {Plano-z1 72} U {Eje-z3} a=1/3
R3\ {Eje-z1} U {Eje-x3} a#1/3
3a1+1>0 6
R3\ {Eje-z1} 3a1+1=0y as#0 6
301 +1<0 v a2 £ — But)(6a 1)
1 y az 729
i+ R3\ {Plano-z,z3} 31 +1=07y ay=0
R3\ {Plano: 2% + =2~ 23 = 0} U {Eje-21} 3a1+1<0 y a2 = — Buthu-1)?
3a+1 T2 1 1 y a3 729
3a1+1<0 6
R3\ {Eje-z1} 3a1+1=0y as#0 6
Ba1+1>0 y aj # Gut)Gu1)
1 y a3 729
fr: R3\{Plano-z;x3} 3a1+1=01y a2 =0
ay a;—1)2
R3\ {Plano: 23 — Tlgﬂ 73 =0} U {Eje-x1} 3a1+1>0 y a3 = Bay+1)(6a1 —1)7 +1;(22 1)
VIII
; R3\ {Plano: 6x3 + z3 = 0} U {Eje-z1} a=—1/36
2: )
R3\ {Eje-z1} a# —1/36
f R3\ {Plano-z1 22} U {Plano-z1 73} a=—1/3
3
R3\ {Plano-z1 22} a# —1/3
f1: R3\ {Plano-z 2.} NA
R3\ {Plano-z1 22} a=—1/3
fi: R3\ {Cono Eliptico: 23 — 2123 = 0} a=1/
fa: R3\{Eje-z:} NA
a,a1,a2 €ER 'y b#0

Tabla 6.7: Dominio de puntos regulares para cada forma normal de las estructuras de Poisson

cuadr “aticos en R3.
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A diferencia del caso lineal las expresiones de las formas normales del teorema anterior
ya no son tan simples. En consecuencia, afirmar por pura inspeccion cudl forma normal hace
de N"® una variedad unimodular no es inmediato, salvo la forma normal 1.

Afortunadamente, después de algunos cédlculos es posible afirmar que los siguientes casos
hacen de N"® una variedad unimodular:

Caso A. forma normal VI con f;, f{ v f2 bajo la condicién 3a + b = 0.

- Para la estructura de Poisson inducida por el par ( 1+ , Z) se tiene que:
a) El dominio regular es
N9 = R3\ {Plano-z1z5}.
Notemos que cada componente conexa de N" es simplemente conexa.

b) Una funcién de Casimir para la estructura de Poisson inducida por este par es

K(v1,72,23) = a (5 +23) + 23, a#0.

¢) Un bosquejo de las foliaciones de N"® son:

— ——

(a) Caso a > 0.

(b) Caso a < 0.

Figura 6.3.1: Foliaciones de N"%9.

- Para la estructura de Poisson inducida por el par (f;, Z) se tiene que:

a) El dominio regular es
N = R3\ {Plano-z1z5}.

Notemos que cada componente conexa de N"9 es simplemente conexa.
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b) Una funcién de Casimir para la estructura de Poisson inducida por este par es

K(v1,72,23) = a (23 +23) — 23, a#0.

¢) Un bosquejo de las foliaciones de N9 son:

(b) Caso a < 0.

(a) Caso a > 0.

Figura 6.3.2: Foliaciones de N"%.

Caso B. La forma normal VIII con f3 bajo la condicién 3a + 1 = 0.

- Para la estructura de Poisson inducida por el par (f3, Z) se tiene que:
a) El dominio regular es
N = R3\ {Plano-z1 x5} U {Plano-z;z3}.
Notemos que cada componente conexa de N"J es simplemente conexa.
b) Una funcién de Casimir para la estructura de Poisson inducida por este par es

K(z1,x9,23) = x3.

¢) Un bosquejo de la foliacién de N es:
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Figura 6.3.3: Foliaciéon de N"%

Caso C. La forma normal VIII con fy.

- Para la estructura de Poisson inducida por el par (f4, Z) se tiene que:

a) El dominio regular es
N = R3\ {Plano-zz5}.
Notemos que cada componente conexa de N"9 es simplemente conexa.

b) Una funcién de Casimir para la estructura de Poisson inducida por este par es
K(z1,2z0,23) = mg ews,

¢) Un bosquejo de la foliacién de N9 es:

Figura 6.3.4: Foliacion de N"¢9
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Caso Campos Lineales. A continuacién estudiaremos una clase particular de estructuras
de Poisson cuadraticas, aquellas inducidas por dos campos lineales

Il = X1 A Xo, (632)

con X1, Xs € Xgs campos lineales.

Es claro que la condicién para que un bivector de la forma (6.3.2) sea un bivector de Poisson,
[I1;2,1112] = 0, es equivalente a la siguiente ecuacién

X1 ANXo A [Xl,XQ] = 0. (633)

A la ecuacién anterior se le llama ecuacion de compatibilidad de los campos X1 y X5. Notemos
que las siguientes condiciones para X; y X2 proporcionan soluciones inmediatas de la ecuacién
de compatibilidad:

1. Si X7 y X5 conmutan.

2. Si [X1, Xo] = f1iX1 + f2Xo, para algunas f1, fo € Cg3.

En lo que resta de este apartado se asumira que Ilj5 es un tensor de Poisson. El tipo de
estructuras en cuestién son de interés ya que entre las propiedades que cumplen se encuentran:

1. El conjunto de puntos regulares del bivector Il 2 es
N ={z ¢ R? | X1, v Xo, son linealmente independientes}.

2. S5i K € Cg5 es una integral primera comin de los campos X; y X», entonces K es una
funcién de Casimir para la estructura de Poisson II;9 inducida por ellos. En efecto, si Lx, K =
Lx,K =0, entonces

Xg = iagIlio = (Lx, K) X2 — (Lx,K) X1 =0,
esto es, el campo Hamiltoniano asociado a K es nulo y por tanto es K una funciéon de Casimir.

3. La distribucién caracteristica x — ng = ngi(T;R:S) de la estructura de Poisson Ili5 es
generada por dos campos vectoriales, a saber, X; y Xo:

DIz — Spang {Xl

Xl ), weR

Ejemplo 6.3.3. Consideremos el tensor de Poisson cuadrético
I = x129 02 A O3 + 21 (221 + x2) O3 A D4,

el cual es inducido por los campos lineales X7 = 1 03 y Xo = (221 + 2) 01 — x2 0.
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Notemos que el bivector anterior resulta ser de Poisson debido a que es
[Xl, XQ] = —(2.%1 + 152) 63,

y en consecuencia Xj A Xo A [X1, X3] = 0.

Por observaciones anteriormente hechas se puede mostrar que el conjunto de puntos regulares
de esta estructura es

Nyd = R3\ {Plano-zyx3}.

Aun més, la estructura de Poisson 1112 admite la siguiente funcién de Casimir de global
K(x) = a3 (1143
(z) = 23 (21 + 322),
como consecuencia de que K es una integral primera comun de los campos X; y Xo,

Lx,K=Lx,K=0.

Teorema 6.3.4. Sean X1, X2 € X3 campos lineales con divergencia cero tales que satisfacen
la ecuacion de compatibilidad (6.5.3). Todo tensor de Poisson de la forma Il = X1 A Xo es

linealmente isomorfo a alguna de las estructuras de Poisson inducidas por los siguientes pares
(f,Z) del Teorema 6.3.2:

1. Tipo I con f un polinomio cibico arbitrario y Z = 0.
Tipo III con fo = azxixexs y Z = bxy 9/oz1 — bro 0/dx, .
Tipo VIII con f3 = —% 1273 y Z = 139/01: .

Tipo VIII con f3 = axex3 y Z = x39/0z,, con a # —%.

Tipo IX con f = %xlxg - %x%x;; y Z = x990z, + x39/02, .

AT R

Notemos que en el teorema anterior el punto 2 muestra una estructura de Poisson unimodular
en N"% tal como se mostré en parrafos anteriores.



Capitulo 7

Pares de Poisson

En este capituldo se utiliza la clasificacion de los tensores de Poisson lineales y
cuadraticos efectuada en el Capitulo 6 para realizar una clasificacién de las formas normales
(en el mismo sentido de la clasificacion del Capitulo 6) de los pares de Poisson en R? que
constan de la suma de un bivector cuadratico mas uno lineal.

7.1. Pares de Poisson (Cuadratico) + (Lineal) en R?

Sea IT un bivector arbitrario en una variedad M y = € M un punto singular de II. Si
se expande el bivector por Taylor en torno a x se obtiene una descomposicién para II como
suma de bivectores homogéneos:

I=104+1®@ 4+ 10® ...

donde cada II(") denota la parte r-homogénea de la descomposicién, con r =1,2,3, . ..

Ahora bien, en términos de la descomposicién anterior IT define una estructura de Poisson si
y solo si

0 = M, o] + 2™, 11 + (2™, 113 4 @, 1®7) + ...

Es importante notar que en la suma anterior la parte lineal es aportada tunicamente
por el término [IIM,IIM], la parte cuadratica por 2[II), 1I®)] y la parte cibica por
o[II™M, 1I®)] 4 11, TI?)]. Lo anterior debido al comportamiento del corchete de Schouten
con respecto a los multivectores homogéneos.

Consecuencia de la observacién anterior es que, de no ser trivial, la parte lineal de la
descomposicién resulta ser un tensor de Poisson. En caso contrario, si II(Y) = 0, entonces la
parte cuadréatica I es un tensor de Poisson. En general, el primer término no trivial de
orden r es un tensor de Poisson.

Ahora, motivado por lo anterior surge el siguiente cuestionamiento: si II() y TI(?) son tensores
de Poisson lineal y cuadrético respectivamente jbajo qué condiciones la suma II(1) + I1(2)
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resulta ser un tensor de Poisson?. Pues bien, un sencillo calculo muestra que lo anterior
sucede si y sélo si

[, m®7 = o,

es decir, si IV y @ forman un par de Poisson cuya definicién se presenta a continuacién.

Definicién 7.1.1. Se dice que dos tensores de Poisson 11 y II en una variedad M forman un
par de Poisson si la suma I 4+ 11 es un tensor de Poisson.

En los parrafos anteriores queda reflejado parte de la importancia del estudio de los
pares de Poisson, particularmente aquellos formados por un bivector lineal y uno cuadratico,
que es en lo que se enfocaran las lineas siguientes.

Caso Homogéneo en R". Sea M = R". Observemos que si Il es un tensor de Poisson
r-homogéneo y Il es un tensor de Poisson s-homogéneo, la suma de estos dos tensores no es
un tensor homogéneo. Lo que si es que podemos parametrizar cada uno de estos tensores
acorde al Teorema 5.3.4.

Sean entonces los pares de pardmetros (6,Z) y (6,Z) con ¢ una (n — 3)-forma
(r + 1)-homogénea, Z un campo vectorial (r — 1)-homogéneo y 6 una (n — 3)-forma
(s + 1)-homogénea, Z un campo vectorial (s — 1)-homogéneo, satisfaciendo las condiciones
de la Definicién 5.3.3.

Por el Teorema 5.3.4 los pardmetros anteriores inducen los siguientes tensores de Poisson r y
s-homogéneos respectivamente:

gz =Tp+ ;s ZAE y  lzz=T5+ ZAE

n+s nts—2
Bajo este contexto presentamos la siguiente proposicién que proporciona un criterio en
términos de los pardmetros (6, 2) y (6, Z) para que la suma Iy 7z + 115 7 sea un tensor de
Poisson.

Proposicién 7.1.2. En (R",Q) el tensor de Poisson r-homogéneo Ily z y el tensor de Poisson
s-homogéneo H~ = forman un par de Poisson si y sélo si

0 = do + de9+LEd( L0

n+s n+s—2~Z +n+7‘ 2£26)

n+s 2LZ n+r 2

t G teazazt + inmeany L,

donde 1l 7 y 115 = son inducidos por el r-par compatible (0,Z) y el s-par compatible (5, 2)
respectivamente (ver Definicion 5.3.3). 0 denota la forma de volimen estindar en R™.
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7.2. Pares de Poisson Lineal-Cuadratico en R?

En R? todo tensor de Poisson lineal estd en correspondencia tinica con un par (g,1),
donde g € (g5 es un polinomio cuadratico y I € Xgs es un campo vectorial constante. De
la misma manera, todo tensor de Poisson cuadratico se corresponde de manera dnica con
un par compatible (f,Z7), donde f € Cg3 es un polinomio ciibico y Z € Xgs es un campo
vectorial lineal con traza nula. En cada caso los pares satisfacen la condicion L£;g = Lz f = 0.

Acorde a la Proposicion 6.1.1 el tensor de Poisson lineal y el tensor de Poisson cuadratico
inducidos por los pares (g,1) y (f, Z) respectivamente son

My, =M, +3INE y Hpz=M;+LZAE.

Bajo estos términos la Proposicion 7.1.2 se reformula en la manera siguiente.

Proposicién 7.2.1. En (R3,Q) el tensor de Poisson lineal Ily; y el tensor de Poisson
cuadrdtico Iy 7 forman un par de Poisson si y sélo si

Lzg+Lif — tipnnzQ =0, (7.2.1)
con Q la forma de volimen estdndar en R3.

Demostracion. La condicién (7.2.1) se sigue de sustituir n =3, r =1, s =2, 0 = g, = I,
Z =1y Z = Z en la Proposicién 7.1.2. Usando también que II; A Il = 0, por tratarse de un
4-vector en R3.

0

Para cuestiones de cdlculo, haciendo un abuso de notacién, la condicién (7.2.1) se puede
escribir en la siguiente manera equivalente

Lzg+ Lif + ¢ (B, lx Z)=0. (7.2.2)

Auxilidandonos de esta férmula y de la proposiciéon anterior se presenta una tabla en la
cual se refleja todos los posibles pares (g,) que inducen tensores de Poisson lineales los cuales
forman un par de Poisson con cada forma normal de los pares (f,Z) del Teorema 6.3.2.
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Teorema 7.2.2 (Clasificacién). Toda estructura de Poisson de tipo (cuadrdtico)+ (lineal) en
(R3,9) es linealmente isomorfo a alguna de las estructuras

Wpigirz = Ugpp+ (5l+32Z)NE,
inducido por los siguientes pares (g,1) y (f,Z) bajo las condiciones
Lig=Lzf=0 y divZ=0,
donde
- g es un polinomio cuadrdtico y I un campo vectorial constante.
- f es un polinomio cubico y Z un campo vectorial lineal.
- Mgy s es el bivector definido por in,, Q= d(g+ f).

Con Q la forma de volimen estindar en R? y E € Xgs el campo de Euler.

Nota 7.2.3. Las tablas que se presentan en las siguientes dos paginas forman parte de este
teorema, sin embargo, las hemos dispuesto en tales paginas deliberadamente para tratar de
presentarlas lo menos fragmentadas posible.
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Pares (g,1) Condiciones
Forma normal (f, Z) tipo I con
Lif=0 NA
Forma normal (f, Z) tipo II con
A=10101+1309 g:—1/2l2$11‘3+1/2l1$2$3 l1,ls € R,
6a ?é 0, 2b1, 3b1, 4b1, 6b1
‘l:llal+l383 g = 1/2[31711’271/2111‘213 ll,lgeR,

—6a # 0, 2b1, 3b1, 4b17 6b1

1 =1y0,+1305

g=—1lzxizo+ 1202123

127 l3 € R,
3a 7é 07 i?)bl, ibl

Forma normal (f, Z) tipo III con

Caso fi:

-1l=0 g:clx§+02m1x2 c1,c € R.

L =1,01+130, g:cx§+b_62“ (la x123 — 11 2273) a,cli,lo € R.

Caso fa:

1=0 g=c173+ car1T2 c1,cs €R.

-l =1305 g =cx1T2 ¢ls €R, a=—1/3b.
Al=1001+130; g = 1/2[31‘1%‘2—1/2[1.%‘2.%3 ll,lgeR,a:—l/Sb.
=105 +1303 g:—1/2l3331l‘2+1/2121‘1$3 lQ,lgER,a:—l/Bb.
~l:1181+1282 g:CI§+%(12I1I37Z1I2x3) a,c,ll,ZQER.

Forma normal (f, Z) tipo IV con

Caso fi:

=150, g= 12l z123 leR,a>0.
'l:i\/—algal—f'lgag :%xlm—i—w“mg lgER,a<O.
U=12bl 0+ 1202 +1305 g=—lya?+ Maad 4 L2 gy — Y2 agag la,I5 €R, da +b* = 0.
Caso fo:

-l:l383 g=0 I3 € R.
l=101+120, g=—12lox125 + Y211 z223 l1,l2 € R.

Forma normal (f, Z) tipo V con

1 =150; = lalba6) (52 4 43) a,ls € R.
A=001+1200 g=—12lyx1w3+1/211 To73 li,ls € R, a = —1/3by.

Tabla 7.1: Pares (g, 1) que con cada forma normal (f, Z) inducen pares de Poisson en R3.
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7.2. Pares de Poisson Lineal-Cuadratico en R3

Pares (g,1) Condiciones
Forma normal (f, Z) tipo VI con
Caso fliz
-1=0 g—cl(x1+x2)+02z§ c1,c2 €R
l:ll 81+l282 g*Cl'3+ b+12a (lQLL‘lngllel’g) a,c,ll,lg cR
Caso fs:
-1=0 g=c1 (23 +23) + co 23 c1,c2 €R
< l=1305 g= c(z? +23) 16¢2 +12 # 0, a=1/6b
l=1101+1309 g:C.’L‘%—‘r b+12a (l2$1$3—ll 1‘2.%‘3) a,c,li,ls €R
Forma normal (f, Z) tipo VII con
l=1305 = —lalltba) ;2 a,l3 € R
-l:llal+1282 g=—1/2l2$1.1‘3+1/2l1232l‘3 llal2€R

Forma normal (f, Z) tipo VIII con

Caso fi:
=40
=101 +1305
Caso fs:
=40
Caso fs:
=40

1l =101101 + 130
l=1,01 +130;

g = clxg—i—cwc%—i—c;gxgxg
2" 1+12a
— U (I3 w120 — 1y 2073)

g=cT

g:clxg—l-ch%—i—c;),mgxg

g—cla:2—|—62x3—|—03x2x3

g=cai+ 1= 6“ (Il x1x3 — 11 x223)
_ 5 1
g=cx3 — + & (I3 120 — 1y 2273)

61702703711 eR
c,li,l3 R, a2 =0

c1,¢2,¢3,01 €R

017027c3vl1 eR
a,cly,lp €R
a,cli,ls €R

Caso fy:

=10 9201$%+02x§+63$2$3 c1,C2,c3,l1 €ER
=101 +1509 g:C$§+1/6l2$11‘3—1/6l1$2$3 c,li,ls €R
Forma normal (f, Z) tipo IX con

Caso fi:

=0 g =coa3+ c3x3 — 2co 2123 ca,c3 €R

-1 =1303 g = —1/105311’%2 l3eR,a=115
A=01L+10, g =cxi+ 52 (lgxywz — Iy 2213) a,c,li,lo €R
l=1101+1205+1303 g—mxz—&-i}flzxd—%xlm lo #£0,a=1/15

Caso fs:

-1=0
A =1101 + 150

3L

1
+ 1% T1T3 — g T273

g=_cCo x% +c3 x% — 2¢co 173
g=cal+1elyziz3 — /6l 2273

l1l3 > 0, l% —2l1l3=0

co,c3 €R
C,ll,lg eR

Tabla 7.2: Pares (g, 1) que con cada forma normal (f, Z) inducen pares de Poisson en R3.
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7.3. Ejemplos

En este apartado presentamos dos ejemplos de pares de Poisson de tipo
(cuadratico)+(lineal) que aparecen de manera natural en aplicaciones fisicas.

Ejemplo 1. Esta estructura de Poisson 3-dimensional es una deformacién cuadratica del
corchete de Poisson lineal del dlgebra so(3).

La estructura de Poisson en cuestion es
II = (1‘1 —Exzxg)ag/\ag—l- (IQ —El‘lfvg)ag A0+ (1‘3 —El‘lxz)@l ANdy, e€R.

Este tensor de Poisson es suma de los siguiente tensores de Poisson lineal y cuadratico, los
cuales forman un par de Poisson,

n® = 2109 AN O3+ 2903 N0y + 2301 A\ Os.

H(g) = —ew9x309N03 —ecx1x303 N0 —ex12201 N Os.
Ahora, en términos de la descomposicién en pares (g,1) y (f, Z) se tiene que

n® = My, con g=-3(zi+a3+a3) vy 1=0.

n® = Il 7z con f=cxiwors y Z=0.

De esto se puede concluir que las estructuras de Poisson TV y @ son unimodulares en R3,
pues los campos modulares en cada caso son triviales. Adn mas, ya que el campo modular
asociado a la estructura de Poisson IT = II?)+11M) es Z+1, se tiene que II es unimodular en R3.

Notemos que en términos de la clasificaciéon del Teorema 7.2.2 es el tensor de Poisson
I =11® + 1M de tipo I.

Recordemos, como se mostré en el Capitulo 6, que dado un tensor de Poisson Ik x
homogéneo en R? es K una funcién de Casimir para esta estructura de Poisson si y sélo si
X = 0. Por tanto, en este caso ¢ y f son funciones de Casimir para las estructuras II") y I1(?)
respectivamente. En consecuencia, para este par de Poisson particular, es facil comprobar que

K =g+ [ esuna funcién de Casimir para IT = II® + 111,

Ejemplo 2. Esta estructura de Poisson 3-dimensional aparece como el algebra de simetrias
del sistema promediado “Penning trap deformado” bajo la aplicacion del método de
promedios al modelo “Penning trap” con resonancia tipo 2 : (—1) : 2, ver [9].

La estructura de Poisson en cuestion es

H:*$182/\83*ZE283A61+ZL‘3($3+CL)81/\82, a €R.
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Este tensor de Poisson es suma de los siguiente tensores de Poisson lineal y cuadratico, los
cuales forman un par de Poisson,

IO = —2,05A03 — 2905 A0 +ax3d A Dy
H(2) = :Bgal/\ﬁz.

Ahora, en términos de la descomposicién en pares (g,1) y (f, Z) se tiene que

n® = II,; con gz%(w%—i—x%—am%) y [=0.

n® = Ilf z con f:—%:ng y Z=0.

De esto se puede concluir que las estructuras de Poisson II(Y) y TI?) son unimodulares en R3,
pues los campos modulares en cada caso son triviales. Ain mas, ya que el campo modular
asociado a la estructura de Poisson IT = II(2)+11() es Z+1, se tiene que IT es unimodular en R3.

Notemos que en términos de la clasificacion del Teorema 7.2.2 es el tensor de Poisson
I =11® + IM asociado al tipo I.

Recordemos, como se mostré en el Capitulo 6, que dado un tensor de Poisson Ilx x
homogéneo en R? es K una funcién de Casimir para esta estructura de Poisson si y sélo si
X = 0. Por tanto, en este caso g y f son funciones de Casimir para las estructuras II(1) y I1(2)
respectivamente. En consecuencia, para este par de Poisson particular, es facil comprobar que

K =g+ f= es una funcién de Casimir para Il = n® 4+,
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Apéndice A
Corchete de Schouten-Nijuenhuis

Primeramente se fijaran las notaciones y se recordardan algunas importantes nociones
necesarias para estas notas. A lo largo de las secciones M denotard una variedad finita
dimensional con m = dim M. Seran T*M y TM los haces cotangente y tangente sobre M
respectivamente. Por Cf; se entenderd el espacio de funciones diferenciables en M y por X/
el dlgebra de campos vectoriales suaves en M con la operacién [,] que denota el corchete de
Lie de campos vectoriales

El C%7-médulo de k-formas diferenciales en M se denotard por Q’j{/[ y por le\/f el de
k-vectores en M, esto para cada k € Z. Recordemos que como mddulos de secciones (suaves)
se definen por Q% := T(A*T*M) y x%, := I'(A*TM). Por convencién, Q%, = yk, = C59 para
k=0y Q?M = X?\/l = {0} para k < 0 6 k > m. Como caso particular se tiene x5, = Xp.
Finalmente, seran

Q=P v xu=EPxir
kEZ keZ

Las notaciones antes mencionadas se mantendrén a los largo de estas paginas salvo mencién
explicita de lo contrario. Acentuamos el hecho de que en estas notas se trabajard en la
categoria C*°.

A.0.1. Pairing

Existe una operacién natural entre elementos de Q237 y xas llamado pairing que es una
aplicacién Cf;-bilineal,

<7>3QM><XM — CX/([)
(a,A) — (a,A4)

que se define de la siguiente manera: si a € Qf, y A € X‘}\;,, entonces
1. {a,A) = i, - Aie sia =d.

2. (0, A) =0,sia#d.
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donde o, i, y A" ' son las funciones coordenadas de las expresiones locales de o y A
respectivamente en una carta de M:

a= g, dz Ao ndate y A= AT O, NN, 0=

oxJ *

Nota A.0.1. En la parte 1 de la definicién anterior se ha hecho uso del convenio de sumacion
de Finstein el cual serd empleado a lo largo de estas paginas.

FEl pairing es una operacion que estd bien definida pues no depende la carta que se utilice
para la expresién local de las formas y los multivectores. Notemos que para el caso de dos
0-formas o funciones suaves en M el pairing de éstas coincide con el producto usual de
funciones. Ain maés, para formas y multivectores descomponibles, es decir, que son el producto
de 1-formas y campos vectoriales respectivamente, se tiene que

<a1/\---/\aa,X1/\---/\Xa> :det[<aian>]a><aa ,j=1,...,a.
con o EQ}\/[ y X; € Xy

La definicién del pairing puede extenderse a formas y multivectores no descomponibles de
la siguiente manera (tnica): si o € $,, entonces

(o, Xi AN+ AN Xg) = a(Xy,..., Xa),

para cualesquier Xi,..., X, € Xps. Andlogamente, si A € x§,, entonces
(ar A+ Nag, A) = Alaa, ..., aq),

para cualesquiera asq,...,qq € Q}\/[

A.0.2. Operador Insercién

Insercion de Multivectores. La insercion a lo largo de formas diferenciales de un campo
vectorial X € Xps es un operador diferencial Cj7-lineal sobre Qy; de grado —1,

ix:Qy — Q!
n —> ixn

con ixn la dnica (n — 1)-forma definida por
(LXU)(XL e ’anl) = T](X, Xl, e ,anl),

para cualesquier X1,...,X,_1 € X,;.

Notese que para cada campo vectorial las 0-formas o funciones suaves en M pertenecen al
kernel del operador inserciéon. Ademads, resulta ser este operador una derivacion del producto
exterior para formas diferenciales:

ix(m Am2) =ixn Anz+ (=1)" 0y Aixn,
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para cualesquiera 1, € Q3 y 72 € Q)7

En estas notas se adoptara el siguiente convenio para la extensién del operador anterior, es
decir, para la insercion a lo largo de formas diferenciales de un multivector: si A = X1 A---AX,
es un a-vector descomponible, entonces

L'Xl/\m/\Xa = in ©---0 [:Xa'
Es decir, para cada n-forma 7, es ian = ix, ---ix,n € Q3"
De manera maéas general, ya que todo multivector se expresa localmente como suma de

multivectores descomponibles, para cada A € x%, (no necesariamente descomponible) se
define el operador diferencial C§p-lineal sobre €257 de grado —a,

ia:Qy, — Q¢
N — AN

)

donde i4n es la dnica (n — a)-forma que cumple, para cualquier Ae X, con

~ a(a—1)

(ian)(A) = (=1)"z (g, ANA), sia<n.

Se define ian =0, si a > n.

En virtud de lo anterior, la aplicacion A — i resulta ser C§z-lineal. Como caso particular se
presenta la siguiente formula que para cuestiones de calculos posteriores serd de gran utilidad:
si B € X%w, entonces

iplon A Aag) = Y (1) Blag,a) an A AG A= ATG A -+ 0,
1<i<j<a

: 1
para cualesquiera aq,...,aq € §3,.

Insercién de Formas Diferenciales. La insercion a lo largo de multivectores de una
1-forma diferencial o € ], es un operador diferencial C3-lineal sobre ys de grado —1,

io:Qh, — Qb
P — i P’

con i, P el inico (p — 1)-vector definido por
(iaP)(1,...,0p—1) := Ployaq, ..., ap-1).

: 1
para cualesquiera o, ..., 0,-1 € {2j,.

Notese que para cada 1-forma los 0-vectores o funciones suaves en M pertenecen al kernel del
operador insercién. Ademas, resulta ser este operador una derivacién del producto exterior
para multivectores:

La(Pl A PQ) =i Pi NP+ (*1)”1 P A LaPQ,
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para cualesquier P; € x4 y P2 € x4

En estas notas se adoptard el siguiente convenio para la extensién del operador anterior, es
decir, para la insercién a lo largo de multivectores de una forma diferencial: si a = a1 A+ -Aay
es una a-forma descomponible, entonces

lagANag “— bag © " Ola,-
Es decir, para cada p-vector P, es io P = iq, -+ ia, P € X5, "
De manera més general, ya que toda forma diferencial se expresa localmente como suma de

formas descomponibles, para cada o € 2%, (no necesariamente descomponible) se define el
operador diferencial C§;-lineal sobre x s de grado —a,

L.a:XZ]:J — X[])M_a
P +— i P

9

donde i, P es el tinico (p — a)-vector que cumple, para cualquier & € Q4 con

ala—1)

(iaP)(@) = (-1)" T (a A&, P), sia<p.

Se define i, P =0, si a > p.

En virtud de lo anterior, la aplicacién o — i, resulta ser Cfp-lineal. Ademds, como caso
particular se tiene que si A € x§, v o € Q%,, entonces

a(a—1)

iaa=iA=(-1)"2 (a,A).
A.0.3. Corchete de Schouten-Nijenhuis
En términos de la inserciéon de multivectores y de la diferencial exterior para formas,
d: Q4 — Q4

que es un operador diferencial sobre €25 de grado 1, se define el corchete de Schouten-Nijenhuis
de dos multivectores A € x4, y B € x4, como el tnico (a + b — 1)-multivector [A, B] que
satisface la igualdad

ifa,p = lia,d],ip] = [La, iB],

v que resulta ser una extensién natural del corchete de Lie para campos vectoriales en M.

Nota A.0.2. Los corchetes en el lado derecho de la igualdad anterior denotan el conmutador
(graduado) de endomorfismos graduados de Q. Esto es, [E1, Es] :== EjoEy—(—1)¢¢? EyoEj,
para cualesquier endomorfismos F1 y Ey de Q) de grados e y es respectivamente.
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En consecuencia, el corchete de Schouten-Nijenhuis puede interpretarse como una
aplicacién R-bilineal,
b—
L1:xG xxbr — Xy
(A,B) — [A,B] "’

la cual satisface las siguientes propiedades:

1. [A,B] = —(—1)(e=DO-D[B A4]. (Antisimetria)
2. [A,BAC] =[A,B]AC + (—1)@"DB A [A,C]. (Regla de Leibniz)
3. [A,[B,C]] = [[A, B], C] + (=1)e=DC=1[B [A, C]]. (Identidad de Jacobi)

Lo anterior para cualesquier A € x9,, B € xl]’\/[ y C € X§;-

Entre las propiedades adicionales que cumple el corchete de Schouten-Nijenhuis las
siguientes dos seran de utilidad en lineas posteriores: si A € x¢,, entonces

1. [f,A] = —iqfA, para toda f € CF.

2. [X,A] = Lx A, para cualquier X € Xy.
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Apéndice B
Clasificacion de Matrices

En este breve apartado presentamos la clasificacién de matrices simétricas y de traza cero
utilizada en el Teorema 6.2.2 y Teorema 6.3.2 respectivamente.

Matrices Simétricas. Es sabido del algebra lineal que las matrices simétricas son
diagonalizables y que se pueden clasificar utilizando el indice de inercia para éstas. En esta
tesis utilizamos en la demostracion del Teorema 6.2.2 la siguiente clasificacion de las matrices
simétricas de tamano 3 x 3 con entradas reales:

1 00 1 0 0 1 0 0
Si=1 010 So=10 1 0 S3=10 -1
0 01 0 0 -1 0 0 -1
-1 0 0 1 00 1 0 0
Sy = -1 0 Ss=1 010 Se = -1 0
0 0 -1 0 0 0 0 0
-1 0 0 1 00 -1 0 0
S7 = 0 -1 0 Sgs=10 0 0 S = 0 00
0 0 0 00 0 00
0 00
Swo=1[ 0 0 0
0 00
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Matrices con Traza Cero. Con ayuda de los valores propios y el rango de una matriz se
puede dar una clasificacién de las matrices con traza cero de tamafio 3 X 3 y entradas reales.
La clasificacion que presentamos a continuacién es la que utilizamos en la demostracion del
Teorema 6.3.2:

000 by 0 0 b 0 0
A= 000 Ay=1| 0 b 0 As=10 —b 0
000 0 0 b 0 0 0
b 0 0 by —by 0 0 —b 0
A= 0 b 0 As=1| b b 0 As=| b 0 0
0 0 —2b 0 0 —2b 0 0 0
b 1 0 00 1 010
A= 0 b 0 As=| 00 0 Ag=1|10 0 1
0 0 —2b 00 0 000

con b, by, be, b3 # 0 y para la matriz As es by + by + b3 =0y by #£ by # b3 # by.
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