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Prefacio

El problema de hacer inferencia estadistica sobre el pardmetro § = P (X <Y') ha sido de
gran interés desde sus inicios (Birnbaum, 1956) hasta los tiempos actuales (Diaz-Francés y Mon-
toya, 2013; Al-Mutairi et al., 2013; Gunasekera, 2014). En todo este periodo, se han planteado
diversas suposiciones sobre la distribucién de probabilidad de (X, Y") y se han utilizado diferentes
enfoques estadisticos para proporcionar soluciones al problema. En particular, el problema de
hacer estimacion por intervalos sobre el parametro 8, cuando se supone que X y Y son variables
aleatorias independientes con funcién de densidad de probabilidad exponencial bajo situaciones
de datos sin censura o con censura, ha recibido gran atencién por muchos investigadores, sien-
do la estimaciéon insesgada de minima varianza, maxima verosimilitud, cantidades pivotales y
bootstrap, los enfoques mas usados para solucionar este problema.

Recientemente, el problema de hacer estimacién por intervalos sobre § = P (X <Y') en el
caso exponencial ha sido abordado con un enfoque diferente a los mencionados anteriormente.
Diaz-Francés y Montoya (2013) presentan un método para construir intervalos de verosimilitud-
confianza para 6 a través de la técnica de aproximacién normal a la verosimilitud; pero usando
previamente una reparametrizacion que simetriza a la verosimilitud. Es importante mencionar
aqui que la estimacién que produce este método no ha sido comparada en forma amplia con la
de otros métodos estadisticos, especialmente en casos con censura.

El objetivo de esta tesis es comparar los intervalos de verosimilitud-confianza para 6 =
P (X <Y), presentados en Diaz-Francés y Montoya (2013), con intervalos pivotales, en términos
de frecuencia de cobertura y longitud del intervalo, bajo tres tipos de muestra: sin censura, con
censura por la derecha de Tipo II y con censura progresiva de Tipo II. A continuacion se describen
los aspectos mas importantes de cada capitulo.

En el Capitulo 1 se presenta la descripcién del pardmetro § = P (X <Y) y se enfatiza
su importancia a través de la relacion que tiene con los modelos Tensién-Fuerza y las curvas
ROC. Estas herramientas matematicas han sido ampliamente usadas en divesas aplicaciones de
ingenieria, medicina, entre otras. Ademads, se describe el problema que se abordard en esta tesis.

En el Capitulo 2 se definen conceptos importantes del enfoque de verosimilitud para la
estimacién de parametros. En particular, se presenta con detalle el método de verosimilitud

perfil y la metodologia de estimacién por intervalos bajo el uso de la aproximacién normal a la
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verosimilitud y reparamentrizaciones que simetrizan a la verosimilitud. En este capitulo también
se presenta el método pivotal para estimacion por intervalos.

En el Capitulo 3 se aplican los conceptos y metodologias definidas en el Capitulo 2 para hacer
inferencias sobre el pardmetro § = P (X < Y') en el caso exponencial, bajo tres esquemas: sin
censura, con censura por la derecha de Tipo II y con censura progresiva de Tipo II. Para cada caso
se utilizan los siguientes métodos: (1) La verosimilitud perfil, (2) Una reparametrizacién de la
verosimilitud junto con el enfoque de aproximacién normal a la verosimilitud y (3) Estimacién
a través de una cantidad pivotal. Ademads, se presentan dos aplicaciones relevantes de estos
métodos y sus correspondientes inferencias sobre § = P (X < Y'). Es importante mencionar que
el enfoque de verosimilitud perfil, aunque es ilustrado en este capitulo, no sera considerado para
el estudio comparativo de inferencias desarrollado mas adelante.

En el Capitulo 4 se hace un estudio de simulacién, considerando los escenarios de muestras
sin censura, muestras con censura por la derecha de Tipo II y con censura progresiva de Tipo
II, con el objetivo de comparar el comportamiento de los intervalos de confianza propuestos por
Diaz-Francés y Montoya (2013) y los intervalos de confianza pivotales. Dicha comparacién se
hace en términos de frecuencia de cobertura y longitud del intervalo.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones generales de este trabajo.



Capitulo 1

Motivacién e introduccion al problema

1.1. Introduccion

La estimacién de § = P(X < Y') ha sido objeto de gran estudio desde su aparicién en los anos
50 del siglo XX hasta la actualidad. Esta cantidad es de interés en areas como confiabilidad,
ingenieria, medicina, psicologia, epidemiologia, economia, etc. Desde sus inicios hasta hoy, el
problema de hacer inferencia estadistica sobre el parametro § = P(X < Y) ha sido abordado
considerando diferentes escenarios observacionales y varias suposiciones sobre la distibucion de
las variables aleatorias X y Y. Por ejemplo, se han considerado modelos paramétricos, modelos
no paramatricos, situaciones que producen diferentes tipos de censura, entre otros.

El problema de hacer inferencia sobre el pardmetro §# = P(X < Y) cuando X y Y son
variables aleatorias independientes con funciones de densidad que pertenecen a la misma familia
paramétrica (tal como la exponencial, normal, lognormal, Weibull, entre otras) también ha sido
ampliamente discutido en la literatura estadistica; véase Kotz et al. (2003). En particular, el
problema de hacer estimacién por intervalos sobre § = P(X < Y) en el caso exponencial,
cuando se tienen observaciones sin censura o con censura, ha recibido atencién especial por
muchos investigadores [Enis y Geisser (1971), Tong (1974), (1975), Kelley et al. (1976), Sathe
y Shah (1981), Chao (1982), Cramer y Kamps (1997), Kotz et al. (2003), Jiang y Wong(2008),
Ventura y Racugno (2011), Saracoglu et al. (2011), Diaz-Francés y Montoya (2013)]. El enfoque
usual es calcular intervalos de confianza a través de cantidades pivotales, cuando es posible,
o intervalos de confianza asintéticos usando alguno de los siguientes métodos: estimacion de
maxima verosimilitud, estimacién insesgada de minima varianza o bootstrap. Recientemente
este problema ha sido tratado bajo un enfoque de verosimilitud perfil usando transformaciones
y la aproximacién normal a la verosimilitud, véase Diaz-Francés y Montoya (2013).

Una de las razones fundamentales que motiva la investigacién cientifica sobre § = P(X <Y)
es la fuerte conexién que existe entre esta cantidad y los modelos Tension-Fuerza ( stress-strength
models). En esta clase de modelos se tiene especial interés en la probabilidad de que una variable
aleatoria X exceda a otra variable aleatoria Y esto es, # = P(X < Y). Otro argumento que
se aduce para motivar la relevancia del problema de hacer inferencias sobre § = P(X < Y)

es la relaciéon que tiene esta cantidad con las curvas ROC (acrénimo de Receiver Operating



4 Motivacién e introduccion al problema

Characteristic). Si X y Y son variables aleatorias continuas, entonces el drea bajo la curva
ROC es igual a § = P(X < Y). Es importante mencionar aqui que tanto los modelos Tensién-
Fuerza como las curvas ROC son de gran utilidad y aplicaciéon en muchas areas de la ciencia,
en particular en ingenierfa (confiabilidad) y medicina. Ademas, el caso de variables aleatorias
X vy Y con distribucién exponencial es de especial relevancia debido a que muchos fenémenos

aleatorios son modelados adecuadamente con esta distribucién.

1.2. Modelos Tension-Fuerza

Los modelos Tensién-Fuerza han recibido gran atencién por muchos anos gracias a su apli-
cabilidad en distintas dreas. El principal interés en este tipo de modelos es la cantidad 6 =
P (X <Y). En estos modelos X representa la tensiéon que sufre un componente cuando éste rea-
liza su trabajo y Y representa la fuerza que tiene el componente para resistir dicha tension. Si
la tension sobrepasa a la fuerza del componente (X > Y'), entonces éste falla. En caso contrario,
el componente no falla. Entonces § = P (X <Y) repredenta la confiabilidad del sistema y se
le denomina pardametro de confiabilidad. El germen de esta idea fue introducido por Birnbaum
(1956) y posteriormente desarrollada en Birnbaum y McCarty (1958). En este ultimo articulo
se incluye por primera vez en su titulo la expresién P (Y < X). Sin embargo, el término stress-
strength aparece de manera formal en Church y Harris (1970). El desarrollo de la probabilidad y
de la estadistica para los modelos Tensién-Fuerza, durante cuatro décadas, se resume de manera
muy completa en el libro de Kotz et al. (2003). En este libro se presentan muchos resultados
tedricos sobre los modelos Tensién-Fuerza, asi como algunas de sus aplicaciones en la industria,

la economia y la medicina.

1.3. Curvas ROC

La curva ROC es una técnica estadistica de suma importancia para una variedad muy am-
plia de campos cientificos: radiologia, cardiologia, quimica clinica, epidemiologia, sociologia,
psicologia experimental, teoria de deteccién de senales, ciencias de la tierra y la atmosfera, fi-
nanzas, mineria de datos, entre otros. Por ejemplo, en la teoria de deteccién de senales una curva
ROC es una representacién gréfica de la tasa de éxito (probabilidad de detectar correctamente
una senal cuando dicha senal esta presente) frente a la tasa de falsa alarma (probabilidad de
detectar una senal cuando no estd presente) para tareas de deteccién con sélo dos resultados
posibles (si / no, presente / ausente). Otras aplicaciones importantes de la curva ROC aparecen
en la evaluacién experimental médica, donde se utilizan de forma cotidiana los conceptos de
sensibilidad y especificidad de una prueba diagnéstica. La sensibilidad es la tasa de éxito y la

especificidad es uno menos la tasa de falsa alarma. Estos conceptos son muy usados para evaluar
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la sensibilidad y especificidad de pruebas diagnésticas segin se varia el punto de corte o umbral
para que un diagndstico sea “positivo”. Es importante mencionar aqui que desde los afios 70
se estan usando las curvas ROC en diferentes &mbitos de la medicina, por su capacidad para
resumir en una unica medida el rendimiento o precisién o eficacia diagndstica. Esta medida es
el drea bajo la curva ROC, o en sus siglas inglesas AUC (Area Under Curve).

La curva ROC es simplemente la grifica de los puntos T (w) = [P (X <w),P (Y <w)] =
[F'x (w), Fy (w)], con w € R, donde X y Y son variables aleatorias con funcién de distribucién
Fx y Fy, respectivamente. Nétese que las coordenadas de T'(w) yacen entre 0 y 1, de manera que
la curva ROC siempre se encuentra en el cuadrado unitario. Ademaés, al permitir que w = 400
se concluye que la curva siempre empieza en (0,0) y termina (1,1).

La relacién entre la curva ROC y # = P (X <Y) fue senalada originalmente por Bamber
(1975) y trajo consigo una variedad de métodos desarrollados para hacer inferencias sobre 6 =
P (X <Y). Bamber (1975) observé que el area bajo la curva ROC para variables aleatorias

continuas es

1
AUC = /P(ng)dp(ygw)
0

1
- /0 F (w) fy (w) dw
= P(X<Y) (1.1)

donde Fx es funcion de distribucién de X y fy es la funcién de densidad de Y. Es decir, AUC

=6 =P(X <Y) cuando X y Y son variables aleatorias continuas.

1.4. Problema de tesis

La estimacién por intervalos del pardmetro § = P (X <Y') cuando X y Y son variables
aleatorias exponenciales es de suma importancia para una gran variedad de areas de la ciencia.
Muchos investigadores abordan el problema de construir intervalos de confianza para 6, con-
siderado diferentes escenarios de censura, a través del uso de cantidades pivotales. Esta técnica
estadistica elegante requiere habilidad para identificar una cantidad pivotal para 6 (cuando es
posible) y calcular su distribucién, en cada caso bajo estudio. Recientemente, Diaz-Francés y
Montoya (2013) proponen una metodologia interesante para construir intervalos de confianza
para § = P(X <Y) en el caso de la distribucién exponencial, considerando censura por la
derecha de Tipo II, con base en el uso de la funcién verosimilitud perfil, transformaciones que
simetrizan a la verosimilitud y la aproximacién normal a la verosimilitud. Ellos usan datos par-
ticulares (simulados y reales) para calcular y comparar sus intervalos con los obtenidos a través
de cantidades pivotales. Sin embargo, no presentan ningun estudio de simulacién para evaluar de

manera mas general el desempenio de sus intervalos; a pesar de que aparentemente sus resultados
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se pueden generalizar a otras distribuciones y a otros tipos de censura.

En esta tesis se abordard el problema de estimaciéon por intervalos del pardmetro 8 =
P(X <Y) cuando X y Y son variables aleatorias independientes con distribucién exponen-
cial. Se considerara el caso de datos sin censura y el caso de datos con censura. Los escenarios
de censura que seran contemplados son: (a) Censura por la derecha de Tipo II y (b) Censura
progresiva de Tipo II. El objeto de la tesis es comparar, mediante estudios de simulacién, la
frecuencia de cobertura y la longitud los intervalos de confianza para § = P (X < Y’) obtenidos
mediante el enfoque de cantidades pivotales y el enfoque de verosimilitud dado por Diaz-Francés
y Montoya (2013).



Capitulo 2

Teoria de inferencia estadistica

En este capitulo se presentan conceptos del enfoque de verosimilitud como: la funcién de
verosimilitud, la funcién de verosimilitud relativa, la aproximacion normal a la verosimilitud y
la verosimilitud perfil. Se presenta también conceptos y métodos importantes para la obtencion
de intervalos de confianza. En particular, el método pivotal, el de verosimilitud perfil y el de
aproximaciéon normal a la verosimilitud que usa reparametizaciones, seran aplicados en el si-
guiente capitulo para hacer inferencias sobre el parametro § = P (X < Y') en el caso exponencial,

considerando muestras sin censura y datos censurados.

2.1. Introduccion

Supéngase que un modelo de probabilidad se ha formulado para un fenémeno aleatorio de
interés y que éste involucra a un vector de pardmetros desconocidos ¥ = (¢Y1,...,¢x) € ¥ C R¥,
donde W es el espacio parametral. El fendmeno aleatorio de interés es observado y algunos datos
son obtenidos. Se desea entonces usar estos datos para estimar el valor de . Mas generalmente,
se desea determinar cudles de los valores posibles de 1 son mas plausibles o creibles a la luz de
los datos observados.

Los datos observados pueden ser considerados como un evento observado E, en el espacio
muestral del modelo de probabilidad. La probabilidad del evento observado E, se puede de-

terminar del modelo, y en general, serd una funcién del vector de pardametros desconocidos 1,
P (Ey;1).

2.2. La funcién de verosimilitud

La funcién de verosimilitud juega un papel fundamental en la inferencia estadistica. Su
rol principal es inferir qué valores del vector de pardmetros v = (¢1,...,%,) son razonables
para la funcién de probabilidad P (E,;v) que haya sido elegida para el fenémeno aleatorio de
interés a partir de un evento observado (datos). Esto es particularmente relevante después de

un experimento, cuando ya fueron observados los datos.
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Definicién 2.1. (Funcién de verosimilitud) Supéngase que X = (Xi,...,X,) es un vec-
tor de variables aleatorias y E, es un evento observado en términos de X con probabilidad
Px (Ez; ). La funcién verosimilitud de v es una funcién L (¢; E;) : ¥ — [0, 1] definida como

L(¢;Ex) = Px (Exa¢) (2.1)

En particular si X = (X1,...,X,,) es un vector de variables aleatorias discretas con funcién
de probabilidad conjunta f (x;¢) : R™ — [0,1] y = (x1,...,2,) es el evento observado E,,

entonces la funcion de verosimilitud de ¢ es

L(w;Ex) = PX(E13¢)

= [(z;9)
= f(@1,.. o).
Ahora, si X7,..., X, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid)

con funcién de probabilidad f (x;%) : R — [0, 1], entonces la verosimilitud de v es

n

L(¢;Ep) =[] f (xis0).
i=1
Para el caso de variables aleatorias continuas X, ..., X, iid con funcién de densidad f (z;%) :
R — R* se tiene que P(X| = z1,..., X;, = ;%) = 0 para todo z = (21, ..., 2,) y . Por ello,
no se puede definir a la funcién de verosimilitud a partir de dichas probabilidades. Pero si
x;—€/2 < X; < x;+¢€/2 es el evento observado, donde x; y € > 0 son valores fijos conocidos que
representan al valor observado en el instrumento de medicién y su error de medicién (considerado

simétrico), respectivamente, entonces la verosimilitud de v esta dado por

L(¢;Ey) = Px (Ez;))
n zit+ie
= H/ f (&) dt. (2.2)
1
i=17%i" 3¢
La expresion (2.2) puede ser dificil de manejar a la hora de hacer célculos matematicos, por
ejemplo calcular derivadas y maximos. Una forma de aproximar la verosimilitud dada en (2.2)

y que tiene por objetivo obtener una expresién més simple se describe a continuacién.

2.3. Aproximacion continua a la funcién de verosimilitud

El teorema del valor medio para la integral definida establece que si f es una funcién continua

en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un numero z en [a, b tal que

b
[ t@de=1 @) b-a).
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De este modo, si la funcién de densidad f (x;1) cumple con las condiciones del teorema antes
mencionado, entonces la i-ésima integral en (2.2) es ef (2';1) para algin 2’ € [z; — €/2,x; + €/2].
Si f (z;) es aproximadamente constante en [z; — €/2, x; + €/2], para cada valor plausible de v,
entonces se tiene que f (2';¢) = f(x;;1). Si esto es véalido para cualquier i € {1,2,...,n} y €
no depende de 1, una aproximacién a la funcién de verosimilitud dada en (2.2) es

n

x¢+%e
L($;Ey) = H/ f () dt

1
i=17%iT 3¢

= [ef @59)
=1

[1ef @iz

i=1

] f i) (2.3)
=1

%

A la expresién (2.3) se le llama “aproximacién continua” a la funcién de verosimilitud.

En esta tesis especificamente se empleard la aproximacién (2.3) puesto que es adecuada y
como se verd en los Capitulos 3 y 4, no produce problemas inferenciales como los discutidos por
Kalbfleisch (1985, Seccién 9.4), Edwards (1992, Pag. 6, P4g. 167), Lindsey (1999), Sprott (2000,
Pag. 19, Pédgs. 203-294), Lawless (2003, Pag. 186), Meeker y Escobar (1998, Pag. 275), Montoya
et al. (2009, P4ags. 195-202), entre otros.

2.4. Plausibilidad

La funcién de verosimilitud L (¢; ;) permite ordenar la credibilidad o plausibilidad entre
los valores de 1) con base en el evento observado E,. Si L(v1; E;) > L(12; E;) entonces de (2.1)
se sigue que Px (Fy; 1) > Px (Ey;12). Es decir, el evento observado E, es méas probable cuando
el parametro ¥ toma el valor 11 que cuando toma el valor 5. Asi, el cociente de verosimilitudes

L(¢1; Ey)  Px (Epit)
L(tho; Ex) — Px (Eg; )’

es una medida de la plausibilidad de ; relativa a 19 basada en el evento observado E,. El

cociente L(v1; Ey)/L(1e; Ey) = k significa que el valor ¢ es k veces més plausible que el valor

19 en el sentido de que ¥ hace al evento observado k veces mas probable de lo que lo hace 5.

2.5. Estimador de maxima verosimilitud

La funcién de verosimilitud L (¢; E;) es una medida de plausibilidad de diferentes valores

posibles de 1. Asi, un estimador puntual razonable de 1 es aquel valor de 1 que maximiza
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L (1/1, E:c)

Definicién 2.2. (Estimador de maxima verosimilitud) El estimador de méxima verosimi-
litud (EMV) de v, es el valor L/AJ en el espacio parametral U C RF que satisface la condicién
L('&? Em) = sup L(¢; ECE)
Pew

Nétese que 0 < L(9; E;) < 1 debido a que es una probabilidad como funcién de 9. Asi, el
supremo de L(1; E;) en [0, 1] existe y es finito. Sin embargo, puede darse el caso en que el EMV
no exista, o si existe, puede que no sea tinico. En lo que sigue se actuara como si existiera un tinico
valor 1[1 € ¥ que maximiza a la funcién de verosimilitud L(v; E,,). Es decir, se supondra que el
EMYV existe y es tnico.

El EMV del pardametro ¢ es el valor mas plausible de v, bajo el evento observado. Es decir,
el EMV 1& es el valor de 9 que explica mejor al evento observado en el sentido de que maximiza
su probabilidad bajo el modelo de probabilidad propuesto para el fenémeno aleatorio de interés.

Cabe hacer notar que algunas veces, encontrar el valor de 1) que maximiza L(1; E,) puede
ser complicado debido a la forma que toma el producto de probabilidades y en consecuencia la

verosimilitud. Usualmente es conveniente trabajar con la siguiente funcion.

Definicién 2.3. (Funcién log-verosimilitud) La funcién log-verosimilitud de 1 se define

como el logaritmo natural de L(v; E,),

l(% Ex) = log [L(l/}, EJ:)] . (2'4)

Muchas veces es mds fécil realizar procesos de optimizacién (maximizacién-minimizacion)
cuando la funcién objetivo es una suma de funciones que cuando la funcién objetivo es un
producto de funciones. Notese que el valor @E que maximiza la verosimilitud L(v, E,) también
maximiza la log-verosimilitud [(¢, E,) puesto que el logaritmo natural es una transformacién
mondétona.

Es importante senialar que definir a la verosimilitud como proporcional a la probabilidad del
evento observado [no igual como en (2.1)] no afecta el resultado de la optimizacién; sin embargo,
es posible simplificar expresiones que resultan irrelevantes; quiza esta sea una de las razones por

la cual Fisher (1921) definié a la verosimilitud como proporcional a una probabilidad.

2.6. Invarianza funcional

En muchas ocasiones se utilizan reparametrizaciones de un modelo de probabilidad por
conveniencia matematica, conveniencia computacional, propio interés de un parametro que es
funcién de otro que aparece en el modelo, etc. En estas situaciones, la invarianza funcional es

una propiedad muy conveniente de la verosimilitud y significa que, en términos de plausibilidad,
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cualquier declaraciéon cuantitativa acerca de 1 implica una declaraciéon cuantitativa correspon-
diente acerca de cualquier funcién uno a uno de . Una funcién g(1) es uno a uno si g(11) = g(¢2)

implica que ¥ = .

Teorema 2.4. Supdngase que L(v; E,) es la funcion de verosimilitud de ¢ € V. Sea g(1)) :

U — A una funcién uno a uno. Si

L(¢1aEx) —k

L(¢2aEx)
entonces

L(6y;Ey)

donde 61 = g(11) y 92 = g(12).

La demostracién del teorema anterior se sigue por directa sustituciéon algebréica.
Una consecuencia inmediata de la propiedad de invarianza de la funcién de verosimilitud

L(v¢; E,) es la invarianza del EMV de 4 para funciones uno a uno.

Teorema 2.5. Si g(¢)) : ¥ — A es una funcidn uno a uno y 1& es el EMV de v, entonces el
EMV de § = g(¢) es b = g(1)).

Cabe mencionar aqui que Casella y Berger (2002, Pag. 320) muestran que la propiedad de
invarianza del EMV se cumple para cualquier funcién g(¢), no inicamente para funciones uno
a uno.

Un ejemplo simple de la propiedad de invarianza de la verosimilitud es el siguiente. Si ¢y > 0
y & = log (¢), entonces la verosimilitud del nuevo pardmetro ¢ es L(d; E,) = L[y = exp(d); E,].

Como consecuencia se tiene que el EMV de § es § = log(¢)).

2.7. La funcion de verosimilitud relativa

Definicién 2.6. (Funcién de verosimilitud relativa) La funcién de verosimilitud relativa
R(¢; Ey) : ¥ — [0, 1] se define como

L(1; Ey)
supyey L(¥; Ey)’

donde L(1); E;) es la funcién de verosimilitud de .

R(y; Ey) = (2.5)

Esta funcién estd bien definida ya que el supremo de L(v; E;) en [0, 1] existe y es finito.
Ademas nétese que R(1); E,) yace entre cero y uno para todo valor de v en el espacio parametral.
Valores de ¢ con R(v; E,) cercanos a uno son muy razonables o creibles mientras que valores

de ¢ con R(v; E,) cercanos a cero son poco creibles a la luz de los datos.
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La funcién de verosimilitud relativa se puede utilizar para hacer declaraciones cuantitativas
acerca del grado sobre el cual valores del pardmetro describen mejor el fenémeno aleatorio de
interés, con base en la muestra observada.

En la practica, generalmente es posible encontrar un tnico valor de 9 en el espacio parametral
que maximiza la funcién de verisimilitud L(v; E,). Cuando esto sucede entonces la funcién de
verosimilitud relativa dada en (2.5) se puede escribir como la estandarizacién de la verosimilitud
con respecto a la verosimilitud evaluada en dicho valor. Es decir, cuando el EMV 1/3 del parametro

1) existe y es Unico, la funcién de verosimilitud relativa de i es

R(v; By) = AV L) (2.6
L (¢, Ex)

La funcién de verosimilitud relativa dada en (2.6) proporciona la plausibilidad de cualquier
valor especificado de 1 relativo al maximo verosimil 1/3, a la luz de los datos. Es decir, valores
de ¢ con R(; E;) cercanos a R(l[};Ex) = 1 hacen a la muestra observada casi tan probable
como lo hace el EMV 1,2 En contraste, valores de 1) con R(1; E,) cercanos a cero hacen que
la probabilidad de la muestra observada sea pequena con respecto a su maxima probabilidad
alcanzada en @Z

De forma andloga a la definiciéon de la funcién log-verosimilitud, también es posible definir
la funcién log-verosimilitud relativa. Esta funcién es particularmente 1til en el desarrollo de las

propiedades asintéticas de la verosimilitud.

Definicién 2.7. (Funcién log-verosimilitud relativa) La funcién log-verosimilitud relativa

se define como el logaritmo natural de la funcién de verosimilitud relativa,
(5 Ey) = log [R(v; Ex)] = log [L(vs Ex)] — log [L(4: x|
Asi,
r(v; Be) = Uy; Bx) — s By), (2.7)

donde [(¢; E;) es la funcién log-verosimilitud. Como 0 < R(7)) < 1, se tiene que —oo < (1)) <0

para todos los posibles valores del parametro.

2.8. Regiones de verosimilitud

En la seccién anterior, mediante la verosimilitud relativa, se obtuvo la plausibilidad de un
cierto valor especifico de 1 con respecto al EMV 1]1 dada la muestra observada. Sin embargo,
en ocasiones puede ser de interés especificar una regién o intervalo para 1, donde cada valor de
1 dentro de esta regién o intervalo tenga al menos una plausibilidad especificada. Esta es una
manera, diferente a la estimacién puntual, de hacer inferencias sobre el pardmetro ¢ usando el

enfoque de verosimilitud.
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Definicién 2.8. (Regién de verosimilitud de nivel c¢) Sipongase que R(1); E,) es la funcién
de verosimilitud relativa de . Una regién de verosimilitud de nivel de plausibilidad ¢ para i se

define como el conjunto
C(C§E1’) = {1/) : R(waEx) > c}7
donde ¢ € [0, 1]

Las regiones de verosimilitud indican los valores de 1) que son mas plausibles a un nivel c.
Esto es, cualquier valor de ¥ en C(c; E;) tendrd verosimilitud relativa igual o mayor que ¢ y
cualquier valor de v fuera de C(c; E,) tendra verosimilitud relativa menor que c. Esta es la
forma en que la regién C(c; E,) separa los valores plausibles de ¢ de los no plausibles a un nivel
¢ (Sprott, 2000, Pdg. 14).

En particular cuando v es de dimensién uno, una regién de verosimilitud para un determinado
nivel de plausibilidad ¢ puede ser un intervalo o la unién de intervalos disjuntos, esto dependera de
la forma que tome la funcién de verosimilitud, en estos casos se adoptara la notacién I'V(c) para
denotar a la regién de verosimilitud C(c; E,). Graficamente el IV (c) se puede obtener dibujando
una linea horizontal en la gréfica de R(v¢; E,), paralela al eje cartesiano de ¢ y a una distancia
¢, y coleccionando todos los valores de 1 cuya verosimilitud relativa R(1; E,) se encuentra por
encima de dicha linea, con esta idea se pueden elaborar algoritmos computacionales muy precisos
y con ellos obtener los intervalos de verosimilitud. Es importante resaltar aqui, que obtener estos
algoritmos puede ser a veces muy complicado y més aun obtener una expresion analitica, con
base en la relacién R(y; E;) > ¢, de los intervalos de verosimilitud. Por ésta razén, més adelante
en éste capitulo se desarrollard una técnica para la solucion a este problema.

Cuando ¢ varia desde 0 hasta 1 se obtiene una familia de regiones de verosimilitud jerar-

quizadas y anidadas que convergen al EMV 1& cuando c tiende a 1. Véase la siguiente proposicion.

Proposicién 2.9. Si {kp},,~, es un sucesion mondtona creciente de nimeros reales, donde

km € [0,1], entonces las regiones de verosimilitud de nivel {kp},,~, son conjuntos anidados.

Demostracion. Sea R(¢; E,) la funcién de verosimilitud relativa de v. Supéngase que C(ky,; E,)
es una region de verosimilitud de nivel de plausibilidad k,, para v, donde 0 < k,, < 1, para
todo m > 0. Sea n cualquier valor de m. Si C(ky; E,) = 0 entonces C(ky; E;) C C(kp—1; Ez).
Si C(kp; Ey) # 0y i1 € C(ky; Ey) entonces R(Yr; Ey) > ky. Ahora, si {km},,>( es una sucesién

mondétona creciente de nimeros reales en [0, 1] entonces 0 < k;_; < k; < 1, para todo i > 1. Asi,
R(d}/) 2 kn 2 knfl-

Es decir, ¢/ también pertenece a C'(k,,—1; E). Entonces, C(ky; E;) C C(kp—1; E;). Al repetir este
proceso paran—1,n—2,--- 0 se tiene que C(k;y1; E;) C C(k;; Ey), parai =n—2,n—3,--- ,0.

Asi, para todo n > 0 se cumple que
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C(km E;t) C C(kn—l; Ex) c...C C(k0§ E$)7
por lo tanto, {C(kp; Ex)},,> son conjuntos anidados. O

Nétese que el EMV 1& de 1 pertenece a todas las regiones de verosimilitud porque R(z/}; E,) =
1. Entonces, esta familia de regiones son equivalentes a la funciéon de verosimilitud completa y
reproduce la grafica de R(v; E;).

Una regién de verosimilitud por si sola puede resultar poco informativa y en consecuencia
insuficiente para mostrar el cambio en la plausibilidad de los valores de 3 en la regién; por
ejemplo, cuando ¥ es un escalar se recomienda utilizar distintos intervalos de verosimilitud de
nivel c e indicar en ellos al EMV 1& de 1. Esto permite identificar posibles asimetrias de la funcién
de verosimilitud. En lo posible se recomienda graficar y analizar la funcién de verosimilitud
relativa completa.

Regiones de verosimilitud confianza

A continucién se verd que es posible asociar una confianza deseada a las regiones de verosi-
militud, y que dicha confianza depende de la eleccién del nivel de plausibilidad ¢. En particular
cuando el pardmetro 1) es un escalar, niveles de plausibilidad de ¢ =0.036, 0.15, 0.25 se encuentran
asociados con niveles del 99, 95 y 90 % de confianza (aproximadamente).

Sea © = (x1,...,%y) una muestra observada proveniente de una distribucién del vector
de variables aleatorias X = (Xi,...,X,,) con funcién de densidad de probabilidad conjunta
f(z;1h), donde ¥ = (21, ...,¢,) € ¥ C R es un vector de pardmetros desconocidos y fijos en
un vector ty. Entonces, con base en esta muestra se puede construir una regién C' para el valor
“verdadero” 9. Ahora, si se construye nuevamente una region C' pero con otra muestra del
mismo experimento o fenémeno aleatorio de interés, casi seguramente se obtendra una region
diferente a la anterior. Esto ocurre debido a que la regién C' es aleatoria. Asi, cada vez que se

varie la muestra, las region C algunas veces cubrird el valor “verdadero” vy y otras no.

Definicién 2.10. (Probabilidad de cobertura) Sea X = (Xi,...,X,) un vector de varia-
bles aleatorias con funcién de densidad de probabilidad conjunta f(z;v). La probabilidad de

cobertura de una regién para v = g se define como

PC (vo) = P (Yo € C;9p = 4p).

Asi, la probabilidad de cobertura PC (1)) expresa el porcentaje de veces que la regién C
cubre al valor “verdadero” 1y en un nimero muy grande de repeticiones de un experimento.

Obsérvese que en principio, la probabilidad de cobertura de una region C se puede calcular
a partir de la densidad de probabilidad conjunta de X, f(x;1); en consecuencia, generalmente
depende del valor “verdadero” del parametro v, ¥g. Cuando la probabilidad de cobertura de
una regién C' no depende de 1y, es decir, cuando el valor de PC (1)) es el mismo para todo

valor del parametro 1y entonces la regién C' es llamada regién de confianza.
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Definicién 2.11. (Regidén de confianza) Sea X = (X1,...,X,,) un vector de variables aleato-
rias con funcién de densidad de probabilidad conjunta f(x;). Una regién de confianza 100(1-

a) % para 1y es una regién C para 1) = 1)y cuya probabilidad de cobertura es (1-«).

Definicién 2.12. (Regién de verosimilitud-confianza) Una regién de verosimilitud-confianza
para cualquier Y9 € ¥ C R¥ es una regién de verosimilitud que tiene probabilidad de cobertura
de (1 — ) para vy.

La probabilidad de cobertura de una regién de verosimilitud C' = C(¢, X) se puede aproximar
a través de la distribucién de probabilidad de la estadistica de la razén de verosimilitud para un
¥ fijo en ¥y, D, = —2log [R(1o, X)]. A continuacién se muestra esta metodologia.

Para un valor particular ¥ = 1)y se tiene la siguiente cadena de implicaciones,
Yo € C < R, X) > ¢ < —2log [R(1o, X)] < —2log (¢).

De aqui que la probabilidad de cobertura de C' sea

PC (Yo) = P (o€ Cip =1)
= P (D, < —2log(c);1p = o). (2.8)

Serfling (1980, Pags. 155-156) prueba que, bajo ciertas condiciones, para todo vy € ¥ C R¥

se cumple que
1My y00 P (Dy < 7300 = ) = P [X?@ < x} V> 0.

Es decir que bajo ciertas condiciones llamadas de regularidad, D,, = —2log[R ()] converge en
distribucién a una Ji-cuadrada con k grados de libertad para todo 1y € ¥ C R*.

Tomando en cuenta este resultado y la expresion (2.8) se tiene que la probabilidad de cober-
tura de C es aproximadamente P [X%k) < m} , donde x = —2log (c). Asi, cuando = = q(,,1), donde
q(a,1) €s el cuantil (1 —«) de una distribucién Ji-cuadrada con k grados de libertad, se tiene
que la regién de verosimilitud de nivel ¢, con ¢ = exp (—q(ml) / 2), heredara una probabilidad de
cobertura aproximada del 100 (1 — a)) %. Nétese que la probabilidad de cobertura de la regién
C no depende de ¥ de modo que la regién de verosimilitud es también una region de confianza.

La Tabla 2.1 muestra los valores de ¢ (cuando el pardmetro 1 es unidimensional, k = 1) que se
utilizan para calcular regiones de verosimilitud-confianza con probabilidades de cobertura del 90,
95y 99 %. Por ejemplo, el valor 2.706 corresponde al cuantil 0.90 de una distribucién Ji-cuadrada
con un grado de libertad. Entonces una regién de verosimilitud de nivel ¢ = exp (—2.706/2) =
0.258 tiene una probabilidad de cobertura del 90 %. Andlogamente, se pueden encontrar los

valores de ¢ que asocian una confianza del 95 y 99 % a las regién de verosimilitud.
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(1-0a) c (o)
0.90  0.258 2.706
0.95 0.146 3.841
0.99  0.036 6.635

Tabla 2.1: Confianza aproximada de regiones de verosimilitud cuando v es unidimensional.

2.9. Verosimilitud perfil

Generalmente el modelo paramétrico, elegido para ajustar a las observaciones de un fenémeno
de interés, suele tener varios parametros, de los cuales algunos pueden llegar a ser de gran
interés y el resto considerarse como de poca trascendencia para responder preguntas asociadas
al fenémeno aleatorio bajo estudio. De manera mas formal se les denomina usualmente como
parametros de interés y parametros de estorbo, respectivamente. Sin embargo, es importante
hacer notar que un parametro puede ser considerado en algunos casos como de estorbo y en otros
casos no. Por ejemplo, si se tiene una muestra de variables aleatorias normales con media u y
varianza o2 y se desea estimar la media poblacional p, entonces o es un pardmetro de estorbo.
En contraste, si el parametro de interés es o, entonces ahora el parametro de estorbo es p.

Existen diferentes métodos para abordar el problema de estimacién en presencia de parame-
tros de estorbo, véase Montoya (2008). En esta tesis se utilizard la verosimilitud maximizada
o perfil ya que es un método estadistico general, sencillo y adecuado para los objetivos de este

trabajo.

Definicién 2.13. (Funcién de verosimilitud perfil) Sea L (¢; E;) la funcién de verosimilitud
de ¢ = (5,\) € ¥ C R¥, donde 6 € A C R” es un pardmetro de interés de dimensién r > 1,
A € A C R*¥" es considerado un pardmetro de estorbo de dimensién k—r > 1y ¥ = A x A. La

verosimilitud perfil de ¢ es una funcién Lp (§; E;) : A — [0, 1] definida como
Lp(6;E;) = sup L[ = (d,N); Ey]. (2.9)

AEA|S

Como L[ = (9, \); E;] es una probabilidad para cualquier valor particular (J,\), entonces
el supremo de L[y = (0, A); E;] en [0, 1] existe y es finito para todo 6 € A. Asi, la verosimilitud

perfil existe y se puede usar para ordenar la plausibilidad entre los valores de §.

Definicién 2.14. (Verosimilitud perfil relativa) La verosimilitud perfil relativa de 0 es una
funcién Rp (6; E;) : A — [0, 1] definida como

Lp (57 Ex)
supsea Lp(0; Ey)’

Rp (6; Ey) = (2.10)

donde Lp (d; E,) es la funcién de verosimilitud perfil de 4.
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La funcién de verosimilitud perfil relativa se puede utilizar, de la misma forma como se utiliza
la verosimilitud relativa dada en (2.5), para hacer declaraciones cuantitativas acerca del grado

sobre el cual valores del pardmetro de interés 0 son plausibles a la luz de la muestra observada.

Definicién 2.15. (Estimador de maxima verosimilitud restringido) El estimador de
méxima verosimilitud restringido (EMVR) de X es cualquier valor A(d; E,) en el espacio parame-

tral A, que cumple que

L {w - [5, NG Ex)} ;Ex} = sup. L[ = (8,0 ],

para cualquier valor especificado de § € A.

Si A (6; E,) existe y es tnico para cada valor especificado de § entonces la funcién de verosi-

militud perfil de ¢ se puede escribir como

Lp (8:Bs) = L{v = 605 E)| s B}

Més atin, el estimador de méxima de verosimilitud de ¢ = (6, X) es ¢ = (5, \) = [3, A6, Em)} ,
donde § y A son los EMV de § y A, respectivamente. Asi, la funcién de verosimilitud perfil relativa
de 6 es

PPN (1 B et LA LE,
L @b:(cs,A),Ex} L{qu [5,A<5;Ex)} ;Ex}
Cuando 0 y A son pardametros unidimensionales (kK = 2,7 = 1) entonces la funcién de

verosimilitud de ambos parametros, L(d,\; E;), es una superficie en R3 cuyo dominio es el
plano cartesiano correspondiente al espacio parametral A x A. Es decir, la verosimilitud es una
funcién con valores reales definida para cada pareja (J, A) € A x A. Asi, cuando uno se posiciona
en un punto muy distante sobre el eje de estorbo A, entonces la silueta o perfil que se observa de
esta verosimilitud L(J, \; E;) es justamente la funcién de verosimilitud perfil de §. A manera de

ilustracion véase la Figura 2.1 donde 9§ es el parametro de interés y A es el parametro de estorbo.
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Verosimilitud perfil de §

Figura 2.1: Superficie de verosimilitud relativa (4, A)

Cuando 6 = (81,02) € A=A; xAy CR2y A€ A CR¥" » =2y k > 1, entonces la funcién
de verosimilitud perfil de § = (61,02), Lp [(61,02); Ez], es una superficie en R cuyo dominio es el
plano cartesiano correspondiente al espacio parametral A = Ay x As. Es decir, la verosimilitud

perfil es una funcién real valuada, que esta definida para cada pareja (d1,0d2) € A1 X A,.

Definicién 2.16. (Region de verosimilitud perfil) Supéngase que Rp (0; E,) es la funcién
de verosimilitud perfil relativa de 4. Una regién de verosimilitud perfil de nivel de plausibilidad

¢ para ¢ se define como el conjunto
Cp(c;Ey)={6:Rp(§;E;) > ¢},
donde 0 < ¢ < 1.

La probabilidad de cobertura de una region de verosimilitud perfil de nivel de plausibilidad
c se puede calcular, al igual que la verosimilitud, a través de la distribucion de probabilidad de
la estadistica de la razén de verosimilitud perfil para un ¢ fijo en 6y, —2log [Rp (do; X)]. Aqui,
X = (Xy,...,X,) es el vector de variables aleatorias con funcién de densidad de probabilidad

conjunta f(x;1) empleada en el cédlculo de la verosimilitud perfil relativa Rp(d; X). Al fijar
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d = dp se tiene que Rp(dp; X) es una cantidad aleatoria por que es funcién del vector aleatorio
X = (Xy,...,X,). Un valor particular dy estd en una regién de verosimilitud perfil de nivel ¢
si y s6lo si Rp(dp; X) > ¢, o de forma equivalente, —2log [Rp (d9; X)] < —2log(c). Entonces, la

probabilidad de cobertura de una regién de verosimilitud perfil de nivel ¢ para §, Cp(c; X), es

PC(&()) = P[50€CP(C;X);(5:(50]
= P[-2log[Rp (60; X)] < —2log (c) ;0 = o] .

Muchas veces es dificil encontrar la distribucién de probabilidad exacta de la estadistica
de la razén de verosimilitud perfil; sin embargo, existen resultados asintoticOs que en muchos
casos dan una aproximacién buena a ésta distribucién. Asi, bajo algunsa condiciones, llamadas
de regularidad, —2log [Rp (dp; X )] converge en distribucién a una Ji-cuadrada con r grados de
libertad para todo §g € A C R", es decir,

lim, o P {~210g [Rp (80; X)] < 256 = do} = P [x?, <«
para todo = > 0. Para detalles de la prueba véase Serfling (1980).

Definicién 2.17. (Regién de verosimilitud perfil-confianza) Una regién de verosimilitud
perfil-confianza para cualquier §o € A C R" es una regién de verosimilitud perfil que tiene

probabilidad de cobertura 1 — « para dg.

Si se selecciona

¢ = exp (—5r1-a),

donde ¢, 1_q es el cuantil 1 —«a de una Ji-cuadrada con r grados de libertad, entonces una regién
de verosimilitud perfil para ¢ con este nivel ¢ tiene una probabilidad de cobertura aproximada
de 1 — «. Asi, una regién de verosimilitud perfil también es una regién de confianza y toma
consecuentemente el nombre de regiéon de verosimilitud perfil-confianza para d.

Cuando § es un pardametro escalar (r = 1), entonces una regién de verosimilitud perfil-
confianza para ¢ puede ser tratada como una region de verosimilitud-confianza de una verosimi-

litud tipica.

2.10. Intervalos de estimacién bajo el uso de la aproximacién

normal a la verosimilitud
Aproximaciéon normal a la verosimilitud

Sea l(v) = l(¢; Ex) v R(Y) = R(W; Ey) la funcién log-verosimilitud y la funcién de ve-

rosimilitud relativa del pardmetro escalar 1) que toma valores en W. Supingase que [(1)) es
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infinitamente diferenciable en una vecindad del EMV 1[1 Entonces, la expansién en serie de
Taylor de la log-verosimitud de v alrededor de LZ es la siguiente serie de potencias:
N Y= (4 — )2

() =U&) + = V() + ") +

(Q/) - 172)3 l///
3!

() + - (2.11)

Como 1) es el EMV de ¢ entonces I'(1)) = 0. Asf, (2.11) puede reescribirse de la siguiente forma:

A ~ -_— A3 ~
) = 2R+ g 4
_ __;ui+_§:(—;)sz(¢>u&7 (2.12)
1=3

donde r(¢)) = () — I(})) = log[R(¥)] es la log-verosimilitud relativa de %, uy = (¢ —
Y/ I @), () es la informacién observada de Fisher definida como Z(¢) = —I"(}) y
Fy(¢) = 1D ()75 (1)) [véase Sprott (2000, Pag. 165)].

La aproximacién normal para 7(¢) es definida como sigue:

rv(W) = —5ud = —2 (0~ DI W) (213)

Asi, la correspondiente aproximacién normal a la funcién de verosimilitud realtiva es

R () = explr ()] = exp | 5 (& — B (D). (214)

Nétese que este tipo de aproximacién es adecuada cuando los términos de D .24 (2})1 Fz(zﬁ)uzj
en (2.12) son cero o aproximadamente cero. Generalmente, esto ocurre cuando la funcién de
verosimilitud es simétrica alrededor del EMV y tiene forma acampanada.

Un intervalo de verosimilitud para i de plausibilidad c es el conjunto de valores de 1/ que

cumplen que R(v) > ¢, o equivalentemente, (1)) > log c. Tomando rx(¢)) > log(c) se tiene que

b €k \/~2log(c)/.7 (1) (2.15)

es una aproximacion para el intervalo de verosimilitud para 1 de nivel c¢. Mas aun, si para un
tamano de muestra fijo se supone que uy = (1[1 — Y/ I (1&) tiene una distribucién normal y
c=exp(z_, /2 /2), donde z;_, /5 es el cuantil de probabilidad (1 — a/2) de una variable normal
estandar, entonces la aproximacién normal para el intervalo de verosimilitu-confianza para v de
nivel de confianza (1 — «) es

N 21— /2

P EeY+L =.
S ()

Surge aqui una pregunta importante ;Es apropiado usar la aproximacién normal con mues-

(2.16)

tras pequenas? Esto depende mucho de la situacién que se esté analizando. Existen ejemplos
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donde se puede mostrar que r(¢)) = ry(v) para todo tamano de muestra, tal como el caso
normal. En contraste, existen situaciones donde la aproximacién normal no es buena incluso con
500 observaciones. En estos casos el intervalo (2.15) es una mala aproximacién para el intervalo
verosimilitud que se obtiene de la verosimilitud legitima. Por lo tanto, es necesario verificar la
exactitud de la aproximacién normal en cada nueva situacién. Para hacer esto, se recomienda
graficar ambas funciones en la misma figura y comprobar que tienen aproximadamente la misma,
forma. Asi, cualquier intervalo de verosimilitud legitimo de nivel de plausibilidad ¢ serd aproxi-
mado adecuadamente con el intervalo dado en (2.15). Adicionalmente, se recomienda verificar
la probabilidad de cobertura del intervalo de verosimilitud-confianza dado en (2.16) mediante
simulaciones. A continuacién se presenta un ejemplo que ilustra una mala aproximacién normal

a la verosimilitud.

Ejemplo 2.18. Sea X = (X, --,X,) un vector de variables aleatorias iid con distribucién
exponencial con media 1) > 0. Sea x = (x1,--- ,x,) una muestra observada de X. Entonces la

funcién de verosimilitud de 1) es (aproximacién continua)

ﬁ 5 &P <—> =" exp (—; gx@) : (2.17)

1
Luego, aplicando el logaritmo natural a la funcién de verosimilitud de ¢ dada en (2.17) se obtiene

la siguiente expresién para la funcion log-verosimilitud de :
1 n
l(¢) = —nlogy — szl (2.18)
i=1

Asi, la primera y segunda derivada de la log-verosimilitud de ¢ dada en (2.18) son

U(y) = — w wQle y U@ _72 ¢3Z$“

respectivamente. Por lo tanto, el EMV de 1 y la informacién observada de Fisher son 1& =Zy
I (@Z) = n/1y?, respectivamente. Asi, las expresiones para la funcién log-verosimilitud relativa

de v y su correspondiente aproximacion normal son las siguientes:

r(@) = 1) — 1) = —n [Z “1-log (j)] (2.19)

1 N N n (P 2

rv@) = —S(W =PI = -5 (= -1) . (2.20)
2 2\

Noétese que basta aplicar la funcién exponencial en ambas expresiones para encontrar la funcién

de verosimilitud relativa de i y su correspondiente aproximacién normal,

R(y) = (i) exp [—n (Z - 1)] (2.21)
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Ry (1) = exp [—Z <¢ - 1)2] (2.22)

La Figura 2.2 muestra la grafica de la funciéon de verosimilitud relativa de ¢ y su corres-
pondiente aproximacién normal, dadas en (2.21) y (2.22), para datos reales de tiempos de vida
componentes electrénicos: 70, 11, 66, 5, 20, 4, 35, 40, 29, 8 (véase Kalbfleisch 1985, Pag. 26).

1.0

08
!

04

0z

0.0

Figura 2.2: Verosimilitud relativa y su aproximacion normal

Es evidente que en este caso no se debe utilizar la aproximacion normal para estimar un intervalo
de verosimilitud-confianza para el parametro de interés 1. En la siguiente seccién se vera que es
posible algunas veces emplear una transformacién uno a uno del pardametro de interés, la cual
permite que la verosimilitud del nuevo parametro y su correspondiente aproximacién normal sean
practicamente idénticas. Asi, es posible usar la aproximacién normal para obtener expresiones
muy simples para los intervalos de verosimilitud-confianza del nuevo pardmetro [véase (2.15) y
(2.16)] y posteriormente obtener los intervalos para el pardmetro de interés usando la propiedad

de invarianza de la verosimilitud para funciones uno a uno.

Transformacién de parametros
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Cuando la funcién de verosimilitud es asimétrica con respecto al EMV, es claro que la
aproximacion normal no serd adecuada debido a que este tipo de aproximacién corta la expansion
de series de Taylor de la funcién de log-verosimilitud en el término cuadrético, despreciando en
particular el tercer y cuarto término los cuales tienen informacién de la asimetria y curtosis
de la verosimilitud, respectivamente. En estos casos, antes de usar la aproximacién normal a la
verosimilitud, es recomendable reparametrizar la funcién de log-verosimilitud del parametro de
interés 1 a través de una transformacién uno a uno ¥ = g(\), con el objetivo de conseguir una
funcién de verosimilitud de A que sea aproximadamente simétrica y acampanada para asegurar
que pueda ser aproximada adecuadamente. Esto generalmente se logra cuando la transformacién
g es tal que la tercera derivada de la funcién de log-verosimilitud de A se hace cero al ser evaluada
en el EMV de A, 6 equivalentemente que Fd(j\) sea cero. Asi, la aproximaciéon normal a la
verosimiltud de A es apropiada y producird intervalos de verosimilitud-confianza para A con una
estructura matemdtica muy simple [véase (2.15) y (2.16)]. Luego, por la propiedad de invarianza
de la verosimilitud para transformaciones uno a uno, descritas en la Seccién 2.6, se obtienen
de manera inmediata expresiones matematicas muy simples para los intervalos de verosimilitud-
confianza del parametro de interés 1. A continuacion se ejemplifica este procedimiento estadistico

de inferencia.

Ejemplo 2.19. En el Ejemplo 2.18 se mostré que la aproximaciéon normal a la funcién de
verosimilitud de v, la media de una variable aleatoria exponencial, es inadecuada. Aqui se
mostrard una reparametrizacién de la funcién de log-verosimilitud de @ que permite obte-
ner una adecuada aproximaciéon normal a la verosimilitud. Mas atin, como se trata de una
reparametrizacién uno a uno, entonces por la propiedad de invarianza de la verosimilitud se

obtiene de manera inmediata y simple intervalos de verosimilitud-confianza para .

Considérese la familia de transformaciones de potencia 1y = A%, donde a # 0. Por la propiedad
de invarianza de la verosimilitud se tiene que ¢ = A%, donde ¢ = (1/n) Sy . Asi, la funcién

log-verosimilitud de A es

L(A) = 1 =2X)

o 1
= —nlog\® — )\a;xl

nA?

e

= —nalog\ —



24 Teoria de inferencia estadistica

Luego, las primeras tres derivadas con respecto a A son:

—na  na\®

(N = N et

na  na(a+1)\*
l>/|<l ()‘) = ﬁ B \a+2 ’

—2na  na(a+1)(a+2)\*
L) = S \a+3 :

De aqui que la informacién observada de Fisher y la tercera derivada de la funcion log-verosimilitud
de \ evaluadas en el EMV \ sean

2

. . na

y
2
“ na“(a+ 3
gy ="y,
A3

respectivamente.
Nétese que la tercer derivada es cero para a = —3; esto es, para 1) = A73. Asi, el término ctibico

en la expansion de serie de Taylor de () evaluado en A = A es cero, y entonces la verosimilitud
de A sera aproximadamente simetrica y de forma acampanada.

Ahora, de (2.19) se obtiene la log-verosimilitud relativa reparametrizada en términos de A,

7+ (),
A\ A
r(\) =7 =A"3) = —n ()\) — 1+ 3log <)\> (2.23)

La aproximacién normal de la log-verosimilitud relativa reparametrizada en términos de A,

TN*()\)7eS
1 A\ 2 ~
) = =3 ()\—)\) Z.())
In ~\ 2 N N
= -5 (/\—/\) , donde A\ =173 (2.24)

Luego, aplicando la funcién exponencial a (2.23) y (2.24) se obtienen las correspondientes ex-

presiones, en términos de A, de la funcién de verosimilitud relativa y la aproximacion normal a

0\ 5§\
R.(\) = N Py -1 (2.25)

la verosimilitud relativa,
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25

Ruw()\) = exp {— on

N\ 2
= (A1) } .
22
Ahora si se consideran los datos del Ejemplo 2.18, se puede observar en la Figura 2.3 que la

(2.26)
verosimilitud reparametrizada (2.25) y su respectiva aproximacién normal (2.26) practicamente
se empalman.

T I I T T I
020 025 030 035 040 045 050
A

Figura 2.3: Verosimilitud relativa y su aproximacion normal

Luego, al reparametrizar la aproximacién normal de la funcién de verosimilitud relativa de A,

dada en (2.26), en términos de 1 via la transformacién 1) = A3 (regresar a la escala del pardmetro
de :

de interés 1)), se obtiene la siguiente aproximacién normal de la funcién de verosimilitud relativa

2 2
Inys 1 1
Ry« () = exp | — B (1 - A1> . (2.27)
(CERNE
La Figura 2.4 muestra en la misma grafica, la funcién de verosimilitud relativa de i dada
en (2.21) y su de aproximacién normal (2.27). En esta figura se observa que ambas funciones

practicamente se empalman. Asi, la aproximacién normal (2.27) de la funcién de verosimilitud

relativa de 1), obtenida al emplear una transformacién adecuada (transformacién uno a uno que
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hace cero la tercera derivada de la verosimilitud) y que tiene una estructura matemaética simple,
se puede emplear para hacer inferencias sobre 1. Por ejemplo, bajo esta aproximacion normal,

el intervalo de verosimilitud de nivel ¢ para v, obtenido de (2.15), es

b e [1 + —210g(c)/9n} - (2.28)

Nétese que si se selecciona ¢ = exp(zf_a/2/2), donde z;_q/9 es el quantil (1 — a/2) de una
normal estdndar, entonces el intervalo de verosimilitud dado en (2.28) es también un intervalo

de confianza para v de nivel de confianza (1 — «).

1.0

08
1

06
|

04

0.z

0.0
!

Figura 2.4: Verosimilitud relativa y su aproximacion normal

Noétese que encontrar una expresién analitica para el intervalo de verosimilitud {¢ : R(v)) > ¢}
es muchas veces complicado y entonces se tienen que calcular a través de algiin método com-
putacional; por ejemplo, el método de biseccién. En la Tabla 2.2 se hace un comparativo de
intervalos de verosimilitud-confianza para 1, obtenidos de la verosimilitud de ¢ dada en (2.21)
y de la expresién analitica dada en (2.28) correspondiente a la aproximacién normal (2.27). Se

puede observar que las dos estimaciones estdn muy cercanas una de la otra.
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Verosimilitud Aproximacién normal

(1-«w) c Limite inferior Limite superior Limite inferior Limite superior
0.90 0.258 17.8 50.9 17.82 51.01
0.95 0.146 16.3 57.6 16.38 57.70
0.99 0.036 14.0 74.4 14.0 74.58

Tabla 2.2: Intervalos de verosimilitud-confianza para v, la media de una exponencial, obtenidos

de la verosimilitud de ¥ y de su aproximaciéon normal.

2.11. Intervalos de estimacion bajo el uso de cantidades pivota-

les

Tal vez uno de los métodos méas elegantes para construir intervalos de estimaciéon y calcular
probabilidades de cobertura es aquél que usa cantidades pivotales. El uso de cantidades pivotales
para la construccién de intervalos de confianza, resultado que se ha llamado inferencia pivotal,
se debe principalmente a Barnard (1949, 1977).

La idea general de este método es partir de una prueba de hipdtesis Hy : ¢ = )¢ y considerar
una cantidad pivotal Q(X, 1), con el pardmetro fijo en 1y, como estadistica de prueba. Luego,
utilizar el método de inversién de una prueba para encontrar un intervalo de confianza para ).
A continuacién se presentan tres definiciones (cantidad pivotal, nivel de una prueba y regién de
no rechazo de una prueba) y un teorema que serdn de utilidad para explicar de manera clara y

formal la construccion de intervalos a través de una cantidad pivotal.

Definicién 2.20. Una variable aleatoria @ (X,¢) = @ (X1,...,Xn; %) es una cantidad pivotal
(o pivote) si la distribucién de @ (X, 1) no depende del vector de pardmetros 1).

Definicion 2.21. Una prueba se considera de nivel « si

sup Py [T € C] < o,
pe¥o

con 0 <a<l.

Recuérdese que una prueba de hipétesis esta conformada por la pareja (T, C), donde T es
una estadistica de prueba y C es un subconjunto de valores posibles de T' denominado la region
critica de la prueba. La hipotesis Hy se rechaza si T € C, en otro caso no rechazar Hy. Asi,
cuando una prueba es de nivel « entonces se tiene controlada la probabilidad de cometer error
Tipo I, rechazar Hy cuando no debié de rechazarse.

Noétese que si una prueba es de nivel a entonces

sup Py [T ¢C]>1—a,
pe¥o
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con 0 < o < 1. En particular, si la hipdtesis nula es Hy : ¢ = 1)y entonces se tiene que

Py, [T¢C)>1-a. (2.29)

Definicion 2.22. La regién de no rechazo de una prueba de hipétesis se define como el conjunto

o/ (19) en el espacio muestral para los cuales Hy : ¢ = 1y es no rechazada; es decir,

527(1/}0) = {(xl,...,a:n) . T(Z‘l,.. i ,xn;l/)()) ¢ C},
donde T'(x1,...,x,;%0) es la estadistica de prueba.

Teorema 2.23. Para cada ¢y en el espacio parametral W, sea </ (1g) la region de no rechazo
de una prueba de nivel o de Hy : ¢ = 1g. Para cada x en el espacio muestral, se define un

conjunto € (x) en el espacio parametral por
C(x)={vo:x €A (Yo)}. (2.30)

Entonces el conjunto aleatorio € (X) es un conjunto de confianza 1 — «. Inversamente, sea

% (X) un conjunto de confianza 1 — . Para cualquier vy € ¥, se define
A (o) ={z 1o € ¢ (2)}.
Entonces o (1) es la region de no rechazo de una prueba de nivel o de Hy : 1) = 1.

Demostracion. Para la primer parte, como <7 (1g) es la regién de no rechazo de una prueba de

nivel o, entonces

Py [X ¢ o (1ho)] < @

y por lo tanto
Py, (X € o (Yo)] > 1~ a.

La anterior desigualdad junto con (2.30) muestra que la probabilidad de cobertura del conjunto
% (X) esta dado por

Py, [ho € € (X)] = Py, [X € & (¢0)] > 1 - q,

para cada ¢ € ¥. Asi, ¥ (X) es un conjunto de confianza 1 — .
Para la segunda parte, la probabilidad de cometer error Tipo I para la prueba Hy : ¥ = vy

con regién de no rechazo <7 (1) es

Pyo [X ¢ o (Yo)] = Py, [tho ¢ € (X)] < a

Por lo tanto esta es una prueba de nivel a. ]
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Para construir un region de confianza a partir de una cantidad pivotal, se procede de la
siguiente forma. Supdngase que se desea considera la hipdtesis Hg : ¥ = g versus Hg : ¥ # g y
una estadistica de prueba T' = @Q (X; o), donde @ (X; 1) es una cantidad pivotal y 19 € ¥ C R.
Entonces para el valor fijo « se pueden encontrar nimeros a y b, que no dependen de 1, que

satisfacen
Pyla<QX;9)<b)>1-a.
Entonces, para cada 1y € U,

o (o) = {w:a < T = Q (a5%0) < b}

es la region de no rechazo para una prueba de nivel a de Hy : ¢ = 9. Nbtese que se usa la
cantidad pivotal para determinar la forma especifica de la regién de no rechazo. Luego, usando

el Teorema 2.23 para invertir la prueba, se obtiene que

C(x)={vo:a<T=0Q (x;10) <b}. (2.31)

es una regién de confianza 1 — a para . Con el fin de ilustrar esta metodologia se presenta a

continuacién el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.24. Sea X = (Xj,---,X,) un vector de variables aleatorias independientes con
distribucién exponencial y media 1. Considérese las hipdtesis Hy : 1) = 1pg versus Hy : ¢ # o y
la estadistica de prueba T' = Q (X1, ..., X,;v0), donde Q (X1,..., Xn;v) = (25/¢), S =>_ X,.
Nétese que Q (X1, ..., Xp;¥) es una cantidad pivotal con distribucién Ji-cuadrada con 2n grados
de libertad, denotada como x3,.

Sean a y b dos constantes que satisfacen que Py (a <T = Q (X1,..., Xp;¢) <b) =1 —a.
Entonces, para cada g € ¥,

25
Py, (a < T <b)= Py, <a<w<b>:P(a<X§n<b):1—a.

o

Como la anterior cadena de igualdades es cierta para cada ¥y € W, entonces se puede escribir ¢
en vez de 1. Asi, o () = {s : a < 2s/1 < b} es la regién de no rechazo de una prueba de nivel

« para Hy : ¢ = 1y. Ahora, invirtiendo la prueba se obtiene un intervalo de confianza 1 — «

para ¢
%(s)—{zb:z;gwszs}.

a

La metodologia para construir intervalos de confianza a través de cantidades pivotales es
relativamente sencilla y elegante. Sin embargo, para su aplicacién se requiere tener una cantidad
pivotal para el parametro de interés. Esto no siempre es posible y limita el uso del enfoque pivotal
para construir intervalos de confianza. Una interesante discusion de las fortalezas y debilidades

de este método es dado en Berger y Wolpert (1984).



Capitulo 3

Estimaciéon por intervalos para § = P(X < Y): Caso

exponencial

En este Capitulo se abordara el problema de hacer inferencia estadistica sobre el parametro
0 = P(X <Y) cuando X y Y son variables aleatorias independientes con distribucién expo-
nencial. Se considerardn los casos de datos sin censura y con censura. Los escenarios de censura
que serdn contemplados son: (a) Censura por la derecha de Tipo Il y (b) Censura progresiva de
Tipo II. Para cada caso se usaran tres metodologias para hacer inferencias sobre el parametro
0 = P(X <Y): (1) La verosimilitud perfil, (2) Una reparametrizacién de la verosimilitud jun-
to con el enfoque de aproximacién normal de la verosimilitud y (3) Estimacién a través de
una cantidad pivotal. Es importante mencionar que el enfoque de verosimilitud perfil, aunque
es ilustrado en este capitulo, no serd considerado para el estudio comparativo de inferencias

desarrollado en el Capitulo 4.

3.1. Introduccion

En esta seccién se vera cual es la forma o expresién matemadtica que toma el parametro
0 = P(X <Y) para el caso exponencial. Se supondrd que X y Y son dos variables aleatorias

independientes con funcién de densidad de probabilidad exponencial

fx (@30) = éeXp (—2)

fy (y: 8) = ;eXp (—Z) ,

respectivamente, donde o y 8 son parametros no negativos, fijos y desconocidos.

Por definicién,

0= P(X <Y;a,p) = /Oo /OO fxy (@ y;0,8) T (x < y) dady, (3.1)
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donde fxy (z,y;c, ) es la funcién de densidad conjunta del vector aleatorio (X,Y) y I(-)
es la funcién indicadora. Como X y Y son variables aleatorias exponenciales independientes,
entonces son no negativas y su funcién de densidad conjunta es el producto de sus densidades de
probabilidad, fxy (z,y; o, 8) = fx (z;a) fy (y; B). Asi, el pardmetro de interés 6 dado en (3.1)

se puede escribir como

0 = /OOO/Oyfxu;a)fy(y;ﬁ)dxdy

- /Ooo [/Oyfx(:v;a)dﬂf] fy (y; 8) dy

= /OOO Fx (y; ) fy (y; B) dy,

donde Fx (-; ) es la funcién de distribucién de X . Entonces, el pardmetro de interés es

9:/000 [1—exp (—Zﬂ;exp <—z> dy:af_ﬂ. (3.2)

Noétese que 8 = 0.5 si y solo si @ = 3. Es decir, probar la hipdtesis Hy : 8 = 0.5 es equivalente
a probar que las distribuciones exponenciales de X y Y son iguales. Entonces, aplicando la
inversion de una prueba de hipétesis, se rechaza que las distribuciones exponenciales de X y Y
son iguales, con un nivel de confanza del 95 %, si el intervalo de verosimilitud-confianza para 6
de nivel de plausibilidad ¢ = 0.15, no cubre el valor § = 0.5. En caso contrario, no se rechaza

que Fx(z)y Fy(z) sean iguales, para todo z > 0.

3.2. Caso I: Sin censura

Supdngase que se cuenta con dos muestras observadas * = (z1,--- ,2n) Y ¥ = (Y1, , Ym)
provenientes de fx (z;a) y fy (y; ), respectivamente, las cuales no cuentan con ningin tipo
de censura. Es decir, los datos fueron observados de manera completa. Bajo este escenario de
observacién, en las siguientes secciones se hace inferencia sobre el parametro 6 con base en
tres metodologias estadisticas descritas en el capitulo anterior: (1) La verosimilitud perfil, (2)
Una reparametrizacién de la verosimilitud junto con el enfoque de aproximacién normal de la

verosimilitud y (3) Estimacién a través de una cantidad pivotal.
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3.2.1. Uso de la verosimilitud perfil

Dado que X y Y son independientes, se tiene que la funcién de verosimilitud de («, ) es

L(a, Biz,y) = fo (@i ) [ ] v (Wi B)

= o "B Mexp (—a - ) , (3.3)

donde t = 37" z; y s = > 1L, y;. Nétese que los EMV de a y B son & = t/ny B =s/m,
respectivamente. Asi, de la relacién (3.2) y de la propiedad de invarianza de la verosimilitud se
tiene que el EMV de 0 es § = /(& + f).

Luego, como el pardmetro de intrerés es €, de la relacién (3.2) se obtiene la expresién

-9
0

que se usard para reparametrizar la funciéon de verosimilitud en términos de 6 y 3. Nétese que
esta reparametrizacién es uno a uno, («, 3) +— (6, 3). Asi, la funcién de verosimilitud de (6, 3)

es

—e1 "
L0, Bzy) = [5(1)] B exp [_,B’(lte) -2
50-6)

(O gy g [ (O
= (1_9> B~ exp E 1_94-3 .

Entonces, la funcién log-verosimilitud de (6, 3) es

1(0,8;2,y) = log[L(0,B;2,y)]
= nlog&—nlog(l—@)—(n+m)log5—;(10_t9—|—s>.

Notese que el estimador de maxima verosimilitud restringido de 8 para 6 fijo es

ot
. _<m+s)_ Ot+(1—0)s
plo) = (n+m)  (1—=0)(n+m)

Asi, la funcién de verosimilitud perfil Ly, (0;z,y) de 0 es

Ly (0;2,y) = L[&B(@);w,y}
= K" (1—6)"[0t + (1—6) s~ (3.4)
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donde K = (n 4+ m)" "™ exp [~ (n 4 m)] es una constante como funcién de 6. Su correspondiente

verosimilitud perfil relativa es

Ly, (0;2,y)
supgee Ly (0;7,y)
KO [0t + (1 — 6) ]~ ("™ (1 — o)™

Kon [ét + (1 _ é) 5} “ (1 — é)m

~ N n+m
ON™ /1 _0\™ 9t+(1—9)s
a <é> (1—é> 0t +(1—0)s

= CO"(1—0)" [0t + (1 —6)s]”"t™) | (3.5)

Ry(0;x,y)

donde C' = (n 4+ m)"™ s™t" /n"m™.
La funcién de verosimilitud perfil de # dada en (3.5) se puede usar para hacer inferencias

sobre 6; véase Capitulo 2.

3.2.2. Reparametrizacién y aproximacién normal a la verosimilitud perfil

Otro enfoque para hacer inferencias estadistica sobre 6 es el uso de la aproximacién normal
a la verosimilitud. Sin embargo, como se mostré en la Seccién 2.10 del Capitulo 2, este enfoque
proporciona inferencias razonables sobre un parametro de interés cuando la funcién de verosimi-
litud a aproximar es casi simétrica alrededor del EMV y de forma acampanada. Cuando este no
es el caso, es necesario reparametrizar adecuadamente la funcién de verosimilitud. Por lo tanto,
antes de usar la aproximacion normal, es necesario estudiar la asimetria de la verosimilitud perfil
de 6 para valorar si serd necesario reparametrizarla o no.

Asimetria de la verosimilitud perfil

La funcién de verosimilitud perfil de 6, dada en (3.4), serd casi simétrica alrededor de 0 y de

forma acampanada si los términos F3(6) y Fy(6), de su respectiva expancién en serie de Taylor,

son muy cercanos a cero [véase ecuacion (2.12) del Capitulo 2]. En este caso se tiene que

nm

F(0) = -1"(0) = —,
(n+m) [9(1 - 9)}

(3.6)

. oA 3 2_n+(n+m)(1—3é)}
F3(0) = 19(0).772(0) = — T ) (3.7)

107 — c2f(1 — ) + c5(1 — é)2] : (3.8)

donde ¢; = 3m? + 3nm +n?, co = 2m? +6nm +2n? y c3 = m+ 3nm + 3n?. Asi, para valores de

6 cercanos a 0 6 1 vy muestras pequenas se tiene que Fj (é) y F4(é) no son cero. Por ejemplo, en
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la Tabla 3.1 se muestran cuatro casos, muestras pequenas y 0 cercano a uno, donde los valores
de F3 y Fy son distintos de cero. Estos resultados indican que las correspondientes funciones de
verosimilitud de € son asimétricas con respecto a 6 =0.99. La Figura 3.1 muestra en la misma
grafica la funcién de verosimilitud perfil de 6, dada en (3.4), correspondiente a cada caso de la
Tabla 3.1. Nétese que, en efecto, en los cuatro casos se presenta la asimetria. En particular se
observa que la verosimilitud que se obtiene en el caso (d) es la menos asimétrica, con respecto a
6 = 0.99, tiene asociada el valor més pequeno de Fj en la Tabla 3.1 y corresponde a un tamafo

de muestra n = m = 8, el mas grande con respecto a los otros casos.

Caso n m 0 F5(0)  Fa(6)
(a) 4 4 099 -2.08 -507
(b) 4 8 099 20 -46
(c) 8 4 099 -1.60 -3.13
(d 8 8 099 -1.47 -2.54

Tabla 3.1: Estudio de asimetria de la verosimilitud de 6.

En conclusién, para hacer inferencias sobre 0 a través del enfoque de la aproximacién normal
de la verosimilitud se requiere que ésta sea reparametrizada adecuadamente, ya que puede ser
muy asimétrica; en particular para muestras pequenas y valores de § positivos y cercanos a 0

6 1. Una reparametrizacion adecuada serd presentada en la siguiente seccion.
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1.0

0.6
|

Verosimilitud perfil relativa
0.4

Figura 3.1: Estudio de asimetria de la verosimilitud de 6.

Reparametrizacion

Como se mostré en la seccién anterior, la verosimilitud del parametro 6 puede ser muy
asimétrica con respecto a 6. Por tal razén no es adecuado aplicar directamente el método de
aproximacion normal a la verosimilitud. Este problema es observado y abordado por Diaz-
Francés y Montoya (2013). Ellos proponen una reparametrizacién de la verosimilitud que hace
que se simetrice para posteriormente utilizar la aproximacion normal.

El procedimiento utilizado por Diaz-Francés y Montoya (2013) fue buscar una reparametri-
zacion X = g(0) tal que Fg(j\) sea igual a cero, donde \ es el EMV de \. Bajo este enfoque, ellos

proponen la siguiente reparametrizacién:

_{ log[0/(1—6)] =log(B/a), sin=m,(k=0),

- k k . (3.9)
[9/(1_0)] :(B/Oé) ) Sln#ma (k7é0)a

donde : )

El EMV de A se obtiene remplazando el EMV 6 6 (é&, 8) en (3.9). La transformacién inversa
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correspondiente a (3.9) es

0 — { 1/ (1+e?), sin=m,(k=0), (3.11)

1/ (L+A7YR) ) sin#m, (k#0).
La informacién observada de A es

05 n/2, sin=m,
A) = cq1-1
< nm |(n +m) k:2)\2} , sin#m.

Luego, por construccién F3(A) =0y el valor de Fy(\) es

1/n, sin=m,

—(2/9) {n*1+m*1—13(n+m)_1 , sin#m.

~

En esta tltima expresion, si los tamanos de muestra n y m crecen entonces la cantidad Fy(\)
se hace mas pequena. Por ejemplo, en la Tabla 3.2 se muestran los valores de \, Fy y Fy
correspondientes a los cuatro casos de la Tabla 3.1. En la Tabla 3.2 se observa que, en todos
los casos, F3 = 0 (por construccién de la transformacién) y que los valores de Fy son cercanos a

cero.

Caso n m A F() Fi)
(a) 4 4 459 0 025
b) 4 8 060 0  0.16
(c) 8 4 167 0 016
@ 8 8 459 0 0125

Tabla 3.2: Estudio de asimetria de la verosimilitud de \.

Estos resultados indican que las correspondientes funciones de verosimilitud de A son aproxi-
madamente simétricas con respecto a A La Figura 3.2 muestra la funcién de verosimilitud perfil
de X\ y su aproximacion normal para cada caso de la Tabla 3.2. En efecto, en los cuatro casos
la verosimilitud es aproximadamente simétrica alrededor del EMV A. En particular en el caso
(d), donde las muestras son iguales y de tamano n = m = 8, se observa que la aproximacién
normal es practicamente idéntica a la verosimilitud perfil de A, para cada valor plausible de A

en el espacio paramétrico.
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Verosimilitud perfil relativa

Verosimilitud perfil relativa

un

(@) (b)

04 06 08 1.0
1 Il

0.2
1
Verosimilitud perfil relativa

0.0
Il

1.0
0

Verosimilitud perfil relativa

1.4 1.6 1.8 2.0 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 55 6.0

Figura 3.2: Estudio de asimetria de la verosimilitud de .

Ahora, con base en el enfoque de aproximacién normal a la verosimilitud, se puede encontrar

intervalo de verosimilitud-confianza para A\ usando la expresién (2.16) del Capitulo 2. El

intervalo de verosimilitud-confianza para 0 se obtiene regresando el intervalo de verosimilitud-

confianza para A a la escala original de 6 a través de la transformacién inversa dada en (3.11).

Diaz-Francés y Montoya (2013) proporcionan las siguientes expresiones mateméticas cerradas

para el intervalo de verosimilitud-confianza de 6:

= sin=m,

-1 -1
o) 1

s exXp (_Zl—'y/Q \/%)

= sin#m,

-1 -1

1+

, si k>0,

a

A 1/k 1/k

6 |:1 +21_7/2]€ n+m} 6 |:1 _ Zl—-y/Qk n+m
(3.13)
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-1 -1

1
1/k
(14 21 oy /222

11+ , sik <0,

|
™ &

1
[y

(3.14)

donde zy_. /3 es el cuantil 1 —~ /2 de una distribucién normal estandar.

Nétese que estas expresiones son simples y que antes de Diaz-Francés y Montoya (2013), hasta
lo investigado, no se tienen registros en la literatura estadistica de que hayan sido presentadas.
El nivel de verosimilitud ¢ = exp(—2%/2) de este intervalo es exacto y el nivel de confianza
(1 —~) es aproximado. En el Capitulo 4 estos intervalos serdn comparados con los intervalos de

confianza para 6 obtenidos a través de una cantidad pivotal.

3.2.3. Uso de una cantidad pivotal

A continuacion se presentard una cantidad pivotal para 6 y se usard para construir un inter-
valo de confianza para este parametro. Del Ejemplo 2.24, se tiene que cuando X = (X3,---, X},)
es un vector de variables aleatorias independientes con distribucién exponencial de media c,
entonces la cantidad G (a,z) = 2t/a ~ x3,, donde t = >  z;, es una cantidad pivotal
para «. Analogamente, si Y = (Y1,---,Y,,) es un vector de variables aleatorias independi-
entes con distribucién exponencial de media 3, entonces la cantidad G (8,y) = 25/8 ~ X3,

donde s = Z;nzl yj, es una cantidad pivotal para 3. Asi, la cantidad

G 2
Q= W ~ F(2n,2m)7 (315)

donde F{gy 2,) denota a la distribucion F' con 2n y 2m grados de libertad. Ahora nétese que de

la ecuacién (3.2) se tiene que

% —9l 1, (3.16)

por lo que

_ Glaya)/2n  (2t/a)/2n &/
0= G(By)/2m  (2s/B)/2m 6 1—1" Flon,2m)- (3.17)

Entonces, @) es una cantidad pivotal para el parametro 6 y se puede usar de la siguiente forma
para obtener un intervalo de confianza para 6; véase Seccién 2.11. Si ¢q; y g2 son los cuantiles de

probabilidad v/2 y (1 — 7/2) de una distribucién F' con 2n y 2m grados de libertad, entonces
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se sigue que

(1=7) = Pla <Q<g

[(@1 )‘1 <&1 >‘1]
- Pl(ES=+1) <6< (S=41 . (3.18)
B B q2

Por lo tanto, un intervalo de confianza pivotal para 6 de probabilidad exacta (1 — ) para todo

<a 1 )‘1 <a 1 )‘1
——+1) [(==+1 . (3.19)
8 a1 8 a2

3.3. Caso II: Censura por la derecha de Tipo II

valor de n 'y m es

En estadistica la censura es el fenémeno que ocurre cuando el valor de una observacién sélo
se conoce parcialmente. En particular, la censura por la derecha ocurre cuando una observacién
estd por encima de cierta cantidad T'; pero no se conoce su valor especifico. En este contexto,
cuando en un experimento T’ es una cantidad fija y especificada entonces se dice que se tiene
censura por la derecha de Tipo I. En cambio, si el experimento termina cuando sdélo queda un
cierto namero fijo de elementos en la muestra sin registrar, que son los que quedan censurados por
la derecha, entonces se dice que se tiene censura por la derecha de Tipo II. Esta clase de censura
es la que se considerard en esta secciéon. Cabe senalar aqui que los célculos que se mostraran
bajo este escenario de censura pueden ser facilmente replicados para el caso de censura por la
derecha de Tipo L.

Supdngase que x(qy," -, Z(,,) son las primeras n; observaciones ordenadas de una muestra
de tamano n de variables aleatorias iid con funcién de densidad de probabilidad exponencial de
media a. De las (n — np) observaciones remanentes de la muestra, sélo se conoce que son mayores
que 11 = x(y,). Andlogamente, supéngase que y(1), -, Y(m,) Son las primeras m;y observaciones
ordenadas de una muestra de tamafnio m de variables aleatorias iid con funcién de densidad de
probabilidad exponencial de media . De las (m — my) observaciones remanentes de la muestra,

solo se conoce que son mayores que To = Y(,,)-

Bajo este escenario de censura, en las siguientes secciones se hace inferencia sobre el parametro
f con base en las siguientes metodologias estadisticas: (1) La verosimilitud perfil, (2) Una
reparametrizacion de la verosimilitud junto con el enfoque de aproximacion normal de la ve-

rosimilitud y (3) Estimacién a través de una cantidad pivotal.
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3.3.1. Uso de la verosimilitud perfil

Al considerar el escenario de censura por la derecha de Tipo I1, descrito en la seccién anterior,

se tiene que la funcién de verosimilitud de («, ) es

L(e fizyy) = ﬁfx [wm;a]n_mu—F(Tn] ﬁfy [y@);ﬁ]mﬁmu—mn)]
i=1 j=1 i=1 j=1
T e [T T o 1 e (25
S oo I oo (50)])

]:
t/ /
- 3> , (3.20)

donde t' = Y7 wy + (n—n1) Tr y 8" = 3200 Yy + (m —my) Ta. Nétese que la verosimilitud
(3.20) es idéntica a la verosimilitud dada en (3.3), sélo que ahora n = n;, m = mq, t =t'y
s=s. Asi, los EMV de vy B son & =t'/ny y 3 = s'/m1, respectivamente y la correpondiente

funcién de verosimilitud perfil de 6 es
Ly (0;2,y) = KO™ (1—6)™ [0t + (1 —0) /]~ ™) (3.21)

donde K = (ny +mq)™ ™ exp [~ (nq1 +m1)] es una constante como funcién de #. Su verosimi-

litud perfil relativa es
Ry(0;2,y) = CO™ (1—0)™ [0t + (1 —0) ']+ (3.22)

donde C' = (nl + ml)n1+m1 /My /n?1m§fln1_
La funcién de verosimilitud perfil relativa de 6 dada en (3.22) se puede usar para hacer

inferencias sobre 0; véase Capitulo 2.

3.3.2. Reparametrizacién y aproximacién normal a la verosimilitud perfil

Dado que la verosimilitud perfil (3.4), obtenida para el caso sin censura, es idéntica a la
verosimilitud perfil de 6 dada en (3.21), a excepcién que ahoran =ny, m=mq, t =ty s = ¢,
entonces, el resultado del andlisis realizado para la asimetria de la verosimilitud perfil hecho
en la Seccién 3.2.2 es el mismo para el caso de censura por la derecha de Tipo II. Es decir,
en esta situacién de censura la verosimilitud perfil de 6 también puede ser muy asimétrica; en
particular, cuando 6 es cercano a 1 o 0. Por lo tanto, para hacer inferencias sobre 6 a través del
enfoque de la aproximacion normal de la verosimilitud se requiere que ésta sea reparametrizada,

adecuadamente.
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Diaz-Francés y Montoya (2013) aplican su metodologia de reparametrizacién y construccién
de intervalos de verosimilitud-confianza para 6, descrita en la Seccién (3.2), para el caso de
censura por la derecha de Tipo II. Las expresiones matematicas que ellos obtienen para estos
intervalos son las mismas que obtuvieron para el caso sin censura, (3.12)-(3.14), excepto que
ahora los valores de n, m, t y s son reemplazados por ny, mi, t' y s, respectivamente. En el
siguiente capitulo se hard un estudio de simulacién para comparar estos intervalos con aquellos

que se obtienen a través de una cantidad pivotal.

3.3.3. Uso de una cantidad pivotal

Si se consideran las cantidades pivotales G (o, z) = 2t'/a ~ x3, v G (B,y) = 25'/8 ~ X3,

entonces se tiene que
Q= G (a,x) /2n

_Glwr)Em e 3.23
G3y) fams "~ Femam) 52

Por lo tanto, si g1 y g2 son los cuantiles de probabilidad /2 y (1 — v/2) de una distribucién F
con 2n; y 2my grados de libertad, entonces el intervalo de confianza pivotal para € se obtiene

reemplazando & = t'/ny, B = /m1, q1 y ¢2 en (3.19).

3.4. Caso III: Censura Progresiva de Tipo II

El esquema general de la censura progresiva de Tipo II abordada en este trabajo es el
siguiente. Al iniciar el experimento se cuenta con n unidades que se ponen a trabajar al mismo
tiempo. Luego, inmediatamente después de la primera falla, R; unidades de las n — 1 que no
han fallado se retiran del experimento de forma aleatoria. De manera similar, inmediatamente
después de la segunda falla, Rs unidades de las n— R1 —2 que no han fallado se retiran de manera
aleatoria del experimento. Este proceso sigue hasta el momento de la nj-ésima falla observada,
donde las restantes R,,, = n—R; —Ra—---—R,,_1—n; unidades que no han fallado son retiradas
del experimento. En este esquema de censura, denotado como {n,ny, Ri, Ry, -+ , Ry, }, se tiene
quen,n1y Ri,---, Ry, sonnimeros naturales predeterminados que cumplen que R+ - -+R,,, =
n—nj > 0. Notese quesi Ry = Ry = --- = Ry, -1 =0, tal que R,,, = n—mny, entonces el esquema
de censura progresiva de Tipo II se reduce al caso de censura por la derecha de Tipo II, descrito
en la seccién anterior.

Ahora, supéngase que {n,ni, Ri,Ro, - ,Rn,} v {m,m1, R1,Ro, -+, Ry, } son esquemas
de censura progresiva de Tipo II para X y Y, respectivamente, donde X y Y son variables
aleatorias independientes con distribucién exponencial de parametros « y 3, respectivamente.
Bajo estas condiciones se observan dos muestras independientes * = (Z1mym, " » Tnymngmn) Y
Yy = (ylzmlzma s 7ym1:m1:m)'

En las siguientes secciones, considerando este escenario de observacion, nuevamente se hace
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inferencia sobre el pardmetro 6 con base en las siguientes metodologias estadisticas: (1) La
verosimilitud perfil, (2) Una reparametrizacién de la verosimilitud junto con el enfoque de apro-

ximacién normal de la verosimilitud y (3) Estimacién a través de una cantidad pivotal.

3.4.1. Uso de la verosimilitud perfil

La funcién de densidad de probabilidad conjunta para una muestra aleatoria de un esquema
de censura progresiva de Tipo II es presentada por Balakrishnan y Aggarwala (2000) y se puede

escribir de la siguiente manera:

ny
SX iy Xy (T1mimy 5 Tppmym) = CHf (@imym) [1 = F (xi:m:n)]Ri ) (3.24)
i=1
donde 0 < Z1inyn < -+ < Ty, ., < OOYC=n (nmm—Ry—1)---(ni—Ry1—++—Ryy—1—k1+1)

es una constante de normalizacién que hace que la funcién de densidad conjunta integre uno.

En consecuencia, la funcién de verosimilitud de los parametros o y 5 es

L(a7/87x?y) = leznlzny"',anznlzn (xl:nliTL? o 7:L'TL1:7’L1:1’L)1|

le:m1:7n7"' Yy mym (yl:mlzma T 7ym1:m1:m)]

B ni mi
= C1 H f (l'i:nl:n) [1 - F (xi:nyn)]Ri] C2 H f (yj:mlzm) [1 - F (yj:ml:m)]sj
L i=1 j=1

o 1| Rl . (S +1)
= exp - ; (Ri + 1) inyn Bml exXp § — 2:: + 1) Yjmiom
S

x o MBT™ exp <—t(: — ;) , (3.25)

donde t* = 37" (Ri + 1) Timym y 8 = D124 (Sj + 1) Yjimy:m- Notese que la verosimilitud (3.25)

es proporcional a la verosimilitud dada en (3.3), cuando n = ni, m = my, t =t* y s = s*. Asi,

los EMV de ay fson & =t"/nyy B=s* /myq, respectivamente, y la correpondiente funcién de

verosimilitud perfil de 6 es

Ly (6;2,y) oc 0™ (1 — 6)™ [0t* + (1 — 6) s*]~(mFm) (3.26)
Entonces, la verosimilitud perfil relativa de 6 es

Ry(0;x,y) = CO™ (1 — 0)™ [6t* + (1 — ) 7]~ (m+m) (3.27)

donde C' = (ny 4 mq)™ ™ MM [y
La funcién de verosimilitud perfil relativa de 6 dada en (3.27) se puede usar para hacer

inferencias sobre #; véase Capitulo 2
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3.4.2. Reparametrizacion y aproximacion normal a la verosimilitud perfil

Dado que la verosimilitud perfil (3.4), obtenida para el caso sin censura, es proporcional a
la verosimilitud perfil de 6 dada en (3.26) cuando n = ny, m =my, t =t* y s = s*, entonces el
resultado del andlisis realizado para la asimetria de la verosimilitud perfil hecho en la Seccién
3.2.2 es el mismo para el caso de censura progresiva de Tipo II. Es decir, en esta situacion de
censura la verosimilitud perfil de 6 también puede ser muy asimétrica. Por lo tanto, para hacer
inferencias sobre 6 a través del enfoque de la aproximacion normal de la verosimilitud se requiere
nuevamente que ésta sea reparametrizada adecuadamente.

Diaz-Francés y Montoya (2013) no consideran este caso de censura. Sin embargo, dado que
la verosimilitud perfil (3.4), obtenida para el caso sin censura, es proporcional a la verosimilitud
perfil de § dada en (3.26) cuando n = ny, m = my, t =t* y s = s*, entonces la metodologia de
reparametrizacién y construccién de intervalos de verosimilitud-confianza para 6, descrita en la
Seccién (3.2), al caso de censura progresiva de Tipo II es valida. Asi, las expresiones matematicas
que ellos obtienen para estos intervalos son las mismas que obtuvieron para el caso sin censura,
(3.12)-(3.14), excepto que ahora los valores de n, m, t y s son reemplazados por ny, mi, t* y s*,
respectivamente. En el siguiente capitulo se harad un estudio de simulaciéon para comparar estos

intervalos con aquellos que se obtienen a través de una cantidad pivotal.

3.4.3. Uso de una cantidad pivotal

Sea X1.pym, -, Xnymg:n UnNa muestra aleatoria correspondientes al esquema de censura progre-
siva de Tipo II, {n,n1, Ry, Re, -, Ry, }, para el caso exponencial de pardmetro . Considérese la

siguiente transformacion:

A nXl:nl:nv
Zy = (’I’L — Ry — 1) (X2:n1:n - Xl:nlzn) s
Z3 = (n — Ry — Ry — 2) (X3:n1:n - X2:n1:n) s

an = [n - Rl - Rn1,1 - (nl - 1)] (anznlzn - anflznl:n) .

Balakrishnan y Aggarwala (2000) demuestran que los Z; son variables aleatorias iid con

distribucién exponencial de parametro «. Ademads, muestran que

ni ni
S Zi=Y (Ri+1) Ximyon = S
=1 i=1

y por lo tanto, se tiene que S tiene una distribucién Gamma(nq, ).
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Andlogamente, se tiene que

tiene una distribucién Gamma(mg, ).
Asi, si se consideran las cantidades pivotales G (o, z) = 2t*/a ~ x3, v G (B,y) = 25" /B ~

X%ml entonces se tiene que
G (a,x) /2n

Por lo tanto, si g1 y g2 son los cuantiles de probabilidad /2 y (1 — v/2) de una distribucién F

(3.28)

con 2n1 y 2m grados de libertad, entonces el intervalo de confianza pivotal para 6 se obtiene

reemplazando & = t*/ny, B = s*/m1, q1 y ¢ en (3.19).

3.5. Aplicaciones

A continuacion se presentan dos ejemplos simples y relevantes donde se ilustra la estimacion
por intervalos sobre § = P(X < Y') que proporcionan las tres metodologias estadisticas discu-
tidas anteriormente. El primer ejemplo corresponde al caso sin censura y el segundo a censura

por la derecha de Tipo II.

Ejemplo 3.1. (Datos de Leucemia)

Feigl y Zelen (1965) presentan datos de tiempos de supervivencia, en semanas, de pacientes
que fueron diagnosticados con Leucemia. Los pacientes fueron clasificados de acuerdo a dos
caracteristicas en las células de glébulos blancos, AG+ y AG-. Los n=17 tiempos para el grupo
AG++, desde su diagnostico hasta su muerte, son: 65, 156, 100, 134, 16, 108, 121, 4, 39, 143, 56,
26, 22, 1, 1, 5, 65. Las m=16 observaciones para el grupo AG- son : 56, 65, 17, 7, 16, 22, 3, 4,
2, 3,8, 4, 3, 30, 4, 43. Nétese que no se tienen datos censurados.

Se desean comparar ambos grupos y el pardmetro de interés es § = P(X < Y'), donde X es
una variable aleatoria que representa el tiempo de supervivencia de los individuos del grupo AG-
v Y es otra variable aleatoria que representa el tiempo de supervivencia de los individuos del
grupo AG+. Se supondra que X y Y son variables independientes con distribucién exponencial
de parametros a y 3, respectivamente.

En la Tabla 3.3 se presenta: (a) Intervalo de confianza para § = P(X < Y) calculado a través
de la verosimilitud perfil de 6 dada en (3.4), (b) Intervalo de confianza para § = P(X < Y)
de Diaz-Francés y Montoya (2013) dado en (3.13) y (c) Intervalo de confianza pivotal para
§ = P(X <Y) dado en (3.19), todos del 95% de confianza. También se muestra la longitud
de cada intervalo. Claramente se observa que los extremos de estos intervalos son similares y en
consecuencia sus longitudes. La Figura 3.3 muestra en la misma gréfica la verosimilitud perfil
de 0, el EMV de 6 y los intervalos de confianza para 6 dados en la Tabla 3.3.
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IVC (95%) Limite Inf. Limite Sup. Long. del Intervalo

(a) 0.6364 0.8731 0.2366
(b) 0.6381 0.8735 0.2353
(c) 0.6340 0.8742 0.2402

Tabla 3.3: Intervalos de confianza para 6.
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Figura 3.3: Verosimilitud perfil del pardmetro # = P(X < Y'), donde X representa a el grupo
AG-y Y al grupo AG+.

Notese que el EMV de 6, el valor maés creible de 6 a la luz de los datos, es 6 = 0.7763. Ademis,
obsérvese que ninguno de los intervalos cubre el valor # = 0.5. De hecho, la plausibilidad o
credibilidad que le asigna la verosimilitud al valor 8§ = 0.5 es casi cero. Esto da evidencia acerca
de que el verdadero valor de 6 es relativamente grande lo que implica que, en términos del
problema, los pacientes en el grupo AG+ tienden a tener mejores perspectivas de supervivencia

que los pacientes AG-.

Ejemplo 3.2. (Tiempos de espera de ratas al realizar una tarea de aprendizaje)

El grupo de investigacién dirigido por el Dr. Roberto Prado Alcald, del Instituto de Neuro-
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biologia de la UNAM, campus Querétaro, efectué el siguiente experimento con el propdsito de
explorar y evaluar el efecto que tiene una droga, que se supone es amnésica, en la memoria y
en los procesos de aprendizaje de ratas experimentales. Se realiza un experimento en el cual,
para el caso particular de 2.4 miliamperios (mA), se asignaron 20 ratas blancas, al azar, a dos
grupos. El primer grupo de diez ratas fue inyectado con una droga supuestamente amnésica y
el otro grupo, también de diez ratas fue inyectado con un placebo. A continuacion se describe
de manera general el experimento.

Se inicia con un periodo de liberacién de tensién, que consiste en manipular y acariciar a la
rata, durante tres dias. Pasado ese tiempo se forman aleatoriamente los dos grupos de 10 ratas.
La inyeccion del farmaco ocurre 30 minutos antes de llevar a cabo el experimento. El ambiente
de trabajo adaptado es una habitacion libre de ruido en la cual se prepara la cimara de ensayos.
Esta camara consta de dos compartimentos: El compartimento del lado izquierdo es un ambiente
iluminado que por ende se convierte en un medio hostil para la rata ya que este tipo de ratas
no soporta la luz. El compartimento del lado derecho es un ambiente oscuro pero susceptible de

transmitir corriente eléctrica a voluntad del experimentador; véase Figura 3.4.

=>

Figura 3.4: Caja experimental para medir los tiempos de latencia de retencién.

Durante el experimento se obtienen tres datos de interés, el tiempo de entrada al lado oscuro,
el tiempo de escape una vez aplicada cierta descarga eléctrica hacia el lado iluminado y el tiempo
de retencién, dato de interés en este ejemplo. El procedimiento para obtener estos datos es el
siguiente. Se deposita una rata por vez en el lado izquierdo de la cdmara se cierra la compuerta
superior, se enciende la luz y se empieza a medir el tiempo de entrada. Al momento de pasar al
lado derecho se cierra un compuerta que separa ambos compartimentos (se registra el tiempo de
entrada) y durante 5 segundos se aplica una descarga eléctrica en los pies de la rata, en este caso
2.4 mA, luego de ello se abre la compuerta entre camaras y se contabiliza el tiempo que le tome
a la rata salir del compartimento. Este tiempo se denomina tiempo de escape. Al dia siguiente

se introduce cada rata, una por vez, en el lado izquierdo de la cdmara y se mide el tiempo que
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tarda en pasar al compartimento oscuro. Si en 10 minutos (600 segundos) la rata no cruza al
lado oscuro entonces se retira y se registra este hecho. Hay que notar que en esta etapa, no se
realiza descarga eléctrica, inicamente se espera a que la rata cruce el umbral o que finalice el
tiempo maximo de 600 segundos. Estos tiempos, llamados latencias de retencion, son altamente
informativos en cuanto a la relacién entre la droga de interés, por su posible efecto amnésico y

el proceso de aprendizaje.

Debido a que no se cuenta con la infraestructura para replicar fisicamente este experimento
vy que por derechos de autor no es posible utilizar los datos reales, en este ejemplo se simularan
tiempos de latencia de retencion exponenciales. Supongase que X es una variable aleatoria con
distribucién exponencial de pardmetro « que representa el tiempo de latencia de retencién de
las ratas inyectadas con la droga. Sea Y otra variable aleatoria expoenencial, idependiente de X,
de parametro 8 que representa el tiempo de latencia de retencién de las ratas inyectadas con el
placebo. En la Tabla 3.4 se presenta en la primera fila una muestra de tamafio n=10 simulada de
X con o = 837.3. En la segunda una muestra de tamano m=10 simulada de Y con g = 2518.65.
Para ambas muestras se considero un tiempo maximo de observacion de 17 = T5 = 600 segundos
por lo que en los casos donde supera este valor se etiqueto como censurado. Los pardmetros a y
(8 considerados aqui fueron tomados de las estimaciones obtenidas en la tesis de maestria de L.C.
Castillo (2010). Nétese que bajo este escenario de simulacién, el valor verdadero del pardmetro
de confiabilidad es § = 3/(a + 3)=0.75.

X Y
xr1 = censurado y1 = 385.33
9 = censurado y2 = 598.80

r3 = 491.60

x4 = censurado
x5 = 153.43

Tg = censurado
r7 = 185.43

rg = 207.59

r9 = 88.41

T10 = censurado

Y3 = censurado
Y4 = censurado
ys = censurado
Y6 = censurado
Y7 = censurado
ys = censurado
Y9 = censurado

Y10 = censurado

Tabla 3.4: Datos simulados para tiempos de espera de ratas al realizar una tarea de aprendizaje.

Se desean comparar ambos grupos y el pardmetro de interés es § = P(X < Y). En la
Tabla 3.5 se presenta: (a) Intervalo de confianza para § = P(X < Y') calculado a través de la
verosimilitud perfil de § dada en (3.4), (b) Intervalo de confianza para § = P(X < Y') de Diaz-
Francés y Montoya (2013) dado en (3.13) y (c) Intervalo de confianza pivotal para § = P(X <Y)

dado en (3.19), todos del 95 % de confianza. También se muestra la longitud de cada intervalo.
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IVC (95%) Limite Inf. Limite Sup. Long. del Intervalo

(a) 0.4326 0.9600 0.5274
(b) 0.3510 0.9386 0.5876
(c) 0.4395 0.9687 0.5292

Tabla 3.5: Intervalos de confianza para 6.

Se observa que los extremos del intervalos (b) son algo diferentes que los extremos de los
intervalos (a) y (c). La Figura 3.5 muestra en la misma grafica la verosimilitud perfil de 0 y los

intervalos de confianza para 6 (a), (b) y (c) dados en la Tabla 3.5.
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Figura 3.5: Verosimilitud perfil del pardmetro § = P(X < Y') donde X representa el tiempo de
latencia de retencién de las ratas inyectadas con la droga y Y representa el tiempo de latencia

de retencién de las ratas inyectadas con el placebo.

Se observa que el EMV, el valor mas crefble a la luz de los datos, es 0.7765 y que considerando
el intervalo de 95 % de confianza (a), el cual es més corto que los otros dos, se tiene que el
verdadero valor se encuentra entre 0.4326 y 0.9600. Esto se interpreta como evidencia acerca de

que el verdadero valor de 6 es relativamente grande lo que implica que, en términos del problema,
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el tiempo en que se espera entre la rata al segundo compartimento después de ser inyectada con
la droga y de haber recibido un estimulo doloroso es menor al de las ratas inyectadas con el
placebo y aplicado el mismo estimulo doloroso. Es decir, la droga si esta inhibiendo la memoria

vy que las ratas parecen olvidar la descarga eléctrica recibida.



Capitulo 4

Estudio de simulaciéon

En general, los estudios de simulacién son de gran utilidad en la ciencia porque, entre otras
cosas, permiten conocer el comportamiento de ciertos fenémenos bajo diferentes escenarios vir-
tuales propiciados por el investigador a través de algun modelo y/o software especializado. En
particular, en el campo de la estadistica son muy comunes y muchos de ellos son utilizados
para observar el comportamiento de una estimacién ante diferentes situaciones que pudieran

presentarse en la realidad.

En este capitulo se presenta un estudio de simulacién para el caso sin censura en los datos y
para los casos donde existe censura por la derecha de Tipo II y censura progresiva de Tipo II.
El objetivo general de este estudio es evaluar el comportamiento de los intervalos de confianza
pivotales y los intervalos de confianza propuestos por Diaz Francés-Montoya, para el parametro
de confiabilidad § = P(X <Y).

En general, el proceso de simulacion se realizé de la siguiente manera. Para cada valor
verdadero de 6, se simularon 10,000 muestras (tanto para X como para Y) y se calcularon los
intervalos pivotales y los intervalos de confianza propuestos por Diaz Francés-Montoya, con nivel
de confianza del 95 %, para el pardmetro 6. Luego se calcul6 la frecuencia de cobertura (FC) de
estos intervalos. También se calcul la frecuencia de error de cobertura por la izquierda (FEI)
y por la derecha (FED). Es decir, FEI y FED representan la frecuencia relativa de veces que
el intervalo de confianza no cubrié el valor verdadero de 6 por encontrase a la izquierda y a la
derecha de éste, respectivamente. Por 1ltimo, también se calculé la longitud promedio de todos
los intervalos que cubrieron el valor verdadero de 8. En todos los casos considerados en este

estudio de simulacién, los valores verdaderos de 6 fueron 0.5, 0.75 y 0.95.

Este estudio de simulacion fue realizado en una computadora de escritorio personal con proce-
sador Intel Celeron D, memoria RAM de 1 Gb y sistema operativo Windows 7. Los programas

se llevaron a cabo en el lenguaje de programacién R versién 3.0.1.



4.1 Caso I: Sin censura

4.1. Caso I: Sin censura

o1

Los escenarios de simulacién utilizados para el caso sin censura son similares a los u-

sados por Kundu et al. (2005) y representan bastante bien a las diferentes situaciones que

pudieran presentarse en la realidad. Los tamanos de muestra de X y Y fueron: (n,m) €

{(15,15), (20, 20), (30, 30), (15, 20), (20, 15), (15, 30), (30, 15), (20, 30), (30, 20)}.

Las Tabla 4.1, 4.2 y 4.3 muestran los resultados del estudio de simulaciéon cuando 6 vale

0.5, 0.75 y 0.95, respectivamente. En todos los casos se observa que los intervalos de confianza

pivotales y los intervalos de confianza propuestos por Diaz Francés-Montoya tienen frecuencias

de cobertura similares y son aproximadamente iguales a la probabilidad de cobertura nominal

del 95 %. Ademas, FEI y FED indican que no hay sesgo en la estimacién. Por ltimo, en todos los

casos, se observa que la longitud promedio de ambos intervalos (que cubrieron el valor verdadero

de 0) es aproximadamente la misma.

Intervalo Pivotal

Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.5

(n,m) FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(15,15)  0.0247  0.9529 0.0224 0.3417 0.0270 0.9480  0.0250 0.3357
(20,20) 0.0219 0.9529 0.0252 0.2992 0.0230 0.9503  0.0267 0.2952
(30,30) 0.0230 0.9537 0.0233 0.2470 0.0235 0.9524 0.0241 0.2448
(15,20)  0.0255 0.9490 0.0255 0.3216  0.0324 0.9442 0.0234 0.3167
(20,15) 0.0237 0.9515 0.0248 0.3216 0.0217 0.9465 0.0318 0.3167
(15,30) 0.0241 0.9514 0.0245 0.2997 0.0345 0.9484 0.0171 0.2958
(30,15) 0.0251  0.9501 0.0248 0.2997 0.0179 0.9460 0.0361 0.2958
(20,30) 0.0240 0.9504 0.0256 0.2749 0.0314 0.9476 0.0210 0.2718
(30,20) 0.0257 0.9498 0.0245 0.2749 0.0230 0.9466 0.0304 0.2718

Tabla 4.1: Resultados del estudio de simulacién para el caso sin censura cuando 6= 0.5.
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Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.75
(n,m) FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(15,15)  0.0244 0.9513 0.0243 0.2686 0.0262 0.9474 0.0264 0.2637

(20,20) 0.0243 0.9511 0.0246 0.2321 0.0260 0.9478 0.0262 0.2289
(30,30) 0.0261 0.9516 0.0223 0.1896 0.0274 0.9495 0.0231 0.1878
(15,20)  0.0241  0.9505 0.0254 0.2526  0.0323 0.9447 0.0230 0.2456
(20,15)  0.0255 0.9501 0.0244 0.2491 0.0226 0.9446 0.0323 0.2481
(15,30) 0.0238 0.9524 0.0238 0.2355 0.0366 0.9462 0.0172 0.2267
(30,15)  0.0250 0.9490 0.0260 0.2300 0.0170 0.9444 0.0386 0.2325
(20,30) 0.0252 0.9497 0.0251 0.2140 0.0340 0.9454 0.0206 0.2089
(30,20)  0.0233  0.9502 0.0265 0.2106  0.0204 0.9464 0.0332 0.2108

Tabla 4.2: Resultados del estudio de simulacién para el caso sin censura cuando 6=0.75

Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.95
(n,m) FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(15,15)  0.0237 0.9528 0.0235 0.0762 0.0260 0.9484 0.0256 0.0746

20,30
30,20

0.0268 0.9478 0.0254 0.0585 0.0344 0.9444 0.0212 0.0564
0.0233  0.9489 0.0278 0.0571  0.0197 0.9441 0.0362 0.0577

(20,20)  0.0206 0.9537 0.0257 0.0641 0.0218 0.9510 0.0272 0.0631
(30,30) 0.0260 0.9533 0.0207 0.0509 0.0270 0.9515 0.0215 0.0504
(15,20) 0.0256 0.9478 0.0266 0.0711  0.0321 0.9442 0.0237 0.0682
(20,15)  0.0229 0.9519 0.0252 0.0691 0.0198 0.9488 0.0314 0.0695
(15,30)  0.0251 0.9501 0.0248 0.0657 0.0395 0.9434 0.0171 0.0617
(30,15)  0.0245 0.9491 0.0264 0.0627 0.0178 0.9437 0.0385 0.0648
(20,30)

(30,20)

Tabla 4.3: Resultados del estudio de simulacion para el caso sin censura cuando #=0.95

4.2. Caso II: Censura por la derecha de Tipo II

Para el estudio de simulacién presentado a continuacién se consideraron los mismos tamanos
de muestra n y m que en el caso sin censura, presentados al inicio de la secciéon anterior. La
cantidad de datos censurados n — n; y m — my se eligié de modo que para cada tamano de
muestra de X y Y, la censura sea aproximadamente del 50, 30 y 20 %. Por ejemplo, si n=15
y n1=7 se estd censurando aproximadamente un 50 % del total de los datos, si n=15 y n1=10
se estd censurando aproximadamente un 30 % y si n=15 y n1=12 entonces se esta censurando
aproximadamente un 20 % de los datos. De igual modo para la cantidad de datos censurados de

Y.

Las Tabla 4.4, 4.5 y 4.6 muestran los resultados del estudio de simulaciéon cuando 6 vale
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0.5, 0.75 y 0.95, respectivamente. Nétese que en cada tabla se considera que la censura sea
aproximadamente del 50, 30 y 20 %, para cada caso. En todas las tablas se observa que ambos
intevalos de confianza, pivotales y los propuestos por Diaz Francés-Montoya, tienen frecuencias
de cobertura similares y son aproximadamente iguales a la probabilidad de cobertura nominal,
elegida del 95%. Ademaés, FEI y FED indican que no hay sesgo en la estimacién. También se
observa, en todos los casos, que la longitud promedio de ambos intervalos (que cubrieron el valor
verdadero de ) es aproximadamente la misma. Referente al aumento en la censura de los datos,

se observa una ligera disminucién en la frecuencia de cobertura de ambos intervalos.

Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya
0 =0.5
(n,m) (n1,m;) FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(15,15 (7,7) 0.0254 0.9494 0.0252 0.4776 0.0312 0.9385 0.0303 0.4612

)
) 0.0280 0.9470 0.0250 0.4100 0.0314 0.9400 0.0286 0.3997
) 0.0250 0.9510 0.0240 0.3781 0.0281 0.9455 0.0264 0.3700
) 0.0237 0.9517 0.0246  0.4101 0.0268 0.9451 0.0281 0.3997
) 0.0252 0.9506 0.0242 0.3528 0.0275 0.9449 0.0276 0.3463
) 0.0243 0.9521 0.0236 0.3319 0.0260 0.9484 0.0256 0.3264
) 0.0259 0.9504 0.0237  0.3419 0.0284 0.9454 0.0262 0.3359
) 0.0254 0.9495 0.0251 0.2926  0.0265 0.9468 0.0267 0.2889
) 0.0250 0.9503 0.0247  0.2748 0.0264 0.9481 0.0255 0.2717
) (7,10) 0.0267 0.9519 0.0214 0.4463 0.0411 0.9401 0.0188 0.4332
) (10, 14) 0.0259 0.9492 0.0249 0.3832 0.0358 0.9428 0.0214 0.3749
) (12,16) 0.0254 0.9515 0.0231 0.3562 0.0338 0.9455 0.0207 0.3495
) (10,7) 0.0243 0.9505 0.0252  0.4467 0.0202 0.9397 0.0401 0.4334
20,15) (14, 10) 0.0243 0.9504 0.0253 0.3833 0.0204 0.9456 0.0340 0.3749
) (16 ,12) 0.0252 0.9495 0.0253 0.3563 0.0222 0.9446 0.0332 0.3496
) (7,15) 0.0226 0.9547 0.0227  0.4199 0.0455 0.9424 0.0121 0.4091
) (10,21) 0.0258 0.9523 0.0219 0.3590 0.0417 0.9451 0.0132 0.3523
) (12, 24) 0.0226 0.9543 0.0231 0.3326 0.0383 0.9475 0.0142 0.3273
) (15,7) 0.0260 0.9477 0.0263  0.4200 0.0157 0.9385 0.0458 0.4094
) ( ) 0.0276 0.9471 0.0253 0.3590 0.0184 0.9385 0.0431 0.3523
) ( ) 0.0258 0.9477 0.0258 0.3326  0.0171 0.9417 0.0412 0.3273
) ( ) 0.0247 0.9511 0.0242 0.3785 0.0371 0.9439 0.0190 0.3705
) ( ) 0.0258 0.9505 0.0237 0.3247 0.0343 0.9467 0.0190 0.3197
) (16, 24) 0.0237 0.9503 0.0260 0.3052 0.0316 0.9463 0.0221 0.3010
) ( ) 0.0275 0.9479 0.0246 0.3785 0.0220 0.9431 0.0349 0.3704
) ( ) 0.0262 0.9495 0.0243 0.3248 0.0210 0.9443 0.0347 0.3198
) ( ) 0.0254 0.9521 0.0225 0.3053 0.0234 0.9448 0.0318 0.3011

Tabla 4.4: Resultados del estudio de simulacion para el caso de censura por la derecha de Tipo
II cuando 6= 0.5.
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Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

(n,m) (ni,m1) FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(15,15) (7,7) 0.0209 0.9528 0.0263 0.3894 0.0241 0.9447 0.0312 0.3748

15,15 (10, 10)  0.0208 0.9503 0.0289 0.3275 0.0246 0.9432 0.0322 0.3187
15,15 (12, 12) 0.0219 0.9525 0.0256  0.3002 0.0246 0.9463 0.0291 0.2933
20,20 (10, 10) 0.0236 0.9511 0.0253 0.3276 0.0274 0.9443 0.0283 0.3187
20,20 (14, 14) 0.0243 0.9477 0.0280 0.2770 0.0263 0.9438 0.0299 0.2716
20,20 (16 , 16)  0.0250 0.9492 0.0258 0.2594 0.0270 0.9446 0.0284 0.2550
30,30 (15, 15) 0.0242 0.9523 0.0235 0.2676 0.0263 0.9485 0.0252 0.2627
30,30 (21, 21) 0.0238 0.9515 0.0247 0.2263 0.0253 0.9479 0.0268 0.2233
30,30 (24, 24) 0.0262 0.9502 0.0236  0.2119 0.0275 0.9478 0.0247 0.2094
15,20 (7,10) 0.0238 0.9497 0.0265 0.3657 0.0362 0.9413 0.0225 0.3443
15,20 (10, 14) 0.0228 0.9515 0.0257 0.3070 0.0334 0.9440 0.0226 0.2940

(12, 16) 0.0214 0.9536 0.0250  0.2825 0.0287 0.9479 0.0234 0.2729
(10, 7)  0.0260 0.9499 0.0241 0.3545 0.0212 0.9411 0.0377 0.3527
(14, 10) 0.0264 0.9484 0.0252  0.2999 0.0225 0.9400 0.0375 0.2988
(16 ,12)  0.0265 0.9451 0.0284 0.2774 0.0234 0.9415 0.0351 0.2759
(7,15) 0.0222 0.9530 0.0248 0.3444 0.0427 0.9413 0.0160 0.3184
(10, 21) 0.0248 0.9524 0.0228 0.2878 0.0418 0.9415 0.0167 0.2719
(12, 24) 0.0234 0.9527 0.0239 0.2638 0.0377 0.9459 0.0134 0.2518
(15,7) 0.0241 0.9516 0.0243 0.3279 0.0131 0.9412 0.0457 0.3355
( ) 0.0234 0.9492 0.0274 0.2775 0.0142 0.9406 0.0452 0.2823
( ) 0.0225 0.9520 0.0255 0.2561 0.0160 0.9419 0.0421 0.2594
( ) 0.0261 0.9486 0.0253 0.3036 0.0378 0.9410 0.0212 0.2901
(14 ,21) 0.0275 0.9437 0.0288 0.2563 0.0378 0.9387 0.0235 0.2478
( ) 0.0271 0.9443 0.0286 0.2395 0.0352 0.9400 0.0248 0.2325
( ) 0.0256 0.9490 0.0254 0.2961 0.0215 0.9421 0.0364 0.2962
( ) 0.0250 0.9489 0.0261 0.2510 0.0213 0.9433 0.0354 0.2512
( ) 0.0251 0.9497 0.0252 0.2352 0.0207 0.9446 0.0347 0.2354

Tabla 4.5: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura por la derecha de Tipo
IT cuando 6= 0.75.
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Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

(n,m) (ni,m1) FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(15,15) (7,7) 0.0250 0.9509 0.0241 0.1256 0.0286 0.9418 0.0296 0.1195
( ) 0.0262 0.9497 0.0241 0.0983 0.0296 0.9433 0.0271 0.0951
( ) 0.0239 0.9524 0.0237 0.0875 0.0267 0.9472 0.0261 0.0852
( ) 0.0245 0.9507 0.0248 0.0982 0.0277 0.9440 0.0283 0.0950
(14, 14) 0.0232 0.9529 0.0232  0.0796 0.0259 0.9484 0.0257 0.0779
( )
( )
( )
( )

(15,15)

(15,15)

(20,20)

(20,20)

( ) 0.0226 0.9526 0.0248 0.0733 0.0251 0.9477 0.0272 0.0719
( ) 0.0266 0.9512 0.0222  0.0758 0.0278 0.9480 0.0242 0.0742
( ) 0.0261 0.9507 0.0232 0.0621 0.0270 0.9488 0.0242 0.0612
( ) 0.0252 0.9523 0.0225 0.0576 0.0268 0.9493 0.0268 0.0569
( ) (7,10) 0.0262 0.9490 0.0248 0.1161 0.0386 0.9405 0.0209 0.1050
( ) (10, 14) 0.0276 0.9472 0.0252 0.0911 0.0366 0.9416 0.0218 0.0852
( ) (12,16) 0.0293 0.9440 0.0267 0.9203 0.0376 0.9389 0.0235 0.0778
( ) (10,7  0.0231 0.9520 0.0249 0.1082 0.0195 0.9443 0.0362 0.1102
( ) (14, 10) 0.0238 0.9489 0.0273  0.0866 0.0208 0.9424 0.0368 0.0877
(20,15) (16 ,12) 0.0237 0.9502 0.0261 0.0789 0.0203 0.9457 0.0340 0.0794
( ) (7,15) 0.0257 0.9474 0.0269 0.1073 0.0453 0.9398 0.0149 0.0933
( ) (10,21) 0.0268 0.9476 0.0256  0.0841 0.0424 0.9418 0.0158 0.0763
( ) (12,24) 0.0252 0.9514 0.0234 0.0754 0.0373 0.9476 0.0151 0.0698
( ) (15,7) 0.0250 0.9481 0.0269 0.0962 0.0135 0.9357 0.0508 0.1035
( ) ( ) 0.0261 0.9465 0.0274 0.0784 0.0165 0.9405 0.0430 0.0825
( ) ( ) 0.0239 0.9490 0.0271  0.0712 0.0157 0.9430 0.0413 0.0741
( ) ( ) 0.0236 0.9520 0.0244 0.0894 0.0351 0.9452 0.0197 0.0831
( ) (14,21) 0.0227 0.9498 0.0275 0.0722 0.0321 0.9462 0.0217 0.0685
( ) ( ) 0.0225 0.9529 0.0246  0.0667 0.0304 0.9490 0.0206 0.0637
( ) ( ) 0.0230 0.9543 0.0227 0.0854 0.0183 0.9476 0.0341 0.0871
( ) ( ) 0.0233 0.9503 0.0264 0.0700 0.0193 0.9458 0.0349 0.0711
( ) ( ) 0.0227 0.9500 0.0273 0.0648 0.0191 0.9471 0.0338 0.0657

Tabla 4.6: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura por la derecha de Tipo
IT cuando 6= 0.95.

4.3. Caso III: Censura Progresiva de Tipo II

Para el estudio de simulacién que se presenta en esta seccidén, se consideraron tamanos de
muestra n 'y m idénticos a los utilizados en el estudio de simulacién para el caso de censura
por la derecha de Tipo II, presentado en la seccién anterior. En este caso la cantidad de datos
censuradosn —ny =Ry +---+ Ry, >0ym—m; = R+ -+ Ry, > 0 se eligié de modo que
para cada tamano de muestra de X y Y, la censura en los datos sea aproximadamente del 50 %.
Es decir, casi la mitad de los datos seran censurados.

Notese que dado el tamano de muestra y la cantidad de datos a censurar para X, n
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y n — nq, existen diferentes formas de definir el esquema de censura progresiva de Tipo II
{n,n1, Ri, Ra,- -+ , Ry, }. De igual modo para la variable aleatoria Y y su esquema de censura
{m, m1, R1, Ra, -+, R, }. Aqui se consideraran los siguientes casos de censura progresiva de
Tipo II [véase Kundu et al. (2005)]:

Caso  Variable X Variable Y

(a) Ri=Ry=..=Rp, =1 Ri=Ry=..=Rp, =1

(b) Ri=Ry=..=Rp =1 Ri=Ry=..=Rp,-1=0y Rp, =1
(c) Ri=Ry=..=Rp-1=0yRy, =1 Ri=Ry=..=Rn, =1

Tabla 4.7: Casos de censura progresiva de Tipo Il para las variables aleatorias X y Y.

Las Tablas 4.8-4.10, 4.11- 4.13 y 4.14-4.16 muestran los resultados del estudio de simulacién
para el caso (a), (b) y (c) de la Tabla 4.7, respectivamente. Nétese que para cada caso se tienen

tres tablas, una para cada valor verdadero de 6 considerado en este estudio (0.5, 0.75 y 0.95).

En todas las tablas se observa que los intervalos de confianza pivotales y los intervalos de
confianza propuestos por Diaz Francés-Montoya tienen frecuencias de cobertura similares y son
aproximadamente iguales a la probabilidad de cobertura nominal elegida del 95 %. Adem4s,
FEI y FED indican que no hay sesgo en la estimaciéon. También se observa, en todos los ca-
sos, que la longitud promedio de ambos intervalos (que cubrieron el valor verdadero de 6) es

aproximadamente la misma.

Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.5

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (a) 0.0259 0.9486 0.0255 0.4778 0.0299 0.9400 0.0301 0.4614
(20,20) (a) 0.0214 0.9539 0.0247 0.4099 0.0234 0.9491 0.0275 0.3996
(30,30) (a) 0.0239 0.9518 0.0243 0.3418 0.0257 0.9478 0.0265 0.3359
(14,20) (a) 0.0271 0.9490 0.0239 0.4466 0.0400 0.9390 0.0210 0.4334
(20,14) (a) 0.0214 0.9521 0.0265 0.4467 0.0184 0.9414 0.0402 0.4336
(14,30) (a) 0.0237 0.9517 0.0246 0.4198 0.0438 0.9422 0.0140 0.4091
(30,14) (a) 0.0248 0.9475 0.0277 0.4201 0.0121 0.9374 0.0505 0.4095
(20,30) (a) 0.0223 0.9533 0.0244 0.3785 0.0334 0.9459 0.0207 0.3705
(30,20) (a) 0.0243 0.9495 0.0262 0.3786 0.0200 0.9422 0.0378 0.0371

Tabla 4.8: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo II,

para el caso (a) de la Tabla 4.7 y cuando § = 0.5
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Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.75

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (a) 0.0257 0.9481 0.0262 0.3892 0.0313 0.9377 0.0310 0.3746
(20,20) (a) 0.0235 0.9516 0.0239 0.3285 0.0276 0.9460 0.0264 0.3196
(30,30) (a) 0.0255 0.9495 0.0250 0.2676 0.0270 0.9465 0.0265 0.2627
(14,20) (a) 0.0248 0.9499 0.0253 0.3658 0.0383 0.9406 0.0211 0.3445
(20,14) (a) 0.0254 0.9502 0.0244 0.3558 0.0209 0.9417 0.0374 0.3540
(14,30) (a) 0.0249 0.9490 0.0261 0.3440 0.0468 0.9373 0.0159 0.3180
(30,14) (a) 0.0242 0.9512 0.0246 0.3272 0.0143 0.9407 0.0450 0.3349
(20,30) (a) 0.0242 0.9412 0.0246 0.3272 0.0143 0.9407 0.0450 0.3349
(30,20) (a) 0.0237 0.9519 0.0244 0.2960 0.0194 0.9443 0.0363 0.2961

Tabla 4.9: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo II,

para el caso (a) de la Tabla 4.7 y cuando 6 = 0.75

Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

6 =0.95

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (a) 0.0281 0.9459 0.0260 0.1256 0.0324 0.9374 0.0302 0.1195
(20,20) (a) 0.0268 0.9467 0.0265 0.0977 0.0316 0.9381 0.0303 0.0944
(30,30) (a) 0.0217 0.9541 0.0242 0.0759 0.0234 0.9506 0.0260 0.0743
(14,20) (a) 0.0253 0.9448 0.0259 0.1156 0.0397 0.9376 0.0227 0.1046
(20,14) (a) 0.0280 0.9483 0.0237 0.1084 0.0237 0.9402 0.0367 0.1104
(14,30) (a) 0.0236 0.9529 0.0235 0.1066 0.0467 0.9402 0.0131 0.0926
(30,14) (a) 0.0279 0.9468 0.0253 0.0963 0.0157 0.9343 0.0500 0.1036
(20,30) (a) 0.0264 0.9492 0.0244 0.0888 0.0371 0.9429 0.0200 0.0825
(30,20) (a) 0.0248 0.9514 0.0238 0.0855 0.0200 0.9456 0.0344 0.0873

Tabla 4.10: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo 11,

para el caso (a) de la Tabla 4.7 y cuando 6 = 0.95
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Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.5

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (b) 0.0235 0.9509 0.0256 0.4776 0.0294 0.9408 0.0298 0.4612
(20,20) (b) 0.0223 0.9539 0.0238 0.4100 0.0252 0.9479 0.0269 0.3997
(30,30) (b) 0.0235 0.9508 0.0257 0.3418 0.0255 0.9474 0.0271 0.3359
(14,20) (b) 0.0258 0.9496 0.0246  0.4467 0.0388 0.9401 0.0211 0.4335
(20,14) (b) 0.0240 0.9532 0.0228 0.4463 0.0201 0.9442 0.0357 0.4330
(14,30) (b) 0.0253 0.9491 0.0256  0.4197 0.0476 0.9379 0.0145 0.4091
(30,14) (b) 0.0228 0.9512 0.0260 0.4200 0.0125 0.9369 0.0506 0.4095
(20,30) (b) 0.0213 0.9507 0.0280 0.3787 0.0306 0.9476 0.0218 0.3707
(30,20) (b) 0.0237 0.9536 0.0227 0.3785 0.0194 0.9471 0.0335 0.3705

Tabla 4.11: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo II,
para el caso (b) de la Tabla 4.7 y cuando 6 = 0.5

Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.75

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (b) 0.0241 0.9512 0.0247 0.3898 0.0286 0.9421 0.0293 0.3751
(20,20) (b) 0.0238 0.9498 0.0264 0.3280 0.0260 0.9445 0.0295 0.3192
(30,30) (b) 0.0239 0.9506 0.0255 0.2681 0.0262 0.9453 0.0285 0.2632
(14,20) (b) 0.0249 0.9512 0.0239 0.3662 0.0386 0.9415 0.0199 0.3449
(20,14) (b) 0.0225 0.9509 0.0266 0.3558 0.0187 0.9422 0.0391 0.3540
(14,30) (b) 0.0258 0.9509 0.0233 0.3453 0.0476 0.9384 0.0140 0.3194
(30,14) (b) 0.0245 0.9515 0.0240 0.3285 0.0134 0.9447 0.0419 0.3361
(20,30) (b) 0.0246 0.9507 0.0247 0.3042 0.0351 0.9445 0.0204 0.2907
(30,20) (b) 0.0256 0.9517 0.0227  0.2967 0.0212 0.9444 0.0344 0.2967

Tabla 4.12: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo 11,
para el caso (b) de la Tabla 4.7 y cuando 6 = 0.75
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Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.95

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (b) 0.0270 0.9486 0.0244 0.1267 0.0315 0.9403 0.0282 0.1207
(20,20) (b) 0.0243 0.9538 0.0219 0.0980 0.0272 0.9474 0.0254 0.0948
(30,30) (b) 0.0237 0.9520 0.0243 0.0761 0.0269 0.9469 0.0262 0.0745
(14,20) (b) 0.0251 0.9496 0.0253 0.1155 0.0377 0.9413 0.0210 0.1045
(20,14) (b) 0.0239 0.9530 0.0231 0.1089 0.0201 0.9436 0.0363 0.1109
(14,30) (b) 0.0255 0.9493 0.0252 0.1069 0.0478 0.9380 0.0142 0.0929
(30,14) (b) 0.0226 0.9535 0.0239 0.0969 0.0127 0.9403 0.0470 0.1042
(20,30) (b) 0.0229 0.9535 0.0236  0.0888 0.0344 0.9467 0.0189 0.0825
(30,20) (b) 0.0247 0.9554 0.0199 0.0859 0.0205 0.9486 0.0309 0.0877

Tabla 4.13: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo II,
para el caso (b) de la Tabla 4.7 y cuando 6 = 0.95

Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.5

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (c) 0.0296 0.9435 0.0279 0.4782 0.0358 0.9313 0.0329 0.4618
(20,20) (c) 0.0232 0.9544 0.0224 0.4101 0.0258 0.9495 0.0247 0.3997
(30,30) (c) 0.0242 0.9516 0.0242 0.3417 0.0265 0.9470 0.0265 0.3357
(14,20) (c) 0.0268 0.9489 0.0243 0.4465 0.0403 0.9393 0.0203 0.4333
(20,14) (c) 0.0270 0.9472 0.0258 0.4466 0.0234 0.9370 0.0396 0.4333
(14,30) (c) 0.0275 0.9479 0.0246  0.4197 0.0513 0.9347 0.0140 0.4091
(30,14) (c) 0.0237 0.9496 0.0267 0.4200 0.0140 0.9371 0.0489 0.4094
(20,30) (c) 0.0246 0.9515 0.0239 0.3785 0.0359 0.9454 0.0187 0.3706
(30,20) (c) 0.0239 0.9523 0.0238 0.3783 0.0181 0.9478 0.0341 0.3703

Tabla 4.14: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo 11,

para el caso (c) de la Tabla 4.7 y cuando 6 = 0.5
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Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.75

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (c) 0.0232 0.9526 0.0242 0.3897 0.0271 0.9435 0.0294 0.3751
(20,20) (c) 0.0272 0.9498 0.0230 0.3272 0.0300 0.9432 0.0268 0.3184
(30,30) (c) 0.0253 0.9508 0.0239 0.2677 0.0273 0.9468 0.0259 0.2627
(14,20) (c) 0.0232 0.9530 0.0238 0.3668 0.0360 0.9446 0.0194 0.3454
(20,14) (c) 0.0270 0.9503 0.0227 0.3544 0.0220 0.9413 0.0367 0.3527
(14,30) (c) 0.0227 0.9525 0.0248 0.3449 0.0450 0.9412 0.0138 0.3190
(30,14) (c) 0.0260 0.9517 0.0223 0.3279 0.0157 0.9431 0.0412 0.3355
(20,30) (c) 0.0254 0.9504 0.0242 0.3021 0.0374 0.9433 0.0242 0.2885

Tabla 4.15: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo 11,

para el caso (c) de la Tabla 4.7 y cuando 6 = 0.75

Intervalo Pivotal Intervalo Diaz Francés-Montoya

0 =0.95

(n,m) Caso FEI FC FED Prom FEI FC FED Prom
(14,14) (c) 0.0242 0.9511 0.0247 0.1255 0.0290 0.9416 0.0294 0.1195
(20,20) (c) 0.0246 0.9493 0.0261 0.0984 0.0274 0.9428 0.0298 0.0952
(30,30) (c) 0.0248 0.9521 0.0231 0.0759 0.0279 0.9462 0.0259 0.0743
(14,20) (c) 0.0274 0.9473 0.0274 0.1159 0.0405 0.9384 0.0211 0.1048
(20,14) (c) 0.0259 0.9475 0.0266 0.1090 0.0211 0.9409 0.0380 0.1111
(14,30) (c) 0.0246 0.9495 0.0259 0.1066 0.0463 0.9388 0.0149 0.0926
(30,14) (c) 0.0248 0.9515 0.0237 0.0962 0.0128 0.9433 0.0439 0.1035
(20,30) (c) 0.0251 0.9507 0.0242 0.0895 0.0338 0.9462 0.0200 0.0832
(30,20) (c) 0.0275 0.9463 0.0262 0.0853 0.0224 0.9407 0.0369 0.0870

Tabla 4.16: Resultados del estudio de simulacién para el caso de censura Progresiva de Tipo II,

para el caso (c) de la Tabla 4.7 y cuando 6 = 0.95



Conclusiones

El problema de hacer inferencia estadistica sobre el pardmetro # = P(X < Y') se ha planteado
bajo diversas suposiciones sobre la distribucién de probabilidad de (X,Y") y se han utilizado dife-
rentes enfoques estadisticos para proporcionar soluciones. En particular, la reciente metodologia
presentada en Diaz-Francés y Montoya (2013) para calcular intervalos de verosimilitud-confianza
para § = P(X < Y), cuando X y Y son variables aleatorias independientes con distribucién
exponencial, ofrece una linea de investigacién aparentemente relevante que incita a su desarrollo

e innovacién.

En esta tesis se desarrollé un estudio de simulacién para comparar los intervalos de vero-
similitud-confianza para § = P(X < Y'), presentados en Diaz-Francés y Montoya (2013), con
intervalos pivotales, en términos de frecuencia de cobertura y longitud del intervalo, bajo tres
distintos tipos de muestra: Sin censura, censura por la derecha de Tipo II y censura progresiva de
Tipo II. Es importante mencionar que en la literatura estadistica revisada, no se tienen registros
de la aplicacién de la metodologia de Diaz-Francés y Montoya (2013) al caso de muestras con
censura progresiva de Tipo II. Asi, todo lo presentado en esta tesis para este caso tiene caracter
de novedoso.

Las conclusiones generales més relevantes del estudio de simulacién son las siguientes. Para
todos los casos (tipos de muestra) y escenarios explorados, las frecuencias de cobertura de ambos
intervalos son similares a la probabilidad de cobertura nominal especificada y las frecuencias de
error de cobertura por la izquierda y por la derecha no mostraron evidencia de sesgo en la esti-
macién. Ademas, las longitudes promedio de ambos intervalos, que cubrieron el valor verdadero
de 0, fueron aproximadamente las mismas. Por lo tanto, ambos intervalos son apropiados para
hacer inferencias sobre 6.

El uso de la metodologia de Diaz-Francés y Montoya (2013) para calcular intervalos de
verosimilitud-confianza para 6 es simple; sin embargo, requiere cierta estructura matematica
para la verosimilitud y para § = P(X < Y). En contraste, la metodologia pivotal requiere la
existencia de una cantidad pivotal para inferencias sobre 6 y poder calcular su distribucién. En
los tres casos estudiados en esta tesis (sin censura, censura por la derecha de Tipo II y censura
progresiva de Tipo II) bajo el modelo exponencial, las restricciones de ambas metodologias se

cumplieron. Sin embargo, para otros casos donde la distribuciéon de X y Y no es exponencial,
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pareciera que revisar que se cumplen las condiciones del método presentado en Diaz-Francés y
Montoya (2013) es menos complicado que encontrar una cantidad pivotal para inferencias sobre
0 (si existe) y calcular su distribucién de probabilidad.

Por ultimo, para trabajo futuro se plantean dos problemas. El primero es encontrar otros
casos donde se pueda aplicar de forma directa el método de Diaz-Francés y Montoya (2013)
para hacer estimacion sobre 0. El segundo problema es construir intervalos de verosimilitud-
confianza para § = P(X < Y) considerando una estructura matematica para la verosimilitud
mucho més general que la presentada en Diaz-Francés y Montoya (2013). Una solucién adecua-
da de este problema permitiria proporcionar una expresion matematica simple para intervalos
de verosimilitud-confianza para 6 que pudiera utilizarce bajo diferentes suposiciones sobre la
distribucién de probabilidad de (X,Y’) y escenarios de censura. Al parecer, esta es una linea de

investigacién estadistica interesante y novedosa.
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