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ResumenEn este trabajo ha
emos una presenta
ión de los temas bási
os de la Teoría Cuánti
a de Campos,ne
esarios para el 
ál
ulo de observables relevantes en experimentos de altas energías. Con
re-tamente desarrollamos las té
ni
as diagramáti
as de Feynman en teoría de perturba
iones y lasapli
amos al 
ál
ulo de los elementos de la matriz de dispersión de partí
ulas intera
tuantes, enel 
ontexto de la teorías φ4 y sigma lineal. La teoría φ4 es relevante en la des
rip
ión a
tual dealgunas intera

iones 
ontempladas en el Modelo Estándar de las Partí
ulas Elementales y la teo-ría sigma lineal para 
ampos es
alares que utilizamos en este trabajo, propor
iona un es
enariodidá
ti
o para explorar la simetría y el rompimiento de la misma.
Abstra
tIn this work we provide a presentation of the basi
 topi
s in Quantum Field Theory whi
h areneeded for the 
al
ulation of observables that are relevant in high energy experiments. Morepre
isely, we develop Feynman diagrammati
 te
hniques within perturbation theory and we usethem to 
al
ulate s
attering matrix elements for parti
les intera
ting in the 
ontext of φ4 andsigma linear theories. The φ4 theory is relevant in the des
ription of some intera
tions within theStandard Model of Elementary Parti
les. The sigma linear theory for s
alar �elds that we use inthis work, provides a dida
ti
 s
enario to explore the symmetry and its spontaneous breaking.
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Introdu

ión
L a Teoría Cuánti
a de Campos (TCC) es es
en
ial en el estudio de la la físi
a departí
ulas elementales. Pero además los métodos que aqui se desarrollan, 
on unaspequeñas modi�
a
iones, son los mismos que juegan un papel 
entral en áreas re
ientes de la físi
aatómi
a, físi
a nu
lear y físi
a de la materia 
ondensada. Bási
amente, la TCC es la apli
a
ión dela Me
áni
a Cuánti
a a sistemas dinámi
os de 
ampos, así 
omo la Me
áni
a Cuánti
a misma,trata sobre la 
uantiza
ión de sistemas dinámi
os de partí
ulas.En la físi
a de partí
ulas nos interesa estudiar pro
esos que o
urren en es
alas muy pequeñas(sistemas 
uánti
os) y a altas energías (sistemas relativistas) utilizando TCC. La TCC ha resul-tado del trabajo de mu
hos y mu
has, al observar que no es su�
iente 
onstruir una teoría quesurge del matrimonio de la Me
áni
a Cuánti
a y la Relatividad, para des
ribir los fenómenosde la físi
a de partí
ulas. La Me
áni
a Cuánti
a Relativista ha demostrado ser una teoría quenos ayuda a estudiar este tipo de fenómenos 
on 
ierta perspe
tiva, sin embargo, en diferentesámbitos de di
ha teoría surgen in
onsisten
ias que no permiten ha
er una des
rip
ión 
ompletade sistemas de mu
has partí
ulas. La ne
esidad de una teoría de mu
has partí
ulas se vuelveevidente al notar que (para más detalles ver por ejemplo [1, 2, 4℄):Las e
ua
iones de onda relativistas para un partí
ula tales 
omo la e
ua
ión de Klein-Gordon o la e
ua
ión de Dira
, generan estados 
on energía negativa y, en el 
aso de laprimera, densidades de probabilidad negativas.No podemos asumir que 
ualquier pro
eso relativista puede ser expli
ado en términosde una teoría de partí
ula úni
a, ya que en estos pro
esos se tiene la 
rea
ión de parespartí
ula-antipartí
ula.Aún 
uando no hay la energía disponible para la produ

ión de pares partí
ula-antipartí
ula,en teoría de perturba
iones a segundo órden por ejemplo, apare
en estados intermedios (porun tiempo muy 
orto, i.e. partí
ulas virtuales) de mu
has partí
ulas.Como veremos en la se

ión 2.4, la ne
esidad de una teoría de mu
has partí
ulas surge,1



Introdu

ión 2de manera menos obvia, de 
onsidera
iones de 
ausalidad: la amplitud de propaga
ión deuna partí
ula libre en la Me
áni
a Cuánti
a No Relativista es no nula para todo tiempo yposi
ión, lo 
ual es una viola
ión de 
ausalidad. Más aún, 
uando 
onsideramos la propa-ga
ión fuera del 
ono de luz en el 
ontexto de la Me
áni
a Cuánti
a Relativista, se sigueviolando 
ausalidad.La TCC provee de un esquema en el 
ual se pueden estudiar estados de mu
has partí
ulasy transi
iones entre estados de diferentes números de partí
ulas. También resuelve el problemade 
ausalidad y expli
a la rela
ión entre espín y estadísti
a. Es importante enfatizar, dado quenuestro trabajo se 
entra en ello, que la TCC provee de las herramientas ne
esarias para 
al
ularse

iones de dispersión, tiempos de vida media y otras 
antidades que se pueden 
omparardire
tamente 
on el experimento.En las dé
adas de los 60s y 70s, emergieron un 
onjunto de TCCs que des
riben todas lasintera

iones de partí
ulas elementales, ex
epto la gravedad. A este 
onjunto de TCCs es a loque ahora se le denomina el Modelo Estándar de las Partí
ulas Elementales (MEPE). Desde su
onforma
ión o�
ial en 1978, el MEPE ha superado todas las pruebas experimentales que sehan realizado hasta la fe
ha. Con el advenimiento de experimentos de altas energías 
omo losque se realizan este año en CERN y en Fermilab, el MEPE seguramente será extendido. Di
hosexperimentos rompen las barreras estable
idas en años anteriores, de energía de 
entro de masay de estadísti
a en los pro
esos de dispersión de hadrones (tales 
omo los protones), de átomos ynú
leos pesados. Este año los datos experimentales re
opilados en di
hos experimentos, nos darána

eso a un nuevo régimen en la físi
a y veri�
arán ó refutarán algunas extensiones propuestasal MEPE. Hay algunas TCCs que han probado ser útiles en la des
rip
ión de intera

iones enel 
ontexto del MEPE y de di
has extensiones propuestas. Como veremos en la se

ión 2.3, eneste trabajo des
ribiremos la intera

ión de bosones (partí
ulas que obede
en la estadísti
a deBose-Einstein) utilizando 
ampos 
uánti
os es
alares reales en el 
ontexto de las teorías φ4 ysigma lineal.Es
ogimos estas teorías porque pre
isamente queremos ha
er una presenta
ión de las herra-mientas bási
as de la TCC en 
uanto al 
ál
ulo de obervables tales 
omo la se

ión de dispersión
on métodos perturbativos. Estas teorías de intera

ión simples pero fenomenológi
amente re-levantes, nos permiten eviden
iar la mejor metodología a seguir en estos temas. De he
ho, elestudio de la dinámi
a de fermiones 
on estas herramientas, una vez que se tiene 
ubierto el 
asode los bosones, se vuelve un po
o más sen
illa. 2



Introdu

ión 3La teoría φ4 es relevante en la des
rip
ión de algunas de las intera

iones 
ontempladas enel MEPE De he
ho di
has intera

iones son similares a las que se des
riben en la se

ión 4.2 delpresente trabajo. En este 
ontexto, el estudio de la teoría φ4 y sus variantes, nos permiten entraren dis
usiones sobre me
anismos de rompimiento espontáneo de la simetría que no introdu
ennuevos parámetros al modelo y que preservan las propiedades fundamentales de la teoría. Estetema es medular en la des
rip
ión a
tual de la genera
ión de masa de las partí
ulas elementalesen el MEPE. Por otro lado, la teoría sigma lineal para 
ampos es
alares que utilizamos en estetrabajo, exhibe las propiedades bási
as del modelo sigma lineal para fermiones y propor
iona unes
enario didá
ti
o para explorar la simetría y el rompimiento de la misma.La presenta
ión de la dis
usión y de los resultados la llevaremos a 
abo de la siguiente manera:en los Capítulos 1 a 2 daremos una breve presenta
ión de los ante
edentes bási
os tales 
omonota
ión y no
iones de teoría 
lási
a de 
ampos y 
uantiza
ión 
anóni
a. Estos temas estandis
utidos ampliamente en la mayoría de los textos introdu
torios a la teoría 
uánti
a de 
ampos(ver por ejemplo [1, 2, 3, 4, 5℄). En el Capítulo 3 damos una presenta
ión original* del temade fun
iones de 
orrela
ión y el Teorema de Wi
k, que también esta presente en la literatura,pero que 
onsideramos no se dis
ute 
on tal detalle, a pesar de lo relevante de su naturalezapara la des
rip
ión de 
ampos intera
tuantes. Finalmente en los Capítulos 4 y 5, presentamoslos resultados obtenidos del análisis perturbativo de las intera

iones de 
ampos es
alares bajopoten
iales tipo φ4 y sigma lineal. Más aún, en este último 
apítulo 
omplementamos el estudio
on un análisis de la evolu
ión del poten
ial a medida que nos a
er
amos a el modelo sigmalineal, 
on el propósito de exhibir el me
anismo de rompimiento espontáneo de la simetría.La presenta
ión del trabajo realizado 
omo se expli
a anteriormente, es un re�ejo de nuestrointerés en enfatizar 
iertos aspe
tos y resultados en un 
ontexto que permite la ini
ia
ión a la TCCbasada en 
iertos ante
edentes de Teoría Clási
a de Campos y Me
áni
a Cuánti
a Relativista. Sinembargo, para los le
tores que deseen una le
tura alternativa en donde se parte de la 
onstru

iónde observables, sugerimos lo siguiente: 
omenzar la le
tura del trabajo a partir de la se

ión 4.3y utilizar los 
apítulos previos 
omo referen
ia 
uando se implementen los 
ál
ulos relevantes enel análisis de la dispersión tanto en el 
ontexto de la teoría φ4 
omo en la teoría sigma lineal.
*Presentada en la sesión de posters de la XIII Mexi
an S
hool on Parti
les and Fields, organizada por laDivisión de Partí
ulas y Campos de la So
iedad Mexi
ana de Físi
a3



Capítulo 1 Ante
edentes
E n este 
apítulo estable
emos los ante
edentes ne
esarios para 
onstruir una teoría
uánti
a de 
ampos. Primeramente planteamos las unidades y la nota
ión relativistaque usamos en este trabajo. A 
ontinua
ión damos un breve resumen de teoría 
lási
a de 
ampossobre lo que 
onsideramos relevante para nuestro trabajo en los siguientes 
apítulos. Con
reta-mente estable
eremos la teoría 
lási
a libre de Klein-Gordon ya que en los siguientes 
apítulosla 
uantizamos y la usamos para des
ribir la dinámi
a de los 
ampos es
alares.1.1. Nota
ión RelativistaA lo largo de este estudio utilizamos unidades naturales (ver Apéndi
e A) donde ~ = c = 1y asumimos que el 
uadrive
tor 
ontravariante xµ del espa
iotiempo 
on µ = 0, 1, 2, 3 es

x0 = t, x1 = x, x2 = y, x3 = z.Es importante re
ordar que 
uando 
ambiamos nuestra des
rip
ión de un sistema de referen
iainer
ial S a otro S′, las 
oordenadas espe
í�
as de un evento 
ambian, pero hay una 
ombina
iónde di
has 
oordenadas que no 
ambia: la de los invariantes, i.e.
I ≡ (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = (x0′)2 − (x1′)2 − (x2′)2 − (x3′)2.Para des
ribir invariantes introdu
imos la métri
a gµν

g =











1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1









que nos permite es
ribir el invariante I 
omo

I =
3∑

µ=0

3∑

ν=0

gµνx
µxν = gµνx

µxν ,4



1.1. Nota
ión Relativista 5donde se asume la 
onven
ión de Einstein para la suma sobre índi
es repetidos.A raíz de lo anterior, de�nimos el 
uadrive
tor 
ovariante xµ

xµ ≡ gµνx
ν
on el 
ual, el invariante I se es
ribe 
omo

I = xµx
µ = x2.Similarmente introdu
imos nota
ión para

∂µ =
∂

∂xµ
= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =

(
∂

∂x0
,∇
)

=

(
∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

∂µ =
∂

∂xµ
=
(
∂0, ∂1, ∂2, ∂3

)
=

(
∂

∂x0
,−∇

)

=

(
∂

∂t
,− ∂

∂x
,− ∂

∂y
,− ∂

∂z

)que 
umplen 
on la transforma
ión
∂µ = gµν∂ν .Con lo anterior podemos 
onstruir el operador derivada de segundo orden e invariante deLorentz

∂µ∂
µ =

∂2

∂t2
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

=
∂2

∂t2
−∇2 = �que es el operador de D'Alembert.Por otro lado de�nimos el 
uadrive
tor de momenergía 
omo

pµ = (E, px, py, pz) = (E, ~p)

pµ = (E,−px,−py,−pz) = (E,−~p) ,y su magnitud al 
uadrado la podemos obtener a partir de lo anterior
p2 = pµp

µ

= E2 − |~p|2 . (1.1)Además sabemos que la energía total para un sistema relativista es
E2 = m2 + |~p|2 (1.2)donde m es la masa en reposo. Enton
es de (1.1) y (1.2) tenemos

E2 − |~p|2 = m2

p2 = m2. (1.3)



1.3. Teoría Clási
a de Campos Es
alares 61.2. E
ua
ión de Klein-GordonDado que en este estudio estamos interesados en des
ribir la dinámi
a de 
ampos es
alares,es ne
esario partir de la 
onstru

ión de una e
ua
ión relativista para una partí
ula sin spin opartí
ula es
alar. Como la partí
ula no tiene spin, la fun
ión de onda solo tiene una 
omponentey la denotamos por φ.De la e
ua
ión (1.2) sabemos 
ual es la energía total de un sistema relativista 
lási
o peroahora queremos apelar al prin
ipio de 
orresponden
ia
E −→ i

∂

∂t

~p −→ −i∇para obtener a partir de (1.1), lo siguiente
p2 = − ∂2

∂t2
+ ∇2

= −�. (1.4)Es pre
isamente de la 
orresponden
ia que lleva a (1.4) y de la rela
ión entre la energía totaldel sistema relativista y la masa en reposo en (1.3), de donde surge la siguiente e
ua
ión de ondade Klein-Gordon de la Me
áni
a Cuánti
a Relativista
(
� +m2

)
φ = 0 (1.5)donde todos los términos son invariantes de Lorentz.1.3. Teoría Clási
a de Campos Es
alaresLa 
antidad fundamental de la teoría 
lási
a de 
ampos es la a

ión,

S =

∫

d4x L(φ, ∂µφ),es
rita 
omo la integral espa
ial de la densidad Lagrangiana L* que depende de las 
oordenadasgeneralizadas del sistema: el 
ampo φ y sus derivadas ∂µφ ≡ ∂φ/∂xµ.El 
riterio para tener una a

ión esta
ionaria o mínima está dado por el prin
ipio de mínimaa

ión. Este prin
ipio nos di
e que la traye
toria seguida por un sistema físi
o para moverse en*ya que la Lagrangiana L de la teoria es L =
R

Ld3x



1.3. Teoría Clási
a de Campos Es
alares 7el espa
iotiempo, es aquella que ha
e mínima la a

ión S. Enton
es, 
uando la varia
ión de laa

ión toma el valor extremal de 
ero en un intervalo de tiempo
δS = δ

∫

L(φ, ∂µφ)d4x = 0se 
umple que (ver Apéndi
e B)
∂µ

(
∂L

∂ (∂µφ)

)

− ∂L
∂φ

= 0, (1.6)que es la e
ua
ión de movimiento o e
ua
ión de Euler-Lagrange del sistema des
rito por L.Enton
es para obtener la e
ua
ión de movimiento de Klein-Gordon 
orrespondiente a unsistema 
lási
o des
rito por una densidad Lagrangiana, proponemos
L =

1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2φ2, (1.7)que 
ontiene un término de energía 
inéti
a y un término de masa, φ es un 
ampo es
alar real yusamos la nota
ión (∂µφ)2 ≡ ∂µφ∂

µφ.Dada la densidad Lagrangiana en (1.7), 
al
ulamos
∂L

∂(∂µφ)
= ∂µφ

∂L
∂φ

= −m2φque al sustituirlas en (1.6) y usando (1.4), nos permite obtener la e
ua
ión de movimiento 
o-rrespondiente a la densidad Lagrangiana (1.7), la e
ua
ión de Klein-Gordon (1.5)La formula
ión Lagrangiana en teoría de 
ampos es muy útil en la des
rip
ión de la dinámi
ade sistemas relativistas porque en di
ho esquema todo es explí
itamente invariante de Lorentz.En la prá
ti
a son las densidades Lagrangianas las que usaremos para ha
er nuestros 
ál
ulos.Sin embargo, la formula
ión Hamiltoniana de la teoría 
lási
a de 
ampos nos permitirá ha
erla transi
ión a la teoría 
uánti
a de 
ampos de una manera didá
ti
a y fá
il. En este 
ontexto ladensidad Hamiltoniana es**
H = πφ̇− L (1.8)donde

φ̇ ≡ ∂φ

∂t
, π ≡ ∂L

∂φ̇
(1.9)**porque la Hamiltoniana H del sistema es H =

R

Hd3x



1.3. Teoría Clási
a de Campos Es
alares 8y π es la densidad de momento 
onjugado a φ.La densidad Hamiltoniana (1.8) 
orrespondiente a la densidad Lagrangiana que des
ribe el
ampo de Klein-Gordon (1.7), se obtiene observando que en este 
aso
π =

∂L
∂φ̇

= φ̇ (1.10)que en (1.8) nos dá
H = φ̇2 − 1

2

[

φ̇2 − (∇φ)2
]

+
1

2
m2φ2

=
1

2

[

φ̇2 + (∇φ)2 +m2φ2
]o bién usando (1.10), tenemos

H =
1

2

[

π2 + (∇φ)2 +m2φ2
] (1.11)que es la densidad Hamiltoniana que des
ribe la dinámi
a del 
ampo de Klein-Gordon. Vemosque los primeros dos términos son de energía debida al movimiento del 
ampo y el ter
ero esdebido a la masa del 
ampo.



Capítulo 2 Cuantiza
ión de la teoría:
ampos es
alares libres
D ados los ante
edentes presentados en el 
apítulo anterior, pro
edemos a realizar la
uantiza
ión 
anóni
a de la teoría que des
ribe 
ampos es
alares que se propaganlibremente. Una vez realizado lo anterior, 
onstruiremos los operadores de 
rea
ión y aniquila-
ión y daremos el espe
tro de la teoría. Finalmente, estudiaremos el propagador de la teoría yveri�
aremos su 
onsisten
ia en la des
rip
ión de propaga
ión de 
ampos 
uánti
os relativistas.2.1. Cuantiza
ión Canóni
aEn el 
apítulo 1 se dis
utió brevemente la teoría 
lási
a del 
ampo real de Klein-Gordony vimos que su dinámi
a esta des
rita por una densidad Lagrangiana dada por (1.7) que nospermitió obtener la e
ua
ión de movimiento en (1.5).Para 
uantizar la teoría realizamos el pro
edimiento que se sigue para 
ualquier otro sistemadinámi
o: promovemos φ y π a operadores y les imponemos rela
iones de 
onmuta
ión ade
uadas.Enton
es para el 
ampo φ y la densidad de momento π 
anóni
os de Klein-Gordon, imponemoslas siguientes rela
iones de 
onmuta
ión a tiempos iguales (RCTI):

[φ(~x, t), φ(~y, t)] = [π(~x, t), π(~y, t)] = 0

[φ(~x, t), π(~y, t)] = iδ(3)(~x− ~y), (2.1)donde hemos des
rito a los operadores en el esquema de Heisenberg 
on la dependen
ia temporalexplí
ita a través de
O(x) = O(~x, t) = e iHtO(~x)e−iHt. (2.2)donde O es tanto φ 
omo π, quienes satisfa
en la e
ua
ión de movimiento de Heisenberg

[O,H] = iȮ, (2.3)9



2.1. Cuantiza
ión Canóni
a 10que nos permite des
ubrir la evolu
ión temporal de di
hos operadores.Por lo anterior, el Hamiltoniano H y 
ualquier otra fun
ión que depende de φ y de π tambiénse promueven a operadores. Pero además 
onsiderando la RCTI impuestas debemos de tener unades
rip
ión de la dinámi
a, auto
onsistente. En el 
apítulo anterior des
ubrimos la e
ua
ión demovimiento de Klein-Gordon para el 
ampo φ. Ahora, después del pro
eso de 
uantiza
ión, ¾quénos permitirá des
ribir la dinámi
a del 
ampo de Klein-Gordon?A 
ontinua
ión des
ubriremos la dependen
ia temporal de φ y de π, utilizando (1.8) y (2.1).Estudiemos primero [φ,H], 
omo se muestra a 
ontinua
ión
[φ(~x, t),H(t)] =

∫

d3y[φ(~x, t),H(~y, t)]

=
1

2

∫

d3y [φ(~x, t), π(~y, t)2 + (∇φ(~y, t))2 +m2φ2(~y, t)].Los últimos dos términos de la densidad Hamiltoniana son fun
iones del 
ampo, enton
es los
onmutadores 
on él mismo son 
ero y tenemos
[φ(~x, t),H(t)] =

1

2

∫

d3y {π(~y, t)[φ(~x, t), π(~y, t)] + [φ(~x, t), π(~y, t)]π(~y, t)}

=
1

2

∫

d3y
{

2i δ(3)(~x− ~y)π(~y, t)
}

= i π(~x, t).Pero en la teoría de Klein-Gordon π = φ̇ , enton
es
[φ(~x, t),H(t)] = iφ̇(~x, t)que es pre
isamente la e
ua
ión de Heisenberg para el 
ampo de Klein-Gordon.De manera análoga usamos (1.8) y (2.1) para estudiar el 
onmutador del Hamiltoniano 
onla densidad de momento 
anóni
o π

[π(~x, t),H(t)] =

∫

d3y[π(~x, t),H(~y, t)]

=
1

2

∫

d3y [π(~x, t), π(~y, t)2 + (∇φ(~y, t))2 +m2φ2(~y, t)]

=
1

2

∫

d3y

{

∇~yφ(~y, t) · ∇~y[π(~x, t), φ(~y, t)] + ∇~y[π(~x, t), φ(~y, t)] · ∇~yφ(~y, t)

+m2φ(~y, t)[π(~x, t), φ(~y, t)] +m2[π(~x, t), φ(~y, t)]φ(~y, t)

}donde hemos usado la nota
ión ∇ ≡ ∇~y para re
ordar explí
itamente que el gradiente solo a
túasobre el operador de 
ampo φ(~y, t), lo 
ual nos fa
ilita algunos pro
edimientos algebrai
os. Con



2.2. Operadores de 
rea
ión y aniquila
ión 11esto le damos seguimiento a la expresión anterior de la siguiente manera
[π(~x, t),H(t)] = −i

∫

d3y

{

∇~yφ(~y, t) · ∇~yδ
(3)(~x− ~y) +m2φ(~y, t)δ(3)(~x− ~y)

}

= −im2φ(~x, t) − i

∫

d3y ∇~yφ(~y, t) · ∇~yδ
(3)(~x− ~y). (2.4)Además, 
onsiderando que*

∫

d3y ∇φ(~y, t) · ∇δ(3)(~x− ~y) = −∇2φ(~x, t),se tiene que
[π(~x, t),H(t)] = i

(
∇2 −m2

)
φ(~x, t). (2.5)Para ver�
ar que efe
tivamente se tiene una expresión de la forma (2.3), podemos usar lae
ua
ión de Klein-Gordon (1.5) observando que se satisfa
e

∂2

∂t2
φ(~x, t) =

(
∇2 −m2

)
φ(~x, t),y sustituyendo en (2.5), el 
ál
ulo del 
onmutador queda en términos de la derivada temporaldel momento π = φ̇:

[π(~x, t),H(t)] = iφ̈(~x, t)

= iπ̇(~x, t). (2.6)2.2. Operadores de 
rea
ión y aniquila
iónPodemos ahora reestru
turar nuestra dis
usión al utilizar operadores de 
rea
ión y aniquila-
ión. Esto nos permite ha
er una dis
usión del espe
tro de la teoría de Klein-Gordon de maneraque sea similar a lo que se haría en la Me
áni
a Cuánti
a.Partimos de la representa
ión del 
ampo de Klein-Gordon en el espa
io de Fourier 
omo
φ(~x, t) =

∫
d3p

(2π)3
e i~p·~xφ(~p, t) (2.7)donde ~p = −i∇. Re
ordemos que debe 
umplirse que φ∗(~x, t) = φ(~x, t) o bien φ∗(~p, t) = φ(−~p, t)dado que se trata de un 
ampo es
alar.*Ver por ejemplo la se

ión 1.5.2 Propiedades de la Delta de la referen
ia [6℄.



2.2. Operadores de 
rea
ión y aniquila
ión 12Enton
es, 
onsiderando que ~p = −i∇ y la e
ua
ión (1.5) pero en el espa
io de momentos, el
ampo de Klein-Gordon satisfa
e
(
∂2

∂t2
+
(
|~p|2 +m2

)
)

φ(~p, t) = 0 (2.8)que es una e
ua
ión diferen
ial par
ial tipo os
ilador armóni
o simple.Esto nos permite enton
es proponer una solu
ión para el 
ampo libre de Klein-Gordon entérminos de los operadores de 
rea
ión y aniquila
ión
φ(~x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
−i(E~pt−~p·~x) + a†~pe

i(E~pt−~p·~x)
)

, (2.9)
omo π = φ̇

π(~x, t) =

∫
d3p

(2π)3
(−i)

√

E~p

2

(

a~pe
−i(E~pt−~p·~x) − a†

~p
e i(E~pt−~p·~x)

)

. (2.10)Estas expresiones en términos de operadores de asenso y de
enso ha
en explí
ita la dualidadpartí
ula-onda 
uando analizamos el 
ampo 
uánti
o φ: la expresión (2.9) esta es
rita en tér-minos de operadores que 
rean y destruyen partí
ulas que surgen de las ex
ita
iones del 
ampo
uánti
o, pero además estamos es
ribiéndola 
omo 
ombina
ión lineal de fun
iones de onda queson solu
iones de la e
ua
ión de Klein-Gordon.Considerando las expresiones anteriores y dado que hemos estable
ido reglas de 
onmuta
iónen (2.1) para φ y π, automáti
amente quedan de�nidas las reglas de 
onmuta
ión entre a~p y a†
~p
omo sigue [a~p, a~p′

℄ = 0,[a†
~p
, a†

~p′
℄ = 0,[a~p, a

†
~p′
℄ = (2π)3δ(3)(~p− ~p′) (2.11)En el Apéndi
e C veri�
amos que efe
tivamente re
uperamos las reglas (2.1) 
uando usamos(2.11) en (2.9) y en (2.10). También en di
ho Apéndi
e podemos veri�
ar que 
on las expresionespara el 
ampo (2.9) y el momento (2.10) se expresa la densidad Hamiltoniana H en (1.8), entérminos de los operadores de 
rea
ión y aniquila
ión y obtenemos así

H =

∫
d3p

(2π)3
E~p

(

a†
~p
a~p +

1

2
[a~p, a

†
~p
]

)

=

∫
d3p

(2π)3
E~p

(

a†
~p
a~p + 4π3δ3(0)

)

.Vemos que el segundo término δ3(~0), diverge al in�nito. Esta 
onstante de energía in�nita re-presenta la suma sobre todos los modos de energía de punto 
ero. La energía de punto 
ero o



2.3. Espe
tro de Energías 13energía posible más baja es la energía de 
ada modo de Fourier o bien de 
ada punto del va
íoque ha sido modelado 
omo un os
ilador armóni
o simple. Esta 
onstante se interpreta 
omoun desplazamiento en el estado base de la teoría y 
omo 
ualquier medi
ión experimental sóloinvolu
ra diferen
ias entre el va
ío y los estados ex
itados, la energía de va
ío se 
an
ela en di
hos
ál
ulos (ver Apéndi
e C). Enton
es, en este 
ontexto
H =

∫
d3p

(2π)3
E~pa

†
~p
a~p, (2.12)es de
ir, ignoramos di
ha 
onstante.2.3. Espe
tro de EnergíasDada la dis
usión anterior, podemos utilizar la expresión para el operador Hamiltoniano Hde la teoría de Klein-Gordon obtenido anteriormente y analizar el espe
tro de di
ha teoría.Primero es
ogemos el estado base o va
ío de la teoría 
omo |0〉, tal que a~p|0〉 = 0 y 
on (2.12)vemos que

Ha~p|0〉 =

∫
d3p′

(2π)3
E~p′

a†
~p′
a~p′
a~p|0〉

= 0no hay un estado 
on menor energía que el estado |0〉, que tiene una energía E~p = 0 para todo ~p.Luego para obtener un estado de momento ~p y de energía E~p lo 
reamos 
on a†
~p
|0〉 y 
onse-
uentemente la energía aso
iada a ese estado será

Ha†
~p
|0〉 =

∫
d3p′

(2π)3
E~p′

a†
~p′
a~p′
a†

~p
|0〉pero 
omo

[a~p, a
†
~p′
] = a~pa

†
~p′
− a†

~p′
a~p = (2π)3δ(3)(~p− ~p′)enton
es

Ha†
~p
|0〉 =

∫
d3p′

(2π)3
E~p′

a†
~p′

(

a†
~p
a~p′

+ (2π)3δ(3)(~p′ − ~p)
)

|0〉

=

∫

d3p′E~p′
a†

~p′
δ(3)(~p′ − ~p)|0〉

= E~pa
†
~p
|0〉 (2.13)En general, podemos ver que el estado a†

~p
a†

~p′
· · · |0〉 es un eigenestado del H 
on energía E~p+E~p′

+

· · · . Considerando todos los estados posibles, saturamos el espe
tro de energía de Klein-Gordon.



2.3. Espe
tro de Energías 14También es importante men
ionar que las partí
ulas de Klein-Gordon obede
en la estadísti
a deBose-Einstein ya que los operadores de 
rea
ión a†
~p
a†

~p′

onmutan por lo que el estado a†

~p
a†

~p′
|0〉 esidénti
o al estado a†

~p′
a†

~p
|0〉. Esto se rea�rma también porque un sólo modo ~p de exita
ión puedetener un número arbitrario de partí
ulas.Para 
ompletar el análisis de la teoría de Klein-Gordon, 
onsideremos la a

ión del operadorde 
ampo φ(~x) sobre el estado |0〉

φ(~x)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
i~p·~x + a†

~p
e−i~p·~x

)

|0〉

=

∫
d3p

(2π)3
e−i~p·~x

2E~p

√

2E~pa
†
~p
|0〉

=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p

e−i~p·~x|~p〉 (2.14)que es una superposi
ión lineal de estados de una sola partí
ula que tienen un momento biende�nido. De a
uerdo 
on el desarrollo anterior, hemos denotado al estado de una partí
ula 
omo
|~p〉 =

√

2E~pa
†
~p
|0〉 (2.15)
uya normaliza
ión es

〈~p′|~p〉 =
√

2Ep′
√

2E~p〈0|a~p′
a†

~p
|0〉

=
√

4Ep′E~p〈0|
(

a†
~p
a~p′

+ (2π)3δ(3)(~p′ − ~p)
)

|0〉

=
√

4Ep′E~p(2π)3δ(3)(~p′ − ~p)〈0|0〉

=
√

4Ep′E~p(2π)3δ(3)(~p′ − ~p),que es invariante de Lorentz. Nótese que hemos normalizado el estado base 〈0|0〉 = 1.Si observamos la e
ua
ión (2.14), vemos que es la misma que la expresión no relativista parael eigenestado de posi
ión |x〉, salvo el fa
tor de 1
2E~p

. Esto nos permite ha
er la interpreta
iónde que el operador φ(~x) a
tuando sobre el va
ío |0〉 
rea una partí
ula en la posi
ión ~x. Estainterpreta
ión se 
on�rma 
uando 
al
ulamos
〈0|φ(~x)|~p〉 = 〈0|

∫
d3p′

(2π)3
1

√

2E~p′

(

a~p′
e i~p′·~x + a†

~p′
e−i~p′·~x

)

|~p〉

=

∫
d3p′

(2π)3
1

√

2E~p′

〈0|a~p′
e i~p′·~x|~p〉 + 〈0|a†

~p′
e−i~p′·~x|~p〉el segundo término se anula debido a la a
tua
ión del operador a† sobre el estado base y el primer



2.4. El propagador de 
ampos es
alares 15término genera una delta
〈0|φ(~x)|~p〉 =

∫
d3p′

(2π)3
1

2E~p′

e i~p′·~x〈~p′|~p〉

=

∫
d3p′

(2π)3
1

2E~p′
e i~p′·~x

√

2E~p′
2E~p(2π)3δ(3)(~p′ − ~p)

= e i~p·~x.Vemos que podemos interpretar a 〈0|φ(~x)|~p〉 
omo la representa
ión espa
ial de la fun
ión deonda de una partí
ula en el estado |~p〉.2.4. El propagador de 
ampos es
alaresEn el presente trabajo estamos interesados en des
ribir 
ampos intera
tuantes, pero primerone
esitamos explorar la propaga
ión de un 
ampo libre. Para ello estudiamos a 
ontinua
ión el
omportamiento de la amplitud de propaga
ión de 
ampos de Klein-Gordon: el propagador.En nuestro presente formalismo, todavía trabajando en el esquema de Heisenberg, el propa-gador ó la amplitud para que una partí
ula se propague entre dos puntos del espa
iotiempo x y
y la de�nimos 
omo

D(x− y) = 〈0|φ(x)φ(y)|0〉. (2.16)Considerando que φ(x) = φ(~x, t) esta dada por la e
ua
ión (2.9), podemos evaluar el propagador
omo sigue
D(x− y) = 〈0|

∫
d3p

(2π)3
d3p′

(2π)3
1

√

4E~pE~p′

×

(

a~pe
−ip·x + a†

~p
e ip·x

)(

a~p′
e−ip′·y + a†

~p′
e ip′·y

)

|0〉

= 〈0|
∫

d3p

(2π)3
d3p′

(2π)3
1

√

4E~pE~p′

a~pa
†
~p′
e−i(p·x−p′·y)|0〉

= 〈0|
∫

d3p

(2π)3
d3p′

(2π)3
1

√

4E~pE~p′

×

(

a†
~p′
a~p + (2π)3δ(3)(~p− ~p′)

)

e−i(p·x−p′·y)|0〉

=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p

e−ip(x−y)〈0|0〉Es de
ir, el propagador de Klein-Gordon, invariante de Lorentz, es
D(x− y) =

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p

e−ip(x−y). (2.17)
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t

~x

y

x

x − y

Figura 2.1: Propaga
ión temporaloide.Estudiemos el 
omportamiento del propagador para dos 
asos relevantes en nuestra dis
usión:
uando x− y es temporaloide y 
uando es espa
ialoide (ver Apéndi
e A para más detalles sobreesta denomina
ión).2.4.1. Propaga
ión temporaloideSi x − y es temporaloide, es de
ir (x − y)2 > 0, el intervalo de separa
ión entre los eventos
x e y 
ae en la región dentro del 
ono de luz (ver Figura 2.1). Con
retamente 
onsideremos porejemplo que

x0 − y0 = t y ~x− ~y = 0 (2.18)y además 
onsiderando las rela
iones en (1.2) tenemos ahora
p (x− y) = E~pt =

√

|~p|2 +m2 t.En este 
aso el propagador en (2.17) es
D(x− y)|(x−y)2>0 =

∫
d3p

(2π)3
1

2
√

|~p|2 +m2
e−i

√
|~p|2+m2 t. (2.19)Podemos realizar la integral en 
oordenadas esféri
as, 
onsiderando que podemos integrar laparte angular dire
tamente 
on |~p|2 = ℓ2 y d3p = 4πℓ2dℓ de manera que

D(x− y)|(x−y)2>0 =
1

(2π)2

∫ ∞

0
dℓ

ℓ2√
ℓ2 +m2

e−i
√

ℓ2+m2 t.Por 
onvenien
ia sumamos y restamos un término propor
ional a m2 para tener
D(x− y)|(x−y)2>0 =

1

(2π)2

∫ ∞

0
dℓ

(ℓ2 +m2)√
ℓ2 +m2

e−i
√

ℓ2+m2 t − m2

(2π)2

∫ ∞

0
dℓ

1√
ℓ2 +m2

e−i
√

ℓ2+m2 t

=
1

(2π)2
I1(m, it) −

m2

(2π)2
I2(m, it), (2.20)



2.4. El propagador de 
ampos es
alares 17donde hemos identi�
ado las integrales de�nidas 
omo 
ombina
ión lineal de fun
iones Besselmodi�
adas**.
I1(γ, β) =

∫ ∞

0
dx
√

γ2 + x2e−β
√

γ2+x2

= γ2K0(γβ) +
γ

β
K1(γβ),

I2(γ, β) =

∫ ∞

0
dx

1
√

γ2 + x2
e−β

√
γ2+x2

= K0(γβ).Podemos rees
ribir la expresión del propagador en (2.20) en términos de las fun
iones Bessely observamos que
D(x− y)|(x−y)2>0 =

1

(2π)2
m

it
K1(imt)que en el límite para tiempos muy grandes tiene un 
omportamiento asintóti
o

ĺım
t→∞

D(x− y)|(x−y)2>0 =

√

im

25π3
t−

3

2 e−imt. (2.21)Vemos que D(x− y)|(x−y)2>0 es muy pequeño pero no nulo para tiempos grandes. En otraspalabras, dentro del 
ono de luz la amplitud de propaga
ión se desvane
e exponen
ialmente perono es 
ero: ¾se preserva 
ausalidad en la teoría de Klein-Gordon para eventos dentro del 
ono deluz? Al pare
er si, veamos más adelante.2.4.2. Propaga
ión espa
ialoideSi ahora x − y es espa
ialoide, es de
ir (x − y)2 < 0, el intervalo de separa
ión entre loseventos x e y 
ae fuera de la región del 
ono de luz (ver Figura 2.2). Pro
ederemos de manerasimilar al 
aso anterior y tomaremos un ejemplo 
on
reto ha
iendo
x0 − y0 = 0 y ~x− ~y = ~r (2.22)y además 
onsiderando las rela
iones en (1.2) tenemos ahora

p (x− y) = −~p · ~r = −|~p| |~r| cos θ.**Que se de�nen 
omo
Kn(x) =

√
π

Γ(n + 1

2
)

“

x

2

”n
Z

∞

1

dt (t2 − 1)n−
1

2 e −xt (n >
1

2
, x > 0)y que se 
omportan 
omo

ĺım
x→∞

Kn(x) =

r

π

2x
e −x

.Para más informa
ión sobre propiedades y 
omportamiento asintóti
o ver [7℄



2.4. El propagador de 
ampos es
alares 18
x − y

x

t

y

~xFigura 2.2: Propaga
ión espa
ialoide.Así mismo, tendremos que 
onsiderar la integra
ión de (2.19) en 
oordenadas esféri
as pero,
on un integrando que si depende de la parte polar. De manera que 
on |~p| = ℓ, |~r| = r y
d3p = 2πℓ2 sin θ dθ dℓ = −2πℓ2 d(cos θ) dℓ tenemos

D(x− y)|(x−y)2<0 = −
∫ 1

−1

∫ ∞

0

d(cos θ)dℓ

2(2π)2
ℓ2√

ℓ2 +m2
e iℓr cos θ

=
1

(2π)2
1

r

∫ ∞

0
dℓ

ℓ√
ℓ2 +m2

sin ℓr

=
1

(2π)2
1

r
I3(m, 0, r), (2.23)donde hi
imos un 
ambio de variable para integrar la parte angular 
onsiderando que

∫ 1

−1
e iℓr cos θd(cos θ) =

1

iℓr

∫ iℓr

−iℓr

du e u =
2 sin ℓr

ℓry hemos identi�
ado la integral de�nida 
omo una fun
ión Bessel modi�
ada [7℄ similar a lastratadas en la se

ión anterior:
I3(γ, β, b) =

∫ ∞

0
dx

x
√

γ2 + x2
e−β

√
γ2+x2

sin bx

=
γb

√

β2 + b2
K1(γ

√

β2 + b2).Podemos rees
ribir la expresión del propagador en (2.23) en términos de las fun
iones Bessel yobservamos que
D(x− y)|(x−y)2<0 =

1

(2π)2
m

r
K1(mr)que en el límite para distan
ias muy grandes tiene un 
omportamiento asintóti
o

ĺım
r→∞

D(x− y)|(x−y)2<0 =

√
m

25π3
r−

3

2 e−mr. (2.24)
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ampos es
alares 19De nuevo, pero ahora fuera del 
ono de luz, la amplitud de propaga
ión se desvane
e ex-ponen
ialmente pero no es nula, lo que requiere velo
idades mayores a la de la luz: ¾se viola
ausalidad en la teoría de Klein-Gordon para eventos fuera del 
ono de luz?Hasta aquí hemos estudiado el 
omportamiento del propagador bajo dos situa
iones extremasy hemos he
ho una pregunta 
on respe
to a la 
ongruen
ia de nuestra des
rip
ión del propagadordentro de un 
ontexto relativista: ¾se preserva o se viola 
ausalidad 
on di
ha des
rip
ión? Parapoder hablar realmente de 
ausalidad no debemos preguntarnos si una partí
ula puede o nopropagarse en intervalos temporaloides o espa
ialoides, más bien debemos 
uestionarnos: ¾unamedi
ión realizada en x = (~x, t), afe
ta otra medi
ión realizada en y = (~y, t) 
uando (x− y)2 estemporaloide o espa
ialoide?Una de las medi
iones más simples que podemos ha
er es la que 
ara
teriza al 
ampo φ(x) enel espa
iotiempo, el 
onmutador [φ(x), φ(y)]. Nosotros ya planteamos en (2.1) que el 
onmutador
[φ(~x), φ(~y)] es 
ero en el 
aso de que de x0 = y0 = t, es de
ir, di
ho 
onmutador a tiempos igualeses nulo. Pero, para el 
aso x0 6= y0, el 
onmutador también debe anularse 
uando (x − y)2 < 0para poder preservar 
ausalidad de manera más general en la teoría de Klein-Gordon.En 
on
reto 
al
ularemos el 
onmutador antes men
ionado y haremos el análisis para dife-rentes intervalos al �nal. Considerando que φ(x) esta dado en términos de operadores de 
rea
ióny aniquila
ión en (2.9) y 
ono
iendo las reglas de 
onmuta
ión de di
hos operadores en (2.11),tenemos

[φ(x), φ(y)] =

∫
d3p d3p′

(2π)6
√

4E~pE~p′

[(

a~pe
−ip· x + a†

~p
e ip·x

)

,
(

a~p′
e−ip′·y + a†

~p′
e ip′·y

)]

=

∫
d3p d3p′

(2π)6
√

4E~pE~p′

(

[a~p, a
†
~p′
]e−i(p·x−p′·y) − [a~p′

, a†
~p
]e−i(p′·y−p·x)

)

=

∫
d3p d3p′

(2π)3
√

4E~pE~p′

(

δ3(~p− ~p′)e−i(p·x−p′·y) − δ3(~p′ − ~p)e−i(p′·y−p·x)
)

=

∫
d3p

(2π)3
1

2E~p

(

e−ip·(x−y) − e−ip·(y−x)
)

,pero 
omo sabemos que el propagador de la teoría es (2.17), enton
es
[φ(x), φ(y)] = D(x− y) −D(y − x).
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y

−y

x

Figura 2.3: Transforma
ión de Lorentz para D(x− y) a D(y − x).Cuando x − y es espa
ialoide, i.e. (x − y)2 < 0, podemos realizar una transforma
ión deLorentz 
ontinua de D(x− y) a D(y − x) o vi
eversa (ver Figura 2.3). Es de
ir que la amplitudpara que la partí
ula se propague de x a y es igual a la amplitud de propaga
ión de y a x:
D(x − y) = D(y − x). De manera tal que para medi
iones entre x y y donde (x− y)2 < 0 y dea
uerdo 
on (2.24)

[φ(x), φ(y)] ∼ e−mr − e−mr = 0esto es, no hay manera de que se afe
ten las medi
iones y, por tanto, se preserva 
ausalidad.Cuando x − y es temporaloide, i.e. (x − y)2 > 0, no existe una transforma
ión de Lorentz
ontinua que logre (x − y) −→ −(x − y). Pero de a
uerdo 
on (2.21), afortunadamente en este
aso no es ne
esario que el 
onmutador se anule para preservar 
ausalidad. Aqui si se puede tenerefe
tos de una medi
ión sobre otra, lo 
ual es 
onsistente 
on que las medi
iones se separan porintervalos dentro del 
ono de luz. También en este 
aso se preserva 
ausalidad.Con esto terminamos la 
onstru

ión de la teoría 
uánti
a de 
ampos de Klein-Gordon yveri�
amos que el pro
eso de 
uantiza
ión de la teoría nos permitió 
onstruir los objetos bási
os,tales 
omo el propagador, 
on los que pro
edemos ahora a 
al
ular observables relevantes. Enel siguiente 
apítulo nos adentramos en los métodos perturbativos que son parte de las té
ni
asmás utilizadas para el 
ál
ulo de probabilidad de dispersión en la físi
a de partí
ulas.



Capítulo 3 Métodos perturbativos enla teoría: 
amposes
alares intera
tuantes
U na vez 
uantizada la teoría de 
ampos es
alares libres, en el presente 
apítulopro
edemos a presentar los métodos perturbativos que nos permiten des
ribir 
amposintera
tuantes. Además desarrollaremos el formalismo para 
onstruir fun
iones de 
orrela
iónque nos permitirá des
ribir las propiedades de los 
ampos intera
tuantes que se propagan en elespa
iotiempo. Para este último tema, se ha
e una presenta
ión detallada del teorema de Wi
ky de sus impli
a
iones para los próximos 
apítulos.3.1. Campos intera
tuantesEn el 
apítulo anterior dis
utimos la 
uantiza
ión de la teoría de 
ampo libre de Klein-Gordon.Vimos por ejemplo, que los estados de las partí
ulas libres son eigenestados del Hamiltonianosin términos de intera

ión, es de
ir, sin que haya dispersión de 
ampos en algún punto delespa
iotiempo durante la propaga
ión.Ahora queremos 
onsiderar 
ampos intera
tuantes y para ello in
luimos términos no linealesen la Lagrangiana que a
oplarán los diferentes modos de Fourier uno 
on otro, lo que resultaen una des
rip
ión de partí
ulas intera
tuantes que os
ilan 
on di
hos modos. Para ha
er unades
rip
ión 
ausal de la dinámi
a, los nuevos términos de intera

ión deben 
ontener produ
tosdel 
ampo en el mismo punto del espa
io-tiempo, por ejemplo φ(x)n en el Hamiltoniano o en elLagrangiano de intera

ión (Hint = −Lint).En este 
apítulo nos interesa dis
utir sobre teorías en las 
uales Lint es fun
ión solo de los
ampos mas no de sus derivadas. Más 
on
retamente nos interesa la teoría φ4, es de
ir

L =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2φ2 − λ

4!
φ4 (3.1)21
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tuante 22donde λ es una 
onstante de a
oplamiento adimensional. El modelo estándar de las partí
ulaselementales 
ontiene intera

iones del tipo φ4. El ejemplo más importante en físi
a de partí
ulases la autointera

ión del 
ampo de Higgs en el se
tor ele
trodébil de di
ho modelo.La teoría φ4 des
rita a través de su Lagrangiana anteriormente, nos permite obtener la e
ua-
ión de movimiento aso
iada (tal y 
omo se hizo en la teoría libre en la se

ión 1.3), re
urriendoa la e
ua
ión de Euler-Lagrange
(
∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

)

= 0

(
∂

∂φ
− ∂µ

∂

∂(∂µφ)

)(
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2φ2 − λ

4!
φ4

)

= 0

(

−m2φ− λ

3!
φ3

)

− ∂µ(∂µφ) = 0

−m2φ− λ

3!
φ3 − �φ = 0

(
m2 + �

)
φ = − λ

3!
φ3. (3.2)Esta e
ua
ión diferen
ial no puede ser resuelta por análisis de Fourier 
omo se ha
e para la teoríalibre en la e
ua
ión de Klein-Gordon, que es el 
aso λ = 0.3.2. Estudio perturbativo de la teoría intera
tuanteEn esta se

ión desarrollaremos el estudio perturbativo para teorías 
on 
ampos intera
-tuantes. Deseamos llevar la dis
usión ha
ia lograr un formalismo que nos permita visualizar lostérminos de las series perturbativas que surgen de di
hos estudios, 
omo pro
esos de intera

iónen el espa
iotiempo. No ne
esitamos una reformula
ión de me
áni
a 
uánti
a pero si revisaremosprimero la teoría de perturba
iones dependiente del tiempo en un 
ontexto y 
on estru
turas
onvenientes para nuestros propósitos.Comenzamos 
al
ulando una 
antidad simple y útil que nos permite 
ara
terizar la propaga-
ión de 
ampos en el espa
iotiempo. Nos referimos a la fun
ión de 
orrela
ión de dos puntos ofun
ión de Green de dos puntos en teoría φ4

〈Ω|T {φ(x)φ(y)} |Ω〉, (3.3)donde |Ω〉 denota el estado base de la teoría intera
tuante, el 
ual generalmente es diferentedel estado base de la teoría libre |0〉. El símbolo T de ordenamiento temporal es insertado por
onvenien
ia posterior. Como men
ionamos anteriormente, la fun
ión de 
orrela
ión puede ser
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tuante 23interpretada 
omo la amplitud de propaga
ión de una partí
ula entre y y x. En la teoría libreesta fun
ión es el propagador de Feynman
〈 0|T{φ(x)φ(y)}|0〉libre = DF (x− y)

=

∫
d4p

(2π)4
ie−ip·(x−y)

p2 −m2 + iǫ
(3.4)que ya lo hemos analizado. Lo haremos ahora para teoría de perturba
iones, generalizando nues-tros resultados para una fun
ión de 
orrela
ión de orden más alto en la 
ual apare
en másde dos operadores de 
ampo. Después analizaremos las fun
iones de 
orrela
ión eventualmentedesarrollando el formalismo de los diagramas de Feynman para evaluarla perturbativamente y�nalmente, 
al
ularemos se

iones de dispersión usando la misma té
ni
a.Para abordar este problema, es
ribimos el Hamiltoniano de la teoría φ4 
omo

H = H0 +Hint

H = HKlein-Gordon +

∫

d3x
λ

4!
φ4(~x) (3.5)Desarrollaremos una expresión para la fun
ión de 
orrela
ión de dos puntos 
omo una serie depoten
ias de λ. El Hamiltoniano de intera

ión apare
e explí
itamente en la representa
ión deHeinsenberg para el 
ampo

φ(x) = e iHtφ(~x)e−iHt (3.6)
omo en la de�ni
ión del estado base intera
tuante |Ω〉. Debemos expresar ambos, φ(x) y |Ω〉 entérminos de 
antidades que sabemos 
omo manipular: operadores de 
ampo libre y el va
ío de lateoría libre.Podemos empezar 
on φ(x). Para algún tiempo �jo t = t0, podemos desarrollar el 
ampo φen términos de operadores de 
rea
ión y aniquila
ión
φ(t0, ~x) =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
i~p·~x + a†

~p
e−i~p·~x

) (3.7)Y el 
ampo φ(t, ~x) para un t 6= t0 en la representa
ión de Heinserberg es
φ(t, ~x) = e iH(t−t0)φ(t0, ~x)e

−iH(t−t0) (3.8)para λ = 0, H se redu
e a H0

φ(t, ~x)|λ=0 = e iH0(t−t0)φ(t0, ~x)e
−iH0(t−t0) ≡ φI(t, ~x) (3.9)
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tuante 24Cuando λ es pequeña esta expresión nos da la parte más importante de la dependen
ia tempo-ral de φ(x); a esta expresión se le da el nombre de 
ampo en la representa
ión de intera

ión
φI(t, ~x). Es 
omo una representa
ión de Heisenberg del 
ampo intera
tuante, pero sin poten
ialde intera

ión.Dado que podemos diagonalizar H0, podemos 
onstruir explí
itamente φI :

φI(t, ~x) = e iH0(t−t0)φ(t0, ~x)e
−iH0(t−t0)

= e iH0(t−t0)

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
i~p·~x + a†

~p
e−i~p·~x

)

e−iH0(t−t0)

=

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

(

e iH0(t−t0)a~pe
−iH0(t−t0)e i~p·~x+

e iH0(t−t0)a†
~p
e−iH0(t−t0)e−i~p·~x

) (3.10)desarrollando términos por separado:
e iH0(t−t0)a~pe

−iH0(t−t0) = (1 + iH0(t− t0) + ...)a~p(1 − iH0(t− t0) + ...)

= a~p + i(t− t0)(H0a~p − a~pH0) + ...

= a~p + i(t− t0)[H0, a~p] + ...

= a~p + i(t− t0)(−E0a~p) + ...

= a~pe
−iE0(t−t0) (3.11)y de igual forma para el término que 
ontiene a† pero 
on signo diferente en la exponen
ial.Además hemos usado los 
onmutadores del Hamiltoniano de la teoría libre 
on los operadores de
rea
ión y aniquila
ión (ver se

ión 2.3)

[H,a~p] = −E~pa~p,

[
H,a†

~p

]
= E~pa

†
~p
.De manera que el 
ampo en la representa
ión de intera


ión nos queda en términos de losoperadores es
alera

φI(t, ~x) =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
−iE0(t−t0)e i~p·~x + a†

~p
e iE0(t−t0)e−i~p·~x

)

φI(t, ~x) =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
−ip·x + a†

~p
e ip·x

)

|x0=t−t0 (3.12)que es justo la expresión familiar para el 
ampo libre. Es importante a
entuar que es el 
ampoen la representa
ión de intera

ión, pero que no 
ontiene poten
ial de intera

ión ya que λ = 0.
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tuante 25Lo que sigue ahora es expresar el 
ampo 
ompleto φ en términos del poten
ial de intera

ión
φI . El 
ampo 
ompleto φ(t, ~x)|t6=t0 en la representa
ión de Heisenberg está dado por la expresión(3.8)

φ(t, ~x) = e iH(t−t0)φ(t0, ~x)e
−iH(t−t0)y el 
ampo en la representa
ión de intera

ión está dado por la e
ua
ión (3.9)

φI(t, ~x) = e iH0(t−t0)φ(t0, ~x)e−iH0(t−t0).Si a esta última expresión le agregamos los fa
tores e−iH0(t−t0) por la izquierda y e iH0(t−t0) porla dere
ha, a ambos lados de la igualdad:
e−iH0(t−t0)φI(t, ~x)e iH0(t−t0) = e−iH0(t−t0)e iH0(t−t0)φ(t0, ~x)

= e−iH0(t−t0)e iH0(t−t0)obtenemos el 
ampo para un tiempo �jo t = t0 
omo una representa
ión de Heisenberg entérminos de φI :
φ(t0, ~x) = e−iH0(t−t0)φI(t, ~x)e iH0(t−t0). (3.13)Al substituir esta expresión en (3.8), logramos que el 
ampo 
ompleto quede en términos delpoten
ial de intera

ión:

φ(t, ~x) = e iH(t−t0)
(

e−iH0(t−t0)φI(t, ~x)e iH0(t−t0)
)

e−iH(t−t0). (3.14)De�nimos enton
es el operador unitario U(t, t0):
U(t, t0) = e iH0(t−t0)e−iH(t−t0), (3.15)de manera que
φ(t, ~x) = U †(t, t0)φI(t, ~x)U(t, t0). (3.16)A U(t, t0) se lo 
ono
e 
omo el propagador en la representa
ión de intera

ión u operador deevolu
ión temporal.Expresaremos ahora U(t, t0) en términos de φI . Para lograr esto derivamos par
ialmenteprimero U(t, t0) 
on respe
to a t:

∂

∂t
U(t, t0) = e iH0(t−t0)(iH0)e

−iH(t−t0) + e iH0(t−t0)(−iH)e−iH(t−t0)

= −i
(

e iH0(t−t0)(−H0)e
−iH(t−t0) + e iH0(t−t0)(H)e−iH(t−t0)

)

,
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tuante 26es de
ir
i
∂

∂t
U(t, t0) = e iH0(t−t0)(H −H0)e

−iH(t−t0) (3.17)que es una e
ua
ión diferen
ial simple 
uya solu
ión úni
a es U(t, t0) 
on la 
ondi
ión ini
ial
U(t, t0)|t=t0 = 1; es la e
ua
ión de S
hrödinger. Ahora resolveremos esta e
ua
ión diferen
ialpara expresar a U(t, t0) en términos de φI . De (3.5)

H −H0 = Hinty del operador unitario
I = e−iH0(t−t0)e iH0(t−t0),la expresión (3.17) se transforma de la siguiente manera

i
∂

∂t
U(t, t0) = e iH0(t−t0)(Hint)

(

e−iH0(t−t0)e iH0(t−t0)
)

e−iH(t−t0)

= e iH0(t−t0)(Hint)e
−iH0(t−t0)U(t, t0)

= HI(t)U(t, t0) (3.18)
on HI(t) de�nido 
omo el Hamiltoniano de intera

ión en la representa
ión de intera

ión
HI(t) = e iH0(t−t0)(Hint)e

−iH0(t−t0) (3.19)que lo podemos poner en términos de φI

HI(t) =

∫

d3x
λ

4!
e iH0(t−t0)φ4(t0, ~x)e

−iH0(t−t0)

=

∫

d3x
λ

4!
e iH0(t−t0)

(

e−iH0(t−t0)φ4
I(t, ~x)e

iH0(t−t0)
)

e−iH0(t−t0)

HI(t) =

∫

d3x
λ

4!
φ4

I(t, ~x) (3.20)Si resolvemos la e
ua
ión diferen
ial en su forma (3.17) debemos obtener 
onsistentemente lade�ni
ión de U(t, t0):
i
∂

∂t
U(t, t0) = e iH0(t−t0)(H −H0)e

−iH(t−t0)

∂

∂t
U(t, t0) = e iH0(t−t0)(−iH)e−iH(t−t0) + e iH0(t−t0)(iH0)e

−iH(t−t0)Integrando respe
to a t y resolviendo el primer término por partes:
u = e iH0(t−t0) −→ du = (iH0)e

iH0(t−t0)dt

dv = (−iH)e−iH(t−t0)dt −→ v = e−iH(t−t0)
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U(t, t0) = ce iH0(t−t0)e−iH(t−t0) −

∫

dte iH0(t−t0)(iH0)e
−iH0(t−t0) +

∫

dte iH0(t−t0)(iH0)e
−iH(t−t0)

= ce iH0(t−t0)e−iH(t−t0)
on la 
ondi
ión ini
ial de U(t, t0)|t=t0 = 1 regresamos de manera 
ongruente 
on la de�ni
ióndel propagador en la expresión (3.15).Pero si resolvemos la e
ua
ión diferen
ial en su forma (3.18)
i
∂

∂t
U(t, t0) = HI(t)U(t, t0)podemos obtener una solu
ión para U(t, t0) en términos del Hamiltonaniano de intera

ión en larepresenta
ión de intera

ión HI . Dada la dependen
ia temporal explí
ita de HI y U podemosexpresar la e
ua
ión en términos de diferen
iales y resolver por separa
ión de variables
dU(t, t0)

dt
= −iHI(t)U(t, t0)

dU(t, t0)

U(t, t0)
= −iHI(t)dt

c′ + ln |U(t, t0)| = −i
∫

dtHI(t)

e c′+ln |U(t,t0)| = e−i
R

dtHI (t)

U(t, t0) = ce
−i

R t
t0

dtHI (t)
on la 
ondi
ión ini
ial U(t, t0)|t=t0 = 1, c toma valor de 1 y asi
U(t, t0) = e

−i
R t
t0

dt′HI (t′) (3.21)Como λ≪ 1 y en 
onse
uen
ia HI ≪ 1, U(t, t0) puede ser desarrollada en una serie de poten
ias
U(t, t0) = 1 + (−i)

∫ t

t0

dt1HI(t1) +
1

2!
(−i)2

∫ t

t0

dt1HI(t1)

∫ t1

t0

dt2HI(t2) +

1

3!
(−i)3

∫ t

t0

dt1HI(t1)

∫ t1

t0

dt2HI(t2)

∫ t2

t0

dt3HI(t3) + ...+

1

n!
(−i)n

∫ t

t0

dt1HI(t1)

∫ t1

t0

dt2HI(t2) · · ·
∫ tn−1

t0

dtnHI(tn) + ... (3.22)Observando que los fa
tores de 
ada término de la serie tienen un orden temporal, nos permiteintrodu
ir el símbolo T de ordenamiento temporal. En general si 
onsideramos la representa
iónen serie
Ψ(t) =

∞∑

n=0

ψn(t) (3.23)
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on los fa
tores de 
ada término ordenados
ronologi
amente:
T{Ψ(t)} = T{ψ0 + ψ1(t) + ψ1(t)ψ2(t1) + ψ1(t)ψ2(t1)ψ3(t2) + ...} (3.24)nuestro 
aso parti
ular es
T
{

expφ(t)
}

= T {1 + ψ1(t) + ψ1(t)ψ2(t1) + ψ1(t)ψ2(t1)ψ3(t2) + ...}Considerando lo anterior podemos ver que U(t, t0) se representa 
omo
U(t, t0) = 1 + (−i)

∫ t

t0

dt1HI(t1) +
1

2!
(−i)2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2T{HI(t1)HI(t2)} +

1

3!
(−i)3

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2

∫ t2

t0

dt3T{HI(t1)HI(t2)HI(t3)} + ...+

1

n!
(−i)n

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnT{HI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn)} + ...que podemos simpli�
ar (ver Apéndi
e D)
U(t, t0) = 1 + (−i)

∫ t

t0

dt1HI(t1) +
1

2!
(−i)2

∫ t

t0

dt1dt2T{HI(t1)HI(t2)} +

1

3!
(−i)3

∫ t

t0

dt1dt2dt3T{HI(t1)HI(t2)HI(t3)} + ...+

1

n!
(−i)n

∫ t

t0

dt1dt2 · · · dtnT{HI(t1)HI(t2) · · ·HI(tn)} + ...De manera que la forma 
ompa
ta de es
ribir el operador de evolu
ión temporal es
U(t, t0) = T

{

e
−i

R t
t0

dt′HI(t′)
}

. (3.25)Así el 
ampo 
ompleto en su forma (3.16) se transforma 
omo
φ(t, ~x) = e

i
R t
t0

dt′HI (t′)
φI(t, ~x)e

−i
R t
t0

dt′HI (t′)
. (3.26)Generalizando la de�ni
ión del operador U para permitir que tome otros valores diferentesal tiempo de referen
ia (ver Apéndi
e D) tenemos

U(t, t′) = T

{

e−i
R t
t′

dt′′HI (t′′)

}

t≥t′
, (3.27)que satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial i ∂

∂t
U(t, t′) = HI(t)U(t, t′) 
on la 
ondi
ión ini
ial de
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U(t, t′)|(t=t′) = 1 y además 
umple 
on las siguientes identidades

U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3)

U(t1, t3)U
†(t2, t3) = U(t1, t2)

U †(t1, t3)U(t2, t3) = U †(t1, t2) ≡ U−1(t1, t2)

U †(t1, t2)U(t1, t3) = U(t2, t3)

U(t1, t2)U
†(t1, t3) = U †(t2, t3) ≡ U−1(t2, t3) (3.28)Hasta aquí dejamos la dis
usión del 
ampo φ(t, ~x) y abordaremos ahora el análisis del estadobase intera
tuante |Ω〉.3.2.1. Estado base de la teoría intera
tuante

|Ω〉 es el estado base del Hamiltoniano 
ompleto H. |0〉 es el estado base del Hamiltonianolibre H0. Si ha
emos evolu
ionar a |0〉 a travez del tiempo 
on H tendremos
e−iHT |0〉 = e−iHT

I|0〉

=
∑

n=0

e−iEnT |n〉〈n|0〉 (3.29)si 
orremos la suma para n = 0, 
orresponde al estado base del Hamiltoniano 
ompleto H
e−iE0T |Ω〉〈Ω|0〉 (3.30)y para que HI sea verdaderamente una perturba
ión a H0 enton
es debe haber un traslape entre

|0〉 y |Ω〉, es de
ir
〈Ω|0〉 6= 0 (3.31)de manera que la serie nos queda

e−iHT |0〉 = e−iE0T |Ω〉〈Ω|0〉 +
∑

n 6=0

e−iEnT |n〉〈n|0〉 (3.32)
on
E0 = 〈Ω|H|Ω〉 (3.33)Dado que En > E0 para toda n 6= 0 podemos desha
ernos de todos los términos en la serie
on n 6= 0 enviando a T al in�nito en una dire

ión ligeramente imaginaria. De manera que si



3.2. Estudio perturbativo de la teoría intera
tuante 30
T −→ ∞(1 − iǫ), el fa
tor exponen
ial e−iEnT 
ae más lento para n = 0 que para n 6= 0 pues
En > E0. Esto signi�
a que el término ∑n 6=0 e−iEnT |n〉〈n|0〉 se va a
er
ando a 
ero mu
ho másrápido que el término e−iE0T |Ω〉〈Ω|0〉. Esto nos permite tomar la ∑n 6=0 
omo 
ero en el límite
uando T −→ ∞(1 − iǫ). Bajo esta 
onsidera
ión (3.32) se simpli�
a a

ĺım
T−→∞(1−iǫ)

e−iHT |0〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(
e−iE0T 〈Ω|0〉

)
|Ω〉 (3.34)y de aqui podemos obtener una expresión para |Ω〉 en términos de |0〉

|Ω〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(
e−iE0T 〈Ω|0〉

)−1
e−iHT |0〉. (3.35)En el ĺımT−→∞(1−iǫ) donde T ≫ 1, podemos 
ambiar

T −→ T + t0 
on t0 << 1Así la expresión para (3.35) 
ambia a
|Ω〉 = ĺım

T−→∞(1−iǫ)

(

e−iE0(T+t0)〈Ω|0〉
)−1

e−iH(T+t0)|0〉 (3.36)Además dado que
H0|0〉 = H(KG)|0〉

= 0, (3.37)usando (2.12), nos permite introdu
ir un fa
tor operador de e iH0(T+t0) sin que se altere el estado
|Ω〉. También podemos regresar de T ′ −→ T ya que son letras mudas y reexpresar la suma
T + t0 = t0 − (−T )

|Ω〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(

e−iE0(t0−(−T ))〈Ω|0〉
)−1

e iH0(t0−(−T ))e−iH(t0−(−T ))|0〉

|Ω〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(

e−iE0(t0−(−T ))〈Ω|0〉
)−1

U(t0,−T )|0〉 (3.38)es de
ir, podemos obtener |Ω〉 por una simple evolu
ión temporal del estado |0〉 del tiempo −Tal tiempo t0 
on el operador U(t0,−T ).Por último y para su uso posterior, tomamos el adjunto de |Ω〉 para obtener
〈Ω| = ĺım

T−→∞(1−iǫ)
〈0|e iH(−T+t0)

(

e iE0(−T+t0)〈0|Ω〉
)−1

= ĺım
T−→∞(1−iǫ)

〈0|e iH0(T−T0)e−iH(T−t0)
(

e−iE0(T−t0)〈0|Ω〉
)−1

〈Ω| = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

〈0|U(T, t0)
(

e−iE0(T−t0)〈0|Ω〉
)−1

. (3.39)
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iones de 
orrela
ión y el teorema de Wi
kCono
idos 〈Ω|, |Ω〉 y φ(x), podemos 
ono
er de manera explí
ita la fun
ión de 
orrela
ión dedos puntos:
〈Ω|φ(x)φ(y)|Ω〉 = ĺım

T−→∞(1−iǫ)

{(

e−iE0(T−t0)〈0|Ω〉
)−1

〈0|U(T, t0)×
(

U †(x0, t0)φI(x)U(x0, t0)
)(

U †(y0, t0)φI(y)U(y0, t0)
)

×

U(t0,−T )|0〉
(

e−iE0(t0−(−T ))〈Ω|0〉
)−1

}

= ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(

|〈0|Ω〉|2e−iE0(2T )
)−1

〈0|U(T, t0)U
†(x0, t0) ×

φI(x)U(x0, t0)U
†(y0, t0)φI(y)U(y0, t0)U(t0,−T )|0〉 (3.40)asumiendo que

−T < t0 < y0 < x0 < T (3.41)y usando las identidades entre los operadores (D.29), nos pemiten redu
ir los fa
tores U 's demanera signi�
ativa
(

U(T, t0)U
†(x0, t0)

)(

U(x0, t0)U
†(y0, t0)

) (
U(y0, t0)U(t0,−T )

)
= U(T, x0)U(x0, y0)U(y0,−T )

= U(T, y0)U(y0,−T )

= U(T,−T )y la fun
ión de 
orrela
ión se redu
e a
〈Ω|φ(x)φ(y)Ω〉 = ĺım

T−→∞(1−iǫ)

φI(x)φI(y)U(T,−T )
(
|〈0|Ω〉|2e−iE0(2T )

) . (3.42)El fa
tor exponen
ial puede ser trabajado de manera indire
ta 
al
ulando 〈Ω|Ω〉

〈Ω|Ω〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

{(

e−iE0(T−t0)〈0|Ω〉
)−1

〈0|U(T, t0)×

U(t0,−T )|0〉
(

e−iE0(t0−(−T ))〈Ω|0〉
)−1

}

= ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(

|〈0|Ω〉|2e−iE0(2T )
)−1

〈0|U(T,−T )|0〉pero 
omo 〈Ω|Ω〉 = 1, enton
es
ĺım

T−→∞(1−iǫ)

(

|〈0|Ω〉|2e−iE0(2T )
)

= ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(〈0|U(T,−T )|0〉) (3.43)
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〈Ω|φ(x)φ(y)Ω〉 = ĺım

T−→∞(1−iǫ)

〈0|φI(x)φI(y)U(T,−T )|0〉
〈0|U(T,−T )|0〉 (3.44)y en términos del produ
to temporalmente ordenado

〈Ω|T {φ(x)φ(y)}Ω〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

〈0|T
{

φI(x)φI(y)T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉

〈0|
{

T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉
. (3.45)Si hubiésemos asumido −T < t0 < x0 < y0 < T el 
ál
ulo no 
ambiaría en nada ya que

(

U(T, t0)U
†(y0, t0)

)(

U(y0, t0)U
†(x0, t0)

) (
U(x0, t0)U(t0,−T )

)
=

(
U(T, y0)U(y0, x0)

)
U(x0,−T )

= U(T, x0)U(x0,−T )

= U(T,−T ).Es de
ir, 
omo ya habiamos visto en la se

ión anterior, el órden en el que su
eden las inter-a

iones en medio del pro
eso no importa, el operador U sólo depende del tiempo ini
ial y eltiempo �nal. Para fun
iones de 
orrela
ión de más de dos 
ampos es importante darse 
uentade que por 
ada fa
tor extra de φ(xi) en la fun
ión del desarrollo anterior, tenemos un fa
tor
U †(x0

i , t0)φI(xi)U(x0
i , t0) en la expresión (3.40) que no altera el resultado �nal de la multipli
a-
ión de los operadores U 's

U(T, t0)U
†(x0

1, t0)U(x0
1, t0) · · · U †(x0

n, t0)U(x0
n, t0)U(t0,−T ) = U(T,−T ) (3.46)por lo que podemos generalizar el 
ál
ulo de fun
iones de 
orrela
ión 
on los 
ampos que ne
e-sitemos

〈Ω|T
{ ∞∏

n=1

φ(xn)

}

|Ω〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

〈0|T
{
∏∞

n=1 φI(xn)T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉

〈0|
{

T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉
(3.47)Esta formula
ión nos di
e que hemos redu
ido el 
ál
ulo de fun
iones de 
orrela
ión a evaluarvalores esperados de produ
tos de operadores de 
ampo libre temporalmente ordenados

〈0|T {φI(x1)φI(x2) · · · φI(xn)} 0〉.Para n = 2, esta expresión es justo el propagador de Feynman
〈0|T {φI(x1)φI(x2)} 0〉que ya 
al
ulamos 
on anterioridad. Lo haremos de nuevo 
on un método que nos permite fa
ilitarsu desarrollo y posteriormente generalizar para n 
ampos.
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k 333.3.1. Fun
ión de 
orrela
ión de dos puntosYa vimos que el 
ál
ulo de la fun
ión de 
orrela
ión se redu
e al 
ál
ulo de valores esperadosen el va
ío del produ
to temporalmente ordenado de los 
ampos involu
rados. A 
ontinua
iónestudiaremos este objeto para una fun
ión de 
orrela
ión de dos puntos.Tomemos el 
ampo en la representa
ión de intera

ión en términos de los operadores es
aleraes
rito en (3.12)
φI(x) =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
−ip·x + a†~pe

ip·x
)

|x0=t−t0y lo des
omponemos en dos partes de�nidas 
omo
φI(x) = φ+

I (x) + φ−I (x)

φ+
I (x) =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

a~pe
−ip·x

φ−I (x) =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

a†~pe
ip·x (3.48)Esta des
omposi
ión es útil porque

φ+
I (x)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2E~p

a~pe
−ip·x|0〉 = 0

〈0|φ−I (x) = 〈0|
∫

d3p

(2π)3
1

√
2E~p

a†
~p
e ip·x = 0 (3.49)De manera que el produ
to temporalmente ordenado T {φI(x)φI(y)} 
on x0 > y0 nos queda

T {φI(x)φI(y)} =
(
φ+

I (x) + φ−I (y)
) (
φ+

I (x) + φ−I (y)
)

= φ+
I (x)φ+

I (y) + φ+
I (x)φ−I (y) + φ−I (x)φ+

I (y) + φ−I (x)φ−I (y) +
(

φ−I (y)φ+
I (x) − φ−I (y)φ+

I (x)

)

= φ+
I (x)φ+

I (y) + φ−I (x)φ+
I (y) + φ−I (y)φ+

I (x) + φ−I (x)φ−I (y) +

[
φ+

I (x), φ−I (y)
] (3.50)si y0 > x0, se obtiene los mismos términos, pero 
on x y y inter
ambiados

T {φI(x)φI(y)} = φ+
I (y)φ+

I (x) + φ−I (y)φ+
I (x) + φ−I (x)φ+

I (y) + φ−I (y)φ−I (x) +

[
φ+

I (y), φ−I (x)
]En todos los términos, ex
epto los del 
onmutador, los operadores a~p's están a la dere
ha del losoperadores a†

~p
's. Para imponer un ordenamiento de este tipo, 
onsideremos lo siguiente: sea el
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k 34produ
to de operadores
n∏

i=1

a
()
i = a

()
1 · · · a()

i · · · a()
ndonde el símbolo () representa uno de dos los siguientes símbolos

() = †,− y a− ≡ ade�nimos ordenamiento normal de un produ
to de operadores ∏n
i=1 a

()
i al produ
to 
on todoslos fa
tores a− a la dere
ha de todos los fa
tores a†

N

{
n∏

i=1

a
()
i

}

= a†ja
†
k · · · a†l am · · · agahde manera que

T {φI(x)φI(y)} = N
{
φI(x)φI(y) + [φ+

I (x), φ−I (y)]
}
on

N
{
[φ+

I (x), φ−I (y)]
}

= [φ+
I (x), φ−I (y)]Además, de�nimos la 
ontra

ión de Wi
k de dos 
ampos 
omo φ(x)φ(y), 
uya representa
iónen términos de 
onmutadores es

φ(x)φ(y) =

{

[φ+(x), φ−(y)] si x0 > y0

[φ+(y), φ−(x)] si x0 < y0
(3.51)
on la 
onven
ión de aqui en adelante de que los 
ampos que 
onsideremos serán φI ≡ φ ya quelas 
ontra

iones de Wi
k siempre involu
ran 
ampos en la representa
ión de intera

ión. Deesta manera

T {φ(x)φ(y)} = N

{

φ(x)φ(y) + φ(x)φ(y)

}

. (3.52)El valor esperado en el va
ío de un produ
to de operadores a y a† 
on ordenamiento normales 
ero
〈0|N

{
n∏

i=1

a
()
i

}

|0〉 = 〈0|a†ja
†
k · · · a†lam · · · agah|0〉

= 0 (3.53)
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iones de 
orrela
ión y el teorema de Wi
k 35de manera que el valor esperado de 〈0|T {φ(x)φ(y)} |0〉 es
〈0|T {φ(x)φ(y)} |0〉 = 〈0|N

{

φ(x)φ(y) + φ(x)φ(y)

}

|0〉

= 〈0|φ(x)φ(y)|0〉

≡ DF (x− y) (3.54)que es exa
tamente el propagador de Feynman 
omo se men
ionó anteriormente.3.3.2. Fun
ión de 
orrela
ión de tres puntosSi 
onsideramos el produ
to temporalmente ordenado de 
ampos φi ≡ φ(xi), en n = 3 puntosdel espa
iotiempo
T {φ1φ2φ3} =

(
φ+

1 φ
+
2 + φ+

1 φ
−
2 + φ−1 φ

+
2 + φ−1 φ

−
2

) (
φ+

3 φ
−
3

)

= φ+
1 φ

+
2 φ

+
3 + φ+

1 φ
−
2 φ

+
3 + φ−1 φ

+
2 φ

+
3 + φ−1 φ

−
2 φ

+
3 +

φ+
1 φ

+
2 φ

−
3 + φ+

1 φ
−
2 φ

−
3 + φ−1 φ

+
2 φ

−
3 + φ−1 φ

−
2 φ

−
3 (3.55)y donde los términos subrayados ya tienen un ordenamiento normal. Lo que sigue es agregartérminos nulos y usar las reglas de 
onmuta
ión para generar 
onmutadores sen
illos formadossólo por dos 
ampos, en este pro
eso apare
en nuevos términos 
on orden normal. En la formu-la
ión subsiguiente omitiremos los términos 
on orden normal y sólo pondremos entre paréntesisel número de ellos:

T {φ1φ2φ3} = (4) + [φ+
1 φ

+
2 , φ

−
3 ] + φ−3 φ

−
1 φ

+
2 + [φ+

1 , φ
−
2 ]φ+

3 + φ−2 φ
+
1 φ

+
3 +

[φ+
1 , φ

−
2 φ

−
3 ] + φ−2 φ

−
3 φ

+
1 + φ−1 [φ+

2 φ
−
3 ] + φ−1 φ

−
3 φ

+
2

= (8) + φ+
1 [φ+

2 , φ
−
3 ] + [φ+

1 , φ
−
3 ]φ+

2 + [φ+
1 , φ

−
2 ]φ+

3 + φ−2 [φ+
1 , φ

−
3 ] +

[φ+
1 , φ

−
2 ]φ−3 + φ−1 [φ+

2 , φ
−
3 ]

= (8) +
(
φ+

1 + φ−1
)
[φ+

2 , φ
−
3 ] + [φ+

1 , φ
−
3 ]
(
φ+

2 + φ−2
)

+

[φ+
1 , φ

−
2 ]
(
φ+

3 + φ−3
)

= (8) + φ1[φ
+
2 , φ

−
3 ] + [φ+

1 , φ
−
3 ]φ2 + [φ+

1 , φ
−
2 ]φ3

= (8) + φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3

= N

{

φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3

}

, (3.56)es de
ir podemos expresar dire
tamente el produ
to de 
ampos temporalmente ordenado entérminos de la suma del produ
to normal de los 
ampos más todas las 
ontra
iones posibles, en



3.3. Fun
iones de 
orrela
ión y el teorema de Wi
k 36el entendido de que las 
ontra

iones involu
ran sólo 
ampos en la representa
ión de intera

ión.Tomando el valor esperado en el va
ío
〈0|T {φ1φ2φ3} |0〉 = 〈0|N

{

φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3

}

|0〉

= DF (x1 − x2)〈0|φ3|0〉 +DF (x1 − x3)〈0|φ2|0〉 +

DF (x2 − x3)〈0|φ1|0〉

= 0 (3.57)ya que
〈0|φi|0〉 = 〈0|φ+

i |0〉 + 〈0|φ−i |0〉 = 0. (3.58)3.3.3. Fun
ión de 
orrela
ión de 
uatro puntosSi ahora 
onsideramos el produ
to temporalmente ordenado de 
ampos en n = 4 puntos delespa
iotiempo
T {φ1φ2φ3φ4} = (5) + φ+

1 φ
+
2 φ

+
3 φ

−
4 + φ+

1 φ
+
2 φ

−
3 φ

+
4 + φ+

1 φ
+
2 φ

−
3 φ

−
4 + φ+

1 φ
−
2 φ

+
3 φ

+
4 +

φ+
1 φ

−
2 φ

+
3 φ

−
4 + φ+

1 φ
−
2 φ

−
3 φ

+
4 + φ+

1 φ
−
2 φ

−
3 φ

−
4 + φ−1 φ

+
2 φ

+
3 φ

−
4 +

φ−1 φ
+
2 φ

−
3 φ

+
4 + φ−1 φ

+
2 φ

−
3 φ

−
4 + φ−1 φ

−
2 φ

+
3 φ

−
4 . (3.59)
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iones de 
orrela
ión y el teorema de Wi
k 37Analizando término a término 
on la misma metodología usada anteriormente
φ+

1 φ
+
2 φ

+
3 φ

−
4 =

[
φ+

1 φ
+
2 φ

+
3 , φ

−
4

]
+ φ−4 φ

+
1 φ

+
2 φ

+
3

= φ+
1

[
φ+

2 φ
+
3 , φ

−
4

]
+
[
φ+

1 , φ
−
4

]
φ+

2 φ
−
3 + φ−4 φ

+
1 φ

+
2 φ

+
3

= (1) + φ+
1 φ

+
2

[
φ+

3 φ
−
4

]
+ φ+

1

[
φ+

2 , φ
−
4

]
φ+

3 +
[
φ+

1 , φ
−
4

]
φ+

2 φ
+
3

φ+
1 φ

+
2 φ

−
3 φ

+
4 = (1) + φ+

1

[
φ+

2 , φ
−
3

]
φ+

4 +
[
φ+

1 , φ
−
3

]
φ+

4 φ
+
2

φ+
1 φ

+
2 φ

−
3 φ

−
4 = (1) + φ−4 φ

+
1

[
φ+

2 , φ
−
3

]
+ φ−3 φ

+
1

[
φ+

2 , φ
−
4

]
+
[
φ+

1 , φ
−
3

]
φ−4 φ

+
2 +

[
φ+

1 , φ
−
4

]
φ−3 φ

+
2 +

[
φ+

1 , φ
−
4

][
φ+

2 , φ
−
3

]
+
[
φ+

1 , φ
−
3

][
φ+

2 , φ
−
4

]

φ+
1 φ

−
2 φ

+
3 φ

+
4 = (1) +

[
φ+

1 , φ
−
2

]
φ+

3 φ
+
4

φ+
1 φ

−
2 φ

+
3 φ

−
4 = (1) +

[
φ+

1 , φ
−
2

][
φ+

3 , φ
−
4

]
+
[
φ+

1 , φ
−
2

]
φ−4 φ

+
3 + φ−2 φ

+
1

[
φ+

3 , φ
−
4

]
+

φ−2
[
φ+

1 , φ
−
4

]
φ+

3

φ+
1 φ

−
2 φ

−
3 φ

+
4 = (1) + φ−2

[
φ+

1 , φ
−
3

]
φ+

4 +
[
φ+

1 , φ
−
2

]
φ−3 φ

+
4

φ+
1 φ

−
2 φ

−
3 φ

−
4 = (1) + φ−2

[
φ+

1 , φ
−
3

]
φ−4 + φ−2 φ

−
3

[
φ+

1 , φ
−
4

]
+
[
φ+

1 , φ
−
2

]
φ−3 φ

−
4 +

φ−1 φ
+
2 φ

+
3 φ

−
4 = (1) + φ−1

[
φ+

2 , φ
−
4

]
φ+

3 + φ−1 φ
+
2

[
φ+

3 , φ
−
4

]

φ−1 φ
+
2 φ

−
3 φ

+
4 = (1) + φ−1

[
φ+

2 , φ
−
3

]
φ+

4

φ−1 φ
+
2 φ

−
3 φ

−
4 = (1) + φ−1 φ

−
3

[
φ+

2 , φ
−
4

]
+ φ−1

[
φ+

2 , φ
−
3

]
φ−4

φ−1 φ
−
2 φ

+
3 φ

−
4 = (1) + φ−1 φ

−
2

[
φ+

3 , φ
−
4

] (3.60)la expresión de arriba es el resultado a
abado para 
ada término y es de observarse que todospresentan un ordenamiento normal, por lo que si en este momento tomamos el valor esperado en elva
ío sólo sobreviven las 
ontra

iones 
ompletas, pero primero aso
iaremos términos para teneruna expresión más sen
illa y 
lara de la rela
ión entre ordenamiento temporal y ordenamiento
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orrela
ión y el teorema de Wi
k 38normal
T
{
φ1φ2φ3φ4

}
= N

{

(φ+
1 + φ−1 )(φ+

2 + φ−2 )(φ+
3 + φ−3 )(φ+

4 + φ−4 ) + φ1φ2(φ
+
3 + φ−3 )(φ+

4 + φ−4 )+

φ1φ3(φ
+
2 + φ−2 )(φ+

4 + φ−4 ) + φ1φ4(φ
+
2 + φ−2 )(φ+

3 + φ−3 )+

(φ+
1 + φ−1 )(φ+

4 + φ−4 )φ2φ3 + (φ+
1 + φ−1 )(φ+

3 + φ−3 )φ2φ4+

(φ+
1 + φ−1 )(φ+

2 + φ−2 )φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4

}

= N

{

φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 +

φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4+

φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4

}

. (3.61)Tomando el valor esperado en el va
ío de T{φ1φ2φ3φ4

}, tenemos
〈0|T {φ1φ2φ3φ4} |0〉 = 〈0|N

{

φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 +

φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4+

φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4

}

|0〉

= DF (x1 − x2)DF (x3 − x4) +DF (x1 − x3)DF (x2 − x4)

+DF (x1 − x4)DF (x2 − x3). (3.62)3.3.4. El teorema de Wi
kPara los 
asos parti
ulares vistos anteriormente, vemos que la rela
ión entre el produ
toordenado temporalmente y el produ
to ordenado normalmente es
T

{
n∏

i=1

φ(xi)

}

= N

{
n∏

i=1

φ(xi) + (todas las 
ontra

iones posibles)} (3.63)Esta rela
ión se obtiene del Teorema de Wi
k (ver Apéndi
e E). Es importante ha
er tres obser-va
iones en este desarrollo que son útiles posteriormente:1. El número de términos del produ
to ordenado temporalmente es: 2n términos sin 
ontra
-
iones más 3n−2 términos 
on 
ontra

iones. De estos últimos (2n−1)!! llevan 
ontra

iones
ompletas. Todos los términos tienen ordenamiento normal, por lo tantoel número de términos de T

{
n∏

i=1

φ(xi)

}

= 2n +
(
3n−2 − (2n − 1)!!

)
+ (2n− 1)!!

∣
∣
∣
∣
n≥2

.



3.3. Fun
iones de 
orrela
ión y el teorema de Wi
k 392. El número de términos del valor esperado en el va
ío del T{∏n
i=1 φ(xi)

} para n imparel número de términos de 〈0|T
{

n∏

i=1

φ(xi)

}

|0〉 = 0.3. El número de términos del valor esperado en el va
ío del T {∏n
i=1 φ(xi)} para n parel número de términos de 〈0|T

{
n∏

i=1

φ(xi)

}

|0〉 = (2n − 1)!!.Con esto terminamos la 
onstru

ión de las herramientas de una teoría intera
tuante 
onmétodos de perturbativos. Lo hemos he
ho 
on un término de intera

ión que depende de λ≪ 1.En los siguientes 
apítulos apli
aremos las herramientoas desarrolladas hasta ahora, para el 
aso
on
reto de la intera

ión de 
ampos es
alares en las teorías φ4 y sigma lineal.



Capítulo 4 Dispersión en la teoría φ4

E n este 
apítulo apli
aremos todo lo desarrollado anteriormente, a la des
rip
ión de
ampos es
alares que intera
túan bajo un poten
ial de tipo φ4. Veremos 
omo se puededes
ribir di
ha intera

ión usando diagramas de Feynman y exploraremos los diferentes tipos de
ontribu
iones para lograr la des
rip
ión fundamental de la intera

ión. Además 
al
ularemos lase

ión transversal diferen
ial de la dispersión, ha
iendo un 
ál
ulo diagramáti
o de los elementosde la matríz 
orrespondiente.4.1. Diagramas de Feynman: 
ampos no intera
tuantesRetomamos el 
aso del valor esperado en el va
ío del produ
to temporalmente ordenado de
uatro 
ampos
〈0|T {φ1φ2φ3φ4} |0〉 = DF (x1 − x2)DF (x3 − x4) +

DF (x1 − x3)DF (x2 − x4) +

DF (x1 − x4)DF (x2 − x3) (4.1)Vamos a representar 
ada 
oordenada xi por un punto y 
ada propagador DF (xi − xj) por unalinea juntando los puntos xi y xj, de la siguiente manera
xjxi

DF (xi − xj) ≡Enton
es el valor esperado de 〈0|T {φ1φ2φ3φ4} |0〉 puede representarse 
omo una suma de tresdiagramas llamados diagramas de Feynman, a saber
〈0|T{φ1φ2φ3φ4}|0〉 ≡ + +

43 43 43

1 2 1 2 1 2

40



4.2. Diagramas de Feynman: 
ampos intera
tuantes 41A pesar de que esto no es exa
tamente una 
antidad medible, los diagramas sugieren unainterpreta
ión: las partí
ulas son 
readas en dos puntos del espa
io-tiempo, 
ada una se propagaa uno de los otros puntos y enton
es son aniquiladas. En este 
aso puede su
eder de tres manerasdiferentes 
orrespondientes a las tres formas de 
one
tar los puntos en pares, 
omo se muestranen los tres diagramas. La amplitud total del pro
eso es la suma de los tres diagramas.4.2. Diagramas de Feynman: 
ampos intera
tuantesLa situa
ión se vuelve más interesante 
uando la expresión 
ontiene más de un 
ampo en elmismo punto del espa
io-tiempo. Regresando a la evalua
ión de la fun
ión de 
orrela
ión de dospuntos dada en la e
ua
ión (3.45)
〈Ω|T {φ(x)φ(y)}Ω〉 = ĺım

T−→∞(1−iǫ)

〈0|T
{

φ(x)φ(y)T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉

〈0|
{

T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉Tomamos el numerador de la parte dere
ha y desarrollamos primer orden
〈0|T

{

φ(x)φ(y)T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉 = 〈0|T
{

φ(x)φ(y)

(

1 + (−i)
∫ T

−T

HI(t)dt

)}

|0〉

= 〈0|T {φ(x)φ(y)} |0〉 +

〈0|T
{

φ(x)φ(y)(−i)
∫ T

−T

HI(t)dt

}

|0〉

= DF (x− y) +

〈0|T
{

φ(x)φ(y)(−i)
∫ T

−T

HI(t)dt

}

|0〉el primer término DF (x − y) es la 
ontribu
ión a orden 
ero, ya 
al
ulada. El segundo término
orresponde a la 
ontribu
ión a primer orden, la 
ual desarrollaremos
I ≡ 〈0|T

{

φ(x)φ(y)(−i)
∫ T

−T

HI(t)dt

}

|0〉

= 〈0|T
{

φ(x)φ(y)(−i)
∫ T

−T

dt

(
λ

4!

∫

d3zφ4(z)

)}

|0〉

=

(−iλ
4!

)

〈0|T
{

φ(x)φ(y)

∫

φ4(z)d4z

}

|0〉

=

(−iλ
4!

)∫

d4z〈0|T {φ(x)φ(y)φ(z)φ(z)φ(z)φ(z)} |0〉

=

(−iλ
4!

)∫

d4z〈0|N {φ(x)φ(y)φ(z)φ(z)φ(z)φ(z) + 
ontra

iones} |0〉



4.2. Diagramas de Feynman: 
ampos intera
tuantes 42Dado que en el 
ál
ulo del valor esperado en el va
ío del produ
to 
on ordenamiento normal sólosobreviven los términos 
on 
ontra

iones 
ompletas, la expresión se redu
e a
I =

(−iλ
4!

)∫

d4z〈0|N {
ontra

iones 
ompletas} |0〉
=

(−iλ
4!

)∫

d4z〈0| (
ontra

iones 
ompletas) |0〉donde el número de términos 
on 
ontra

iones 
ompletas es (2n − 1)!! que para nuestro 
asoson 5!! = 15. Veamos 
uales son estos términos: Si 
onsideramos primero la 
ontra

ión entre los
ampos externos φx y φy

φxφyφzφzφzφzpodemos formar 4! 
ombina
iones 
on los otros 
ampos φz's. Por ejemplo las 
ontra

iones entrelos primero y segundo, ter
ero y 
uarto φz's nos generan los primeros o
ho términos 
on la forma
φxφyφzφzφzφzEstos o
ho términos son los siguientes: si �jamos la primera 
ontra


ión de φz's e inter
ambiamoslos φz's de la segunda 
ontra

ión nos genera el primer fa
tor de 2; si inter
ambiamos los φz'sde la primera 
ontra

ión nos generan otro fa
tor de 2 y si inter
ambiamos las posi
iones de las
ontra

iones de φz's obtenemos el ter
er fa
tor de 2. De manera que son 23 términos iguales. Losotros términos 
ontraidos que podemos distinguir son uno 
on 
ontra

iones entre los 
amposprimero y ter
ero, segundo y 
uarto y otro 
on 
ontra

iones entre los 
ampos primero y 
uarto,segundo y ter
ero
φxφyφzφzφzφz

φxφyφzφzφzφz
ada una también 
on 23 términos iguales. De manera que la suma nos dan los 4! términos. Perodado que los términos φz son indistinguibles debemos dividir 4! entre 23 para obtener el total de
ontra

iones: 3. Luego si 
onsideramos la 
ontra

ión entre φx y un φz, por ejemplo
φxφyφzφzφzφzpodemos formar también 4! términos que 
ontendrán todos una 
ontra

ión de φzφz que nosgenera un fa
tor de 2. De manera que hay 4!

2 términos de este tipo. Así el número total de



4.2. Diagramas de Feynman: 
ampos intera
tuantes 43términos 
on 
ontra

iones los podemos 
ondensar en dos tipos diferentes
I =

(−iλ
4!

)∫

d4z〈0|
[

4!

23

(

φxφyφzφzφzφz

)

+
4!

2

(

φxφyφzφzφzφz

)]

|0〉

= 3

(−iλ
4!

)∫

d4zDF (x− y)DF (z − z)DF (z − z) +

12

(−iλ
4!

)∫

d4zDF (x− z)DF (y − z)DF (z − z)que sumada a la 
ontribu
ión a orden 
ero nos da el numerador de la fun
ión de 
orrela
ión dedos puntos a primer orden
〈0|T

{

φ(x)φ(y)T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉 = DF (x− y) +

3

(−iλ
4!

)

DF (x− y)

∫

d4zDF (z − z)DF (z − z) +

12

(−iλ
4!

)∫

d4zDF (x− z)DF (y − z)DF (z − z)donde el número de integrales de la 
ontribu
ión de orden uno es en efe
to 5!!. Simpli�
ando los
oe�
ientes
〈0|T

{

φ(x)φ(y)T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉 = DF (x− y) +
(−iλ

23

)

DF (x− y)

∫

d4zDF (z − z)DF (z − z) +

(−iλ
2

)∫

d4zDF (x− z)DF (y − z)DF (z − z) (4.2)De�nimos puntos externos a los puntos que representan las 
oordenadas de los 
ampos de lafun
ión de 
orrela
ión que para nuestro 
aso son x y y; y puntos internos a los puntos que nosrepresentan las 
oordenadas de los 
ampos que vienen de las 
ontribu
iones a diferente ordende la serie de poten
ias, en este 
aso parti
ular es z a primer orden. Cada punto interno estaráaso
iado 
on el fa
tor (−iλ). En 
onse
uen
ia el numerador de la E
. (4.2) queda representado
on diagramas de Feynman a orden más bajo y a primer orden 
omo sigue
〈0|T{φ(x)φ(y)e−i

∫
T

−T
dtHI(t)}|0〉(0) ≡

〈0|T{φ(x)φ(y)e−i
∫

T

−T
dtHI(t)}|0〉(1) ≡ +z

yx

yx

x z y



4.2. Diagramas de Feynman: 
ampos intera
tuantes 44donde hemos ignorado los fa
tores 
onstantes.En los diagramas nos referimos a las lineas 
omo propagadores DF (x−y), que son la amplitudde propaga
ión para la partí
ula libre de Klein-Gordon entre los puntos del espa
iotiempo x e y.Los puntos internos donde se en
uentran 
uatro lineas los de�niremos 
omo vérti
es. Ahora losdiagramas representan una expresión matemáti
a aso
iada al 
ál
ulo de la probabilidad de unpro
eso de 
rea
ión, propaga
ión y aniquila
ión de una partí
ula en el espa
iotiempo.Para pasar de la representa
ión diagramáti
a a la formula
ión analíti
a simplemente interpre-tamos 
ada símbolo diagramáti
o de a
uerdo 
on las de�ni
iones dadas. Para obtener el númerode ve
es que un diagrama se repite aso
iamos a 
ada vérti
e un fa
tor de 4! dividido por el fa
torde simetría del diagrama. De�nimos el fa
tor de simetría de un diagrama 
omo el número deinter
ambios posibles de elementos del diagrama sin que este se vea alterado: por 
ada lóbulo olínea que empieza y termina en el mismo punto nos da un fa
tor de 2, el número de líneas que 
o-ne
tan a dos puntos nos da otro fa
tor de l! que es el fa
torial del número de lineas, el inter
ambiode lóbulos simétri
os nos da otro fa
tor de 2. Con las de�ni
iones he
has y 
on la restri


ión deque los puntos externos no forman vérti
es, bastan para ha
er todas las 
ombina
iones posiblesde diagramas para obtener la expresión analíti
a.El 
ál
ulo de la 
ontribu
ión a segundo orden que denominaremos II es
II =

2!

2!

(−iλ
4!

)2 ∫

d4zd4u〈0|T {φxφyφzφzφzφzφuφuφuφu} |0〉. (4.3)Al 
onsiderar que sólo sobreviven los términos 
on 
ontra

iones 
ompletas y �jando primero la
ontra

ión entre φx y φy

φxφyφzφzφzφzφuφuφuφuobtenemos tres tipos de términos diferentes
DF (x− y)DF (z − z)DF (z − z)DF (u− u)DF (u− u)

DF (x− y)DF (z − z)DF (z − u)DF (z − u)DF (u− u)

DF (x− y)DF (z − u)DF (z − u)DF (z − u)DF (z − u)Fijando la 
ontra

ión entre un punto externo y uno interno, 
omo por ejemplo entre φx y φz

φxφyφzφzφzφzφuφuφuφu
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tuantes 45obtenemos 
uatro tipos de términos diferentes
DF (x− z)DF (y − z)DF (z − z)DF (u− u)DF (u− u)

DF (x− z)DF (y − z)DF (z − u)DF (z − u)DF (u− u)

DF (x− z)DF (y − u)DF (z − z)DF (z − u)DF (u− u)

DF (x− z)DF (y − u)DF (z − u)DF (z − u)DF (z − u)El 2! que apare
e en la expresión (4.3), es debido al inter
ambio de posi
ión entre φ4
z y φ4

u. Estonos di
e que el orden que estemos 
al
ulando sugiere que agreguemos un O!, donde O es el orden.Así la expresión analíti
a de la 
ontribu
ión a segundo orden queda
II =

2!

2!

(−iλ
4!

)2{

c1DF (x− y)

∫

d4zd4uDF (z − z)DF (z − z)DF (u− u)DF (u− u)+

c2DF (x− y)

∫

d4zd4uDF (z − z)DF (z − u)DF (z − u)DF (u− u)+

c3DF (x− y)

∫

d4zd4uDF (z − u)DF (z − u)DF (z − u)DF (z − u)+

c4

∫

d4zd4uDF (x− z)DF (y − z)DF (z − z)DF (u− u)DF (u− u)+

c5

∫

d4zd4uDF (x− z)DF (y − z)DF (z − u)DF (z − u)DF (u− u)+

c6

∫

d4zd4uDF (x− z)DF (y − u)DF (z − z)DF (z − u)DF (u− u)+

c7

∫

d4zd4uDF (x− z)DF (y − u)DF (z − u)DF (z − u)DF (z − u)

} (4.4)
uya representa
ión diagramáti
a es
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〈0|T{φ(x)φ(y)e−i

∫
T

−T
dtHI(t)}|0〉(2) ≡ +

+

c1 c2

c5+

u

z

u

x z y

u

+

c6

z
yx

c3+
u

yx

c4yx x z y

x z u y

z u

c7+
x yz uLas 
onstantes son más fá
iles de visualizar en los diagramas de a
uerdo a las reglas para su
ál
ulo des
ritas arriba:

c1 =
(4!)(4!)

(23)(23)
= 9

c2 =
(4!)(4!)

23
= 72

c3 =
(4!)(4!)

4!
= 24

c4 =
(2!)(4!)(4!)

(2)(23)
= 72

c5 =
(2!)(4!)(4!)

22
= 288

c6 =
(2!)(4!)(4!)

22
= 288

c7 =
(2!)(4!)(4!)

3!
= 192en total suman 945 integrales 
on 7 de ellas realmente diferentes y que son exa
tamente las

(n − 1)!! = (10 − 1)!! previstas por la expresión (3.64). Al igual que en el 
ál
ulo a primerorden nos damos 
uenta que todos los fa
tores numéri
os de las integrales se redu
en a una sola
onstante:
1fa
tor de simetría (4.5)
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ampos intera
tuantes 47tomemos 
omo ejemplo las 
onstantes numéri
as de la primera integral
2!

2!

(
1

4!

)2

c1 =
2!

2!

(
1

4!

)2 (4!)(4!)

(23)(23)
=

1

(23)(23)
(4.6)
uyo denominador no es otra 
osa que el fa
tor de simetría del diagrama en 
uestión.En el 
ál
ulo de la 
ontribu
ión de segundo orden hemos redu
ido grandemente el desarrolloanalíti
o 
on el uso de de�ni
iones 
omo las de ordenamiento normal y ordenamiento temporal,
on el uso del teorema de Wi
k y al ir 
onstruyendo reglas diagramáti
as que nos permitenrepresentar de manera 
ondensada sólo los términos que sobreviven al �nal del 
ál
ulo. Sin estasherramientas debimos haber trabajado 
on 210 + 310−2 = 7585 integrales generadas al prin
ipiodel 
ál
ulo de la 
ontribu
ión de segundo orden.En sentido inverso 
ada sumando del diagrama nos representa un término de la expresiónanalíti
a a 
ierto órden en la serie perturbativa. Cada línea del diagrama nos representa unpropagador DF y 
ada punto del diagrama es también un punto en el espa
io-tiempo. Cadapunto interno está aso
iado 
on el fa
tor (−iλ ∫ d4z

) de la expresión analíti
a, es de
ir, podemosaso
iar este fa
tor 
on 
ada vérti
e del diagrama. En síntesis el numerador de la fun
ión de
orrela
ión de dos puntos nos queda en términos de la suma de todos los diagramas de Feynmanposibles 
on dos puntos externos
〈0|T

{

φ(x)φ(y)e−i
R T
−T

HI(t)dt
}

|0〉 =
∑




todos los diagramas posibles
on dos puntos externos 

 (4.7)4.2.1. Reglas de FeynmanPodemos resumir 
iertas reglas para el 
ál
ulo del numerador de la fun
ión de 
orrela
iónde dos puntos que nos permiten aso
iar las expresiones analíti
as 
on piezas de los diagramas:propagadores, vérti
es y puntos externos. Estas reglas son llamadas Reglas de Feynman para lateoría φ4:1. Por 
ada propagador
yx

= DF (x − y)2. Por 
ada vérti
e
= (−i λ)

∫

d4zz



4.2. Diagramas de Feynman: 
ampos intera
tuantes 483. Por 
ada punto externo
x

= 14. Dividir por el fa
tor de simetría.Una manera de interpretar las reglas es pensar en el fa
tor del vérti
e (−iλ) 
omo la amplitudpara la emisión y/o absor
ión de partí
ulas en el vérti
e. La integral se interpreta 
omo la sumasobre todos los puntos donde este pro
eso puede o
urrir. Este es el prin
ipio de superposi
ión deme
áni
a 
uánti
a: 
uando un pro
eso puede o
urrir en diferentes formas, sumamos las amplitu-des por 
ada forma posible. Para 
al
ular 
ada amplitud individual, las reglas de Feynman nosdi
en multipli
ar las amplitudes, propagadores, fa
tores y vérti
es, por 
ada parte independientedel pro
eso.Las reglas des
ritas anteriormente están es
ritas en términos de los puntos en el espa
io-tiempo x, y, ..., que son llamadas reglas de Feynman en el espa
io posi
ión o 
on�gura
ional.En la mayoría de los 
ál
ulos es más simple expresar las reglas de Feynman en términos delmomento introdu
iendo el desarrollo de Fourier de 
ada propagador
DF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iǫ
e−ip·(x−y) (4.8)Para representar esto en el diagrama se asigna un 
uadri-momento p a 
ada propagador, indi
andola dire

ión 
on una �e
ha. 
uando DF (x− y) = DF (y − x) la dire

ión es arbitraria. Enton
es
uando 
uatro lineas se en
uentran en un vérti
e los fa
tores dependientes de z del diagramason:

=
∫

d4z e−i(p1+p2+p3−p4)z = (2π)4δ(4)(p1 + p2 + p3 − p4)
p2

p1p4

p3en otras palabras el momento se 
onserva en 
ada vérti
e. Las fun
iones delta pueden ser usadaspara representar alguna de las integrales de momento de los propagadores.Las reglas de Feynman en el espa
io de momento quedan:1. Por 
ada propagador
=

i

p2 − m2 + iǫp
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tuantes 492. Por 
ada vérti
e
= −iλ

3. Por 
ada punto externo
= e−ipx

p p
= e+ipx4. Imponemos la 
onserva
ión de momento en 
ada vérti
e5. Integramos sobre 
ada momento indeterminado6. Dividimos por el fa
tor de simetríaDe nuevo podemos interpretar 
ada fa
tor 
omo la amplitud de parte del pro
eso 
on lasintegra
iones viniendo del prin
ipio de superposi
ión. El fa
tor exponen
ial para un punto externoes la amplitud para un partí
ula 
on un 
ierto momento en
ontrado en el punto.Tomar el ĺımT−→∞(1−iǫ) de la expresión para el numerador de la fun
ión de 
orrela
ión estomar el límite a 
ada diagrama. Pero la dependen
ia explí
ita sobre T de 
ada integral hadesapare
ido pues ahora el argumento de las integrales queda en términos del momento y estoimpli
a que el ĺımT−→∞(1−iǫ) queda sin sentido.
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ampos intera
tuantes 50Veamos un ejemplo
x z y

lim
T→∞(1−iǫ)

= ĺım
T−→(1−iǫ)

(−iλ)

∫

d4zD(x− z)D(z − z)D(y − z)

= ĺım
T−→(1−iǫ)

(−iλ)

∫

d4z
d4p1

(2π)4
i

p2
1 −m2 + iǫ

e−ip1·(x−z)

d4p2

(2π)4
i

p2
2 −m2 + iǫ

e−ip2·(z−z)

d4p3

(2π)4
i

p2
3 −m2 + iǫ

e−ip3·(y−z)

= (−λ)

∫

d4z
d4p1

(2π)4
1

p2
1 −m2 + iǫ

d4p2

(2π)4
1

p2
2 −m2 + iǫ

d4p3

(2π)4
1

p2
3 −m2 + iǫ

e iz(p1+p3)e−ip1xe−ip3y

= (−λ)

∫
d4p1

(2π)4
1

p2
1 −m2 + iǫ

d4p2

(2π)4
1

p2
2 −m2 + iǫ

d4p3

(2π)4
1

p2
3 −m2 + iǫ

(2π)4δ(4)(p1 + p3)e
−ip1xe−ip3y (4.9)el resultado �nal de esta expresión es 
omo si hubiésemos apli
ado dire
tamente las reglas deFeynman en el espa
io de momento, la 
ual no tiene dependen
ia explí
ita de T .4.2.2. Exponen
ia
ión de diagramas des
one
tadosYa hemos visto que el numerador de la fun
ión de 
orrela
ión de dos puntos queda expresado
omo la suma de todos los diagramas posibles 
on dos puntos externos. Cada diagrama puedeestar formado por piezas 
one
tadas y/o des
one
tadas. De�nimos pieza 
one
tada a la pieza queestá 
one
tada a un punto externo y pieza des
one
tada a la pieza que no está 
one
tada a unpunto externo. Por ejemplo en el diagrama
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uc4

x z y
· · ·+ + · · ·

pieza conectada pieza desconectadaPensemos en un diagrama de la 
ontribu
ión de orden 20
· · · · · ·

x y

pieza

conectada

n1 = 3 piezas
de la forma P1

n2 = 2 piezas
de la forma P2

n3 = 1 pieza
de la forma P3

n4 = 1 pieza
de la forma P4
on una pieza 
one
tada y algunas piezas des
one
tadas. Las posibilidades para las piezas des-
one
tadas las representaremos por Pi y de�nimos ni al número de piezas de la forma Pi, por
ada i elemento de un diagrama.Si denotamos Vi al valor de la pieza Pi, enton
es el valor de tal diagrama es

(valor del diagrama) =




Valor de lapieza 
one
tada  ·

∏

i

1

ni!
(Vi)

ni (4.10)donde 1
ni!

es el fa
tor de simetría que viene del inter
ambio de las ni 
opias de Pi. La suma detodos los diagramas que representan al numerador de la fun
ión de 
orrela
ión de dos puntosserá



Suma de todoslos diagramas 

 =
∑

P

∑

{ni}




Valor de lapieza 
one
tada  ·

∏

i

1

ni!
(Vi)

ni (4.11)donde ∑
P

va sobre todas las piezas 
one
tadas posibles y ∑
{ni}

va sobre todos los 
onjuntosordenados n1, n2,..., es de
ir ∑
{ni}

=
∑

n1

∑

n2

∑

n3

...
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ampos intera
tuantes 52Si observamos 
on aten
ión la representa
ión diagramáti
a de la e
ua
ión (4.4) aso
iada 
onel 
ál
ulo de 〈0|T
{

φ(x)φ(y)e−i
R T
−T

HI(t)dt
}

|0〉(2), vemos que podemos expresar esta suma dediagramas 
omo un produ
to de la suma de las piezas 
one
tadas por la suma de las piezasdes
one
tadas, tomando sólo los términos que generan hasta dos vérti
es
〈0|T{φ(x)φ(y)e−i

∫
T

−T
dtHI(t)}|0〉(2) ∼

×

yx x z y

u

x z y x z u y
+ +

x yz u+ +

+u uz

z

u
z u

+ + +1La expresión general que nos genera los diagramas a todos los órdenes es en 
onse
uen
ia
〈0|T{φ(x)φ(y)e−i

∫
T

−T
dtHI(t)}|0〉 =

× u+ +1 · · ·
yx x z y

+ + · · ·que es el produ
to de la suma de todas las piezas 
one
tadas por la suma de todas las piezasdes
one
tadas, generando así todos los órdenes de la serie de poten
ias
〈0|T

{

φ(x)φ(y)e−i
R T
−T

HI (t)dt
}

|0〉 =
∑

(
one
tados)×
∑

(des
one
tados) (4.12)Llamaremos de aqui en adelante diagramas 
one
tados y des
one
tados en lugar de piezas dediagramas 
one
tadas y des
one
tadas. Formalizando la parte de los diagramas des
one
tadosnos queda
〈0|T

{

φ(x)φ(y)e−i
R T
−T

HI (t)dt
}

|0〉 =
∑

(
one
tados)×
∑

{ni}

(
∏

i

1

ni!
(Vi)

ni

) (4.13)
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tuantes 53tomando el segundo fa
tor de los diagramas des
one
tados y desarrollando
∑

{ni}

(
∏

i

1

ni!
(Vi)

ni

)

=
∑

{ni}

(
1

n1!
V n1

1

1

n2!
V n2

2

1

n3!
V n3

3 · ··
)

=

(
∑

n1

1

n1!
V n1

1

∑

n2

1

n2!
V n2

2

∑

n3

1

n3!
V n3

3 · ··
)

=

(
1

0!
V 0

1 +
1

1!
V 1

1 +
1

2!
V 2

1 +
1

3!
V 3

1 · ··
)

×
(

1

0!
V 0

2 +
1

1!
V 1

2 +
1

2!
V 2

2 +
1

3!
V 3

2 · ··
)

×
(

1

0!
V 0

3 +
1

1!
V 1

3 +
1

2!
V 2

3 +
1

3!
V 3

3 · ··
)

× ...

= e V1e V2e V3 · · ·
∑

{n1}

(
∏

i

1

ni!
(Vi)

ni

)

= e
P

i Vi (4.14)Esta identidad es llamada exponen
ia
ión de los diagramas des
one
tados y representa la 
ontri-bu
ión de los diagramas des
one
tados a la fun
ión de 
orrela
ión de dos puntos. La expresiónpara el numerador queda
〈0|T

{

φ(x)φ(y)e−i
R T
−T

HI (t)dt
}

|0〉 =
∑

(
one
tados)× e
P

i Vi (4.15)Por otro lado el denominador de la fun
ión de 
orrela
ión es
〈0|T

{

e−i
R T
−T

HI(t)dt
}

|0〉es de
ir, la misma expresión que el numerador, pero sin los 
ampos externos. De manera queha
iendo el desarrollo anterior sin los 
ampos externos obtenemos 
onsistentemente que el deno-minador de la fun
ión de 
orrela
ión es
〈0|T

{

e−i
R T
−T

HI(t)dt
}

|0〉 = e
P

i Vi (4.16)Así la fun
ión de 
orrela
ión sólo se sirve de los diagramas 
one
tados
〈Ω|T {φ(x)φ(y)}Ω〉 = ĺım

T−→∞(1−iǫ)

〈0|T
{

φI(x)φI(y)T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉

〈0|
{

T{e−i
R T
−T

dtHI (t)}
}

|0〉

=

∑
(
one
tados) × e

P

i Vi

e
P

i Vi

〈Ω|T {φ(x)φ(y)}Ω〉 =
∑

(
one
tados) (4.17)
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ampos intera
tuantes 54Esto es que para el 
ál
ulo de la fun
ión de 
orrela
ión de dos puntos sólo basta 
on 
al
ular lospropagadores 
ontenidos en la suma de todos los diagramas 
one
tados 
on dos puntos externos.La generaliza
ión de la fun
ión de 
orrela
ión de N puntos es
〈Ω|T {φ(x1)φ(x2) · · · φ(xN )}Ω〉 =

∑














de todos losdiagramas
one
tados
on N puntosexternos













(4.18)
4.2.3. Burbujas de va
íoAún 
uando los diagramas des
one
tados no sobreviven al �nal del 
ál
ulo, qué podemosde
ir a
er
a de ellos y 
uál es su interpreta
ión físi
a?Consideremos el diagrama

z

= (−iλ)

∫

d4zD(z − z)D(z − z)

= (−iλ)

∫

d4z
d4p1

(2π)2
i

p2
1 −m2 + iǫ

e−ip1(z−z) d
4p2

(2π)2
i

p2
2 −m2 + iǫ

e−ip2(z−z)

= (iλ)

∫

d4z

(∫
d4p1

(2π)2
1

p2
1 −m2 + iǫ

d4p2

(2π)2
1

p2
2 −m2 + iǫ

)

e−iz(p1+p2−p1−p2)

= iλk(2π)4δ(4)(0)esto es 
omo ha
erlo dire
tamente en el espa
io de momento. La 
onstante k absorbe las dosintegrales sobre los momentos p1 y p2. Pero también podemos integrar por otro 
amino
z

= (−iλ)

∫

d4z
d4p1

(2π)2
i

p2
1 −m2 + iǫ

e−ip1(z−z) d
4p2

(2π)2
i

p2
2 −m2 + iǫ

e−ip2(z−z)

= (iλ)

∫

d4z

(∫
d4p1

(2π)2
1

p2
1 −m2 + iǫ

d4p2

(2π)2
1

p2
2 −m2 + iǫ

)

= (iλ)k

∫ T

−T

dz0

∫

d3z

= iλk2T · Vesto nos di
e que el pro
eso en el espa
io-tiempo del diagrama puede pasar en algún lugar en elespa
io de volumen V y en un tiempo entre −T y T . Cada pieza des
one
tada de un diagrama
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ión de dispersión y la matriz S 55tendrá un fa
tor de
(2π)4δ(4)(0) = 2T · V (4.19)Re
ordando la expresión para la fun
ión de 
orrela
ión de dos puntos en su forma (3.40)

〈Ω|φ(x)φ(y)Ω〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(

〈0|U(T, t0)U
†(x0, t0)

φI(x)U(x0, t0)U
†(y0, t0)φI(y)U(y0, t0)U(t0,−T )|0〉

)

×
(

|〈0|Ω〉|2e−iE0(2T )

)−1

,tomamos el denominador de esta y lo igualamos 
on su forma a
abada de la e
ua
ión (4.16)
e

P

i Vi = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

|〈0|Ω〉|2e−iE0(2T ) (4.20)de donde podemos estable
er que
e

P

i Vi ∝ e−iE0(2T ) −→
∑

i

Vi ∝ iE0(2T )y 
on la ayuda de la identidad (4.19)
∑

i

Vi ∝ iE0
(2π)4δ(4)(0)

V
,

E0

V
∝ i

∑
Vi

(2π)4δ(4)(0)
, (4.21)que es la densidad de energía del va
ío, relativa a la energía 
ero del Hamiltoniano del 
ampolibre. El lado dere
ho de la expresión (4.21) es independiente de T y del volumen V , lo que nosdi
e

E0 ∝
(Volumen del espa
io) (4.22)Podemos interpretar a los diagramas des
one
tados 
omo una intera

ión de una partí
ula
onsigo misma. Los diagramas des
one
tados son llamados burbujas de va
ío.Con esto damos por terminado nuestro análisis de la fun
ión de 
orrela
ión de dos puntos.4.3. Se

ión de dispersión y la matriz SLa fun
ión de 
orrela
ión es una 
antidad abstra
ta que nos sirve para 
al
ular 
antidadesque puedan ser medibles y útiles en el estudio de las partí
ulas elementales. Los experimentos que
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ρB ρA
A

lB lA

~v

Figura 4.1: Un blan
o de partí
ulas en reposo 
on una densidad volumétri
a ρA y un haz departí
ulas avanza a una velo
idad v 
on una densidad volumétri
a ρB.prueban el 
omportamiento de las partí
ulas elementales, espe
ialmente en el régimen relativista,son experimentos de dispersión. Se ha
en 
olisionar dos ha
es de partí
ulas 
on un momento biende�nido. La posibilidad de que se de un estado �nal en parti
ular puede ser expresado en términosde la se

ión transversal y por lo tanto nos permite la 
ompara
ión de dos experimentos 
on ha
esde diferente tamaño e intensidad.4.3.1. Se

ión de dispersiónConsideremos la Fig. (4.1) donde se muestra un blan
o de partí
ulas en reposo A 
on unadensidad volumétri
a ρA y un haz de partí
ulas B 
on una densidad volumétri
a ρB. El haz departí
ulas avanza 
ontra el blan
o de partí
ulas a una velo
idad v.El número total N de partí
ulas B dispersadas es propor
ional a ρA, ρB, lA, lB y al área A
omún entre los dos ha
es de partí
ulas
N = kρAρBlAlBAla 
onstante k de propor
ionalidad es por de�ni
ión la se

ión de dispersión transversal σ, esde
ir
σ =

N

ρAρBlAlBA
A (4.23)La se

ión transversal σ es el área efe
tiva de la intera

ión entre la partí
ula in
idente y lapartí
ula blan
o. En un experimento real ρA y ρB no son 
onstantes. La densidad de partí
ulases generalmente más grande en el 
entro del haz que en las orillas. De 
ualquier manera asumimosque tanto el rango de intera

ión entre las partí
ulas y el an
ho de paquetes de onda son muy
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omparados 
on el diámetro del haz. De aquí que ρA y ρB serán 
onsideradas 
omo
onstantes. Por lo tanto el número de eventos de partí
ulas dispersadas lo podemos expresarmediante la integral sobre el área del haz
N =

∫

dx2σρAρBlAlBA

= σ
NA
VA

lA
NB
VB

lB

∫

dx2

= σ
NANB
A

= σnAnBA = σNAnbde manera que la se

ión transversal es una fra

ión del área 
omún entre los dos bon
hes departí
ulas en N
NANB

ve
es
σ =

N

NAnB
= A

N

NANB
(4.24)donde NA, NB son el número total de partí
ulas A y B, respe
tivamente. Además nA y nB sonlas densidades super�
iales de partí
ulas 
orrespondiente a 
ada tipo.4.3.2. La matriz SPodemos representar el estado ini
ial de las partí
ulas 
on un paquete de ondas

|φ〉 =

∫
d3k

(2π)3
1

√
2E~k

φ(~k)|~k〉 (4.25)donde φ(~k) es la transformada de Fourier de la fun
ión de onda espa
ial y |~k〉 es el estado deuna partí
ula de momento ~k de la teoría intera
tuante.Este estado ini
ial puede evolu
ionar a tiempos muy grandes 
on el operador de evolu
ióntemporal de la teoría de 
ampo intera
tuante, e−iHt y traslaparse 
on el estado �nal de laspartí
ulas. Este traslape nos da la amplitud de probabilidad del estado �nal deseado, el 
ual estárela
ionado 
on la se

ión transversal.
〈φ|φ〉 =

∫
d3k′

(2π)3
1

√
2E~k′

φ∗(~k′)〈~k′|
∫

d3k

(2π)3
1

√
2E~k

φ(~k)|~k〉 (4.26)
on |~k〉 =
√

2E~k
a†

~k
|0〉

〈φ|φ〉 =

∫
d3k′

(2π)3
d3k

(2π)3

√
2E~k′

√
2E~k

√
2E~k′

√
2E~k

〈0|a~k′a
†
~k
φ(~k′)φ(~k)|0〉pero de (2.11)

[ak′ , a†k] = (2π)3δ(3)(k − k′) = aka
†
k′ − a†k′ak
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A

B

B

B

B

B

B

~b

Figura 4.2: Paquetes de ondas B distribuidas uniformemente dentro de un parámetro de impa
to
~b y desplazándose ha
ia un paquete de ondas A en reposo.

〈φ|φ〉 =

∫
d3k

(2π)3
d3k′

(2π)3
〈0|
(

(2π)3δ(3)(~k′ − ~k) + a†
~k
a~k′

)

φ∗(~k′)φ(~k)|0〉

=

∫
d3k

(2π)3
|φ(~k)|2〈0|0〉

=

∫
d3k

(2π)3
|φ(~k)|2

≡ 1 (4.27)que es la normaliza
ión 
onven
ional, en la 
ual la suma de todas las probabilidades suman 1.Consideremos la Fig. (4.2) y pensemos ahora en paquetes de ondas B distribuidas unifor-memente dentro de un parámetro de impa
to ~b y desplazándose ha
ia un paquete de ondas Aen reposo. Si tomamos el límite en el 
ual los paquetes de ondas se 
on
entran alrededor de unmomento ~pi podemos de�nir los ve
tores de estado ini
iales |~pA〉in y |~pB〉in o bien |~pA~pB〉in, 
onun momento ini
ial bien de�nido.Luego enton
es la fun
ión de onda para el paquete de ondas B queda en fun
ión del momentoini
ial ~kB: φB(~k), es de
ir, expresado en el espa
io de momento.Dado que ~b y ~kB son ve
tores ortogonales, ~b · ~kB = 0, podemos es
ribir la fun
ión de onda
on un fa
tor unitario que in
luya la trasla
ión espa
ial
φB(~kB)e−i~b·~kB (4.28)de esta manera el estado ini
ial para el paquete de ondas B queda

|φB〉ini =

∫
d3kB

(2π)3
1√
2EB

φB(~kB)e−i~b·~kB |~kB〉ini (4.29)y para el paquete de ondas A
|φA〉ini =

∫
d3kA
(2π)3

1√
2EA

φA(~kA)|~kA〉ini (4.30)
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A

B

B

Figura 4.3: Paquetes de ondas B dispersados, 
ada uno 
on un momento ~pi.pudiendose representar el estado ini
ial del sistema 
omo
|φAφB〉ini =

∫
d3kA
(2π)3

d3kB
(2π)3

1√
2EA

1√
2EB

φA(~kA)φB(~kB)e−i~b·~kB |~kA~kB〉ini (4.31)Por otro lado la situa
ión en el futuro es: paquetes de ondas B dispersados, 
ada uno 
onun momento ~pi, 
omo se muestra en la Fig. (4.3), de manera que podemos representar el estado�nal en el futuro asintóti
o 
omo
fin〈φ1φ2 · · · | =

∏

f

∫
d3pf

(2π)3
1

√
2Ef

φf (~pf )fin〈~p1~p2 · · · | (4.32)un paquete de onda por 
ada partí
ula en el estado �nal.Ahora debemos 
al
ular la probabilidad de que se presente un estado en parti
ular, es de
ir
P ≡ |fin〈φ1φ2 · · · |φAφB〉ini|2. (4.33)Dado que queremos ver la evolu
ión temporal de un estado ini
ial en el pasado lejano o asintóti
oa un estado �nal en el futuro lejano o asintóti
o o di
ho de otra manera ver el traslape entre unestado ini
ial y un estado �nal en el tiempo, podemos es
ribir la expresión anterior 
omo

fin〈~p1~p2 · ·· | ~kA~kB〉ini = ĺım
T→∞

〈~p1~p2
︸︷︷︸

T

· · ·|~kA~kB
︸ ︷︷ ︸

−T

〉 (4.34)que en términos del operador unitario temporal se ve
fin〈~p1~p2 · ·· | ~kA~kB〉ini = ĺım

T→∞
〈~p1~p2 · · · |e−iH(T−(−T ))|~kA~kB〉

= ĺım
T→∞

〈~p1~p2 · · · |e−iH(2T )|~kA~kB〉

= 〈~p1~p2 · · · |S|~kA~kB〉 (4.35)
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omo
S = ĺım

T→∞
e−iH(2T ) (4.36)Así los estados ini y �n están rela
ionados por el límite de una se
uen
ia de operadores unitarios.Si de�nimos

S = I + iT (4.37)La matriz S tiene la siguiente estru
tura: si las partí
ulas en 
uestión no intera
túan, la matriz
S es simplemente el operador identidad. O bien aún 
uando la teoría 
ontenga intera

ionesexiste alguna probabilidad de que las partí
ulas no se en
uentren rela
ionadas unas 
on otras.La matriz T nos representa la parte debido a las intera

iones.La matriz S debe re�ejar la 
onserva
ión del 
uadrimomento del sistema, así que S o T deben
ontener siempre un fa
tor de δ(4)(kA+kB−

∑
pf ). De manera que podemos de�nir los elementosde la matriz M 
omo

〈~p1~p2 · · · |iT|~kA~kB〉 = (2π)4δ(4)(kA + kB −
∑

pf ) · iM(kA, kB −→ pf ) (4.38)4.4. Cál
ulo de probabilidad de dispersiónLa probabilidad para que el estado ini
ial |φAφB〉 evolu
ione a un estado �nal de dispersiónde n partí
ulas 〈φ1φ2 · · · | 
uyos momentos 
aen en una pequeña región d3p1 · · · d3pn es
P(A,B −→ 1, 2, ..., n) = |fin〈φ1φ2 · · · |φAφB〉ini|2

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∏

f

∫
d3pf

(2π)3
1

√
2Ef

φf (~pf )fin〈~p1 · · · ~pn|φAφB〉ini

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

=
∏

f

∫
d3pf

(2π)3
1

√
2Ef

d3pf

(2π)3
1

√
2Ef

φ∗(~pf )φ(~pf )|fin〈~p1 · · · ~pn|φAφB〉ini|2

=
∏

f

(∫
d3pf

(2π)3
|φ(~pf )|2

)∫
d3p)f

(2π)2
1

2Ef

|fin〈~p1 · · · ~pn|φAφB〉ini|2

P(A,B −→ 1, 2, ..., n) =




∏

f

∫
d3pf

(2π)3
1

2Ef



 |fin〈~p1 · · · ~pn|φAφB〉ini|2 (4.39)que es la probabilidad de que la partíi
ula B sea dispersada por la partí
ula A.
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ulo de probabilidad de dispersión 61Tomando el 
aso de un haz in
idente 
on mu
has partí
ulas B 
on diferentes parámetros deimpa
to ~b, in
idiendo sobre una partí
ula A, el número total de eventos dispersados N es
N =

∑todas las parti
ulasin
identes i

Pi(~b)

=

∫

d2b
(

nAnBP(~b)
) (4.40)Hemos asumido 
on anterioridad que los números de densidad nA y nB son 
onstantes; ademáspara este 
aso donde sólo hay una partí
ula A, nA = 1. Así

N = nB

∫

d2bP(~b)

N

nB
=

∫

d2bP(~b)y usando (4.24)
σ =

N

nBNA
=
N

nBobtenemos dos igualdades para N
nB

de donde se desprende una expresión para σ
σ =

∫

d2bP(~b)

=




∏

f

∫
d3pf

(2π)3
1

2Ef





∫

d2b|fin〈~p1 · · · ~pn|φAφB〉ini|2. (4.41)Tomamos el diferen
ial dσ y desarrollamos
dσ =




∏

f

d3pf

(2π)3
1

2Ef





∫

d2b|fin〈~p1 · · · ~pn|φAφB〉ini|2

=




∏

f

d3pf

(2π)3
1

2Ef





∫

d2b

∫
d3kA
(2π)3

d3kB
(2π)3

1√
2EA

1√
2EB

φA(~kA)φB(~kB)e−i~b·~kB

∫
d3k′A
(2π)3

d3k′B
(2π)3

1
√

2E′
A

1
√

2E′
B
φ∗A(~k′A)φ∗B(~k′B)e−i~b·~k′

B

(

fin〈~p1 · · · ~pn|~kA~kB〉ini

)(

fin〈~p1 · · · ~pn|~k′A~k′B〉ini

)∗

=




∏

f

d3pf

(2π)3
1

2Ef





∫ (

d2be−i~b·(~kB−~k′
B)
)




∏

i=A,B

∫
d3ki

(2π)3
1√
2Ei

φi(~ki)
d3k′

(2π)3
1

√
2E′

i

φ∗i (~ki)





(

fin〈~pf |~ki〉ini

)(

fin〈~p′f |~k′i〉ini

)∗
. (4.42)
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ulo de probabilidad de dispersión 62Los elementos primados son variables mudas de integra
ión provenientes del 
uadrado de laamplitud. La integral sobre d2b es una fun
ión delta donde sólo sobrevive la 
omponente deperpendi
ular del momento
∫

d2be−i~b·(~kB−~k′
B) = (2π)2δ(2)(k⊥B − k′⊥B )Asumiendo el interés úni
amente por la parte debido a las intera

iones podemos dejar a un ladoel I de S y así el produ
to interior de los últimos fa
tores de la expresión anterior quedan

(

fin〈{~pf}|{~ki}〉ini

)

= (2π)4δ(4)
(∑

ki −
∑

pf

)

· iM ({ki} −→ {pf})

(

fin〈{~p′f}|{~k′i}〉ini

)∗
= −(2π)4δ(4)

(∑

k′i −
∑

p′f
)

· iM ({ki} −→ {pf})Los fa
tores que 
orren dentro de ∏i=A,B nos dan las amplitudes de las fun
iones de onda φA y
φB



∏

i=A,B

∫
d3ki

(2π)3
1√
2Ei

φi(~ki)
d3k′

(2π)3
1

√

2E′
i

φ∗i (~ki)



 =

(∫
d3kA
(2π)3

|φA(~kA)|2
)∫

d3k′A
(2π)3

1

2EA
×

(∫
d3kB
(2π)3

|φB(~kB)|2
)∫

d3k′B
(2π)3

1

2EB

=

∫
d3k′A
(2π)3

1

2EA

∫
d3k′B
(2π)3

1

2EBde manera que dσ se simpli�
a a
dσ =




∏

f

d3pf

(2π)3
1

2Ef





∫
d3k′A
(2π)3

d3k′B
(2π)3

|M({ki} −→ {pf})|2
(2EA)(2EB)

(2π)2δ(2)(k⊥B − k′⊥B )(2π)4δ(4)
(∑

ki −
∑

pf

)

(2π)4δ(4)
(∑

k′i −
∑

pf

)

=




∏

f

d3pf

(2π)3
1

2Ef





∫

d3k′Ad
3k′Bδ

(2)(k⊥B − k′⊥B )δ(4)
(

k′A + k′B −
∑

pf

)

(2π)4δ(4)
(

kA + kB −
∑

pf

) |M({ki} −→ {pf})|2
(2EA)(2EB)

. (4.43)
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ulo de probabilidad de dispersión 63Para ha
er el 
ál
ulo de las integrales sobre d3k′A y d3k′B debemos des
omponer las deltas
I ≡

∫

d3k′Ad
3k′Bδ

(2)(kB − k′B)δ(4)
(

k′A + k′B −
∑

pf

)

=

∫

d3k′Ad
3k′Bδ(k

x
B − k′xB )δ(ky

B − k′yB )

δ
(

E′
A +E′

B −
∑

Ef

)

δ
(

k′xA + k′xB −
∑

px
f

)

δ
(

k′yA + k′yB −
∑

py
f

)

δ
(

k′zA + k′zB −
∑

pz
f

)

=

∫

dk′xAdk
′x
B δ(k

x
B − k′xB )δ

(

k′xA + k′xB −
∑

px
f

)

∫

dk′yAdk
′y
B δ(k

y
B − k′yB )δ

(

k′yA + k′yB −
∑

py
f

)

∫

dk′zAdk
′z
B δ
(

E′
A + E′

B −
∑

Ef

)

δ
(

k′zA + k′zB −
∑

pz
f

)
on ex
ep
ión de la integral 
uyo argumento es la δ (E′
A + E′

B −∑Ef ), todas las demás inte-grales valen uno 
ada una. Así
I =

∫

dk′zAδ
(

E′
A + E′

B −
∑

Ef

)

=

∫

dk′zAδ

(√

k′2A +m2
A +

√

k′2B +m2
B −

∑

Ef

)por 
onserva
ión de momento
kA + kB =

∑

pf

I =

∫

dk′zAδ

(
√

k′x2
A + k′y2

A + k′z2
A +m2

A +

√

k′x2
B + k′y2

B +
(∑

pz
f − k′zA

)2
+m2

B −
∑

Ef

)
on un 
ambio de variable ade
uado se resuelve dire
tamente
u =

√

k′x2
A + k′y2

A + k′z2
A +m2

A +

√

k′x2
B + k′y2

B +
(∑

pz
f − k′zA

)2

du =

(
k′zA
EA

− k′zB
EB

)

dkz
Ade modo que

I =

∫
du

k′z
A

EA
− k′z

B

EB

δ
(

u−
∑

Ef

)

=
1

∣
∣
∣

k′z
A

EA
− k′z

B

EB

∣
∣
∣

=
1

|vA − vB |
(4.44)



4.4. Cál
ulo de probabilidad de dispersión 64De tal manera que la forma �nal de la rela
ión entre los elementos de la matriz S y la se

ióntransversal queda
dσ =




∏

f

d3pf

(2π)3
1

2Ef




|M(kA, kB −→ {pf})|2
(2EA)(2EB)|vA − vB |

(2π)4δ(4)
(

kA + kB −
∑

pf

)

. (4.45)Con antela
ión asumimos que el estado ini
ial evolu
iona a un estado �nal 
uyas partí
ulas 
aenalrededor de una pequeña región de momento dpi. En 
ongruen
ia 
on esto los paquetes de ondaen el espa
io de momento están 
entrados en ~pA y ~pB , esto signi�
a que podemos evaluar todoslos fa
tores que son fun
iones de ~kA y ~kB en ~pA y ~pB

dσ =
|M(pA, pB −→ {pf})|2
(2EA)(2EB)|vA − vB |




∏

f

d3pf

(2π)3
1

2Ef



 (2π)4δ(4)
(

P −
∑

pf

) (4.46)
on
P = pA + pBy así toda la dependen
ia sobre las formas de los paquetes de onda han desapare
ido. Integrando

dσ

∫

dσ =
|M(pA, pB −→ {pf})|2
(2EA)(2EB)|vA − vB |




∏

f

∫
d3pf

(2π)3
1

2Ef



 (2π)4δ(4)
(

P −
∑

pf

) (4.47)de�nimos
∫

dΠn =




∏

f

∫
d3pf

(2π)3
1

2Ef



 (2π)4δ(4)
(

P −
∑

pf

) (4.48)
ono
ida 
omo espa
io fase invariante.4.4.1. Se

ión transversal para pro
esos dos a dosPara el 
aso de dos partí
ulas en el estado �nal, podemos evaluar las integrales del espa
io faseen el sistema de referen
ia 
entro de masa. Designamos a los momentos �nales de dos partí
ulas
omo p1 y p2

∫

dΠ2 =

∫
d3p1

(2π)3
d3p2

2π

1

(2E1)(2E2)
(2π)4δ(4) (Pcm − (p1 + p2)) (4.49)La fun
ión delta garantiza que el momento �nal total sea igual al momento ini
ial total

Pcm =
∑

pf

pA + pB = p1 + p2
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ulo de probabilidad de dispersión 65y el momento en el 
entro de masa es igual a 
ero
Pcm = pA + pB = 0 = p1 + p2.Para ha
er la integra
ión des
omponemos primero la delta y después integramos sobre dp2

∫

dΠ2 =

∫
d3p1

(16π2)

δ(Ecm − (E1 + E2))

(E1E2)

∫

d3p2δ
(3)
(

~Pcm − (~p1 + ~p2)
)

=

∫
d3p1

(16π2)

1

(E1E2)
δ(Ecm − (E1 +E2))

=

∫
dp1p

2
1 sin θdθdϕ

(16π2)

1

(E1E2)
δ(Ecm − (E1 +E2))
on Ecm energía del 
entro de masa

Ecm = EA + EB = 0 = E1 + E2

E1 =
√

p2
1 +m2

1

E2 =
√

p2
2 +m2

2

dΩ = sin θdθdϕ

∫

dΠ2 =

∫
dp1dΩp

2
1

16π2E1E2
δ(
√

p2
1 +m2

1 +
√

p2
2 +m2

2 − Ecm)mediante el 
ambio de variable
u =

√

p2
1 +m2

1 +
√

p2
2 +m2

2

du =

(
p1

E1
− p2

E2

)

dp1

(u− E2)
2 −m2 = p2

1

∑

pf = p1 + p2la integral se transforma
∫

dΠ2 =

∫

dΩ

∫
du(u− E2)

2 −m2
1

16π2E1E2

(
p1

E1
− p2

E2

)δ(u− Ecm)

=

∫

dΩ
(Ecm − E2)

2 −m2
1

16π2(E2p1 − E1p2)

=

∫

dΩ
E2

1 −m2
1

16π2(E2p1 − E1p2)

=

∫

dΩ
p2
1

16π2(E2p1 − E1p2)
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onserva
ión de momento |~p1| = −|~p2|
∫

dΠ2 =

∫

dΩ
|~p1||~p1|

16π2(E2 + E1)|~p1|

=

∫

dΩ
|~p1|

16π2Ecm
(4.50)de manera que dσ para dos partí
ulas en el estado �nal queda

dσ =
|M|2

2EA2EB |vA − vB |
dΩ

|~p1|
16π2Ecm

, (4.51)o bién
(
dσ

dΩ

)

cm

=
1

EAEB |vA − vB |
|~p1|

64π2Ecm
|M(pA, pB −→ p1, p2)|2 (4.52)que es la se

ión transversal diferen
ial 
on respe
to al ángulo sólido en el sistema de referen
ia
entro de masa.4.4.2. Cál
ulo diagramáti
o de los elementos de la matriz SRe
ordando que la matriz S es un operador de evolu
ión temporal en el límite para tiemposmuy grandes, 
on t0 = −T

S = e−iH(T−t0) = e−iH(2T )estable
imos que
〈~p1~p2 · · · |S|~kA~kB〉 = ĺım

T−→∞
〈~p1~p2 · · · |e−iH(2T )|~kA~kB〉La idea ahora es expresar los estados ini
ial |~kA~kB〉 y �nal |~p1~p2 · ··〉 en términos de la teoría libretal 
omo lo hi
imos 
on el estado |Ω〉 en el desarrollo de la fun
ión de 
orrela
ión (3.35)

|Ω〉 = ĺım
T−→∞(1−iǫ)

(
e−iE0T 〈Ω|0〉

)−1
e−iHT |0〉De manera análoga podemos de
ir

|~kA~kB〉 ∝ ĺım
T−→∞(1−iǫ)

e−iHT |~kA~kB〉0 (4.53)En el desarrollo de |Ω〉 usamos el he
ho de que el va
ío era el estado de energía más bajo.Ahora sólo podemos usar la a�rma
ión mu
ho más débil: 
on las partí
ulas ini
ial y �nal bien
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ulo de probabilidad de dispersión 67separadas que tienen la energía más baja 
onsistente 
on el valor del momento diferente de 
eropredeterminado.De�nimos |~kA~kB〉0 
omo el estado de energía más baja. Siendo así podemos rees
ribir lamatriz S
〈~p1 · · · ~pn|S|~pA~pB〉 ∝ ĺım

T−→∞(1−iǫ)
0〈~p1 · · · ~pn|e−iH(2T )|~pA~pB〉0 (4.54)Sea

U = e−iH(T−(−T )) = e−iH0(T−(−T ))e iH0(T−(−T ))e−iH(T−(−T ))

= e−iH0(T−(−T )) Uc (4.55)donde
Uc = e iH0(T−(−T ))e−iH(T−(−T )) (4.56)es un operador idénti
o a (3.15) pero 
on límites diferentes y que además puede ser expresadode la forma (3.25)
Uc = T

{

e−i
R T
−T

dt H(t)I

}

. (4.57)Esto nos permite de
ir que nuestro nuevo operador U de la e
ua
ión (4.55) es propor
ional a Uc,lo que impli
a que la expresión (4.54) queda
〈~p1 · · · ~pn|S|~pA~pB〉 = k ĺım

T−→∞(1−iǫ)
〈0~p1 · · · ~pn|T

{

e−i
R T
−T

HI(t)dt
}

|~pA~pB〉0 (4.58)donde k a
umula todos los fa
tores de propor
ionalidad. Si nos limitamos al 
aso de dos partí
ulasen el estado �nal se redu
e a
〈~p1~p2|S|~pA~pB〉 = k ĺım

T−→∞(1−iǫ)
0〈~p1~p2|T

{

e−i
R T
−T

HI(t)dt
}

|~pA~pB〉0. (4.59)4.4.3. Elementos de la matríz S en la teoría φ4Cal
ularemos ahora los elementos de matriz en términos de diagramas de Feynman en teoría
φ4.
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ulo de probabilidad de dispersión 684.4.3.1. Contribu
ión a orden más bajoLa 
ontribu
ión a orden 
ero es:
0〈~p1~p2|I|~pA~pB〉0 = 0〈~p1|~pA〉0〈~p2|~pB〉0 + 0〈~p1|~pB〉0〈~p2|~pA〉0

= 2EA(2π)3δ(~pA − ~p1)2EB(2π)3δ(~pB − ~p2) +

2EB(2π)3δ(~pB − ~p1)2EA(2π)3δ(~pA − ~p2)

= 2EA2EB(2π)6 (δ(~pA − ~p1)δ(~pB − ~p2) + δ(~pB − ~p1)δ(~pA − ~p2)) (4.60)Las fun
iones delta obligan al estado �nal a ser idénti
o al estado ini
ial. Este término es partedel I de S = I + iT y no 
ontribuye a la matriz de dispersión. De�nimos una fun
ión delta 
onuna linea
pjpi

δ(pi − pj) ≡Con esta de�ni
ión podemos ha
er una representa
ión diagramáti
a de la 
ontribu
ión a orden
ero
0〈~p1~p2|I|~pA~pB〉0 =

1 21 2

+

BABA (4.61)En estos diagramas las lineas no están 
one
tadas entre sí.4.4.3.2. Contribu
ión a primer ordenLa 
ontribu
ión a orden uno:
0〈|iT|〉(1)0 ≡ 0〈~p1~p2|

{

−i
∫ T

−T

HI(t)dt

}

|~pA~pB〉0

= 0〈~p1~p2|T
{

−i
∫ T

−T

∫

d3~x
λ

4!
φ4

I(t, ~x)dt

}

|~pA~pB〉0

= 0〈~p1~p2|
−iλ
4!

∫

d4xT
{
φ4

I(x)
}
|~pA~pB〉0usando el teorema de Wi
k

0〈|iT|〉(1)0 = 0〈~p1~p2|
−iλ
4!

∫

d4xN
{
φ4

I(x) + 
ontra

iones} |~pA~pB〉0
=

−iλ
4!

∫

d4x0〈~p1~p2|N
{

φφφφ+ φφφφ+ φφφφ

}

|~pA~pB〉0. (4.62)



4.4. Cál
ulo de probabilidad de dispersión 69El primer término es el produ
to 
on ordenamiento normal y en
ierra 4! formas de 
ombinarse.Los términos segundo y ter
ero son los dos tipos de 
ontribu
iones 
on 
ontra

iones que apare
enen el produ
to de 
uatro 
ampos. Dado que los estados externos |~p1~p2〉0 y |~pA~pB〉0 no son losestados base de la partí
ula libre, enton
es los términos que no están 
ompletamente 
ontraidosno ne
esariamente se anulan.Antes de 
al
ular la 
ontribu
ión de los dos tipos de términos observemos que:
φ+

I (x)~p〉0 =

∫
d3k

(2π)3
1

√
2E~k

a~k
e−ik·x√2E~pa

†
~p
|0〉

=

∫
d3k

(2π)3

√
2E~p

√
2E~k

e−ik·x
(

[a~k
, a†

~p
] + a†

~p
a~k

)

|0〉

=

∫
d3k

(2π)3

√
2E~p

√
2E~k

e−ik·x(2π)3δ(k − p)|0〉

= e−ip·x|0〉

0〈~p|φ+
I (x) =

∫
d3k

(2π)3

√
2E~p

√
2E~k

〈0|a~pa~k
e ik·x

φ−I (x)|~p〉0 =

∫
d3k

(2π)3

√
2E~p

√
2E~k

e−ik·xa†
~k
a†

~p
|0〉

0〈~p|φ−I (x) =

∫
d3k

(2π)3

√
2E~p

√
2E~k

〈0|e ik·xa~pa
†
~k

=

∫
d3k

(2π)3

√
2E~p

√
2E~k

〈0|e ik·xδ(k − p)

= 〈0|e ip·x (4.63)De�nimos la 
ontra

ion de operadores de 
ampo 
on estados externos 
omo
φ+

I (x)|~p〉 = e−ip·x ≡ φI(x)|~p〉

〈~p|φ−I (x) = e ip·x ≡ 〈~p|φI(x) (4.64)Ahora bien, la 
ontribu
ión del término φφφφ es:
0〈~p1~p2|

∫

d4xN

{

φφφφ

}

|~pA~pB〉0 =

∫

d4xD(x− x)D(x− x)0〈~p1~p2|~pA~pB〉0

=

∫

d4xD(x− x)D(x− x)

δ(~pA − ~p1)δ(~pB − ~p2) + δ(~pA − ~p2)δ(~pB − ~p1)(4.65)que en términos diagramáti
os queda
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×x

1 21 2

+

BABALas fun
iones delta obligan a los estados �nales a ser idénti
os a los estados ini
iales, lo que
olo
a a este término en la matriz unitaria I de S.La 
ontribu
ión del término φφφφ
0〈~p1~p2|

∫

d4xN

{

φφφφ

}

|~pA~pB〉0 =

∫

d4xD(x− x)0〈~p1~p2|N
{
(φ+ + φ−)(φ+ + φ−)

}
|~pA~pB〉0

=

∫

d4xD(x− x)

0〈~p1~p2|N
{
(φ+φ+ + φ+φ− + φ−φ+ + φ−φ−)

}
|~pA~pB〉0

=

∫

d4xD(x− x)

0〈~p1~p2|(φ+φ+ + φ−φ+ + φ−φ+ + φ−φ−)|~pA~pB〉0 (4.66)dado que sólo sobreviven los términos 
on igual número de a's que de a†'s, la expresión se redu
eal 
ál
ulo de φ−φ+. Esto lo podemos ha
er expresando los estados en fun
ión del va
ío de lapartí
ula libre o bien usando dire
tamente los resultados de (4.63) y (4.64), tal 
omo lo haremosaqui
∫

d4xD(x− x)0〈~p1~p2|φ−φ+|~pA~pB〉0 =

∫

d4xD(x− x)

(

0〈~p1|φ−φ+|~pA〉00〈~p2~pB〉0+

0〈~p1|φ−φ+|~pB〉00〈~p2~pA〉0+

0〈~p2|φ−φ+|~pA〉00〈~p1~pB〉0+

0〈~p2|φ−φ+|~pB〉00〈~p1~pA〉0
)

=

∫

d4xD(x− x)

(

e−i(pA−p1)·xδ(~pB − ~p2)+

e−i(pB−p1)·xδ(~pA − ~p2)+

e−i(pA−p2)·xδ(~pB − ~p1)+

e−i(pB−p2)·xδ(~pA − ~p1)
) (4.67)
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φI(x)|~p〉 ≡ px

〈~p|φI(x) ≡ p x (4.68)Los diagramas de Feynman para los elementos de matriz de S tendrán lineas externas en lugarde puntos externos 
omo en la fun
ión de 
orrela
ión. De modo que la 
ontribu
ión del término
φφφφ en la representa
ión diagramáti
a queda:
0〈~p1~p2|

∫

d4xN{φφφφ}|~pA~pB〉0 ≡ ++ +

1

A

2

B

2

B

1

A

1 2

BA

1 2

BALa integra
ión ∫ d4x produ
e una 
onserva
ión de momento dada por una fun
ión deltaen 
ada vérti
e in
luyendo el momento externo, así estos diagramas des
riben de nuevo lospro
esos en los 
uales los estados ini
ial y �nal son idénti
os, es de
ir que estos términos tampo
o
ontribuyen a la matriz de dispersión.El término φφφφ:
0〈~p1~p2|

∫

d4xN {φφφφ} |~pA~pB〉0 = 0〈~p1~p2|
∫

d4x
(
φ+φ+φ+φ+ + φ−φ+φ+φ++

φ−φ−φ+φ+ + φ−φ−φ−φ+
)
|~pA~pB〉0 (4.69)hemos usado el resultado (3.59) y omitido el número de ve
es que se repiten los términos. Deigual manera sólo sobrevive el término 
on igual número de a's que de a†'s

0〈~p1~p2|
∫

d4xN {φφφφ} |~pA~pB〉0 =

∫

d4x0〈~p1~p2|
(
φ−φ−φ+φ+

)
|~pA~pB〉0

=

∫

d4x0〈~p1
~0|e ip2·xφ−φ+e−ipA·x|~0~pB〉0

=

∫

d4xe−i(pB−p1)·xe−i(pA−p2)·x

= (4!)

(−iλ
4!

)

(2π)4δ(4)(pA + pB − p1 − p2)en el último paso hemos re
uperado los fa
tores omitidos: (4!) 
orresponde al número de formasde ha
er el produ
to φφφφ y el (−iλ
4!

) que a
ompaña a la integral a primer orden. Así
0〈~p1~p2|

∫

d4xN {φφφφ} |~pA~pB〉0 = −iλ(2π)4δ(4)(pA + pB − p1 − p2) (4.70)



4.4. Cál
ulo de probabilidad de dispersión 72
uya representa
ión diagramáti
a es
0〈~p1~p2|

∫

d4xN{φφφφ}|~pA~pB〉0 ≡

1 2

BA

= −iλ(2π)4δ(pA + pB − p1 − p2)de nuevo apare
e la fun
ión delta que representa la 
onserva
ión del momento �nal respe
toal momento ini
ial. Pero hay una variante importante en esta delta, la suma de los momentosini
iales pA + pB signi�
a una intera
ión entre las partí
ulas A y B. Después de esta intera

iónse ponen de mani�esto los momentos �nales p1 y p2 de las partí
ulas, 
uya suma p1 + p2 debeser igual a la suma de los momentos ini
iales. Esta 
ontribu
ión se ubi
a en la matriz T.La 
ontribu
ión total a primer orden en términos de los diagramas es la suma de todos losobtenidos
0〈|iT|〉(1)0 =

×x

1 21 2

+

BABA

B

1 2

A

+

++ +

1

A

2

B

2

B

1

A

1 2

BA

1 2

BA

+

+

(4.71)Pero sólo el último diagrama 
ontribuye a la matriz de dispersión, así que
0〈|iT|〉(1)0 =

1 2

BA

= −iλ(2π)4δ(pA + pB − p1 − p2) (4.72)
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ulo de probabilidad de dispersión 73que es exa
tamente de la forma iM(2π)4δ(pA + pB − p1 − p2) 
on M = −λ. Es de
ir, es igual ala expresión 4.38
〈~p1~p2 · · · |iT|~kA~kB〉 = iM(2π)4δ(4)(kA + kB −

∑

pf )A este orden de 
ontribu
ión podemos ver que la expresión que nos rela
iona los elementos de lamatriz de intera

ión de los estados intera
tuantes 
on los elementos de la matriz de los estadosexternos, expresión (4.59)
〈~p1~p2|iT|~pA~pB〉 = k ĺım

T−→∞(1−iǫ)
0〈~p1~p2|T

{

e−i
R T
−T

HI(t)dt
}

|~pA~pB〉0vemos la igualdad entre
〈~p1~p2|iT|~pA~pB〉 = 0〈~p1~p2|iT|~pA~pB〉0 (4.73)Lo que impli
a que el 
ál
ulo del valor esperado para la matriz de dispersión es igual que enteoría φ4 pura, en otras palabras la 
ontante de propor
ionalidad que los rela
iona vale 1.4.4.3.3. Contribu
ión a segundo ordenVeamos la 
ontribu
ión a orden dos es

0〈|iT|〉(2)0 ≡ 0〈~p1~p2|
2!

2!
(4!)2(−i)2

∫ T

−T

dt1dt2T{HI(t1)H(t2)I}|~pA~pB〉0

=
2!

2!
(4!)2

(−iλ
4!

)2 ∫

d4xd4y0〈~p1~p2|T{φ4
I(x)φ

4
I(y)}|~pA~pB〉0

= (−iλ)2
∫

d4xd4y0〈~p1~p2|T{φxφxφxφxφyφyφyφy}|~pA~pB〉0 (4.74)
on φx, φy ≡ φI(x), φI (y). Tomando 
omo referen
ia el desarrollo he
ho para la 
ontribu
ión asegundo orden para la fun
ión de 
orrela
ión a dos puntos y 
onsiderando que para el a
tual 
asolos términos que no están 
ompletamente 
ontraidos no ne
esariamente se anulan, los diferentes
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ontra

iones son
0〈|iT|〉(2)0 = (−iλ)20〈~p1~p2|

∫

d4xd4y

N

{

φxφxφxφxφyφyφyφy + φxφxφxφxφyφyφyφy +

φxφxφxφxφyφyφyφy + φxφxφxφxφyφyφyφy +

φxφxφxφxφyφyφyφy + φxφxφxφxφyφyφyφy +

φxφxφxφxφyφyφyφy + φxφxφxφxφyφyφyφy +

φxφxφxφxφyφyφyφy + φxφxφxφxφyφyφyφy +

φxφxφxφxφyφyφyφy + φxφxφxφxφyφyφyφy +

φxφxφxφxφyφyφyφy + φxφxφxφxφyφyφyφy

}

|~pA~pB〉0 (4.75)Para el 
ál
ulo del valor esperado de los primeros tres términos es importante observar quetendremos o
ho, seis y seis 
ampos sin 
ontra

iones en el primer, segundo y ter
er términosrespe
tivamente. Esto signi�
a que:
N {0〈~p1~p2|φxφxφxφxφyφyφyφy|~pA~pB〉0} =

(Diagramas)× 〈0|φ−φ−φ+φ+|0〉 = 0

N

{

0〈~p1~p2|φxφxφxφxφyφyφyφy|~pA~pB〉0
}

=

(Diagramas)× 〈0|φ−φ+|0〉 = 0

N

{

0〈~p1~p2|φxφxφxφxφyφyφyφy|~pA~pB〉0
}

=

(Diagramas)× 〈0|φ−φ+|0〉 = 0 (4.76)
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ulo de probabilidad de dispersión 75Así la 
ontribu
ión a segundo orden se redu
e un po
o
0〈|iT|〉(2)0 =

(−iλ
4!

)2 ∫

d4xd4y0〈~p1~p2|
(

(D(x− x))2φ−y φ
−
y φ

+
y φ

+
y +

D(x− x)D(y − y)
(
φ−x φ

−
x φ

+
y φ

+
y + φ−x φ

−
y φ

+
x φ

+
y

)
+

D(x− x)D(x− y)φ−y φ
−
y φ

+
y φ

+
x +

(D(x− y))2
(
φ−x φ

−
x φ

+
y φ

+
y + φ−x φ

−
y φ

+
x φ

+
y

)
+

(D(x− x))2D(y − y)φ−y φ
+
y +

D(x− x)D(x− y)D(y − y)φ−x φ
+
y +

D(x− x)(D(x− y))2φ−y φ
+
y +

(D(x− y))3φ−x φ
+
y + (D(x− x))2(D(y − y))2 +

(D(x− y))2D(x− x)D(y − y) + (D(x− y))4
)

|~pA~pB〉0 (4.77)los términos que 
ontienen φ−φ−φ+φ+ no generan fa
tores de fun
iones delta, lo que signi�
aque todas las lineas estan 
one
tados entre sí; los términos que 
ontienen φ−φ+ generan un fa
tordelta y por último los términos que sólo 
ontienen propagadores de Feynman generan dos fa
toresdelta.
0〈|iT|〉(2)0 =

+ + + · · · ×

+ +

+ · · · +

+ · · · + + · · · +

+ · · · + + · · · +

++

+

+

+ (4.78)
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ulo de probabilidad de dispersión 76Así el valor esperado para 0〈~p1~p2|S|~pA~pB〉0 en términos de diagramas de Feynman queda
0〈~p1~p2|S|~pA~pB〉0 =

+ · · ·+ +

+ + · · ·++

+ + + + · · ·+

+ + + + + + · · ·

+

× ++ + +1 + · · ·

(4.79)Si quitamos los primeros dos términos nos quedamos 
on la matriz debido sólo a las intera
-
iones, T.Todos los diagramas aso
iados entre 
or
hetes son diagramas en los 
uales las lineas externasno estan 
one
tadas 
ompletamente entre sí, por lo que no 
ontribuyen a las intera

iones. Losdiagramas aso
iados entre llaves son diagramas 
on lineas externas 
ompletamente 
one
tadassin piezas des
one
tadas; el primero de estos términos nos da la 
ontribu
ión a primer orden, lossiguientes tres nos dan la 
orre
ión a segundo orden que 
orresponden a la 
rea
ión y aniquila
iónde partí
ulas virtuales adi
ionales. Los diagramas aso
iados entre dobles llaves son diagramas
ompletamente 
one
tados 
on piezas des
one
tadas, ya 
on anterioridad argumentamos que laexponen
ia
ión de las piezas des
one
tadas nos da el 
ambio de energía del va
ío intera
tuantedonde tiene lugar la dispersión, de esta manera estos términos son irrelevantes para la matriz S.Los diagramas aso
iados entre doble paréntesis también son diagramas 
ompletamente 
one
ta-dos, pero 
on burbujas de va
ío 
one
tadas a lineas externas. Veamos un 
aso donde evaluamos
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pA pB

kp′

p2p1

=
1

2!

(−iλ
4!

)2

(4!)2
∫

d4xd4ye−ipA·xe−ipB·yD(y − y)D(x− y)e ip1·xe ip2·x

=
1

2!
(−iλ)2

∫

d4xd4y
d4k

(2π)4
d4p′

(2π)4
e−ipA·xe−ipB·y

(
i

k2 −m2
e−ik·(y−y)

)(
i

p′2 −m2
e−ip′·(x−y)

)

e ip1·xe ip2ẋ

=
1

2!
(−iλ)2

∫

d4xd4y
d4k

(2π)4
d4p′

(2π)4
e−i(pA+p′−p1−p2)·xe−i(pB−p′)·y

(
i

k2 −m2

)(
i

p′2 −m2

)

=
1

2!
(−iλ)2

∫
d4k

(2π)4
d4p′

(2π)4
(2π)4δ(4)(pA + p′ − p1 − p2)(2π)4δ(4)(pB − p′)

(
i

k2 −m2

)(
i

p′2 −m2

)

,

=
1

2!
(−iλ)2

∫
d4k

(2π)4
(2π)4δ(4)(pA + pB − p1 − p2)

(
i

k2 −m2

)(
i

p2
B −m2

)

, (4.80)donde la δ(4)(p′ − pB) ha obligado al estado 
on momento p′ a tener un momento idénti
o a pB,esto es
pA pB

kp′

p2p1

pA pB

kpB

p2p1

δ(4)(p′ − pB)Pero 
omo el momento de la partí
ula externa B que esta on-shell (ó sobre la 
apa de masa),es es p2
B = m2, esto signi�
a que el fa
tor ( i

p2
B
−m2

) se ha
e in�nito. En otras palabras en elpro
eso de dispersión la partí
ula in
idente que viene del in�nito o pasado asintóti
o puede tenerintera

iones 
on el va
ío que se representan 
on diagramas de este tipo, en donde las lineas
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iones de burbujas. La 
orre

ión que nos representa una burbuja 
one
tadaa una linea externa es la evolu
ión del estado externo de menor energía |~p〉0 ha
ia el estado de lateoría intera
tuante | ~p〉. Como en este trabajo nuestra des
rip
ión de la evolu
iíon de los 
amposintera
tuantes es entre los estados 0〈~p| y |~p〉0, este tipo de diagramas no será ne
esario tomarloen 
uenta. De tal manera que sólo 
onsideraremos los diagramas amputados, por ejemplo
pA

p2p1

pA pB

kp′

p2p1

p′ = pBDe�nimos amputa
ión de un diagrama al pro
eso de 
ortar y quitar en la parte de las lineasexternas que 
ontienen puntos de intera

ión 
on el va
ío o burbujas. Es de
ir debemos removerla parte del diagrama desde el ini
io de la linea externa hasta el último vérti
e ubi
ado sobre lamisma, por ejemplo

De manera que los diagramas que 
onsideramos son aquellos 
on lineas externas 
ompletamente
one
tadas entre sí y en su 
aso también amputadas, es de
ir
〈~p1~p2|iT|~pA~pB〉 =











La suma de todos los diagramasde Feynman 
ompletamente 
one
tadosy amputados 
on momentos ini
iales
~pA y ~pB y momentos �nales ~p1 y ~p2











, (4.81)
uya forma analíti
a es
〈~p1 · · · ~pn|iT|~pA~pB〉 =

(

ĺım
T→∞(1−iǫ)

0〈~p1 · · · ~pn|T
{

e−i
R T
−T

HI(t)dt
}

|~pA~pB〉0
) 
one
tadosy amputados .
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on (4.38)
〈~p1 · · · ~pn|iT|~kA~kB〉 = iM(pA, pB −→ pf ) · (2π)4δ(4)(pA + pB −

∑

pf )resulta que la matriz M queda
iM(pA, pB −→ pf ) · (2π)4δ(4)(pA + pB −

∑
pf ) =

(

ĺımT→∞(1−iǫ) 0〈~p1 · · · ~pn|T
{

e−i
R T
−T

HI (t)dt
}

|~pA~pB〉0
) 
one
tadosy amputados (4.82)Esto signi�
a que el valor esperado para la matriz de dispersión a un orden perturbativo deseado,es la suma de los diagramas de Feynman 
ompletamente 
one
tados y amputados.



Capítulo 5 Dispersión en la teoríasigma lineal
C on este 
apítulo 
on
luimos la presenta
ión del estudio 
ompleto de la teoría φ4pero ahora 
on rompimiento de simetría. Esto nos permite generar la teoría sigmalineal. En el pro
eso de romper la simetría ha
emos un análisis del poten
ial de intera

ión yvemos 
omo evolu
ionan los términos de masa aso
iados a los 
ampos intera
tuantes bajo lanueva teoría. Además, desarrollamos las reglas de Feynman aso
iadas y 
on ello 
al
ulamos lasse

iones transversales de algunos pro
esos relevantes.5.1. Teoría φ4 
on N 
ampos reales φi masivosEste modelo 
onsiste de N 
ampos reales es
alares a
oplados por una intera

ión φ4 que essimétri
a bajo rota
iones de los N 
ampos. Sea

φi(x)(i=1,2,...,N) (5.1)un 
onjunto de N 
ampos gobernados por el Hamiltoniano
H =

∫

d3x

[
1

2
(Πi)2 +

1

2
(∇φi)2 + V (φ2)

] (5.2)
on
~φ · ~φ =

(
φ1, φ2, ..., φN

)
·
(
φ1, φ2, ..., φN

)

= (φ1)2 + (φ2)2 + (φ3)2 + · · · + (φN )2

=
N∑

i=1

(φi)2

≡ (φi)2 (5.3)y 
on un poten
ial donde in
luimos el término de masa:
V (φ2) =

1

2
m2(φi)2 +

λ

4

(
(φi)2

)2 (5.4)80



5.1. Teoría φ4 
on N 
ampos reales φi masivos 81donde V (φ2) es una fun
ión simétri
a bajo rota
iones de ~φ. Para 
on�gura
iones de 
ampo 
lási
o
φi(x) es 
onstante en el espa
iotiempo, de esta manera V (φ2) nos da la úni
a 
ontribu
ión para
H donde V es la energía poten
ial del 
ampo.Considerando el Hamiltoniano dado anteriormente y usando la e
ua
ión de Euler-Lagrangetenemos

∂L
∂φi

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)

)

= 0

−m2φi − λ(φi)3 − ∂µ(∂µφi) = 0

(
∂2

µ +m2
)
φi = −λ(φi)3 (5.5)que es la e
ua
ión de movimiento en la teoría φ4. Si λ = 0 obtenemos N e
ua
iones de Klein-Gordon para N 
ampos.5.1.1. Teoría de perturba
iones y reglas de FeynmanNos interesa 
al
ular las amplitudes de dispersión 
omo una serie perturbativa en el parámetro

λ. Re
ordando que el propagador de Feynman ha sido des
rito por la 
ontra

ión de dos 
ampos
[
φ(x)+, φ(y)−

]
= φ(x)φ(y) = DF (x− y)que no es otra 
osa que la amplitud para que un 
ampo se propague de un punto a otro bajo laa

ión de un operador de 
ampo φ. Por ejemplo si el operador de 
ampo φ1 es el que se propaga,tendremos

φ1(x)φ1(y) = DF (x− y) −→ yx

φ1 (5.6)Esto nos da la amplitud de propaga
ión del 
ampo φ1 del punto y al punto x. Y 
omo tenemos
N 
ampos podemos generalizar

φi(x)φi(y) = DF (x− y) −→ yx

φi (5.7)Si la 
ontra

ión es 
on dos 
ampos diferentes en diferentes posi
iones
φ1(x)φ2(y)no tiene sentido hablar de amplitud de propaga
ión, pues φ1(x) es el 
ampo φ1 en la posi
ión xy φ2(y) es otro 
ampo diferente φ2 en otra posi
ión también diferente y. Ne
esitamos medir el
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ampo en dos posi
iones diferentes para poder hablar de la amplitud de propaga
ión deese 
ampo y por ende del propagador de Feynman. De manera que
φi(x)φj(y)(i6=j) = 0 (5.8)Podemos generalizar ambos 
asos 
on una delta de Kroene
ker

φi(x)φj(y) = δijDF (x− y) (5.9)Podemos 
al
ular la 
ontribu
ión a primer orden de la matriz de dispersión 
on este modelo
0〈|iTσ |〉(1)0 ≡ 0〈~p1~p2|T

{

−i
∫ T

−T

HI(t)dt

}

|~pA~pB〉0

= 0〈~p1~p2|T
{

−i
∫

d4λ

4

(
(φi)2

)2
}

|~pA~pB〉0Y 
on la ayuda de la expresión 5.3
(
φi
)2

= (φ1)2 + (φ2)2 + +(φ3)2...+ (φN )2podemos obtener
(
(φi)2

)2
=

(
(φ1)2 + (φ2)2 + +(φ3)2...+ (φN )2

) (
(φ1)2 + (φ2)2 + +(φ3)2...+ (φN )2

)

=
N∑

i=1

(φi)4 +
N∑

i, j = 1

i 6= j

(φi)2(φj)2

= (φi)4 + (φi)2(φj)2 (5.10)de manera que la 
ontribu
ión a orden uno la desarrollamos 
omo sigue
0〈|iTσ|〉(1)0 =

−iλ
4

∫

d4x0〈~p1~p2|T
{(
φi
)4

+
(
φiφj

)2
}

|~pA~pB〉0

=
−iλ
4

∫

d4x0〈~p1~p2|N
{(
φi
)4

+
(
φiφj

)2
+ 
ontra

iones} |~pA~pB〉0

=
−iλ
4

∫

d4x0〈~p1~p2|N
{

φiφiφiφi + φiφiφjφj + φiφiφiφi + φiφiφiφi+

φiφiφjφj + φiφiφjφj + φiφiφjφj+

}

|~pA~pB〉0Cuando hi
imos el análisis de dispersión en teoría φ4 observamos que a orden uno, sólo los tér-minos que 
are
en de 
ontra

iones 
ontribuyen a la matriz de dispersión. Es la misma situa
iónque enfrentamos en este momento
0〈|iTσ |〉(1)0 =

−iλ
4

∫

d4x0〈~p1~p2|N
{
φiφiφiφi + φiφiφjφj

}
|~pA~pB〉0
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on 4! formas para el primer término y (2!)3 formas para el segundo. Los dos tipos de términosobtenidos son
0〈|iTσ |〉(1)0 =

−iλ
4

∫

d4x0〈~p1~p2|(4!)φi−φi−φi+φi+ + (2!)3φi−φi−φj+
φj+|~pA~pB〉0

= (−6iλ)

∫

d4x0〈~p1~p2|φi−φi−φi+φi+|~pA~pB〉0 +

(−2iλ)

∫

d4x0〈~p1~p2|φi−φi−φj+
φj+|~pA~pB〉0 (5.11)
uyos diagramas y valores para sus vérti
es son

i i

ii

= −6iλ

i i

jj

= −2iλ

Observando la rela
ión de ambos 
asos y los valores de sus vérti
es, podemos generalizar 
onuna delta de Kroene
ker
i j

lk

= −2iλ
(

δijδkl + δilδjk + δikδjl
) (5.12)así si todos los 
ampos son iguales i = j = k = l sobreviven las tres deltas y obtenemos un valorpara el vérti
e de −6iλ y si tenemos dos pares de 
ampos iguales sobrevive una sola delta y nos
olo
amos en el segundo 
aso.5.1.2. Se

ión de dispersión para algunos pro
esosCon las reglas de Feynman en
ontradas anteriormente podemos 
al
ular la se

ión transversaldiferen
ial 
on respe
to al ángulo sólido en el sistema 
entro de masa ( dσ

dΩ

)

cm
para diferentespro
esos de dispersión.5.1.2.1. φ1φ1 −→ φ1φ1Para

φ1φ1 −→ φ1φ1 (5.13)
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pA

p2
p1

pB

φ1 φ1

φ1
φ1

= −2iλ
(
δ11δ11 + δ11δ11 + δ11δ11

)
(2π)4δ(pA + pB − p1 + p2)

= −6iλ(2π)4δ(pA + pB − p1 + p2)donde µ = −6λ, por lo que la se

ión transversal diferen
ial es
(
dσ

dΩ

)

cm

=
|µ|2

64π2E2cm
=

36λ2

64π2E2
cm

=
9λ2

16π2E2
cm5.1.2.2. φ1φ2 −→ φ1φ2Para un pro
eso

φ1φ2 −→ φ1φ2 (5.14)
pA

p2
p1

pB

φ1 φ2

φ2
φ1

= −2iλ
(
δ12δ12 + δ12δ12 + δ11δ22

)
(2π)4δ(pA + pB − p1 + p2)

= −2iλ(2π)4δ(pA + pB − p1 + p2)
on µ = −2λ y la se

ión transversal diferen
ial es
(
dσ

dΩ

)

cm

=
4λ2

64π2E2
cm

=
λ2

16π2E2
cm5.1.2.3. φ1φ1 −→ φ2φ2Para un pro
eso

φ1φ1 −→ φ2φ2 (5.15)
pA

p2
p1

pB

φ1 φ1

φ2
φ2

= −2iλ
(
δ11δ22 + δ12δ12 + δ12δ12

)
(2π)4δ(pA + pB − p1 + p2)

= −2iλ(2π)4δ(pA + pB − p1 + p2)
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on µ = −2λ y la se

ión transversal diferen
ial es
(
dσ

dΩ

)

cm

=
4λ2

64π2E2
cm

=
λ2

16π2E2
cm5.1.3. Análisis de V (φi)En prepara
ión para la 
onstru

ión de la teoría sigma lineal, en esta se

ión analizaremosel poten
ial de la teoría y las impli
a
iones de tomar diferentes 
asos para el valor de la masa

m2 de los 
ampos φi. Queremos motivar el he
ho de que al haber rompimiento de simetría en elpoten
ial, el espe
tro de la teoría 
ambia.5.1.3.1. Caso m2 > 0El poten
ial para m2 > 0 es
V (φ2) =

1

2
m2(φi)2 +

λ

4

(
(φi)2

)2 (5.16)
uyas rai
es estan en
(

1

2
m2 +

λ

4
(φi)2

)

(φi)2 = 0

=⇒ (φi)2 = 0,
−2m2

λ
. (5.17)Por otro lado, el punto 
ríti
o del poten
ial

V ′(φ2) =
m2

2
+
λ

2
(φi)2 = 0

⇒ (φi)2 = −m
2

λ (5.18)que resulta ser mínimo ya que
V ′′(φ2) =

λ

2
> 0 −→ mínimo (5.19)y además V (φ2)min = −m4

4λ
.Los 
ampos φi's están de�nidos 
omo 
ampos es
alares reales y las rai
es obtenidas para elpoten
ial V (φ2) 
on m2 > 0 son negativas, lo que impli
a que φi no es real. Esto nos obliga alanálisis para m2 < 0.
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Figura 5.1: Poten
ial V (φ2) para los 
asos m2 < 0, linea 
ontinua y m2 > 0, linea dis
ontinua.5.1.3.2. Caso m2 < 0El poten
ial para m2 < 0 lo analizaremos 
onsiderando que ahora m2 = −µ2, 
on µ2 > 0

V (φ2) = −1

2
µ2(φi)2 +

λ

4

(
(φi)2

)2 (5.20)
uyas rai
es estan en
(φi)2 = 0,

2µ2

λy el mínimo de poten
ial es
(φi)2 =

µ2

λ
⇒ V (φ2)min = −µ

4

4λ
.En la Fig. (5.1) se muestra el 
omportamiento de V (φ2) en los dos 
asos anteriores.Dado que para m2 < 0, V (φ2) tiene rai
es reales, ahora si podemos analizar explí
itamente
omo es V (φ),

(φi
1,2) = 0

(φi
3,4) = +

−

√

2µ2

λ
. (5.21)
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Figura 5.2: Poten
ial V (φ) para el 
aso m2 = −µ2 < 0Los puntos 
ríti
os del poten
ial
V ′(φ) = −µ2φ+ λφi3 = 0

= (−µ+ λφi2)φi = 0

φi
1 = 0

φi
2,3 = +

−

√

µ2

λ

V ′′ = −µ2 + 3λφi2

V ′′(0) = −µ2 < 0 −→ máximo
V ′′
(

+
−

√

µ2

λ

)

= 2µ2 > 0 −→ mínimos
V (0) = 0 ≡ Vmax

V

(

+
−

√

µ2

λ

)

= −µ
4

4λ
≡ Vmin (5.22)Observamos en la Fig. (5.2) que en V (φi = 0) = 0 hay un máximo lo
al, lo 
ual impli
a que elestado base de la teoría no está 
er
a de φi = 0 
omo era de esperarse. Más bien el estado basede la teoría está 
er
ano al mínimo de V , es de
ir, en V (φi =+

−

√
µ2

λ

). Para obtener el estadobase de la teoría 
er
ano a φi = 0 debemos 
ambiar a φi 
er
ana al mínimo de V .
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Figura 5.3: Poten
ial V (φ) para el 
aso m2 = −µ2 < 0, rotando los N 
ampos iguales.Además, en la Fig. (5.3) ha
emos evidente que el poten
ial tiene simetría rota
ional ante larota
ión de losN 
ampos. Esto es una 
ualidad que se pierde en lo que presentamos a 
ontinua
ióny tiene sus impli
a
iones sobre el espe
tro de la teoría nueva.5.2. Teoría φ4 
on N − 1 
ampos reales Πi sin masa y un 
amporeal σ masivoGra
ias a la invarian
ia rota
ional del poten
ial podemos 
ambiar el mínimo del poten
ial a
φi = 0. Este 
ambio podemos pensarlo en la N-ésima dire

ión y para ha
erlo rede�nimos

φi(x) ≡ Πi(x) 
on i = 1, 2, ..., N − 1

φN (x) = v + σ(x) (5.23)
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v es la 
onstante que nos permite 
olo
arnos en el estado base de la teoría. De manera que elpoten
ial de la Lagrangiana se transforma 
omo sigue

V (φ2) =
1

2
m2

(
N∑

i=1

φi2

)

+
λ

4

(
N∑

i=1

φi2

)2

=
1

2
m2

(
N−1∑

i=1

φi2 + φN 2

)

+
λ

4

(
N−1∑

i=1

φi2 + φN 2

)2

=
1

2
m2

(
N−1∑

i=1

Πi2 + ΠN 2

)

+
λ

4

(
N−1∑

i=1

Πi2 + ΠN 2

)2

=
1

2
m2
(

Πi2 + (v + σ)2
)

+
λ

4

(

Πi2 + (v + σ)2
)2 (5.24)El poten
ial para los N − 1 
ampos Πi's

V (Π2) =
1

2
m2Πi2 +

λ

4

(

Πi2
)2 (5.25)es idénti
o al poten
ial original y en 
onse
uen
ia tiene las mismas solu
iones y mínimo depoten
ial que V (φ2),

Πi(x)1,2 = 0

Πi(x)3,4 = +
−

√

2µ2

λ

V

(

+
−

√

µ2

λ

)

= Vmin = −µ
4

4λ
(5.26)Anali
emos ahora el poten
ial para el N'ésimo 
ampo (v + σ)

V (v + σ) =
1

2
m2(v + σ)2 +

λ

4
(v + σ)4Las rai
es para m2 < 0 y 
on m2 = −µ2 y µ2 > 0, son las siguientes:

(

−1

2
µ2 +

λ

4
(v + σ)2

)

(v + σ)2 = 0

σ1,2 = −v

σ3,4 = +
−

√

2µ2

λ
− v (5.27)sus puntos 
ríti
os son

∂V

∂σ
= −µ2(v + σ) + λ(v + σ)3 = 0

σc1 = −v −→ máximo
σc2,c3 = +

−

√

µ2

λ
− v −→ mínimos (5.28)
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on N − 1 
ampos reales Πi sin masa y un 
ampo real σ masivo 90que al evaluarlos en V (v + σ) nos dan los poten
iales máximo y mínimo:
Vmax = 0

Vmin = −1

2
µ2

(

+
−

√

µ2

λ

)2

+
λ

4

(

+
−

√

µ2

λ

)4

= −µ
4

4λ
(5.29)Observando los resultados para V (v + σ) vemos que tiene una de sus rai
es en σ = −vque también es un máximo lo
al. Si 
al
ulamos la distan
ia sobre el eje de los 
ampos entre elmáximo y el mínimo de este poten
ial y la 
omparamos 
on la distan
ia entre los mismos puntos,pero en V (Π) nos damos 
uenta que son iguales. Esto signi�
a que los puntos 
ríti
os donde seen
uentran los mínimos de V (v+σ) son en σc2,c3 = 0, que es lo que realmente nos importa. Estaobserva
ión geométri
a no siempre es fá
il de ha
erse. Lo que nos interesa es que el mínimo delpoten
ial 
oin
ida 
on el 
ero del 
ampo, en 
uyos alrededores se en
uentra el estado base de lateoría y eso impli
a ha
er que el punto 
ríti
o del mínimo del poten
ial sea igual a 
ero

σc = +
−

√

µ2

λ
− v = 0

v = +
−

√

µ2

λ
(5.30)que nos permite 
ono
er el valor de v. A este pro
eso se le 
ono
e 
omo minimizar al poten
ial.Cono
ida v podemos 
al
ular las rai
es, el máximo y el mínimo del poten
ial V (v + σ)

σ1,2 = −
+

√

µ2

λ

σ3,4 = +
−

√

2µ2

λ
−
+

√

µ2

λ
= (+−

√
2
−
+1)

√

µ2

λ

σc1 = −
+

√

µ2

λ

σc2,c3 = +
−

√

µ2

λ
−
+

√

µ2

λ
= (+−1−+1)

√

µ2

λSi 
ambiamos de signo al poten
ial y a su variable de V (σ) a −V (−σ) y evaluamos esta nuevasitua
ión (ver Fig. (5.4)), nos damos 
uenta que tiene otros valores para las rai
es y los puntos
ríti
os, de he
ho son las mismas 
antidades, pero 
on signo diferente. Esto impli
a que V (σ) 6=
−V (−σ), es de
ir, el poten
ial para el N-ésimo 
ampo ha perdido la simetría respe
to a las
ooredenadas originales, sin embargo preserva simetría respe
to al eje que pasa por su máximo.Nuesta nueva situa
ión es: N − 1 
ampos Π's 
on un poten
ial máximo Vmax en Πi = 0 y un
ampo minimizado σ 
uyo mínimo de poten
ial Vmin sí 
oin
ide 
on σ = 0 donde se en
uentrael estado base de la teoría.
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Figura 5.4: Poten
iales V (σ + v) y V (Π) desplazados uno 
on respe
to al otro.Si desarrollamos el poten
ial de esta nueva Lagrangiana en las nuevas 
oordenadas al quedenominaremos V
V ≡ −1

2
µ2
(

Πi2 + (v + σ)2
)

+
λ

4

(

Πi2 + (v + σ)2
)2

= −1

2
µ2
(

Πi2 + v2 + σ2 + 2vσ
)

+

λ

4

(

Πi4 + 2Πi2v2 + 2Πi2σ2 + 4Πi2vσ + v4 + 4v3σ + 6v2σ2 + 4vσ3 + σ4
)
on v2 = µ2

λ

V = −1

2
µ2

(

Πi2 +

(
µ2

λ

)

+ σ2 + 2

√

µ2

λ
σ

)

+

λ

4

(

Πi4 + 2Πi2
(
µ2

λ

)

+ 2Πi2σ2 + 4

√

µ2

λ
Πi2σ +

(
µ4

λ2

)

+

4

(
µ2

λ

)√

µ2

λ
σ + 6

(
µ2

λ

)

σ2 + 4

√

µ2

λ
σ3 + σ4

)

= µ2σ2 +
λ

4

(

Πi4 + 2Πi2σ2 + 4

√

µ2

λ
Πi2σ + 4

√

µ2

λ
σ3 + σ4

)

− µ4

4λ2
(5.31)nos damos 
uenta de manera 
lara que se han generado N − 1 
ampos Π sin masa denominadosbosones de Goldstone y un 
ampo masivo σ. Esta situa
ión se vuelve muy interesante e importante



5.2. Teoría φ4 
on N − 1 
ampos reales Πi sin masa y un 
ampo real σ masivo 92porque si partimos de las nuevas 
oordenadas 
omo nuestra nueva situa
ión original, tenemosenton
es una teoría que puede generar términos de masa si 
onsideramos la situa
ión ini
ial de
N − 1 
ampos Π y un 
ampo σ; o bien generar términos sin masa si partimos de N − 1 
ampos
σ y un 
ampo Π.5.2.1. Se

ión de dispersiónPara obtener los diferentes tipos de diagramas involu
rados en esta teoría basta 
on observarla nueva Lagrangiana en la que utilizamos lo obtenido en la e
ua
ión (5.31)
L =

1

2

(
∂µΠi

)2
+

1

2
(∂µσ)2 −

(
µ2
)
σ2 − λ

4

(

Πi4 + 2Πi2σ2 + 4

√

µ2

λ
Πi2σ + 4

√

µ2

λ
σ3 + σ4

)

+
µ4

4λ

=
1

2

(
∂µΠi

)2
+

1

2
(∂µσ)2 − 1

2

(
2µ2
)
σ2 − λ

4
Πi4 − λ

2
Πi2σ2 − λ

4
σ4 −

√
λµΠi2σ −

√
λµσ3 +

µ4

4λPara diferen
iar la propaga
ión de 
ampos Π de la propaga
ión del 
ampo σ en los diagra-mas de Feynman, utilizaremos lineas sen
illas y dobles, respe
tivamente. De tal manera que lospropagadores son
ΠiΠi = i i

σσ = (5.32)Además, podemos extraer las reglas de Feynman para los vérti
es dire
tamente de los términosde intera

ión del poten
ial, de manera que
i i

ii

= −6iλ

i i

jj

= −2iλ = −6iλ

i i

= −2iλ

i i

= −2iµ
√

λ = −6iµ
√

λEl 
ál
ulo de los vérti
es enlistados a la dere
ha de los diagramas se ha
e simplemente toman-do los 
oe�
ientes de los 
ampos del poten
ial de intera

ión de la Lagrangiana multipli
ados porlas 
ombina
iones del arreglo diagramáti
o y hemos agregado −i para 
ompletarlo. Los valores
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ampo real σ masivo 93de los vérti
es 
on 
uatro lineas externas son 
ongruentes 
on la delta de Kroene
ker obtenidaen el 
ál
ulo del vérti
e en las 
oordenadas originales, expresión (5.12). Pero adi
ional a estosvérti
es 
uádruples propios de la teoría φ4, también se han generado vérti
es triples 
uyos valoresvan 
omo √
λ. Debido a que el desarrollo perturbativo en serie se hizo 
on una 
onstante de a
o-plamiento λ y no de √

λ, esto impli
a que los vérti
es triples generan nuevos tipos de diagramasque son la unión de dos vérti
es triples para dar una 
ontribu
ión mínima de primer orden ala matriz de dispersión. La 
ombina
ión de 
uatro diagramas triples generan una 
ontribu
iónde segundo orden y así su
esivamente. De nuevo el 
ál
ulo de la matriz de dispersión para unpro
eso de dos partí
ulas en el estado ini
ial y dos partí
ulas en el estado �nal se restringe al
ál
ulo analíti
o de estos nuevos diagramas y sus 
ombina
iones.5.2.1.1. Πi(p1)Π
j(p2) −→ Πk(p3)Π

l(p4)Para un pro
eso
Πi(p1)Π

j(p2) −→ Πk(p3)Π
l(p4)los diagramas involu
rados a primer orden en λ son

i i

lk

i j

k l

= V1 = V2 = V3
= V4

i j

k l

i j

k l

La amplitud de dispersión V1 ya fué 
al
ulada anteriormente, y el resto de las amplitudes dedispersión son
V2 = (−2iµ

√
λ)2
∫

dpσ

(π)4
i

pσ − µ2
(2π)4δ(p1 + p2 − pσ)(2π)4δ(pσ − p3 − p4)

=
−4iµ2λ

(p1 + p2)2 − µ2
(2π)4δ(pσ − p3 − p4)
on
M2 =

−4µ2λ

(p1 + p2)2 − µ2
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ampos reales Πi sin masa y un 
ampo real σ masivo 94y
(
dσ

dΩ

)

cm

=
|M2|2

64π2Ecm
2 =

16µ4λ2

64π2Ecm
2((p1 + p2)2 − µ2)2

=
µ4λ2

4π2Ecm
2((p1 + p2)2 − µ2)2

(5.33)
V3 = (−2iµ

√
λ)2
∫

dpσ

(π)4
i

pσ − µ2
(2π)4δ(p1 − p3 − pσ)(2π)4δ(p2 − pσ − p4)

=
−4iµ2λ

(p1 − p3)2 − µ2
(2π)4δ(pσ − (p4 − p2))
on
M3 =

−4µ2λ

(p1 − p3)2 − µ2y
(
dσ

dΩ

)

cm

=
|M3|2

64π2Ecm
2 =

16µ4λ2

64π2Ecm
2 ((p1 − p3)2 − µ2)2

=
µ4λ2

4π2Ecm
2 ((p1 − p3)2 − µ2)2

(5.34)
V4 = (−2iµ

√
λ)2
∫

dpσ

(π)4
i

pσ − µ2
(2π)4δ(p1 − p4 − pσ)(2π)4δ(p2 − pσ − p3)

=
−4iµ2λ

(p1 − p4)2 − µ2
(2π)4δ(pσ − (p3 − p2))
on
M4 =

−4µ2λ

(p1 − p4)2 − µ2y
(
dσ

dΩ

)

cm

=
|M4|2

64π2Ecm
2 =

16µ4λ2

64π2Ecm
2 ((p1 − p4)2 − µ2)2

=
µ4λ2

4π2Ecm
2 ((p1 − p4)2 − µ2)2

(5.35)5.2.2. Reglas de FeynmanEnton
es, en resumen, las reglas de Feynman para esta teoría son:En el espa
io de 
on�gura
ión
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on N − 1 
ampos reales Πi sin masa y un 
ampo real σ masivo 951. Por 
ada propagador
ΠiΠi = D(x− y) = i i

σσ = D(x− y) =2. Por 
ada vérti
e
= −6iλ

= −2iλ(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

i j

lk

= −2iλ δij

i j

= −2iµ
√

λ δij = −6iµ
√

λ

i j3. Por 
ada línea externa
px

px

= e−ipx

= e−ipx4. Dividir por el fa
tor de simetríaEn el espa
io de momento1. Por 
ada propagador
ΠiΠj =

i δij

p2
= i j

σσ =
i

p2 − 2µ2
=2. Por 
ada vérti
e
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= −6iλ

= −2iλ(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

i j

lk

= −2iλ δij

i j

= −2iµ
√

λ δij = −6iµ
√

λ

i j3. Por 
ada línea externa
p

= 1

= 1

p

4. Imponer la 
onserva
ión de momento en 
ada vérti
e5. Integrar sobre 
ada momento de lazo6. Dividir por el fa
tor de simetría5.3. Teoría sigma linealExploremos el poten
ial anterior 
on un término adi
ional de la forma
∆V = −aφN = −a (v + σ(x)) (5.36)
on a≪ 1.Los φN−1 
ampos no sufren ningún 
ambio por lo que las solu
iones para Πi son las mismas.Para el N-ésimo 
ampo que se le ha agregado un término lineal en σ, el poten
ial queda

V =
1

2
m2(v + σ)2 +

λ

4
(v + σ)4 − a(v + σ) (5.37)



5.3. Teoría sigma lineal 97
uyas solu
iones para m2 < 0 
on m2 = −µ y µ > 0 son
V = −1

2
µ2(v + σ)2 +

λ

4
(v + σ)4 − a(v + σ) (5.38)

(

−1

2
µ2(v + σ) +

λ

4
(v + σ)3 − a

)

(v + σ) = 0

σ1 = −v (5.39)quedando la e
ua
ión 
úbi
a
(v + σ)3 − 2µ2

λ
(v + σ) − 4a

λ
= 0la 
ual tiene una solu
ión real dada por la fórmula de Tartaglia para e
ua
iones 
úbi
as de laforma x3 + px = q obtenida mediante el método de Cardano (ver Apéndi
e F):

v + σ =

(

q

2
+

√
(q

2

)2
+
(p

3

)3
) 1

3

+

(

q

2
−
√
(q

2

)2
+
(p

3

)3
) 1

3
on
q =

4a

λ

p = −2µ2

λasí la segunda solu
ión para σ
σ2 =




2a

λ
+

√
(

2a

λ

)2

−
(

2µ2

3λ

)3




1

3

+




2a

λ
−

√
(

2a

λ

)2

−
(

2µ2

3λ

)3




1

3

− vesta solu
ión está 
ondi
ionada a
−

√
(

2µ2

3λ

)3

≥
(

2a

λ

)

≥

√
(

2µ2

3λ

)3Si evaluamos la raiz en
(

2a

λ

)

= +
−

(
2µ2

3λ

) 3

2 (5.40)nos queda
σ2 = +

−2

(
2µ2

3λ

) 1

2

− v (5.41)



5.3. Teoría sigma lineal 98que al sustituirla en el nuevo poten
ial (5.38) nos per
atamos de que efe
tivamente es una raiz.Para el 
ál
ulo de los puntos 
ríti
os del poten
ial ne
esitamos la primera derivada del mismo,en
ontrando de nuevo una e
ua
ión 
úbi
a que resolvemos 
on el mismo método:
V ′ = −µ2(v + σ) + λ(v + σ)3 − a = 0 (5.42)

q =
a

λ

p = −µ
2

λde manera que el punto 
ríti
o donde se en
uentra el mínimo del poten
ial es
σc = +

−2

(
µ2

3λ

) 1

2

− v (5.43)que 
umple 
on V ′(σc) = 0 y V ′′(σc) > 0. El mínimo para el poten
ial es
V (σc) = −1

2
µ2

(

+
−2

(
µ2

3λ

) 1

2

)2

+
λ

4

(

+
−2

(
µ2

3λ

) 1

2

)4

− a

(

+
−2

(
µ2

3λ

) 1

2

)

≡ Vmin

Vmin = −2

9

(

1 +
√

2
)(µ4

λ

) (5.44)Ha
iendo el 
ambio de V (σ) por −V (−σ) nos queda un poten
ial
V =

1

2
µ2(v − σ)2 − λ

4
(v − σ)4 + a(v − σ) (5.45)
on solu
iones

σ1 = v

σ2 = v −




2a

λ
+

√
(

2a

λ

)2

−
(

2µ2

3λ

)3




1

3

−




2a

λ
−

√
(

2a

λ

)2

−
(

2µ2

3λ

)3




1

3que no 
oin
iden 
on las rai
es del poten
ial original. V (σ) 6= −V (−σ) y por lo tanto no haysimetría en el poten
ial.En esta situa
ión no hay un punto 
ríti
o del poten
ial que 
oin
ida 
on alguna raiz u otrareferen
ia geométri
a que nos permita inferir el valor de v que minimiza al poten
ial, pero sipodemos 
al
ularlo ha
iendo 
oin
idir al punto 
ríti
o del mínimo del poten
ial 
on el 
ero del
ampo,
σc = +

−2

(
µ2

3λ

) 1

2

− v ≡ 0

v = +
−2

(
µ2

3λ

) 1

2 (5.46)
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Figura 5.5: Poten
ial V + ∆V .Esto nos permite 
al
ular los valores de las rai
es
σ1 = −

+2

√

µ2

3λ

σ2 = +
−2

√

2µ2

3λ
− 2
√

µ23λ =+
− 2(

√
2 − 1)

√

µ2

3λ
(5.47)y 
ono
er de manera pre
isa el nuevo poten
ial, que ha perdido totalmente la simetría 
on eltérmino lineal en σ y 
onstante de a
oplamiento a (ver Fig. (5.5)).Si tomamos la expresión 5.40 podemos 
ono
er el orden de la 
ontante de a
oplamiento

(
2a

λ

)

= +
−

(
2µ2

3λ

) 3

2

a =

√
2

6
µ2

(

2

√

µ2

3λ

)

a =

(√
2

6
v

)

µ2 (5.48)que en efe
to a≪ 1 y además nos di
e que el 
uadrado de la masa del Π generado va 
omo
m2

Π ∼ a (5.49)



Con
lusiones
A ún después de revisar los 
on
eptos 
lási
os de la teoría libre de Klein-Gordon parapartí
ulas es
alares reales, de 
uantizar la teoría y luego 
onstruir los propagadores de
ampos que 
umplan 
on el prin
ipio de 
ausalidad; no imaginaba el fas
inante formalismo quese ave
inaba para la des
rip
ión de los 
ampos 
uánti
os relativistas intera
tuantes.La 
onstru

ión de la fun
ión de 
orrela
ión, el teorema de Wi
k y las de�ni
iones de 
ampos
on orden temporal y normal, sentaron las bases del edi�
io de la teoría φ4 y posteriormente, dela teoría sigma lineal.Estos 
on
eptos nos permitieron 
onstruir una bella herramienta diagramáti
a que nos ayudóa simpli�
ar el análisis matemáti
o y representar ade
uadamente la situa
ión físi
a: los diagramasde Feynman. Con ellos se logra un análisis perturbativo de las teorías φ4 y sigma lineal para el
ál
ulo de se

iones de dispersión de 
ampos 
uánti
os.El análisis de 
ampos intera
tuantes en teoría φ4 primero para uno y después para N 
ampos,nos permitió el estudio de pro
esos de dispersión entre bosones masivos de espín 
ero. Ademásnos permitió extender este tratamiento para la des
rip
ión de N−1 
ampos sin masa y un 
ampomasivo. Esto nos ayudó a mostrar el me
anismo mediante el 
ual se da la genera
ión de masaa partir de un rompimiento de simetría en la teoría sigma lineal y mostrar la rela
ión entre elparámetro de rompimiento de simetría y la masa generada.Finalmente, es importante men
ionar que las herramientas que desarrollé en este trabajo, sepueden utilizar 
omo base para el estudio posterior de dispersión de bosones utilizando 
amposes
alares 
omplejos, dispersión de fermiones, et
.
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Apéndi
e A Nota
ión relativista
A.1. Unidades naturalesTrabajaremos en unidades naturales donde ~ = c = 1, lo 
ual impli
a que

[longitud] = [tiempo] = [energia]−1 = [masa]−1.Es de
ir, la masa m de una partí
ula es igual a su energía en reposo y además son iguales asu longitud inversa mc2 y a su longitud de onda Compton inversa mc
~
. Por ejemplo la masa delele
trón,

me = 9.109 × 10−28gr = 0.511MeV = 3.862 × 10−11cm−1 (A.1)A.2. La métri
aConsideremos dos eventos en el espa
io-tiempo (x, y, z, t) y (x + dx, y + dy, z + dz, t + dt).Generalizamos la no
ión de distancia entre dos eventos al de intervalo entre dos puntos en elespa
iotiempo: ds. Podemos tomar la métri
a
d2s = d2t+ d2x+ d2y + d2z (A.2)pero esta métri
a no es invariante ante las transforma
iones de Lorentz. Para que ds sea el mismopara todo observador, es de
ir, para todo sistema de referen
ia iner
ial, ds debe ser invarianteante las transforma
iones de Lorentz y bajo rota
iones; así que usaremos la métri
a
d2s = d2t− (d2x+ d2y + d2z) (A.3)Con esta de�ni
ión para ds se pueden presentar tres 
asos:

d2s > 0: eventos separados por un intervalo 
omo el tiempo o temporaloides (ver Fig. 2.1)
d2s < 0: eventos separados por un intervalo 
omo el espa
io o espa
ialoides (ver Fig. 2.2)
d2s = 0: eventos separados por un intervalo 
omo la luz o nulos101



A.2. La métri
a 102En el espa
io, el ve
tor (x, y, z) aso
iado 
on d3r = d2x+d2y+d2z es invariante ante rota
ionesy es de�nido positivo. Para generalizar esta idea al espa
iotiempo, tenemos el problema de queel intervalo invariante ya no es de�nido positivo. Por lo anterior, introdu
imos la nota
ión deve
tor 
ontravariante
xµ = (x0, x1, x2, x3) (A.4)y de ve
tor 
ovariante
xµ = (x0, x1, x2, x3). (A.5)El produ
to interno de un ve
tor 
ovariante 
on un ve
tor 
ontravariante en un invariante(es
alar):

xµxµ = x0x0 + x1x1 + x2x2 + x3x3. (A.6)Para nuestro 
aso los ve
tores quedan
xµ = (t, x, y, z), xµ = (t,−x,−y,−z) (A.7)y el produ
to interior es

xµxµ = t2 − (x2 + y2 + z2). (A.8)De manera que la métri
a d2s la podemos representar en términos de ve
tores 
ovariantes y
ontravariantes:
d2s = dx0dx0 + dx1dx1 + dx2dx2 + dx3dx3

= dxµdxµ, (A.9)donde se usa la 
onven
ión de Einstein para suma sobre índi
es repetidos.La rela
ión entre un ve
tor 
ovariante y uno 
ontravariante la podemos explorar planteandolo siguiente
xµ = Kxµ (A.10)de manera que











x0

x1

x2

x3











= K











x0

x1

x2

x3











=











k11 k12 k13 k14

k21 k22 k23 k24

k31 k32 k33 k34

k41 k42 k43 k44





















x0

x1

x2

x3











(A.11)
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a 103donde la matriz in
ógnita de 4 × 4 es la matriz de transforma
ión que nos da la rela
ión entreun ve
tor 
ovariante y uno 
ontravariante. Considerando que
x0 = x0, x1 = −x1, x2 = −x2, x3 = −x3 (A.12)se resuelve la matriz K










x0

x1

x2

x3











=











1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1





















x0

x1

x2

x3











. (A.13)De�nimos el tensor métri
o
gµν =











1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1











(A.14)de manera que
xµ = gµνx

µ. (A.15)Además vemos que el determinante de gµν

det

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −1 6= 0 (A.16)lo que impli
a que su inversa existe
(

gµν

)−1
= 1

det(gµν )Adj(gµν) = (−1)











−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











T

=











1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1











= gµν ,es de
ir
gµν = gµν . (A.17)



Apéndi
e B E
ua
iones deEuler-Lagrange
En teoría 
lási
a de 
ampo la a

ión puede ser es
rita 
omo la integral espa
ial de la densidadLagrangiana, denotada por L,

S =

∫

L(φ, ∂µφ)d4x (B.1)que debe 
umplir que
δS = δ

∫

L(φ(x), ∂µφ(x))d4xo bien
δS = δ

∫

L(φ(~x, t), ∂µφ(~x, t))d4x (B.2)sometemos a las 
oordenadas del espa
io-tiempo xµ y al 
ampo φ, a pequeñas varia
iones que seanulen en la frontera.Las varia
iones en las 
oordenadas son:
xµ −→ x′µ = xµ + δxµ (B.3)La varia
ión del 
ampo en el mismo punto es:

φ(x) −→ φ′(x) = φ(x) + δφ(x) (B.4)La varia
ión total del 
ampo es:
φ′(x′) = φ(x) + △φ(x) (B.5)o bien
φ′(x′) = φ(x′) + δφ(x′) (B.6)de manera que

φ(x) + △φ = φ(x′) + δφ(x′)104
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△φ = φ(x′) + δφ(x′) − φ(x)

= φ(x+ δx) + δφ(x′) − φ(x) (B.7)dado que δx es muy pequeña, podemos ha
er una aproxima
ión a primer orden de
φ(x′) = φ(x+ δx)

φ(x′) = φ(x+ δx)

= φ(x) + (∂µφ(x)) δxµ + O
(
δx2
) (B.8)de manera que △φ nos queda

△φ = φ(xµ) + (∂µφ(x)) δxµ − φ(xµ) + δφ(x′)

= (∂µφ(x)) δxµ + δφ(x′) (B.9)El término δφ(x′) es también pequeño, por lo que podemos ha
er un desarrollo en serie y tomarla aproxima
ión a primer orden
δφ(x′) = δφ(x + δx)

= δφ(x) + (∂µδφ(x)) δxµ + O
(
δx2
) (B.10)pero

∂µ (δφ(x)) = ∂µ (φ(x′) − φ(x))

= ∂µφ(x′) − ∂µφ(x)

= δ (∂µφ(x)) (B.11)así
δφ(x′) = δφ(x) + δ (∂µφ(x)) · δxµ + O

(
δx2
) (B.12)por lo que △φ(x) a primer orden nos queda

△φ(x) = (∂µφ(x)) .δxµ + δ (∂µφ(x)) · δxµ + δφ(x) (B.13)El segundo término es una delta al 
uadrado que 
orresponde a una 
ontribu
ión a segundoorden, razón por la que podemos des
artarla. El ter
er término es la varia
ión del 
ampo en elmismo punto por lo que no 
ontribuye a la varia
ión total del 
ampo. Siendo así, la varia
ión
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iones de Euler-Lagrange 106total del 
ampo queda en términos del produ
to punto de la 
uadriderivada del 
ampo por la
uadrivaria
ión del mismo:
△φ(x) = (∂µφ(x)) · δxµ (B.14)lo que impli
a que la expresión para la varia
ión total del 
ampo en la e
ua
ión (B.5) nos queda
φ′(x′) = φ(x) + ∂(x) · δxµ (B.15)Luego la varia
ión de la a

ión es:

δS = δ
∫
L (φ, ∂µφ, x

µ) d4x

=
∫
L (φ′, ∂µφ

′, x′µ) d4x′ −
∫
L (φ, ∂µφ, x

µ) d4x

= 0 (B.16)donde la transforma
ión de 
oordenadas entre x′ y x está dada por el Ja
obiano
d4x′ = J (x′, x)d4x (B.17)que tiene la forma

J (x′, x) = det(∂x′µ
∂xν

)

= det(∂(xµ + δxµ)

∂xν

)

= det (δµ
ν + ∂ν(δx

µ))

=
∏

µ=0,1,2,3

(1 + ∂µ(δxµ)) (B.18)de manera que la varia
ión de la a

ión de la e
ua
ión (B.16) queda
δS =

∫

L
(
φ′, ∂µφ

′, x′µ
)
J (x′, x)d4x−

∫

L (φ, ∂µφ, x
µ) d4x

=

∫

L
(
φ′, ∂µφ

′, x′µ
)
(1 + ∂µ(δxµ)) d4x−

∫

L (φ, ∂µφ, x
µ) d4x

=

∫

L
(
φ′, ∂µφ

′, x′µ
)
dx4 −

∫

L (φ, ∂µφ, x
µ) d4x+

∫

L
(
φ′, ∂µφ

′, x′µ
)
∂µ(δxµ)d4x

=

∫

δLd4x+

∫

L
(
φ′, ∂µφ

′, x′µ
)
∂µ(δxµ)d4x

=

∫
[
δL + L

(
φ′, ∂µφ

′, x′µ
)
∂µ(δxµ)

]
d4x

=

∫ [(
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ) +

∂L
∂xµ

δxµ

)

+ L · ∂µ(δxµ)

]

d4x (B.19)
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ando el resultado (B.11) al segundo término de la expresión anterior y reexpresando el ter
ertérmino
δS =

∫ [
∂L
∂φ

· δφ +
∂L

∂(∂µφ)
· ∂µδφ+ ∂µL · δxµ + L · ∂µ(δxµ)

]

d4x (B.20)observando que
∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
· δφ
)

=
∂L

∂(∂µφ)
· ∂µδφ+ ∂µ

∂L

∂(∂µφ)
· δφ (B.21)nos da el segundo término de la expresión (B.20) 
omo la diferen
ia

∂L

∂(∂µφ)
· ∂µδφ = ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
· δφ
)

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
· δφ (B.22)y apli
ando la regla de la 
adena a la aso
ia
ión de los términos ter
ero y 
uarto, δS nos queda

δS =

∫ [
∂L
∂φ

· δφ − ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
· δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
· δφ
)

+ ∂µ (L · δxµ)

]

d4x

=

∫ [(
∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

)

· δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
· δφ+ L · δxµ

)]

d4x (B.23)El segundo término podemos expresarlo 
omo una integral de super�
ie sobre la frontera de laregión de integra
ión del espa
io-tiempo 
uadri-dimensional. Dada las 
on�gura
iones de 
ampoini
ial y �nal, δφ y δx son 
ero en t ini
ial y t �nal de esta región; de manera que este términose anula. De modo que δS se redu
e a
δS =

∫ [(
∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

)

· δφ
]

d4s

≡ 0 (B.24)asumiendo que δφ 6= 0 enton
es obtenemos las e
ua
iones de Euler-Lagrange
(
∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

)

= 0 (B.25)



Apéndi
e C Rela
iones de
onmuta
ión
C.1. Conmutadores de a~p y a

†
~pTomando la parte espa
ial de las expresiones para φ y π podemos veri�
ar estas rela
ionesentre los operadores a~p y a†~p

φ(~x) =

∫
d3~p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
i~p·~x + a†

~p
e−i~p·~x

)

π(~x) =

∫
d3~p

(2π)3
(−i)

√

E~p

2

(

a~pe
i~p·~x − a†

~p
e−i~p·~x

) (C.1)Veamos
[φ(~x), π(~x′)] = φ(~x)π(~x′) − π(~x′)φ(~x)

=

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
(−i)

2

√

E~p′

E~p
(

a~pe
i~p·~x + a†

~p
e−i~p·~x

)(

a~p′
e i~p′·~x′ − a†

~p′
e−i~p′·~x′

)

−
(

a~p′
e i~p′·~x′ − a†

~p′
e−i~p′·~x′

)(

a~pe
i~p·~x + a†

~p
e−i~p·~x

)

=

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
(−i)

2

√

E~p′

E~p
(

−a~pa
†
~p′
e i(~p·~x−~p′·~x′) + a†~pa~p′

e−i(~p·~x−~p′·~x′)
)

+
(

−a~p′
a†

~p
e−i(~p·~x−~p′·~x′) + a†

~p′
a~pe

i(~p·~x−~p′·~x′)
)

+

=

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
i

2

√

E~p′

E~p
(

[a~p, a
†
~p′
]e i(~p·~x−~p′·~x′) + [a~p′

, a†
~p
]e−i(~p·~x−~p′·~x′)

) (C.2)los términos generados por la multipli
a
ión de a~p 
on a~p′
o bien por a†~p 
on a†~p′ nos produ
en
onmutadores de la forma [a~p, a~p′

] y [a†
~p
, a~p′

†
] los 
uales valen 
ero. Ha
iendo uso de la misma108
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109de�ni
ión (2.11) podemos 
ontinuar 
on
[φ(~x), π(~x′)] =

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
(−i)

2

√

E~p′

E~p

(2π)3δ(3)(~p − ~p′)e i(~p·~x−~p′·~x′) +

(2π)3δ(3)(~p′ − ~p)e−i(~p·~x−~p′·~x′) (C.3)tomando la propiedad de la delta que re�ere δ(−x) = δ(x) e integrando 
on respe
to ~p′ primeroy después 
on respe
to a ~p
[φ(~x), π(~x′)] =

∫
d3~p

(2π)3
i

2

(

e i~p(~x−~x′) + e−i~p(~x−~x′)
)

=
i

2

(

δ(3)(~x− ~x′) + δ(3)(−(~x− ~x′))
)

= iδ(3)(~x− ~x′) (C.4)si rees
ribimos las expresiones (C.1) 
omo
φ(~x) =

∫
d3~p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~p + a†~−p

)

e i~p·~x

π(~x) =

∫
d3~p

(2π)3
(−i)

√

E~p

2

(

a~p − a†~−p

)

e i~p·~x (C.5)el 
ál
ulo del 
onmutador [φ(~x), π(~x′)] puede verse de manera más dire
ta.C.2. El Hamiltoniano H en términos de a~p y a
†
~pUsando las expresiónes para para el 
ampo φ(~x) y el momento π(~x) en (C.1) y la densidadHamiltoniana de Klein-Gordon separada de la siguiente manera

HKG =
1

2
π2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2

= Hπ2 + H(∇φ)2 + Hm2φ2 , (C.6)tendremos el Hamiltoniano H
H =

∫

d3~xHπ2 +

∫

d3~xH(∇φ)2 +

∫

d3~xHm2φ2

= Hπ2 +H(∇φ)2 +Hm2φ2. (C.7)
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110Analizamos término a término:
π2(~x) = π(~x)π(~x)

=

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
(−i)2

√

E~p

2

√

E~p′

2
·

(

a ~pe
i~p·~x − a†

~p
e−i~p·~x

)(

a~p′
e i~p′·~x′ − a†

~p′
e−i~p′·~x′

)

=

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3

√

E~pE~p′

2
·

(

−a~pa~p′
e i~x·(~p′−(−~p)) + a~pa

†
~p′
e−i~x·(~p′−(~p))+

a†
~p
a~p′

e i~x·(~p′−(~p)) − a†
~p
a†

~p′
e−i~x·(~p′−(−~p))

) (C.8)luego
Hπ2 =

1

2

∫

d3~xπ2

=
1

2

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
d3~x

√

E~pE~p′

2
·

(

−a~pa~p′
e i~x·(~p′−(−~p)) + a~pa

†
~p′
e−i~x·(~p′−(~p))+

a†~pa~p′
e i~x·(~p′−(~p)) − a†~pa

†
~p′
e−i~x·(~p′−(−~p))

) (C.9)integrando primero sobre d3~x nos produ
en deltas de momento que después las podemos usarpara integrar sobre d3~p′

Hπ2 =
1

2

∫
(d3~p)(d3~p′)

(2π)3

√

E~pE~p′

2
·

(

−a~pa~p′
δ3(~p′ − (−~p)) + a~pa

†
~p′
δ3(~p′ − ~p)+

a†
~p
a~p′
δ3(~p′ − ~p) − a†

~p
a†

~p′
δ3(~p′ − (−~p))

)

=
1

2

∫
d3~p

(2π)3
E~p

2

(

−a~pa−~p + a~pa
†
~p
+ a†

~p
a~p − a†

~p
a†−~p

) (C.10)Ahora 
on (∇φ)2, tenemos
φ(~x) =

∫
d3~p

(2π)3
1

√
2E~p

(

a~pe
i~p·~x + a†

~p
e−i~p·~x

) (C.11)tomando la derivada espa
ial
∇φ =

∫
d3~p

(2π)3
i~p

√
2E~p

(

a~pe
i~p·~x − a†

~p
e−i~p·~x

) (C.12)
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111elevando al 
uadrado
(∇φ)2 = −

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
~p~p′

2
√

E~pE~p′

·

(

a~pe
i~p·~x − a†

~p
e−i~p·~x

)(

a~p′
e i~p′·~x′ − a†

~p′
e−i~p′·~x′

)

=

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
~p~p′

2
√

E~pE~p′

·

(

−a~pa~p′
e i~x·(~p′−(−~p)) + a~pa

†
~p′
e−i~x·(~p′−~p)

+a†
~p
a~p′

e i~x·(~p′−~p) − a†
~p
a†

~p′
e−i~x·(~p′−(−~p))

) (C.13)luego presentamos H(∇φ)2 en términos de a y a†
H(∇φ)2 =

1

2

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
d3~x

~p~p′

2
√

E~pE~p′

·

(

−a~pa~p′
e i~x·(~p′−(−~p)) + a~pa

†
~p′
e−i~x·(~p′−~p)

+a†
~p
a~p′

e i~x·(~p′−~p) − a†
~p
a†

~p′
e−i~x·(~p′−(−~p))

)

=
1

2

∫
(d3~p)(d3~p′)

(2π)3
~p~p′

2
√

E~pE~p′

·

(

−a~pa~p′
δ3(~p′ − (−~p)) + a~pa

†
~p′
δ3(~p′ − ~p)

+a†
~p
a~p′
δ3(~p′ − ~p) − a†

~p
a†

~p′
δ3(~p′ − (−~p))

)

=
1

2

∫
d3~p

(2π)3
p2

2E~p

(

a~pa−~p + a~pa
†
~p
+ a†

~p
a~p + a†

~p
a†−~p

) (C.14)Por último m2φ2

m2φ2 = m2

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
1

2
√

E~pE~p′

·

(

a~pe
i~p·~x + a†~pe

−i~p·~x
)(

a~p′
e i~p′·~x + a†~p′e

−i~p′·~x
)

=

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
m2

2
√

2E~pE~p′

·

(

a~pa~p′
e i~x·(~p′−(−~p)) + a~pa

†
~p′
e−i~x·(~p′−~p)

+a†
~p
a~p′

e i~x·(~p′−~p) + a†
~p
a†

~p′
e−i~x·(~p′−(−~p))

) (C.15)
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112y de igual manera que lo hi
imos 
on los otros términos
Hm2φ2 =

1

2

∫
d3~p

(2π)3
d3~p′

(2π)3
d3~x

m2

2
√

E~pE~p′

·

(

a~pa~p′
e i~x·(~p′−(−~p)) + a~pa

†
~p′
e−i~x·(~p′−~p)

+a†
~p
a~p′

e i~x·(~p′−~p) + a†
~p
a†

~p′
e−i~x·(~p′−(−~p))

)

=
1

2

∫
(d3~p)(d3~p′)

(2π)3
m2

2
√

E~pE~p′

·

(

a~pa~p′
δ3(~p′ − (−~p)) + a~pa

†
~p′
δ3(~p′ − ~p)

+a†
~p
a~p′
δ3(~p− ~p) + a†

~p
a†

~p′
δ3(~p′ − (−~p))

)

=
1

2

∫
d3~p

(2π)3
m2

2E~p

(

a~pa−~p + a~pa
†
~p
+ a†

~p
a~p + a†

~p
a†−~p

) (C.16)Finalmente
HKG = Hπ2 +H(∇φ)2 +Hm2φ2

=
1

2

∫
d3~p

(2π)3

[
E~p

2

(

−a~pa−~p + a~pa
†
~p
+ a†

~p
a~p − a†

~p
a†−~p

)

+

p2

2E~p

(

a~pa−~p + a~pa
†
~p
+ a†

~p
a~p + a†

~p
a†−~p

)

+

m2

2E~p

(

a~pa−~p + a~pa
†
~p
+ a†

~p
a~p + a†

~p
a†−~p

)] (C.17)dado que
p2

2E~p

+
m2

2E~p

=
p2 +m2

2E~p

=
E2

~p

2E~p

=
E~p

2
(C.18)podemos aso
iar los tres términos en uno solo

HKG =
1

2

∫
d3~p

(2π)3
E~p

2

(

−a~pa−~p + a~pa
†
~p
+ a†

~p
a~p − a†

~p
a†−~p

+

a~pa−~p + a~pa
†
~p
+ a†

~p
a~p + a†

~p
a†−~p

)

=
1

2

∫
d3~p

(2π)3
E~p

(

a~pa
†
~p + a†~pa~p

) (C.19)pero el 
onmutador
[a~p, a

†
~p
] = a~pa

†
~p
− a†

~p
a~p

= (2π)3 δ(3)(~p− ~p) = (2π)3 δ(~0). (C.20)
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HKG =

1

2

∫
d3~p

(2π)3
E~p

(

a†
~p
a~p + a†

~p
a~p + (2π)3 δ(3)(~0)

)

=

∫
d3~p

(2π)3
E~p

(

a†~pa~p +
1

2
(2π)3 δ(3)(~0)

)

=

∫
d3~p

(2π)3
E~p

(

a†
~p
a~p +

1

2
[a~p, a

†
~p
]

) (C.21)Vemos que el segundo término δ3(~0), diverge al in�nito. Esta 
onstante de energía in�nita re-presenta la suma sobre todos los modos de energía de punto 
ero. La energía de punto 
ero oenergía posible más baja es la energía de 
ada modo de Fourier o bien de 
ada punto del va
íoque ha sido modelado 
omo un os
ilador armóni
o simple.



Apéndi
e D Operador de evolu
ióntemporal
D.1. Representa
ión en serieSea la serie de poten
ias

U(t, t0) = e−i
R t

n=0
dt′HI(t′) ≡

∞∑

n=0

an(t− t0)
n (D.1)ha
iendo su desarrollo

a0 + a1(t− t0)
1 + ... = 1 + (−i)

∫ t

t0

dt1HI(t1) + ... (D.2)y dado que la fun
ión es analíti
a en el dominio, los 
oe�
ientes de Taylor son
an =

U (n)(t, t0)

n!
|t=t0 (D.3)podemos 
al
ular los 
oe�
ientes an

a0 =
U (0)(t, t0)

0!
|t=t0 = U (0)(t0, t0) = e−i

R t0
t0

dt′HI(t′)

a0 = 1

a1 =
U (1)

1!
|t=t0 =

d

dt
e
−i

R t
t0

dt′HI(t′)|t=t0 =

[

e
−i

R t
t0

dt′HI(t′) · (−i) d
dt

∫ t

t0

dt′HI(t
′)

]

t=t0

a1 = (−iHI(to)) (D.4)
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a2 =

U (2)

2!
|t=t0 =

1

2!

d

dt
U (1)

=
1

2!

[

e
−i

R t
t0

dt′HI(t′) · (−i) d
dt

∫ t

t0

dt′HI(t
′)(−i) d

dt

∫ t

t0

dt′HI(t
′) +

e
−i

R t
t0

dt′HI (t′) · (−i) d
dt′

(
d

dt

∫ t

t0

dt′HI(t
′)

)]

t=t0

=
1

2!

[

(−i)2H2
I (t0) + (−i) d

dt
HI(t0)

]

=
1

2!

[

(−i)2H2
I (t0) + (−i) d

dt

∫

d3x
λ

4!
Φ4

I(t0, ~x)

]

=
1

2!

[

(−i)2H2
I (t0) + (−i) λ

4!

∫

d3x
d

dt

(

e iH0(t−t0)Φ4(t0, ~x)e
−iH0(t−t0)

)]

=
1

2!

[

(−i)2H2
I (t0) + (−i) λ

4!

∫

d3x
d

dt
Φ4(t0, ~x) (iH0t− iH0t)

]

a2 =
1

2!
(−iHI(t0))

2

a3 =
U (3)

3!
=

1

3!

d

dt

(2)

=

[

e
−i

R t
t0

dt′HI (t′)
(−i)3H3

I (t) + 2(−i)2e−i
R t
t0

dt′HI (t′)
HI(t)

d

dt
HI(t)+

e
−i

R t
t0

dt′HI (t′)
(−i) d

dt
HI(t) + e

−i
R t
t0

dt′HI (t′)
(−i) d

2

dt2
HI(t)

]

t=t0

a3 =
1

3!
(−iHI(t0))

3

.

.

.

an =
1

n!
(−iHI(t0))

n

.

.

. (D.5)



D.2. Generaliza
ión y propiedades 116Estable
iendo un re
ono
imiento de los téminos de ambos lados de la igualdad de la serie (D.2)podemos obtener (t− t0)

a0 = 1

a1(t− t0) = (−i)
∫ t

t0

dt1HI(t1)

(t− t0) =
1

HI(t0)

∫ t

t0

dt1HI(t1)

1

2!
(−iHI(t0))

2(t− t0)
2 =

1

2!
(−i)2

∫ t

t0

dt1dt2T{HI(t1)HI(t2)}

(t− t0)
2 =

1

H2
I (t0)

∫ t

t0

dt1dt2T{HI(t1)HI(t2)}

.

.

. (D.6)Por último, la razón entre los términos n y n− 1 de la serie es
an(t− t0)

n

an−1(t− t0)n−1
=

1
n!(−iHI(t0))

n(t− t0)
n

1
(n−1)!(−iHI(t0))n−1(t− t0)n−1

=
1

n
(−iHI(t0))(t− t0)n

=
1

n
(−iHI(t0))

1

HI(t0)

∫ t

t0

dtnHI(tn)

=
−i
n

∫ t

t0

dtnHI(tn) (D.7)de manera que 
ada término de la serie de U(t, t0) es −i
n

∫ t

t0
dtnHI(tn) ve
es el término previo.D.2. Generaliza
ión y propiedadesEs 
onveniente generalizar la de�ni
ión del operador U permitiéndole que tome otros valoresdiferentes al tiempo de referen
ia t0, es de
ir,

t0 −→ t′ −→ t 
on t0 ≤ t′ ≤ t (D.8)El 
ampo al tiempo t′ es
φ(x) = e iHt′φ(~x)e−iHt′ (D.9)
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ión y propiedades 117pero 
omo al tiempo t′ 
ondi
ionaremos que no existen intera

iones del 
ampo, enton
es laexpresión para el mismo nos queda en términos de H0

φ(x) = e iH0t′φ(~x)e−iH0t′ (D.10)Ahora el 
ampo de t0 −→ t′, o bien al tiempo t′ 
on respe
to a t0 es
φ(t′, ~x) = e iH0(t′−t0)φ(t0, ~x)e

−iH0(t′−t0) (D.11)Luego el 
ampo al tiempo t pero 
on respe
to a t′, es de
ir el 
ampo de t′ −→ t

φ(t, ~x) = e iH(t−t′)φ(t′, ~x)e−iH(t−t′) (D.12)y 
ombinando las dos expresiones anteriores
φ(t, ~x) = e iH(t−t′)e iH0(t′−t0)φ(t0, ~x)e

−iH0(t′−t0)e−iH(t−t′) (D.13)y de
e

+

−
i(Hi(t−t1)+Hj(t1−t2)) = 1+

−i

(

Hi(t− t1) +Hj(t1 − t2)

)

+
−...

= 1+
−i

(

Hj(t1 − t2) +Hi(t− t!)

)

+
−...nos permite inter
ambiar la posi
ión de las exponen
iales de la expresión anterior

φ(t, ~x) = e iH0(t′−t0)e iH(t−t′)φ(t0, ~x)e
−iH(t−t′)e−iH0(t′−t0) (D.14)y dado que 
ono
emos φ(t0, ~x) en términos de φI

φ(t, ~x) = e iH0(t′−t0)e iH(t−t′)e−iH0(t−t0)φI(t, ~x)

e iH0(t−t0)e−iH(t−t′)e−iH0(t′−t0) (D.15)De�nimos
U(t, t′) = e iH0(t−t0)e−iH(t−t′)e−iH0(t′−t0) (D.16)enton
es

φ(t, ~x) = U †(t, t′)φI(t, ~x)U(t, t′) (D.17)
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ión y propiedades 118Derivando par
ialmente 
on respe
to a t a U(t, t′)

∂

∂t
U(t, t′) =

(

e iH0(t−t0)(iH0)e
−iH(t−t′) + e iH0(t−t0)(−iH)e−iH(t−t′)

)

e−iH0(t′−t0)

i
∂

∂t
U(t, t′) =

(

e iH0(t−t0)(H −H0)e
−iH(t−t0)

)

e−iH0(t′−t0)

=
(

e iH0(t−t0)(Hint)
(

e−iH0(t−t0)e iH0(t−t0)
)

e−iH(t−t′)
)

e−iH0(t′−t0)

i
∂

∂t
U(t, t′) = HI(t)U(t, t′) (D.18)integrando 
on respe
to a t 
on la 
ondi
ión ini
ial U(t, t′)|t=t′ = 1 obtenemos U(t, t′) en términosde HI

U(t, t′) = e−i
R t
t′

dt′′HI (t′′) (D.19)Ha
iendo el mismo pro
edimiento que hi
imos para U(t, t0) desarrollando en serie de poten
iasy 
onsiderando el orden temporal de los fa
tores de los términos de la serie, nos queda
U(t, t′) = T

{

e−i
R t

t′
dt′′HI(t′′)

}

t≥t′
(D.20)Podemos resumir que el operador unitario U(t, t′) de�nido arriba satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial

i ∂
∂t
U(t, t′) = HI(t)U(t, t′) 
on la 
ondi
ión ini
ial de U(t, t′)|(t=t′) = 1Por último estable
eremos rela
iones de identidades entre los operadores U en sus diferentesfases temporales. Ya vimos que el operador U de t0 −→ t lo de�nimos 
omo

U(t, t0) = e iH0(t−t0)e−iH(t−t0) (D.21)de la misma manera podemos de�nir U de t0 −→ t′ y de t′ −→ t respe
tivamente
U(t′, t0) = e iH0(t′−t0)e−iH(t′−t0) (D.22)
U(t, t′) = e iH0(t−t′)e−iH(t−t′) (D.23)Dado que en las de�ni
iónes de U se 
umple que t > t′ > t0, 
ondi
ión bajo la 
ual podemosestable
er las siguientes rela
iones entre los operadores

U(t, t′)U(t′, t0) = e iH0(t−t′)e−iH(t−t′)e iH0(t′−t0)e−iH(t′−t0)

= e iH0(t−t0)e−iH(t−t0)

U(t, t′)U(t′, t0) = U(t, t0) (D.24)
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U(t, t0)U

†(t′, t0) = e iH0(t−t0)e−iH(t−t0)
(

e iH0(t′−t0)e−iH(t′−t0)
)†

= e iH0(t−t0)e−iH(t−t0)e iH(t′−t0)e−iH0(t′−t0)

= e iH0(t−t′)e−iH(t−t′)

U(t, t0)U
†(t′, t0) = U(t, t′) (D.25)

U †(t, t0)U(t′, t0) = e iH(t−t0)e−iH0(t−t0)e iH0(t′−t0)e−iH(t′−t0)

= e iH(t−t′)e−iH0(t−t′)

U †(t, t0)U(t′, t0) = U †(t, t′) ≡ U−1(t, t′) (D.26)
U †(t, t′)U(t, t0) = e iH(t−t′)e−iH0(t−t′)e iH0(t−t0)e−iH(t−t0)

= e iH0(t′−t0)e−iH(t′−t0)

U †(t, t′)U(t, t0) = U(t′, t0) (D.27)
U(t, t′)U †(t, t0) = e iH0(t−t′)e−iH(t−t′)e iH(t−t0)e−iH0(t−t0)

= e iH(t′−t0)e−iH0(t′−t0)

U(t, t′)U †(t, t0) = U †(t′, t0) ≡ U−1(t′, t0) (D.28)Si ha
emos
t −→ t1

t′ −→ t2

t0 −→ t3podemos resumir las identidades anteriores 
on subíndi
es 1, 2 y 3

U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3)

U(t1, t3)U
†(t2, t3) = U(t1, t2)

U †(t1, t3)U(t2, t3) = U †(t1, t2) ≡ U−1(t1, t2)

U †(t1, t2)U(t1, t3) = U(t2, t3)

U(t1, t2)U
†(t1, t3) = U †(t2, t3) ≡ U−1(t2, t3) (D.29)



Apéndi
e E Teorema de Wi
k
Sea el T {∏n

i=1 φ(xi)} 
on x0
1 > x0

2 > · · · > x0
n−1 > x0

n y denotaremos φ(xi) ≡ φi

T {φ1φ2 · · · φn−1φn} = (φ+
1 + φ−1 )(φ+

2 + φ−2 ) · · · (φ+
n−1 + φ−n−1)(φ

+
n + φ−n )

=
{

(φ+
1 · · · φ+

j · · · φ+
n ) + (φ−1 φ

+
2 · · · φ+

j · · · φ+
n )+

(φ−1 φ
−
2 φ

+
3 · · · φ+

j · · · φ+
n ) + ...+ (φ−1 · · · φ−j · · · φ−n )

}

+
{

(φ+
1 φ

−
2 φ

+
3 · · · φ+

j · · · φ+
n ) + ...+

(φ−1 φ
+
2 φ

−
3 φ

+
4 · · · φ+

j · · · φ+
n ) + ...+

.

.

.

(φ+
1 φ

−
2 · · · φ−j · · · φ−n ) + ...

} (E.1)el produ
to temporalmente ordenado se divide en dos grandes grupos de términos. En el primergrupo se en
uentran los términos en donde todos los fa
tores φ+ están a la dere
ha de los φ−, esde
ir ya tienen un orden normal. En el segundo grupo se en
uentran el resto del total de términos.A este segundo grupo debemos apli
ar la metodología usada en la se

ión 3.3: generar términosque 
ontengan 
ontra

iones de dos 
ampos, es de
ir 
onmutadores sen
illos [φ+
i , φ

−
j

]. Esto seha
e agregando términos nulos y usando las reglas de 
onmuta
ión. En el pro
eso van apare
iendonuevos términos pertene
ientes al primer grupo. Enseguida desarrollamos una primera etapa de

120



E. Teorema de Wi
k 121este pro
eso en la expresión anterior
T {φ1φ2 · · · φn−1φn} = (términos 
on ordenamiento normal) +

+
([
φ+

1 , φ
−
2

]
+ φ−2 φ

+
1

)
φ+

3 · · · φ+
n−1φ

+
n +

φ+
1

([
φ+

2 , φ
−
3

]
+ φ−3 φ

+
2

)
φ+

4 · · · φ+
n−1φ

+
n + ...+

φ+
1 · · · φ+

n−3

([
φ+

n−2, φ
−
n−1

]
+ φ−n−1φ

+
n−2

)
φ+

n

φ+
1 φ

+
2 · ·φ+

n−2

([
φ+

n−1, φ
−
n

]
+ φ−n φ

+
n−1

)
+

φ−1
([
φ+

2 , φ
−
3

]
+ φ−3 φ

+
2

)
φ+

4 · · · φ+
n−1φ

+
n +

φ−1 φ
+
2

([
φ+

3 , φ
−
4

]
+ φ−4 φ

+
3

)
φ+

5 · · · φ+
n−1φ

+
n + ...+

([
φ+

1 , φ
−
2

]
+ φ−2 φ

+
1

)
φ−3 φ

+
4 φ

+
5 · · · φ+

n−1φ
+
n + ...+

φ+
1 φ

+
2 · · · φ+

n−3

([
φ+

n−2, φ
−
n−1

]
+ φ−n−1φ

+
n−2

)
φ−n +

([
φ+

1 , φ
−
2

]
+ φ−2 φ

+
1

)
φ−3 · · · φ−n−1φ

−
n +

φ−1
([
φ+

2 , φ
−
3

]
+ φ−3 φ

+
2

)
φ−4 · · · φ−n−1φ

−
n + ...+

φ−1 φ
−
2 · · · φ−n−3

([
φ+

n−2, φ
−
n−1

]
+ φ−n−1φ

+
n−2

)
φ−n +

φ−1 φ
−
2 · · · φ−n−2

([
φ+

n−1, φ
−
n

]
+ φ−nφ

+
n−1

) (E.2)Este pro
eso se repite las ve
es que sean ne
esarias hasta que todos los términos queden expresa-dos 
on 
ontra

iones y/o 
ampos no 
ontraidos 
on ordenamiento normal. Al �nal del pro
esopodemos identi�
ar tres tipos de términos: términos 
on 
ontra

iones 
ompletas
φiφj · · · φkφl · · · φmφn (E.3)términos 
on 
ontra

iones in
ompletas, es de
ir términos 
on 
ampos no 
ontraidos y 
on orde-namiento normal

φiφj · · · φkφlφ
−
g · · · φ−h · · · φ−s φ+

p · · · φ+
m · · · φ+

n (E.4)y términos que sólo 
ontienen 
ampos 
on ordenamiento normal
φ−i · · · φ−j · · · φ−k φ+

l · · · φ+
m · · · φ+

n . (E.5)Ejemplo de los segundos y los ter
eros se en
uentran en el segundo, sexto y último renglones de la
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k 122expresión (E.2). De manera que en el produ
to temporal nos quedan tres 
onjuntos de términos
T

{
n∏

i=1

φ(xi)

}

≡
∑(

φ−i · · · φ−j · · · φ−k φ+
l · · · φ+

m · · · φ+
n

)

+

∑
(

φiφj · · · φkφlφ
−
g · · · φ−h · · · φ−s φ+

p · · · φ+
m · · · φ+

n

)

+

∑
(

φiφj · · · φkφl · · · φmφn

) (E.6)lo que nos permite expresarlo 
omo un produ
to de 
ampos 
on orden normal
T

{
n∏

i=1

φ(xi)

}

= N
{∑

(φiφj · · · φkφl · · · φgφh) +

∑
(

φiφj · · · φkφlφg · · · φd · · · φhφm · · · φn · · · φs

)

+

∑
(

φiφj · · · φkφl · · · φmφn

)} (E.7)este brin
o de la expresión nos permite aso
iar los 
ampos 
on orden normal (φ+
i + φ−i

) generandode nuevo el 
ampo 
ompleto φi.
T

{
n∏

i=1

φ(xi)

}

= N







∑
(

n∏

i=1

φ(xi)

)

+
∑





k∏

i=1,j=1,i6=j

φiφj

n∏

i=k+1

φ(xn)



+

∑





n∏

i=1,j=1,i6=j

φiφj










(E.8)El produ
to temporalemente ordenado queda en términos de la suma del produ
to normalmenteordenado más todas las 
ontra

iones posibles 
on orden normal. Este teorema adquiere mayorrelevan
ia 
uando 
al
ulamos el valor esperado en el va
ío del produ
to T{φiφj · · · φn}

〈0|T
{

n∏

i=1

φ(xi)

}

|0〉 = N

{

〈0|
∑

(
n∏

i=1

φ(xi)

)

|0〉+

〈0|
∑





k∏

i=1,j=1,i6=j

φiφj

n∏

i=k+1

φ(xn)



 |0〉+

〈0|
∑





n∏

i=1,j=1,i6=j

φiφj



 |0〉







= 〈0|
∑





n∏

i=1,j=1,i6=j

φiφj



 |0〉

=
∑





n∏

i=1,j=1,i6=j

DF (xi − xj)



 (E.9)
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uyo 
ál
ulo se ve grandemente simpli�
ado al quedar en términos de una suma de produ
tos depropagadores de Feynman. En 
onse
uen
ia el teorema de Wi
k es una herramienta importantepara en
ontrar la solu
ión del 
ál
ulo del valor esperado de 
ampos intera
tuantes.



Apéndi
e F Método de Cardano
La e
ua
ión 
úbi
a a resolver es el poten
ial

λ

4
(v + σ)3 − 1

2
µ2(v + σ) − a = 0

(v + σ)3 − 2µ2

λ
(v + σ) − 4a

λ
= 0 (F.1)Ha
iendo un 
ambio de variable para σ y etiquetando los 
oe�
ientes de la siguiente manera

v + σ −→ x

2µ2

λ
−→ p

4a

λ
−→ q (F.2)la expresión se simpli�
a a resolver una e
ua
ión 
úbi
a en x

x3 − px− q = 0 (F.3)Sean las variables auxiliares m y n tales que
x = m+ n (F.4)sustituimos este 
ambio de variable en F.3 y desarrollamos de manera que nos quede

(m3 + n3 − q) + (m+ n)(3mn− p) = 0 (F.5)Si 
ondi
ionamos que
3mn− p = 0 (F.6)y nos auxiliamos 
on otro 
ambio de variable tal que
M = m3

N = n3 (F.7)tendremos dos expresiones para M y N
M +N = q

MN =
p3

27
(F.8)124



F. Método de Cardano 125de donde surge el polinomio auxiliar de segundo grado
M2 − qM +

p3

27
= 0 (F.9)
uyas rai
es son

M1,2 =
q

2
+
−

√
(q

2

)2
−
(p

3

)3

N1,2 =
q

2
−
+

√
(q

2

)2
−
(p

3

)3 (F.10)Si re
uperamos los 
ambios de variable he
hos en F.7, F.4 y F.2, las solu
iones para el poten
ialquedan
(v + σ)1,2 =




2a

λ
+
−

√
(

2a

λ

)2

−
(

2µ2

3λ

)3




1

3

+




2a

λ
−
+

√
(

2a

λ

)2

−
(

2µ2

3λ

)3




1

3 (F.11)
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