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Resumen

En este trabajo hacemos una presentacion de los temas bésicos de la Teoria Cuantica de Campos,
necesarios para el cilculo de observables relevantes en experimentos de altas energias. Concre-
tamente desarrollamos las técnicas diagraméticas de Feynman en teoria de perturbaciones y las
aplicamos al calculo de los elementos de la matriz de dispersiéon de particulas interactuantes, en
el contexto de la teorias ¢* y sigma lineal. La teoria ¢* es relevante en la descripcion actual de
algunas interacciones contempladas en el Modelo Estandar de las Particulas Elementales y la teo-
ria sigma lineal para campos escalares que utilizamos en este trabajo, proporciona un escenario

didéactico para explorar la simetria y el rompimiento de la misma.

Abstract

In this work we provide a presentation of the basic topics in Quantum Field Theory which are
needed for the calculation of observables that are relevant in high energy experiments. More
precisely, we develop Feynman diagrammatic techniques within perturbation theory and we use
them to calculate scattering matrix elements for particles interacting in the context of ¢* and
sigma linear theories. The ¢* theory is relevant in the description of some interactions within the
Standard Model of Elementary Particles. The sigma linear theory for scalar fields that we use in

this work, provides a didactic scenario to explore the symmetry and its spontaneous breaking.
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Introduccion

a Teoria Cuéntica de Campos (TCC) es escencial en el estudio de la la fisica de

particulas elementales. Pero ademaés los métodos que aqui se desarrollan, con unas

pequenas modificaciones, son los mismos que juegan un papel central en dreas recientes de la fisica

atomica, fisica nuclear y fisica de la materia condensada. Béasicamente, la TCC es la aplicacion de

la Mecanica Cuéntica a sistemas dindmicos de campos, asi como la Mecéanica Cuéntica misma,
trata sobre la cuantizacién de sistemas dindmicos de particulas.

En la fisica de particulas nos interesa estudiar procesos que ocurren en escalas muy pequenas
(sistemas cuanticos) y a altas energias (sistemas relativistas) utilizando TCC. La TCC ha resul-
tado del trabajo de muchos y muchas, al observar que no es suficiente construir una teoria que
surge del matrimonio de la Mecanica Cuéntica y la Relatividad, para describir los fenémenos
de la fisica de particulas. La Mecanica Cuéntica Relativista ha demostrado ser una teoria que
nos ayuda a estudiar este tipo de fendmenos con cierta perspectiva, sin embargo, en diferentes
ambitos de dicha teorfa surgen inconsistencias que no permiten hacer una descripcién completa
de sistemas de muchas particulas. La necesidad de una teoria de muchas particulas se vuelve

evidente al notar que (para més detalles ver por ejemplo [1, 2, 4]):

= Las ecuaciones de onda relativistas para un particula tales como la ecuaciéon de Klein-
Gordon o la ecuacion de Dirac, generan estados con energia negativa y, en el caso de la

primera, densidades de probabilidad negativas.

= No podemos asumir que cualquier proceso relativista puede ser explicado en términos
de una teoria de particula dnica, ya que en estos procesos se tiene la creacién de pares

particula-antiparticula.

= Aun cuando no hay la energia disponible para la producciéon de pares particula-antiparticula,
en teoria de perturbaciones a segundo 6rden por ejemplo, aparecen estados intermedios (por

un tiempo muy corto, i.e. particulas virtuales) de muchas particulas.

= Como veremos en la seccion 2.4, la necesidad de una teoria de muchas particulas surge,
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de manera menos obvia, de consideraciones de causalidad: la amplitud de propagacién de
una particula libre en la Mecénica Cuéantica No Relativista es no nula para todo tiempo y
posicién, lo cual es una violacion de causalidad. Mas aun, cuando consideramos la propa-
gacion fuera del cono de luz en el contexto de la Mecénica Cuantica Relativista, se sigue

violando causalidad.

La TCC provee de un esquema en el cual se pueden estudiar estados de muchas particulas
y transiciones entre estados de diferentes ntumeros de particulas. También resuelve el problema
de causalidad y explica la relaciéon entre espin y estadistica. Es importante enfatizar, dado que
nuestro trabajo se centra en ello, que la TCC provee de las herramientas necesarias para calcular
secciones de dispersion, tiempos de vida media y otras cantidades que se pueden comparar
directamente con el experimento.

En las décadas de los 60s y 70s, emergieron un conjunto de TCCs que describen todas las
interacciones de particulas elementales, excepto la gravedad. A este conjunto de TCCs es a lo
que ahora se le denomina el Modelo Estindar de las Particulas Elementales (MEPE). Desde su
conformacién oficial en 1978, el MEPE ha superado todas las pruebas experimentales que se
han realizado hasta la fecha. Con el advenimiento de experimentos de altas energias como los
que se realizan este afio en CERN y en Fermilab, el MEPE seguramente serd extendido. Dichos
experimentos rompen las barreras establecidas en afios anteriores, de energia de centro de masa
y de estadistica en los procesos de dispersion de hadrones (tales como los protones), de atomos y
nucleos pesados. Este ano los datos experimentales recopilados en dichos experimentos, nos daréan
acceso a un nuevo régimen en la fisica y verificaran 6 refutardan algunas extensiones propuestas
al MEPE. Hay algunas TCCs que han probado ser utiles en la descripcién de interacciones en
el contexto del MEPE y de dichas extensiones propuestas. Como veremos en la secciéon 2.3, en
este trabajo describiremos la interaccion de bosones (particulas que obedecen la estadistica de
Bose-Einstein) utilizando campos cuanticos escalares reales en el contexto de las teorias ¢* y
sigma lineal.

Escogimos estas teorias porque precisamente queremos hacer una presentaciéon de las herra-
mientas béasicas de la TCC en cuanto al calculo de obervables tales como la secciéon de dispersiéon
con métodos perturbativos. Estas teorias de interacciéon simples pero fenomenoldgicamente re-
levantes, nos permiten evidenciar la mejor metodologia a seguir en estos temas. De hecho, el
estudio de la dindmica de fermiones con estas herramientas, una vez que se tiene cubierto el caso

de los bosones, se vuelve un poco més sencilla.
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La teoria ¢* es relevante en la descripcion de algunas de las interacciones contempladas en
el MEPE De hecho dichas interacciones son similares a las que se describen en la seccién 4.2 del
presente trabajo. En este contexto, el estudio de la teoria ¢* y sus variantes, nos permiten entrar
en discusiones sobre mecanismos de rompimiento espontianeo de la simetria que no introducen
nuevos parametros al modelo y que preservan las propiedades fundamentales de la teoria. Este
tema es medular en la descripciéon actual de la generacion de masa de las particulas elementales
en el MEPE. Por otro lado, la teoria sigma lineal para campos escalares que utilizamos en este
trabajo, exhibe las propiedades bésicas del modelo sigma lineal para fermiones y proporciona un
escenario didactico para explorar la simetria y el rompimiento de la misma.

La presentacion de la discusion y de los resultados la llevaremos a cabo de la siguiente manera:
en los Capitulos 1 a 2 daremos una breve presentacion de los antecedentes bésicos tales como
notacién y nociones de teoria clasica de campos y cuantizacién canodnica. Estos temas estan
discutidos ampliamente en la mayoria de los textos introductorios a la teoria cuéntica de campos
(ver por ejemplo [1, 2, 3, 4, 5]). En el Capitulo 3 damos una presentacién original” del tema
de funciones de correlacion y el Teorema de Wick, que también esta presente en la literatura,
pero que consideramos no se discute con tal detalle, a pesar de lo relevante de su naturaleza
para la descripcién de campos interactuantes. Finalmente en los Capitulos 4 y 5, presentamos
los resultados obtenidos del anélisis perturbativo de las interacciones de campos escalares bajo
potenciales tipo ¢* y sigma lineal. Mas atn, en este ultimo capitulo complementamos el estudio
con un anélisis de la evolucién del potencial a medida que nos acercamos a el modelo sigma
lineal, con el propoésito de exhibir el mecanismo de rompimiento espontédneo de la simetria.

La presentacion del trabajo realizado como se explica anteriormente, es un reflejo de nuestro
interés en enfatizar ciertos aspectos y resultados en un contexto que permite la iniciacién a la TCC
basada en ciertos antecedentes de Teoria Cléasica de Campos y Mecénica Cuantica Relativista. Sin
embargo, para los lectores que deseen una lectura alternativa en donde se parte de la construccion
de observables, sugerimos lo siguiente: comenzar la lectura del trabajo a partir de la secciéon 4.3
y utilizar los capitulos previos como referencia cuando se implementen los célculos relevantes en

el analisis de la dispersion tanto en el contexto de la teoria ¢* como en la teoria sigma lineal.

“Presentada en la sesion de posters de la XIII Mezican School on Particles and Fields, organizada por la

Divisién de Particulas y Campos de la Sociedad Mexicana de Fisica

3



Capitulo 1
Antecedentes

n este capitulo establecemos los antecedentes necesarios para construir una teoria

cudntica de campos. Primeramente planteamos las unidades y la notacién relativista

que usamos en este trabajo. A continuaciéon damos un breve resumen de teoria clésica de campos
sobre lo que consideramos relevante para nuestro trabajo en los siguientes capitulos. Concreta-
mente estableceremos la teoria clasica libre de Klein-Gordon ya que en los siguientes capitulos

la cuantizamos y la usamos para describir la dindmica de los campos escalares.

1.1. Notacion Relativista

A lo largo de este estudio utilizamos unidades naturales (ver Apéndice A) donde h =c¢ =1

y asumimos que el cuadrivector contravariante x* del espaciotiempo con p=0,1,2,3 es

Es importante recordar que cuando cambiamos nuestra descripcion de un sistema de referencia
inercial S a otro S’, las coordenadas especificas de un evento cambian, pero hay una combinacion

de dichas coordenadas que no cambia: la de los invariantes, i.e.
I = (230)2 _ ($1)2 _ (232)2 _ (233)2 _ (xOI)Z _ (xll)Z _ ($2/)2 _ ($3,)2.

Para describir invariantes introducimos la métrica g,

(1 0 0 o0 |

0 -1 0 0
g:

0 0 —1 0

(0 0 0 -1

que nos permite escribir el invariante I como

3 3

I= Z Zguuxuxy = guux'uxya

p=0rv=0
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donde se asume la convencién de Einstein para la suma sobre indices repetidos.

A raiz de lo anterior, definimos el cuadrivector covariante x,,
— v
Ty = G
con el cual, el invariante I se escribe como
_ B .2
I =x,2" =2

Similarmente introducimos notaciéon para,

0 0 o o0 0 0
au - % - (60781762763) - <W7v> - <§7%7 a_ya &)

0 0 0 0 0 0
W 2 0 91 92 93\ _ ([~ T A
9 Oz, (0°.0%,6°.5°) <3w0’ V) <8t’ or’ 0Oy’ 82')
que cumplen con la transformacion
Oy =g o".

Con lo anterior podemos construir el operador derivada de segundo orden e invariante de

Lorentz

2
W' =gz \awtaptaz) eV U

2 0?2 92 0?2 2
- ( ) ~ o2

que es el operador de D’Alembert.

Por otro lado definimos el cuadrivector de momenergia como
P = (E,pzpy;p:) = (E,D)
pp = (E,—pa,—py,—p:) = (E, D),
y su magnitud al cuadrado la podemos obtener a partir de lo anterior
P’ = pup
= E?—|p*. (1.1)
Ademads sabemos que la energia total para un sistema relativista es
E? =m? + |p? (1.2)
donde m es la masa en reposo. Entonces de (1.1) y (1.2) tenemos
E? | 2512 — ;2

P’ = m? (1.3)
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1.2. Ecuacion de Klein-Gordon

Dado que en este estudio estamos interesados en describir la dindmica de campos escalares,
es necesario partir de la construccién de una ecuacién relativista para una particula sin spin o
particula escalar. Como la particula no tiene spin, la funcién de onda solo tiene una componente
y la denotamos por ¢.

De la ecuacion (1.2) sabemos cual es la energia total de un sistema relativista clasico pero

ahora queremos apelar al principio de correspondencia

0
E | —
o
p — —iV
para obtener a partir de (1.1), lo siguiente
82
2 2
= 2 4V
P o "
] (1.4)

Es precisamente de la correspondencia que lleva a (1.4) y de la relacion entre la energia total
del sistema relativista y la masa en reposo en (1.3), de donde surge la siguiente ecuacion de onda

de Klein-Gordon de la Mecanica Cuantica Relativista
(O+m?*) =0 (1.5)

donde todos los términos son invariantes de Lorentz.

1.3. Teoria Clasica de Campos Escalares

La cantidad fundamental de la teoria clasica de campos es la accién,

5= / dhe £(6,0,6).

escrita como la integral espacial de la densidad Lagrangiana £° que depende de las coordenadas
generalizadas del sistema: el campo ¢ y sus derivadas d,¢ = 0¢/0z".
El criterio para tener una accién estacionaria o minima estd dado por el principio de minima

accion. Este principio nos dice que la trayectoria seguida por un sistema fisico para moverse en

“ya que la Lagrangiana L de la teoria es L = [ Ldx
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el espaciotiempo, es aquella que hace minima la acciéon S. Entonces, cuando la variacién de la

accion toma el valor extremal de cero en un intervalo de tiempo

68 = 5/c(¢, Oup)dz =0

se cumple que (ver Apéndice B)
oL oL
Oy <7> - — =0, (1.6)
9 (Oup)) 00
que es la ecuacion de movimiento o ecuacion de Euler-Lagrange del sistema descrito por L.
Entonces para obtener la ecuaciéon de movimiento de Klein-Gordon correspondiente a un

sistema clasico descrito por una densidad Lagrangiana, proponemos
1 1
L= 2(0,0)" = 5m’¢”, (1.7)

que contiene un término de energia cinética y un término de masa, ¢ es un campo escalar real y
10 2 — 13
usamos la notacion (9,¢)° = 0,¢0"¢.

Dada la densidad Lagrangiana en (1.7), calculamos

oL
— M
90, 0) ?
oL 9
2 ~ ™

que al sustituirlas en (1.6) y usando (1.4), nos permite obtener la ecuacion de movimiento co-
rrespondiente a la densidad Lagrangiana (1.7), la ecuacion de Klein-Gordon (1.5)

La formulaciéon Lagrangiana en teoria de campos es muy 1til en la descripcion de la dindmica
de sistemas relativistas porque en dicho esquema todo es explicitamente invariante de Lorentz.
En la practica son las densidades Lagrangianas las que usaremos para hacer nuestros célculos.

Sin embargo, la formulaciéon Hamiltoniana de la teoria clasica de campos nos permitira hacer
la transiciéon a la teoria cudntica de campos de una manera didéactica y facil. En este contexto la

. . . k%
densidad Hamiltoniana es

donde

¢

y = 9¢
ot’

3
I1l

Q| Q

S
=
N

““porque la Hamiltoniana H del sistema es H = [ ‘Hd’x
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y 7 es la densidad de momento conjugado a ¢.
La densidad Hamiltoniana (1.8) correspondiente a la densidad Lagrangiana que describe el

campo de Klein-Gordon (1.7), se obtiene observando que en este caso

oL .
=90 " ¢ (1.10)

s

que en (1.8) nos da

1

M o= § -3 [8 - (vop] + g

1r.
= 3|9+ (V) +m??]
2
o bién usando (1.10), tenemos

H = % [79 + (V) + m%ﬂ (1.11)

que es la densidad Hamiltoniana que describe la dindmica del campo de Klein-Gordon. Vemos
que los primeros dos términos son de energia debida al movimiento del campo y el tercero es

debido a la masa del campo.



Capitulo 2
Cuantizacion de la teoria:

campos escalares libres

ados los antecedentes presentados en el capitulo anterior, procedemos a realizar la
cuantizacion canodnica de la teoria que describe campos escalares que se propagan
libremente. Una vez realizado lo anterior, construiremos los operadores de creacién y aniquila-
cién y daremos el espectro de la teoria. Finalmente, estudiaremos el propagador de la teoria y

verificaremos su consistencia en la descripcién de propagacion de campos cuanticos relativistas.

2.1. Cuantizacion Canodnica

En el capitulo 1 se discutié brevemente la teoria clasica del campo real de Klein-Gordon
y vimos que su dindmica esta descrita por una densidad Lagrangiana dada por (1.7) que nos
permitié obtener la ecuacion de movimiento en (1.5).

Para cuantizar la teoria realizamos el procedimiento que se sigue para cualquier otro sistema
dindmico: promovemos ¢ y w a operadores y les imponemos relaciones de conmutacién adecuadas.
Entonces para el campo ¢ y la densidad de momento 7 canénicos de Klein-Gordon, imponemos

las siguientes relaciones de conmutacion a tiempos iguales (RCTI):

@& 1), m(5.1)] = 6™ (& -, (2.1)

donde hemos descrito a los operadores en el esquema de Heisenberg con la dependencia temporal

explicita a través de
O(x) = O(7,t) = e "H'O(F)e ~H1. (2.2)
donde O es tanto ¢ como m, quienes satisfacen la ecuaciéon de movimiento de Heisenberg

[O’H] = Z'O’ (23)
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que nos permite descubrir la evolucién temporal de dichos operadores.

Por lo anterior, el Hamiltoniano H y cualquier otra funciéon que depende de ¢ y de 7 también
se promueven a operadores. Pero ademés considerando la RCTI impuestas debemos de tener una
descripcion de la dindmica, autoconsistente. En el capitulo anterior descubrimos la ecuaciéon de
movimiento de Klein-Gordon para el campo ¢. Ahora, después del proceso de cuantizacion, ;jqué
nos permitird describir la dindmica del campo de Klein-Gordon?

A continuacion descubriremos la dependencia temporal de ¢ y de 7, utilizando (1.8) y (2.1).

Estudiemos primero [¢, H], como se muestra a continuacion

6(F,0), H(1)] = / Py(o(E, 1), H(G, 1)

1

= 5 [ 6@ 7G0P + (V@.0)° + mP (7.1,

Los ultimos dos términos de la densidad Hamiltoniana son funciones del campo, entonces los

conmutadores con él mismo son cero y tenemos

6(F 0, H®)] = 5 / &y {m (@, O[S, 1), 7(F, )] + [$(F, 1), 7(, Ol (, 1)}
= %/d?’y{% 5(3)(:3—@7)77(?7,t)}
= 1 m(Z,t).

Pero en la teoria de Klein-Gordon 7 = qS , entonces

que es precisamente la ecuacién de Heisenberg para el campo de Klein-Gordon.
De manera anéloga usamos (1.8) y (2.1) para estudiar el conmutador del Hamiltoniano con

la densidad de momento canénico w

m(@0.H@) = [ ol 1)
= % / Py [n(Z,),7(7,1)* + (Vo(7F, 1))* +m*¢* (7, 1))
1

= 5 /dg?/{ngS(g, t) ) Vﬁ[ﬂ-(f’ t)a ¢(?7, t)] + Vﬁ[ﬂ-(j’ t)a ¢(?7, t)] ’ Vy@(ﬂ, t)

+m?e(F,6)[n(Z,1), (7, 1)] + m*[n(Z,1), 6(7, 1) (7, t)}

donde hemos usado la notaciéon V = V; para recordar explicitamente que el gradiente solo actiia

sobre el operador de campo ¢(,t), lo cual nos facilita algunos procedimientos algebraicos. Con
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esto le damos seguimiento a la expresion anterior de la siguiente manera
[n(7 ), H(t)] = —i / d’y {w@, 1) Vb (@ = 7) + m?¢(7, )07 (7 — zf)}
= —im?p(Z,t) — i / dPy Vo(7,t) - V0O (T — §). (2.4)
Ademés, considerando que”
[y Voo Vi@ - ) = Vo)
se tiene que
[n(Z,t), H(t)] = i(V?—m?) ¢(&,1). (2.5)

Para verficar que efectivamente se tiene una expresion de la forma (2.3), podemos usar la

ecuacion de Klein-Gordon (1.5) observando que se satisface

82

ﬁQS(f’t) = (v2 - m2) gb(ja t),

y sustituyendo en (2.5), el calculo del conmutador queda en términos de la derivada temporal

del momento 7 = <;5

2.2. Operadores de creaciéon y aniquilaciéon

Podemos ahora reestructurar nuestra discusion al utilizar operadores de creacién y aniquila-
cién. Esto nos permite hacer una discusiéon del espectro de la teoria de Klein-Gordon de manera
que sea similar a lo que se harfa en la Mecanica Cuantica.

Partimos de la representacién del campo de Klein-Gordon en el espacio de Fourier como

3 - -
o7, 1) = / (ZTZ;,e%@,t) 2.7)

donde = —iV. Recordemos que debe cumplirse que ¢*(Z,t) = ¢(Z,t) o bien ¢*(p,t) = ¢p(—p,t)

dado que se trata de un campo escalar.

“Ver por ejemplo la seccién 1.5.2 Propiedades de la Delta de la referencia [6].
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Entonces, considerando que p'= —iV y la ecuacion (1.5) pero en el espacio de momentos, el

campo de Klein-Gordon satisface

2
<% + (|9 + m2)> (7, t) =0 (2.8)

que es una ecuacion diferencial parcial tipo oscilador armoénico simple.
Esto nos permite entonces proponer una solucién para el campo libre de Klein-Gordon en

términos de los operadores de creaciéon y aniquilacién

3 . = . R
(;S(f, t) _ / d°p 1 <aﬁe —i(BEpt—p-&) + ate z(E~tfp-z)) , (29)

(27‘(‘)3 A /2E17

" &Pp | |Ep —i(Egt—p& i(Egt—p@
(%, 1) :/W(_Z) ?p <aﬁe (Egt=p )—a;e (Et—p )>. (2.10)

Estas expresiones en términos de operadores de asenso y decenso hacen explicita la dualidad

como 7 :é

particula-onda cuando analizamos el campo cuantico ¢: la expresion (2.9) esta escrita en tér-
minos de operadores que crean y destruyen particulas que surgen de las excitaciones del campo
cuantico, pero ademas estamos escribiéndola como combinacién lineal de funciones de onda que
son soluciones de la ecuaciéon de Klein-Gordon.

Considerando las expresiones anteriores y dado que hemos establecido reglas de conmutacion
t

en (2.1) para ¢ y m, automaticamente quedan definidas las reglas de conmutacion entre az y ay

como sigue

[aﬁ,aﬁ] = 0,

P

[a’ﬁaaﬁ;] - 0’

lag.al] = (@m)*6@(F ) (2.11)

En el Apéndice C verificamos que efectivamente recuperamos las reglas (2.1) cuando usamos
(2.11) en (2.9) y en (2.10). También en dicho Apéndice podemos verificar que con las expresiones
para el campo (2.9) y el momento (2.10) se expresa la densidad Hamiltoniana H en (1.8), en

términos de los operadores de creacién y aniquilacién y obtenemos asi

®p
_ / (27T)3E5< fag+475°(0) ).

Vemos que el segundo término 53(6), diverge al infinito. Esta constante de energia infinita re-

presenta la suma sobre todos los modos de energia de punto cero. La energia de punto cero o
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energia posible més baja es la energia de cada modo de Fourier o bien de cada punto del vacio
que ha sido modelado como un oscilador arménico simple. Esta constante se interpreta como
un desplazamiento en el estado base de la teoria y como cualquier medicién experimental s6lo
involucra diferencias entre el vacio y los estados excitados, la energia de vacio se cancela en dichos

célculos (ver Apéndice C). Entonces, en este contexto

d3p
= /WEW]}% (2.12)

es decir, ignoramos dicha constante.

2.3. Espectro de Energias

Dada la discusién anterior, podemos utilizar la expresion para el operador Hamiltoniano H
de la teoria de Klein-Gordon obtenido anteriormente y analizar el espectro de dicha teoria.
Primero escogemos el estado base o vacio de la teorfa como |0), tal que az|0) = 0y con (2.12)

vemos que

d3 /
Haz|0) = /(271) B aTa S a;]0)

= 0

no hay un estado con menor energia que el estado |0), que tiene una energia E; = 0 para todo p.
Luego para obtener un estado de momento p'y de energia Ej lo creamos con a;\0> y conse-

cuentemente la energia asociada a ese estado serd

T d’p' T T
L0 = -a-a - L0
Hag0) / - E a a0 |0)

(2m)3 Py P
pero como
a1 = asal —alas= (21350 (57— o
[ap’ap/] ap % ap/ap ( 7T) (p p)
entonces
1 &’p' T 35(3) (7
Hajjo) — | g Bty (el + 2r6067 ~ 7)) 0)
= [ @Bl s - 5)0)
2
) (2.13)
En general, podemos ver que el estado anL _ ---|0) es un eigenestado del H con energia E H—E 5+

-+ . Considerando todos los estados p051bles, saturamos el espectro de energia de Klein-Gordon.
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También es importante mencionar que las particulas de Klein-Gordon obedecen la estadistica de

Tt

Bose-FEinstein ya que los operadores de creacién a 54, conmutan por lo que el estado a;;a]:/\0> es
p P

idéntico al estado at, a;;|0>. Esto se reafirma también porque un s6lo modo p de exitaciéon puede
p
tener un nimero arbitrario de particulas.
Para completar el analisis de la teoria de Klein-Gordon, consideremos la accién del operador

de campo ¢(Z) sobre el estado |0)

o d3p 1 :
¢(2)|0) = /Wﬁﬁ(%
3, o —iPT
3

que es una superposicion lineal de estados de una sola particula que tienen un momento bien

definido. De acuerdo con el desarrollo anterior, hemos denotado al estado de una particula como

15) = v/2Ealj0) (2.15)

cuya normalizacion es

\/ﬁ*@\a*/at\@

VB 0| (afay + (25907 — 7)) 10)
= VAB,Ey(2m)’s )(p—ﬁ)<0|0>
= VB, Ex(2m)’s® (¢ - p),

Py =
— VAE, E50|

que es invariante de Lorentz. Notese que hemos normalizado el estado base (0]0) = 1.

Si observamos la ecuacion (2.14), vemos que es la misma que la expresion no relativista para
el eigenestado de posiciéon |x), salvo el factor de ﬁ Esto nos permite hacer la interpretacion
de que el operador ¢(Z#) actuando sobre el vacio |0) crea una particula en la posicion Z. Esta

interpretacion se confirma cuando calculamos

S d3/ 1 g | o —iphF
V@ = 0 [ G5 ( Fabe ) |p)

d3p’ 1 = t i
— [ GEs——=(0lage ™ 715 + Olale )

en® . 28,

el segundo término se anula debido a la actuaciéon del operador af sobre el estado base y el primer
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término genera una delta

3 /
op@ = [ G W
3y . .
N /(Zw)z’»%ﬁe“ /2E2E5(2m)* 6% (0 — 7)

Vemos que podemos interpretar a (0]|¢(Z)|p) como la representacion espacial de la funcion de

onda de una particula en el estado ]p>

2.4. El propagador de campos escalares

En el presente trabajo estamos interesados en describir campos interactuantes, pero primero
necesitamos explorar la propagaciéon de un campo libre. Para ello estudiamos a continuacion el
comportamiento de la amplitud de propagacién de campos de Klein-Gordon: el propagador.

En nuestro presente formalismo, todavia trabajando en el esquema de Heisenberg, el propa-
gador 6 la amplitud para que una particula se propague entre dos puntos del espaciotiempo z y

y la definimos como

D(z—y) = (0g(z)d(y)[0). (2.16)

Considerando que ¢(x) = ¢(Z,t) esta dada por la ecuacion (2.9), podemos evaluar el propagador

como sigue

d3p d3/ 1
Dle—y) = |/

X
/4EHEH

(aﬁe Ty ate ip“”) (a Se Y 4 ateipl'y) |0)
p P
3 3./
= |/ d p d ! pate —ipz=p"y) )

,/4E~E~
3.,/
_ ’/ p d 1 "
,/4E~E

(a;';,aﬁ—}— (277)36(3) (7 — p/)) e —i(pz—p"y) 0)

d3 1 —ip(x—
= /(%)32Ee P(@=)(0]0)

Es decir, el propagador de Klein-Gordon, invariante de Lorentz, es

d’p 1 —ip(z—y)
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8

Figura 2.1: Propagacion temporaloide.

Estudiemos el comportamiento del propagador para dos casos relevantes en nuestra discusion:
cuando x — y es temporaloide y cuando es espacialoide (ver Apéndice A para mas detalles sobre

esta denominacion).

2.4.1. Propagacion temporaloide

Si & —y es temporaloide, es decir (z — y)? > 0, el intervalo de separaciéon entre los eventos
x e y cae en la region dentro del cono de luz (ver Figura 2.1). Concretamente consideremos por
ejemplo que

-y =ty FT-7=0 (2.18)

y ademas considerando las relaciones en (1.2) tenemos ahora
p (z—y) = Egt = /|p]* + m* t.

En este caso el propagador en (2.17) es

dsp 1 —1 m
D@ =)y = / VIp2+m? ¢ (2.19)

e
(2m)3 2, /1P + m?2

Podemos realizar la integral en coordenadas esféricas, considerando que podemos integrar la

parte angular directamente con |p]? = 2 y d3p = 47/?d¢ de manera que

I e AN xwn.
D@ =le-yr>0 = W/o W Tt '

Por conveniencia sumamos y restamos un término proporcional a m? para tener

1 o0 (62 + m2) —iV/2rm2 ¢t m2 o0 1 —i2Em?2 t
D(x = y)l(sy2s0 = e WV - i ———
(#=9)°>0 @2m)% Jo  VEE+m? 2m)% Jo  VE+m2
1 m?

= —Ty(m,it) —

Ok To(m, it), (2.20)

(2m)?
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donde hemos identificado las integrales definidas como combinacién lineal de funciones Bessel

. *ok
modificadas” .

Ti(v,8) = / dz\/~? + a2e TPV

0
= YKo(vB) + %Kl(yﬁ),
IZ(’.Y?ﬁ) = ; dm\/ﬁe —ﬁ\/m

= Ko(f).

Podemos reescribir la expresion del propagador en (2.20) en términos de las funciones Bessel

y observamos que

m .
D(m — y)|(x_y)2>0 = W.—Kl(zmt)
que en el limite para tiempos muy grandes tiene un comportamiento asintético
m 3

P o 3 _imt
tlg& D(x_y)’(zfy)2>0 = ﬁt 2e vmt (221)

Vemos que D(x — y)|($_y)2>0 es muy pequeno pero no nulo para tiempos grandes. En otras
palabras, dentro del cono de luz la amplitud de propagacién se desvanece exponencialmente pero
no es cero: jse preserva causalidad en la teoria de Klein-Gordon para eventos dentro del cono de

luz? Al parecer si, veamos mas adelante.

2.4.2. Propagacién espacialoide

Si ahora z — y es espacialoide, es decir (x — y)? < 0, el intervalo de separacién entre los
eventos x e y cae fuera de la region del cono de luz (ver Figura 2.2). Procederemos de manera

similar al caso anterior y tomaremos un ejemplo concreto haciendo
=y =0y ZT-y=7F (2.22)
y ademas considerando las relaciones en (1.2) tenemos ahora

p(z—y)=—p-7=—pl|r] cosf.

) = 5o (5)”/1°O dt (F ~1)"te ™ (n>10>0)

lim K,(z)= 1/216_96.
Tr— 00 €T

Para més informacion sobre propiedades y comportamiento asintético ver [7]

y que se comportan como
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8

Figura 2.2: Propagacion espacialoide.

Asi mismo, tendremos que considerar la integracion de (2.19) en coordenadas esféricas pero,
con un integrando que si depende de la parte polar. De manera que con [p] = ¢, |F] =

d3p = 2702 sinf df dl = —27¢? d(cos ) df tenemos

COS 9 df 62 ilr cos 6
= / df*smér
(277) T Jo 02 + m?
1 1
= W;Is(maoﬂ")a (2.23)

donde hicimos un cambio de variable para integrar la parte angular considerando que

/1 eiércosed(cos 0) _ i /MT du et — 2sin fr
_1 wr J_ip, br

y hemos identificado la integral definida como una funcién Bessel modificada [7] similar a las

tratadas en la secciéon anterior:

e}

I3(v,8,b) = m e TPV i by

b
- ﬁzjtzﬂKl(7 B2+ 0%).

Podemos reescribir la expresion del propagador en (2.23) en términos de las funciones Bessel y

observamos que

m
D@ =9le-ypco = Gz Kalmr)

que en el limite para distancias muy grandes tiene un comportamiento asintotico

. [ m  _3 _
TIL{EO D(x_y)‘(xfy)2<0 = WT 2 e mr. (224)



2.4. El propagador de campos escalares 19

De nuevo, pero ahora fuera del cono de luz, la amplitud de propagacién se desvanece ex-
ponencialmente pero no es nula, lo que requiere velocidades mayores a la de la luz: jse viola
causalidad en la teoria de Klein-Gordon para eventos fuera del cono de luz?

Hasta aqui hemos estudiado el comportamiento del propagador bajo dos situaciones extremas
y hemos hecho una pregunta con respecto a la congruencia de nuestra descripciéon del propagador
dentro de un contexto relativista: ;se preserva o se viola causalidad con dicha descripcién? Para
poder hablar realmente de causalidad no debemos preguntarnos si una particula puede o no
propagarse en intervalos temporaloides o espacialoides, més bien debemos cuestionarnos: ;una
medicion realizada en z = (,t), afecta otra medicién realizada en y = (%,t) cuando (z — y)? es
temporaloide o espacialoide?

Una de las mediciones mas simples que podemos hacer es la que caracteriza al campo ¢(z) en
el espaciotiempo, el conmutador [¢(x), ¢(y)]. Nosotros ya planteamos en (2.1) que el conmutador
[6(F), ¢(i)] es cero en el caso de que de 2° = y° = ¢, es decir, dicho conmutador a tiempos iguales
es nulo. Pero, para el caso 2° # ", el conmutador también debe anularse cuando (z — y)? < 0
para poder preservar causalidad de manera maés general en la teoria de Klein-Gordon.

En concreto calcularemos el conmutador antes mencionado y haremos el analisis para dife-
rentes intervalos al final. Considerando que ¢(x) esta dado en términos de operadores de creacion
y aniquilacion en (2.9) y conociendo las reglas de conmutacion de dichos operadores en (2.11),

tenemos
d3p d3pl
s = [
(27)0 | [AE;E
[(aﬁe T a}e i’”) , <ap~,e —PY a:;,eip,'y>]
/ dgp d3p/
(27‘(‘)6 A /4E17EI;;
([aﬁ, a;,]e i) a s, afle _i(p"y_p'm)>
/ dgp dgp/
(2n)? | [AEE
(53(5_ Fe w9 _ 53 (7 _ e —z‘(p'~y—p~x))

’p 1 —ip-(z—y) _ ,—ip-(y—)
- /(27r)3 25, (e —° )

pero como sabemos que el propagador de la teoria es (2.17), entonces

[¢(x),9(y)] = D(x—y)—D(y—=).
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Figura 2.3: Transformacion de Lorentz para D(x —y) a D(y — z).

Cuando = — y es espacialoide, i.e. (x — y)?> < 0, podemos realizar una transformacion de
Lorentz continua de D(x — y) a D(y — x) o viceversa (ver Figura 2.3). Es decir que la amplitud
para que la particula se propague de = a y es igual a la amplitud de propagacién de y a x:
D(z —y) = D(y — z). De manera tal que para mediciones entre z y y donde (z —)? < 0y de

acuerdo con (2.24)

[6(2), p(y)] ~e ™™ —e™™ =0

esto es, no hay manera de que se afecten las mediciones y, por tanto, se preserva causalidad.

Cuando x — y es temporaloide, i.e. (x —y)? > 0, no existe una transformaciéon de Lorentz
continua que logre (z —y) — —(x — y). Pero de acuerdo con (2.21), afortunadamente en este
caso no es necesario que el conmutador se anule para preservar causalidad. Aqui si se puede tener
efectos de una mediciéon sobre otra, lo cual es consistente con que las mediciones se separan por
intervalos dentro del cono de luz. También en este caso se preserva causalidad.

Con esto terminamos la construcciéon de la teoria cuantica de campos de Klein-Gordon y
verificamos que el proceso de cuantizacion de la teoria nos permitié construir los objetos bésicos,
tales como el propagador, con los que procedemos ahora a calcular observables relevantes. En
el siguiente capitulo nos adentramos en los métodos perturbativos que son parte de las técnicas

mas utilizadas para el calculo de probabilidad de dispersién en la fisica de particulas.



Capitulo 3
Métodos perturbativos en

la teoria: campos

escalares interactuantes

na vez cuantizada la teoria de campos escalares libres, en el presente capitulo

procedemos a presentar los métodos perturbativos que nos permiten describir campos
interactuantes. Ademas desarrollaremos el formalismo para construir funciones de correlacion
que nos permitird describir las propiedades de los campos interactuantes que se propagan en el
espaciotiempo. Para este tltimo tema, se hace una presentacion detallada del teorema de Wick

y de sus implicaciones para los proximos capitulos.

3.1. Campos interactuantes

En el capitulo anterior discutimos la cuantizacion de la teoria de campo libre de Klein-Gordon.
Vimos por ejemplo, que los estados de las particulas libres son eigenestados del Hamiltoniano
sin términos de interaccion, es decir, sin que haya dispersiéon de campos en algin punto del
espaciotiempo durante la propagacion.

Ahora queremos considerar campos interactuantes y para ello incluimos términos no lineales
en la Lagrangiana que acoplaran los diferentes modos de Fourier uno con otro, lo que resulta
en una descripcién de particulas interactuantes que oscilan con dichos modos. Para hacer una
descripcion causal de la dindmica, los nuevos términos de interaccién deben contener productos
del campo en el mismo punto del espacio-tiempo, por ejemplo ¢(z)™ en el Hamiltoniano o en el
Lagrangiano de interaccion (Hipe = —Lint).

En este capitulo nos interesa discutir sobre teorias en las cuales L;,; es funcién solo de los

campos mas no de sus derivadas. Mas concretamente nos interesa la teorfa ¢, es decir

L= L (@) — gm’s — 2ot (3.1)

N |

21
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donde A es una constante de acoplamiento adimensional. El modelo estandar de las particulas
elementales contiene interacciones del tipo ¢*. El ejemplo mas importante en fisica de particulas
es la autointeracciéon del campo de Higgs en el sector electrodébil de dicho modelo.

La teorfa ¢* descrita a través de su Lagrangiana anteriormente, nos permite obtener la ecua-

cion de movimiento asociada (tal y como se hizo en la teorfa libre en la seccion 1.3), recurriendo

oL oL
(5 -2mm) = °
(08 - 23) (30007 - 376 = ) = 0

<—m2¢ - %&’) ~0,(0"9) = 0

a la ecuacion de Euler-Lagrange

A
—m¢ - 5:6° ~0¢ = 0
A
(m*+0)¢ = —50" (3.2)

Esta ecuacion diferencial no puede ser resuelta por analisis de Fourier como se hace para la teoria

libre en la ecuacién de Klein-Gordon, que es el caso A = 0.

3.2. Estudio perturbativo de la teoria interactuante

En esta seccién desarrollaremos el estudio perturbativo para teorias con campos interac-
tuantes. Deseamos llevar la discusion hacia lograr un formalismo que nos permita visualizar los
términos de las series perturbativas que surgen de dichos estudios, como procesos de interaccion
en el espaciotiempo. No necesitamos una reformulacién de mecanica cuéntica pero si revisaremos
primero la teorfa de perturbaciones dependiente del tiempo en un contexto y con estructuras
convenientes para nuestros propoésitos.

Comenzamos calculando una cantidad simple y 1til que nos permite caracterizar la propaga-
cién de campos en el espaciotiempo. Nos referimos a la funcion de correlacion de dos puntos o

funcién de Green de dos puntos en teoria ¢*

QT {¢(x)d(y)} |€), (3-3)

donde |Q2) denota el estado base de la teoria interactuante, el cual generalmente es diferente
del estado base de la teoria libre |0). El simbolo 7' de ordenamiento temporal es insertado por

conveniencia posterior. Como mencionamos anteriormente, la funcién de correlacion puede ser
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interpretada como la amplitud de propagacién de una particula entre y y x. En la teoria libre

esta funcién es el propagador de Feynman

(0[T{¢(x)p(¥)}O)ine = Dr(z—y)

dp e (@-Y)
/ 1,2 2, (3.4)
(2m)4 p? — m? + ie

que ya lo hemos analizado. Lo haremos ahora para teoria de perturbaciones, generalizando nues-
tros resultados para una funcién de correlaciéon de orden més alto en la cual aparecen més
de dos operadores de campo. Después analizaremos las funciones de correlaciéon eventualmente
desarrollando el formalismo de los diagramas de Feynman para evaluarla perturbativamente y
finalmente, calcularemos secciones de dispersién usando la misma técnica.

Para abordar este problema, escribimos el Hamiltoniano de la teoria ¢* como

H = Hy+ Hip

Ao
H = HKleinGordon+/d3'I $¢4($) (3-5)

Desarrollaremos una expresion para la funcién de correlacion de dos puntos como una serie de
potencias de A. El Hamiltoniano de interaccién aparece explicitamente en la representacién de

Heinsenberg para el campo
ox) = eMe(@)e (3.6)

como en la definicion del estado base interactuante |2). Debemos expresar ambos, ¢(z) y |€2) en
términos de cantidades que sabemos como manipular: operadores de campo libre y el vacio de la
teoria libre.

Podemos empezar con ¢(z). Para algin tiempo fijo t = tp, podemos desarrollar el campo ¢

en términos de operadores de creaciéon y aniquilaciéon

S dp 1 I o
Y el campo ¢(t, &) para un t # to en la representacion de Heinserberg es
¢(t, &) = Mgty F)eHI—H) (38)

para A =0, H se reduce a Hj

Ot D)oo = eol=0)g (1 F)e ~Ho(=10) = ¢ (¢ 7) (3.9)
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Cuando X es pequena esta expresion nos da la parte mas importante de la dependencia tempo-
ral de ¢(x); a esta expresion se le da el nombre de campo en la representacion de interaccion
¢1(t, ¥). Es como una representacion de Heisenberg del campo interactuante, pero sin potencial
de interaccion.

Dado que podemos diagonalizar Hj, podemos construir explicitamente ¢;:

¢I (t, f) = e iHO(t—t0)¢(t0’ if)e —iHo(t—to)

; p 1 - L A
_ ezHO(t—tO)/ - <a_,elp-x —i—ate —zp-x) e—zHo(t—to)
(2m)3 \/2E5 \'P P

3
= /Q# (eiHo(t—to)aﬁe —iHo(t~t0) o iFF |

Cn) 2%

o tHo(t—t0) ;T o —iHo(t—to) —iﬁ.f>
P
(3.10)
desarrollando términos por separado:
eHolt=to) g o =iHo(t=to)  — (1 4 jHy(t — to) + ...)az(1 — iHo(t — to) + ...)
= az+ i(t — to)(Hoaﬁ — aﬁHO) + ...
= ap+i(t —to)[Ho,az] + ...
= az+ i(t — to)(—anﬁ) + ...
= age FlN0) (3.11)

y de igual forma para el término que contiene af pero con signo diferente en la exponencial.
Ademés hemos usado los conmutadores del Hamiltoniano de la teoria libre con los operadores de

creacion y aniquilacion (ver seccion 2.3)

[H s aﬁ] = — Eﬁaﬁ,
N T
[H , aﬁ] = Eﬁaﬁ.

De manera que el campo en la representaciéon de interacccién nos queda en términos de los

operadores escalera

d3 1 . s A o,

-3

43 4 .
bi(t.7) = / e (e T 4 ale ™) oy, (3.12)

(27T)3 A/ 2EI7

que es justo la expresion familiar para el campo libre. Es importante acentuar que es el campo

en la representacion de interaccidon, pero que no contiene potencial de interaccién ya que A = 0.



3.2. Estudio perturbativo de la teoria interactuante 25

Lo que sigue ahora es expresar el campo completo ¢ en términos del potencial de interaccién

¢1- El campo completo ¢(t, T)|s4, en la representacion de Heisenberg estd dado por la expresion

(3.8)
ot @) = e Mgty e M)
y el campo en la representacion de interaccion esta dado por la ecuacion (3.9)

¢I(t7 f) — eiHO(t_t0)¢(t0, a—:’)e —’iH()(t—t()).

Si a esta tltima expresion le agregamos los factores e ~Ho(t=t0) por la izquierda y e #Ho(t=t0) por

la derecha, a ambos lados de la igualdad:
e _iHO(t_tO)QS[(t, f)e tHo(t—10) — e —iH()(t—t())e iHO(t_tO)Qb(to, f)

— ¢ —ZHo(t—to)ezHo(t—to)

obtenemos el campo para un tiempo fijo t = t; como una representaciéon de Heisenberg en
términos de ¢y:
P(to, @) = e o) g (4 ) tHolt=t0) (3.13)

Al substituir esta expresion en (3.8), logramos que el campo completo quede en términos del

potencial de interaccion:

¢(t7.¥) — eiH(tfto) (e 7iH0(t7t0)¢I(t’f)e iHo(t7t0)> efiH(tfto). (314)

Definimos entonces el operador unitario U(t,to):

U(t,tg) = ettolizto)e-illt=to) (3.15)

de manera que
o(t,7) = Ul(t,to)or(t, D)U(t,to). (3.16)

A U(t,tg) se lo conoce como el propagador en la representacion de interaccion u operador de

evolucion temporal.

Expresaremos ahora U(t,ty) en términos de ¢;. Para lograr esto derivamos parcialmente

primero U (t,tp) con respecto a t:

%U(t,to) _ eiHO(t*tO)(iHo)e —iH (t—tp) —i—eiHO(t*tO)(—iH)e —iH (t—t9)

- <e iHo(tfto)(_HO)e —iH(t—to) | eiHo(tfto)(H)e fiH(tfto)) ,
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es decir

i%U(t, to) = eHol=t) (g _ Hy)e tH ) (3.17)

que es una ecuacion diferencial simple cuya solucién unica es U(t,tg) con la condicion inicial
Ul(t,to)|t=t, = 1; es la ecuacion de Schrodinger. Ahora resolveremos esta ecuacion diferencial

para expresar a U(t,ty) en términos de ¢;. De (3.5)
H— HO = Hiy
y del operador unitario

I=c¢ —ZHo(t—to)eZHo(t—to)’

la expresion (3.17) se transforma de la siguiente manera

i%U(t, tg) = ez‘Ho(t—to)(Hmt) <e _iHO(t_tO)eiHO(t—to)) o —iH(t—t0)
e HoU=10) (Hp)e ~HOU—I0) T (¢ 1)

= H(t)U(t,to) (3.18)
con H(t) definido como el Hamiltoniano de interaccion en la representacion de interaccion
Hi(t) = eHolt=to)(pg, e —tHolt=to) (3.19)
que lo podemos poner en términos de ¢y
Hi(t) = /d3x%eiHo(t—to)¢4(t0’j)e —iHo(t—to)

_ /d?;x%eiHo(t—to) <e —iHo(t—to)gbéIl(t, f)eiHo(t—to)> o —iHo(t—to)

A

Hi(t) = / d%ws‘}(t,f) (3.20)

Si resolvemos la ecuacion diferencial en su forma (3.17) debemos obtener consistentemente la
definicion de U(t, tp):
0 A A
iaU(tatO) _ ezHo(t—to)(H — Hp)e —iH (t—to)

%U(t, to) = e iHo(t—to) (—iH)e —iH (t—to) +e iHo(t—to) (iHp)e —iH (t—to)

Integrando respecto a ¢ y resolviendo el primer término por partes:
u = eHol=to) gy = (iHo)eiHO(t_tO)dt

dv = (—iH)e —iH({t—to) gy, 4 = ¢ ~HH(t=t0)
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U(t,to) — CeiHo(tto)eiH(tto)_/dteiHo(tto)(Z'HO)eiHQ(tt0)+

/ die 1Ho(t—t0) (’LHO)G —iH (t—to)

ce iHo(tfto)e 7Z'H(t7t0)

con la condicién inicial de U(t,to)|t=t, = 1 regresamos de manera congruente con la definicion
del propagador en la expresion (3.15).

Pero si resolvemos la ecuacion diferencial en su forma (3.18)
.0
zaU(t,to) = Hit)U(t,to)

podemos obtener una solucion para U (t,tg) en términos del Hamiltonaniano de interaccion en la
representacion de interaccion Hj. Dada la dependencia temporal explicita de Hy y U podemos

expresar la ecuacién en términos de diferenciales y resolver por separacion de variables

% —  LiH(O)U (o)
dU(t,to))
U(Ttoo) = —iH(t)dt

d +n|U(t,to)] —z'/dtHI(t)

o ¢ +In|U(tto)] —i [ dtHp(t)

e
Ult,tg) = ce i iy At (0
con la condicién inicial U(t,to)|i=t, = 1, ¢ toma valor de 1 y asi

—i ffo dt' Hy (t')

Ult,t)) = e (3.21)

Como A < 1y en consecuencia Hy < 1, U(t, tg) puede ser desarrollada en una serie de potencias

Ult,to)) = 14 (=) /tdtlHI(tl)—i—%(—')Q /jdtlﬂl(tl)/tl dtoHy(tg) +

to to
1 t t1 to
5(—2')3/ dtlH[(tl)/ dt2H[(t2)/ dtgH[(tg) + ...+
. to to to

i'(_ )" /t dt;Hy(tq) /t1 dteHp(tg) - - - /tnl dt, Hr(t,) + ... (3.22)

n: to to to
Observando que los factores de cada término de la serie tienen un orden temporal, nos permite
introducir el simbolo T" de ordenamiento temporal. En general si consideramos la representacion

en serie

V() = > valt) (3.23)
n=0
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definimos ordenamiento temporal T de W(t) a la serie con los factores de cada término ordenados

cronologicamente:

T{Y ()} = T{vo+¥1(t) + Y1(O)va(tr) + Pr(t)2(t)s(te) + ...} (3.24)

nuestro caso particular es

T {eg;p¢<t>} = T{1+ () + 1 (O)a(tr) + 1 ()bt s (ta) + ..}

Considerando lo anterior podemos ver que U(t,y) se representa como

1

U(t,t(]) = 1+ (—’L) /tt dtlH[(tl) + a(—i)z /tt dtq /ttl dtQT{H[(tl)H[(tg)} +

1 ) t t1 to
—'(—1)3 / dty / dts / dth{H](tl)H](tQ)H[(tg)} + ...+
3! to to to

Ly /t ity /t "ty - /t T T U (1) Hy 1) - Hi(82)) +

n!

que podemos simplificar (ver Apéndice D)

U(t,to) = 1+ (—’L) /t dtlH[(tl) + %(—i)2 /t dtldtQT{H[(tl)H[(tg)} +

to to

%(—1)3 /tt dtldtgdth{H[(tl)H[(tQ)H[(tg)} + ...+

%(—z’)" /tt dtydty - - dty TLH () H(ts) - - Hi(t)} + -

De manera que la forma compacta de escribir el operador de evolucién temporal es
Ult,ty) = T&iﬁﬁﬂwq. (3.25)
Asi el campo completo en su forma (3.16) se transforma como
6(t,7F) = e I HI g ¢ gy~ ey WHIE), (3.26)

Generalizando la definicién del operador U para permitir que tome otros valores diferentes

al tiempo de referencia (ver Apéndice D) tenemos

U@w::T%iﬁMmW% , (3.27)

>t

que satisface la ecuacion diferencial 13U (¢,#') = Hy(t)U(t,t') con la condicion inicial de
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U(t,t')|4=¢y = 1 y ademds cumple con las siguientes identidades

— U(tlat3)

= Ulty,t9)

(t2,t3)
(t2,t3)
Ut(ty, t3)U(ta,t3) = Ul(ty,ta) = U™ (t1,t2)
(t1,t3) = Ulta,ts)
(t1,t3)

= UT(tQ,tg) = Uﬁl(tg,tg) (3.28)
Hasta aqui dejamos la discusion del campo ¢(t, &) y abordaremos ahora el anélisis del estado

base interactuante |(2).

3.2.1. Estado base de la teoria interactuante

|©2) es el estado base del Hamiltoniano completo H. |0) es el estado base del Hamiltoniano

libre Hy. Si hacemos evolucionar a |0) a travez del tiempo con H tendremos

e —iHT’0> — e _ZHTH‘O>

= > e BT n)(n|0) (3.29)
n=0
si corremos la suma para n = 0, corresponde al estado base del Hamiltoniano completo H
e TET|0)(00) (3.30)

y para que Hj sea verdaderamente una perturbacion a Hy entonces debe haber un traslape entre

|0) v |€2), es decir

(€200) # 0 (3.31)
de manera que la serie nos queda
e HTI0) = e FTI0)(Q)0) + > e FT|n)(n|0) (3.32)
n#0
con
Ey = (QH|Q) (3.33)

Dado que FE, > FEy para toda n # 0 podemos deshacernos de todos los términos en la serie

con n # 0 enviando a 7" al infinito en una direcciéon ligeramente imaginaria. De manera que si
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—iEnT cae mas lento para n = 0 que para n 2 0 pues

T — oo(1 — ie), el factor exponencial e
E, > Ey. Esto significa que el término >_, e ~EnT|n)(n|0) se va acercando a cero mucho més
rapido que el término e ~#0T|Q)(Q]0). Esto nos permite tomar la > nzo como cero en el limite

cuando 7" — oo(1 — i€). Bajo esta consideracion (3.32) se simplifica a

lim e AT)0) = lim (e ~“7(Q|0)) [Q2) (3.34)

T—00(1—1i€) T—00(1—ie€)

y de aqui podemos obtener una expresion para |Q2) en términos de |0)

Q) = lm (e BT(Q)0)) " e ~HT|0). (3.35)

T—00(1—ie€)

En el imp__ (1-4) donde T'>> 1, podemos cambiar
T —T+4+ty con tyg<<l1
Asf la expresion para (3.35) cambia a

. -1 .
Q) = dm (om0 Qo)) e T |g) (3.36)

T—o00(1—ie€)

Ademas dado que

Hol0) = Hga)0)
= 0, (3.37)

usando (2.12), nos permite introducir un factor operador de ¢ o(T+10) gin que se altere el estado

|2). También podemos regresar de 7/ — T ya que son letras mudas y reexpresar la suma

T+tyg=to— (-T)

) =  lm (e—iEo<to—<—T>><Q|0>>*1ez‘Ho(to—(—T»e—z‘H(to—(—T>>|0>

T—00(1—t€)

Q) = lim (e *iEO(tO*(*T))<Q]O>>_1U(to,—T)]0> (3.38)

T—00(1—i€)
es decir, podemos obtener |2) por una simple evolucién temporal del estado |0) del tiempo —T'
al tiempo ¢y con el operador U(ty, —T).

Por ultimo y para su uso posterior, tomamos el adjunto de |{2) para obtener

. . -1
@ = lim (0l CTHO) (o) (g[0) )

T—00(1—ie€)

—1
— Ii 0 iHg (T*To) 7iH(T7t0) 7iE0(T7t0) 0 0]
T—>éon(117ie)< ‘e ¢ (e ( ’ >)

©Q = lm  (0U(T,t) (e—iEo<T—t0><0|Q>) . (3.39)

T—o00(1—ie€)
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3.3. Funciones de correlaciéon y el teorema de Wick

Conocidos (€], |Q?) v ¢(z), podemos conocer de manera explicita la funciéon de correlacion de

dos puntos:

ool = | tim ] (e B 000)) 00T )
(wm 1)@V 10)) (U6, 10)6: )V (. 10) )

t07 (eszo to—(=T)) <Q’O>>_1}
=, lm (101026~ 0C™) ™ 0jU (T, 1)U (2. 1)

¢r(x)U (2, t0)UT (4%, t0) 1 (y)U (y°, to)U (to, =T)|0) (3.40)
asumiendo que
T<to<y’<a®<T (3.41)

y usando las identidades entre los operadores (D.29), nos pemiten reducir los factores U’s de

manera, significativa

(VT 1)Ut @0 10)) (UG 1)U ) (UG 1)U ko, ~T)) = U(T,a")U "0 (", ~T)
= U,y U@, -T)

= U(T,-T)
y la funcién de correlacién se reduce a

@o@sw) = | lm ¢(f’<<g‘>g§‘(§/e)Ui€Ef(’2;)T)). (3.42)

El factor exponencial puede ser trabajado de manera indirecta calculando (©2|Q2)

. -1

Ul(to, —T)|0) (e —iBo(to—(~T)) <Q’0>> 1}

-1
= lim Q)[2e ~E02T) T,-T
po Mmoo (\(0! )7e ) (O[U(T,-T)|0)

pero como (2|Q2) = 1, entonces

lfim <y<om>\2e—iE0(2T>> =  lim  (0[U(T,~T)|0)) (3.43)

T—00(1—ie€) T—00(1—i€)
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asi que
_ ) (Olg1(z)¢r(y)U(T, —T)|0)
y en términos del producto temporalmente ordenado
o ) o {e@ewre O 0
I G} ) =, lim | —— e T (3.45)

Si hubiésemos asumido —7T < tg < 2° < y° < T el célculo no cambiaria en nada ya que

<U(T, tO)UT(yO,tO)) (U(yo,to)m(xo,to)) (UE°, to)U(to, ~T)) = (U(T,4°)U@°,2%) U(z°, —T)
= U(T,z"YU(2°, -T)

= U(T,-T).

Es decir, como ya habiamos visto en la seccién anterior, el 6rden en el que suceden las inter-
acciones en medio del proceso no importa, el operador U sblo depende del tiempo inicial y el
tiempo final. Para funciones de correlacién de més de dos campos es importante darse cuenta
de que por cada factor extra de ¢(x;) en la funcion del desarrollo anterior, tenemos un factor
Ut (29, t0)dr(2;)U (22, t0) en la expresion (3.40) que no altera el resultado final de la multiplica-

ciéon de los operadores U’s
U(T, to))UT (29, t0)U (29, t0) - - - UT (22, t0) U (22, 1)U (to, -T) = U(T,-T)  (3.46)

por lo que podemos generalizar el calculo de funciones de correlaciéon con los campos que nece-

sitemos

= O { T2 ér(wn)T{e ~H Fr #HI O} L 1)
<Q\T{H ¢<xn>}m> -, dm UL ! (3.47)
n=1

- (0 { T~ /= 4110} 10
Esta formulacién nos dice que hemos reducido el célculo de funciones de correlacion a evaluar

valores esperados de productos de operadores de campo libre temporalmente ordenados
OIT {or(21)@r(z2) - - - Pr(zn)}0).
Para n = 2, esta expresion es justo el propagador de Feynman
O|T {p1(z1)¢1(2)} 0)

que ya calculamos con anterioridad. Lo haremos de nuevo con un método que nos permite facilitar

su desarrollo y posteriormente generalizar para n campos.
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3.3.1. Funcién de correlacion de dos puntos

Ya vimos que el célculo de la funcién de correlacion se reduce al célculo de valores esperados
en el vacio del producto temporalmente ordenado de los campos involucrados. A continuacién
estudiaremos este objeto para una funciéon de correlacién de dos puntos.

Tomemos el campo en la representaciéon de interacciéon en términos de los operadores escalera
escrito en (3.12)

_ d3p 1 < _ipx t ip-x)
r) = —— | a5e +a-e 0—¢_
¢I( ) / (27‘(‘)3 \/Q—Ep* D P ‘:1: =t—tg

v lo descomponemos en dos partes definidas como

¢r(x) = ¢ (2)+ ¢ (x)

dBp 1 .
o = [ G Nz

3 .
67 (x) = / (;in)jg \/;_Eﬁa;elp'f (3.48)

Esta descomposicién es util porque

3
@0 = [ ﬁ% o 770} =0

Olor (x) = I/ N ale™” =0 (3.49)

De manera que el producto temporalmente ordenado T {¢;(x)¢;(y)} con 2° > ¥ nos queda

T{or(@)or(y)} = (&f (@) + o1 () (6] (@) + 1 (1))
= of ()7 (y) + 61 (@)d7 (v) + o1 (2)6] (y) + &7 ()97 (y) +
(61 et @ - 67 o @)
= 5 (@)6] W) + 67 (@)¢] (v) + o1 W)o] () + 67 (2) (y) +
(61 (2), 67 ()] (3.50)

si y? > 20, se obtiene los mismos términos, pero con x y y intercambiados

TW)or (@) + o7 1)o] (2) + 67 (2)67 () + &7 (W)o7 () +

T{or(z)or(y)} = ¢
(67 (), 67 ()]

En todos los términos, excepto los del conmutador, los operadores a;’s estan a la derecha del los

operadores a ’s. Para imponer un ordenamiento de este tipo, consideremos lo siguiente: sea el
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producto de operadores

n

Hag) = a,:(l)a,f)a,()

definimos ordenamiento normal de un producto de operadores [] aV

i—1 @; al producto con todos

los factores a~ a la derecha de todos los factores af

n
N {Hag)} = a}az cee a;ram C gl
i=1

de manera que

T{¢r(@)o1(y)} = N{or(x)o1(y) + 5 (x),¢r (W)}

con

N{lo7 (@), 0y W} = o7 (), 61 ()]

—
Ademés, definimos la contraccion de Wick de dos campos como ¢(z)¢(y), cuya representacion

en términos de conmutadores es

e { [0 (2), 0" ()] si a¥>y° (3.51)

Sa)p(y) =
T bt whe @) s a0 <y

con la convencién de aqui en adelante de que los campos que consideremos serdn ¢; = ¢ ya que
las contracciones de Wick siempre involucran campos en la representaciéon de interaccion. De

esta manera

Twmww}::w{wmww+&5&w} (3.52)

El valor esperado en el vacio de un producto de operadores a y a' con ordenamiento normal

es cero

<O\a}a£ e a;ram -+ - agap|0)

mw{ﬁ%}m>

_ 0 (3.53)
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de manera que el valor esperado de (0|T {¢(x)d(y)} |0) es

OIT {o(2)o(y)} 0)

OV {¢<x>¢<y> n @@)} 0)

1

= (Olo(z)o(y)|0)
= Dp(z—vy) (3.54)

que es exactamente el propagador de Feynman como se mencioné anteriormente.

3.3.2. Funcién de correlaciéon de tres puntos

Si consideramos el producto temporalmente ordenado de campos ¢; = ¢(x;), en n = 3 puntos

del espaciotiempo

T{p1¢2¢3} = (703 + o715 + b1 5 + 1 ¢7) (65 63)
= O] ¢33 + & ¢y 03 + d1 b3 b + ¢ ¢y O3 +

OF b3 05 + OF by b3 + &1 ¢F b3 + ¢ d5 b3 (3.55)

y donde los términos subrayados ya tienen un ordenamiento normal. Lo que sigue es agregar
términos nulos y usar las reglas de conmutaciéon para generar conmutadores sencillos formados
s6lo por dos campos, en este proceso aparecen nuevos términos con orden normal. En la formu-
lacién subsiguiente omitiremos los términos con orden normal y sélo pondremos entre paréntesis

el nimero de ellos:

T{p1¢203} = (4)+[0] b5, 05]+ ¢3 07 b3 + (67, 05|05 + 3 &1 o5 +
(07, 03 d5] + &3 05 61 + &7 (03 03] + d1 5 05
= (8)+ o703, 03] + (6], 05105 + (01, 05105 + o5 [0, 03] +
(07, 03105 + &1 (65, b5
= (8)+ (¢f +¢7) 03,051+ [0, 05] (63 + b)) +
(67,051 (03 + ¢3)
= (8) + d1log, o5 + (07, b3 102 + [0, 63 03
1 1 1
= (8) + ¢1p203 + P1P2¢3 + P1p203
1 1 1
= N {¢1¢2¢3 + 10203 + G123 + ¢1¢2¢3} , (3.56)

es decir podemos expresar directamente el producto de campos temporalmente ordenado en

términos de la suma del producto normal de los campos més todas las contraciones posibles, en
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el entendido de que las contracciones involucran sélo campos en la representacion de interaccion.

Tomando el valor esperado en el vacio

(OIT {$1¢2¢3}|0) = (OIN {¢1¢2¢3 T frdads + d16ads + ¢1¢2'_<|ﬁ3} |0)
= Dp(z1 — 22)(0(¢3|0) + Dp(z1 — 3)(0[¢2|0) +
Dp(z2 — 3)(0[¢10)
~ 0 (3.57)

ya que

(0l¢l0) = (0o |0) + (0]¢; |0) = 0. (3.58)

3.3.3. Funcién de correlaciéon de cuatro puntos

Si ahora consideramos el producto temporalmente ordenado de campos en n = 4 puntos del

espaciotiempo
T{p1¢20301} = (5)+ ¢f b3 035 + &f b3 b5 df + b1 o3 b3 61 + ¢ ¢35 b5 ¢ +
O b5 dF by + dF 05 b3 f + O b5 b5 by + ¢ dF bf by +
by 03 b5 OF + ¢ b3 b3 by + b1 by b by - (3.59)
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Analizando término a término con la misma metodologia usada anteriormente

g g g e
= O (0304, 05 ] + [01,01] 0505 + 6161 03 04
= (1) + 0105 (0301 ]+ [d3. 05|03 + [¢1, 01|03 63
$rdsdz0r = (1) +of[¢5,05]08 + [0, ¢05]05 ¢35
$1 oy b5 = (1) + 0500 [¢3,05] + o301 [¢3.05] + [0, ¢5]d5 b3 +
(01,05 ]0503 + [0, 05 [0, 05] + o1 d5] [03. 04
S1 oy o508 = () + [0, 0503 6F
01030505 = ()+ [of ox] [0 05 + o1 03] ér o5 + 6307 [0, 05 ] +
¢5[¢1,¢;]¢3
O1 by 0505 = (1) + oy [6f. 05 )61 + [0, 05 ]d5 6F
STddsdr = (1)+05 [0F, 65161 + 6565 (61,01 ] + o1, 63 |65 65 +
Sro3dsds = (1)+oy 03, 05]08 + 1 03 [0, 4]
Sr o5 oz = (1) + o7 [03,05]0f
S1ds 0505 = (1) +¢7 0505, 05] + o1 [0, 0501
O1dy b3 by = (1)+ 07 by [6F. 0] (3.60)

la expresiéon de arriba es el resultado acabado para cada término y es de observarse que todos
presentan un ordenamiento normal, por lo que si en este momento tomamos el valor esperado en el
vacio s6lo sobreviven las contracciones completas, pero primero asociaremos términos para tener

una expresiéon mas sencilla y clara de la relacién entre ordenamiento temporal y ordenamiento
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normal

T{p1had3p1} = N{@f+¢vw;+¢nw§+¢9wi+m0+&%w€+¢9w¢+¢a+

1 1
103(d3 + b3 ) (P + ¢1) + P10a(dy + b3 ) (P75 + 3 )+

(6 + 67)6F + 07 )dada + (67 + 6765 + 63 )odat
— = =1 T |}

(6F + 07)(0F + &7 )badu + Srdadade + drdodsds + d1ddsds

= N {¢1¢2¢3¢4 + @2%% + ;51¢2<ll53¢4 + <l|51¢2¢3¢|54 +

1 1 1 1 1
P19020304 + GP1020304 + P1P20304 + P1P20304+

—— | /|
1020304 + ¢1¢2¢3¢4} : (3.61)
Tomando el valor esperado en el vacio de T{gbl ¢2¢3¢4}, tenemos
OIT {p1d2¢304}10) = (O|N {¢1¢2¢3¢4 + ¢T¢2¢3¢4 + <l|51¢2<ll53¢4 + <l|51¢2¢3¢|54 +
1 1 1 1 1
P10203P4 + O1020304 + P1P20304 + P1P20304+
—— | /|
P1P20304 + ¢1¢2¢3¢4} |0)
= Dp(x1 —x2)Dp(x3 — 24) + Dp(x1 — 23)Dp(x2 — 24)
—}—DF(xl — $4)DF($2 — 233). (362)

3.3.4. El teorema de Wick

Para los casos particulares vistos anteriormente, vemos que la relacién entre el producto

ordenado temporalmente y el producto ordenado normalmente es

T {ﬁ qﬁ(azz)} = N {ﬁ ¢(z;) + (todas las contracciones posibles)} (3.63)
i=1 i=1

Esta relacion se obtiene del Teorema de Wick (ver Apéndice E). Es importante hacer tres obser-

vaciones en este desarrollo que son ttiles posteriormente:

1. El namero de términos del producto ordenado temporalmente es: 2" términos sin contrac-
ciones més 3"~2 términos con contracciones. De estos tiltimos (2n—1)!! llevan contracciones
completas. Todos los términos tienen ordenamiento normal, por lo tanto

n
el nimero de términos de T {H (ﬁ(x,)} = 2"+ (3"2 — (2n — 1) + (2n — D!
i=1 n>2
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2. El ntimero de términos del valor esperado en el vacio del T{ I, ¢(xl)} para n impar
n
el nimero de términos de (0|7 {H qﬁ(azz)} 0y = 0.
i=1
3. El namero de términos del valor esperado en el vacio del T {[[\; ¢(x;)} para n par
n
el nimero de términos de (0|7 {H qﬁ(xl)} 0) = (2n—1)!.
i=1

Con esto terminamos la construccion de las herramientas de una teoria interactuante con
meétodos de perturbativos. Lo hemos hecho con un término de interaccion que depende de A < 1.
En los siguientes capitulos aplicaremos las herramientoas desarrolladas hasta ahora, para el caso

concreto de la interaccion de campos escalares en las teorias ¢* y sigma lineal.



Capitulo 4
Dispersion en la teoria gb4

n este capitulo aplicaremos todo lo desarrollado anteriormente, a la descripciéon de

campos escalares que interacttian bajo un potencial de tipo ¢*. Veremos como se puede

describir dicha interacciéon usando diagramas de Feynman y exploraremos los diferentes tipos de
contribuciones para lograr la descripcién fundamental de la interaccién. Ademés calcularemos la
seccion transversal diferencial de la dispersion, haciendo un célculo diagramético de los elementos

de la matriz correspondiente.

4.1. Diagramas de Feynman: campos no interactuantes

Retomamos el caso del valor esperado en el vacio del producto temporalmente ordenado de

cuatro campos

OT {p10203¢4}|0) = Dp(xy — x2)Dp(r3 — 24) +
DF((L'l — xg)DF(.%'Q — .%'4) +

DF((L'l — .%'4)DF(.%'2 — .%'3) (4.1)

Vamos a representar cada coordenada x; por un punto y cada propagador Dp(x; — x;) por una

linea juntando los puntos x; y x;, de la siguiente manera

DF(IL - QC/) =@

Entonces el valor esperado de (0|7 {¢1¢2¢3¢4} |0) puede representarse como una suma de tres

diagramas llamados diagramas de Feynman, a saber

(0T {p120304}|0) = i : o/\/

40
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A pesar de que esto no es exactamente una cantidad medible, los diagramas sugieren una
interpretacion: las particulas son creadas en dos puntos del espacio-tiempo, cada una se propaga
a uno de los otros puntos y entonces son aniquiladas. En este caso puede suceder de tres maneras
diferentes correspondientes a las tres formas de conectar los puntos en pares, como se muestran

en los tres diagramas. La amplitud total del proceso es la suma de los tres diagramas.

4.2. Diagramas de Feynman: campos interactuantes

La situacién se vuelve més interesante cuando la expresiéon contiene mas de un campo en el
mismo punto del espacio-tiempo. Regresando a la evaluaciéon de la funcién de correlaciéon de dos

puntos dada en la ecuacion (3.45)

QT (oo} Q) = i O {olz)o(u)T(e s #10} o)
Y B T—o0(1—i€) <0‘ {T{e —i [T dtH](t)}} \O}

Tomamos el numerador de la parte derecha y desarrollamos primer orden

o {owostric 4Ok o) = o {owot) (1+ -0 [ ) o
— I {6(@)6(w)} 10) +

(o|T { / Hi(t dt} 10)

= Dp(x— )+

o {s@s- [ i Hit)at} 0

el primer término Dp(z — y) es la contribucién a orden cero, ya calculada. El segundo término

corresponde a la contribucién a primer orden, la cual desarrollaremos

[ = (O]T{ / Hit dt}\0>
o {swowi [ a5 [@:6@) o
4|>(0]T{ /¢ d4}\0

(
= <4—Z,A) d4 OIT {¢(2)p(y)p(2)¢(2)P(2)b(2)} 0)
)]

—iA

d4Z (OIN {p(2)p(y)p(2)d(2)d(2)p(2) + contracciones} |0)

|



4.2. Diagramas de Feynman: campos interactuantes 42

Dado que en el calculo del valor esperado en el vacio del producto con ordenamiento normal sélo
sobreviven los términos con contracciones completas, la expresion se reduce a

—i\
] = (4_Z'> /d4z(0]N {contracciones completas} |0)

—i)
— (4_Z'> /d4z(0] (contracciones completas) |0)

donde el nimero de términos con contracciones completas es (2n — 1)!! que para nuestro caso
son 5!l = 15. Veamos cuales son estos términos: Si consideramos primero la contraccion entre los

campos externos ¢z y ¢y

—
Doy P22 =Pz

podemos formar 4! combinaciones con los otros campos ¢,’s. Por ejemplo las contracciones entre
los primero y segundo, tercero y cuarto ¢,’s nos generan los primeros ocho términos con la forma
[ T e W
PPy P=z0:02¢-
Estos ocho términos son los siguientes: si fijamos la primera contracccion de ¢,’s e intercambiamos
los ¢,’s de la segunda contraccién nos genera el primer factor de 2; si intercambiamos los ¢,’s
de la primera contraccién nos generan otro factor de 2 y si intercambiamos las posiciones de las
contracciones de ¢.’s obtenemos el tercer factor de 2. De manera que son 22 términos iguales. Los
otros términos contraidos que podemos distinguir son uno con contracciones entre los campos
primero y tercero, segundo y cuarto y otro con contracciones entre los campos primero y cuarto,

segundo y tercero

— =
Doty 020200

— =]
PPy P=z0:02¢-
cada una también con 23 términos iguales. De manera, que la suma nos dan los 4! términos. Pero
dado que los términos ¢, son indistinguibles debemos dividir 4! entre 22 para obtener el total de

contracciones: 3. Luego si consideramos la contraccién entre ¢, y un ¢, por ejemplo

1
Doy P22 0= Pz

—
podemos formar también 4! términos que contendran todos una contraccion de ¢.¢, que nos

genera un factor de 2. De manera que hay 45! términos de este tipo. Asi el nimero total de
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términos con contracciones los podemos condensar en dos tipos diferentes
—i) . 40 /1 M 1
I = (T) /d Z<0’ [? <¢$¢y¢z¢z¢z¢z> + E ¢x¢y¢z¢z¢z¢z :|‘O>
—iA 4
= 3 o d*2Dp(x —y)Dp(z — 2)Dp(z — 2) +

m<i?>/ﬁ%pﬂx—@pﬂy—@Dﬂz—@

que sumada a la contribucién a orden cero nos da el numerador de la funcién de correlacion de

dos puntos a primer orden

O {¢@)oy)T{e e MOy j0) = Dp(a—y)+
3 <_4—Z')\> Dp(z —y) /d4zDF(z —2)Dp(z — 2z) +
12 <_4—2|)\> /d4zDF(x —2)Dp(y — 2)Dp(z — 2)

donde el numero de integrales de la contribucién de orden uno es en efecto 5!!. Simplificando los

coeficientes

O { o)) T{e SO o) = Dpe —y) +

<%?>Dﬂx_w/ﬁapﬂz_apﬂz—d+
(-TM> / d*2Dp(x — 2)Dp(y — 2)Dp(z — 2)

(4.2)

Definimos puntos externos a los puntos que representan las coordenadas de los campos de la
funcién de correlacién que para nuestro caso son x y y; y puntos internos a los puntos que nos
representan las coordenadas de los campos que vienen de las contribuciones a diferente orden
de la serie de potencias, en este caso particular es z a primer orden. Cada punto interno estara
asociado con el factor (—i\). En consecuencia el numerador de la Ec. (4.2) queda representado

con diagramas de Feynman a orden méas bajo y a primer orden como sigue

O[T {p(x)é(y)e Fr #HO} 10y

= T Yy
OIT{o(x)p(y)e LrOY ) = o Nols + @ O :
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donde hemos ignorado los factores constantes.

En los diagramas nos referimos a las lineas como propagadores D (z—y), que son la amplitud
de propagacién para la particula libre de Klein-Gordon entre los puntos del espaciotiempo x e y.
Los puntos internos donde se encuentran cuatro lineas los definiremos como wvértices. Ahora los
diagramas representan una expresién matemética asociada al célculo de la probabilidad de un
proceso de creacidon, propagaciéon y aniquilaciéon de una particula en el espaciotiempo.

Para pasar de la representaciéon diagramética a la formulaciéon analitica simplemente interpre-
tamos cada simbolo diagraméatico de acuerdo con las definiciones dadas. Para obtener el nimero
de veces que un diagrama se repite asociamos a cada vértice un factor de 4! dividido por el factor
de simetria del diagrama. Definimos el factor de simetria de un diagrama como el ntimero de
intercambios posibles de elementos del diagrama sin que este se vea alterado: por cada lé6bulo o
linea que empieza y termina en el mismo punto nos da un factor de 2, el nimero de lineas que co-
nectan a dos puntos nos da otro factor de I/ que es el factorial del nimero de lineas, el intercambio
de 16bulos simétricos nos da otro factor de 2. Con las definiciones hechas y con la restricccion de
que los puntos externos no forman vértices, bastan para hacer todas las combinaciones posibles
de diagramas para obtener la expresion analitica.

El célculo de la contribucién a segundo orden que denominaremos 11 es

2!

—ix) 2
T = §<4—Z|> /d4Zd4u<0|T{¢z¢y¢z¢z¢z¢z¢u¢u¢u¢u}|0> (43)

Al considerar que so6lo sobreviven los términos con contracciones completas y fijando primero la

contraccion entre ¢, y ¢y

—

obtenemos tres tipos de términos diferentes

Dp(x —y)Dp(z — 2)Dp(z — 2)Dp(u — u) Dp(u — u)
Dp(x —y)Dp(z — 2)Dp(z — u)Dp(z — u)Dp(u — u)

Dp(z —y)Dr(z —u)Dp(z — u)Dp(z — u)Dp(z — u)
Fijando la contraccién entre un punto externo y uno interno, como por ejemplo entre ¢, v ¢,

1
¢$ ¢y ¢z ¢z ¢z ¢Z ¢U ¢U (bu ¢U
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obtenemos cuatro tipos de términos diferentes

Dp(x — 2)Dp(y — 2)Dp(z — 2)Dp(u — u) Dp(u — u)
Dp(x — 2)Dp(y — 2)Dp(z — u)Dp(z — u)Dp(u — u)
Dp(x — 2)Dp(y —u)Dp(z — 2)Dp(z — u)Dp(u — u)

Dp(x — 2)Dp(y —u)Dp(z —u)Dp(z — u)Dp(z — u)

El 2! que aparece en la expresion (4.3), es debido al intercambio de posicién entre ¢ y ¢4. Esto
nos dice que el orden que estemos calculando sugiere que agreguemos un O!, donde O es el orden.

Asi la expresion analitica de la contribucién a segundo orden queda
11 = ;—: <_4—2|)\)2 {chp(x ) /d4zd4uDF(z —2)Dp(z — 2)Dp(u — u)Dp(u — u)+
coDp(z —y) /d4zd4uDF(z —2)Dp(z —u)Dp(z —u)Dp(u — u)+
esDp(z —y) /d4zd4uDF(z —u)Dp(z —u)Dp(z —u)Dp(z — u)+
cy / d*zd*uDp(x — 2)Dp(y — 2)Dp(z — 2)Dp(u — w) Dp(u — u)+
s / d*zd*uDp(x — 2)Dp(y — 2)Dp (2 — w)Dp(z — u)Dp(u — u)+
C6 / d*zd*uDp(x — 2)Dp(y — u)Dp(z — 2)Dp(z — u)Dp(u — u)+
cr / d*zd*uDp(x — 2)Dp(y — uw)Dp(z — u)Dp(z — u)Dp(z — u)} (4.4)

cuya representacion diagramética es
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(O|T{6(x)p(y)e" FraH®O} ) = ¢

Las constantes son més faciles de visualizar en los diagramas de acuerdo a las reglas para su

calculo descritas arriba:

S e
ST
o = (4!21(!4!):24
.
s = %:288
Cg = (2!)(;1%:288
cy = %2192

en total suman 945 integrales con 7 de ellas realmente diferentes y que son exactamente las
(n — 1! = (10 — 1)!! previstas por la expresion (3.64). Al igual que en el calculo a primer
orden nos damos cuenta que todos los factores numéricos de las integrales se reducen a una sola

constante:

1
factor de simetria

(4.5)
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tomemos como ejemplo las constantes numéricas de la primera integral

2 /12 2 /1\? (4)(4)) 1
a(n) o=2(1) B - o (46)

cuyo denominador no es otra cosa que el factor de simetria del diagrama en cuestion.

En el célculo de la contribucién de segundo orden hemos reducido grandemente el desarrollo
analitico con el uso de definiciones como las de ordenamiento normal y ordenamiento temporal,
con el uso del teorema de Wick y al ir construyendo reglas diagraméticas que nos permiten
representar de manera condensada sélo los términos que sobreviven al final del célculo. Sin estas
herramientas debimos haber trabajado con 2'0 + 3192 = 7585 integrales generadas al principio
del célculo de la contribucién de segundo orden.

En sentido inverso cada sumando del diagrama nos representa un término de la expresion
analitica a cierto 6rden en la serie perturbativa. Cada linea del diagrama nos representa un
propagador D y cada punto del diagrama es también un punto en el espacio-tiempo. Cada
punto interno esta asociado con el factor (—i)\ J d4z) de la expresion analitica, es decir, podemos
asociar este factor con cada vértice del diagrama. En sintesis el numerador de la funciéon de
correlacion de dos puntos nos queda en términos de la suma de todos los diagramas de Feynman

posibles con dos puntos externos
todos los diagramas posibles

O { o) dly)e ~or O L 1) = 3 (4.7)

con dos puntos externos

4.2.1. Reglas de Feynman

Podemos resumir ciertas reglas para el calculo del numerador de la funcién de correlacion
de dos puntos que nos permiten asociar las expresiones analiticas con piezas de los diagramas:
propagadores, vértices y puntos externos. Estas reglas son llamadas Reglas de Feynman para la

teoria ¢*:
1. Por cada propagador

s =Dilz—y)

2. Por cada vértice

2 = (=i A) [d'z
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3. Por cada punto externo

4. Dividir por el factor de simetria.

Una manera de interpretar las reglas es pensar en el factor del vértice (—i\) como la amplitud
para la emision y/o absorcion de particulas en el vértice. La integral se interpreta como la suma
sobre todos los puntos donde este proceso puede ocurrir. Este es el principio de superposicién de
mecénica cudntica: cuando un proceso puede ocurrir en diferentes formas, sumamos las amplitu-
des por cada forma posible. Para calcular cada amplitud individual, las reglas de Feynman nos
dicen multiplicar las amplitudes, propagadores, factores y vértices, por cada parte independiente
del proceso.

Las reglas descritas anteriormente estédn escritas en términos de los puntos en el espacio-
tiempo z,v, ..., que son llamadas reglas de Feynman en el espacio posicién o configuracional.

En la mayoria de los calculos es més simple expresar las reglas de Feynman en términos del

momento introduciendo el desarrollo de Fourier de cada propagador

d4p i —ip-(T—
Dre—y) = [ e (4.8)

Para representar esto en el diagrama se asigna un cuadri-momento p a cada propagador, indicando
la direccion con una flecha. cuando Dp(x —y) = Dp(y — x) la direccion es arbitraria. Entonces
cuando cuatro lineas se encuentran en un vértice los factores dependientes de z del diagrama

Son:

P14 P1

_ /d4z o~ i (P1p2tps—pa)z _ (277)4(5(4) (p1 + p2 + p3 — pa)
P3 P2

en otras palabras el momento se conserva en cada vértice. Las funciones delta pueden ser usadas
para representar alguna de las integrales de momento de los propagadores.

Las reglas de Feynman en el espacio de momento quedan:

1. Por cada propagador
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2. Por cada vértice

= —iA

3. Por cada punto externo

—ipx _ tipx
e <« o =

4. Imponemos la conservacién de momento en cada vértice
5. Integramos sobre cada momento indeterminado

6. Dividimos por el factor de simetria

De nuevo podemos interpretar cada factor como la amplitud de parte del proceso con las
integraciones viniendo del principio de superposiciéon. El factor exponencial para un punto externo
es la amplitud para un particula con un cierto momento encontrado en el punto.

Tomar el limp__, o 1_;) de la expresién para el numerador de la funcién de correlacién es
tomar el limite a cada diagrama. Pero la dependencia explicita sobre T' de cada integral ha
desaparecido pues ahora el argumento de las integrales queda en términos del momento y esto

implica que el imp__, (1_;) queda sin sentido.
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Veamos un ejemplo

lim O

T—oo(l—ic) \ ®
x -4

= lim (—i\) /d4zD(x —2)D(z —2)D(y — 2)

T—(1—ie)
~ lm (i) / 4 P i)
T—(1—ie) (2m)% p? — m? + ie
d4p2 i —ipa-(z—2)
(2m)* p3 — m? + e
d'ps ¢ e ~p3-(y—2)

(2m)% p3 — m? + ie
d4p1 1
= (A [ d
( )/ 2(27'(')4])%—7’)12—}—1'6
d*ps 1 d*ps 1
(2m)* p3 — m? +ie (2m)* p2 — m? + e
o 1#(P1+p3) o —ip12 —ip3y

— (=N / 'p1 !
(2m)% p? — m? + ie

d*ps 1 d*ps 1
(2m)% p3 — m? + ie (2m)* p3 — m? + e
(2m)*6™ (py + p3)e P17 ~P3Y (4.9)

el resultado final de esta expresiéon es como si hubiésemos aplicado directamente las reglas de

Feynman en el espacio de momento, la cual no tiene dependencia explicita de T'.

4.2.2. Exponenciacién de diagramas desconectados

Ya hemos visto que el numerador de la funcién de correlaciéon de dos puntos queda expresado
como la suma de todos los diagramas posibles con dos puntos externos. Cada diagrama puede
estar formado por piezas conectadas y/o desconectadas. Definimos pieza conectada a la pieza que
estd conectada a un punto externo y pieza desconectada a la pieza que no estd conectada a un

punto externo. Por ejemplo en el diagrama
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...+ Cy c ; .y8u _|_...

pieza conectada  pieza desconectada

Pensemos en un diagrama de la contribucién de orden 20

pieza ny = 3 piezas
conectada de la forma P;

\

ne = 2 piezas ns = 1 pieza
de la forma P de la forma P

ng = 1 pieza
de la forma P

con una pieza conectada y algunas piezas desconectadas. Las posibilidades para las piezas des-
conectadas las representaremos por P; y definimos n; al nimero de piezas de la forma P;, por
cada i elemento de un diagrama.

Si denotamos V; al valor de la pieza P;, entonces el valor de tal diagrama es

Valor de la .
<Valor del diagrama) = . H — (V;)"™ (4.10)

pieza conectada ;T

donde % es el factor de simetria que viene del intercambio de las n; copias de P;. La suma de
i
todos los diagramas que representan al numerador de la funcién de correlacién de dos puntos

sera

Suma de todos Valor de la 1

- ¥ Ta00m @

los diagramas P {n;} \ Dieza conectada ;o

donde Z va sobre todas las piezas conectadas posibles y Z va sobre todos los conjuntos
P {ni}

ordenados nq, no,..., es decir Z = ZZZ

{ni} niy n2 n3
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Si observamos con atencién la representacion diagramética de la ecuacion (4.4) asociada con

. T
el calculo de (0|T {(b(x)(b(y)e “ir H’(t)dt} 10)®) | vemos que podemos expresar esta suma de
diagramas como un producto de la suma de las piezas conectadas por la suma de las piezas

desconectadas, tomando sé6lo los términos que generan hasta dos vértices

(01T {p(x)p(y)e ™ Lo 40 0)2)

AL R

La expresion general que nos genera los diagramas a todos los 6rdenes es en consecuencia

(01T {(x)d(y)e " I @D} 0) =

que es el producto de la suma de todas las piezas conectadas por la suma de todas las piezas

desconectadas, generando asi todos los érdenes de la serie de potencias

(0|7 {¢(x)¢(y)e*i Jx Hf“)dt} 0 = Y <conectados> 3 <desconectados> (4.12)

Llamaremos de aqui en adelante diagramas conectados y desconectados en lugar de piezas de
diagramas conectadas y desconectadas. Formalizando la parte de los diagramas desconectados

nos queda

(o|r {¢(x)¢(y)e =i [%r H’(t)dt} 0y = Z <conectados> X Z

{n:}

(H %(W) (4.13)
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tomando el segundo factor de los diagramas desconectados y desarrollando

1 , Lo 1 n
Z(Hn—igvi)m) = Z(n—llvll—,% an3>

{ni} {ni}
— _V"I —V”2 —V”3 .
< V2 + V2 + 'VYQB . > X
2 1 3
( W SV ,v?,+5v3---)x

Z(H%W)") = el (4.14)

{1}
Esta identidad es llamada exponenciacion de los diagramas desconectados y representa la contri-
bucién de los diagramas desconectados a la funcién de correlaciéon de dos puntos. La expresion

para el numerador queda

(0|T{¢($)¢(y) —i [l Hi(®) dt} 0) = Z <conectad0s) x @22 Vi (4.15)

Por otro lado el denominador de la funcion de correlacion es

o|T {e —i [, Hl(t)dt} 10)

es decir, la misma expresién que el numerador, pero sin los campos externos. De manera que
haciendo el desarrollo anterior sin los campos externos obtenemos consistentemente que el deno-

minador de la funcién de correlacion es
<0|T{ =i Hi(t) dt} 0) = eXiVi (4.16)

Asi la funcion de correlacion solo se sirve de los diagramas conectados

O {61 ()1 () T{e = 2 1O} o)

lim

QT {¢(x)p(y)} )

T—o00(1—i€) <O‘ {T{e —if,TT dtHI(t)}} ‘O>
> (conectados) x e YiVi
B o= Vi

QT {p(x)p(y)} Q) = Z <conectados> (4.17)
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Esto es que para el calculo de la funcion de correlacion de dos puntos sélo basta con calcular los
propagadores contenidos en la suma de todos los diagramas conectados con dos puntos externos.

La generalizacion de la funciéon de correlacién de N puntos es

de todos los
diagramas
QT {$(z1)d(w2) -~ dan)} ) = D> |  conectados (4.18)

con N puntos

externos

4.2.3. Burbujas de vacio

Aun cuando los diagramas desconectados no sobreviven al final del célculo, qué podemos
decir acerca de ellos y cudl es su interpretacién fisica?

Consideremos el diagrama

= (=) / d*2D(z — 2)D(z — 2)

d*pr { ; d4p2 1 :
= (=) [ d* —ip1(2—2) —ip2(2—2)
(= )/ Z(Qﬂ)zp%—m2+iee (277)2p%—m2—|—2‘ge
= ‘ (27m)% p? — m? +ie (27)2 p3 — m? + ic ¢
= i\k(2m)*0™W(0)

esto es como hacerlo directamente en el espacio de momento. La constante k absorbe las dos

integrales sobre los momentos p; y po. Pero también podemos integrar por otro camino

4 - 4 -
N / gt L —im(e-n) 4P L —ipa(e-2)
(27m)% p? — m? + ie (27m)% p3 — m? + ie
= (N / dtz / dm 1 A, 1
(2m)2 p? — m? + ie (2m)2 p3 — m? + ie

= (z’)\)k/Zdzo/dB’z

= W\k2T -V

esto nos dice que el proceso en el espacio-tiempo del diagrama puede pasar en algtn lugar en el

espacio de volumen V' y en un tiempo entre —71" y 7. Cada pieza desconectada de un diagrama
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tendra un factor de
@em*eWo) = 21-v (4.19)
Recordando la expresion para la funcion de correlacion de dos puntos en su forma (3.40)

Qé@)oy)Q) = i <<orU<T,to>U*<w°,to>

T—00(1—ie€)

o1(@)U (20, t)UT (5, 10) b1 (1)U (2, t0) U (o, —T>|o>> <

1
(|<0|Q>|2e—’E0<2T>> |

tomamos el denominador de esta y lo igualamos con su forma acabada de la ecuacion (4.16)

eXiVi = im  [(0]Q)|?e ~*Fo(T) (4.20)
T—so0(1—1€)
de donde podemos establecer que

eXiV o e MG N o i o (20)

7

y con la ayuda de la identidad (4.19)

%

B XV,
Vv 2m)6™(0)’

Z Vi Z'EOM,
(4.21)

que es la densidad de energia del vacio, relativa a la energia cero del Hamiltoniano del campo
libre. El lado derecho de la expresion (4.21) es independiente de T' y del volumen V', lo que nos

dice
Ey <Volumen del espacio> (4.22)

Podemos interpretar a los diagramas desconectados como una interacciéon de una particula
consigo misma. Los diagramas desconectados son llamados burbujas de vacio.

Con esto damos por terminado nuestro anélisis de la funcién de correlacién de dos puntos.

4.3. Seccién de dispersion y la matriz S

La funcién de correlaciéon es una cantidad abstracta que nos sirve para calcular cantidades

que puedan ser medibles y ttiles en el estudio de las particulas elementales. Los experimentos que
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ZB lA
I I [
LT et | t— R .
A
B pA

Figura 4.1: Un blanco de particulas en reposo con una densidad volumétrica py4 y un haz de

particulas avanza a una velocidad v con una densidad volumétrica pg.

prueban el comportamiento de las particulas elementales, especialmente en el régimen relativista,
son experimentos de dispersion. Se hacen colisionar dos haces de particulas con un momento bien
definido. La posibilidad de que se de un estado final en particular puede ser expresado en términos
de la seccion transversal y por lo tanto nos permite la comparacién de dos experimentos con haces

de diferente tamaifio e intensidad.

4.3.1. Seccién de dispersion

Consideremos la Fig. (4.1) donde se muestra un blanco de particulas en reposo A con una
densidad volumétrica p4 y un haz de particulas B con una densidad volumétrica pg. El haz de
particulas avanza contra el blanco de particulas a una velocidad v.

El namero total N de particulas B dispersadas es proporcional a p, pg, la, Ip v al area A

comun entre los dos haces de particulas

N = kpapplalsA

la constante k de proporcionalidad es por definicion la seccidn de dispersion transversal o, es

decir

N
c = —A 4.23
papslalgA (4.23)

La seccion transversal o es el area efectiva de la interaccién entre la particula incidente y la
particula blanco. En un experimento real p4 y pg no son constantes. La densidad de particulas
es generalmente méas grande en el centro del haz que en las orillas. De cualquier manera asumimos

que tanto el rango de interaccion entre las particulas y el ancho de paquetes de onda son muy
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pequenos comparados con el didmetro del haz. De aqui que p4 y pn serdn consideradas como
constantes. Por lo tanto el nimero de eventos de particulas dispersadas lo podemos expresar

mediante la integral sobre el 4drea del haz

N = /dx%pApBlAlBA

Na, Np / 2

= o-Zls—lg [ d

O'VA AVB €
NN,

= o0 “ZB:UnAnBA:JNAnb

de manera que la seccion transversal es una fraccion del area comin entre los dos bonches de
particulas en —x— veces
NANg

N N
o = =A (4.24)
Nng NANg

donde N4, N son el numero total de particulas A y B, respectivamente. Ademas n4 y ng son

las densidades superficiales de particulas correspondiente a cada tipo.

4.3.2. La matriz S

Podemos representar el estado inicial de las particulas con un paquete de ondas
9 = [ sl (425)
V2B
donde ¢(k) es la transformada de Fourier de la funcién de onda espacial y |k) es el estado de
una particula de momento k de la teorfa interactuante.
Este estado inicial puede evolucionar a tiempos muy grandes con el operador de evolucién
temporal de la teoria de campo interactuante, e " y traslaparse con el estado final de las

particulas. Este traslape nos da la amplitud de probabilidad del estado final deseado, el cual esté

relacionado con la seccion transversal.
A1 - A3k IR
= (k") (K o(k)|k 4.26
600 = [ G 7am? O [ s o O (4.26)
N i
con |k) = , /QEEaE|0>

(9]9)

B /d3/<:’ 3k /2E;\/2E;

ot (N B (R
) i /aE ek () R0)

pero de (2.11)

[ag, az] = 2m)30B) (k- k) = aka};, — az,ak
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Figura 4.2: Paquetes de ondas B distribuidas uniformemente dentro de un pardmetro de impacto

b y desplazandose hacia un paquete de ondas A en reposo.

3 3 1./ . . -
@) = [ gm0l (@m0 F =B+ alag) o (@)o(0)
Bk
- / Gle®EO)
3 —
-/ %ww
= 1 (4.27)

que es la normalizaciéon convencional, en la cual la suma de todas las probabilidades suman 1.

Consideremos la Fig. (4.2) y pensemos ahora en paquetes de ondas B distribuidas unifor-
memente dentro de un parametro de impacto b y desplazdndose hacia un paquete de ondas A
en reposo. Si tomamos el limite en el cual los paquetes de ondas se concentran alrededor de un
momento p; podemos definir los vectores de estado iniciales |p4)in ¥ |PB)in 0 bien |papB)in, con
un momento inicial bien definido.

Luego entonces la funcion de onda para el paquete de ondas B queda en funcién del momento
inicial kg: gbB(E), es decir, expresado en el espacio de momento.

Dado que b y EB son vectores ortogonales, b- EB = 0, podemos escribir la funciéon de onda

con un factor unitario que incluya la traslaciéon espacial
5 (F)e ~0 " (4.28)

de esta manera el estado inicial para el paquete de ondas B queda

o [ @R 1 sy
’¢B>zm = /W\/TTB(ﬁB(kB)e ‘k8>zm (4-29)

y para el paquete de ondas A

Blky 1 - -
o) = | G taFa)Fain (4.30)
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Figura 4.3: Paquetes de ondas B dispersados, cada uno con un momento pj.

pudiendose representar el estado inicial del sistema como

Sa(F)o5(k)e VR | Eakp)in:  (4.31)

A3k Pk 1 1
|pADB)ini / 5

(2m)3 (27)3 /2E4 v2E5
Por otro lado la situacion en el futuro es: paquetes de ondas B dispersados, cada uno con
un momento p;, como se muestra en la Fig. (4.3), de manera que podemos representar el estado

final en el futuro asintotico como

| _ dpy 1 o e
fin(O102 -] = 1;[/(%)3 \/Egbf(pf)fm@llb | (4.32)

un paquete de onda por cada particula en el estado final.

Ahora debemos calcular la probabilidad de que se presente un estado en particular, es decir

P o= |pin(d102- - [0a08)inil>- (4.33)

Dado que queremos ver la evolucién temporal de un estado inicial en el pasado lejano o asintético
a un estado final en el futuro lejano o asintotico o dicho de otra manera ver el traslape entre un

estado inicial y un estado final en el tiempo, podemos escribir la expresién anterior como

finPiB - | EakBYimi = Tlggo<ﬁ1ﬁ2-"|EAEB> (4.34)
T -T

que en términos del operador unitario temporal se ve

pin(BiB | kakg)ini = Mm (i - |e ")k kp)
= fm (pipa | ~HED) || k)

I
=
S
%

>
=~

w
=

(4.35)
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definida la matriz S como

S = lim e *HET) (4.36)

T—o00

Asi los estados ini y fin estan relacionados por el limite de una secuencia de operadores unitarios.

Si definimos
S = I+43T (4.37)

La matriz S tiene la siguiente estructura: si las particulas en cuestién no interactian, la matriz
S es simplemente el operador identidad. O bien ain cuando la teoria contenga interacciones
existe alguna probabilidad de que las particulas no se encuentren relacionadas unas con otras.
La matriz T nos representa la parte debido a las interacciones.

La matriz S debe reflejar la conservacion del cuadrimomento del sistema, asi que S o T deben
contener siempre un factor de 6 (k4 +kg—> p ¢). De manera que podemos definir los elementos

de la matriz M como

(prpa - |iT|kakp) = (2m)'6W(ka+kp =Y py)-iMka ks — py)  (4.38)

4.4. Calculo de probabilidad de dispersion

La probabilidad para que el estado inicial |¢4¢p) evolucione a un estado final de dispersion

de n particulas (¢1¢s - - - | cuyos momentos caen en una pequeiia region d3py - - - d3p,, es
P(A7B — 1,2, 7n) = ‘fm 102 - ’¢A¢B>znz’
2
d D R N R
= f f(pf)fm(pl © Dn|PAPB)ini

3
= H/dpf . é:;; \/;qu*(_)f) (pf)|fm< pn|¢A¢B>zm|

- T1( /[ 52060k [ Bt Bt

f

dBpr 1 . o
PaB—12.m) = |I] [ Gohgp | Lt muloads)at (439)
!

que es la probabilidad de que la partiicula B sea dispersada por la particula A.
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Tomando el caso de un haz incidente con muchas particulas B con diferentes parametros de

impacto 5, incidiendo sobre una particula A, el nimero total de eventos dispersados N es

N = > Pib)

todas las particulas
incidentes 4

- l/]ﬁb(nAngﬁma) (4.40)

Hemos asumido con anterioridad que los niimeros de densidad n 4 y np son constantes; ademés

para este caso donde sblo hay una particula A, ng = 1. Asi

:7m/¥w@
LE::/fWO
ng
y usando (4.24)

N N

ngNa  ng

obtenemos dos igualdades para % de donde se desprende una expresion para o
o = /fw@
dpr 1 o "
- H / Lor | [ @ Bl ade)on (4.41)
2Ef

Tomamos el diferencial do y desarrollamos

dp; 1 Bky Bkg 1 1 S iR
pf /d2 / 5 T a(ka)dp(kp)e s

dpr 1 9 . . )
do = ( )3 2B, /d bl pin Pl -+ - PnldAPB)inil
( (27)3 2E 4 V2E

1 1 * (77 7@'5-]95

/ BkA dBkB (K 4) 055 (K )e
(2m)3 \/2F, ,/2E 5

fm pn‘kAkB>1m) <fz'n<p1 T ﬁn“;/Al;/B>znz>

(s
_ ( o | [ (e ) (1 / s T3 ) G 1 )
(st

)3 2E;
7

(4.42)
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Los elementos primados son variables mudas de integracién provenientes del cuadrado de la
amplitud. La integral sobre d?b es una funciéon delta donde sélo sobrevive la componente de

perpendicular del momento
/ d?be b (F5=F'5)  — (97125 (kE — kd)

Asumiendo el interés tinicamente por la parte debido a las interacciones podemos dejar a un lado

el I de S y asi el producto interior de los ultimos factores de la expresion anterior quedan

(rn R in) = '@ (3 ki = Yy ) - iM (ki) — {os})

(nl P HFDini) = '@ (oK = 3o)) - iM (ki) — (o))

Los factores que corren dentro de [],_ 4 5 nos dan las amplitudes de las funciones de onda ¢4 y

B

I [ G gamei® | = ([ Gpioator) [ Gtar >
([ Gmiotor) [ G

- /d%;\ 1 /d?’kg 1
B (2m)32E4 | (27)3 2Fp

de manera que do se simplifica a

_ dpy 1\ [ @k, Pk Mk} — {psD
o = 1;[ (2r)? 25 / (2m)? (27)3  (2Ea)(2Ep)

(2m)26@) (ks — ki) (2m) 4@ (Zk —pr) (2m)*s™ (Zk’ pr)

dgpf 1 31/ 1310 s(2)(1.L 11N s(4) (17 /
- H(%)?’E BE B0 (k5 — K)o <kA+/<:B—pr>
;

N 2
(2m)45® (kA Yk — pr) ‘M(g%}A)(zE{j)f})‘ . (4.43)
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Para hacer el calculo de las integrales sobre d3k:4 y d3k23 debemos descomponer las deltas
/ BE PEe P (ks — kjg)s@ (1{4 th—> pf)
= | @K kpo(kG — kF)o(kh — k)
5(EA+EB_ZEf> < :Zchrkg_pr”)
z 1z z
( —pr)d(kA—i-kB—pr)
_ /d Kok — ks (K5 + g — S5

1

AR AR50k, — K25 (KY + kg = 3 )

/dk: arkgs (Bl + By — Y Br) o (K + k5 = > v7)

con excepcion de la integral cuyo argumento es la 0 (Ey + Elz — > Ef), todas las demas inte-

grales valen uno cada una. Asi
I = /dk’ja (B + B = Ey)
- [ <\/k:j 2y KB+ m3 ZEf)

por conservacion de momento

ka+kp = pr

2
I :/ 5<\//<;'w2 K2+ K52 4+ m? + \/kg2+kjg2+<2pj—kjj> +mZB—ZEf>

con un cambio de variable adecuado se resuelve directamente

2
= PR R e K (- 1)

k/z klz
du = (A -2 ) dk?,
(EA Ep A

de modo que

_ (4.44)
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De tal manera que la forma final de la relacién entre los elementos de la matriz S y la seccion

transversal queda

_ Fp; 1\ [M(ka ks — {ps})I?
0 = I apas; | Gram o 0 (aths = 30r) 085)

Con antelacién asumimos que el estado inicial evoluciona a un estado final cuyas particulas caen
alrededor de una pequena regién de momento dp;. En congruencia con esto los paquetes de onda
en el espacio de momento estan centrados en p 4 y pp, esto significa que podemos evaluar todos

los factores que son funciones de k Ay kg en DAY DB

‘ 2

_ 3
Jo — IMpaps — {ps}) 1;{ éf){’) 2;f (2r)15 (p_ pr) (4.46)

(2E4)(2EB)lva — vg|

con

P = pa+ppB

y asi toda la dependencia sobre las formas de los paquetes de onda han desaparecido. Integrando

do

_ Mpaps — {prh)P dpy 1
J i = Gt H/ ariam; | @Y (P=3e) (D

definimos

fm (1) gy Jerat (p-Sm) s

conocida como espacio fase invariante.

4.4.1. Seccidn transversal para procesos dos a dos

Para el caso de dos particulas en el estado final, podemos evaluar las integrales del espacio fase

en el sistema de referencia centro de masa. Designamos a los momentos finales de dos particulas

como pi y p2

3 3
/ e = / (27513 dgf (2E1)1(2E2)(27T)46(4) (Fom = (b1 2) 44

La funcién delta garantiza que el momento final total sea igual al momento inicial total

Pcm = pr

PA+DPB = p1+D2
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y el momento en el centro de masa es igual a cero

Per, pa+pB=0=p1+p2.

Para hacer la integracién descomponemos primero la delta y después integramos sobre dps

d3p1 6(Ecm —

(B + E3))

e = [
/

1672)
d3p1

1

(167‘(2) (ElEQ)
dp1p? sin 0dfdp

— (P +P2))

/d3p5<><

— (E1 + E2))

(ErE2)
(Eem

1

/

con E.,, energia del centro de masa

Ecm
Eq
Es

dg

fon - f e

mediante el cambio de variable

(u— E2)2 —m?

> ps

la integral se transforma

o - |
/
/
/

d
d
d

d

(1672)

dp1dp?
1671'2 E1 E2

du

Q
Q
Q

Q

5(Ecm — (El + Eg))

(ErEs)

Es+FEp=0=F + FE>
\/Pi+mi
\/ D5 +m3

sin 0dOdy

————0 \/ +m1+\/p2+m2

cm)

VP mi o+ m3

(5-E)e

P

u

Eq

p1+ p2

b2

_E_Q)

/ 5 — Epy)
167T2E1E2 pl

(Ecm

1672 (Eop1 — E1p2)

_ EQ)
E? —

1671'2 - E1p2)

pi

(
(E2p1
(

1672 (Eyp1 — E1p2)
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por conservaciéon de momento |pi| = —|ps]

[p1]|p1]
dll, = d§)
/ ? / 167%(E2 + E1)|p|
B 1|
_ / A b (4.50)

de manera que do para dos particulas en el estado final queda

2 —

N ME ol

2E 2Eglug —vg| 1672E.y,
(4.51)

o bién
dO’ 1 ’ﬁl, 2

- — 4.52
(%) = FEa e M — pim) (452

que es la secciéon transversal diferencial con respecto al dngulo sélido en el sistema de referencia

centro de masa.

4.4.2. Calculo diagraméatico de los elementos de la matriz S

Recordando que la matriz S es un operador de evolucién temporal en el limite para tiempos

muy grandes, con tg = =T
S — - iH(T—t) _ ,—iH(2T)
establecimos que
(Prp - - - |S|kaks) = T@@(ﬁlﬁz o |e THET) K 4 kg)

La idea ahora es expresar los estados inicial ]E AEB> y final |p}ps - --) en términos de la teoria libre

tal como lo hicimos con el estado |©2) en el desarrollo de la funcion de correlacion (3.35)

Q) = lm (e PT(Ql0)) e HT|0)

T—00(1—ie€)

De manera analoga podemos decir

lkakg) o< lim e AT |k kg)o (4.53)

T—o00(1—i€)
En el desarrollo de |Q) usamos el hecho de que el vacio era el estado de energia mas bajo.

Ahora sb6lo podemos usar la afirmaciéon mucho més débil: con las particulas inicial y final bien
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separadas que tienen la energia més baja consistente con el valor del momento diferente de cero
predeterminado.

Definimos |l§ AE@)g como el estado de energia més baja. Siendo asi podemos reescribir la

matriz S
B PulSlpaps) o lmolpi - fale 7T Bapis)o (4.54)
Sea
U = o tHT—(=T)) _ o—iHo(T—(~T))yiHo(T—(~T)), —iH(T—(~T))
o ~HO(T=(=T)) {1 (4.55)
donde
U, = eHo(T—(-T)q—il(T~(-1)) (4.56)

es un operador idéntico a (3.15) pero con limites diferentes y que ademas puede ser expresado

de la forma (3.25)
U = T {e—"f—TT wHOA (4.57)

Esto nos permite decir que nuestro nuevo operador U de la ecuacion (4.55) es proporcional a U,,

lo que implica que la expresion (4.54) queda

. T
@1 BlSlEads) = k. lim (i Gl T {e O pgey (458)

T—00(1—1i€)
donde k acumula todos los factores de proporcionalidad. Si nos limitamos al caso de dos particulas

en el estado final se reduce a

. T
GolSEass) = b lim o o(mplT {e e IO 5 ), (4.59)

T—00(1—1i€)
4.4.3. Elementos de la matriz S en la teoria ¢*

Calcularemos ahora los elementos de matriz en términos de diagramas de Feynman en teoria

9.
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4.4.3.1. Contribuciéon a orden mas bajo

La contribucién a orden cero es:

o(P1D2|1|PaPB)0 = o(P1|PA)o(P2|PB)o + o{D1]PB)o(P2|PA)0
= 2B4(21)%0(5a — 51)2E5(27)*8 (5 — 2) +
2E5(2m)%8(pg — p1)2E.4(27)5(Pla — 12)

= 2E.2Ep(2m)% (8(a — P1)5(P5 — P2) + (P — P1)0(Pla — Pn)) (4.60)

Las funciones delta obligan al estado final a ser idéntico al estado inicial. Este término es parte
del T de S =1+ T y no contribuye a la matriz de dispersién. Definimos una funcién delta con

una linea

p;

6(pi —pj) =

= e

Con esta definicion podemos hacer una representacion diagramatica de la contribucién a orden

cero

1 2 1 2

/
/

[oN]
<

>~
[y

o(P1p2/llpapp)o = A (4.61)

En estos diagramas las lineas no estan conectadas entre si.

4.4.3.2. Contribucién a primer orden

La contribucién a orden uno:

T
oI = 0(@@\{—1 / Hf(t)dt}\ﬁAﬁwo

= Plpz\T{—Z/ /d?H ¢1(t, % dt} |PADB)0
= 0<271172|_4—!/d4$T{¢‘11($)} |PADB)0

usando el teorema de Wick

. i
O(MTD(()U = o{P1D2 T/d4 N{qﬁl ) + contracciones } |APB)o

—iA A, = o ™ i I
= — | d'zo(@iplN {¢¢¢¢ + P + ¢¢¢¢} PaPB)0. (4.62)
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El primer término es el producto con ordenamiento normal y encierra 4! formas de combinarse.
Los términos segundo y tercero son los dos tipos de contribuciones con contracciones que aparecen
en el producto de cuatro campos. Dado que los estados externos |p1p2)o v |PapB)o no son los
estados base de la particula libre, entonces los términos que no estidn completamente contraidos
no necesariamente se anulan.

Antes de calcular la contribucion de los dos tipos de términos observemos que:

+ dsk 1 —ik-x T
o7 (x)p)o = P e 2E50)

- /(gi]; g % ([ag, al) + afag) 10)

3
YR -
= e P7|0)
3 /9
3 =
sr@ime = [ él?:; \/_VzE’j “qtljo)
3
o707 @) = [ s \/—\/2E (0™ a
_ dsk \/ zkx _

= (Oe’P* (4.63)

O\apake

ﬁa,g

Definimos la contraccion de operadores de campo con estados externos como

o1 (@)p) = 7T = y(a)|p)
(lor () = ™ = (plor(x) (4.64)

i
Ahora bien, la contribucién del término ¢ppp¢ es:

1
o(5155) / d'aN {¢¢¢¢} Fafs)o = / d2D(z — 2)D(x — 2)oFrlFaps)o

= /d4xD(x —x)D(x — x)
6(Pla — p1)0(PB — p2) + 8(Pla — P2)d(Ps — P1)
(4.65)

que en términos diagramaticos queda
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NG
/

A B A B

Las funciones delta obligan a los estados finales a ser idénticos a los estados iniciales, lo que
coloca a este término en la matriz unitaria I de S.

-
La contribucion del término ¢@@eo

ol [ dtan {q@w} asho = [ @Dl — DFRIN {67+ 676" +67)} Pafso

= /d4xD(x — )
o(P102|N {(61 0T + 070" + ¢ ¢" + ¢ ¢7) } [FabB)o
= /d4xD(x — )

o(p1p2| (9T + 70" + 97" + 6797 ) |Papi)o

(4.66)

dado que s6lo sobreviven los términos con igual nimero de a’s que de af’s, la expresion se reduce
al calculo de ¢~ ¢™. Esto lo podemos hacer expresando los estados en funciéon del vacio de la
particula libre o bien usando directamente los resultados de (4.63) y (4.64), tal como lo haremos

aqui

/ 2D (@ — o)olFifalé~ o [Fads)o = / d'zD(z — 7)
1 1
(o<ﬁl|¢¢+ Fa)oo oo +

<e —iPA=PUT S (5 — )+
e TPBTPUTS (5 — )+
e TPATP) TS (G )4

o PP (i — i) ) (4.67)
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Plér(z) = v (4.68)

Definimos lineas externas

Los diagramas de Feynman para los elementos de matriz de S tendran lineas externas en lugar

de puntos externos como en la funcién de correlaciéon. De modo que la contribucién del término
I
¢dpd en la representacion diagramatica queda:

o7l [N {6600} Fapeho = + p * @\/ * \/@
NS

A

La integracion [ d*z produce una conservaciéon de momento dada por una funcion delta
en cada vértice incluyendo el momento externo, asi estos diagramas describen de nuevo los
procesos en los cuales los estados inicial y final son idénticos, es decir que estos términos tampoco
contribuyen a la matriz de dispersién.

El término ¢@oo:
oBiFe] [ d'aN (6666} iatsl = oiFl [ d'n (6107676 + 6707076+
¢ ¢ 6 T + ¢ ¢ d") [Pabs)o (4.69)
hemos usado el resultado (3.59) y omitido el nimero de veces que se repiten los términos. De

igual manera solo sobrevive el término con igual nimero de a’s que de a'’s
plPQ!/d49€N {p9d0} [DaPB)0 = /d49€0<ﬁ1ﬁ2\ (0~ ¢~ ot o™) |Fapn)o
B /d%o(ﬁﬁleim'xqﬁwe AT 0o
— /d4xe —i(ps—p1)-x o —i(pa—p2)-x
= ) (57 @'Y Gt ps -1 - o)

en el tltimo paso hemos recuperado los factores omitidos: (4!) corresponde al nimero de formas

de hacer el producto ¢pp¢ v el ( ) que acompana a la integral a primer orden. Asi

0{P1P>2| /d4$N {¢d00} [Pap)e = —iA(2m)*0W (pa+ps—p1 — p2) (4.70)
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cuya representacion diagramaética es

o] [d' s N {6660} | Fapis)o = = —iA2m)'8(pa+ ps — p1 — p2)

de nuevo aparece la funcién delta que representa la conservaciéon del momento final respecto
al momento inicial. Pero hay una variante importante en esta delta, la suma de los momentos
iniciales p 4 + pg significa una interacion entre las particulas A y B. Después de esta interaccion
se ponen de manifiesto los momentos finales p; v ps de las particulas, cuya suma p; + po debe
ser igual a la suma de los momentos iniciales. Esta contribucién se ubica en la matriz T.

La contribucién total a primer orden en términos de los diagramas es la suma de todos los

obtenidos
oliTNg =
1 2 1 2
A B A B
1 2 1 2 1 2 1 2
+ - k} - g\/\ + /\/p
A B A B A B A B
1 2
_|_
A B (4.71)

Pero sélo el dltimo diagrama contribuye a la matriz de dispersion, asi que

= —i\27)*5(pa + ps — p1 — p2)

oS = 4 B (4.72)
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que es exactamente de la forma iM (27)48(p4 + ps — p1 — p2) con M = —\. Es decir, es igual a

la expresion 4.38
(prpa -+ [iTlkaks) = iM(2m)*6™ (ka+ks - py)

A este orden de contribucién podemos ver que la expresion que nos relaciona los elementos de la
matriz de interacciéon de los estados interactuantes con los elementos de la matriz de los estados

externos, expresion (4.59)

. T
GRliTEads) =k lim  o@mlT {e o O® ),

T—00(1—1i€)
vemos la igualdad entre
(P1p2|iT|paps) = o(P1P2liT|PaPB)0 (4.73)
Lo que implica que el calculo del valor esperado para la matriz de dispersiéon es igual que en
teoria ¢* pura, en otras palabras la contante de proporcionalidad que los relaciona vale 1.
4.4.3.3. Contribucién a segundo orden

Veamos la contribucion a orden dos es

. L2 o [T o
o{[iT) S 0<p1p2|—(4!)2(—2)2/ dtdtaT{H(t1)H (t2)1}|PaDB)o
T

2!

! —ix\?
= Rar (F2) [ et nmnrist@sio)im,

_ @Mﬁﬁ%ﬁm@mwwmmmmmmmmmﬁm

(4.74)

con ¢z, ¢y = ¢r(x), ¢r(y). Tomando como referencia el desarrollo hecho para la contribucion a
segundo orden para la funcién de correlacion a dos puntos y considerando que para el actual caso

los términos que no estan completamente contraidos no necesariamente se anulan, los diferentes
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tipos de contracciones son
oD = (inPotgir [ dtadly
—
N{%%%%%%%%+%%%%%%%%+

1 1 1
PPz Pu P PyPyPyPy + PuPzPudedydydydy +
1 1 1
PPz Pu P PyPyPyPy + PuPzPudedydydydy +

|—| 1 1 1
D00 by bybydy + Gudadsbudydydydy +
— =]

%%%%%%%%+%%%%%%%%
|—| 1 1 1
%%%%%%%%+%%%%%%%%

=1 e | =11
¢x¢x¢x¢x¢y¢y¢y¢y + ¢x¢x¢x¢x¢y¢y¢y¢y}‘ﬁAﬁB>0

(4.75)

Para el calculo del valor esperado de los primeros tres términos es importante observar que
tendremos ocho, seis y seis campos sin contracciones en el primer, segundo y tercer términos

respectivamente. Esto significa que:

N{0<ﬁlﬁ2|¢m¢x¢x¢x¢y¢y¢y¢y|ﬁAﬁB>O} = X <0|¢7¢7¢+¢+|0> =0

Diagramas

Diagramas | x (0]¢p~¢™|0) =0 (4.76)

N {O(ﬁlﬁZ’(;;ﬁx(ﬁx(ﬁaﬁ(ﬁy(ﬁy(ﬁy(ﬁy‘ﬁflﬁlgm} - (Diagrama‘s> X <0’¢_¢+‘O> =0

—
N {0(5152 |¢m¢m¢m¢m¢y¢y¢y¢y|ﬁAﬁB>0} =
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Asi la contribucion a segundo orden se reduce un poco

) = (T2 [ dttuoiminl (0t - 05070505 +

D(z —x)D(y —y) (b7 bz by by + b5 b, b by ) +
D(x — x)D(x — y)¢, ¢, bf o +
(D(x =) (65 bz b bf + by by dF b)) +
(D(x —2))*D(y — )¢, &, +
D(z —z)D(z — y)D(y — y) ¢, ¢y +
D(x — 2)(D(x — )’y ¢ +
(D(z — )6 6 + (D(x — 2)(D(y —y))* +
(Dl ~4)PDla =)Dy~ ) + (Do =)' liaila (477

los términos que contienen ¢~ ¢~ ¢ ¢ no generan factores de funciones delta, lo que significa

que todas las lineas estan conectados entre si; los términos que contienen ¢~ ¢* generan un factor

delta y por tltimo los términos que sélo contienen propagadores de Feynman generan dos factores

delta.

o(liT)Y =

:

O
- e

(4.78)
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Asi el valor esperado para o(p1p2|S|papB)o en términos de diagramas de Feynman queda

(-8
8

o{P1P2|S|PaPB)0 =

88 o

¢>§
D TN

D%
X%*@i@ QX@%

Si quitamos los primeros dos términos nos quedamos con la matriz debido s6lo a las interac-

+

:
|
1

ciones, T.

Todos los diagramas asociados entre corchetes son diagramas en los cuales las lineas externas
no estan conectadas completamente entre si, por lo que no contribuyen a las interacciones. Los
diagramas asociados entre llaves son diagramas con lineas externas completamente conectadas
sin piezas desconectadas; el primero de estos términos nos da la contribucién a primer orden, los
siguientes tres nos dan la correcién a segundo orden que corresponden a la creacién y aniquilaciéon
de particulas wirtuales adicionales. Los diagramas asociados entre dobles llaves son diagramas
completamente conectados con piezas desconectadas, ya con anterioridad argumentamos que la
exponenciaciéon de las piezas desconectadas nos da el cambio de energia del vacio interactuante
donde tiene lugar la dispersion, de esta manera estos términos son irrelevantes para la matriz S.
Los diagramas asociados entre doble paréntesis también son diagramas completamente conecta-

dos, pero con burbujas de vacio conectadas a lineas externas. Veamos un caso donde evaluamos
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el término

pA DB
1 _Z)‘ 4 .94, —ip T4 —ipBp-yY ip1-T 4 1P2-T
= o (4') d*zd ye "PATe TPEYD(y — y)D(x — y)e e
1

4,1
_ 2/ dp e*ip.A'Ie*ipB'y
4

> (2m)
<f
K

/2
4,/
d’p —i(pa+p'—p1—p2)-z, —i(ps—p")y

= %(—i)\)Q/d4xd4y(27T) (271)46
() (77=7m)
1 .

2!

4
4]€ d4 /
(2m)? (2:) (2 )45(4)( pa+p —p1— p2)(2ﬂ)45(4) (ps — )

l 7
2 —m2)\p2—m2)’
1
9!

o (—i)\)Q/ (;l:; 2m)*6™ (pa +pp — p1 — p2) <k2 _Z m2) <p123 _Z m2> :

ip’-(:vy)> o P1T o ipa

(4.80)

donde la 6¥ (p’ — pp) ha obligado al estado con momento p’ a tener un momento idéntico a pg,
g

esto es

pa pbs

Pero como el momento de la particula externa B que esta on-shell (6 sobre la capa de masa),

es es pB = m?, esto significa que el factor <p2 jm2> se hace infinito. En otras palabras en el
B
proceso de dispersion la particula incidente que viene del infinito o pasado asint6tico puede tener

interacciones con el vacio que se representan con diagramas de este tipo, en donde las lineas
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externas tienen inserciones de burbujas. La correccién que nos representa una burbuja conectada
a una linea externa es la evolucion del estado externo de menor energia |p)o hacia el estado de la
teoria interactuante | 7). Como en este trabajo nuestra descripcion de la evoluciion de los campos
interactuantes es entre los estados o(p] y |p)o, este tipo de diagramas no sera necesario tomarlo

en cuenta. De tal manera que s6lo consideraremos los diagramas amputados, por ejemplo

Definimos amputacidn de un diagrama al proceso de cortar y quitar en la parte de las lineas
externas que contienen puntos de interaccién con el vacio o burbujas. Es decir debemos remover
la parte del diagrama desde el inicio de la linea externa hasta el dltimo vértice ubicado sobre la

misma, por ejemplo

De manera que los diagramas que consideramos son aquellos con lineas externas completamente

conectadas entre si y en su caso también amputadas, es decir

La suma de todos los diagramas
L de Feynman completamente conectados
(D102 |iT|paps) = ; (4.81)
y amputados con momentos iniciales

DAY Py momentos finales py y po

cuya forma analitica es

T
(B1 -+ - PoliT|Fabs) = fm  o(f - - - T {efzf_T Hz(t)dt} PufB)o
Tﬂoo(lfle) conectados

y amputados
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Comparando la expresion anterior con (4.38)
(P -+ PuliT|kaks) = iM(pa,ps — ps)- 2m)*0 W (pa+ps— > py)
resulta que la matriz M queda

iM(pa,ps — py) - 2m)*6W (pa+ps— Y ps) =

T (4.82)
<h’mT~>oo(1ie) o(p1 - | T {e i Hj(t)dt} !ﬁAﬁB>o>

conectados

y amputados

Esto significa que el valor esperado para la matriz de dispersiéon a un orden perturbativo deseado,

es la suma de los diagramas de Feynman completamente conectados y amputados.



Capitulo 5
Dispersion en la teoria

sigma lineal

on este capitulo concluimos la presentacion del estudio completo de la teoria ¢*

pero ahora con rompimiento de simetria. Esto nos permite generar la teoria sigma

lineal. En el proceso de romper la simetria hacemos un analisis del potencial de interaccion y
vemos como evolucionan los términos de masa asociados a los campos interactuantes bajo la
nueva teoria. Ademas, desarrollamos las reglas de Feynman asociadas y con ello calculamos las

secciones transversales de algunos procesos relevantes.

5.1. Teoria ¢* con N campos reales ¢' masivos

Este modelo consiste de N campos reales escalares acoplados por una interaccion ¢* que es

simétrica bajo rotaciones de los N campos. Sea

¢'(2)(i=1.2,..N) (5.1)

un conjunto de N campos gobernados por el Hamiltoniano

H = /d% E(HGZ + %(wi)? + V(¢?) (5.2)
55 (¢1’¢2,"'a¢N) : (¢1a¢25"'>¢N)
= (@) + (8 + (") +- -+ (8")?
N
= > (¢")?
=1
= (¢') (5.3)

y con un potencial donde incluimos el término de masa:

V@) = gm@) + 5 (6] (5.4

80
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donde V (4?) es una funcién simétrica bajo rotaciones de 5 Para configuraciones de campo clésico
#' () es constante en el espaciotiempo, de esta manera V (¢?) nos da la tnica contribucién para
H donde V es la energia potencial del campo.

Considerando el Hamiltoniano dado anteriormente y usando la ecuacién de Euler-Lagrange

oL oL
g O <a<au¢i>> =0
—m?¢' = A(¢")’ — 9 (0"¢") = 0
(02 +m*) ¢ = —\¢')? (5.5)

tenemos

que es la ecuacion de movimiento en la teoria ¢*. Si A = 0 obtenemos N ecuaciones de Klein-

Gordon para N campos.

5.1.1. Teoria de perturbaciones y reglas de Feynman

Nos interesa calcular las amplitudes de dispersién como una serie perturbativa en el parametro
A. Recordando que el propagador de Feynman ha sido descrito por la contracciéon de dos campos
—
[6(2)", d(y)"] = d(2)d(y) = Dp(z —y)
que no es otra cosa que la amplitud para que un campo se propague de un punto a otro bajo la
acciéon de un operador de campo ¢. Por ejemplo si el operador de campo ¢! es el que se propaga,

tendremos

@

¢! (x)¢'(y) = Dp(e —y) — = v (5.6)

Esto nos da la amplitud de propagaciéon del campo ¢! del punto y al punto z. Y como tenemos

N campos podemos generalizar

. . ———— o

¢'(x)¢'(y) = Dp(x —y) — =« v (5.7)
Si la contraccion es con dos campos diferentes en diferentes posiciones
¢! ()9*(y)

no tiene sentido hablar de amplitud de propagacion, pues ¢'(x) es el campo ¢! en la posicion z

v ¢*(y) es otro campo diferente ¢ en otra posicion también diferente y. Necesitamos medir el
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mismo campo en dos posiciones diferentes para poder hablar de la amplitud de propagaciéon de

ese campo y por ende del propagador de Feynman. De manera que

' ()¢’ (Y)izj) = O (5.8)
Podemos generalizar ambos casos con una delta de Kroenecker
¢'(x)¢'(y) = 6YDp(z—y) (5.9)

Podemos calcular la contribucién a primer orden de la matriz de dispersién con este modelo
T
T = ot {~i [ Hitar e
- . 4 2\2 | |5 =
= o(pipe|T {—i [ d 1 ((6")?)" ¢ lPapB)o
Y con la ayuda de la expresiéon 5.3
i\ 2
(@) = (@) + (@) ++("). + (6"
podemos obtener
i 2
(@927 = (02 +(6°)? ++(@°) .+ (6")) ((61)7 + (6 + +(¢°)%... + (V)?)

N
2;<¢i>4+ > (0)e)?
1,7 =1
i
= (") +(¢)(¢)? (5.10)

de manera que la contribucién a orden uno la desarrollamos como sigue

. —iA - i)
0<‘ZTO">81) = TZ d49€0<p1p2\T{( ) + (¢'¢) } [p.ADB)0
Y A o
— TZ d4x0<ﬁ1ﬁ2\N {((]51)4 + (qﬁ’qﬁ])? + contracciones} |DAPB )0
2)\

= d*zo(p1pa| N {¢’¢’¢’¢’ + ¢ + ¢Z¢’¢’¢’ + ¢’¢’¢Z¢’
¢i¢i¢j¢j + ¢i¢i¢j¢j + ¢i¢i¢j¢j+} |PADB)o
Cuando hicimos el analisis de dispersiéon en teoria ¢* observamos que a orden uno, sélo los tér-
minos que carecen de contracciones contribuyen a la matriz de dispersién. Es la misma situacion

que enfrentamos en este momento

)\
oI = 22 [ dao(iiinl N {¢'¢'6d" + ¢idid ¢} [Faps)o
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con 4! formas para el primer término y (2!)® formas para el segundo. Los dos tipos de términos

obtenidos son
(TP = =2 / dhag (il (46" 66 o + (202666 o ais)o
— (-60) [ dhamimle oo o i) +
(—2i)) / dzo(Fimlo’ ¢ ¢ ¢ [Fads)o (5.11)

cuyos diagramas y valores para sus vértices son

~
~
.

<

= —6iA = —2i\

Observando la relaciéon de ambos casos y los valores de sus vértices, podemos generalizar con

una delta de Kroenecker

= —2i\ (616" + 5" 67F + 5o )

i J (5.12)

asi si todos los campos son iguales ¢ = j = k = [ sobreviven las tres deltas y obtenemos un valor
para el vértice de —6:)\ y si tenemos dos pares de campos iguales sobrevive una sola delta y nos

colocamos en el segundo caso.

5.1.2. Seccién de dispersiéon para algunos procesos

Con las reglas de Feynman encontradas anteriormente podemos calcular la seccién transversal

diferencial con respecto al dngulo sélido en el sistema centro de masa (g—g)cm para diferentes

procesos de dispersion.

5.1.2.1. ¢'¢p! — plo!

Para

¢lot — ¢'o! (5.13)
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= —2ix ("6 + oM oM 4616 (2m) 6 (pa + pB — 1 + p2)
= —6i\(27)*d(pa +ps — P1 + P2)
donde p = —6A, por lo que la seccién transversal diferencial es
(d_a) _ w0 36A7  9A?
Q) .. 64m2E%cm  64w?E2Z,  167%E2,
5.1.2.2. ¢le? — ¢le?
Para un proceso
Prp? — L¢P (5.14)
= =20\ (6"26"% + 626" + 6"16%2) (2m)"S(pa + pB — 1 + P2)
= —2iA(2m)*0(pa + p5 — p1 + P2)
con p = —2A y la secciéon transversal diferencial es
( do ) AN
), 64m2E2,  1672E2Z,
5.1.2.3. ¢'¢! — ¢%¢?
Para un proceso
o't — ¢%¢ (5.15)

= —2\21)*0(pa + pB — 1+ P2)

= —2iX(6"16%% + 026" 4 6"26"%) (2m) ' (pa + pB — D1 + D2)
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con u = —2\ y la seccion transversal diferencial es

( do ) B N
a ) .. 64m2E2,  16m2E2,

5.1.3. Analisis de V(¢)

En preparacién para la construccion de la teoria sigma lineal, en esta secciéon analizaremos

el potencial de la teoria y las implicaciones de tomar diferentes casos para el valor de la masa

m? de los campos ¢*. Queremos motivar el hecho de que al haber rompimiento de simetria en el

potencial, el espectro de la teoria cambia.

5.1.3.1. Caso m? >0

El potencial para m? > 0 es

cuyas raices estan en

Lo A N2 _
(5 + 367) @ = o
4 —2m?2
— (¢")? = 0, ="
A
Por otro lado, el punto critico del potencial
r( 42 m’ A
V(") = 5 +5(¢)°=0
2
i\2 m
= -
(&) )
que resulta ser minimo ya que
" 2 )\ P
Vi (¢®) = §>0—>m1n1m0

4
y ademés V (¢?)min = -5

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Los campos ¢"’s estan definidos como campos escalares reales y las raices obtenidas para el

potencial V (¢?) con m? > 0 son negativas, lo que implica que ¢’ no es real. Esto nos obliga al

analisis para m? < 0.
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V(%)

Figura 5.1: Potencial V(¢?) para los casos m? < 0, linea continua y m? > 0, linea discontinua.

5.1.3.2. Caso m? <0

El potencial para m? < 0 lo analizaremos considerando que ahora m? = —u?, con p? > 0
1 ; A 2\ 2
V(¢*) = —§M2(¢l)2 t3 ((¢")?) (5.20)

cuyas raices estan en

y el minimo de potencial es

i2_M2 2 A__/“‘_4

En la Fig. (5.1) se muestra el comportamiento de V(¢?) en los dos casos anteriores.
Dado que para m? < 0, V(¢?) tiene raices reales, ahora si podemos analizar explicitamente

como es V(¢),

(qﬁ,z) =0

(654) = Ty/= (5.21)
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V()
\
\
\
\
\
\
|
\
\
\
\
\ VuE/\
Y | ¢
\ /
\ /
\¥// v,
Figura 5.2: Potencial V(@) para el caso m? = —u? < 0
Los puntos criticos del potencial
V/(9) = —iP¢+ A" =0
(—+A67)g" =0
o = 0
2
< p
P53 : 5%
v — 1?4 30
V" (0) —p? < 0 — méximo
|+ Mz 2 4ont
VilT ~ 2u° > 0 — minimos
V(0) 0 = Vinaa
2 4
1% (ﬂ/%) —Z—/\ = Viin (5.22)

Observamos en la Fig. (5.2) que en V(¢

= 0) = 0 hay un maximo local, lo cual implica que el

estado base de la teoria no esta cerca de ¢* = 0 como era de esperarse. Mas bien el estado base

de la teoria estd cercano al minimo de V', es decir, en V (gbi =T/ “/\—2) Para obtener el estado

base de la teoria cercano a ¢' = 0 debemos cambiar a ¢’ cercana al minimo de V.
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\Y

Figura 5.3: Potencial V(¢) para el caso m? = —u? < 0, rotando los N campos iguales.

Ademés, en la Fig. (5.3) hacemos evidente que el potencial tiene simetria rotacional ante la
rotacion de los IV campos. Esto es una cualidad que se pierde en lo que presentamos a continuacion

y tiene sus implicaciones sobre el espectro de la teoria nueva.

5.2. Teoria ¢* con N — 1 campos reales II' sin masa y un campo

real 0 masivo

Gracias a la invariancia rotacional del potencial podemos cambiar el minimo del potencial a

@' = 0. Este cambio podemos pensarlo en la N-ésima direccion y para hacerlo redefinimos

Mi(z) coni=1,2,..N —1

¢ (@)
oN(x) = vto(x) (5.23)
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v es la constante que nos permite colocarnos en el estado base de la teoria. De manera que el

potencial de la Lagrangiana se transforma como sigue

V(?)

1 N 2 A (& 2 ’
2 i i
e (2) 3 (2 )
= 2 A (=, 2 ’
m2<z¢z +¢N>+Z<Z¢l +¢N>
=1 i—1
N-1 y (N 2
m? (Z i +HN2> +5 <Z it +HN2>
=1 i—1

m? (1 4 (v + 0)?) + 2 (0 + (w4 0)?) (5.24)

N |

N~ N

El potencial para los N — 1 campos IT*’s

V (11%)

1 o2 A/ 2\2
- 3
"ty

(5.25)

es idéntico al potencial original y en consecuencia tiene las mismas soluciones y minimo de

potencial que V(¢?),

Hi(l')LQ = 0
. 2,2
II'(z)3q = %
2 4
I I
1% <+ 7) = Vinin = =73 (5.26)
Analicemos ahora el potencial para el N'ésimo campo (v + o)
Ly 2, A 4
Viv+o) = 3m (v+0) —i—z(v—l—a)
Las raices para m? < 0y con m? = —p? y p? > 0, son las siguientes:
1 A
—— 2+ Z(w+o)?)(v+o)? = 0
2 4
0'172 = =0
202
034 — ir L—U (5.27)
’ A
sus puntos criticos son
oV
e = —2(w+o) + A v+0)? =0
O¢, = —¥ — maximo
112
Ocyes = 11\/—~— —v — minimos (5.28)

VoA
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que al evaluarlos en V(v + o) nos dan los potenciales méximo y minimo:

Vinaz = 0
2 4
1 :U’Q by MZ M4
Voo o= 2ty ] = 5.29
Observando los resultados para V(v + o) vemos que tiene una de sus raices en o = —v

que también es un maximo local. Si calculamos la distancia sobre el eje de los campos entre el
maximo y el minimo de este potencial y la comparamos con la distancia entre los mismos puntos,
pero en V(II) nos damos cuenta que son iguales. Esto significa que los puntos criticos donde se
encuentran los minimos de V(v+0) son en o, ., = 0, que es lo que realmente nos importa. Esta
observacion geométrica no siempre es facil de hacerse. Lo que nos interesa es que el minimo del
potencial coincida con el cero del campo, en cuyos alrededores se encuentra el estado base de la

teoria y eso implica hacer que el punto critico del minimo del potencial sea igual a cero

[,2
o. = * %—UZO

2
4, M
o= N5 (5.30)

que nos permite conocer el valor de v. A este proceso se le conoce como minimizar al potencial.

Conocida v podemos calcular las raices, el méaximo y el minimo del potencial V(v 4 o)

2
]
012 = -~

A

/2;1/27 /M2 _ :U’2
0-3,4 = t )\ + T — (t\/§+1) T
e
Oc¢p = 4 7
[ N
0'02703 - t 74_ 7 - (t1+1) 7

Si cambiamos de signo al potencial y a su variable de V(o) a —V(—0) y evaluamos esta nueva
situacion (ver Fig. (5.4)), nos damos cuenta que tiene otros valores para las raices y los puntos
criticos, de hecho son las mismas cantidades, pero con signo diferente. Esto implica que V(o) #
—V(—o0), es decir, el potencial para el N-ésimo campo ha perdido la simetria respecto a las
cooredenadas originales, sin embargo preserva simetria respecto al eje que pasa por su maximo.
Nuesta nueva situacion es: N — 1 campos II’s con un potencial maximo Ve, en IIY = 0 y un
campo minimizado ¢ cuyo minimo de potencial V,,;, si coincide con ¢ = 0 donde se encuentra

el estado base de la teoria.
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Figura 5.4: Potenciales V(o + v) y V(II) desplazados uno con respecto al otro.

Si desarrollamos el potencial de esta nueva Lagrangiana en las nuevas coordenadas al que

denominaremos V

= —%/ﬁ (1% + (0 +0)?) + 2 (7 + (v + 0)2)2
= —%/ﬂ <Hi2 +0*+ o+ 2va> +
% (Hi4 + 20102 + 201762 + 41T 00 + v + 4030 + 60202 + dvo® + 04)
con v? = %

1o (1 2 o 1
= —_—— HZ I 2 ~
|4 S < —l—()\)—i-a + I +
2 2 4
i4 i2 (M i2 2 [l » L H
(H + 211 <7>+2H o —1—4\/71'[ a—i—(p)—l-
2 2 2 2
(ﬂ7>,/ﬂ70+6<%) 02+4\/ﬂ703+04>
A 4 2 w2 ©? M4
_ 2 2 7 4 2 7 3 4
= po +Z<H +2T70% 44 [ 10 44 /S0t 4ot | - (5.31)

nos damos cuenta de manera clara que se han generado N — 1 campos II sin masa denominados

NP

W

bosones de Goldstone y un campo masivo o. Esta situacion se vuelve muy interesante e importante
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porque si partimos de las nuevas coordenadas como nuestra nueva situacién original, tenemos
entonces una teorfa que puede generar términos de masa si consideramos la situacién inicial de
N — 1 campos Il y un campo o; o bien generar términos sin masa si partimos de N — 1 campos

o y un campo II.

5.2.1. Seccion de dispersion

Para obtener los diferentes tipos de diagramas involucrados en esta teoria basta con observar

la nueva Lagrangiana en la que utilizamos lo obtenido en la ecuacion (5.31)

L= 2001 4 2 (9u0) — (1) o At 4 omi®o? +4\/“2H10+4\/ ospot) 4 2
2 VK 2 H 4 2 A

_ 1 2 1 2 Loy o A A2 o Ay ;2
= 2((9“11) + 5 (9u0) 2(2M)a S - St - S0 VAUl o — Vpo? +4A

Para diferenciar la propagacion de campos II de la propagacion del campo o en los diagra-
mas de Feynman, utilizaremos lineas sencillas y dobles, respectivamente. De tal manera que los

propagadores son

. e C—
rmr = i

Ademas, podemos extraer las reglas de Feynman para los vértices directamente de los términos

de interaccién del potencial, de manera que

— —6i) — 20 — e = 20

~.
~

El célculo de los vértices enlistados a la derecha de los diagramas se hace simplemente toman-
do los coeficientes de los campos del potencial de interaccion de la Lagrangiana multiplicados por

las combinaciones del arreglo diagraméatico y hemos agregado —i para completarlo. Los valores
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de los vértices con cuatro lineas externas son congruentes con la delta de Kroenecker obtenida
en el calculo del vértice en las coordenadas originales, expresion (5.12). Pero adicional a estos
vértices cuadruples propios de la teoria ¢*, también se han generado vértices triples cuyos valores
van como v/A. Debido a que el desarrollo perturbativo en serie se hizo con una constante de aco-
plamiento A y no de VA, esto implica que los vértices triples generan nuevos tipos de diagramas
que son la unién de dos vértices triples para dar una contribucién minima de primer orden a
la matriz de dispersién. La combinacién de cuatro diagramas triples generan una contribuciéon
de segundo orden y asi sucesivamente. De nuevo el calculo de la matriz de dispersién para un
proceso de dos particulas en el estado inicial y dos particulas en el estado final se restringe al

calculo analitico de estos nuevos diagramas y sus combinaciones.

5.2.1.1.  II*(p)I1¥ (po) — T1¥(p3)IT! (p4)

Para un proceso
T (p1)TF (p2) — 11 (p)TT (pa)

los diagramas involucrados a primer orden en A son

k !
k l k l
>< =V =V >_-—_.< =Vs =V
1 i . i J )

7 7

La amplitud de dispersion V; ya fué calculada anteriormente, y el resto de las amplitudes de

dispersién son

Vy = (—2im/X)2/ dpo %MZ(QW)%(ZH +pa2 — Do) (27)*6(ps — p3 — pa)
= ———5——(2m)"0(ps — p3 — p4)

con

—4p2
(p1 + p2)? — p?
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y
do Msl? 164 N2
do o _ 1
). 64n2E.,>  64w2E.,%((p1 + p2)? — p2)?
442
WA
= 5.33
4772Ecm2((p1 +p2)2 - /1'2)2 ( )
Va2 [ AP 1 45 45
V3 = (=2ipvA) ()" m(%) (p1 — p3 — Po)(27) (P2 — po — p4)
—4ip® A
= m(2ﬂ)45(pa — (P — p2))
con
—4p2
My = — 2%
’ (p1 — p3)? — p?
y
<d_0> M2 161422
ds cm 64772Ecm2 6471'2Ecm2 ((pl - p3)2 - MQ)Q
442
WA
_ (5.34)
4772Ecm2 ((p1 —p3)? — M2)2
Vi = (—2ipvn? [Br T onys 27)16
1 = (=2ipVv) (W)4po—u2( 7)%0(p1 — pa — po)(2m) (P2 — Po — P3)
— 43’ A
= m(QW)A‘fS(Pa — (p3 — p2))
con
—4p2
M -
! (p1 — pa)? — p?
y
<d_a> o MeE 16422
), 6472 Eorn®  6472E o2 ((p1 — pa)? — p2)?
4)\2
= a (5.35)

472 E ey ((p1 —pa)? — M2)2
5.2.2. Reglas de Feynman

Entonces, en resumen, las reglas de Feynman para esta teorfa son:

= En el espacio de configuracion
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1. Por cada propagador

. - S,
' = Dx—y)= i i
2. Por cada vértice
k [
= —2i\(6Y M + oI 4 671 67F) — —6ix
i J
= —24\ §¥
i J
= —2ip/\ 67 = —6ipV/\

.

3. Por cada linea externa

x p

—ip

=e
T P
4. Dividir por el factor de simetria
= En el espacio de momento
1. Por cada propagador
. ij -,
oy = i = j
p
i i
p* —2p?

2. Por cada vértice
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_ oi(sijskl ik 5 il ik
— — 2\ (8R! + gkl 4 55k ~ e

— —2i) 5

3. Por cada linea externa

4. ITmponer la conservacién de momento en cada vértice
5. Integrar sobre cada momento de lazo

6. Dividir por el factor de simetria

5.3. Teoria sigma lineal
Exploremos el potencial anterior con un término adicional de la forma
AV = —ap" = —a(v+o(x))

con a < 1.

(5.36)

Los ¢~ campos no sufren ningiin cambio por lo que las soluciones para II¢ son las mismas.

Para el N-ésimo campo que se le ha agregado un término lineal en o, el potencial queda

V = %m2(v +0)? + 2(2} + o)t —a(v+o0)

(5.37)
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cuyas soluciones para m? < 0 con m? = —pu y u > 0 son
Ly 2 A 4
V = —gH (v+o0) —|—Z(v—|—0) —a(v+o0) (5.38)
1o A 3 _ _
S (v+o)+=(v+o0)’—a|(v+0) = 0
o = —v (5.39)
quedando la ecuacién cibica
R e S
v - —(v -— =
7T

la cual tiene una solucién real dada por la féormula de Tartaglia para ecuaciones cibicas de la

forma 3 + pz = ¢ obtenida mediante el método de Cardano (ver Apéndice F):

o = (5@ @) (-0

con

asf la segunda solucién para o

1 1
B 2a N 20\ 212\ ’ N 2a 20\ 2 2u2\? ’
72 = |\ ) 3\ ) \ 3\ v

esta solucion esta condicionada a
2\ 3 2\ 3
N A AN
3\ —\\ ) 3\
2 9,2\ 2
a 12
(3) = (%) )

1
2\ 2
gy = 12 <2i> —v (5.41)

Si evaluamos la raiz en

nos queda
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que al sustituirla en el nuevo potencial (5.38) nos percatamos de que efectivamente es una raiz.
Para el calculo de los puntos criticos del potencial necesitamos la primera derivada del mismo,

encontrando de nuevo una ecuacién cubica que resolvemos con el mismo método:

VI = —pPlodo)+Av+0)P —a=0 (5.42)
—
TN
p = _M_Q
A

de manera que el punto critico donde se encuentra el minimo del potencial es

1
2\ 2
o, = 12 (%) - (5.43)

que cumple con V'(o.) =0y V”(o.) > 0. El minimo para el potencial es

o (o (NP A (e (02N (e (2
Y ) Y - B = v
2\~ <3A> 7\ <3>\> -2 <3A> Vimin

Vipin = —g (1 + \/5) (“;) (5.44)

V(oe)

Haciendo el cambio de V(o) por —V(—o) nos queda un potencial
vV = %/LQ(U—O')Z— 2(1)—0’)44-0,(?}—0') (5.45)
con soluciones
o = v

1
2 o\ 3\ ° 2 2\ 3
e o[22 (20N (22 (el (20 (2
A A 3\ A A 3\

que no coinciden con las raices del potencial original. V(o) # —V(—0o) y por lo tanto no hay

simetria en el potencial.

En esta situacién no hay un punto critico del potencial que coincida con alguna raiz u otra
referencia geométrica que nos permita inferir el valor de v que minimiza al potencial, pero si
podemos calcularlo haciendo coincidir al punto critico del minimo del potencial con el cero del

campo,

v = 12 <—) (5.46)
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Figura 5.5: Potencial V + AV.

Esto nos permite calcular los valores de las raices

T
g1 = +2 ﬁ
202 2
o = 12 %—2\/;;2:»{ 2(v2 - 1) g—A (5.47)

y conocer de manera precisa el nuevo potencial, que ha perdido totalmente la simetria con el
término lineal en o y constante de acoplamiento a (ver Fig. (5.5)).

Si tomamos la expresion 5.40 podemos conocer el orden de la contante de acoplamiento

() - ()

a = %E,u2<2 ,u_2>

(5.48)
que en efecto a < 1 y ademés nos dice que el cuadrado de la masa del II generado va como

m’ ~ a (5.49)



Conclusiones

in después de revisar los conceptos clésicos de la teoria libre de Klein-Gordon para

particulas escalares reales, de cuantizar la teoria y luego construir los propagadores de

campos que cumplan con el principio de causalidad; no imaginaba el fascinante formalismo que
se avecinaba para la descripcion de los campos cuénticos relativistas interactuantes.

La construcciéon de la funcion de correlacion, el teorema de Wick y las definiciones de campos
con orden temporal y normal, sentaron las bases del edificio de la teoria ¢* y posteriormente, de
la teoria sigma lineal.

Estos conceptos nos permitieron construir una bella herramienta diagramética que nos ayudo
a simplificar el andlisis matematico y representar adecuadamente la situacion fisica: los diagramas
de Feynman. Con ellos se logra un analisis perturbativo de las teorias ¢* y sigma lineal para el
calculo de secciones de dispersion de campos cuénticos.

El analisis de campos interactuantes en teoria ¢* primero para uno y después para N campos,
nos permitié el estudio de procesos de dispersiéon entre bosones masivos de espin cero. Ademés
nos permitié extender este tratamiento para la descripcién de N —1 campos sin masa y un campo
masivo. Esto nos ayud6 a mostrar el mecanismo mediante el cual se da la generacién de masa
a partir de un rompimiento de simetria en la teoria sigma lineal y mostrar la relaciéon entre el
parametro de rompimiento de simetria y la masa generada.

Finalmente, es importante mencionar que las herramientas que desarrollé en este trabajo, se
pueden utilizar como base para el estudio posterior de dispersiéon de bosones utilizando campos

escalares complejos, dispersion de fermiones, etc.
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Apéndice A

Notacion relativista

A.1. Unidades naturales

Trabajaremos en unidades naturales donde A = ¢ = 1, lo cual implica que

1

|7t = [masa] L.

[longitud] = [tiempo] = [energia

Es decir, la masa m de una particula es igual a su energia en reposo y ademés son iguales a
su longitud inversa mc? y a su longitud de onda Compton inversa . Por ejemplo la masa del
electron,

me = 9.109 x 1072 gr = 0.511MeV = 3.862 x 10~ em ™1 (A1)

A.2. La métrica

Consideremos dos eventos en el espacio-tiempo (z,y,2,t) v (x + dz,y + dy, z + dz,t + dt).
Generalizamos la nocién de distancia entre dos eventos al de intervalo entre dos puntos en el

espaciotiempo: ds. Podemos tomar la métrica
d?s = d’t+ d*z + d*y + d*z (A.2)

pero esta métrica no es invariante ante las transformaciones de Lorentz. Para que ds sea el mismo
para todo observador, es decir, para todo sistema de referencia inercial, ds debe ser invariante

ante las transformaciones de Lorentz y bajo rotaciones; asi que usaremos la métrica
s = d*t — (d*x + d®y + d*z) (A.3)
Con esta definicién para ds se pueden presentar tres casos:
= d?s > 0: eventos separados por un intervalo como el tiempo o temporaloides (ver Fig. 2.1)
» d%s5 < 0: eventos separados por un intervalo como el espacio o espacialoides (ver Fig. 2.2)

s d%s = 0: eventos separados por un intervalo como la luz o nulos
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En el espacio, el vector (z,, z) asociado con d3r = d?x+d>y+d?z es invariante ante rotaciones
y es definido positivo. Para generalizar esta idea al espaciotiempo, tenemos el problema de que
el intervalo invariante ya no es definido positivo. Por lo anterior, introducimos la notacién de

vector contravariante

ot = (29 2t 2% 23) (A.4)

y de wvector covariante

xy = (T0, 21,22, 23). (A.5)

El producto interno de un vector covariante con un vector contravariante en un invariante
(escalar):

atr, = 2z + 2tz + 22 + 225 (A.6)

Para nuestro caso los vectores quedan
'IH = (t, x,y, Z)a 'I,u = (ta -, =Y, _Z) (A?)

y el producto interior es

ahr, =12 — (2% 4+ y? + 22). (A.8)

De manera que la métrica d’s la podemos representar en términos de vectores covariantes y

contravariantes:

d’s = daldzy + datdry + datdey + dredes

= da'dw,, (A.9)

donde se usa la convenciéon de Einstein para suma sobre indices repetidos.
La relacién entre un vector covariante y uno contravariante la podemos explorar planteando

lo siguiente

x, = Kzt (A.10)
de manera que
zo a? k1w k2 ki3 kg a0
Ty _ ok ! _ ko1 koo kog Koy ! (A11)
T z? k31 ksz k33 ks z?

x3 x3 kar kag kaz kaa T
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donde la matriz incégnita de 4 x 4 es la matriz de transformacién que nos da la relaciéon entre

un vector covariante y uno contravariante. Considerando que

3

o = 1‘0, T = —1‘1, To = —1‘2, Ir3 = —T
se resuelve la matriz K
Zo 1 0 0 O 20
) 0 -1 0 0 !
To 0 0 -1 0 x?
T3 0 0 0 -1 3
Definimos el tensor métrico
1 0 0 0
0 -1 O 0
Guv =
0O 0 -1 0
0 O 0o -1
de manera que
Ty = Gt
Ademés vemos que el determinante de v
1 0 0 0
0 -1 0 0
det =—1+#0
0O 0 -1 o0
0 O 0o -1
lo que implica que su inversa existe
T
-1 0 0 O 1
-1 . _ 0 0O 1 0 0 0
< 9uv > det(gw)Ad‘](g“’/) - (_ 0 01 0 - 0
0O 0 01 0

es decir

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

= Guv,

(A.17)



Apéndice B

Eeuaciones de

Euler-Lagrange

En teoria clasica de campo la accidén puede ser escrita como la integral espacial de la densidad

Lagrangiana, denotada por L,
5= [ L6000 (B.1)
que debe cumplir que
55 =5 [ £(6(0). Q00
o bien

68 =90 / L(B(F,t),0,0(F, t))d*z (B.2)

sometemos a las coordenadas del espacio-tiempo z,, y al campo ¢, a pequenas variaciones que se
anulen en la frontera.

Las variaciones en las coordenadas son:
ot — 2" = 2t 4 Sz (B.3)

La variacién del campo en el mismo punto es:

$(z) — ¢'(z) = ¢(x) + dp(x) (B4)
La variacién total del campo es:
¢'(a') = d(z) + Ag(x) (B.5)
o bien
¢'(2') = ¢(a') + dg(z') (B.6)

de manera que

o)+ 0o = ¢(a') 4 (')
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Ap = oa)+0(x') — d(x)
= (@ +0x) +0¢(z) — P(x) (B.7)

dado que dx es muy pequena, podemos hacer una aproximaciéon a primer orden de

¢(z') = ¢(x + bx)

o) = oz +dx)
= ¢(x) + (9uo(x)) 62 + O (627) (B.8)
de manera que A¢ nos queda
Ap = Pxn) + (Ouo(x)) 02! — d(ay) + 6p(a’)
= (Ouo(x)) ozt + do(2) (B.9)

El término d¢(z’) es también pequeno, por lo que podemos hacer un desarrollo en serie y tomar

la aproximacion a primer orden

sp(z') = do(x +dx)
= d¢(z) + (0,0¢(x)) bzt + O (62?)

(B.10)
pero
O (6(x)) = 0Ou(o(') — o(x))
= 0uo(e) — Ouo(x)
= 5 (0u0(a)) (B.11)
5p(z') = 0¢(x) + 8 (9uo(x)) - bz + O (627) (B.12)
por lo que A¢(x) a primer orden nos queda
Ap(x) = (Opp(x)) .02t + 6 (0,p(x)) - 6t + d¢(x) (B.13)

El segundo término es una delta al cuadrado que corresponde a una contribucién a segundo
orden, razén por la que podemos descartarla. El tercer término es la variaciéon del campo en el

mismo punto por lo que no contribuye a la variacién total del campo. Siendo asi, la variacion
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total del campo queda en términos del producto punto de la cuadriderivada del campo por la

cuadrivariacién del mismo:

Ad(z) = (0(x)) - 6"

(B.14)

lo que implica que la expresion para la variacion total del campo en la ecuacion (B.5) nos queda

¢(@) = $(a) + d(x) - 52

Luego la variaciéon de la accién es:

§S = 6 [L(¢,0,0,2") d*x
= JL(¢, 0., 2")d*s — [ L(),0u0,x")d*
= 0

donde la transformacién de coordenadas entre 2’ y  estad dada por el Jacobiano
dz’ =  J(@, z)dz

que tiene la forma

= H (14 0,,(52"))

©=0,1,2,3

de manera que la variacion de la accion de la ecuacion (B.16) queda

/c (¢/,0u¢',2"") T (2, x)d x — /L(¢, Oup, a*) d*x

= [ adam) 0+ 0,60 d'a— [ £06.0,0.0)

= /c(¢',au¢/,x/ﬂ) dw4—/£(¢,8ﬂ¢,x“)d4x+/ﬁ( o', ") 0
— /5£d4x+/£( O, ™) 8, (6xH)d*x

— [ e+ £ (60,0 0,500
0
Ok

-/ K%Wag@s) 20u0) +

08

> + L Bu(ém“)} d'z

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(627 d

(B.19)
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aplicando el resultado (B.11) al segundo término de la expresion anterior y reexpresando el tercer

término

Y L P | | ,
s = /[a¢ 5¢+8(6H¢) ¢ + O, L - Szt + L - 9, (52") | d*x (B.20)

observando que

oL oL oL
(585 ) = e W e -

nos da el segundo término de la expresion (B.20) como la diferencia

oL oL oL
- 0,0 = 0 — ) —0,—— -0 B.22
a,0) 00 = O <a<au¢> ¢> b o(0,0) (B.22)

y aplicando la regla de la cadena a la asociacion de los términos tercero y cuarto, 45 nos queda

B oL oL oL 4
0S5 = /[%'&b—a}tm'&b—i-au(m'&b)+8M(£'5m“)}dx

_ /[(%*’ua@*ﬁ&ww (%ﬁw-&b—l—ﬁ-ém“)}d% (B.23)

El segundo término podemos expresarlo como una integral de superficie sobre la frontera de la
region de integracién del espacio-tiempo cuadri-dimensional. Dada las configuraciones de campo
inicial y final, d¢ y dz son cero en ¢ inicial y ¢ final de esta regién; de manera que este término

se anula. De modo que 4.5 se reduce a

o = [ nsty) o)

0 (B.24)

asumiendo que d¢ # 0 entonces obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL
(35-ostts) -



Apéndice C

Relaciones de

conmutacion

C.1. Conmutadores de a; y al

—

Tomando la parte espacial de las expresiones para ¢ y m podemos verificar estas relaciones
entre los operadores a; v a!
p 7Y

() = / (;i];(—i) E?*(aﬁef-f—a;e*f-f) (1)

Veamos
[0(@),7(a")] = ¢@)m(a’) — m(a')p(F)
/ By Py (—i) B
(2m)3 (2m)% 2 7
D PR A N R S R AN
(aﬁe —i—aﬁe > <ap/e al;,e )
Leipa _ t —iphd pE T, —ipE
(ap/e aﬁe ) <aﬁe + az£ )
/ &y & (=) [Eg
(2m)3 (2m)3 2 Ey
—a-al ei@EPT) |t —iEE—p )
( aﬁaﬁe —i—aﬁap,e >+
(_a];a;e —iEEr ) | gl g e iFEY 7)) n
- (St )%
(2m)3 2m)3 2\ Ej
([aﬁ, a;},]ei(p T-phat) 4 [apﬂ/,a;;]eﬂ(p =P )) (C.2)
los términos generados por la multiplicacién de az con a~ o bien por al f

L con a', nos producen
p p’
il . .
conmutadores de la forma [az,a5] y [a;;, ap’'] los cuales valen cero. Haciendo uso de la misma

108
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definiciéon (2.11) podemos continuar con

- &y &y (—i) |Ey
[(ﬁ(.%’),ﬂ'(.%”)] = /(27{.};3 (27{-1;3(2) E-

(27)36®) (pf — p)e ~1FEP" ) (C.3)

tomando la propiedad de la delta que refiere 6(—z) = d(z) e integrando con respecto P/ primero

y después con respecto a p

- d3—» ; o o,
6@ w@) = [ g (e o)
= 5 (0@ - + 90 (@ - 7))

= 6O (& - ) (C.4)

w(f):/ 0 Eﬁ(aﬁ—ag)eiﬁf (C.5)

el calculo del conmutador [¢(&), 7(27)] puede verse de manera mas directa.

C.2. El Hamiltoniano H en términos de a; y a,;g,

Usando las expresiones para para el campo ¢(Z) y el momento 7(Z) en (C.1) y la densidad

Hamiltoniana de Klein-Gordon separada de la siguiente manera

1,1 2, 1 9.9
Hie = gm° +5(Vo)" + m¢

= Hﬂ2 + H(V(]ﬁ)Q + Hm2¢2, (06)
tendremos el Hamiltoniano H

H = / dPFH 2 + / BTH g4y + / AP TH 24
== H7r2 + H(v¢)2 + Hm2¢2. (C?)
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b2l
Analizamos término a término:
(%) = w(@)7n ()
3. 3,7 -
_ d°p dp/(l)2 Ey Ep/
(2m)3 (2m)3 2 2
(aﬁeiﬁf_a;e—zﬁf> (ave”; * _a7e—2]; ﬂ)

to i@ (P —@) _ t ot —id (0 —(—P)
aﬁap/e ( ) aﬁaﬁe ( )) (08)
luego
1
Hpe = 5 / &Pz
2
1/ By dBI;; . EﬁEI;,
= 3 d°T .
2) (2m)? (2m) 2
(_aﬁaﬁeii(l;'—(—ﬁ)) +aﬁa;e_i5'(ﬁ_(m)+
t o id(p—) _ t 1 —id (g —(—p)

integrando primero sobre d>Z nos producen deltas de momento que después las podemos usar

para integrar sobre d?’ﬁ

1 /<d3m<d3ﬁ> kg
H-. = = :
2 (2)3 2

(~apa8* (W — (-5) + apal;° (0 — )+

o830 = T T35
abaz6* (¥ — p) — alal, (0 - (-5)

1 [ d®p Ej
= _/ P 5 <—aﬁa_ﬁ+aﬁa;+ a;aﬁ—a;aiﬁ> (C.10)

Ahora con (V¢)?2, tenemos

o = | G s (e +aje =) (C11)

&y i FE_ . —ipE
V¢ = /(2w)3\/ﬁﬁ(aﬁe —aze > (C.12)
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elevando al cuadrado

luego presentamos Hyg)2 en términos de a y at

1 d3n d3_7 =0
Hugpp = _/( pdp 3. DD

2J @m3@n)*" o [E;E;

o T (L i
<—apa7elm ' —( ﬁ))—kaﬁate iZ-(p' —P)
p P

Yata-e ™09 _ gyt o —if~<z?—<—m>)
PP Py

1 / (d*p)(d*p) B
2 27)3 -
(2m)* 2 [EsE
(—apagd® @ — (=) + apal, 8 - 7)
T 307 Tt §30.7
+agag6°(p' —p) — aga ;6" (0’ — (—ﬁ)))

L[ &0 p R £t
= 5/( )32E( FO—p + aza +aﬂp+aﬂ p)

Por tltimo m?2¢?

d*p d3 1
m2? = m/ p
%2

‘/EHEH

. g = oo
aﬁe”’x—l—aﬁ P ajelp Z 4 gl o2
P p p’

- / d3p d3p/ m2
(2m)* (2m)° 2, [2B;E
<aﬁaﬁe & W ~(=P) 4 g1 ¢ 10D
p

o ei@ (=5 | 1 o —id (0 (=)
—{—aﬁap,e —|—aﬁap7e >

(C.13)

(C.14)

(C.15)
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2

y de igual manera que lo hicimos con los otros términos

Hm2¢2

Finalmente

Higg =

dado que

1/ By By o m?
p— x .
2] (2m) (2m)° " o BB,

p
<aﬁaﬁeif~<ﬁ—<—m> +apale —i (¢ )
+a;aﬁew-<ﬁ—m " a;a; e mﬂ(ﬁ—(fm))
1 /(df’»ﬁ)(d?»ﬁ) m?

2 2m)° 2 [E;E
p
(apa0° @ = (=) + apa’,° (= )

T s3> Tt 307
+aja;0° (5 — §) + alal,8* (0 — (7))

L [ &P m? " ataet atal
= §/Wﬁﬁ (aﬁa_Iﬂ— ity + a5+ aﬁa_ﬁ> (C.16)

H.» + H(V¢)2 + Hm2¢2
L [ &% [Ej " ata— alal
2 / @2n)3 [7 (~apa-p+ apal + alay — aal ;) +

(aﬁa, 5+ aﬁa; + a;aﬁ + a;aTﬂy) +

2E5

(C.17)

(aﬁa, 5+ aﬁa; + a;aﬁ + a;aTﬁﬂ

p? +m2 _p2—|—m2_ EI%_
2E;  2Ej; 2E; 2E;

Eg
= (C.18)

podemos asociar los tres términos en uno solo

Higg =

pero el conmutador

L [ &P Ey ty Pt
2 / 27 2 (g -+ apaf+ ey — afal 5+

apa_p + aﬁa; + a;aﬁ + a;r;»aT,ﬁ)

1 [ d&p

lag, a;;] = aﬁat— a;;aﬁ

(C.20)



C.2. El Hamiltoniano H en términos de a; y a; 113

De lo anterior, el Hamiltoniano nos queda

1 ’p T T 3 53)(F
Hie = 5 (27T)3Eﬁ( 705 T ayap+ (2m)° 6 (0)>
_ / s s <aﬁaﬁ+§(zw) 5 (0)>
d3p 1

Vemos que el segundo término 53(6), diverge al infinito. Esta constante de energia infinita re-
presenta la suma sobre todos los modos de energia de punto cero. La energia de punto cero o
energia posible més baja es la energia de cada modo de Fourier o bien de cada punto del vacio

que ha sido modelado como un oscilador armoénico simple.



Apéndice D

Operador de evolucion

temporal

D.1. Representaciéon en serie

Sea la serie de potencias

o0
Ut to) = e =0 @HIE) = 5™ g (¢ — tg)" (D.1)
n=0
haciendo su desarrollo
t
do+ar(t—to) +.. — 1+ (_i)/ dtLH () + .. (D.2)
to

y dado que la funcién es analitica en el dominio, los coeficientes de Taylor son

U™ (¢, to
a = 00 (D.3)
podemos calcular los coeficientes a,,

(0) o
“w = Whﬁ():wo)(to,to):eZf“?dtHI(t)
ag = 1

U d it a4 H (¢ —i [t dt'H () ~d [t p
a1 = —ylieto = e li=ty = |& o (=) [ dUHi()

! t t s
a; = (—iH[(to))
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a2

az

as

as

Qn

U<2> 1d
_ L0
o lt=to sl
1 —i [} dtHy () -d/t ! N d/t / /
(= dt' Hy(t))(— dt' Hy(t
TR (%)dt \ 1(#)( Z)dt 5 () +

—i [t arHr() . d d/
e Jto ( Z)dt’ o dt'Hy(t") .

g7 | (-0 HE ) + (-0 o)

g | P H ) + (g [ Pegeln.)]

I A d ([ i (o
g1 | (PR + (-0 [ g (M@, gje )]
L N2 772 A 3 d 4 . .
o1 | (CO7HI (o) + (=) 5y [ dPw— @7 (to, T) (iHot — iHot)
o
5= iH(t))?
U® 1 d @
31 3ldt
.t ’ / -t / /
o " i WHIW) L33y 4 9(—i)%e "o @ Hl(t)HI(t)%Hl(t)+
it ar ’ d it ay / 2
¢ ftodtHI(t)(_i)@H[(t)—i-e ftodtHI(t)(—i)%HI(t)

t=to

(=i ()

1,( iHp(to))"

(D.5)
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Estableciendo un reconocimiento de los téminos de ambos lados de la igualdad de la serie (D.2)

podemos obtener (¢ — ()

ag = 1
ar(t —tg) = (—z’)/t:dtlH[(tl)
(t—ty) = Hltto) /t:dtlHI(tl)
S ()~ 1) = () /t:dtldtzT{HI(tl)Hl(tQ)}
(t—t9)? = H?l(to) /t:dtldth{HI(tl)Hj(tg)}

(D.6)
Por ultimo, la razén entre los términos n y n — 1 de la serie es
an(t —to)"  _ L(—iH (to))™(t — to)"
An_1(t — tg)"~ 1 (njl)! (—iH(to))" 1 (t — to)!
1, .
= (=iHi(t))(t — to)n
i) gy [ )
= —_ —'l S —
n I\to HI(tO) " ndl[\ln
ot
—1i
= — [ dt,H(tp) (D.7)

n to

de manera que cada término de la serie de U(t, %) es = ftt) dt, Hi(ty) veces el término previo.

D.2. Generalizaciéon y propiedades

Es conveniente generalizar la definicion del operador U permitiéndole que tome otros valores

diferentes al tiempo de referencia tg, es decir,
to—t —t con to <t <t (D.8)

El campo al tiempo t’ es
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pero como al tiempo t’ condicionaremos que no existen interacciones del campo, entonces la

expresion para el mismo nos queda en términos de Hy
d(a) = elg@e 1"
Ahora el campo de tg — ', o bien al tiempo ¢’ con respecto a tq es
S, F) = eiHol'=10) (s 7)o ol ~t0)
Luego el campo al tiempo ¢ pero con respecto a t’, es decir el campo de t’ — ¢
6(t,7) = e HE) g 7)o H )
y combinando las dos expresiones anteriores
S(t,7) = o HEt) oW —t0) gy 7)o —iHo( ~t0)g ~iH (t=1)
y de
o Li(Hi(t—t)+Hj(ti—t2))  _ 1+i<Hi(t —t1) + Hj(t; — tz)) .
= 1+z'<Hj(t1 —t9) + H;(t — t,))*...
nos permite intercambiar la posicién de las exponenciales de la expresién anterior
S(t,F) = oHoW—t0) o H (1) gy ) —iH(t) ~iHo(t'~t0)

y dado que conocemos ¢(tg, &) en términos de ¢

¢(t7 f) — e ’iHo(t/—to)e iH(t—t’)e _iHO(t_t0)¢](t, f)

e ’L'Ho(tfto)e 7iH(t7t,)e 7Z'H0(t/7t0)

Definimos

U(t,t/) _ eiHo(t—to)e—iH(t—t’)e —iHo(t'—t0)

entonces

¢(t’ j) = UT(t’ t,)¢l(ta j)U(t’ t,)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)
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Derivando parcialmente con respecto a t a U(t,t)

9 N [ iHo(t—to) s CGH(—t) | iHo(t—t0) (s ppya —iH(E—t))) . —iHo(t —to)
aU(t,t) = (e (iHop)e +e (—iH)e > e
i%U(t,t') _ (e iHo(t10) (T — Fy)e —iH(t—to)) o —iHo(t'~t0)
_ (e z‘Ho(t—to)(Hmt) <e —iHo(t—to) iHo(t—to)) o —z‘H(t_t/)) o —iHo(t' o)
i%U(t, t) = H(t)U(tt) (D.18)

integrando con respecto a t con la condicion inicial U (¢,t")|;=¢ = 1 obtenemos U (t,t’) en términos

de H[
Ut,t) = e ihrd"Hit") (D.19)

Haciendo el mismo procedimiento que hicimos para U(t,tg) desarrollando en serie de potencias

y considerando el orden temporal de los factores de los términos de la serie, nos queda

Ut = T{e—fﬁdt”Hﬂt”)} (D.20)

>t
Podemos resumir que el operador unitario U(t,t’) definido arriba satisface la ecuacion diferencial
i2U(t,t') = Hi(t)U(t,t') con la condicién inicial de Ut t)|g=ey =1
Por ultimo estableceremos relaciones de identidades entre los operadores U en sus diferentes

fases temporales. Ya vimos que el operador U de ty — t lo definimos como
Ult,tg) = etHolimio)e —ifl{i=to) (D.21)
de la misma manera podemos definir U de tg — t' y de t/ — ¢ respectivamente

Ut tg) = efolt—to)e—iH{t"~t0) (D.22)

U(t,t,) _ eiHo(t—t')e—iH(t—t') (D23)

Dado que en las definiciénes de U se cumple que t > t' > tg, condicién bajo la cual podemos

establecer las siguientes relaciones entre los operadores

U(t,t/)U(t,,tQ) _ e’iHo(t—t’)e—iH(t—t')eiHo(t’—to)e—iH(t’—t())

e ’L'Ho(tfto)e 7iH(t7t0)

Ut, U, tg) = Ul(t,to) (D.24)
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U(t,to)U' (', tg) = eiHolimto)e =i (i=to) <e iHo(t'~to)q —iH<t’—t0>)T
e iHo(t—t())e —iH(t—t())e iH(t’—t())e —iHo(t'—to)

N 4/ . 4/
ezHo(t t)e tH(t—t")

Ult, to)UT (' tg) = U(t,t) (D.25)
UT(t7 tO)U(tl, tO) — eiH(tfto)e 7iH0(t7t0)eiH0(t,7t0)e7Z'H(t/7t0)
—  iH(t—t)y —iHo(t—t)
Uttt U t0) = Ut t) =0t t) (D.26)
Ul )U(t tg) = e(1)eHolimt)gifo(i=lo) =iH(i=lo)

e iHg (t/fto)e 7Z'H(t/7t0)
Ut tYU(t, te) = U, to) (D.27)

Ut 1)U (t,tg) = eHoltt)e il =t iH(tot0)e =iHo(t=to)

e iH(t’—t())e —iHy (t/—to)
Ut,t"\U (t,t)) = Ut to) = Ut to) (D.28)
Si hacemos

t—>7f1
' —ty

to — 13
podemos resumir las identidades anteriores con subindices 1, 2 ¥ 3

— U(tlat3)

= Ulty,t9)

(t2,t3)
(t2,t3)
Ul(ty, t3)U(ta, t3) = Ul(ty,t2) = U (¢, ta)
(t1,ts) = Ulta,ts)
(t1,t3)

= UT(tQ,tg) = Uﬁl(tz,tg) (D.29)



Apéndice E
Teorema de Wick

Sea el T{[]; ¢(x;)} con 2¥ >3 >+ > 20 | > 29 y denotaremos ¢(z;) = ¢;

T{$162 - ¢n-10n} = <¢++¢;)<¢;+¢5)---<¢:_1+¢;_1><¢Z+¢;>
= {f B (G105 - 0f - B
(61 ¢2¢3-- SO e (O] 0y ) |+

{(0T650F - 0F - 08) + .t
(1650501 - &) - 60) +

(66767 )+ (E.1)

el producto temporalmente ordenado se divide en dos grandes grupos de términos. En el primer
grupo se encuentran los términos en donde todos los factores ¢ estan a la derecha de los ¢, es
decir ya tienen un orden normal. En el segundo grupo se encuentran el resto del total de términos.
A este segundo grupo debemos aplicar la metodologia usada en la seccion 3.3: generar términos
que contengan contracciones de dos campos, es decir conmutadores sencillos [gbj, qﬁj_] Esto se
hace agregando términos nulos y usando las reglas de conmutacién. En el proceso van apareciendo

nuevos términos pertenecientes al primer grupo. Enseguida desarrollamos una primera etapa de
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este proceso en la expresion anterior

T{$1¢2 - ppn_1¢6n} = (términos con ordenamiento normal) +
+ ([0 02 ] +d507) 6F - op_on +
¢1 ([¢3,65] +d503) &F -~ &) 10 + . +
OF - s ([Irh 0 ] + bp10F o) O
O b3 - 0p_o ([Oh_1 00 ] +n i) +
o1 ([03, 5] +¢503) 65 - &f 1t +
6103 ([03,05] +050§) b3 -+ b1 + .. +
([6f,67] +6267) b5 05 dd -+ by 1 + ..+
o7 6% 0 _s ([0 s Snr] + b1y _s) b +
([6F,67] +6207) b5 -+ by 105 +
¢1 ([¢3,65] + d50F) b5 -~ b 10 + o +
S1dy  bns (60 0n 1] + 0107 5) bn +
$16y  bng ([n_1: 0] + S dny)

(E.2)

Este proceso se repite las veces que sean necesarias hasta que todos los términos queden expresa-
dos con contracciones y/o campos no contraidos con ordenamiento normal. Al final del proceso
podemos identificar tres tipos de términos: términos con contracciones completas

i

1 1

términos con contracciones incompletas, es decir términos con campos no contraidos y con orde-

namiento normal

1 1
Gij - Py by b By By (E4)

y términos que sblo contienen campos con ordenamiento normal

¢;...¢;...¢I;¢l+...¢$...¢g. (E.5)

Ejemplo de los segundos y los terceros se encuentran en el segundo, sexto y tltimo renglones de la
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expresion (E.2). De manera que en el producto temporal nos quedan tres conjuntos de términos

T{H(p(xl)} = Z(‘75;"'%‘_"'¢l§¢l+"'¢$"'¢:)+
Z<@J%l¢;¢h¢;¢;¢;¢:>+
Z(@j%l@n) (E.6)

lo que nos permite expresarlo como un producto de campos con orden normal

T{H¢($i)} = N{Z(¢i¢j"'¢k¢l"'¢g¢h) +

i=1
Z(@j"'%'_(‘ﬁl%'“(ﬁd'“(ﬁh(ﬁm"'¢n"'¢s> +
Z(@%;Q@z@&} (E.7)

este brinco de la expresion nos permite asociar los campos con orden normal ((b;F + ¢, ) generando
de nuevo el campo completo ¢;.

n k

T{Hqﬁ(mi)} = N Z<H¢(xi)>+z I1 b1 [T o) |+

i=1,j=1,i#j i=k-+1

n

SU I o (E9)

i=1j=1,i#j
El producto temporalemente ordenado queda en términos de la suma del producto normalmente
ordenado mas todas las contracciones posibles con orden normal. Este teorema adquiere mayor

relevancia cuando calculamos el valor esperado en el vacio del producto T{¢;¢; - - - ¢y}

<orT{H¢<xi>} 0 - N{<O\Z (Ham) 0)+

k n
0S| T s TT ot | 0+
i=1,j=1,i#j i=k+1
oS I s | 10)
i:l,j:l,i;éj
— o[ TI e ) o
i=1,j=1,i#j

= Z H DF(CCZ —xj) (EQ)

i=1,j=1,i#
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cuyo calculo se ve grandemente simplificado al quedar en términos de una suma de productos de
propagadores de Feynman. En consecuencia el teorema de Wick es una herramienta importante

para encontrar la solucién del calculo del valor esperado de campos interactuantes.



Apéndice F
Método de Cardano

La ecuacién cibica a resolver es el potencial

é(1)—1—0)3—l,zf(v—i—a)—a:O

4 2
2
(v+0)3—2%(v+0)—47a:0 (F.1)

Haciendo un cambio de variable para ¢ y etiquetando los coeficientes de la siguiente manera

la expresion se simplifica a resolver una ecuacion cubica en z
3 —pr—q=0 (F.3)
Sean las variables auxiliares m y n tales que
r=m-+n (F.4)
sustituimos este cambio de variable en F.3 y desarrollamos de manera que nos quede
(m® +n® —q) + (m+n)(3mn —p) =0 (F.5)
Si condicionamos que
3mn —p=20 (F.6)

y nos auxiliamos con otro cambio de variable tal que

M =m?
N =n? (F.7)
tendremos dos expresiones para M y N
M+ N=gq
o’
MN = — F.8
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de donde surge el polinomio auxiliar de segundo grado

2 p3
M —gM+==0 F.
aM + - (F.9)
cuyas raices son
= 3G -6
M - 2 2V _ (£
b2 2=\ \2 3
g [(a\? _(pP\?
wa = @0
1,2 2+ ) 3 ( 0)

Si recuperamos los cambios de variable hechos en F.7, F.4 y F.2, las soluciones para el potencial

quedan

v+ N2 - %q/(%)—(%)?’ L 2?\/(27)—(23%)3 e
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