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Resumen

Los cilindros metélicos forman parte importante de los cristales foténicos y metama-
teriales. Es importante entender y cuantificar los modos electromagnéticos existentes
para un cilindro y su comportamiento al juntar varios cilindros. En el presente trabajo
de tesis estudiamos los modos electromagnéticos que ocurren para frecuencias menores
que la frecuencia de plasma del cilindro. En esta regién existen los modos normales de
un cilindro metélico, que se localizan a la derecha de la linea de luz en el diagrama
de frecuencia contra componente del vector de onda a lo largo del eje del cilindro, k..
Asimismo, existen los llamados modos virtuales, nombrados asi por su caracter radia-
tivo y tiempo de vida finito. Estos ultimos modos existen a partir de k&, = 0 hasta

k. = w/c, es decir hasta la linea de luz en el vacio.

Por medio del método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD)
estudiamos la excitacién de los modos electromagnéticos que ocurren en el plano al
cual es perpendicular el eje del cilindro, es decir con k, = 0. En este caso, sélo los
modos virtuales son importantes. Debido a su cardcter radiativo, su acoplamiento a la

luz incidente es mas débil que la de los modos normales.

Encontramos que estos modos se manifiestan como estructura en la seccién eficaz de
absorcién, sobre todo para cilindros con un radio comparable a la longitud de onda de
plasma. Para cilindros de radio mucho menor que la longitud de onda de plasma, la
seccion eficaz de absorcién solamente muestra un pico alrededor de la frecuencia del

plasmén de superficie, w,,/ v/2, como ya se habia encontrado por otros autores.

VI



Resumen VII

Cuando se excitan dos cilindros simultdneamente, obtenemos dos situaciones extremas.
Primero cuando los radios de los cilindros son muy pequenos, el pico que se observa
para el cilindro aislado, se desdobla en dos a medida que se acercan los dos cilindros.
Por otra parte, para cilindros de radio comparable a la longitud de onda de plasma,
el espectro de absorcién contiene demasiada estructura y es dificil seguir la evolucién
de cada pico al acercar los dos cilindros. Para ambos casos estudiamos los aspectos de

absorcién con fuentes de luz incidentes desde distintos angulos.
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Introduccion

Las nanoestructuras periddicas del orden de la longitud de onda se han convertido
en objeto de gran interés en los iltimos veinte anos. Pese a que en un principio los
metales habfan sido excluidos, algunos trabajos de investigaciéon detonaron su estudio
de manera intensa dando lugar a dos nuevas dreas conocidas como metamateriales y
plasmonics!'!. La primera, estd relacionada con estructuras metdlicas menores que la
longitud de onda con el fin de obtener una respuesta resonante al campo magnético. La
segunda drea, se refiere a plasmones de superficie. Esto hace que la linea que separa a

la una de la otra muchas veces no sea del todo clara.

Los modos electromagnéticos asociados a un cilindro metélico individual ya han sido
estudiados extensamente. Tal es el caso de Pfeiffer, Economou y Ngail?!, que mediante
una expresion trascendental derivada de las funciones Bessel encuentran las relaciones de
dispersién que describen no sélo los modos normales resonantes de un cilindro sino tam-
bién sus modos virtuales resonantes. Descubrieron propiedades generales de las oscila-
ciones de superficie (surface plasmon oscillations), en particular dos comportamientos:
(7) las oscilaciones de superficie en la regién derecha a la linea de luz muestran los modos
reales no-radiativos, reales porque la solucién de la ecuacion trascendental marca las
eigenfrecuencias reales, y no-radiativos porque los campos electromagnéticos asociados
a estos modos decaen exponencialmente a cero fuera del cilindro; (i7) las oscilaciones
de superficie en la regién izquierda a la linea de luz son los modos virtuales radia-
tivos, virtuales porque la solucién de la ecuacién trascendental arroja eigenfrecuencias

complejas (donde k es real y donde la parte imaginaria de w es el inverso del tiempo de

XIX



XX Introduccion

vida de cada modo), y radiativos debido a que los campos se comportan como ondas

cilindricas propagantes.

Gray y Kupka en uno sus trabajosl®!, aunque se enfocaron principalmente a la propa-
gacion de luz en cadenas lineales de nanocilindros de plata, presentan seccién eficaz
de absorcién, dispersién y extinciéon de un cilindro aislado y de un arreglo con dos de
ellos. Para obtener sus conclusiones comparan en el camino los resultados del método
numérico FDTD para un cilindro, con el cdlculo basado en las expresiones de Bohren y

41y en los valores experimentales de Johnson y Christy!®! (indices de reflexién

Hoffman!
n 'y k obtenidos de peliculas delgadas de metales nobles) y comparan con la parame-
trizacién de los indices de reflexién de Lynch y Hunter para platal®!, donde ajustan
el modelo de Drude a las constantes dieléctricas empiricas. En el mismo caso aislado,
llegan a que el pico grande de la seccién eficaz se debe a los polaritones de superfi-
cie (surface plasmon polariton). También analizaron el acoplamiento de la pareja de
nanocilindros. Aqui, hallaron dos estructuras en la seccién eficaz, un hombro cerca de
la resonancia del cilindro aislado (A = 340 nm) y un mdximo més fuerte corrido al

rojo (A = 375 nm). La presencia de la resonancia extra, comentan que se debe a la

interaccién de los cilindros a muy corta separacion.

Otros tantos investigadores, han enfocado sus trabajos de manera teérica y muchos més
de forma experimental, al acoplamiento de nanocilindros. Kottmann y Martin("-®!, con la
solucién de las ecuaciones de Maxwell en el dominio de las frecuencias, observaron como
el radio de dos cilindros acoplados y la separacién entre ellos modifica la magnitud de la
resonancia. De hecho hablan del equilibrio que debe existir entre estas dos magnitudes
para lograr una mayor amplitud. Analizaron también lo que ocurre al arrojar luz desde
un costado y desde el frente del par de cilindros, donde hacen notar que la distancia
entre los nanoalambres juega un papel importante, pues mientras la separacién entre
ellos se vuelve mucho més pequena que el radio, la resonancia principal de la seccién
eficaz muestra un corrimiento al rojo (red-shifted). Asimismo, explican que se puede

llegar a tener muiltiples resonancias dependiendo de la seccion transversal que tenga el
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cilindro en particular. Es decir, comentan que mientras un cilindro circular exhibe una
resonancia, en un cilindro triangular del mismo metal se pueden observar cinco o mas

distintas resonancias(®l.

Unos afos después J. M. Elson et al.[' dicen que, en el hecho de tener excitacién de
plasmones, la forma y el material de la estructura es muy importante respecto a las
condiciones de resonancia y al incremento de la dispersiéon de las ondas electromag-
néticas, por lo que consideraron trabajar con cilindros de seccién transversal cuadrada.

Meses después, trabajan con cilindros con defectos en forma de VI,

Otro punto que también viene a jugar un papel notable, es que las resonancias de super-
ficie y la amplitud del campo local en un arreglo de dos cilindros pueden ser controladas
por el cambio en la direccién de la luz incidente sobre los cilindros. Se ha mostrado tam-
bién que los modos resonantes complejos pueden ser excitados al incrementar el mimero

de pares de cilindros!'?!.

Con todo esto, y a pesar de que se han encontrado resultados relevantes a lo largo de los
anos, ninguno han logrado relacionar la estructura de la seccién eficaz con la excitacién
de los modos electromagnéticos. Mas bien dicho, ninguno ha podido demostrar que en
un solo cilindro metélico aislado se pueden llegar a tener més de una resonancia en la
seccion eficaz, lo que gréficamente serfa ver més de un pico de distintas magnitudes, sin

la necesidad de tener un acoplamiento de cilindros.

Lo que muchos autores han mostrado es que la estructura de mas de un pico que muestra
la seccién eficaz se relaciona con el acoplamiento de cilindros. Las investigaciones no
han logrado establecer la existencia de una fuerte correlacién entre los plasmones de
superficie inducidos por el campo eléctrico y los cambios en los picos de la extincién,

incluyendo trabajos recientes(!3.

Es por ello que en la presente tesis nos proponemos estudiar el acoplamiento de mo-
dos electromagnéticos virtuales entre nanocilindros metéalicos utilizando el método de

Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo, FDTD.
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Primeramente demostraremos que se pueden excitar distintos modos para un mismo
cilindro aislado y luego podremos analizar lo que realmente sucede al interaccionar los
modos de un cilindro con los del otro, debido a que es mads interesante estudiar la

radiacién asociada a los modos virtuales.

La necesidad de utilizar un método numérico como el FDTD se debe a la geometria
del problema. Cuando se tiene un cilindro aislado, es posible darle solucién analitica
resolviendo las ecuaciones de Maxwell en coordenadas cilindricas. Sin embargo, cuan-
do el problema escapa de algin modelo geométrico (cilindrico, rectangular, esférico,

elipsoidal,...) no es posible resolverlo analiticamente.

Aunque existen diversos métodos numeéricos incluso algunos también en el dominio tem-
poral como el DGTDU el método de Diferencias Finitas en el Dominio del
Tiempo (FDTD) ha sido probado cuantiosas veces para distintos tipos de particu-
las como nanocilindros!®! | cristales de hielol'®!, cuerpos curvos dieléctrico-metélicos! %!,
entre otros, por lo que puede reproducir con muy alta precisién la seccién eficaz (cross

section) de nanoalambres.

En la primera parte de este trabajo, analizaremos los modos no-radiativos de un cilin-
dro metélico y enseguida los modos radiativos, todo esto resolviendo analiticamente la
ecuacion de onda en coordenadas cilindricas. Obtendremos asi las relaciones de disper-
siéon de los modos en funcién del vector de onda a lo largo del eje del cilindro. Luego
introduciremos el método FDTD y lo aplicaremos para estudiar los modos con vector
de onda en el plano perpendicular al eje de un cilindro metalico, es decir, k£, = 0. Pos-
teriormente se estudiard los modos para un par de cilindros y el efecto de la separacién

entre ellos en la seccidén eficaz de absorcion.
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Capitulo 1

Cilindro Metalico: Modos Normales

En el presente capitulo analizaremos un cilindro de metal aislado de radio R con sec-
cion transversal circular y sin restricciones a lo largo del eje z, es decir, el problema
serd resuelto sobre el plano x-y. Al resolver las ecuaciones de Maxwell en coordenadas
cilindricas hallaremos una expresion trascendental de donde obtendremos las relaciones
de dispersién del cilindro, para el caso donde existe variacién azimutal. Consideraremos
dos medios: el medio metélico (j,,£1), como medio interior y el vacio (py,&0), como

medio externo.

1.1. Ecuaciéon de Bessel

Partamos de la ecuacién de onda de Helmholtz escrita como'

—

E
(V3 + (pew® — k2)] = (= 0. (1.1.1)

Debido a que hemos asumido que los campos tienen dependencia en z, de la forma
e™*:% las ecuaciones de Helmholtz se han reducido a ecuaciones de forma bidimensional.

Escribamos la Ec. (1.1.1) para cada medio:

! Consulte el Apéndice A, pag. 117, para ver desarrollo algebraico.
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-
2 2 12 E .
(V2 + (mew® = k)], p =0 (dentro del cilindro) (1.1.2)
B
-
2 2 12 E .
(V2 + (pogow® — k2)] ¢ _, ¢ =0. (fuera del cilindro) (1.1.3)

Es muy importante hacer notar que la constante de propagacién axial k., debe satisfacer
los campos dentro y fuera del cilindro, lo que hace que k. sea exactamente la misma
dentro y fuera del material, ya que los campos satisfacen las condiciones de frontera.

Por ello, consideremos para el exterior del cilindro
8% = — (pogow® — k2) > 0, (1.1.4)

yva que los campos decaen exponencialmente. Y como en el interior del cilindro metélico

los campos también decaen exponencialmente, definamos?

V== (meaw? —k2) > 0. (1.1.5)

Asi, las ecuaciones de Helmholtz quedan para el interior y exterior del cilindro metélico,

respectivamente como

(Vi =) i =0 (1.1.6)
B

(Vi-57) 2l (1.1.7)
J2;

En coordenadas cilindricas, en general, la ecuacién de Helmholtz para alguna funcién

Y es
10 oY 1 0% 0%
pOp (pa_p> T g TR =0 (1.1.8)

2 Cfr. Ecs. (1.1.4) y (1.1.5) contra (B.1.3) y (B.1.2) respectivamente, pag. 120.
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donde k% = 42 6 bien k% = 3% Si proponemos

tendremos

V(p,p,2) = P(p) ®(p) Z(2)

®Z d [ dP\ | PZd®
222 (pE K2 PoZ = 0.
p dp (pdp>+ T a2 T ’

Dividiendo por P®Z y multiplicando por p*:

p d dP 1 d?®
Fd_p (pd—p) +$d_+k =0. (1.1.9)
Aqui, obtenemos
1d*® 9
ddp? '
cuya solucion es
D(p) = e"™m?. (1.1.10)
Ahora, sustituyendo (1.1.10) en (1.1.9):
pd ([ dP 9
—— | p— ) - kip®=0
Pdp (p dp) e
Multiplicando por P, tenemos
dP ,d*P m?
D kZ o 2P —
pdp+p dp2+( p2>p
Dividiendo ahora por p? se obtiene la Ecuacion de Bessel
> 1d ( mzﬂ
-+ = K —— )| P=0. 1.1.11
[dp? pdp  \'" p? (L1
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Por lo tanto para cada medio (interior y exterior al cilindro) se tiene

L;l—; + %dip — <,y2 + TZ—j)] =0 (dentro) (1.1.12)
¢ 1d ,  m?
[d_p2 + i <[3 + F)} P =0. (fuera) (1.1.13)

Nétese que debido a las definiciones de 42 y 52, las ecuaciones de Bessel se han trans-
formado en ecuaciones de Difusién para ambos medios. Las soluciones de la ecuacién

de Difusion son ¢ = I,,,(x) 6 ¥ = K, ().
La primer solucién se define como

¥ = In(yp) =i " Im(ivp), (1.1.14)

y la segunda es escrita en términos de funciones Bessel de tercera clase o funciones

Hankel HV-:

Kn(Bp) = 5" HL) (i6p)
ie.,
Kn(Bp) = 53" [Jn(iBp) +iN(iBp)] (1.1.15)

siendo NV, la funcién de Neumann definida como

_ cos(mm) Sy, (1) — J_m(m)'

Np(z) = (1.1.16)

sin(7mm)

Ahora debemos saber cual de las dos soluciones de la ecuacién de Difusién modela
fisicamente cada parte de nuestro problema. De las familias de funciones I, y K,,,
basta que analicemos las primeras dos para entender su comportamiento, mostrado en

la Fig. 1.1.1.
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fix)

Figura 1.1.1. Funciones modificadas de Bessel:
Ip(z), I1(x) y Ko(x), Ki(x).

Analizando el comportamiento fisico de los campos, sabemos que estos deben decaer
exponencialmente fuera del cilindro, lo que serfa descrito por ¢ = K,,,(p). Sin embargo,
como los campos internos también deben decaer exponencialmene pero hacia el centro

del cilindro, los campos pueden describirse con v = I,,,(7yp).

Por lo tanto, las soluciones para el cilindro metélico, en el caso de modos normales, son

Ln(yp) eme eih== (dentro)
b = (1.1.17)
K.(Bp) eme eik== (fuera)
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1.2. Ecuaciones de Maxwell

en coordenadas cilindricas

En esta breve seccion reescribiremos las ecuaciones de Maxwell empleando coordenadas

cilindricas para ajustarlas a la geometria de nuestro problema y con esto poder obtener
H

un resultado analitico. Consideremos un vector arbitrario A = (4,, A,, A.). Como en

coordenadas cilindricas se sabe que el rotacional estd dado como

- 10A, OA dA, 0A
A5 (294 92 5 (%2 942\ -~
VX p(/)&p 32>+@(3z 3p)+z

SRR

y por otra parte sabemos que las ecuaciones de Maxwell,> para los campos con

— .
dependencia temporal de la forma Age™“*, son

entonces, en coordenadas cilindricas quedan respectivamente como:

- = —
VxFE = iwB
~ (1. . . oF,
= 7 (;szz — zsz@) +p (zszp — 8_p) (1.2.2)
1 OF, m
+z(-E,+ =~ - —F >
<p cop p T’

3 Consulte el Apéndice A, pag. 110, para ver desarrollo algebraico.
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? x B = —i,uewﬁ
(1. , (. JB,
1 0B m
+z(-B,+—=%-— —B )
<p oo o
V-E = ;a—p(pEp) + ;—(%j +5- =0 (1.2.4)
- — 10 10B 0B,

Una vez reescritas de esta manera, podemos emplearlas para darle soluciéon analitica a

las relaciones de dispersién de los modos del sistema.

1.3. Solucién a un cilindro metalico.

Caso general: dependencia en ¢

Procedemos en esta seccién a obtener la solucién analitica del cilindro metédlico con
variacién azimutal, ya que el caso donde no hay dependencia en ¢ no tiene sentido (pues

no existen modos TM y TE por separado), contrario al caso de un cilindro dieléctrico.*

Debido a que las componentes paralelas a la superficie del cilindro son ¢ y z, por
— —

las condiciones de frontera, podemos aplicar la continuidad tangencial de E y H si

conocemos E,, F., H, y H,. Esto nos dard un sistema de 4 X 4 que puede ser resuelto

de manera algebraica.

4 Consulte el Apéndice B, pag. 123.



1.4. Relaciones de Dispersién de los Modos Normales 9

Mediante el dlgebra desarrollado en el Apéndice C, Seccién C.1, se obtiene a partir de
las ecuaciones de Maxwell en coordenadas cilindricas la siguiente ecuacion trascendental

para los modos normales de un cilindro metdlico:

perw I, (YR)  pogow K;@wm] {gffn(vR) a_uKé@(ﬁR)] _ k2m? ( 11 )
Y In(vR) B Ku(BR)| [vI.(VR) BK.(BR)] R\ )

1.4. Relaciones de Dispersion de los
Modos Normales

Ahora bien, sabiendo el comportamiento de las funciones I y K de Bessel, se procedié
a la creacién de una rutina computacional con la cual resolvimos numéricamente la
ecuacion trascendental (1.3.1) obteniendo como solucién las relaciones de dispersion
para m deseada. Es importante mencionar que para modelar el material empleamos la

funcion dieléctrica de Drude

2
W) =1
w* + 1w

siendo « la absorciéon o amortiguamiento, y tomando los valores de w, para la plata.

1.4.1. Radio de 25 nm

Definiendo un radio de 25 nm para el cilindro de metal, obtuvimos soluciones de la
Ec. (1.3.1) para m = 0 a m = 5, graficando k normalizada (k/k,) contra frecuencia

normalizada (w/w,), como se muestra a continuacion.

Puede observarse en la Fig. 1.4.1 como las relaciones de dispersién viven en la parte

5 Consulte el Apéndice C.1, para ver desarrollo algebraico.
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derecha de la linea de luz del vacio (kK = w) y se extienden de manera creciente y
asintética bajo la frecuencia del plasmoén de superficie w = w,/ V2, lo que significa
que w/w, = \/75 = 0.7071. Cabe mencionar que los valores donde nacen las relaciones
de dispersion sobre la linea de luz se conocen como frecuencias de corte y se pueden

obtener de manera analitica.’

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales
Cilindro Metalico - R =25nm

T [ T T T T T T T
07T asnac

¥ v % F
* ****

204 m=0 N
- e — m=1
E m=2
| m=3 _
03 m=4
F m=5
m=6
— m=7
o --- Frecuencia del plasmon
— Linea de luz
+ Rel. disp. plasmon

=
=
L
—_
—
Lh
2 —

25 3

Figura 1.4.1. Relaciones de dispersion para m = 0 hasta m = 5.

Sobre las curvas de relaciones de dispersion, fijando un par cartesiano, se obtienen para

su respectiva m un modo normal del cilindro metélico, cuando z = 0.

Para el cilindro de 25 nm, tomando m = 0, 1, 2, 3, 4 y respectivamente sobre sus rela-
ciones de dispersion, los puntos: [a] (k,,w) = (1.00,0.327), [b] (k.,w) = (1.00,0.64086),
[c] (k.,w) = (1.00,0.69476), [d] (k.,w) = (1.00,0.7029) y [e] (k.,w) = (1.00,0.7051),
obtenemos los modos presentados en la figura 1.4.2, que es el comportamiento del campo

E.(p,p,z=0).

6 Consulte el Apéndice B, pp. 123-130, para ver el caso dieléctrico.
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M

PSRN -
iR s N
I

LR NS

0.025

-0.15

0.003

Figura 1.4.2. Modos normales del campo E.. Cilindro metdlico de 25 nm de radio.
[a] m =0, [bjm=1, [cfm=2, [d]m =3y [efm=A4.

Para analizar més detalladamente el comportamiento de las relaciones de dispersién
de los modos normales y a manera de comparacion, presentaremos a continuacion las
relaciones del cilindro metdlico aislado con radio de 510 nm, pues debido al gran tamano
respecto al presente caso (25 nm de radio), las curvas (en particular m pequenas) tienden

a parecerse mas a la relacion del plasmén de superficie.
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1.4.2. Radio de 510 nm

Definiendo un radio de 510 nm, mostraremos las relaciones de dispersién desde m = 0
hasta m = 8, obtenidas al resolver la ecuacién (1.4.1). Comparado con el caso anterior

(25 nm), este nuevo radio es mds de 20 veces su tamano.

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales
Cilindro Metalico - R=510nm

m=0
L — m=1 —

3 04 e
3 — m=3
m=4 ]

03 m=5
F m=6 7
— m=7
— m=8
L --—- Frecuencia del plasmon E

— Linea de luz

« Rel. disp. plasmon

|
0 0.5 1 L5 2 2.5 3

Figura 1.4.3. Relaciones de dispersion para m = 0 hasta m = 8.

Notese como estas relaciones de dispersién estdn separadas més uniformemente en con-
traste con las de las relaciones anteriores que estaban més definidas (aisladas) para
m pequena. Esto causa que la excitacién entre un modo y otro no sea tan marcada,
es decir, que para lograr excitar un modo en particular en el cilindro de 510 nm, se
requieren fijar mas restricciones debido al tamano del radio del cilindro respecto a la

longitud de onda.

Mostramos a continuacién los modos normales del campo eléctrico E,(p, ¢,z = 0)
obtenidos al resolver la Ec. (1.3.1). Obtenidas las relaciones de dispersion, si elegimos

un punto fijo sobre alguna de ellas, podremos obtener los modos normales del campo.
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Tomemos los mismo cinco 6érdenes m = 0, 1, 2, 3, 4 y respectivamente los mismos
puntos sobre sus relaciones que para el cilindro de 25 nm: [a] (k,,w) = (1.00,0.5911),
[b] (k,,w) = (1.00,0.5939), [c] (k.,w) = (1.00,0.6017), [d] (k.,w) = (1.00,0.6126)
y le] (k.,w) = (1.00,0.6250).

il

a0 ==
R
N
‘:‘ S -

FRTELER :
1 ll!!%\\

0.75

0.25

0.25

Figura 1.4.4. Modos normales del campo E.. Cilindro metdlico de 25 nm de radio.
[a] m =0, [bjm=1, [¢fm=2, [d]m=3y [efm=A4.
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Para ambos casos (25 y 510 nm), nétese cémo los campos en el metal alcanzan sus
méximos y minimos en la frontera del material”, a diferencia de los campos en el cilindro
dieléctrico que alcanzan sus maximos y minimos dentro del cilindro. Esto se debe a que
los campos dentro y fuera del cilindro de metal decaen de manera exponencial pues

obedecen a las funciones Bessel [ y K.

Pese a esto 1ltimo, note que para m = 0 (el caso mds simple y por tanto el mds notorio)
el campo F, decae casi por completo en el centro cuando se tiene un cilindro con un
radio grande (como puede apreciarse en la Fig. 1.4.4a) pero no decae por completo para
un radio pequeno (Fig. 1.4.2a). Este fenémeno obedece a que el campo penetra con mas
facilidad al nanoalambre de 25 nm de radio, mientras que para el de 510 nm, el campo

penetra el metal pero logra decaer exponencialmente casi a cero en el centro.

Cabe mencionar, respecto a las relaciones de dispersién, que existe una enorme
diferencia entre las de un cilindro dieléctrico y las de uno metédlico,® pues mientras
que para un cilindro dieléctrico se tienen varias relaciones de dispersién para cada m
(Fig. B.4.2), para un cilindro de metal existe una sola relacién de dispersién cada m.
Esto significa que los campos dentro del cilindro dieléctrico forman ondas estacionarias,

mientras que dentro del metdlico los campos decaen exponencialmente.

Debe notarse también que para las relaciones de dispersién del cilindro dieléctrico, el
comportamiento de estas curvas se extienden de manera creciente y no acotada, mientras
que para el alambre metdlico, las relaciones de dispersion se extienden asintéticamente

bajo la linea de la frecuencia del plasmén w = w, / V2.

Finalmente, podemos bosquejar el patrén simétrico que siguen los modos de un cilindro
de metal, es decir, podemos analizar el comportamiento de sus m&aximos y minimos

para predecir el comportamiento de cualquier m.

" Cfr. con Figs. B.4.4 — B.4.11, pp. 137 — 143.
8 Consulte el Apéndice B, pp. 134-136.
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Presentamos el bosquejo de los modos antes estudiados, m = 0, 1, 2, 3 y 4, e indicaremos
con el signo (4) donde se localizan los maximos, y el signo (—) indicard la ubicacién

de los minimos (Fig. 1.4.5).

N
NN

Figura 1.4.5. Bosquejo de mdrimos y minimos de los modos
para [a] m =0, [bj m=1, [efm =2, [dfm =3y [e]m=4.



Capitulo 2

Cilindro Metalico: Modos Virtuales

Debido a las propiedades del material en consideracién (metal), para los campos
eléctrico y magnético, no solamente existen los modos normales (estudiados previa-
mente en el Capitulo 1) sino también existen los modos virtuales radiativos. Estos
iltimos son oscilaciones de superficie en la regién izquierda a la linea de luz, estudiados

inicialmente por Pfeiffer, Economou y Ngail?!.

Las relaciones de dispersiéon que los modos virtuales poseen se obtienen al resolver
numéricamente una ecuacion trascendental, como se hace para los modos normales del
cilindro dieléctrico y del cilindro metélico, s6lo que ahora los campos decaen hacia el

centro del cilindro y se propagan hacia el exterior, disipando energia.

2.1. Ecuacion de Difusién y Ecuacion de Bessel

Como lo hicimos anteriormente, partiendo de la ecuacién de Helmholtz y considerando

la dependencia en la coordenada z, de la forma e*:%, se obtiene la expresién reducida'

[V + (pew® — 2)]

Wl =l

! Consulte el Apéndice A, pdg. 117 para ver desarrollo algebraico.

16
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De nuevo, para el interior del cilindro de metal propongamos ~? positiva definida como
V== (ew? —k2) >0 (2.1.1)
ya que los campos decaen exponencialmente hacia dentro del cilindro. Sin embargo,

en el exterior del cilindro las ondas son propagantes, perdiendo energfa. Por lo que

definiremos
B2 = pogow® — k2 > 0. (2.1.2)

Entonces las ecuaciones de onda de Helmholtz quedan como

E

(Vi-")<_p=0 (2.1.3)
B
E

(V2 +5°%) (= 0, (2.1.4)

para el interior y el exterior del cilindro, respectivamente. Resolviendo la ecuacién de

Helmholtz en coordenadas cilindricas obtenemos la Ecuaciéon de Bessel:
d? 1d m?
- 2 =0
[dp2+pdp+ ( . /)2)11#

donde k2 =~% 6 k2 = °. Asf para cada medio, debido a las nuevas definiciones (2.1.1)

y (2.1.2), se tiene

> 1d ?
{d_p2 + Y7 <fyz + ﬂ)] =0 (dentro) (2.1.5)
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? 1d ?
{d_pz + Py + <52 — %)] Y = 0. (fuera) (2.1.6)

Sabemos ya, que para el interior del cilindro debemos tomar ) = I,,,(yp) como solucién
a la ecuacién de Difusién (2.1.5). No obstante, de la ecuacién de Bessel (2.1.6) que
modela los campos en el exterior del cuerpo cilindrico debemos considerar no sélo las

oscilaciones de dichos campos sino también la disipacién de energfa.

Para este caso, el fenémeno a modelar son ondas que se propagan desde una fuente
definida hacia el infinito, lo que debe implicar que debemos reemplazar nuestro problema,
de ondas estacionarias por el de ondas cilindricas viajeras. Notese que la ecuacién

diferencial es la misma que para ondas estacionarias.’?

Entonces para asegurarnos de que las componentes de los campos correspondan a ondas
propagantes salientes, tomaremos como solucién para la Ec. (2.1.6) la funcién de Hankel
del primer tipo, definida como la superposicién de la funcién Bessel y la funcién de

3

Neumann® acompanada por la unidad imaginaria:

HWY (2) = Jp (2) + 3N, (2). (2.1.7)

Por lo tanto, las soluciones para el caso de modos virtuales del cilindro metélico son

Ln(7yp) eme eth=2 (dentro)
o= (2.1.8)
HY (Bp) eime eik== (fuera)

2 Cfr. Ecs. (2.1.6) contra (B.1.4).
3 Véase Ec. (1.1.16).
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2.2. Solucién a un cilindro metalico.
Caso general: dependencia en ¢

Similar al caso de los modos normales (para un cilindro metélico o dieléctrico), podemos
encontrar la solucién analitica del los modos virtuales radiativos de un cilindro de metal

con variacién azimutal.?*

Como las componentes paralelas a la superficie del cilindro son ¢ y z, podemos aplicar
- =
la continuidad tangencial de los campos £y H si conocemos E,, E., H, y H,, haciendo

uso de las condiciones de frontera.

Al resolver de manera algebraica un sistema de ecuaciones simultdneas de 4 x 4 que
aparece al considerar los campos de manera general, como puede verse detalladamente
en el Apéndice C, Seccién C.2, obtenemos la ecuacion trascendental para los modos

virtuales de un cilindro metdalico, expresada como
X =

wl,(R) | w Hy (BR)
v In(YR) B HY(BR)

mew [(OR) | pocow HY (BR)

_@W<L+Lf
v I.(yR) B HP(BR) R \?

(2.2.1)

Como ahora debemos solucionar modos radiativos y por tanto tener ondas viajeras, las
funciones Hankel que las describen tienen argumento complejo, lo que implica que la

solucién X = 0 existe para un nimero complejo.

A través de la creacién de una nueva rutina computacional, esta vez hemos encontrado

numéricamente los méximos de la funcién |71|, lo que nos da como resultado las relaciones

de dispersién de los modos virtuales radiativos.

4 Consulte el Apéndice C.2, para ver desarrollo algebraico.
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2.3. Relaciones de Dispersion de los

Modos Virtuales

En esta seccién mostraremos las relaciones de dispersién de los modos virtuales para
un cilindro de 25 nm y uno de 510 nm de radio, adem&s mostraremos el comportamien-
to de los campos eléctricos para algunos modos virtuales generados a partir de estas

relaciones.

2.3.1. Radio de 25 nm

Los méximos de la ecuacién trascendental (2.2.1) nos permiten obtener las relaciones

de dispersién de manera analitica para los modos virtuales radiativos.

Relaciones de Dispersion de los Modos Virtuales
Cilindro Metalico - R =25nm

— m=1
r m=2
— m=3
m=4
F m=5
--- Frecuencia del plasmon

— Linea de luz

1 L L 1 ] 1 ] 1
0 0.5 1 L5 2 25 3

Figura 2.3.1. Relaciones de dispersion para m = 1 hasta m = 5.

En la Fig. 2.3.1, la curva para m = 1 aparentemente no parte de la linea de luz. Esto

se debe a un error numérico de las rutinas computacionales, que se disenaron para la
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presente tesis, pues los argumentos de las funciones Hankel no son reales. Para evitar
encontrar los ceros de la ecuacién (2.2.1) con argumentos complejos, tomamos la idea

de Pfeiffer, Economou y Ngai de encontrar sus méximos!?!.

A pesar de ello nuestros resultados son completamente ttiles y validos pues en
nuestro caso los valores que fundamentalmente nos interesan son aquellos de las rela-
ciones de dispersién cuando k, = 0 (Fig. 2.3.2), pues es ahi donde mostraremos los mo-
dos virtuales radiativos de los campos. Ademds, algunos de nuestros resultados fueron

comparados satisfactoriamente con resultados que Pfeiffer et al obtuvieron.’

Entre més grande sea el orden m, las relaciones de dispersiéon se aproximan asintética-
mente més a la recta w = w,/ V2, vy es por esto que es dificil observar 6rdenes mayores

a 2 de manera aislada, para un radio de 25 nm.

Relaciones de Dispersion de los Modos Virtuales

Cilindro Metalico - R =25nm
071 T T T T T T T

0.7~ -

\ — m=1 i
m=2
- m=3 -
0.67 md
m=5
---- Frecuencia del plasmon
0.66 — — Linea de luz |

1 | 1 ] 1 ] ] 1 |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 2.3.2. Relaciones de dispersion cerca de k, = 0.

® Por ejemplo para el caso de 510 nm consulte la seccién 2.3.2, pag. 23.
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En el caso de un cilindro con radio tan pequeno como este, la tendencia asintética es
enorme, tanto que la curva de m = 2 parece casi una recta horizontal. Por esta misma
razén los modos virtuales radiativos en un cilindro de 25 nm no son tan claros y es
mejor analizarlos teniendo un radio mucho més grande. Los modos del cilindro pequeno

son cualitativamente similares a los del cilindro de radio grande.

Hay algunos elementos que vale la pena remarcar acerca de las relaciones de los modos
virtuales. Primeramente, que estas relaciones de dispersién viven en la parte izquierda
de la linea de luz, no del lado derecho como las relaciones de los modos normales.
También, que si las relaciones virtuales parten de la linea de luz del vacio hacia la
izquierda, y las relaciones de los modos normales parten de la lfnea de luz a la derecha,
debe ocurrir un acoplamiento justo en las frecuencias de corte (sobre la linea de luz)!?.
Esto tltimo nos lleva a proponer el hecho de que no tiene sentido hablar de m = 0 para

el caso virtual.

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales y Virtuales
Cilindro Metalico - R =25nm

m=0
— m=l
m=2 i
— m=3
m=4 ]
m=5
---- Frecuencia del plasmon
— Linea de luz

—_
Ju—
wh
2 —
=
W
w

Figura 2.3.3. Acoplamiento de las relaciones de dispersion para m = 1 hasta m = 5.
Modos Normales y Virtuales.
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2.3.2. Radio de 510 nm

Ahora para un cilindro 510 nm de radio, mostraremos algunas relaciones de dispersién
para obtener a partir de ellas los modos radiativos del sistema. Estos resultados analiti-
cos han sido comparados con los que obtuvieron Pfeiffer, Economou y Ngai sélo que
presentaremos las curvas desde m = 3 hasta m = 15, ya que para muy bajas frecuencias
el calculo de minimos de la ecuacién (2.2.1) se vuelve complicado computacionalmente

por los argumentos complejos.

Relaciones de Dispersion de los Modos Virtuales

Cilindro Metalico - R =510 nm
‘ T | T | T T

m=3
— =t —

m=5

m=6

m=7 —
— m=8§
— m=9
— m=10 —
— m=11

m=12

m=13 —
— m=14
— m=15
---- Frecuencia del plasmon | _|
— Lineade luz

Figura 2.3.4. Relaciones de dispersion para m = 3 hasta m = 15.

Observe nuevamente que entre mayor sea el orden m tienden asintéticamente hacia el
valor de la frecuencia del plasmén de superficie w = w,,/ V2, aunque esta vez de manera
mucho mds lenta, o sea, para m grandes. Podemos comparar el comportamiento de
estas relaciones de dispersién de modos virtuales radiativos con las relaciones de los

modos normales del nanocilindro metéalico anteriormente obtenidas.5

6 Cfr. con Fig. 1.4.3, pag. 12.
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Mostraremos un acercamiento a las curvas de relaciones para apreciar mejor los valores

de las frecuencias en k, = 0, para los diferentes modos (Fig. 2.3.5).

Relaciones de Dispersion de los Modos Virtuales
Cilindro Metalico - R=510nm

N /A—

-- Frecuencia del plasmon

03l — Linca de luz |

| | | | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.3.5. Relaciones de dispersion cerca de k, = 0.

Ahora bien, para graficar los modos virtuales esta vez no fijamos k, como en el caso de
modos normales sino que tomamos puntos (k,,w) sobre alguna recta no muy cercana
a la linea de luz para evitar la solucién trivial. Se eligi6é sin perder generalidad la recta

k, = (5/3)w.

Si hacemos m = 3, 4, 5, 6 y 7 sobre la ecuacién trascendental (2.2.1), y tomamos
respectivamente los siguientes puntos de intersecciéon entre las relaciones de dispersién
y la recta k, = (5/3)w: [a] (k,,w) = (0.198,0.3289), [b] (k.,w) = (0.228,0.3799),
[c] (k.,w) = (0.266,0.442), [d] (k,,w) = (0.299,0.4981) y [e] (k.,w) = (0.326,0.5436),
podemos ver el comportamiento de los modos virtuales radiativos para el campo E, en
un cilindro metélico con radio de 510 nm cuando z = 0, como puede apreciarse a

continuacién en la figura 2.3.6.
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-0.06 -

0.02

-0.02

Figura 2.3.6. Modos virtuales del campo E,. Clilindro metdlico de 510 nm de radio.
[a] m =3, [bj m=4, [cfm=0>5, [dfm=6y[e/m=T.

Observe cémo los maximos del campo ocurren justo en la superficie del metal y note

como la energia se disipa fuera del cilindro a través de ondas cilindricas viajeras.
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Pfeiffer, Economou y Ngai analizaron las relaciones de dispersién normales y virtuales
de un cilindro metélico y comentaron como debe ocurrir un acoplamiento (igualamiento)

de ellas justo en la linea de luz del vaciol?.

En la presente tesis hemos corroborado dichos resultados con la finalidad de comparar
los nuestros con los suyos, y ademds hemos obtenido la grafica del acoplamiento de las

relaciones de dispersién, comentadas por Pfeiffer et al.

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales y Virtuales
Cilindro Metalico - R =510nm

m=0
— m=1
m=2
RN m:3 —
m=4
m=5
m=6 —
— m=7
— m=8
---- Frecuencia del plasmon | _|
— Linea de luz

|
0 0.5 1 L5 2 2.5 3

Figura 2.3.7. Acoplamiento de las relaciones de dispersion para m = 0 hasta m = 8.
Modos normales y Virtuales.
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Capitulo 3
Método de Diferencias Finitas

en el Dominio del Tiempo

(FDTD)

El método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD), es una poderosa
teorfa de simulacién creada para resolver las ecuaciones de Maxwell?®). Las
ecuaciones a resolver deben ser reemplazadas por un sistema de ecuaciones expresadas
en diferencias finitas donde se deben elegir las componentes a evaluar de manera con-
veniente. La solucién a este sistema de ecuaciones satisface condiciones de frontera las

cuales involucran capas ideales (PML).

3.1. Acerca del método FDTD

Este método computacional se ha popularizado debido a su gran poder y flexibilidad
como herramienta para modelar problemas de electrodindmica. Algunas de las grandes
ventajas del FDTD son las siguientes: poder modelar geometrias arbitrarias, incluir
diferentes tipos de fuentes con facilidad, su programacion es relativamente simple y sus

cédlculos son precisos.

Por otra parte, el algoritmo FDTD tiene varias ventajas sobre otros esquemas de

diferencias finitas. Primero, el método FDTD utiliza diferencias espacio-temporales cen-

28



3.1. Acerca del método FDTD 29

tradas para aproximar las derivadas, lo que proporciona una precisién de segundo orden
en dichas derivadas espacio-temporales comparadas con otros esquemas de primer or-
den. Y segundo, no hay necesidad de un tratamiento muy especial de los limites del

problemal?!.

y
D 2(:?1+ 1)/2

Actualizar

r

Extraer E)Enﬂ)’q de Diﬂﬂ)‘q

h
Actualizar BJ*+*

v
Extraer Hy*' de BJ™"

F 3

Figura 3.1.1. Algoritmo del método FDTD.

La propagacion de los campos electromagnéticos en medios dispersivos presenta com-
portamientos complicados por lo que se debe implementar métodos numéricos precisos
para estudiar diferentes situaciones donde existe interaccién de luz con materiales de-

pendientes de la frecuencia.

Originalmente, el FDTD fue propuesto como una técnica numérica para resolver las
ecuaciones de Maxwell en problemas lineales, sin embargo ahora se sabe que puede
emplearse para resolver problemas con geometrias complicadas, interacciéon de luz con

medios dispersivos e incluso fisica no lineal.[??]
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3.2. Estabilidad del método

Como es bien sabido!?’!, una onda electromagnética que se propaga en el vacio no puede
ir mas réapido que la velocidad de la luz. Entonces para lograr su propagaciéon en una
unidad espacial, con direccién paralela a los ejes, se requiere un tiempo minimo de

At = Azx/c.

Sin embargo, cuando queremos una simulacién en 2D, como en nuestro caso, debemos
considerar también la propagacién en direccién diagonal, por lo cual nos lleva a que el
tiempo requerido sea At = Ax/+/2c. Esto puede generalizarse con la llamada Condicidn

de Courant, donde n es la dimensién de la simulacién:

At < BT (3.2.1)

- \/ﬁc.
Dicha condicién afirma que para una solucién numérica, dada una discretizacién es-
pacial, no debe tomarse un intervalo temporal mds grande que una cierta cantidad
computable. En otras palabras, el paso temporal debe mantenerse lo suficientemente
pequeno como para que la onda, en nuestro caso, tenga tiempo suficiente para propa-

garse a través de la discretizacion espacial. Por facilidad, definiremos At como

At = BF
2c

con lo que lograremos que

At Azx/ (20)C

A_xc Ax

y por tanto

=2 (3.2.2)
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3.3. Ejemplo de FDTD

Para ejemplificar la efectividad del método de Diferencias Finitas en el Dominio del
Tiempo, presentamos a continuaciéon un resultado ampliamente conocido: la curva del

coeficiente de reflexiéon R para una pelicula delgada de metal con vacio a los lados,

modelada con Drude.

Aqui, hemos calculado la reflexién para la pelicula delgada de manera exacta con los

coeficientes de Fresnel y calculado el mismo resultado empleando el método FDTD.

En esta prueba, hemos definido un espesor para el metal de 500 nm. Asimismo definimos
la frecuencia de plasma y la absorcién, para el modelo de Drude, como w,, = 5.887 x 10

Yy 7 = wp/20.

Comparacién entre Reflexion Exacta y FDTD
Reflexion de una pelicula delgada - 500 nm espesor
1 | I | I I | | |
AR Ty — Exacto n
%% FDID
0.8
0.6
E* 3 B
i
04 3
:
i
021 |
0 | | | \ | | .
0 02 04 0.6 0.8 1 12 14 16
[i1]

Figura 3.3.1. Reflexion de una pelicula delgada.
Comparacion de la curva exacta y la curva FDTD.
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3.4. Capa de Acoplamiento Perfecto (PML)

Cuando se hace una simulacién con FDTD existe un problema cuando el campo llega
a la orilla del espacio de cémputo: se refleja (Fig. 3.4.1). Esta reflexién no deseada
interfiere con los resultados, por lo que es necesario implementar una herramienta que

elimine dicha reflexion.

Para solucionar este problema, primero es necesario comprender que el tamano del
drea simulada por el FDTD es limitada por nuestros recursos computacionales. En
el presente caso, tenemos una simulacién en dos dimensiones y nuestro cédigo fuente
contiene matrices bidimensionales para el valor de todos los campos (H,, D,, Dy, E,,

E,), asi como algunas otras matrices que empleamos.

)

Espacio Computacional

Ondas
Radiadas

Region de
Interés

Reflexion
)/ no deseada

Figura 3.4.1. Esquema de un problema de electrodindmica,
donde algunas ondas escapan al infinito.

Una de las herramientas mas utilizadas para solucionar este problema (Fig. 3.4.2) es el
método llamado Perfectly Matched Layer, PMLI?*. A continuacién explicaremos breve-

mente las condiciones y requisitos para emplear PML.!

! Consulte el Apéndice D, pag. 160, para mayor explicacién.
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Ondas
Radiadas

Regién de

Interés

Figura 3.4.2. Esquema del mismo problema,
con el espacio computacional truncado por las PML.

3.5. Condiciones y Definicién de las PML

El método PML y sus variantes posteriores, consisten basicamente en definir una capa
ficticia que tenga igual impedancia que su capa contigua para toda frecuencia y para
todo dngulo. Esta capa es capaz de absorber todo lo que llegue a ella, evitando asf la

reflexion.

Para lograr estas condiciones se introducen absorcién y constantes ficticias que simulan

respuesta anisotrépica en € y u. Hay dos condiciones®! que se requieren para una PML:

(a) que la impedancia sea constante:

HE,
noznmﬂ/—* =1
E:Fz

(b) y que en la direccién perpendicular a la frontera, la constante dieléctrica relativa y
la permeabilidad relativa deben ser la inversa de ellas en las otras direcciones. Es decir,

si vamos perpendiculares en la direcciéon x (andlogamente si vamos a otra direccién),
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entonces
1 1
Ey = —, €, = —
v Ex Ex
y también
1 1
My = — My = —.
Yy [y

Suponiendo que estas cantidades ficticias son complejas, de la forma

* P O-Dm _ z
Ep, "= E€F, — = param =1z 6y
1WEQ
* . UHm _ 2
R param =x 6y
iwpy

la siguiente seleccién de parametros satisface las condiciones impuestas por el inciso (b)

EF, = kg, =1

UDm _O'Hm o (o8))

€0 Ho €0

De donde

lo que satisface la condicién (a). De las ecuaciones de Maxwell, y tomando la pola-

rizacién TM con propagacién sobre el plano x-y se tiene la Ec. (D.1.9):2

—iwD, (1 _ 2D (33)) _9D. op(@) (3.5.1)
weg ot €0

2 Consulte el Apéndice D, pag. 160, para ver desarrollo algebraico.
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Tomando la aproximacién en diferencias finitas, se tiene que (3.5.1) queda como

1

1 n_l .. . .. n—s ..
oD, LD (x)D N pite (i,7) — Dz 2 (i,7) LoD (i) D,""2 (i, ) + D% 2 (i, §)
ot €o =T At o 2
el 1 Op (Z) n-l 1 Op (Z)
— DZ+2 —_— 1 —At i DZ 2 ) —_— ]. - —At

que al unir con las derivadas espaciales y al utilizar la Ec. (3.2.2):

ﬁc: Az/(2¢) 1

—_—Cc =
Az Az 2’
obtenemos

DR (ig) = gi3()DL (i) + gi2(i) () [Hg (i+3.J)

z

—Hy (i = b4) ~ H (i + )~ HL (1. + 3)].

2

Anslogamente, para H,, en un procedimiento casi idéntico, se obtiene
N R N W S R N2 s SR G
Hyt i+ 5.5) = fi3(i+3) Hy (i+3.7)

iz i+ ) () [ (i 4.0) - B2 )

donde los nuevos pardametros gi2 y gi3 estdn dados por

912 (i) = — A 9i3(i) = —
1+ 2= 1+ 2ol st

2e0
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’ (+4)
opli+s) At
fi2(i+1) = 1*1) = i3 (i) = - <?§) .
oplit+s oplit+s
]'+ 26(2) 1+ 25(2)

Estas cuatro funciones ¢i2, ¢gi3, fi2 y fi3 son los parametros de las capas artificiales
PML cuya funcién es hacer absorber los campos con los que esté en contacto. Fuera del

espacio de las PML, los pardametros son la unidad.



Capitulo 4

Sistema 2D

Como ya hemos mencionado en capitulos anteriores trabajamos sobre un sistema
bidimensional pues hemos estado considerando un cilindro aislado sin restricciones a lo
largo del eje z, es decir, hemos definido los campos de la forma e**+*, tomando la seccién

transversal del cilindro sobre el plano z-y.

Al tomar en cuenta dos coordenadas en lugar de las tres se aminora considerablemente

la complejidad del problema debido a la geometria del mismo.

4.1. Soluciéon de las ecuaciones de Maxwell en 2D

Para aplicar el método de Diferencias Finitas en el Dominio Temporal, debemos
reescribir las ecuaciones de Maxwell en base a la celda de Yee (Fig. 4.1.1). Para

esto tenemos que discretizar la derivada.

Para resolver las ecuaciones de Maxwell en 2D, propongamos

Separando en componentes

— =N -~ -~
V x E(7,t) = i0,E, (v,y,t) — jO. E, (x,y,1)

37
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4. Sistema 2D

Usando la ley de Faraday

VxEmn=-2B70,
ot
se tiene componente a componente
SoEEnt) = ~ 5B (@)
—%EZ (x,y,t) = —%By (x,y,t).
Por otra parte
V x H(T,t) = —id.H,(x,y,t) + jO.H, (x,,t)

~

+k [0, Hy (z,y,t) — 0, H, (z,y,t)] .

Como H (z,y,t) no tiene dependencia en z,

V x H(7,t) = k[0, H, (z,y,t) — 0,H, (z,y,1)].

Usando la ley de Ampeére-Maxwell, Ec, (A.2.2), se tiene

0
0.Hy (x,y,t) — 0,H, (x,y,t) = EDZ (x,y,t)

Resumiendo, las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse como un sistema de 3 x 3:
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0 0
0 0
%Ez (x,y,t) = aBy (z,y,t) (4.1.2)
0 0 0
%Hy (ill',y,t) — a—ny (l’,y,t) = EDZ (l‘,y,t) (413)

Ahora bien, tomando la derivada en su forma discreta

d o flit+3)—f(i-3)

reescribamos las ecuaciones (4.1.1), (4.1.2) y (4.1.3). Debido a la distribucién que tiene
la celda de Yee (Fig. 4.1.1), tomaremos puntos especificos para cada una de las tres

ecuaciones del sistema. Para (4.1.1), tomemos el punto (a:, Y+ %,t + %) Entonces

B+ ) =B ) BT (i + 1)~ B (i 4 3)

Ay At

Ahora para (4.1.2), tomemos (x + %, y, b+ %):

B (i+1,5) — EX2 () B (i4+ 4 5) — B (i + 4, 5)

Az At

Y por dltimo, elijamos el punto especifico (x,y,t) para la Ec. (4.1.3). Asi obtenemos

Hy (i+3.0) —H" (i—3.j) H"(ij+3) = H"(i,j—3)




40 4. Sistema 2D

}+3 L 4 &> &> L 4 L 4 L 4 L 4
» &>
}-}—2 2 4 4 2 2 2 2 . .
—— H(i,j+%)
» &> )
]+1 L 4 &> &> L 4 L 4 L 4 L 4 /‘
Ey(j)  He(it4j)
j L 4 &> &> L 4 L 4 L 4 L 4
_,T—]. L 4 &> &> L 4 L 4 L 4 L 4
_,1'—2 L 4 &> &> L 4 L 4 L 4 L 4

y
j-_3 L 2 L 4 L 4 L 2 L 2 L 2 L 2
i-3 i-2 i-1 i i+l i+2 i+3 I—‘ X

Figura 4.1.1. Celda de Yee. Malla para E Y H en 2D.

4.2. Fuentes de luz o de radiacion

Para la presente tesis al momento de realizar simulaciones computacionales empleare-
mos dos tipos de fuentes: una fuente puntual y una onda plana. La fuente puntual en
2D debe entenderse como una antena cilindrica de radio despreciable donde se define

un campo oscilatorio en la superficie con una frecuencia central w,, y escrito de la forma

—(t—tg)?
(a2

H. (zo,y0,t) =€ sen (w.t) .

La onda plana en 2D la definimos como un haz pulsado gaussiano con una frecuancia
central y con dependencias en tiempo y espacio. Esta fuente es un pulso oscilatorio
que se mueve en una direcciéon debido al efecto de las ecuaciones de Maxwell y no a la

definicién de la fuente misma, escrita de la forma

—(z—2g)®  —(t=tg)?
(az)? (at)?
e

H, (x,y0,t) =€ sen (w.t)
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(a) (b)

_/

~——
\"““—-_.__
e

—

Figura 4.2.1. Bosquejo de una fuente puntual en 2D y un cilindro metdlico,
(a) vista lateral y (b) vista superior.



Capitulo 5

Medios dispersivos con FDTD

Los fenémenos que incluyen medios dispersivos pueden ser modelados a través de la
técnica FDTD. Su metodologia estd basada en la aplicacién directa de transformadas
de Fourier empleando variables complejas. Para simular dichos fenémenos, uno de los

modelos que se pueden emplear es la funcién dieléctrica de Drude.

5.1. La Funcién Dieléctrica de Drude

Para poder implementar el uso de materiales dispersivos, podemos emplear del modelo
de Drude. Sin embargo, al momento de querer utilizarlo en el método FDTD, nos
enfrentaremos con el siguiente problema: las relaciones constitutivas dependen de la
frecuencia w del campo. Es por ello que debemos reescribir la relacién constitutiva
3(7,@)) = ¢ (w) E (77,w) en términos del tiempo ¢, a través de la transformada de

Fourier!22!,

5.1.1. De D(7,w)a D(7,1t)

De la funcién material de Drude:!

2

.
e () w? + iyw

! Consulte el Apéndice E, pdg. 167, para ver el origen de la expresién.
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wp?  (wp? 1+ wy? 1
w2 +ivw  \ iy ) w iv ) w+iy

nétese que

Luego, de la relacién constitutiva (A.2.3) y de la transformada de Fourier (FT)

expresada en (A.2.5), se tiene que el vector desplazamiento eléctrico estd dado por

1 > .
D (7,t) = \/_27/ c(W) E (T,w) e “tdw

— 1 & w,2\ 1 w,? 1 — -
D (7 .,t) = — 1— (=)= £ E (7 “Whdw.  (5.1.1
(7, 1) \/ﬁ/w{ <i7>w+(i7>w+i7} (7", w)e w. | )

De los tres términos de la integral a resolver, observe que el primero se resuelve con la

FT (A.2.5). Entonces nos queda

— - w2 mﬁ(?w)e"m
D(r,t) = E(7,t)—-—2 - dw
V2T J o w
(5.1.2)
wy? o0 ﬁ(?,w) et

+ -
ivV2m J oo w1y

Facilitemos el dlgebra definiendo:

—twt

mez—éﬁ/mE(Zye dw (5.1.3)

?’ w) et

1 [~ E(
I (t) = dw.
2 (1) mmw[m W+ iy
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Si hacemos
1
S () =
(w) w + 1y
entonces
Le— [T B(7.w) 8w et (5.1.4)
= T, w w)e w. 1.
2T o )
Por lo tanto
2 2
D(7.t)=E (7,1 + “’71’11 (t) + ‘“"TPIQ (). (5.1.5)

Resolvamos la segunda de (5.1.2). De (5.1.3), note que su derivada es la FT de E (7", w):

d | |
Gh == /_oo B (7 w) e tdw = B (7,1).

Por lo que

I (1) = /0 B (T (5.1.6)

Por dltimo, para resolver [, separaremos la integral en tres integrales y sustituiremos

las FT de E (7",w) vy S (w) usando (A.2.6). Ast

o0

1 = /- iwt! 1 o i 1 & ;
L(t)= = — E (7, t)e“'dt! —— / St e dt" —— / e "rdt
2(t) V2T /_oo ( ) V2T J oo (t") V2T J—so

S

ie.,

1 = — o Rl v
(1) = E (7, t)dt / S (") dt” / e+ = gy
2 (1) N /_oo (7. 1) . () .
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Recordemos la funcién Delta:

1 R
5t —7) = 5 /_ Rl (5.1.7)
Entonces tenemos
1 > =1 — ! ! ! /! !
L(t) = E(7,t)S{") 2mo (' +¢" —t)dt

2w/ 21

]' OO_) — / / " / /
= = | _E@0s@)s@ (-t

= Z\/% S (t—t)dt'.

Pero como sabemos que?

S(t) = —/ S (w) e ™ dw
(t) el (w)
7zwt
= 5.1.8
\/27r/ u)+w ( )
= —\2rie
por lo tanto
—1 > ,
L) = - E(7,¢) iv2r et ay
V21 J -
t_, ,
= — / E(7,t) e 70ar, (5.1.9)
0

2 Consulte el Apéndice F, pdg. 170, para ver desarrollo algebraico.
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Finalmente, sustituyendo las Ecs. (5.1.6) y (5.1.9) en la Ec. (5.1.5) obtenemos

2 t 2 t
D(7,t) = ﬁ(?’,tH—/ E)(?,t’)dt’—wi/ E(7,¢) e gy
0 0

(5.1.10)

Esta expresién (5.1.10) nos permite emplear de manera temporal—dependiente el
desplazamiento eléctrico en el método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo,

para medios dispersivos, escrito en términos de la funcién dieléctrica de Drude.



Parte 111

SECCION EFICAZ
DE ABSORCION
DE UN CILINDRO METALICO
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Capitulo 6
Vector de Poynting

y Seccion Eficaz

Un gran nimero de trabajos recientes centran su atencién en los fenémenos causados
por la interaccién entre la luz y los metales. Algunos de ellos son acerca de resonancia
de plasmones, propagacion de luz en nanoarreglos como cristales foténicos, aplicaciones

en el drea optoeléctrica y muchos mas.

Varios trabajos experimentales muy recientes e incluso teéricos han mostrado resultados
significativos acerca de estos fenémenos, y en particular sobre alambres con radio del
orden de la longitud de onda o mucho menores. Sin embargo han dejado de lado la
importancia de las relaciones de dispersién como medio para saber dénde excitar los

modos de una estructura, en nuestro caso, cilindricall?14:16,26],

En la presente tesis, nos hemos apoyado en el trabajo que Pfeiffer, Economou y Ngai
hicieron acerca de las relaciones de dispersién de un cilindro metélico aislado, pero
ademds nuestra intencién es relacionarlas con la seccién eficaz de absorciéon cuando se

incide luz en el nanocilindro de metal.

Para ello haremos incidir luz desde una fuente en un cilindro de plata, con seccién
transversal circular, sin tomar en cuenta restricciones a lo largo del eje z. Junto a esto,
lograremos excitar los diversos modos del sistema colocando la fuente en diferentes

distancias (del orden de la longitud de onda) a la superficie del metal.
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6.1. El vector de Poynting 49

Para lograr obtener la seccién eficaz, haremos uso del vector de Poynting para calcular
su integral con lo que obtendremos la energia por unidad de tiempo que entre o sale

del sistema.

6.1. El vector de Poynting

El flujo de energfa (con unidades de energia/drea-tiempo, w/m?s) de un campo electro-

magnético es conocido como el vector de Poynting y se expresa como
1
S (7,w) = 5 Re E(7,0) x B (7,w) (6.1.1)

donde §> representa un vector en la posicién 7 que proviene del promedio temporal
de los campos complejos para las amplitudes de Fourier, cuya direcciéon y magnitud
nos indica la energfa por unidad de drea y tiempo que estdn fluyendo por ese punto. Si
integraramos el vector de Poynting alrededor de un drea Sy que encierra a un volumen
V', la integral resultante nos dara la energia por unidad de tiempo que entra o sale de

ese volumen al instante .

Asi pues, al incidir una fuente monocromética sobre un objeto, la luz saldrd en todas
direcciones con la misma frecuencia y podemos calcular, entre otras cosas, la energia
total que atraviesa a una superficie Sy que encierra al sistema, empleando dicho vector

de Poynting. La energfa total al tiempo ¢, por unidad de tiempo estaria dada como
U (1) :/ S (F4) -7 ds (6.1.2)
So

con 1 un vector unitario apuntando hacia afuera de V', cuya superficie es Sy. Si U (t) > 0

la energfa sale del volumen, y viceversa.

Si integramos U (t) entre to y t, el resultado serfa la energia total saliente de V' en ese

intervalo de tiempo. Si U (t) es periddico, entonces es conveniente calcular la cantidad
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promediada, de la forma

v ! /t U (t)dt’ (6.1.3)

Ct—to Sy,

donde v es energfa por unidad de tiempo. Nétese también que los campos de la forma
— — - — — -
E (z,t) = Egcos(wt — k - 7)x y H(z2,t) = Hocos(wt— k - 7))z, dan lugar a un

vector de Poynting de la forma

y promediando sobre un periodo de tiempo podemos obtener el flujo promedio de energia
por unidad de drea y tiempo. Para campos més generales, tales como haces, campos
pulsados, entre otros, v nos darfa la energia promedio por unidad de tiempo. Para
encontrar la relacién entre U (t) y U (w) debemos tomar la transformada de Fourier.

Entonces

U (w) = \/Lz_w /_ T U @) e, (6.1.4)

Sustituyendo (6.1.2) en (6.1.4) se tiene

1 o0 — )
U(w) = —— S (7. 1) -7 ds et
() m/oo/ (71)

ie.,
1 *© )
U (w :/ [—/ S (7t el“’tdt1~ﬁd5.
@=[ |7/ T

Por tanto

U(w):/s S (7, w) -7 ds. (6.1.5)
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ﬁ
Ahora, ya podemos ver la relacién que existe entre el vector de Poynting S (7, t)

— —
y los campos E (w) y H (w):

S (7w) = L/ S (70 et dr. (6.1.6)

6.2. Seccion Eficaz de
Absorcién, Dispersiéon y Extincion

Consideremos la energfa total dispersada en todas direcciones igual a la onda incidente
en el drea o,.,. Asimismo, la energia absorbida por el objeto al que incide el haz puede
definirse igual a la energia incidente en el drea .. Y la energia removida del flujo
original puede definirse como la energia que incide en el drea o... Por la ley de

conservaciéon de energia, se debe tener que
Oext = Osca T Tabs-

Las cantidades 4.4, Tups ¥ 0err son llamadas respectivamente la Seccién Eficaz de
Dispersién, Absorcién y Extincién!'®!| y pueden ser obtenidas dados los campos eléctrico
y magnético dependientes del tiempo: E (7', )y H (77,t). Ahora bien, como los campos
totales en cada punto del espacio pueden escribirse como la suma de la parte incidente

y la parte dispersadal'®®), es decir,

—

- = — - =
E:Eznc‘i‘ Esca HZHinc"‘Hsca‘

El valor de U con los campos totales representa la energia absorbida por el sistema, lo

que implica que

Pabs(w)——/Soﬁ(w).ﬁds——/soéRe B H @] -ads (621
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donde el signo de la segunda integral se debe a que la potencia absorbida por el sistema
P, tiene el sentido opuesto de n, lo que hace que siempre sea negativa porque la
energia entrante es mayor a la dispersada. Entonces podemos definir la seccién eficaz

de absorcién (absorption cross section) como

Pzzbs
Oabs = 7
’ Iz'nc
ie.,
1 = 2] -~
Taps = — /RﬂExHﬂm@ (6.2.2)
2Iinc So

donde [;,. es la magnitud del flujo incidente por unidad de drea. Por otro lado, la
potencia dispersada P,., puede obtenerse con la integral de la componente dispersada
del vector de Poynting:
~ 1 ~
Pieo (W) = / ?sca (W) -nds= / 3 Re [ﬁsca (w) % ﬁjca (w)| -7 ds. (6.2.3)
So SO

P,., siempre es positiva porque estd en el mismo sentido que 7, es decir, sale del drea

de integracién. Entonces la seccién eficaz de dispersion (scattering cross section) es

o PSCCL

Osca =
I
inc

ie.,

1 - =1
/R%meﬂgyn@ (6.2.4)
So

Osca =
2Iinc

Finalmente, al sumar (6.2.2) y (6.2.4) obtenemos la seccién eficaz de extincion ., 0

sea, la energfa total removida del flujo original. Esto significa que

1
QIinc

- = — —
O ent / Re[ExH*} ‘nds + / Re [ESCGXH:CG} -nds
S() SO

2[inc

1 — — — — * — — .
= _2I / Re |:<Einc+Esca> X (Hinc_'_Hsca) - Escax H:ca:| ‘TLdS
inc J Sy



6.3. Teorema Optico 53

— —
+ Esca>< H;

inc

—1 — — g -
= / Re [Eznc X H*Tnc +  Eine X H:ca
2Iinc So

—

— . — e R
+ Esux H,, — EgoxH,| nds.
Como la integral de una suma real, es la suma de integrales, tenemos por tanto cinco de
ellas. Observe que de estas cinco integrales, la primera no contribuye porque la energia
entrante al drea Sy es la misma que la saliente. También observe que la suma de las

iltimas integrales se anulan. Por lo tanto

1 — — e -z ~
Oeaxt = — / he [Einc X H:ca + ESCG X H;knc - ds.
2[inc So

Para evitar el signo negativo podemos conjugar uno de los dos sumando. Esto hace que

seccion eficaz de extincién o.,; pueda ser escrita como

1 — — — — R
Gt = / Re [En X Hya + Egux H;;w] i ds. (6.2.5)
2Iinc So

6.3. Teorema Optico

En fisica existe una ley fundamental que relaciona la seccién eficaz de extincién o.,; con
la parte imaginaria de la amplitud de dispersién, conocida como el Teorema Optico. A

saber, si los campos estdn escritos explicitamente como

— —
— .
Eine Ey T etko®
— 1 — —
Hipne Ekox Eine

_
dondek;:‘ko

, al sustituirlos en la Ec. (6.2.5), se obtiene



54 6. Vector de Poynting y Seccién Eficaz

— =
k’oX (TLX Esca)

d
ke y

Oext =

4 i — ~ - —
R,e EO*/ e Zk() x 6 0* ¢ (’I’L >< HSC& + 6 0* *
QIinc So

—
. ., . . * 2 d
Por otra parte la radiacién dispersada con un vector de onda %k y una polarizacién €

se define como!

De estas dos 1iltimas expresiones se obtiene el resultado conocido como Teorema Optico:

—

Gont = - Tm [?0* F (? - ?Oﬂ (6.3.1)

H
donde f esla amplitud normalizada de dispersién, definida respecto a la amplitud de la
— —
onda incidente y k es el vector de onda en la direccién de observacién k o. Si hablamos
de radiacion electromagnética, esta es indicada en la Ec. (6.3.1) por la amplitud de

*

—
RN . ., . . . ., o e e
€y - | para radiacién dispersada con la misma polarizacién final e inicial.

Este teorema muestra que la amplitud no puede ser expresada puramente como un valor
real y que tiene una parte imaginaria en la direccién ?0, lo que significa que podemos
expresar dicha amplitud como una integral sobre toda la seccién eficaz total y obtener
asi una relaciéon que puede ser comprobada experimentalmente. En palabras simples, el
Teorema Optico muestra que la parte imaginaria de la amplitud frontal 7(? = ?0)

es proporcional a o .;.

Las aplicaciones que tiene este teorema son muy amplias. Simplemente la notacién
de la Ec. (6.3.1) corresponde a la usada convencionalmente en mecdnica cuéntica. En

esta drea de la fisica la amplitud del scattering importante es la que hace que no haya

! Jackson, Classical Electrodynamic, 3a Ed.; pag. 485.
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cambios en los estados del spin en las particulas. La generalizacién del Teorema Optico
hace que su uso abarque el scattering eldstico y el no-eldstico. Incluso hay razones
importantes para pensar que la expresién (6.3.1) sea vilida en scattering relativista ya

—)
que su fundamentacién depende tnicamente de la unicidad de S'.



Capitulo 7
Seccion Eficaz de Absorcion

a través de diferencias de energia

En este capitulo comentaremos brevemente una de las técnicas que fueron disenadas
para obtener la seccién eficaz de absorcién de un cilindro de metal aislado. Dicho método
consiste en calcular las diferencias entre los promedios de los médximos y minimos de la

transformada de Fourier del campo electromagnético, para un tiempo ¢ grande.

7.1. Obtencion de la Seccion Eficaz de absorcion

Una vez obtenidas las relaciones de dispersién, de acuerdo a los resultados presentados
en el Capitulo 2 donde presentamos el comportamiento de los modos virtuales radia-
tivos para un cilindro de metal aislado, se calcula la integral del vector de Poynting de
una superficie que rodea al cilindro con la finalidad de estimar la diferencia de energia
entrante y saliente, as{ como la integral del campo incidente con la finalidad de nor-
malizar el resultado. Por conservacién de energia, la cantidad que no cruza la superficie
hacia afuera es la cantidad de energia que el cilindro absorbe, pues la energia que no
estd en contacto con el cilindro y la que se disipa, cruzan la mencionada superficie.
Finalmente se procede a calcular la transformada de los campos obteniéndose el flujo
de la energia promedio que, en otras palabras, es la seccién eficaz de absorcién a través

de las diferencias de energfa entrante y saliente de un volumen. Estas diferencias se
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realizan para un tiempo ¢ grande, cuando los campos se han estabilizado.

Empleando esta técnica se definié en primera instancia un cilindro infinito de metal de
25 nm de radio y con una absorcién de vy = w, /10, ademéds de que la fuente electromag-
nética se colocé a varias longitudes de onda de la superficie de la particula metélica. En
las figuras 7.1.1 y 7.1.2 se presenta la seccién eficaz de absorcion a través de diferencias
de energfa al probar la estabilidad, definiendo dos posiciones de la fuente (2.0 A, una

més alejada que la otra) y a la vez dos tamartios de la malla computacional.

Sin embargo, consideramos esta técnica poco conveniente pues a partir de la diferencia
de grandes cantidades se obtenfa unas muy pequenas, lo cual podria facilitar errores por
cuestiones de ruido. Este inconveniente nos llevé a disenar otros métodos para calcular
la potencia absorbida como el presentado en el siguiente capitulo donde se realiza la
integral directa del producto interior sobre el campo eléctrico E y la densidad de

. —
corriente J.

Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=25nm - diferencias de energia
\ T \ T T T \ T
N
121 JAA -
]
E / \
2 1+ -
; /
1]
- / \
2 /
" / \
£ Nol o -
2 ~—
2 N
< 7/ Y
£ 04 / \ -
5 /
2 N\
° / N
-9
02t \/“// -
0 \ ! I ! I I I ! |
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1
o/ (J)P

Figura 7.1.1. Seccion eficaz de absorcion. Diferencia de energias.
Cilindro de plata con radio 25 nm. Malla de 24 x 24 \,.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=25nm - diferencias de energia
T T | T | | | |

12 -
F)
N i
£
s N\
5 /
S 08 / A i
E
H /
Z 06 / -
g
=)
E \
204 _
9
5 / \
£ / N

T /—/ ~ n

o \ \ | \ | | | | |
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1
@/ o,

Figura 7.1.2. Seccion eficaz de absorcion. Diferencia de energias.
Cilindro de plata con radio 25 nm. Malla de 26 x 26 \,.

A pesar de esto, los resultados de la seccién eficaz de absorciéon mediante el cdlculo
de diferencias de energia muestra una gran similitud con los resultados presentados
més adelante al analizar un cilindro aislado con el mismo radio! empleando la integral
directa de E - J dentro del cilindro de metal. El hecho de que dos técnicas diferentes
nos arrojen un comportamiento muy similar de la seccién eficaz nos da sena de un buen

resultado.

L Cfr. Figs. 7.1.1 y 7.1.2, con Fig. 10.1.4.



Capitulo 8

Calculo directo de la

— —
Energia Absorbida: [ E - J

Después de haber desarrollado distintos métodos para poder obtener la seccién eficaz
de absorcién del cilindro metélico aislado encontramos que el mejor era a través de la
transformada de Fourier del campo eléctrico E y de la densidad de corriente 7, en
w, para cada punto en la seccién transversal de dicho cilindro donde se lleva a cabo la

integral para obtener la absorcién de energia, normalizada apropiadamente.

8.1. Energia absorbida por un sistema metalico

A partir de la mecanica de Newton, es posible obtener una expresién que represente
la energia disipada por unidad de volumen. A saber, el trabajo W realizado sobre una

%
particula sometida a una fuerza F' en una trayectoria S puede escribirse como
H
_
W = / F-dr.
s

Luego,
— d7r -
W:/F-—dt:/ F-vdt
s dt 0

en el tiempo de la trayectoria. Si tenemos una densidad n de particulas por unidad de
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volumen, entonces el trabajo W por unidad de volumen es
bt
W, — / F.(n7) dt.
0
. — —
Si se trata de electrones con carga ¢ = —e, tendriamos que F' = —e E'. Entonces

¢
an—/ §~(n67) dt’
0

= —
pero J = —nev'. Por lo tanto

Wn:/tﬁ(t)?(t) dt. (8.1.1)

Asi pues, se ha encontrado una expresiéon que calcula el trabajo, es decir la energia

disipada por unidad de volumen de un sistema metéalico en un tiempo ¢.

8.2. Barra de seccion transversal arbitraria

Consideremos el eje z a lo largo de un cilindro y consideremos su seccién transversal
dada por alguna funcién arbitraria f (z,y). La energia disipada en una barra metélica,

por unidad de volumen, es dada por la Ec. (8.1.1):
t
W, = / E(7,1)- T (7.t dt.
0

- —
Como los campos E' y J no dependen de la coordenada z, entonces la energia disipada

en un tramo de longitud L serfia

Ut) - /andv

= L/Wnda
s

t
- L/da/ E(7.4)- T (7,t) dt
S 0
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donde S es el drea de la seccién transversal. Luego, la energia por unidad de longitud
é
serfa u = % Ahora, escribamos U en términos de la frecuencia w, pasando E (7,t)
= — = = = = s .,
y J (7,t) ala forma & (7 ,w)y J (7,w). Para facilitar la notacién, llamaremos

— —
simplemente a E (7,t) como E (t), y asf respectivamente a los demds campos. Sea

U, (7, w) = / U (7, t)e™'dt.
0

Entonces

UV (w)
L

U o _ N 7i(w1+w2)t _ 1
V[Ew) = /da/o 6Wtdt/dw1/dw2 € (W) T (w2) (e—l(cul——ka)g))
da [ dwy [ dws € (w1)- T g (T TN
= [ [ ey T [T (ST )

] ] ] ? N 0o ei(wfwlfwg)t — piwt y
= Jaa faon [ E ) T [ ()

Luego, si tomamos , tendriamos
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o [ [ [0 ) F o (P00

- 5(0)/da/dw1/dw2 ?i(?h) T (w2)

Para w # 0

— —
Asi pues, para una onda monocromatica, £ (w1)y J (w — wj) serdn funciones delta en
W con wy = w — wi = w1, lo que implica que w = 2wy y salvo algin factor constante A,

tendremos

U, (2wo)

= :A/d " E (wo) - 7 (wy).

a [
2&10
En resumen, la energia disipada por unidad de volumen en el tiempo ¢ es
t N —
W,= [ E(r,t)-J(7r,t) dt.
0

Si el volumen es de la forma V' = LA, entonces

(t) = W, dv
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Esto implica que la energfa disipada por unidad de longitud en el tiempo ¢ es

t
ue S ® :/da/ B(7.0)- T (7.1) dt
L s Jo

Si consideramos una onda monocromética de la forma

- =
a quienes llamaremos solamente F y J respectivamente para facilitar la notacién, se

tiene entonces que

Luego

Si promediamos en un tiempo ¢ muy grande, la segunda integral se hace nula pues

(e7%«t — 1) oscila entre 0 y —2.
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Por tanto tenemos

— —

(), = -/S( £ (ry.w) T (eyw) + € @yw) T @yw)da  (821)

que es la Potencia absorbida por unidad de longitud por unidad de tiempo en el cilindro.

Por otra parte, si sustituimos la densidad de corriente

T (W =0wE W)

—

— = —
en el integrando la Ec. (8.2.1), £ - J* + £*- J, se tiene que

§ T ET = € (oE) s T (oF)

= (oc+0%)

2

— 2Re(a)]?

Entonces, la Potencia absorbida también se puede escribir como

(W), — %/S(QRe(a)‘?f) da

—)2
— /Re(a)‘é" da.
S



Capitulo 9
Seccion Eficaz con FDTD

para un cilindro metalico

Ahora, para calcular la seccién eficaz de absorcién por unidad de longitud e implementar
el método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo, prepararemos nuestras
expresiones reescribiéndolas de manera discreta con la finalidad de programarlas en
una rutina. Para un cilindro infinito, si consideramos que la luz se mueve en el plano
x-y v el eje del cilindro estd en direccion z, podemos calcular la energia por unidad de
longitud del cilindro y por unidad de tiempo, integrando alrededor del cilindro a través

de la expresién (6.1.2):
U (1) :/ (7.1 - Ads
So

H
donde Sy es la superficie que encierra al cilindro. Debido a que S esta sobre x-y, las

integrales con n = 2z no contribuyen.

9.1. Cilindro Infinito

uan ecim ue un cilindr infini es mu ro que ta no exi
Cuando decimos que cilindro es “infinito” es claro que tal cosa no existe
que sélo es una idealizacién. Lo que en realidad se quiere decir es que su longitud es

demasiado grande comparada con su didmetro.

Entonces, supongamos el caso donde el eje de un cilindro infinito de radio R estd a lo
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ﬁ
largo de z y consideremos que H estd a lo largo de dicho eje, de manera que

= ET+E)y

T =

= Hyz.

— —
Si tomdramos F = Eyz y H = H,x + H,y no obtendrfamos efectos importantes,
. L - . . . o7
pues si el campo magnético H tiene componentes perpendiculares al eje del cilindro no
lograremos excitar las cargas y lo que sélo lograrfamos es inducir una corriente debido
H . . . .
al campo H. Supongamos entonces que la luz polarizada incide manteniendo su vector
de propagacién en el plano z-y. Como el cilindro es infinito, calcularemos la seccién
eficaz de absorciéon por unidad de longitud del cilindro. Es decir, sélo integraremos en

el plano z-y un perfmetro arbitrario que encierre al cilindro.

Por facilidad al emplear FDTD, tomaremos una caja con esquinas (xg,%) v (z1,41) que
— —
encierre al cilindro. Suponiendo que ya tenemos los campos E (w) y H (w) y que la caja
ﬁ
se encuentra en el vacio, tendremos el vector de Poynting S promediado en el tiempo,

expresado en la ecuacién (6.1.1):
1
S (w) = 5 Re [ﬁ (w) x H* (w)]
por lo que

— 1 . . .
S (w) = 3 Re [(E.T + E,y) x Hy'Z]
1 A
= 3 Re[Hy (B, x 2+ B,y x 2)]
1 . N 5
= 3 Re [H," (E.y + E,7)]

EyH
Re {%} (cosay +senar) = §>y + ?w
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Asi tenemos de la Ec. (6.2.1), donde S; son las caras de la caja que rodea al cilindro

(Fig. 9.1.1), que el promedio de la energfa absorbida es

Pus (@) = /ﬁ(w)-(—@ da+/ S (w) 7 da

Sa

+/53§’(w)-gda+/ S (W) - (~-7) da.

Sy

Como cada drea estd partida en secciones Ldr — LAx, para cada campo, se tiene

entonces

1

Pups (w) = LAz Y (=8, (i, )] + Y 8o (6,5) + Y Sy (6,5) + Y [=S: (i,5))]

=m0 i=x1 =71 i=xo
J=Yo J=Yo J=y J=Y1

Por lo tanto, la seccién eficaz de absorcién por unidad de drea estd dada como

1

Pus (W) = Azq Y [=S, G0+ D Se(id)+ D Sy (i4) + Y [=S. (i.5)]

i':xo i':xl 7{::1:1 i‘:xo
J=Y0 J=Y0 J=Y J=Y1

(9.1.1)

(e, 1)
S Y1

Sz

N

(0. 0) x

Figura 9.1.1. Caja de integracion
para calcular la seccion eficaz de absorcion.



Capitulo 10
Simulacion Numeérica de la Seccion

Eficaz de un Cilindro Metalico

Definamos en el centro del espacio computacional un cilindro metdlico aislado y
procedamos a observar los fenémenos que resultan cuando interacciona con una fuente
electromagnética que evoluciona en el tiempo. Para ello haremos uso del FDTD al
momento de obtener la seccién eficaz de absorcién. En estas simulaciones hacemos uso

del modelo de Drude empleando la w,, para plata, por lo que A\, = 320 nm.

Cuando fijamos la fuente puntual' H,(zg,%0,t) en la rutina computacional (véase
Fig. 4.2.1) lo que hacemos es poner las condiciones iniciales para el campo magnético
H fijando la polarizacién de la radiacién resultante (que igual lo podemos hacer con
el campo eléctrico ﬁ) Al lanzar la fuente puntual, el campo se dispersa en todas las
direcciones sobre el plano z-y y al llegar a los limites matematicos de la matriz (que
es de 18 x 18\, para todos los radio) se desvanece a muy alta eficiencia debido a las
multicapas de PML que se definieron previamente. Asi pues, la luz golpea al cilindro
unicamente sobre la mitad frontal expuesta a dicha fuente. Sin embargo, el radio del
cilindro, el material y algunas consideraciones més hacen que el campo pueda llegar o

no a espaldas del cilindro, respecto a la fuente.

Como estamos en 2D, recordemos que la fuente puntual significa en realidad una fuente lineal infinita
que observamos en el plano. Dicho de otra manera, es como una antena cilindrica de radio muy pequeno
donde nosotros fijamos algin campo oscilatorio en su superficie.
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En este tipo de fenémenos podemos ser capaces de excitar diversos modos del cilindro
metdlico dependiendo del radio, de la posicién de la fuente y, muy importante, conocien-
do las relaciones de dispersiéon de sus modos virtuales. En el Capitulo 2 encontramos,
a través de una rutina computacional que se disené empleando de manera analitica la
ecuacion (2.2.1), las relaciones de dispersién de los modos virtuales cuando k, = 0, las

cuales vimos que viven en la parte izquierda de la linea de luz.

Esta tesis tiene como finalidad encontrar un sélido y estrecho vinculo entre las relaciones
de dispersion virtuales y los modos radiativos del cilindro metélico. Por ello, al analizar
las relaciones de dispersién sabemos en qué frecuencia debe mostrarse una notable

excitaciéon de los modos, al colocar de manera adecuada la fuente.

10.1. Radio de 25 nm

Para el presente caso, hemos tomado un cilindro de plata infinito con seccién trasversal
circular y con radio de 25 nm, que es mucho menor al de la longitud de onda (320 nm).
Si tomamos frecuencias por debajo de la frecuencia de plasma (w/w, < 1), el campo
penetra al cilindro y aunque decae de manera exponencial,? el cilindro no es capaz de
crear ‘sombra’ respecto a la fuente del campo debido a los fenémenos originados por la
dispersién y debido también a que una parte del campo logra atravesarlo. Asimismo,
a causa de la geometria cilindrica de la particula metélica, se genera una onda propagan-

dose alrededor suyo provocando que el campo rodee completamente al cilindro.?

La seccién eficaz de absorcién nos servird para saber dénde ocurre mayor absorcién
de energia incidida por la fuente, que bien puede ser en términos de la frecuencia. En
nuestro caso, cuando la constante de propagacion k, es nula, esperamos de antemano
obtener algin resultado significativo mostrado en frecuencias, a partir de las relaciones

de dispersién de los modos virtuales.

Consulte la Fig. 1.4.2, pag. 11.
Esto puede apreciarse mejor cuando el radio del cilindro no es tan pequeno respecto a la longitud de
onda. Véase Fig. 10.3.5, pag. 81, de este Capitulo.
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Y en efecto, al obtener la seccién eficaz de absorciéon mediante el FDTD, representando
frecuencia normalizada (w/w,) contra potencia absorbida (P, en unidades arbitrarias)
por medio de la Ec. (8.2.1), observamos un notable pico alrededor de 0.7 w/w, y otro
ligeramente mds pequeno cerca de 0.67w/w, (Fig. 10.1.1), sin tomar en cuenta un par
de picos laterales, que pueden deberse al choque de la onda estacionaria consigo misma
y que posiblemente no tengan significado directo con los modos del cilindro metalico.

Cabe mencionar que para esta simulacién definimos una absorcién de v = w,/20.

Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=25nm - 6.0 lp dist. fuente-cilindro

015

0.1

0.05

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 L 1.1

Figura 10.1.1. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 6.0 \,.

Como habfamos comentado anteriormente, la posiciéon de la fuente juega un papel
importante al momento de excitar los modos del sistema. Sin embargo, debido al
didmetro de este alambre, la diferencia entre la seccién eficaz, cuando la fuente estd
a varias longitudes de onda de distancia del cilindro (6.0 A,, Fig. 10.1.1), cuando estd
a una longitud de onda de distancia (Fig. 10.1.2) y cuando estd mucho més cerca de él
(0.1 A, de distancia, Fig. 10.1.3), no presenta una diferencia cualitativa significante.
Incluso, al aumentar la absorcién a v = w, /10, es notorio que la absorcién de energfa

mds importante ocurre alrededor 0.7 w/w, (Fig. 10.1.4).
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Cilindro Metalico - R=25nm

Seccion Eficaz de Absorcion
- Lo ;\P dist. fuente-cilindro

= = =
s S o
T I I

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias )
=)
=)
T

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

1.1

Figura 10.1.2. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 1.0 \,,.

Cilindro Metalico - R=25nm

Seccion Eficaz de Absorcion
- 01 JLP dist. fuente-cilindro

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 10.1.3. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 0.1 \,.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=25nm - D.L}\.p dist. fuente-cilindro - top:‘ 10

L5

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 L 1.1
[OFX)

Figura 10.1.4. Seccion eficaz de absorcion.
Distancia entre fuente y cilindro: 0.1 X,. Absorcion: v = w,/10.

Analicemos ahora la seccién eficaz de absorcién respecto a las relaciones de disper-
sién de los modos virtuales, obtenidas analiticamente en la Seccién 2.3 (Fig. 10.1.1 y

Fig. 2.3.2, respectivamente):

Seccion Eficaz de Absorcion Relaciones de Dispersion de los Modos Virtuales
Cilindro Metalico - R=25nm - 6.0, dist. fucnie-cilindro Cilindro Metalico - R =25nm
T T T T T T T T T 071 T i T T
015 £ 8
7 0T —
=
_E"} 0.1 0.69 —
]
g & f i
3 S oes|- 4
£
H
£ L — m-1 J
< 005 \ m=2
2 0671 — m=3 -
5 ’ m=4
g L m=5 -
---- Frecuencia del plasmen
0.66 — — Linea de luz _
Q | | I | . | |
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 L1 0.1 0.2 03 04 0.5

0)/0)» klkP



10.2. Radio de 100 nm 73

Observe como los picos mas pronunciados de la seccién eficaz ocurren justo en las
frecuencias donde se hallan los modos virtuales, senalados por las relaciones de

dispersién cuando k, = 0.

El primer modo virtual, m = 1, lo ubicamos a través de nuestra rutina computacional,
resolviendo numéricamente la ecuacién trascendental (2.2.1), en 0.677 w/w, y el segundo
(m = 2) en 0.6997 w/w,, por mencionar los modos més importantes. Ademas note como
los demds modos (m > 3) se acumulan de forma asintética en la frecuencia del plasmén

w = wy/V2, 0 lo que es lo mismo, w/w, = g = 0.7071).

10.2. Radio de 100 nm

Ahora, definiendo un cilindro de plata de 100 nm de radio, con las mismas condiciones
que el cilindro anterior, analizaremos la seccién eficaz de absorcién obtenida y esta vez

notaremos la importancia de la posicién de la fuente respecto a la particula metélica.

Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=100nm - 60 }\.p dist. fuente-cilindro

0.3 T T T T T T T T T

=4

b

o
I
|

=
(3]
I
|

015 =

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)
e
=
T
|

=
=
G
T
|

| | | | | | | |
0
0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
@/ o,

Figura 10.2.1. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 6.0 \,.
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Si colocamos la fuente electromagnética a una distancia de 6.0 veces la longitud de
onda respecto a la orilla del cilindro logramos excitar modos cuyas potencias absorbidas
médximas se localizan entre 0.55 y 0.75 w/w, (Fig. 10.2.1). A manera que acercamos la
fuente al cilindro (véase Figs. 10.2.4 — 10.2.6) logramos excitar el modo virtual m = 2,
que es la relacién de dispersién mejor definida (mostrada en las Figs. 10.2.2 y 10.2.3).
Observe como el pico central de la seccién eficaz de absorcién (Fig. 10.2.6) se estard
mds definido y muy préximo a 0.6024 w/w,, que es el valor analitico de la curva de

relacion de dispersiéon para m = 2 en k, = 0.

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales y Virtuales
Cilindro Metalico - R =100 nm

— m=0
— m=1
m=2 —
— m=3
m=4 7
m=5 _
m=6
— m=7 4
---- Frecuencia del plasmon
— Linea de luz

o
=]
n
—_
~
tn
13—
8]
n
™)

Figura 10.2.2. Acoplamiento de las relaciones de dispersion para m = 0 hasta m = 7.
Modos Normales y Virtuales.

Noétese que la curva del modo virtual m = 2 (Fig. 10.2.3) estd separada del resto de las
relaciones de dispersién, por lo que su valor en frecuencias cuando £ = 0 marca el pico

principal de la seccién eficaz de absorcién (Fig. 10.2.6).
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)

Cilindro Metalico -

R =100 nm

Relaciones de Dispersion de los Modos Virtuales

®/o

0.6~

— Lineca de luz

- Frecuencia del plasmon

05 ' '
0

0.4 0.6 0.8

Figura 10.2.3. Relaciones de dispersion cerca de k, = 0.

Seccion Eficaz de Absorcion
nm

Cilindro Metalico - R=100

- 10 }\.P dist. fuente-cilindro

= = = = =
4 =23 = — [+ =
T I I I I I

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

=
[
I

0.4 0.5 0.6
@/ o,

0.7 0.8 0.9

1.1

Figura 10.2.4. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 1.0 \,.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=100nm - 0.5 }.p dist. fuente-cilindro

2
I
|

L5 —

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

Figura 10.2.5. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 0.5 \,,.

Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=100nm - 0.1 lp dist. fuente-cilindro

s T T I T I I I I I —

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)
&) =
T T

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 L 1.1
/o

Figura 10.2.6. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 0.1 \,.
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10.3. Radio de 510 nm

Por 1ltimo, analizaremos un poco més a detalle la correspondencia entre las relaciones
de dispersién y la seccién eficaz de absorcién de un cilindro de 510 nm de radio y

remarcaremos la importancia de la posicién de la fuente respecto a la particula metélica.

Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=510mm - 4.0 )\.P dist. fuente-cilindro

= = = =

[= oo — (5] =
T
|

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)
[=1
S

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
o/ 0

Figura 10.3.1. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 4.0 \,.

En esta gréfica, donde la fuente se encuentra a 4.0 longitudes de onda de la
superficie del cilindro, se muestra una gran absorcién de energfa arriba de la frecuencia
de plasma, debido a que el didmetro del cilindro es mds de tres veces A,, por lo que el

cilindro se torna una gufa de onda.

No obstante, nuestro actual interés se centra en frecuencias menores a la del plasma.
Por ejemplo, cerca de 0.5w/w, puede notarse un pico que se debe a la excitacién de
ciertos modos del sistema que resultan de la accién del campo y de la distancia entre

su fuente y el cilindro.
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Si acercamos la fuente a la superficie del cilindro a una distancia de 1.0 A\, notaremos

que el pico central estd més pronunciado y definido (Fig. 10.3.2).

Seccion Eficaz de Absorcion
10

Cilindro Metalico - R=510nm - 1.0 J\.P dist. fuente-cilindro

3 T T T T T T T T T

12
A

[

—

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)
1=

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 L 1.1
@/ o,

Figura 10.3.2. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 1.0 \,.

Si reducimos alin mads la distancia entre la fuente y la superficie metdlica, notaremos
como el pico central de potencia absorbida tiene un corrimiento de 0.5 w/w, (Fig. 10.3.1)
a 0.6 w/w, (Fig. 10.3.4), pasando por un notorio cambio de mdximo (Fig. 10.3.3).
Observe como incluso el pico central se vuelve mucho més grande que el mdaximo
generado por el comportamiento como guia de onda (Fig. 10.3.4) cuando se excitan

de manera correcta los modos radiativos.

Al acercar la fuente al cilindro a distancias menores que la longitud de onda, se logran
excitar modos que cuando la fuente se encuentra a varias A, de distancia no es posible.
Este fenémeno es debido al acoplamiento que se da entre la longitud de onda de la
fuente y la generada en la superficie del cilindro de metal. Es importante resaltar que
si la longitud de onda del modo del cilindro es mayor a la longitud de onda generada

alrededor del nanoalambre no se tendréan algunos acoplamientos (Fig. 10.3.1).
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Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=510mm - 0.5 )\.P dist. fuente-cilindro

= b e
h [} u- =] h

—

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.5

0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
/0

Figura 10.3.3. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 0.5 \,,.

Seccion Eficaz de Absorcion
Cilindro Metalico - R=510nm - 0.1 )LP dist. fuente-cilindro

— —_ ™)
[=1 n o
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Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
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Figura 10.3.4. Seccion eficaz de absorcion. Distancia entre fuente y cilindro: 0.1 \,.
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De manera similar que cuando hablamos de los cilindro de 25 y 100 nm de radio,
podemos analizar la seccion eficaz junto a las relaciones de dispersién que obtuvimos

anteriormente para el cilindro de 510 nm de radio.

Seccion Eficaz de Absorcion Relaciones de Dispersion de los Modos Virtuales
Cilindro Metalico - R=510nm - 0.1 AP dist. fuente-cilindro Cilindro Metalico - R =100 nm
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Aunque la tendencia de estas relaciones de dispersién es también hacia la frecuencia del
plasmén, las de baja frecuencia estédn separadas de forma muy homogénea. Esto causa
que varie tanto el comportamiento de la seccién eficaz de absorcién con la posicién de
la fuente, debido la excitacién de los diversos modos del sistema. Sin embargo, como
ningin modo estd muy bien localizado, como en los casos de 25 y 100 nm (Fig. 2.3.1 y

10.2.3, respectivamente) no es muy sencillo poder excitar un modo en particular.

Cuando la distancia entre la fuente y el cilindro es de 0.1 \,, el pico central de la
seccién eficaz, segun la particién de nuestra rutina FDTD, estd sobre 0.62 w/w, lo
que indica que le debe corresponder m = 10, ya que para este modo, la curva de
relacién de dispersién estd en 0.61147 w/w,, cuando k, = 0. Por la misma razén es nece-
sario observar el comportamiento del campo electromagnético, como se muestra en la
Fig. 10.3.5. Esta figura presenta la evolucién temporal del campo desde que nace, choca
contra el cilindro metélico, muere y hasta que sélo queda el campo en el vacio sin la
fuente. Debe notarse como el campo, con una frecuencia central de 0.6 w/w,, ain estd
presente a pesar de que ya no hay fuente e incluso el pulso se ha ido. El campo todavia

presente se debe a la energfa absorbida por el metal y que estd siendo disipada.
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[a] [b]

Figura 10.3.5. Campo H,. Fuente Puntual. Evolucion en el tiempo [a]-[e].
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Es claro entonces que el metal ha absorbido luz y después que la fuente del campo se
ha ido, el material contintia disipando en el medio la energia que absorbié gracias a
la excitacién de modos virtuales radiativos al acoplarse la longitud de onda del campo

lanzado con la longitud de onda del campo formado en la superficie del nanoalambre.

Por otra parte, si observamos el nimero de lébulos* de energia que el metal sigue
emitiendo una vez que ya no estd la fuente, como en la Fig. 10.3.5¢, es posible ver que

se trata del modo comentado: m = 10.

Debido a los efectos de la onda estacionaria alrededor del cilindro, los 16bulos no
son completamente simétricos mds atin, podemos analizarlos mirando una seccién del
mismo cilindro. Elegiremos una parte en la cara opuesta a donde se encontraba la

el?0]. Si decimos que se trata de m = 10 en este caso, deberiamos poder ver 20

fuent
l6bulos en los 27 radianes debido a que hay 10 méximos y 10 minimos.® Por lo que
en 7 radianes, es decir en una cuarta parte de la seccion transversal del cilindro, se
deberfan apreciar 5 16bulos como se muestran en la siguiente figura, que es solamente

un acercamiento de la Fig. 10.3.5e.

Figura 10.53.6. Lobulos del campo. Fuente Puntual.

4 Al hablar de 16bulos, nos referiremos a los maximos y minimos del campo, alternados y representados
en verde y azul respectivamente.
® Veéase Fig. 1.4.5, para analizar el comportamiento.
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[a] [b]

Figura 10.3.7. Campo H,. Onda Plana. Evolucion en el tiempo [a]-[e].
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Si en vez de colocar una fuente teérica (puntual) colocamos una onda plana (Fig. 10.3.7),
obtendremos un resultado similar, al definir nuevamente una frecuencia central de

0.6 w/w,.

Figura 10.3.8. Lobulos del campo. Onda Plana.

Cabe destacar que, contrario a lo dicho en varios trabajos publicados, la seccién eficaz
de un cilindro metélico aislado puede mostrar m&s de un pico de absorcién, sin la

necesidad de tener dos o més cilindros acoplados.
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Capitulo 11

Dos Cilindros Metalicos Paralelos

Una vez analizada la dependencia que existe entre las relaciones de dispersién de los
modos virtuales radiativos y la seccién eficaz de absorcién en un cilindro metélico
aislado, podemos proceder al estudio del acoplamiento de los modos virtuales de un
par de cilindros de metal paralelos. Siguiendo el anédlisis con los radios antes tratados,
estudiaremos el comportamiento de la seccién eficaz de absorcién cuando el par de

cilindros paralelos tiene definidos 25, 100 o 510 nm de radio.

Es necesario mencionar que debido a la geometria de este nuevo problema, no es posi-
ble encontrar una soluciéon analitica como en el caso de un cilindro aislado. En el caso
del nanoalambre aislado (dieléctrico o metédlico) se pueden emplear coordenadas cilin-
dricas para hallar la solucién analitica a partir de la ecuacién de Bessel (o Difusién),
sin embargo no existe un sistema de coordenadas que represente dos cilindros paralelos,
por lo que la tinica manera hasta ahora de solucionar este tipo de problemas es a través

de cdlculos numéricos.

Asi pues, definiremos para cada cilindro de plata, un radio fijo y estudiaremos el com-
portamiento de su seccién eficaz de absorcién cuando los cilindros son iluminados de
dos maneras: al colocar la fuente colineal al centro de los cilindros y colocdndola a un

costado del par de los nanoalambres paralelos.

Para el caso donde la fuente es colineal al centro de los cilindros, fijaremos la distancia

entre la fuente y el primero de ellos a 1.0 )\, y haremos variar la separacién entre los

86



87

cilindros. Para el caso de la fuente lateral, colocaremos la fuente a 1.0 A\, de distancia
del arreglo y también variaremos la separacién entre los alambres paralelos. El hecho
de no colocar la fuente electromagnética muy cerca del primer cilindro se debe a que
el campo se verd apantallado por él y su absorcion serd tal, que muy poca intensidad

llegard a la superficie del segundo.

Por ejemplo, en la Fig. 11.0.1 donde se muestra el comportamiento del campo sobre la
linea central de la malla computacional, se observa como este manifiesta una enorme
presencia a la altura del primer cilindro, pero la intensidad que llega a la superficie del
segundo es muy poca, si la separacién fuente-cilindro es de 0.1 \,. En este ejemplo se

definieron radios de 510 nm, que en términos de la longitud de onda son de casi 1.6 \,,.

Campo Electromagnetico sobre la linea central

0.03

0.02

-0.01

-0.02

Intensidad del Campo (unidades arbitrarias)

-0.03

Figura 11.0.1. Intensidad del campo electromagnético sobre la linea central.
lluminacion colineal.
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11.1. Radio de 25 nm

Definiremos un radio de 25 nm para el par de cilindros paralelos y procederemos al
anglisis de la seccién eficaz de absorcién de los modos acoplados de este arreglo, al

iluminar las particulas metéalicas de dos maneras.

11.1.1. Fuente colineal al centro de los cilindros

Colocaremos primeramente una fuente puntual que sea colineal al centro de ambos
cilindros paralelos, como lo muestra la Fig. 11.1.1, y analizaremos qué sucede cuando

la fuente electromagnética choca primero contra uno de los dos.

)

Figura 11.1.1. Esquema del arreglo entre cilindros y fuente.
Tlluminacion Frontal.

Cuando la separacién entre los cilindros es muy grande (1.0 A\, = 320 nm) comparada
con el radio actual, la estructura de la seccién eficaz de absorcién (Fig. 11.1.2) es muy
similar a la del caso de un cilindro aislado del mismo radio (Fig. 10.1.1). Esto es algo
que ya esperdbamos que ocurriera, pues los modos del par de cilindros no tienen un

acoplamiento significativo debido a la separacién entre ellos.

Conforme vayamos acercando los cilindros, los picos mayores de la estructura (cercanos a
0.7 w/w,) comenzardn a separarse sufriendo un corrimiento que se debe al acoplamiento

de los modos, como puede verse en las figuras 11.1.3 a la 11.1.5.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=25nm - L0 lp sepatacion - 1.0 lp fuente-cilindro

08—

0.6 —

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

Figura 11.1.2. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 1.0 \, de separacion entre cilindros.

Seccion Eficaz de Absorcion
Deos Cilindros Metalicos - R=25nm - 0.2 lp sepatacion - 1.0 lp fuente-cilindro

08—

04—

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

Figura 11.1.8. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 0.2 \, de separacion entre cilindros.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=25nm - 0.1 .?\.P sepatacion - 1.0 .?\.P fuente-cilindro

08—

06—

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 L 1.1

Figura 11.1.4. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 0.1 A\, de separacion entre cilindros.

Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=25nm - 0.05 ;\.p separacion - 1.0 }\p fuente-cilindro

08—

04

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 1.1

Figura 11.1.5. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 0.05 X\, de separacion entre cilindros.
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Observe como el par de picos principales de las secciones eficaces de absorcién comienzan
a separarse a medida que acercamos los nanoalambres. Este comportamiento se debe
al acoplamiento del modo m = 1 entre los cilindros. Si m = 1 en el cilindro de 25 nm

de radio, se tiene un comportamiento dipolar en los modos.!

Para ilustrar dicho comportamiento presentamos a continuacién una imagen donde se
contrasta la separacion entre los picos de la seccién eficaz de absorcién (variando la
distancia entre los cilindros, en unidades de longitud de onda) y la frecuencia (w/w,)

donde ocurren los maximos.

Posicion de picos respecto a la separacion entre cilindros

Seccion Eficaz de Absorcion - Dos Cilindros Paralelos - R=25nm - Iluminacion Colineal
0.8 T | | T T T | T | |
A
075 A —
L A |
Fiy
0.7+ A —
£ m]
S ves- .
3 a

0.6 — =

L A Pico |

0.5 \ | | \ \ \ | \ | L
0 0l 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Separacion entre cilindros [;\P)

Figura 11.1.6. Posicion de los Mdaximos de las Secciones Eficaces de Absorcion,
respecto a la frecuencia. Dos Cilindros Metdlicos de 25 nm de radio.

En el andlisis del arreglo del par de cilindro de 100 nm de radio se obtiene algo similar
debido a que podemos ubicar el modo m = 2. Sin embargo para el cilindro con radio
de 510 nm es dificil seguir la separacién de los picos pues la estructura resultante es

demasiada.

! Véase Fig. 1.4.2b y Fig. 1.4.5b.
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11.1.2. Fuente lateral al centro de los cilindros

Pongamos la misma fuente a un costado del arreglo cilindrico como los muestra la Fig.
11.1.7. Cuando la separacion es grande (1.0 \,), debemos esperar que la nueva seccién
eficaz sea similar a la mostrada en la Fig. 10.1.1 (cilindro aislado), y por ende debe

parecerse a la del caso previo, donde la iluminacién es de forma colineal (Fig. 11.1.2).

(7

Figura 11.1.7. Esquema del arreglo entre cilindros y fuente. Iluminacion Lateral.

Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=25nm - 10 }.p separacion - 1.0 ?Lp fuente lateral

o = o o
(3 w = L
T T T T

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)
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=
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0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
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Figura 11.1.8. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 1.0 \, de separacion entre cilindros.
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Y efectivamente, esta seccién eficaz de absorcién (Fig. 11.1.8) es muy semejante a los
casos mencionados. Sin embargo, debido al tamano de los radios y sobre todo a la
posicién de la fuente electromagnética, al variar la separacién entre los cilindros, los
picos de la curva se separan pero de manera distinta, mostrando un corrimiento mucho

més notorio, como podrd apreciarse en algunas figuras mas adelante.

Como sabemos, en el caso del cilindro aislado de 25 nm, el primer modo virtual m =1
es el que predomina (Fig. 2.3.2) generdandose un efecto de dipolo que podemos describir

mediante la Fig. 1.4.5b.

Ahora bien, al definir este mismo radio pequeno para el par de cilindros, el efecto de
dipolo sufre una modificacién al ser iluminados de las dos maneras aqui tratadas. Es
decir, si se ilumina de forma colineal, la onda choca primeramente con un cilindro,
mientras que al estar la fuente de forma lateral, la onda ve los dos al mismo tiempo.
Y de hecho, al ser muy pequenios los radios (25 nm) respecto a la longitud de onda
(320 nm), el campo ve un solo cilindro elipsoidal, descrito por el siguiente bosquejo,

cuando la separacion entre los cilindros es pequena.

Figura 11.1.9. Esquema del arreglo de cilindros
de 25 nm de radio visto por la fuente.

El efecto dipolar es mucho més notable cuando la variacién del campo ocurre en el
eje mayor de la elipse, o sea cuando la fuentes estd colocada a un costado del par de
cilindros paralelos. Por ello, se obtiene las siguientes secciones eficaces al acercar las

particulas metdlicas entre si:
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=25nm - 0.5 }.p separacion - 1.0 lp fuente lateral
0.5 I I | I | | | | |

o o o
[ (%] =
T T T

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 L 1.1
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Figura 11.1.10. Seccion eficaz de absorcion. lluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 0.5 \, de separacion entre cilindros.

Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=25nm - 0.2 lp sepatacion - 1.0 ?Lp fuente lateral

03 -

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 1.1
®/o

Figura 11.1.11. Seccion eficaz de absorcion. lluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 0.2 \, de separacion entre cilindros.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Des Cilindros Metalicos - R=25nm - O.l?\.P separacion - 1.0 }\.P fuente lateral

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

Figura 11.1.12. Seccion eficaz de absorcion. lluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 0.1 A\, de separacion entre cilindros.

Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=25nm - 0.01 lp sepatacion - 1.0 lp fuente lateral

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

Figura 11.1.13. Seccion eficaz de absorcion. lluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 25 nm de radio. 0.01 A\, de separacion entre cilindros.
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Resultados similares, al iluminar un par de cilindros de estas dos formas, han sido
encontrados por Kottmann y Martin!®!, sefialando que la seccién eficaz (en su caso, la
seccidn eficaz de dispersion de dos cilindros de plata de 50 nm de radio) sufre un notable
corrimiento a longitudes de onda mds altas, si es que la fuente estd en el caso lateral
y un corrimiento a longitudes un poco menores, si es que la fuente es colineal a los
cilindros; sin embargo, sus resultados no hacen alusién a los modos virtuales. Ademss,
como sus curvas deben estar muy suavizadas, inicamente conjeturan que la aparicién
de mds de un pico en la seccién eficaz se debe al hecho de tener dos cilindros y no

debido al acoplamiento de modos virtuales radiativos.

11.2. Radio de 100 nm

Si ahora se considera un radio cuatro veces mayor que en el caso anterior, no
debemos esperar un comportamiento dipolar debido a que la longitud de onda empleada
(320 nm) es casi del didmetro de los cilindros. Lo que debe ocurrir es un corrimiento de
los picos de la seccién eficaz y, por el acoplamiento de modos, la aparicién de nuevos

picos pues no sélo se excita el modo dominante.?

11.2.1. Fuente colineal al centro de los cilindros

Coloquemos la fuente sobre la linea central segin el esquema mostrado en la Fig. 11.1.1y
definamos primeramente 1.0 A\, de separacién entre las superficies de los cilindros. Lo que
se obtiene (Fig. 11.2.1) es una seccién eficaz de absorcién muy similar a la de un cilindro
aislado de 100 nm de radio cuando la fuente est4 alejada (Fig. 10.2.4), con la diferencia
de que ahora aparece un hombro arriba de 0.45 w/w, que no se mostraba para el
cilindro aislado. Si comenzamos a acercar los cilindros, manteniendo la separacién entre
la fuente electromagnética y la superficie del primero de ellos en 1.0 ), notaremos como
la estructura de la seccion eficaz se mantiene aunque el hombro comienza a recorrerse

(Fig. 11.2.2) e incluso se da la aparicién de otro pico mas (Fig. 11.2.3).

2 Véase Fig. 10.2.3, pdg. 75.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=100nm - 1.0 ?LP separacion - 1.0 ?LP fuente-cilindro
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Figura 11.2.1. Seccion eficaz de absorcion. Illuminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 100 nm de radio. 1.0 A\, de separacion entre cilindros.

Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=100nm - 0.2 ?Lp separacion - 1.0 ?Lp fuente-cilindro
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Potencia Absarbida (unidades arbitrarias)
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/o

Figura 11.2.2. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 100 nm de radio. 0.2 X\, de separacion entre cilindros.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=100nam - 0.05 ?LP separacion - 1.0 JLP fuente-cilindro

—
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Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 L 1.1
[OFX)

Figura 11.2.3. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 100 nm de radio. 0.05 X\, de separacion entre cilindros.

11.2.2. Fuente lateral respecto al centro de los cilindros

Para el radio de 100 nm, pondremos la fuente a un lado del arreglo de cilindros como
se indica en la figura 11.1.7. A diferencia de la seccién eficaz de absorcién obtenida
cuando la fuente es colineal, esta vez (Fig. 11.2.4) al haber mucha separacién en-
tre las superficies de los nanoalambres, en particular 2.0 ),, se obtiene una estruc-
tura semejante a la del cilindro aislado cuando se encuentra muy cerca de la fuente
(Fig. 10.2.6). Esto debe ocurrir porque los modos virtuales dominantes del caso aislado

(m = 2) estén acoplados, opacando el efecto de los demés modos.

No obstante, al acercar las particulas de plata entre si, la seccién eficaz muestra que
el pico antes mencionado se ve poco a poco atenuado por el posible acoplamiento de
otros modos, hasta llegar a una estructura donde el pico central se dividié de manera

irregular en dos picos.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Des Cilindros Metalicos - R=100nm - 2.0 lp separacion - 1.0 lp fuente lateral

08—

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
o/ 0

Figura 11.2.4. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 100 nm de radio. 2.0 A\, de separacion entre cilindros.

Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=100nm - 1.0 lp sepatacion - 1.0 lp fuente lateral

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

Figura 11.2.5. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 100 nm de radio. 1.0 A\, de separacion entre cilindros.
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Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}

Dos Cilindros Metalicos

Seccion Eficaz de Absorcion

R=100nm - 05 lp sepatacion - 1.0 .?\.P fuente lateral

Figura 11.2.6. Seccion eficaz de absorcion.
Dos cilindros paralelos de 100 nm de radio. 0.5 A\, de separacion entre cilindros.

Tluminacion lateral.

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

Deos Cilindros Metalicos

Seccion Eficaz de Absorcion

R=100nm - 0.05 lp sepatacion

- 10 lp fuente lateral

06—

04—

04 0.5 0.6 0.7 0.8
®/o

Figura 11.2.7. Seccion eficaz de absorcion.
Dos cilindros paralelos de 100 nm de radio. 0.05 A,

Tluminacion lateral.
de separacion entre cilindros.
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11.3. Radio de 510 nm

Finalmente, consideraremos este radio para el par de cilindros de plata paralelos y los
iluminaremos de las dos maneras antes definidas. Recordemos que como los radios son
mayores a la longitud de onda empleada, arriba de la frecuencia w,/ V2 los alambres

tendrédn el comportamiento de gufas de onda.

11.3.1. Fuente colineal al centro de los cilindros

Al colocar la fuente de manera colineal respecto a los centros de los cilindros, a una
distancia de 1.0 A, del primero (Fig. 11.3.1), se obtiene un comportamiento similar al
de la seccién eficaz de absorcién del cilindro aislado con este mismo radio cuando la
fuente se encuentra lejos del mencionado cilindro (Fig. 10.3.2). Sin embargo, debido al
didmetro, no se puede excitar un modo en particular para acoplarlo pues las relaciones
de dispersion de los modos virtuales se encuentran distribuidas casi de manera uniforme

y no hay un modo aislado® como se vio en para 25nm y 100 nm de radio.

A pesar de variar la separacién entre los cilindros, la estructura de la seccién eficaz
de absorcién sufre muy minimos cambios por el acoplamiento de modos (Figs. 11.3.2
y 11.3.3). Excitar un modo bien definido no es como en el caso de 25 nm, donde se
obtiene un comportamiento dipolar (excitando el modo m = 1), o incluso en el de 100
nm, donde el modo m = 2 estd suficientemente aislado del resto como para excitarlo
de manera més sencilla. Para un cilindro cuyo grosor es més de tres veces la longitud
de onda, hacemos hincapié en que las relaciones de los modos estdn distribuidas con
una separacion casi uniforme (en término de frecuencias) y es dificil una excitacién en
particular. Ademds de esto, hallar una seccién eficaz andloga al caso aislado se debe
grandemente a que el campo se apantalla con el primer cilindro* a pesar que la fuente

estd muy lejana. Este hecho se aprecia al iluminar el arreglo desde un costado.

3 Vease Fig. 2.3.5, pag. 24.
4 Véase Fig. 11.0.1, pag. 87.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=510nm - 1.0 JLP separacion - 1.0 ;\P fuente-cilindro

3 I I I I I I I I I

12
W

(]

—_

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}
wh

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 L 1.1

Figura 11.3.1. Seccion eficaz de absorcion. Illuminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 510 nm de radio. 1.0 A\, de separacion entre cilindros.

Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=510nm - 0.2 ;\.p separacion - 1.0 }\p fuente-cilindro

3 T T T T T T T T T

1
=

(]

—

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)
=

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 1.1

Figura 11.8.2. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 510 nm de radio. 0.2 X\, de separacion entre cilindros.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=510nm - 0.05 ?LP separacion - 1.0 ?LP fuente-cilindro

3 I I I I I I I I I

&
=

(%]

—

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)
wn

0.1 0.2 0.3 04 (V) 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
/0

Figura 11.3.3. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion colineal.
Dos cilindros paralelos de 510 nm de radio. 0.05 X\, de separacion entre cilindros.

11.3.2. Fuente lateral respecto al centro de los cilindros

Coloquemos la fuente en posicién lateral, como lo indica la Fig. 11.1.7. Al iluminar los
cilindros infinitos con seccién transversal circular, la onda choca con ambos a la vez y se
genera una estructura (Fig. 11.3.4) semejante a la del cilindro aislado cuando la fuente
estd alejada (Fig. 11.3.1). A medida que se acercan los cilindros paralelos, los modos
centrales (entre 0 y 1 w/w,) presentan un acoplamiento entre casi todos los primeros
modos y hace que la seccién eficaz de absorcién se vuelve muy compleja, o sea, con

demasiada estructura.

Cuando se trabaja con cilindros de radios tan grandes como en este caso, ocurren
fenémenos como cuando los cilindros se comportan como gufas de onda para frecuencias
altas. Ademds, también se vuelve mas dificil dominarlos ya que la onda puede o no

acoplarse con la onda generada en la superficie del cilindro debido a su tamano.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=510nm - 1.0 lp sepatacion - 1.0 .?\.P fuente lateral

4 \ \ T \ T T T T T

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}

Figura 11.3.4. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 510 nm de radio. 1.0 A\, de separacion entre cilindros.

Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=510nm - 0.5 lp sepatacion - 1.0 lp fuente lateral

4 \ \ T \ T T T T T

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias)

0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1 1.1

Figura 11.8.5. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 510 nm de radio. 0.5 X\, de separacion entre cilindros.
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Seccion Eficaz de Absorcion
Dos Cilindros Metalicos - R=510nm - 0.2 lp separacion - 1.0 lp fuente lateral

4 \ \ T \ T T T \ T

Potencia Absorbida (unidades arbitrarias}

0 | | | | | | | | |

0.1 0.2 0.3 04 (V) 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
@/ o,

Figura 11.53.6. Seccion eficaz de absorcion. Iluminacion lateral.
Dos cilindros paralelos de 510 nm de radio. 0.2 X\, de separacion entre cilindros.
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Conclusiones

Varios son los resultados encontrados durante la presente tesis. Algunos
reprodujeron resultados encontrados en la literatura con la finalidad de contrastar-
los con los aquf obtenidos, y otros més son resultados que rompen algunas conjeturas

mostradas en algunas publicaciones.

Primeramente de las ecuaciones de Maxwell, se obtuvo de manera analitica una ecuacién
trascendental cuya solucién son las relaciones de dispersién para los modos normales
de un cilindro metélico aislado. De manera andloga, se obtuvo una expresién para las
relaciones de dispersién de los modos virtuales radiativos. En ambos casos se crearon
rutinas computacionales que resolvian numéricamente estas ecuaciones trascendentales.
En base a estas soluciones otras rutinas creadas graficaban el comportamiento de los

modos normales y virtuales.

Luego, a través de la integral del vector de Poynting se obtuvo la seccién eficaz con un
primer método, para més adelante obtenerla mediante el cdlculo directo de la integral

. . g —
del producto interior de E'y J.

Con este tltimo método se calcularon las secciones eficaces de un cilindro metélico
aislado donde se mostré que el comportamiento de la seccion eficaz de absorcién tiene
una estrecha correspondencia con las relaciones de dispersiéon de los modos virtuales
radiativos, estudiados inicialmente por Pfeiffer, Economou y Ngai. Pese a esto muchos
son quienes trabajan con secciones eficaces sin tomar en cuenta las relaciones de dis-

persion de los modos virtuales. Otros méds indican que la aparicién de mds de un pico

107
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en la seccién eficaz se debe tinicamente por tener un arreglo de cilindros. Sin embargo
hemos visto que no: un cilindro metélico aislado puede presentar m&s de un pico en la

estructura de su seccién eficaz de absorcién.

Por 1ltimo se observé que la seccién eficaz de absorcién para dos cilindros metdlicos
paralelos puede tener diversos comportamientos. Para radios mucho menores que la
longitud de onda de plasma, el pico que aparece para un cilindro aislado se desdobla
en dos a medida que se acercan los cilindros, mostrando un comportamiento dipolar.
Para cilindros de radio comparable a A, el espectro de absorcién contiene demasiada

estructura y no es fécil seguir la evolucién de cada pico al acercar los dos cilindros.

Por otro lado es importante remarcar que la posicién de la fuente juega un papel
importante al momento de iluminar las estructuras y no sélo en términos del dngulo

sino también en la distancia a la superficie de los metales.



Parte VI

APENDICES

109



Apéndice A
De Maxwell a Helmholtz

para un sistema Cilindrico

En este Apéndice, haremos un breve recorrido construyendo las expresiones elementales
que nos serviran de soporte para la presente tesis. Partiremos de la base de toda la teorfa
electrodindmica, las Ecuaciones de Maxwell, para obtener las ecuaciones vectoriales de

Helmholtz e incluso su expresiéon dependiente de la frecuencia.

Finalmente, definiremos el transversal del Laplaciano para geometria cilindrica, que es
la herramienta que nos permitird reducir considerablemente la dificultad de nuestros

problemas al momento de calcular los modos del cilindro metdlico y cilindro dieléctrico.

A.1. Ecuaciones Vectoriales de Helmholtz

Los fenémenos electromagnéticos pueden ser descritos por dos campos vectoriales, el
7 3 = s 40 -7 3 z
campo eléctrico £ y el campo magnético H. Este tipo de fenémenos es gobernado por

las Ecuaciones de Maxwell:

8B oD
VxE=-22 VxH=J+22
ot t
(A.1.1)
- = - =

110
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En ausencia de fuentes, las ecuaciones de Maxwell toman la forma

oD

- —
- —
V-B=0 (A.1.4)
V.D=o. (A.1.5)

En el interior de un cilindro, las ondas electromagnéticas de frecuencia w oscilan con

dependencia temporal, de forma que los campos pueden escribirse como

E = Egeit (A.1.6)
. )
B = Boe . (A.1.7)

Sustituyendo (A.1.7) en (A.1.2), tenemos

0B
VxE=-2"
ot
a B —iwt
= —g; (Boe™)
= jw (ﬁoe_i“’t)
ie.,
- — —
VxFE=iwB. (A.1.8)

Ahora, consideremos las relaciones constitutivas para medios no dispersivos

D=cE (A.1.9)
B =puH, (A.1.10)
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Reemplazando (A.1.10) en la parte izquierda de (A.1.3)

N
B

=~

- = —
VxH=V x

%l

1
~V x
I

Esto implica
- — - —
VxB=uV x H.
Usando la parte derecha de (A.1.3), tendremos
)
V x B =p"".
ot

Por esta ecuacion y la relacién constitutiva (A.1.9):
—

OFE

YV x B
X B = pe—-.
Y

Sustituyendo (A.1.6) en (A.1.11):

Y x B = el (Boe
X —M€§< o€ )

Como el campo tiene dependencia temporal,

" — 0 vy
VXB:ué'an (6 t)

. ﬁ —
= —ipcw Epe

Esto es
— — . —
V x B =—-ipswk.

iwt

(A.1.11)
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Finalmente, de la ecuacién (A.1.4) y debido a la consideracién de medio homogéneo,

—

- = = — —
V:-D=V.eE =V -FE =0,

ie.,

ﬂl
=1
Il

Por tanto, las ecuaciones de Maxwell toman la forma

- = —
VxE=iwB (A.1.12)
- = —
V X B =—iucwk (A.1.13)
- —
V- B=0 (A.1.14)
- —
V.E=0. (A.1.15)

Ahora bien, apliquemos el rotacional en ambos lados de (A.1.12). Entonces

_)
(iwF)
H
x B.

Vx(FxF) = ¥

Il
4l x

w

Por la Ec. (A.1.13):

Por otra parte, sabemos que

V x (? x ﬁ) -V <€> : ﬁ) ~V?E. (A.1.16)
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Debido a (A.1.15), obtenemos

u5w2§ = —Vzﬁ.

Por tanto, obtenemos la ecuacién vectorial de Helmholtz, para el campo eléctrico:

2 20
V°E + pew”E = 0. (A.1.17)

H
De forma andloga, se hace para la Induccién Magnética B. Apliquemos el rotacional

en ambos lados de (A.1.13). Entonces
— - = — —
V x (v X B) — Vx (—mawE)

= —llEW (? X ﬁ) :

Por la Ec. (A.1.12)

6) X (? X §> = —IilUEW (zw§>

H
= pew?B.

Por esta ecuacién y usando (A.1.16) para la induccién magnética, tenemos

,uscu2§ = —V2§

_)
Por tanto, obtenemos la ecuacién vectorial de Helmholtz para B:

V2B + pew?B =0 (A.1.18)
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A.2. Ecuacién de Helmholtz

dependiente de la frecuencia

De las ecuaciones de Maxwell, tomemos la ley de Faraday y la ley de Ampére-Maxwell,

dependientes de 7 y del tiempo t:

ﬁxﬁkﬁw_—%ﬁﬁm) (A.2.1)
€xﬁﬁwp£ﬂ?@+%ﬁﬁm) (A.2.2)

y supongamos que 7 (7°,t) = 0. Las ecuaciones (A.2.1) y (A.2.2) estén relacionadas

por las relaciones constitutivas
D(7,w)=cW)E (T,w) (A.2.3)

B(7,w) =pw) H(T,w). (A.2.4)

Luego, recordemos que para cambiar a una funcién f del domino de la frecuencia f (w)

al dominio del tiempo f (), hacemos uso de las transformadas de Fourier (FT'):
e O (A25
= — w)e w 2.
2m J

y viceversa

1 OO iwt
f@zzﬁﬁJ@eﬁ. (A.2.6)

. = B i
Debido a que E = FE e ™", entonces

V x E (7,t)=iwB (7,1).
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Multiplicando en ambos lados por \/Lz? [ e“tdt, se tiene

1 S — 1 . —
E/emv X E(?’,t)dtzz‘wm/emB (7, t) dt

ie.,

Entonces por (A.2.6)

v

VxE (7", w) =iwB (7,w). (A.2.7)

Por otra parte, por la relacién constitutiva (A.2.3) y anédlogo al campo eléctrico,

V x H(T,w) =iwD (7,w). (A.2.8)

Finalmente, aplicando el rotacional a (A.2.7) y (A.2.8), llegamos a
V2E (7,w) + k2 (w) E (7,w) = 0 (A.2.9)

que es la ecuaciéon de Helmholtz pero dependiente de la frecuencia w.
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A.3. Transversal del Laplaciano

Si consideramos un problema donde no hay restricciones a lo largo del eje z, podemos

escribir los campos como
E'(7) = E (z,y) e’ (A3.1)

B'(7) = B (a,y) et==0), (A.3.2)

Debido a esa falta de restricciones, el operador Laplaciano V? puede ser escrito como

2 2 0
Por tanto, podemos definir
92
v2 — 2 7
1=V 022

donde V3 es la parte transversal del Laplaciano. Sustituyendo este nuevo operador en

las ecuaciones de Helmholtz:!

E
(V?+ pew?) 8 _, =0
B
tendremos
9 —
Vi + = | + pew? P 0
022 B ’
le.,
— — —
, | B 02 | E , | E
VJ_ — (¢t ﬁ — (T pew — =0
B “ 1B B

! Forma compacta de las ecuaciones (A.1.17) y (A.1.18).
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Como

o2
022

ol =
Wl =

llegamos a

E
(V3 + (pew® — k)] = (= 0, (A.3.3)

donde esta ecuacion es el transversal del Laplaciano para geometria cilindrica y la
hemos utilizado para facilitar los cdlculos para los casos de cilindro metélico y cilindro

dieléctrico.



Apéndice B

Cilindro Dieléctrico

Antes de estudiar un cilindro de metal aislado, hicimos un amplio analisis a un cilindro
dieléctrico aislado. Dicho cilindro tiene radio R con seccién transversal circular sin
restricciones a lo largo del eje z. Consideramos también dos medios, el dieléctrico (1, €1)
y el vacio (119, €9), y asumimos que ambos son uniformes e isotrépicos en sus propiedades
y €1 > €¢. Al resolver las ecuaciones de Maxwell en coordenadas cilindricas obtuvimos
una expresion trascendental de donde hallamos las relaciones de dispersién para cuando
existe y no existe variacién azimutal. Para el caso del cilindro metdlico, no tiene sentido

el caso sin dependencia en .

B.1. Ecuacion de Bessel y Ecuacién de Difusion

De las ecuaciones vectoriales de Helmholtz y debido a que no hay restricciones en la

coordenada z, se obtiene la expresién:!

_)
E
(V3 + (pew? — k2)] = (= 0. (B.1.1)

Luego, sabiendo que k, debe ser la misma dentro y fuera del cilindro para que se

! Consulte el Apéndice A, pdg. 117 para ver desarrollo algebraico.
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satisfagan las condiciones de frontera, para el interior del cilindro dieléctrico la
constante (B.1.1) marcada entre paréntesis debe ser positiva debido a que las ondas
son propagantes:

v = ew? — k2 > 0. (B.1.2)

Sin embargo, fuera del cilindro los campos deben decaer exponencialmente para no
exista flujo trasversal de energia. Esto significa que no hay modos TEM en una guia

dieléctrica. Entonces la cantidad de (B.1.1) equivalente a 7? debe ser negativa:

B2 = — (poeow® — k2) > 0. (B.1.3)

Entonces las ecuaciones de Helmholtz quedan, para el interior y exterior del cilindro,

respectivamente como

E
(Vi+7%) =0
B
E
(Vi - 62) —¢=0
B

En coordenadas cilindricas, de la ecuacién de Helmholtz, se obtiene? la Ecuacion de

Bessel para alguna funcion :

Por lo tanto, para cada medio se tiene

& 1d 2

{d_p2 + i 4+ (72 - %)] =0 (dentro) (B.1.4)
? 14d 2

{d_pg n ;d_p _ <52 4 %)] = 0. (fuera) (B.1.5)

2 Consulte el Capitulo 1, pp. 2—4,, para ver desarrollo algebraico.
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Argumentos dimensionales sugieren reescalar p — r = yp. Tomemos primero el caso

interior: Ec. (B.1.4). Entonces

2 v d m2y?
2_ - — 2 - p—
{7 dr2+r7dr+<7 3 )}@/} 0.

Dividiendo por +2, obtenemos

l;‘l_;+li+ <1_T_j)} W (vp) = 0, (B.1.6)

rdr

donde sus soluciones son las funciones .J,, de Bessell!"]

Y = Jm(7p).

Ahora, note que para el medio externo al cilindro, tenemos una ecuacién modificada de
Bessel: Ec. (B.1.5). Entonces la ecuacién de Helmholtz puede ser transformada en la
Ecuacion de Difusion cambiando el pardmetro k — ik. Y ya sabemos que las soluciones
de la ecuacién de Difusién son I,,(8p) y K,.(8p).> Entonces, debido al comportamiento
fisico de los campos, los cuales deben ser evanescentes fuera del cilindro dieléctrico, la

solucion debe ser de la forma

= Kn(Bp).

Por lo tanto, hemos encontrado que el cilindro dieléctrico tiene como soluciones

Jm(yp) €M eitk=2 (dentro)
b — (B.1.7)
Kn(Bp) eme eik== (fuera)

3 Consulte el Capitulo 1, pag. 5.
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B.2. Soluciéon a un cilindro dieléctrico.
Caso sin variacion azimutal

De las ecuaciones de Maxwell en coordenadas cilindricas? y suponiendo que los campos
no tienen variaciéon azimutal, tendremos entonces m = 0. Asi, de la Ec. (1.2.1) se tiene

que

- = —
VxFE = iwB
. (. oF, 10
= —pitk.E,+ (szEp ~ o ) + zpa—p(pEw) (B.2.1)
y también que
= —
VXxB = —ipuswkE
~ ~ (. 0B, 10
Observe como las otras dos ecuaciones de Maxwell quedan:
- —= 190 10E oF
V- FE=—-——(pFk - =0 B.2.3
y
- = 10 10B 0B
V-B=-—(pB - = =0. B.24

4 Consulte el Capitulo 1, pag. 7.
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B.2.1. Modos de oscilacién TM y Frecuencias de Corte

Consideremos los modos TM (transversal magnético) de oscilacién, con B, = 0.

Es evidente que de la Ec. (B.2.1), para la componente ¢, se tiene:

10
-—(pE,) =0.
pap 90)
Entonces
pk, = cte
t
= FkE,= ae
p

Pero esta solucién diverge en p = 0. Asf
E,=0.

Debido a las componentes paralelas ¢ y z a la superficie del cilindro y por las condiciones
— =
de frontera, podemos aplicar la continuidad tangencial de £y H si conocemos E,,, .,

H,y H,. Usando (B.2.2) para la componente p:

0B

—ipcwk, = _8_(p

z

= —ik.B,.
Entonces obtenemos
k.
E,= B,.

HEW

Ahora escribiremos todas las componentes en términos de E, y B, que son las soluciones
conocidas. Asi, podemos encontrar B, por le Ec. (B.2.1), esto es
OF,

P
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Sustituyendo F,:

2 OF
iwB, =1 ZBw—az.
jiew P

Agrupando término, se tiene

Asi
B _ ipew  OFE,
7 pew? — k2 Op
Por lo tanto
_ipew OB,
YK ap

Entonces hemos encontrado E, = 0. Y por superposicién, B, = pH, = 0. También

sabemos que H, = %B@. Lo que implica

_iew Ok,

. B.2.

é
Resolviendo la ecuacién de onda para E en z = 0, podemos obtener explicitamente

H,. Sin no hay dependencia de los campos en ¢,

Ez(,O, 9072) = J()(/Yp) eikzz ) P S R
(B.2.6)

E.(p,p,2) = A Ko(Bp) €,  p>R
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donde A es una constante de proporcionalidad que debemos encontrar. Asi pues, de la

ecuacién (B.2.5):

islw d

H = - ikoz <
‘P(/OﬂOvZ) ryg Y deO(x) € 5 JURS R
(B.2.7)
1Aegw  d .
Hy(p,p,2) = _—;25 %KO(.T) eth=z p> R.

Observe que para p > R en (B.2.7), 3% tiene signo negativo en el denominador. Esto se

debe a que el campo debe ser evanescente y

kS + k2 = pew?.

Esto implica que k; € C. De hecho, k, es puramente imaginario. Entonces

k3 = posow® — k2 <0 if p> R.

Asi se tiene que

H
Por las condiciones de frontera, p = R. Entonces para E':

Jo(VR) = A Ko(BR).

Luego
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Ahora, para H:
€1 4 €0 ;-
—Jo(vyR) = A=Ky (BR).
~ o(VR) 3 o(BR)

Sustituyendo A, tenemos

=) Jo(VR)
B Ko(BR)

TR) = Ky(BR).

Finalmente, dividiendo entre K{(SR) se obtiene

a1 J(R) | eo h(vR) _
v K(BR) B Ko(BR)
Multiplicando por S7, llegamos a que
Jo(VR) Jo(VR)
€ +e =0.
YRR T Ko(R)
Considerando las series de Laurent
%(t—f) . > n
e = Z I (2)t"
se impica que
0 %(+-1) 1 ( 1) 5(+-1)
—e = —-|t—=-]e
ox 2 t
= ) Jh(a)r

(B.2.8)
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Entonces tenemos una relacién de recurrencia® para J/ (x):

2J (2) = Jp_1(x) — Juy1(2).

En particular,

Jy(z) = —Ji(z). (B.2.9)

Similarmente,® para K/ (r):

2K, (2) = =K1 (2) — Ky ().

Por lo que para m =0

K{(z) = —K;(z). (B.2.10)
Por tanto (B.2.8) viene a ser
S (VR) Jo(YR) _
glﬁfﬁ(ﬁR} + ngo(ﬁR) = 0. (B.2.11)

Note que K, y K, son funciones que no oscilan y que no tienen ceros®. Si ahora multi-

plicamos (B.2.11) por %’im de tal modo consideremos que 5 — 0 tendremos
0

ﬂﬁ (VR) o (PR)

€07 K (BR) Jo (VR) =0.

Arfken & Weber, Mathematical Methods for Physicists, 6a Ed.; pp. 678 y 717 (respectivamente).
' Véase Fig. 1.1.1, pag 6.
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Aplicando limite:

llegamos a que

Jo (yR) = — hm [%Jl (vR) m

Para argumentos pequenos, podemos emplear las siguientes expresiones’, donde I' es la

funciéon Gamma:

Ko(x) ~ —1In(z) (B.2.12)
1 —m
K (x) ~ §F(m) [1z]™, m>0 (B.2.13)
y ademds’
lim2*In(z) = 0, k>0. (B.2.14)

Jo(vR) = —lim lg_Jl (YR)

_ gijl (vR) lim [(3R)*In (3R)] = 0.

" Abramowitz & Stegun, Handbook of mathematical functions, 10a Ed.; pp. 375
y 68 (respectivamente).
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Por lo tanto

Jo(YR) =0 (B.2.15)

Ademds, de la Ec. (B.1.3) vemos que

2 2
kS = pogow”.

Sustituyéndola en (B.1.2):

Y = WA/ Hi€1 — Hp€o-

Ahora al reemplazar v en (B.2.15) llegamos a que

Jo (wR\/ulel — ,uogo) = Jo(x;) =0,

donde z; es el i-ésimo cero del modo m = 0. Esta condicién nos dara las frecuencias de

corte sobre la linea de luz:

Asi, tenemos

T = WR\/ 1181 — poeo-

Por lo tanto las frecuencias de corte estdn dadas por

Z;

Ry\/j1161 — €0

w; = (B.2.16)
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Es sencillo observar que si consideramos v = 0, tendremos Ji(yR) = J1(0) = 0.
Entonces no existe alguna otra solucién. Por tanto hemos encontrado de manera analiti-
ca los puntos donde nacen las relaciones de dispersion sobre la linea de luz, como puede

verse en la Fig. B.2.1, donde definimos 510 nm de radio, eg = 1y & = (1.5)2.

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales
Cilindro Dielectrico - R=510nm

25 T T T T T T

15—

Figura B.2.1. Relaciones de dispersion TM para m = 0.

Noétese que las relaciones de dispersion, para un cilindro dieléctrico, estdn acotadas por

las lineas

k.
w= (linea de luz en el vacio)
vV Hogo
w= (linea del dieléctrico)

v H1E1

usando las ecuaciones (B.1.2) y (B.1.3), si v = 0 y 8 = 0, respectivamente. Para los
modos de oscilacion TE, se realiza un desarrollo analitico anédlogo al presentado en esta

seccion.



B.3. Caso general: solucién con dependencia en ¢ 131
B.3. Solucién a un cilindro dieléctrico.
Caso general: dependencia en ¢
Propongamos ahora, para el cilindro dieléctrico
E.(p,¢,2) = a Ju(yp) €™ e | p<R
(B.3.1)
E.(p, ¢, 2) = b K.n(Bp) €™ etk== p>R
y también
B.(p,p.2) = a2 Ju(yp) €M == | p<R
(B.3.2)
B.(p, ¢, 2) = b2 K,,(Bp) €™ etk p>R
De las ecuaciones (C.1.3) y (C.1.5) se obtiene para el campo eléctrico
By = |- B g ) — @ J;mpﬂ eme it p< R
V2P g -
(B.3.3)
[k, ‘ A A
By = | =) Kun(Bp) + b7 K{n(ﬁp)] emeetE p>R
L5%p 5 J
y para el campo magnético
. ' o )
B, = {— 72";@,(3) Tn(p) + P gl J{n(’w)} emeetE p < R
> (B.3.4)
k. ' o
BSO _ |:62mb$7§) Km(ﬁp) _ Z/VL();OW bgrlz) Kfn(ﬁp)] ezmcpezkzz. p > R
p J
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Como p = R, debido a las condiciones de frontera, tenemos entonces que

para F,:
> aly) Jn(yR)e™ = Zb(l) K. (BR)e™?,
para H,:
> al) Jn(YR)e™ = Zb@)K (BR)e™?,
para F: .
Z{ ) Jn(R) = = Jmm} e
=Z[kzmb“ Kol R) + 02 K. (6}%)} e
PR b |
para H:

> {— 4 T (vR) + @aﬁi) an(vR)] e

=2 {’fzj;b;? Ko (0R) — ) K;(%)} .

Si multiplicamos ambos lados de cada ecuacién por e ", las integramos y después
usamos la delta de Kroneker (Ec. C.1.10), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

simultdneas, de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas:
aD I (vR) — bV K, (BR) =0

D Im(VR) = 0D Kun(BR) = 0

Kn(BR) — 0K, (BR) = 0

(1) W@
ay I (YR ay’J (YR) —

ke )+ Al R) - ”}Zbﬁ?f{mwm + PN KL (3R) = 0
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Usando la forma matricial encontremos el determinante que resuelva el sistema. Y para

que exista una solucién no trivial

Im(VR) 0 — K (BR) 0
0 Im(YR) 0 — K (BR)

X : =det =0.
_hm g (vR) S0 (vR)  —S2K(BR) %K1, (GR)

i#flw(];n(,yR) _ié%(]m(ryR) %K&(BR) —Z@—gKm(BR)_

Usemos la siguiente notacion reducida para facilitar el dlgebra:

I = I (YR)
K,, = K,,(BR)
I = I (YR)
| K, = K, (8R)

Operando el determinante, simplificindolo, dividiendo por J2(yp) K2(Bp) y
factorizando, obtendremos la ecuacion trascendental para los modos normales de un

cilindro dieléctrico, donde sus soluciones son las relaciones de dispersién:

e O | o O] [ L0T) o GOM) it (1, 1Y

Y Im (R T B EnBR) |77m0R) T BE.GR)] T R \72 P

(B.3.5)

Debido a las funciones de Bessel J,,, K,, y a sus respectivas derivadas, la ecuacién

trascendental (B.3.5) sélo puede resolverse numéricamente. En la presente tesis,



134 B. Cilindro Dieléctrico

mediante la elaboracién de programas computacionales, se obtuvieron las relaciones

de dispersién, para la m deseada.

B.4. Relaciones de Dispersion de los
Modos Normales

Note que para m = 0, el caso mas simple, la parte derecha de (B.3.5) se vuelve cero. Esto
implica que cada miiltiplo puede ser cero. La solucién de cada uno de estos muiltiplos en
m = 0 es el caso particular donde no hay variacién azimutal y por tanto se obtienen los

modos asociados al campo eléctrico para la polarizacion TM y TE de forma individual.

B.4.1. Radio de 510 nm

De (B.3.5), para m = 0, con gg = 1 y &1 = (1.5)°, se obtienen las siguientes relaciones.

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales
Cilindro Dielectrico - R=510nm

15—

10—

Figura B.4.1. Relaciones de dispersion cuando m = 0,
para TM (izquierda) y TE (derecha)
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A continuacién presentamos las relaciones de dispersién para m = 1, 2, 3 (Fig. B.4.2).8

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales

(a)

Cilindro Dielectrico -

R=510nm

25 T T

10—

Figura B.4.2. Relaciones de dispersion para (a) m =1, (b)) m =2y (c) m = 3.

(b)

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales

Cilindro Dielectrico -

R=510nm

10—

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales

25

Cilindro Dielectrico -

R =510 nm

P

8 Observe como para m > 0 las relaciones de dispersién no presentan de manera aislada las polarizaciones
TM y TE, como en m = 0. Ahora se presenta una superposicién de estas.
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También incluimos el caso m = 10 (Fig. B.4.3) para observar como las frecuencias de
corte se alejan cada vez més del origen a medida que aumenta m, las cuales obedecen

a la expresién (B.2.16).

Relaciones de Dispersion de los Modos Normales

Cilindro Dielecttico - R=510nm
25 | T | T

Figura B.4.3. Relaciones de dispersion para m = 10.

Algo muy importante que se debe notar cuando m > 0 es la aparicién de dos lineas
saliendo de la misma frecuencia de corte. Estas dos lineas son las relaciones de dispersién
para el campo eléctrico y magnético, a la vez. Unicamente cuando no hay dependencia
en ¢, tenemos casos individuales (Fig. B.4.1), pero al tener el caso general donde si hay

variacién azimutal, se tiene una superposiciéon de los casos TM y TE.

En todos los casos, las relaciones de dispersién estdn acotadas por la linea de luz en el

vacio (por arriba) y por la linea de luz en el dieléctrico (por abajo).

Ahora bien, tomando algunos puntos de alguna relacién de dispersiéon en particular,
podemos obtener una nueva v y 3 usando dichos puntos especificos, con el fin de graficar

los modos resonantes del campo.
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Primeramente mostraremos el modo del caso més simple: m = 0. El modo més bésico
se encuentra en la primera relacién de dispersién (primer linea de abajo hacia arriba

de la Fig. B.4.1 a) localizado aproximadamente en (k,,w) = (2.158, 2.158).

Figura B.4.4. Modos del campo eléctrico E, de la primera relacion de dispersion
cuando z = 0, tomando m = 0.

También presentamos para m = 0 el primer modo de la segunda y tercera relacién de

dispersion: (k,,w) = (5.01,5.0) y (k,,w) = (8.1011,8.0101), respectivamente.

(a) (b)

Figura B.4.5. Modos del campo eléctrico E, de la seqgunda y tercera
relacion de dispersion cuando z = 0, tomando m = 0.
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Ahora, hagamos m = 1, m = 2 y m = 3 y grafiquemos los modos del campo

eléctrico F,, en z = 0.

Primeramente, tomemos m = 1. Para la primera relacién de dispersién (la primer linea
de abajo hacia arriba, de la Fig. B.4.2 a), tomemos los puntos [a] (k,,w) = (5.0, 3.60),
[b] (k.,,w)=(20.0,13.42) y [c] (k.,w) = (100.0, 66.69).

Figura B.4.6. Modos del campo eléctrico E, de la primera relacion de dispersion
cuando z = 0 tomando m = 1.
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Para la segunda relacién de dispersion usemos los mismos valores de k,:

[a] (k. w) = (5.0, 4.35), [b] (ku,w) = (20.0,13.72) v [c] (k.,w) = (100.0, 66.75).

Figura B.4.7. Modos del campo eléctrico E, de la sequnda relacion de dispersion
cuando z = 0 tomando m = 1.
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Ahora, mostraremos los modos del campo eléctrico E._q para m = 2, tomando
algunos puntos en su correspondiente relacion de dispersion. Para la
primera relacién, elegimos: [a] (k.,w) = (5.0, 3.99), [b] (k.,w) = (20.0, 13.56) y
[c] (k.,w) = (100.0, 66.72).

Figura B.4.8. Modos del campo eléctrico E, de la primera relacion de dispersion
cuando z = 0 tomando m = 2.
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Para la segunda relacién de dispersién (segunda linea de abajo hacia arriba de la
Fig. B.4.2 b), con los mismos valores de k, para m = 2: [a] (k,,w) = (5.0, 4.82),
[b] (k.,w)=(20.0,13.93) and [c] (k.,w) = (100.0, 66.80).

Figura B.4.9. Modos del campo eléctrico E, de la sequnda relacion de dispersion
cuando z = 0 tomando m = 2.
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Y por tltimo mostraremos los modos resonantes al campo eléctrico para m = 3, sobre

la primera y segunda relacion de dispersién.

Para la primera, en los puntos [a] (k,,w) = (5.0, 4.47), [b] (k.,w) = (20.0, 13.73) y
c] (k.,w) = (100.0, 66.76).

Figura B.4.10. Modos del campo eléctrico E, de la primera relacion de dispersion
cuando z = 0 tomando m = 3.
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Para la segunda relacién de dispersion, no existe w para k, = 5.0, por lo que
tomaremos k, = 6.0, sin afectar considerablemente el resultado. Entonces,
los puntos son: [a] (k,,w) = (6.0, 5.03), [b] (k,,w) = (20.0, 14.17) 'y

[c] (k.,w) = (100.0, 66.86).

Figura B.4.11. Modos del campo eléctrico E, de la sequnda relacion de dispersion
cuando z = 0 tomando m = 3.
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Por 1ltimo, presentamos un bosquejo del patrén simétrico (Fig. B.4.12) que siguen los
modos del campo F, previamente presentados, donde el signo (4) indica los méximos

del modo y el signo (—) indica la ubicacién sus minimos.

(a) (b)

() (d)

Si®

Figura B.4.12. Bosquejo de maximos y minimos de los modos
para (a) m =0, (b) m=1, (c) m=2, (d) m=3.

Note como los médximos y minimos se presentan completamente dentro del cilindro
debido al comportamiento oscilatorio de los campos en el dieléctrico, es decir a las

ondas estacionarias que hay en el interior. En el exterior los campos decaen a cero.



Apéndice C
Cilindro Metalico: Solucion
analitica de los modos.

Caso general: dependencia en ¢

En esta seccion mostramos el desarrollo algebraico para encontrar la solucién analitica
de las relaciones de dispersién de los modos tanto Normales como Virtuales de un
cilindro infinito de metal, aislado y de radio R con seccién transversal circular y sin

restricciones a lo largo del eje z, considerando variacién azimutal.

C.1. Modos Normales

Como las componentes paralelas a la superficie del cilindro son ¢ y z, por las condiciones
- =
de frontera, podemos aplicar la continuidad tangencial de £ y H si sabemos E,, F.,

H,y H.. Entonces de la Ec. (1.2.2) se tiene

0B,
—ipcwk, =ik, B, — —.
P p ap
si vemos que
k. 0B,
E,=——>B,— (C.1.1)

pew ’ pew Op

145
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Para expresar E, en términos de los campos, debemos conocer B,. De (1.2.2)

iwB, = ““F, — ik,E,.
p

Entonces
k.
B,=“E - =g, (C.1.2)
wp w
Sustituyendo (C.1.2) in (C.1.1), tenemos
k., k2 0B,
E(,D — ——mEZ + 2 E(,O — L .
HUEW? P JEW? pew Op
Agrupando términos:
- k2 E——ksz— i OB,
pew? ) 7 pew?p © pew Op
Multiplicando por pew?
k. 0B,
(new? — k2) By = ——2 B, — iw
p dp
y recordando que k? = puew? — k?, obtenemos
k.m iw OB
E,=-*_FE, — ——=%. C.1.3
T Kp T R Op (C.1.3)
Ahora para H,, tenemos de la Ec. (1.2.2),
OF.
iwB, = ik, E, — (C.1.4)

p
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Entonces

k.  OF,
B,=—E,+ 2=

w ? wdp

Ahora debemos encontrar E, para sustituirla en (C.1.4). De la ecuacién (1.2.3)
—ipewE, = "2 B, — ik, B,,.
p

Asi

E,=— B, + B,.
HEWP JEW

Reemplazando esta ecuacién en (C.1.4) se tiene

k.m k? B 1 OF,

B, =— B.
°T e

pew? C 7w Ap

Nuevamente, al agrupar

ik? ikm . OE.
<1 N u€w2> Be = ewp™ " p

Y multiplicando por pew?, llegamos a

k., OE,
(ust — ikf) B, = ! mBz + ipew——.
p dp

Por lo tanto

k.m ipew OF,
B,=———B,+ —— ) 1.
TR TR (C.15)

Ahora bien, de la Ec. (1.1.17) y recordando que nuestro cilindro metdlico tiene radio

R, proponemos lo siguiente:
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para la componente z del campo eléctrico

ikyz
)

E.(p,p.2) = al) Lu(yp) €™ e

E.(p, ¢, 2) = b K (Bp) €™ eik=

y para la componente z del campo magnético, proponemos

(2)

Bz(pJ SOJZ) = Qm Im(’yp) eimw eikzz ,

B.(p, g, 2) = b2 Kn(8p) eme etz |

p<R

(C.1.6)
p>R
p<R

(C.1.7)
p>R

donde a,(}z), b,(}z), a,(fl), by son nuestras incognitas, y para resolverlas nuestro siguiente

9B,
op

paso es obtener FE, y B,. Calculemos entonces

Primeramente

0B, d . .
a_p _ a7(72z) Vajm(x) elmey ezkzz ,

— bm _Km ime ik.z .
o de (x) e e

Si K/, (z) = LK, (z) yI,(z) = L1,(z), se implica que

/{:Zm (1

w 2) o im ik z
E, = am)[m7p+ agnfm’yp}e v etheE

k.m

3p

W

W K,
(Bp) + 3

b~ |

bg) Kr/n(ﬁp):| eimgo eikzz'

y ‘95% , respectivamente.

3\

p<R
(C.1.8)

p>R

Vs
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Y luego,
OF, d , .
5 =W v Ia(a) et <R
oF n o, d : .
7 bgn) _Km imp ikyz , >R
o B Km(w) € e p
lo que implica
k. ) o )
Bo = |50 (o) = 5 1 [ e, < R
VP g
(C.1.9)

 UtgEow

B

b(l) K/ (6P):| zm@eikzz' p > R

J

Noétese que en las ecuaciones (C.1.8) y (C.1.9) se dié un cambio de signo en todos los

denominadores. Esto es debido a las definiciones de 5% y +2, pues los campos caen

evanescentemente hacia fuera y hacia dentro. Ademss se tiene que k; € C, de hecho

k) es puramente imaginario. Por lo que se tiene
kS = pew® — k2 < 0.
Entonces
=k - e’ = -kt B2 = k2 — pocow® = =k

Ahora bien, por las condiciones de frontera, p = R. Entonces tenemos que

para F,:

Za(l ’}/R ime __ Zb BR zmgo

para H,:

Za(Q ,YR ime __ Zb BR zmcp
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para F:
k2m W (o im
Xm: [VzRafn) L.(yR) + 7@5%) L’n(vR)] e
_ (1) iw imep
Z{ bV K, ﬂR)Jrgb (53)}6 :
para H:

k.m U E1W m
Z[ s fm(vR)—lTa%’ L'n(’vR)} e

> {ZJ; Kn(BR) ~ %b&? K;W)} e,

Para simplificar las expresiones de E., H., E, y H,, haremos uso de las funciones

ortonormales ¢, de tal modo se cumpla

/b U (x)Up(x)dx = dpmn, (C.1.10)

donde §,,, es conocida como la delta de Kronecker. Asi, multiplicando por e~™¥ en

ambos lados de cada ecuacién y después integrando, tenemos

para E,
/ Za In(YR)e™?e™ "¢ dp = / Zb(l K (BR)e™?e™ " dp.
= ap) In(YR) = U, Kin(BR);
para H,

2m 2m
| S naremee i = [Ty KR e
0 0 m

m

= a? I.(yR) =Y K,.(3R);
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para F:

2 k) y . .
/ 3 [ 2 ) L,(vR) + %aﬁi) I,’n(yR)] eMPe” " dp
0 m

. 2 k:m (2) / :| ime —in
-/ z[ﬁzR KnR) + 00 K, (3R ey,

k.,m
szaﬁ)I (OR)+ = al?) I,(vR)

k.m 1) W 0) 1
= Y K (BR)+ 0D K, (3R

para H:

2 .
k. . ,
= [—ma@) In(yR) = ) f;mm] ¢
0 m

2
_ Z l:];;g (2) K, (ﬁR) Zﬂoﬁngb(l) K’ (BR):| eimgoefintpd(p’

0 m

kE.m LUEIW (1) 4
,yg_Ra%(n) In(YR) — Tafn) I,(VR)

= S Ku(R) - P K (5).

Entonces, llegamos el siguiente sistema de ecuaciones simultdneas, de cuatro ecuaciones

con cuatro incognitas:
a) Ln(YR) — b K (BR) = 0

agﬁm(fy}z) — 02 K,,(BR) =0

kzm( , km ,
SRV R) + a1, (08) ~ SRHVK(IR) — SHK (9R) = 0

ke (vR) @aﬁ%(vm - Zz”;bﬁ?f(mwm ’”“50” VK., (BR) = 0.
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Para resolver este problema, podemos escribir estas ecuaciones en forma matricial y

encontrar el determinante que resuelva el sistema. Esto es

I (V1) 0 —Kn(BR) 0

0 Im(VR) 0 —Kn(BR)

=0. (C.1.11)

bl (YR)  2IL,(YR) —%mK.(BR) —%2K(BR) | |bW

_zﬂljlw]'r/n(,yR> ke L (VRR) 2 K1 (BR) — %K (BR)

Para que exista una solucién no trivial para el vector columna [ag),ag),bg),bg)],

el determinante debe hacerse cero, i.e.,

Ln(YR) 0 —Kn(GR) 0
0 L,(YR) 0 — K, (BR)

X:=det =0.
SRIn(VR)  2I,(VR) —SRKn(BR) —%K.(BR)

—MREL (YR) BRL,(YR) MK (BR) — %K. (BR)]

(C.1.12)
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Para facilitar el dlgebra, definamos la siguiente notacién reducida

I, = I,(7R)
K,, = K,»,(BR)
= I, (vR)

| K, = K,(8R)

Entonces tenemos

X =1, {Im (Z%Zgz[(gl MoZow K/2) _0

k2
— Ky, <_MO;07W I/ K/ 262R21 )} {0}

k2 2 2
72 B°R? By

k:me 2 M1€1w 2
_ K, <74R2[’” - I )} — {0}

Simplificando términos

k*m? , ., (1 2 1
X o= = Ime(—4——2 2+—4)
S R

2
w
+E]m];nKmK;n (100 + p1€1)

Mlglw ]_/2 2 o Mogow
v

I K"
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Si dividimos por J,2(vp)K,2(8p), obtenemos

2.2 2
X = szZ (%_%)
R* \v §

w? I K’
‘f'ﬁl_m Km (to€0 + 141€1)

M151W2];;21 MogOWQKZ
L 7K

Al factorizar, llegamos a que

C[mew I, pesow K] [wll, wK,] k2m? (1 1)
a YIm B Em R\ )

X _m
v In B Kn

Para que el sistema tenga solucién, debe ocurrir que X = 0. Por lo tanto obtenemos la

siguiente ecuacion trascendental para los modos normales de un cilindro metdlico:

meiw I, (YR)  pogow Kln(ﬁR)] [g I,(yR)
Y IM<7R> B Km(ﬁR)

C.2. Modos Virtuales

Por las condiciones de frontera podemos aplicar la continuidad tangencial de los campos

- =
E y H. Entonces proponemos

E.(p,¢,2) = &) L, (yp) em® etk | p<R
(C.2.1)

E.(p, ¢, 2) = bl HYY (Bp) eme etk== | p>R
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B.(p,¢.2) = a2 Ln(yp) €% eihe= | p<R
(C.2.2)
B.(p, ¢, ) = b2 Hy(Bp) ™% eib=> . p>R

Ahora bien, de las ecuaciones de Maxwell en coordenadas cilindricas! llegamos a las

ecuaciones (C.1.3) y (C.1.5), mostradas a continuacién:*

k.,m w 0B, k.,m tpew OF,
E,=———F, — ——= B,=——"—DB, + —— )
ke T R O TR TR o

Usando las nuevas definiciones de 72 y 37, definidas en (2.1.1) y (2.1.2), se tiene que

k., ' . ‘ )
B, = { S al) Ln(yp) + =all) fln(w))} eme et p< R
VP Y
(C.2.3)
k., ' / . ,
E,= [— mefvlb) Hr(r%)(ﬁp) ~ @ g (ﬁp)] eme etk2 > R
B%p s )
y también se tiene que
kzm (2) iu161w (1) . . )
B, = { > Im(7p) — ———am Iin(w)] emeeltz - p <R
yep
(C.2.4)
]CZ ) £ / . .
B, = { 62”/;‘6%) HY (8p) + —Z“Oﬁ‘)”b;? J2a (ﬁp)] emeeis )5 R
Vs

Por las condiciones de frontera tenemos que p = R. Asi

! Consulte el Capitulo 1, pag. 7.
2 Consulte el Capitulo 1, pag. 8, para ver desarrollo algebraico.
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para E.:

>_al) Iu(VR) W—ZWH (BR)e™,
para H,:

Sl IR = S OB,
para E: . »

M1 w2 im

; LQR@%J In(yR) + —ay) L’n(’yR)} e
—Z[ bY HY(BR) — 6b2) H! (mﬂ ¢me,

para H,:

k.m I E1W im
S| S 1o - P 1) o

m

Z{ kmb@ W (3R) + Z“O;““WH (ﬁR)} e,

m

Note que el factor e**:* puede ser eliminado ya que es el mismo en ambos lados de
cilindro. No asf €™, ya que ¢ es distinta dentro y fuera. Si multiplicamos por e~
a ambos lados de cada ecuacion e integremos, y después usamos la delta de Kronecker

descrita por la Ec. (C.1.10), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

al) In(YR) — b H (BR) = 0

alP I, (vR) — b HE (BR) = 0
k.m NOI k:

2Rm

—a 2) 1 (1) (1) _
(vR) + 5 I,(YR) + W(BR) + 5 SHY (BR) =0

k.m I E1W k.m T lgEoW /
a1, (vR) — “2ZaV T (vR) + 2—bPHWD(BR) — “EZpW HW (3R) = 0,
R (VR) — N m(VR) + PR (BR) E (BR)
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Escribiendo las ecuaciones anteriores en forma matricial se tiene que
Lu(YR) 0 —HY(BR) 0
_a%)_
0 I.(vR) 0 —HY(BR)
o
=0.
m iw .m 1 iw 1)’ 1
bnln(YR)  “I,(yR)  S2HL(BR)  “HY(BR) | | b
by
|~ LL(VR) SR L, (R) "5 ) (BR) SR (GR) |
(C.2.5)

Simplifiquemos ahora la matriz de tal modo obtengamos una ecuacién trascendental

similar a la ecuacién de los modos normales, mediante un determinante. Sea

In(YR) 0 —HY(BR) 0
0 L,(YR) 0 —H}))(BR)
X :=det
YRIn(VR) I, (yR)  SRHW(BR)  %Hy (BR)
|- (V) MRLU(VR) —"Hy (BR) K HLW (BR) |

(C.2.6)
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Definamos la siguiente notacién reducida para facilitar el dlgebra:

(

Iy = In(VR)
H,, = ) (3R)
I, = I, (vR)
| H,, = HL (BR).

Reduciendo el determinante se tiene

k2 2 2
X = I, {[m <B§$2 H,? - ’“‘(J;—O;"H;f) ~0

2 k2 2
~H, (P 1, - L H ) ¢ {0)
VB v26%*R

2
—H,, {0 I, ( K, - e H’)
2% R gl

k2m? ,uelw
—-H,|=2=I12-2 0
(i) o

Factorizando:

k2m? 121
X o= g fmszQ(—4+ﬁ+—4)
R ot B

2
w
_,Y_BIm[;nHmH;n (NOgO + ngl)

lelw I’ 2H 2 Nogotu

72 B?

I 2Hl2
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Y dividiendo por I,2(vp)H%%(8p), obtenemos

x = Bt (L 1y
T R2 72 62

Al factorizar nuevamente obtenemos la ecuacion trascendental para los modos virtuales

de un cilindro metdlico:
X —

wI (YR)  wHy (5R)

pmew I, (YR) | pozow HY (BR)
+ 5 T
VIn(YR) B HY(BR)

v I.(YR) B HP(BR)

k2m? [ 1 L 2
R2 ,)/2 62 ’

Como ahora deseamos solucionar modos radiativos, tenemos por tanto ondas viajeras,
y como las funciones Hankel que describen estas ondas tienen argumento complejo, la

solucion X = 0 existe para un niimero complejo.

Para obtener las soluciones numéricas de esta expresion, es decir, obtener las relaciones
de dispersién de los modos virtuales radiativos, evitando hallar sus ceros, encontramos

los méximos de una funcién definida como Y := - a través del disenio de una rutina

X

computacional.



Apéndice D
Capa de Acoplamiento Perfecto

(PML)

Al hacer una simulacién computacional se tiene el problema de que al llegar la energia
a la orilla del espacio de computo es reflejada (Fig. D.1.1). Esta reflexién no deseada
interfiere con los resultados, por lo que es necesario implementar una herramienta que
elimine dicha reflexién. Una de las herramientas mé&s utilizadas para solucionar este

problema es el método llamado Perfectly Matched Layer, PMLI4,

D.1. Definicién y Formulas

El método PML y sus variantes posteriores, consisten basicamente en definir una capa
ficticia que tenga igual impedancia que su capa contigua para toda frecuencia y para
todo dngulo. Esta capa es capaz de absorber todo lo que llegue a ella, evitando asf la

reflexion del campo hacia la zona de experimentacion.

Es decir, la idea es tener un conjunto de capas que rodeen todo el espacio de trabajo
(creado por los recursos computacionales), en nuestro caso que rodeen el espacio creado
por el método FDTD para evitar reflexiones indeseadas, como puede apreciarse en la

Fig. D.1.2.

160
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)

Espacio Computacional

Ondas
Radiadas

Region de
Interés

Reflexion
ﬁ no deseada

Figura D.1.1. Esquema de un problema de electrodindmica,
donde algunas ondas escapan al infinito.

Para lograr estas condiciones se introducen absorcién y constantes ficticias que simulan

respuesta anisotrépica en € y .

Ondas
Radiadas

Region de

Interés

Figura D.1.2. Esquema del mismo problema,
con el espacio computacional truncado por las PML.

Hay dos condiciones que se requieren para crear una PMLI*!: (a) que la impedancia

sea constante:
*
Hp,

*
EFZ

Mo = N = =1
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(b) y que en la direccién perpendicular a la frontera, la constante dieléctrica relativa y
la permeabilidad relativa deben ser la inversa de ellas en las otras direcciones. Es decir,

si vamos perpendiculares en la direccién z, entonces

1 1
Ey = — 52 _ —
v Ex Ex
y también
1 1
Hy = —, H, = —.
T g [

Anédlogamente si vamos a otra direccién. Por otro lado, partiendo de las Ecuaciones de

Maxwell _
_ 1 $iq
ot /oty
donde
D(w)=¢ (w)E )
y con

H 1 ~ =~
o _ V x E,

E N v Eolg

al tomar la polarizacién TM en z, y la propagacion en x-y, tenemos que

oD, 1 OH, 0H,
ox dy

ot /ol
D, (w) =¢, (w) E, (w)

oH, 1 OE,
ot Veoly 0y

oH, 1 OE.
ot Jeoly Oz
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Si D, e ™ ysi H,, H, o e ™ entonces
OH OH.
—iwD, = ¢ (2 _ e D.1.1
iw c( e o ) ( )
D, (w) =¢, (w) E, (w) (D.1.2)
OFE,
—iwH, = —c (D.1.3)
dy
. oL,
—iwH, =c o (D.1.4)

Si agregamos las constantes ficticias a las ecuaciones (D.1.1)—(D.1.4) lograremos cubrir

las dos condiciones antes mencionadas para obtener PML. Entonces

iwD.er (t)er (y) = ¢ (aHy - 8Hﬂ”)

ox dy
D, (w) =¢, (w) E, (w)

OF,
dy

iwHy pig, (2) pp, (y) =c

oL,
or

—iwHy pp, (x) pp, (y) =c
Supongamos que estas cantidades ficticias son complejas, de la forma

Op

* . m _ 2

€p, "= E€F, — —— param=1x 6y
1WEQ

g Hy,
W ito

* . _ 2
Wp, = fg, — para m =z 6 y.
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Ahora bien, la siguiente seleccién de pardmetros satisface las condiciones impuestas por
el inciso (b)

O'Dm
8Frn = /"LFm = ]‘

De aqui,

(D.1.5)

lo que satisface la condicién (a). Nétese que op — o (x) para poder manipular la

absorcién y evitar que haya rebote. Tomemos la direcciéon z. Entonces

, _ (0H, 0H,
—iwD,ep, (x) = c< o oy )

OFE,
iwH, pp () =c

, 0F,
~itoH, yip, (x) =

Sustituyendo los valores de (D.1.5) se tiene

oD, (1 oo (a:)) :C(aﬂy 8Hm)
1WEQ

o (D.1.6)
-1
iwH, (1 _ b <x)> _ OE: (D.1.7)
Tweg dy
- op (@) _ OF:
iwH, (1 e ) = (D.1.8)

Noétese que sélo en la direccién x se invirtié el dltimo término de la parte izquierda. La
razén de que no haya sido en las otras direcciones es debido a que esta regla sélo aplica

a las componentes que no son la direccién de propagacién (en esta caso y y z). Ahora
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bien, reescribamos la Ec. (D.1.6) como

iwD. (1 _ UD_@)> — iwp, 4+ 720
WeQ €0
lo que implica
D
—iwD, (1 — L@) = L + UD_(:C)DZ. (D.1.9)
1weg ot €0

Tomando la aproximacién de diferencias finitas, tenemos de (D.1.9) que

N

n 1 .. n— .. . 1 .. n—l ..
0D,  ap(x) DI (ij) = DY (i) | op (i) D (0) + DX (i)
ot e At €0 2
ntl 1 (%)) (Z) O N | 0D (Z)
— Dz+2 ~ ]. At _Dz 2 9 ~ ]._ At
i.d) 5 |1+ 2] (i) 55 |1 - 72

que al unir con las derivadas espaciales, y utilizando la Ec. (3.2.2):

At 1
—Cc = -,

Az 2

obtenemos para la Ec. (D.1.6)

N

D2 (i) = gi3(i) DY (i, ) + gi2 (i) (3) | (54 3,5) = Hy (i = 4.)

—Hg(i,j+§)—HQ(¢,j+§)].

Los pardmetros nuevos ¢i2 y gi3 estdan dados por

g22 (Z) = W 923 (2) = %.
1 + D250 1 + D250
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Anslogamente, para en caso de H,, el procedimiento es casi idéntico, obteniendo de la

Ec. (D.1.8)

n4+i /. 3 n+i . .
Hyt (i, 5) = fi3 i+ ) Hy 4+ 3, 5)+fi2 (i 4+ 3) (3) [BE°7 0+ ,0)-B2 G, )

donde
op(iti
fR(+1) = —— =
121+ 35) = - 13 (1) = . .
2 1 n o-D(z;%) At 1 + O'D(Z+%) At
€0 2e0

Las funciones gi2, ¢gi3, fi2 y fi3 son los pardmetros de las capas artificiales PML que
hacen que absorba los campos con los que esté en contacto. Fuera del espacio de las

PML, los pardametros son nulos.

Y por iltimo, la ecuacién en H, requiere un tratamiento un poco diferente debido a
que debemos eliminar primero la parte inversa de la izquierda, es decir, la Ec. (D.1.7)

nos queda

op(z)\ " . OE, op(x)0E,
1weg oy iweg Oy |

wH, (1 -



Apéndice E

Modelo de Drude

El modelo de Drude se utiliza para modelar metales con electrones libres y se basa en la
aplicacion de la teoria cinética a los electrones en un sélido. A continuacién obtendremos

su expresién a partir de la mecdnica newtoniana.

E.1. Construcciéon del modelo

A partir de la segunda Ley de Newton para un electrén

LN — — — —
mx = § fz = Fnucleo + Felec + Frozam
7

H
donde f; son las fuerzas a las que estd sometido dicho electrén, se tiene que

mT = —mw T + qﬁ — Am7T (E.1.1)
siendo ¢ = —e, la carga del electrén, y v la constante fenomenolégica. Luego, si
T = Tpe ™! (E.1.2)

y si despreciamos la parte magnética, al sustituir (E.1.2) en (E.1.1) se tiene

ﬁ
— — .=
—w*mT = —mwe’T —eE +iywT.
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. — ., ., ..
Despejando ", encontramos la solucion a la ecuacién de movimiento. Esto es

E
—e
T = , ) (E.1.3)
m (wo? — w? — iyw)
Planteando el momento dipolar p = ¢, tenemos
— eFE
b= m (we? — w? —iyw)’
. ., - —_—
Por lo tanto la polarizacién total P = N p’ es
— E’) Ne?
P = _ .
(wo? — w? —iyw) m
Si ahora usamos la relaciéon constitutiva
— - =
D = E()E + P
tenemos que
— — E) Ne? —
D =¢eFE + , =ec(w) E.
(wo? —w? —iyw) m
Por lo que obtenemos una expresion de la funcién dieléctrica:
5 1 Ne?
@) _ 4 ' e
€0 (wo? — w? — inyw) meg
Si la frecuencia de plasma se escribe como
Ne?
wy? = — (E.1.4)
meo
entonces se tiene
2
e (w w
( ) — 1 _|_ p
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Para bajas frecuencias wyg = 0 y 7 # 0. Por tanto obtenemos el conocido modelo de

Drude

=1-—2 (E.1.5)



Apéndice F

Solucién de Integral Compleja

Resolveremos la integral (5.1.8):

00 efiwt
/ —dw. (F.0.1)

—oo WY

Propongamos la integral compleja

efizt
7{ —dz (F.0.2)

cZ+vy
donde C' es un contorno cerrado (Fig. F.0.1) que evita el polo zy = —iy de tal suerte

podamos aplicar el Teorema Integral de Cauchy.

Figura F.0.1. Contorno de la integral compleja.

170
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Recordemos primeramente que el Teorema Integral de Cauchy dice que

1 (2) s — f(20), 2o dentro de C'

21 Jo 2 — 2o 0, 2o fuera de C.

Debido a nuestra propuesta de contorno, la Ec. (F.0.2) se puede expresar como

—izt —izt —izt —izt
J(I{e,dz—/e,dz—l—/e,dz—l—/e,dz
o+ o 2+ Gy 2+ 1Y Gy 2+ 1Y

e—izt e—izt e—izt
+/ ,dz—i—/ ,dz—i—/ —dz = 0.
o 217 Gy % 17 oo 2+ 1Y

Notese que los contornos Cg y Cy conforman la recta real menos un punto. Note también

como la tercer integral es la inversa aditiva de la quinta. Esto implica que

—izt 0 —iwt a —izt
/e,dz+/€,dm+/e,dz+
o Z+ iy oo W+ 17 o z+iy

—izt 0 _—izt —00 ,—iwt
/e,dz+/e_dz—|—/ 6,dx:0,
S L A AT Ny

ie.,

efizt efizt —0o0 efiwt
/ —dz + / —dz + / —dxr = 0. (F.0.3)
cy 2Ty o, # Ty o Wty

Entonces para '} propongamos

z = ret?

dz = ire?dp
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y hagamos tender r — oco. Asi

2w —itrei?

1t - 10
ICl = Tlin;lo . m e d@ (F04)

Reescribamos la Ec. (F.0.4) considerando que 6 corre de m a 27, al tener sélo la
mitad inferior de una circunferencia (vea: Fig. F.0.1). Consideremos también la

Identidad de Euler:

re’ = rcos@ + irsen 6. (F.0.5)
Entonces
2w _—itrcosf _trsenf
3 e e L
Io, = lim TR iredf
r—oo [ re' 41y
2m e—itrcose etrsene )
= lim i _ edp. (F.0.6)
r—00 - 619 —+ w

r

Recordemos que la funcién seno es negativa de m a 27 y la funcién coseno es negativa

de 7 a 37“ pero positiva de 37” a m. Asi que

3 . - . -
) 5 eztrcos& e tr sen 6 0 ) 2T e itr cos 6 e tr sen 6 0
I, = lim . . e”df + lim : . edo.
1 0 el 60 v
r—oo [ e 4 b T—00 3%— e 4+ -

1
Observe que las funciones sen  y cos # estan acotadas entre [—1,1] y L 0. Ademsds
r

7—00

efitreost 11 —j 141, regién acotada

T—00

eftr sen 6

T—00
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Por tanto se tiene que

—izt
/ € —dz = 0.
o 2+

Entonces de la Ec. (F.0.3) se implica que
—izt —00 —iwt
/e.dz:—/ e,da:.
cy 2T o Wty

Ahora por tltimo, para Cy

10

z41y=re”
dz = —ire "dp.
Haciendo r — 0
5 e—it're_m
= lim —ire
I, =1 ©40) ,
r—0 [= re 0
ie.,
T
2
o 17 —1t(r cos 0—ir sen O—1
Ie, = —ilim e~ " dg
r—0 ™
™
2 .
— —ilim e—zrtcos@ e—rtsenﬁ e—wtde‘
r—0 [x
2
Como )
e—irt cos - 1
—rtsen
e =

e — e

se sigue que

Io, = —1lim e df) = —2mi e ",

(F.0.7)

(F.0.8)

(F.0.9)
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Asi

efizt
/ —dz = —2mi e .
Cy 2T

Por lo tanto nuestra integral queda como

o0 —iwt
/ C  dr=—2mie (F.0.10)
oo WY
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