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Introducción

Poco falta para que se cuente medio siglo desde la aparición de los primeros
modelos que intentaron describir la estructura de las membranas biológicas. Más
aún, en algunos años, el concepto de “bicapa lipídica” cumplirá un siglo de
haberse acuñado (con los experimentos de Gorter & Grendel en 1925). Ha pasado
tanto tiempo desde que Davson-Danielli-Robertson en 1964, Benson en 1966 y
Singer en 1971 dieron a conocer sus ideas sobre la estructura de las membranas
biológicas que hoy en día, debido a la gran cantidad de material experimental y
teórico, se vuelve muy complicado escribir sobre este tema.

Hoy en día, por ejemplo, sabemos que las membranas son una de las ca-
racterísticas más comunes del mundo biológico y que si exceptuamos algunos
virus, es posible afirmar que todos los seres vivos dependen en un modo u otro
de las membranas. Es de conocimiento popular que ellas rodean a las células y
separan su contenido celular del medio externo, que forman espacios específicos
en los compartimientos dentro del citoplasma que separan a diversos procesos
celulares. Sin membranas, leemos en la literatura, la vida como la conocemos,
probablemente no existe.

El verano del año 2010 se va consumiendo poco a poco... y las primeras teo-
rías sobre la estructura de las membranas biólogicas parecen ideas encanecidas
y remotas, se muestran parecidas a un “viejo sombrero” escribe Singer en su
“some early history of membrane molecular biology” del 2004. Sin embargo, esa
gran cantidad de trabajo experimental, teórico y de simulación por computadora
realizado durante los años intermedios ha servido para confirmar en gran medida
lo acertado de los primeros modelos y más aún la importancia de las membranas
biólogicas. Es muy cierto que gran parte de este primer período ha sido olvi-
dado. Sin embargo, debemos reconocer que explícita o implicitamente las ideas
concebidas en este período son la vértebra principal de todas las nuevas teorías
y, por lo tanto, esta tesis no está exenta de ello.

Espero que sea suficiente con decir que ha pasado más de medio siglo de
intensa investigación sobre el tema para estar de acuerdo en que el avance en
el conocimiento sobre las funciones principales de las membranas biológicas es
enorme. Tan amplio, que una mirada superficial engañosamente nos hace pensar
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que todo está comprendido. Sin embargo, a medida que la mirada se agudiza es
posible observar que las investigaciones hechas hasta hoy son un conjunto de
modelos y experimentos poco unificados (similar a un rompecabezas al cual le
faltan piezas y que por tal razón no es posible descifrar el retrato que esconde)
que es necesario seguir incrementando, analizando y uniendo de forma adecuada
hasta volver un continuo de información. Esto nos crea la necesidad de buscar
nuevos enfoques, sobre recientes y antiguos estudios, que sirvan para observar
los detalles no vistos o consideraciones no hechas y con ello adjuntar un eslabón
más a este inmenso mundo de las membranas biólogicas.

Muy cierto es que nuestro acercamiento a los laboratorios donde se estudian
las membranas biológicas es pobre. Sin embargo, el escaso contacto con colegas
que día con día viven en estos lugares llenos de tubos de vidríos, substancias que
huelen mal y bajas temperaturas, incluso a mitad del desierto, nos han permitido
notar que las vesículas de fosfolípido están siendo ampliamente utilizadas como
sistemas modelo. Y que son excelentes prototipos para estudiar las características
dinámicas y estructurales de muchos procesos celulares. Por lo tanto, nos hemos
dedicado a estudiar las membranas biólogicas desde este marco de referencia.

Las razones expuestas anteriormente han sido una motivación para concen-
trar nuestros esfuerzos en un estudio teórico acerca de dos procesos dinámicos
en las membranas modelo: la formación de vesículas de fosfolípidos y las funcio-
nes de correlación temporal y espacial de los desplazamientos en una membrana
fluctuante.

El primer tema que hemos abordado está inspirado en el hecho de que,
hasta donde sabemos, no existe algún modelo teórico sistemático que describa
la dinámica de formación de una vesícula esférica unilamelar a partir de una
pequeña membrana plana. En este sentido, hemos implementado un modelo
teórico simple para la formación de vesículas esféricas a partir de una membrana.

En la otra parte de nuestro estudio, inspirados en un reciente algoritmo de
dinámica browniana en el espacio de Fourier, hemos implementado simulaciones
para cuatro modelos sencillos de membranas fluctuantes planas. En este estudio
se ha cuantificado el comportamiento de las correlaciones espacio-temporales
de la altura de la membrana respecto a un plano de referencia.
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Parte I

Antecedentes

1





Capítulo 1

Moléculas anfifílicas y
agredados

Las membranas biológicas son estructuras muy complejas formadas por una
gran variedad de moléculas: fosfolípidos, proteínas, etc. [1]. Estudios basados en
microscopía electrónica y en el análisis de la composición química de biomem-
branas, así como estudios de propiedades físicas tales como la permeabilidad
y la difusión de proteínas y de moléculas lipídicas en membranas, condujeron
al desarrollo del llamado modelo del mosaico fluido [2]. Este modelo, propues-
to por S. J. Singer y G. Nicolson en 1972, es el más aceptado para describir a
las membranas biológicas. La estructura base de la membrana es una bicapa
lipídica donde las moléculas individuales pueden moverse como en un líquido
bidimensional. En el modelo, la bicapa lipídica es una mezcla de varias clases de
moléculas, en particular fosfolípidos y glicolípidos más otras moléculas peque-
ñas como colesterol. Las proteínas de membrana se encuentran incrustadas en
la bicapa lipídica.

Como se habrá intuido ya, en el presente trabajo estudiaremos a las mem-
branas biológicas usando de base el modelo del mosaico fluido. Más aún, de
aquí en adelante el término de membrana, bicapa lipídica o membrana modelo
representa una doble capa de moléculas anfifílicas. Esta burda simplificación es
justificada debido a que el presente trabajo está enfocado al estudio de membra-
nas artificiales que se producen en el laboratorio, las cuales son fabricadas con
moléculas anfifílicas. Así, el capítulo de inicio contiene una pequeña introducción
sobre éstas moléculas y sobre los agregados que forman.

1.1. Moléculas anfifílicas

La estructura de las membranas biológicas es posible debido a que los fosfo-
lípidos pertenecen a un tipo especial de moléculas, llamadas “anfifílicas”, al cual
también pertenecen los surfactantes. Este nombre se debe a que una parte de la
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4 1.1. Moléculas anfifílicas

Figura 1.1: Un componente principal de una membrana biológica es la matriz lípidica, en la

cual, las colas hidrofóbicas de las moléculas de fosfolípido evitan el contacto con el agua. En la

figura mostramos también la molécula de uno de los fosfolípidos más comunes en la familia de

la fosfatidilcolina.

molécula (la cabeza polar) es soluble en el solvente que las contiene (comúnmen-
te agua), mientras que la otra parte (la cola hidrofóbica) es insoluble en dicho
solvente. Así, cuando estas moléculas están inmersas en agua, las partes hidro-
fóbicas tienden a asociarse para evitar el contacto con el solvente, donde son
insolubles, lo cual da lugar a la estructura en forma de bicapas (recordemos que
el medio celular es esencialmente acuoso). Las proteínas que se pueden insertar
en dicha bicapa tienen segmentos hidrofóbicos que tampoco pueden solubilizar-
se en agua, los cuales se asocian con el centro hidrofóbico de la membrana. En
la Figura 1.1 se muestra de forma esquemática la estructura de una bicapa lipídica
así como la fórmula molecular de uno de los fosfolípidos más conocidos en la
familia de la fosfatidilcolina.

Mediante diferentes técnicas experimentales, tales como la dispersión de ra-
diación [3, 4, 5] y la microscopía electrónica [1], se ha podido determinar el
espesor de una membrana formada por moléculas anfifílicas (alrededor de 50Å).
Dicho espesor experimental coincide bastante bien con lo esperado a partir de
la longitud de las moléculas que forman las membranas. Más aún, hoy es posible
medir muchas propiedades de las bicapas de fosfolípido con distintas técnicas
experimentales y con ayuda de modelos, por ejemplo, determinar el grosor me-
diante distintas técnicas de simulación por computadora.

Es importante subrayar que algunas propiedades físicas (mecánicas y termodi-
námicas) de las membranas de fosfolípido dependen crucialmente del tipo de
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lípido. Esto se refleja principalmente en la denominada temperatura de transi-
ción, Tm, de los fosfolípidos. Por debajo de esta temperatura, las moléculas del
fosfolípido adquieren una estructura tipo gel (sólido amorfo bidimensional). Para
temperaturas mayores que Tm, la membrana es fluida. Experimentos de calori-
metría han mostrado cómo Tm depende de las características químicas de los
lípidos [6]. Por ejemplo, para una cabeza polar dada (como fosfatidilcolina), Tm se
incrementa conforme se incrementa el número de átomos de carbono en la ca-
dena hidrofóbica. Esto se debe a que las cadenas de longitud grande magnifican
el efecto hidrofóbico, dando como resultado mayor cohesión entre las moléculas
que forman la membrana. De manera similar, la presencia de insaturaciones (do-
bles enlaces químicos) en las colas hidrofóbicas hace que Tm disminuya, efecto
que depende también de la posición en que se presenta la insaturación [6]. Se
ha observado también que la presencia de cierta asimetría entre las dos ca-
denas que forman la cola hidrofóbica de la molécula hacen que Tm disminuya
[6]. Esto tiene como consecuencia que los fosfolípidos más utilizados para pre-
parar modelos experimentales de membranas biológicas sean aquellos con una
cadena saturada y otra insaturada, como es el caso del 1-estearoil-2-oleil-glicero
3-fosfocolina (SOPC), o de mezclas como la lecitina de soya o huevo. Esto asegura
que la temperatura de transición, Tm, esté siempre por debajo de la temperatura
a la cual se llevan a cabo los experimentos.

1.2. Formación de agregados

Cabe señalar que las moléculas anfifílicas no sólo forman estructuras ti-
po membranas biológicas sino también otro tipo de estructuras. Cuando estas
moléculas (ya sean fosfolípidos o surfactantes) se disuelven en agua su carac-
terística dual, en cuanto a la solubilidad, hace que se puedan formar diferentes
estructuras como las micelas (agregados individuales que pueden ser esféricos
o cilíndricos) o las bicapas. A su vez, las bicapas, que son la estructura básica
de una membrana pueden adoptar configuraciones en forma de vesículas (agre-
gado esférico), fase lamelar (membranas paralelas), fase cúbica (membranas en
arreglo periódico) o fases esponja (bicapas desordenadas pero conectadas). Una
representación esquemática de algunas de estas fases se muestra en la Figura
1.2.

Cada molécula particular presenta algunas de estas fases en diferentes con-
diciones fisicoquímicas: concentración, temperatura, aditivos, etc. Por otra parte,
se han desarrollado algunos modelos teóricos que predicen la topología de los
agregados. El más sencillo de dichos modelos, propuesto por Israelachvili [7], es-
tipula que la forma del agregado está determinada por el llamado “parámetro de
empaquetamiento”, el cual se relaciona con la geometría de la molécula. Según
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Figura 1.2: Representación de la estructura de algunas fases típicas formadas por moléculas

anfifílicas. La estructura más sencilla es la micela. Por su parte, las membranas pueden ordenarse

de maneras diferentes tal como en la fase lamelar, en la esponja o en la vesicular.

este modelo simple, la asociación de moléculas de forma cónica da lugar a un
agregado con gran curvatura, como las micelas. En cambio, la asociación de mo-
léculas relativamente cilíndricas da lugar a agregados con poca curvatura, como
las membranas. Este modelo permite explicar algunas transiciones observadas en
las fases de moléculas anfifílicas. Por ejemplo, si se tiene un surfactante cargado
que forme micelas esféricas, es debido a la forma efectivamente cónica de la
molécula magnificada por la repulsión electrostática entre las cabezas polares.

Al agregar sal al sistema las interacciones electrostáticas se apantallan, lo cual
tiene el efecto de disminuir el tamaño efectivo lateral de las cabezas polares,
por lo que la molécula se asemeja más a un cilindro que a un cono. En estas
condiciones, la teoría del parámetro de empaquetamiento predice que la estruc-
tura que forman dichas moléculas evoluciona de la forma micelar hacia la forma
de membrana con el sólo hecho de agregar sal al sistema. Este efecto ha sido
observado experimentalmente. Sin embargo, hay otras transiciones que no han
podido ser explicadas completamente mediante modelos geométricos tan senci-
llos. Una de ellas es la transición de la fase lamelar a la fase esponja (Figura 1.2),
donde membranas que tienen una configuración relativamente plana adquieren
una topología local en forma de silla de montar. Se trata de una transformación
topológica de las membranas. Lo mismo puede decirse en cambios donde se pa-
sa de una fase lamelar a una fase vesicular, mediante la adición de un polímero
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por ejemplo, lo cual también implica un cambio topológico.
Hoy día existen numerosos estudios enfocados no solo a observar la for-

ma del agregado que adoptan las distintas moléculas anfifílicas, sino también
a medir las distintas propiedades físicas de estos agregados. La naturaleza de
estos estudios es principalmente de tipo experimental, seguidos de cerca por
los estudios de simulación por computadora y los trabajos teóricos. Uno de los
principales objetivos de todo este enjambre de trabajos es la reproducción y el
entendimiento de las funciones que los organismos vivos realizan. En este senti-
do, los trabajos experimentales intentan reproducir funciones y estructuras que
se presentan en la naturaleza. Los trabajos teóricos, inspirados en su mayoria
en los resultados experimentales, intentan construir modelos matemáticos que
permitan explicar estas funciones, estructuras y procesos. El gran avance tec-
nológico que hoy en día vivimos ha permitido que los estudios de simulación
por computadora sean una herramienta que no sólo permite aproximar muchos
estudios experimentales, sino que además los resultados de estos estudios se
convierten en herramientas útiles validar los modelos matemáticos.

En particular, los estudios enfocados a las propiedes elásticas, estructurales
y dinámicas de las membranas biológicas tienen, en su mayoría, como base un
modelo formulado en 1973 por W. Helfrich. El modelo considera que las bicapas
lipídicas son la unidad estructural básica de las membranas celulares, siendo los
fosfolípidos las principales moléculas que forman las bicapas. Además estipula
que algunas propiedades físicas pueden obtenerse calculando la energía libre
asociada a la bicapa y sus deformaciones. Este modelo, desde su aparición, no
ha dejado de ser explotado en todas sus formas posibles: experimental, teórico
y mediante simulación por computadora. Como el lector habrá intuido, el pre-
sente trabajo también tiene como base este modelo. Por tal motivo y dada la
importancia en este trabajo le hemos dedicado el siguiente capítulo.
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Capítulo 2

Teoría de Helfrich

Algunas propiedades geométricas de las bicapas anfifílicas pueden ser enten-
didas desde un punto de vista unificado considerando la energía libre asociada a
la bicapa y sus deformaciones. El espesor tan pequeño de una membrana (50Å),
al menos comparado con las dimensiones de una célula (del orden de micras),
permite aproximar a la bicapa como una superficie bidimensional inmersa en el
solvente [8].

Debido a que la membrana se encuentra inmersa en el solvente es válido
suponer que se encuentra en equilibrio con la solución acuosa; y entonces, ca-
racterizar su energía mediante las deformaciones que la membrana puede sufrir:
a) la compresión o expansión de la bicapa en la dirección lateral y b) las defor-
maciones en la dirección normal a la superficie (esto es, por la curvatura local de
la superficie) [8]. Bajo estas condiciones, la energía libre (por molécula) asociada
a la membrana puede ser expresada como una función del área promedio de
cada molécula, Σ, y de las curvaturas locales asociadas a la superficie.

Los conceptos matemáticos necesarios para expresar la energía elástica de
las membranas pertenecen a la Geometría Diferencial de Superficies, por lo que
conviene repasar algunos conceptos básicos de este campo de las matemáticas
antes de continuar con nuestro estudio. Posteriormente, aplicaremos los con-
ceptos geométricos antes mencionados a la descripción física de las bicapas
lipídicas. Esto permitirá arribar a una expresión para la energía libre de la bi-
capa como una función de sus curvaturas principales. Finalmente, analizaremos
el caso de una membrana que en promedio se encuentra horizontal respecto a
un plano de referencia, pero que presenta pequeñas fluctuaciones térmicas en la
dirección perpendicular al plano. Uno de los objetivos de este último analisis es
transformar la energía de la bicapa del espacio real al espacio de Fourier. Ésta
trasformación será retomada en la última parte de este trabajo.

9



10 2.1. Conceptos matemáticos previos

Figura 2.1: Ilustración de la curvatura normal de una superficie en el punto Q.

2.1. Conceptos matemáticos previos

Considérese un plano P perpendicular al plano tangente (en un punto cual-
quiera) a la superficie que representa a la membrana. A la intersección de la
superficie con el plano P se le llama una “curva normal”, la cual puede ser una
línea recta o en general poseer cierta curvatura que denotaremos con la letra c.
Estos conceptos se ilustran en la Figura 2.1. Para asociar un valor a la curvatura
normal notemos que una línea recta (por definición con curvatura normal cero)
puede verse como la circunferencia de un círculo con radio infinito. Esto sugiere
definir a la curvatura como el inverso del radio de curvatura: c = 1/R. Como
es de esperarse, para una línea recta, c es igual a cero puesto que R es infinito.
A la curvatura así definida se le asocia un signo para distinguir las dos posibles
orientaciones de la curva: concavidad hacia un lado o concavidad hacia el otro,
direcciones a las cuales se asigna arbitrariamente el signo positivo o negativo.

Notemos que, dado que el plano P se definió simplemente como perpendi-
cular al plano tangente, existe una infinidad de posibles orientaciones para P .
Dependiendo de dicha orientación las diferentes curvas normales posibles tienen
diferentes curvaturas. Sin embargo, puede demostrarse que hay dos direcciones
particulares, perpendiculares entre sí, para las cuales la curvatura normal es un
extremo (en un caso máximo y en el otro mínimo). Dichas curvaturas normales
extremas son llamadas las “curvaturas principales” de la superficie y se denotan
mediante los símbolos c1 y c2. Todas las demás curvaturas normales en el mismo
punto (así como la curvatura local de cualquier curva contenida en la superficie
y que pase por dicho punto) pueden ser expresadas en términos de las dos
curvaturas principales. En otras palabras, todas las deformaciones locales de la
superficie en la dirección normal al plano tangente pueden ser caracterizadas a
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Figura 2.2: Superficies con distinta curvatura media y gaussiana.

primer orden por las curvaturas principales c1 y c2. Estos son los dos parámetros
necesarios para caracterizar la curvatura de una membrana fluctuante.

Sin embargo, matemáticamente es más conveniente realizar un cambio de
variable de c1 y c2 a dos combinaciones de ellas, las llamadas “curvatura media”:
H = (c1 + c2)/2 y “curvatura gaussiana”: K = c1c2. De hecho, a segundo orden
en las curvaturas principales, |H| y K son las únicas cantidades invariantes ante
cualquier parametrización de la superficie [9]. Es importante señalar que como c1

y c2 tienen asociado un signo, el signo de H depende de la orientación elegida
como positiva para la curvatura (cambiar la convención de signos cambia el signo
de H ). El signo de K , por su parte, es independiente de esta elección. La Figura
2.2 muestra algunas superficies con valores diferentes de las curvaturas media y
gaussiana.

2.2. Energía libre de Helfrich

Apliquemos ahora los conceptos geométricos antes mencionados a la des-
cripción física de las bicapas lipídicas. La energía libre de la bicapa (por unidad
de área), f , debe ser invariante bajo cualquier parametrización de la superficie,
dado que es un concepto físico que no depende de la descripción matemática
utilizada. Luego entonces, dicha energía debe ser una función de H y K .

En equilibrio las bicapas pueden considerarse aproximadamente planas, al
menos localmente; las deformaciones respecto a dicho estado están caracteriza-
das por curvaturas muy pequeñas; es decir, el radio de curvatura correspondiente
es mucho mayor que el espesor de la bicapa. Esto permite desarrollar la función
f = f(H,K) mediante una serie de Taylor (a segundo orden en las curvaturas
c1 y c2):

f(H,K) ≈ f0 + f1H + f2H
2 + f3K (2.1)

donde los parámetros f0, f1, f2 y f3 dependen en principio del área promedio
por molécula; en particular f0 corresponde a la energía libre (por unidad de área)
de una bicapa plana.
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Nótese que el término lineal en H depende de la orientación de la superficie,
pues H = 1/2(c1 + c2). Cuando las monocapas que forman la bicapa tienen la
misma composición, no hay razón alguna para dicha dependencia en la orien-
tación y, en tal caso, la constante f1 debe ser cero. En general, sin embargo,
existe la posibilidad de una asimetría entre las monocapas y es precisamente el
término lineal en H el que toma en cuenta este efecto.

Completando el binomio cuadrado respecto a H , la ecuación (2.1) puede
reescribirse como:

f = f2

(
H +

f1

2f2

)2

+

(
f0 −

f 2
1

4f2

)
+ f3K.

Si entonces definimos las cantidades:

σ ≡ f0 −
f 2

1

4f2

,

κ ≡ 2f2,

c0 ≡ −
f1

2f2

y

κ̄ ≡ f3

la energía libre, por unidad de área, de la bicapa toma la forma

f =
1

2
κ (H − c0)2 + κ̄K + σ, (2.2)

donde σ, κ, κ̄ y c0 son la tensión superficial, el módulo de curvatura media, el
módulo de curvatura gaussiana y la curvatura espontánea de la membrana, res-
pectivamente. Colectivamente esas variables son conocidas como los “parámetros
de Helfrich”. Dichos parámetros son independientes de la forma geométrica de
la membrana pero dependen en principio de su composición química.

La energía total de la bicapa (conocida como la energía de Helfrich) puede
ser calculada integrando sobre el área total de la misma:

F =

∫ [
1

2
κ (H − c0)2 + κ̄K + σ

]
dA. (2.3)

Wolfgang Helfrich llegó a estas ecuaciones en 1973 en un afán de describir la
elasticidad de las membranas biológicas [10]. La derivación original publicada ese
año, se basa en una analogía con la energía libre para cristales líquidos propuesta
por Frank [11]. Sin embargo, la forma en que aquí arribamos a tal relación fue
desarrollada por Safran en 1994 [12, 13]. Hemos elegido esta última derivación
debido a la sencillez y elegancia.
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Es importante notar que si no hay fuerzas externas que tensen la membra-
na, el área de la bicapa puede considerarse constante. Esto es así porque las
colas hidrofóbicas de las moléculas de fosfolípido son casi totalmente insolubles
en agua y están agrupadas de manera que el área por molécula se mantiene
prácticamente constante. Modificar dicha área requiere de energías mayores a la
necesaria para simplemente reacomodar las moléculas de la bicapa de modo que
ésta se curve. Por esta razón, en ausencia de fuerzas externas, el término de la
energía de Helfrich que contiene la tensión superficial, σ, es una constante sin
relevancia al momento de minimizar la energía respecto a las posibles deforma-
ciones de la superficie. En la discusión subsiguiente ignoraremos este término,
excepto cuando se mencione explícitamente lo contrario.

2.3. Significado físico de los parámetros en
la energía de Helfrich

Para comentar la física que se desprende del módulo de curvatura media, κ,
es conveniente empezar haciendo algunas observaciones acerca del término de
la curvatura gaussiana, el segundo de la ecuación (2.2). El llamado teorema de
Gauss-Bonnet [9] muestra que este término es una constante si la topología de la
membrana no cambia. En efecto, este teorema estipula que para una superficie
cerrada de topología fija, la integral de la curvatura gaussiana es una constante,∫

KdA = 4π (1− p) , (2.4)

donde p denota el género de la superficie, concepto topológico que está relacio-
nado con la cantidad de poros o perforaciones que tiene la superficie. Algunos
ejemplos de superficies con distinto género se muestran en la Figura 2.3. La con-
clusión principal del teorema de Gauss-Bonnet es que, al estudiar la estructura
de mínima energía de membranas de topología fija, el término que involucra la
curvatura gaussiana puede ser ignorado pues es constante mientras la topolo-
gía no cambie. En otras palabras, la energía de curvatura asociada al módulo
gaussiano no cambia mientras la topología de la membrana sea la misma.

En esas condiciones, la energía elástica de Helfrich toma la forma de un po-

tencial armónico F =
1

2
κ
∫

(H − c0)2dA que depende de la curvatura media H

en forma análoga a como la energía potencial de un resorte depende de su defor-
mación. Entonces, el módulo de curvatura media, κ, es análogo a la constante de
rigidez de un resorte, y puede interpretarse como una constante de rigidez (ante
deformaciones de curvatura) de la membrana. Cuando κ tiene valores pequeños,
la membrana es flexible; cuando κ asume valores grandes, la membrana es rígida.
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Figura 2.3: Superficies con distinta topología.

Luego, el término de curvatura media está relacionado con las fluctuaciones de
forma u ondulaciones (sin cambio topológico) que experimenta la membrana por
efectos de la energía térmica del solvente.

Por su parte, la curvatura espontánea c0 es la curvatura media que adquie-
re la bicapa cuando está libre de tensión, jugando un papel análogo al de la
longitud de equilibrio en el caso del resorte. Hicimos notar anteriormente que
para monocapas idénticas la constante f1 de la ecuación (2.1) debe ser cero y,
por tanto, c0 debe ser nula también. Es claro entonces que la curvatura espon-
tánea está asociada a la asimetría de las monocapas que forman la bicapa. Esta
curvatura es debida al hecho de que en general las monocapas se forman por
distintas moléculas anfifílicas ocasionando que las bicapas tiendan a curvarse
espontáneamente hacia alguno de sus lados cuando dos de estas monocapas se
superponen. Por supuesto que cuando la bicapa está formada por un solo tipo
de moléculas, no existe curvatura espontánea y el estado de equilibrio tiende a
ser el de una membrana plana. En resumen podemos decir que la ecuación (2.2)
establece que cuando no hay cambios de topología en el sistema la curvatura
media que mínimiza la energía libre corresponde a la curvatura espontánea. Por
lo tanto, el radio de equilibrio de la membrana es R0 = 1/c0.

Finalmente, para tener una idea del significado físico del módulo de curvatura
gaussiana, κ̄, imaginemos una bicapa formada por monocapas idénticas (c0 =
0) que puede cambiar de topología. El término de la curvatura media, F =
1

2
κ
∫
H2dA, es mínimo para una superficie con H = 0, que puede ser un plano

pero también una superficie localmente de tipo “silla de montar” (ver Figura 2.2).

Puede ahora notarse que el término de la curvatura gaussiana,
∫
κ̄KdA, fa-

vorece superficies con distintas topologías, dependiendo del valor del módulo
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elástico gaussiano. En efecto, cuando κ̄ ≥ 0, la energía relacionada con el tér-
mino gaussiano se minimiza si los radios de las curvaturas principales tienen
diferente signo, es decir, si la curvatura gaussiana es negativa, como en el ca-
so de superficies tipo “silla de montar”, prevalecientes en las fases esponja y
cúbicas. Por otra parte, cuando κ̄ ≤ 0, el término gaussiano favorece superfi-
cies de curvatura gaussiana positiva (radios de curvatura en la misma dirección),
contribuyendo a la estabilidad de agregados cerrados tales como vesículas.

Esta breve discusión nos permite vislumbrar el tipo de fenómenos físicos que
afectan a una membrana y que pueden ser descritos con la ecuación (2.2): forma
de equilibrio, fluctuaciones térmicas y cambios de topología. Por esta razón, la
energía de Helfrich ha sido utilizada en una gran cantidad de trabajos que des-
criben algunas propiedades físicas de las membranas. De hecho, la posibilidad de
calcular la energía libre de una bicapa ha permitido modelar sistemas biológicos
reales como el aparato de Golgi [14] o la forma discoidal de los glóbulos rojos
[15, 16]. La forma en que se usa la relación (2.2) en los distintos modelos con-
siste en sumar las diferentes contribuciones energéticas para después minimizar
la energía total a fin de obtener información sobre la forma o las fluctuacio-
nes del sistema. En la siguiente sección veremos una forma matemáticamente
conveniente de expresar las fluctuaciones de una membrana.

2.4. Fluctuaciones de forma en una bicapa

Por simplicidad, vamos a analizar el caso de una membrana que en prome-
dio se encuentra horizontal respecto a un plano de referencia pero que presenta
pequeñas fluctuaciones en la dirección perpendicular al plano. La posición so-
bre el plano de referencia se describe con un vector de posición bidimensional
~r = (x, y). A un tiempo dado, la conformación de la bicapa puede caracterizarse
mediante la altura en cada punto z = h(~r) (Ver Figura 2.4). A la descripción ma-
temática de la membrana realizada así, se le llama “parametrización de Monge” y
es una de las maneras más simples de parametrizar una superficie. Supondremos
que la membrana tiene dimensiones L× L en el plano de referencia y, además,
consideramos una bicapa formada por dos monocapas idénticas de modo que
c0 = 0. En la parametrazación de Monge la energía de Helfrich para membranas
débilmente curvadas puede escribirse en forma aproximada como [13]:

F =
1

2

∫ {
κ
(
∇2h

)2
+ σ (∇h)2

}
dA. (2.5)

Esta ecuación supone además que las fluctuaciones térmicas son tan pequeñas
que son capaces de afectar la forma de la membrana pero no provocan cambios
en su topología, por lo cual se ha ignorado el término gaussiano, que como vimos
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~Y

~X

~h

~r

Figura 2.4: Representación esquemática de la parametrización de una membrana con pequeñas

fluctuaciones térmicas.

permanece constante mientras no cambie la topología. Esta manera de escribir
la energía elástica de Helfrich es matemáticamente conveniente para describir las
fluctuaciones de forma en la membrana, lo cual ha llevado a concebir métodos
experimentales para medir la constante elástica κ.

Para estudiar las fluctuaciones de una membrana vamos a considerar sus
diversos modos de deformación. Para ello, haremos una expansión en serie de
Fourier de la función que describe la forma de la membrana en la parametriza-
ción de Monge, h(~r). Esta expansión queda de la siguiente forma:

h (~r) =
∑
~q

h~q · exp {i~q · ~r} (2.6)

donde ~q = 2π
L

(nx, ny) y nx, ny son números enteros. Los coeficientes h~q pueden
verse como “coordenadas” en el espacio de Fourier y representan la contribución
a las fluctuaciones de cada modo de deformación.

Para utilizar esta expansión en la energía de Helfrich derivamos la relación
anterior, con lo cual obtenemos el gradiente y el laplaciano de h(~r):

(∇h)2 = −
∑
~q1,~q2

(~q1 · ~q2)h~q1h~q2 exp {i(~q1 + ~q2) · ~r}, (2.7)

(
∇2h

)2
=
∑
~q1,~q2

q2
1q

2
2h~q1h~q2 exp {i(~q1 + ~q2) · ~r}. (2.8)

Con estas ecuaciones la energía libre de Helfrich, (2.5), se transforma en

F =
1

2

∫
L×L

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2
[
κq2

1q
2
2 − σ (~q1 · ~q2)

]
exp {i(~q1 + ~q2) · ~r}d2~r. (2.9)
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Esta última expresión puede escribirse en una forma más simple intercambiando
la integral con la sumatoria y usando la representación de Fourier de la delta de
Kronecker: ∫

L×L
exp {−i~q · ~v}d2~v = L2δ~q,0. (2.10)

Con lo que se tiene, al considerar ~q1 = ~q y ~q2 = −~q,

F =
L2

2

∑
~q

h~qh−~q
(
κq4 + σq2

)
.

Por otra parte, el hecho que h(~r) sea real y la ecuación (2.6) nos llevan a que los
modos complejos de Fourier son tales que h−~q = h∗~q . Todo esto finalmente nos
lleva a que la energía de Helfrich es:

F =
L2

2

∑
~q

|h~q|2
(
κq4 + σq2

)
. (2.11)

Observemos ahora que la energía obtenida es armónica en estas nuevas
“coordenadas” |h~q|. Si ahora se aplica el teorema de equipartición de la energía,
las amplitudes cuadráticas medias de los diferentes modos de oscilación en la
membrana están dadas por:〈

h2
~q

〉
=

KBT

L2 (κq4 + σq2)
. (2.12)

Comúnmente a esta función se le da el nombre de espectro de fluctuaciones
o factor de estructura. Vemos en esta ecuación que, como era de esperarse,
la amplitud de las fluctuaciones de la membrana aumenta proporcional a la
temperatura. Igualmente, dado que la amplitud de cada modo es inversamente
proporcional al módulo elástico de curvatura media, κ, vemos que las fluctua-
ciones son más grandes mientras más pequeño sea este módulo y viceversa.

Por otra parte, dos modos diferentes están desacoplados y por tanto

〈h~q1h~q2〉 = 0 si ~q1 6= −~q2. (2.13)

Utilizando este hecho es posible observar que la amplitud total de la fluctuación
de la membrana en el espacio real es simplemente la suma sobre todos los
modos individuales, es decir, 〈

h2
〉

=
∑
q

〈
h2
~q

〉
.

Esta relación es muy importante pues su evaluación permite tener una idea sobre
los parámetros de los que depende la amplitud de las fluctuaciones de forma en
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la membrana. Para calcular la amplitud total, en forma aproximada, la suma se
puede transformar en una integral de la siguiente manera:

∑
q

→ 2π

∫ qmax

qmin

(
L

2π

)2

qdq.

Cabe hacer notar que en esta ecuación los límites de integración se deben elegir
de tal manera que se sumen las fluctuaciones que tienen sentido físico. Por
ejemplo, no tiene sentido considerar fluctuaciones cuya longitud de onda sea
mayor que la dimensión máxima de la membrana (L). De igual forma, no tiene
sentido considerar fluctuaciones más pequeñas que la escala molecular. Para esta
última escala espacial, como distancia de corte se puede tomar una distancia del
orden del espesor de la membrana, pues este tamaño está determinado por
la longitud de las moléculas anfifílicas. Con estos razonamientos, una buena
aproximación es proponer los límites de integración dados por: qmax = 2π/a
y qmin = 2π/L, donde a es del orden del grosor de la membrana y L es la
longitud total de ésta.

Tomando en cuenta las consideraciones expuestas y en particular, cuando
q2
min � q2

max y σ → 0, la amplitud total toma la forma:

〈
h2
〉

= 2π

(
L

2π

)2 ∫ qmax

qmin

KBT

L2 (κq4 + σq2)
qdq,

es decir, 〈
h2
〉

=
KBT

4πσ
ln
q2
max (q2

minκ+ σ)

q2
min (q2

maxκ+ σ)
. (2.14)

〈
h2
〉
≈ KBT

16π3κ
L2. (2.15)

Vemos entonces que el cuadrado de la amplitud total de las fluctuaciones
es (en promedio) proporcional a la temperatura e inversamente proporcional al
módulo elástico de curvatura media, κ, lo cual corrobora la idea intuitiva de que
mientras más flexible es la membrana mayores son sus fluctuaciones.



Capítulo 3

Teoría de procesos
estocásticos y termodinámica
mesoscópica de no-equilibrio

Consideremos el siguiente problema: Deseamos conocer la ecuación que
gobierna el movimiento, en una dimensión, de una partícula inmersa en un
fluido viscoso a cierta temperatura, algo similar a lo observado en la Figura 3.1.
La solución del problema es ~F = m~a si uno considera a la partícula puntual
y si además dejamos de lado la influencia de la temperatura del medio viscoso
sobre el objeto de estudio. Sin embargo, ¿qué sucede cuando la partícula tiene
tamaño y forma? ¿cómo influye la temperatura del medio sobre el movimiento
de la partícula? Sin duda estas preguntas ya no son tan obvias.

Sabemos que una partícula suficientemente pequeña como un grano de po-
len, inmersa en un líquido, presenta un movimiento aleatorio. Dicho movimiento,
conocido como movimiento browniano, pone de manifiesto las fluctuaciones es-
tadísticas que ocurren en un sistema en equilibrio térmico. El movimiento brow-
niano puede explicarse a escala molecular por una serie de colisiones en la cual,
pequeñas partículas experimentan choques con una partícula mayor (partícula
browniana).

En base a estas hipótesis presentamos dos enfoques que describen el mo-
vimiento browniano de una partícula. El objetivo es plantear las ecuaciones de
movimiento generales. Para iniciar, introducimos el formalismo de Langevin me-
diente el cual se describe el movimiento de una partícula esférica inmersa en un
fluido viscoso. En base a esto, se deduce la ecuación de Fokker-Planck (mostrada
en los Apéndices A y B). Posteriormente, la ecuación de Fokker-Planck se emplea
para examinar los ritmos de transición entre dos pozos de potencial. Los resulta-
dos generales obtenidos a lo largo de este capítulo son aplicados en el Capítulo
5 para estudiar la dinámica de transición entre membranas planas y vesículas
esféricas. Por otro lado, el enfoque de la ecuación de Langevin también se apli-
cará en la Parte 3 donde se estudian fluctuaciones de una membrana mediante

19
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Figura 3.1: Esquema de una partícula browniana de masa m y radio a inmersa en un fluido con
viscosidad η y temperatura T . La partícula se mueve con velocidad v sobre el eje X .

el método de simulación de dinámica browniana en el espacio de Fourier.

3.1. Ecuación de Langevin

La ecuación de Langevin para una partícula en suspensión [17, 18]

m
dv

dt
= −ζv + δF (t) (3.1)

es una ecuación fenomenológica y estocástica de tipo newtoniano que contiene
dos fuerzas características, una fuerza de fricción y una fuerza aleatoria. Aquí,
m y v = ẋ(t) son la masa y la velocidad de la partícula brownianana respectiva-
mente, −ζv es la fuerza de fricción, proporcional a la velocidad y el coeficiente
de fricción puede estar dado por la ley de Stokes ζ = 6πηa, si la partícula tiene
forma esférica con radio a como la ilustrada en la Figura 3.1 [19].

El término δF (t) en la ecuación (3.1) representa una fuerza aleatoria fluc-
tuante originada por los impactos de la partícula browniana con las moléculas
del solvente. Por hipótesis, dicha fuerza está sujeta a dos condiciones,

〈δF (t)〉 = 0 y 〈δF (t)δF (s)〉 = 2Bδ(t− s) (3.2)

donde B mide la intensidad de los impactos o la magnitud de la fuerza fluctuante
y es función de la temperatura del medio. La primera condición en esta hipótesis
(ecuación 3.2) indica que la fuerza fluctuante no empuja hacia algún lado de
manera preferente, lo cual es consecuencia de suponer que el baño térmico está
en equilibrio termodinámico. El resto de la hipótesis expresa que los impactos
varían con extrema rapidez. De hecho, la función delta en el tiempo indica que
no hay correlación entre impactos para un intervalo de tiempo finito t− s.
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Para resolver formalmente la ecuación (3.1) basta observar que ésta tiene la
forma general:

v̇(t) = av(t) + b(t) (3.3)

donde a = −ζ/m, b = δF (t)/m y el símbolo v̇ significa la primera derivada de
v respecto a t. Entonces, si v(t) tiene la forma

v(t) = y(t) exp (at), (3.4)

v̇(t) = ay(t) exp (at) + ẏ(t) exp (at). (3.5)

Esto inmediatamente nos lleva, al igualar (3.3) con (3.5) y considerar (3.4), a que:

y(t) = y(0) +

∫ t

0

b(s) exp (−as)ds

o equivalentemente de (3.4), como la condición inicial y(0) es igual a v0,

v(t) = v0 exp (at) +

∫ t

0

b(s) exp [a(t− s)]ds.

Por lo tanto, la solución de (3.1) es

v(t) = v0e
−ζt/m +

1

m

∫ t

0

exp [−ζ(t− s)/m]δF (s)ds. (3.6)

Con esta ecuación uno puede calcular la velocidad de la partícula. Observe que
el primer término en (3.6) expresa el decaimiento exponencial de v impuesto
por la fricción, mientras que el segundo término predice cómo es la velocidad
producida por el ruido térmico.

A pesar de que no es posible dar una expresión para v(t) que excluya la
fuerza fluctuante, si es posible dar una expresión para la velocidad cuadrática
media 〈[v(t)]2〉. Veamos una forma de llegar a esta relación.

Multiplicando por si misma a la ecuación (3.6), tomando el promedio de la
cantidad obtenida y usando las propiedades de la fuerza fluctuante dadas en
(3.2), tenemos que

〈
[v(t)]2

〉
= v2

0e
−2ζt/m +

2B

m2

∫ t

0

∫ t

0

δ(s− r)e−ζ(t−s)/me−ζ(t−r)/mdrds.

Considerando que t es mayor que s y r, y además usando la equivalencia∫ y

0

f(x′)δ(x− x′)dx′ ≡ f(x),
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〈
[v(t)]2

〉
= v2

0 exp [−2ζt/m] +
2B

m2

∫ t

0

exp [−2ζ(t− s)/m]ds.

Finalmente se tiene que

〈
[v(t)]2

〉
= v2

0 exp [−2ζt/m] +
B

ζm
(1− exp [−2ζt/m]) . (3.7)

Para determinar el parámetro B observemos que cuando t→∞

〈
[v(t)]2

〉
=

B

ζm
.

Por otra parte, del Teorema de equipartición de la energía, la energía cinética
media (por grado de libertad) es igual a 〈k〉 = 1

2
kBT donde kB es la constante

de Boltzmann y T es la temperatura del baño térmico. Entonces, como

〈k〉 =

〈
m[v(t)]2

2

〉
=
m

2

〈
[v(t)]2

〉
se sigue que 〈

[v(t)]2
〉

=
kBT

m

y por lo tanto,
B = kBTζ. (3.8)

La ecuación (3.8) se conoce como el Teorema de Fluctuación-Disipación. Este
relaciona la intensidad B del ruido aleatorio o la fuerza de fluctuación con la
magnitud ζ de la disipación o fricción. En otras palabras, esta relación expresa
el balance entre la fricción, que tiende a llevar al sistema a un estado “muerto”,
y el ruido, que tiende a mantener al sistema “vivo”. Este balance es necesario
para tener un estado de equilibrio termodinámico a tiempos largos. Como caso
particular, cuando el coeficiente de fricción ζ está dado por la ley de Stokes [20],
la ecuación (3.8) tiene la forma particular B = 6πηakBT .

3.2. Ecuación Tipo Fokker-Planck

En esta sección presentamos la deducción de una ecuación tipo Fokker-Planck
basada en la teoría conocida como termodinámica mesoscópica de no equilibrio
(MNET). Esta deducción es de manera similar a como se deriva la ecuación de
difusión en la termodinámica irreversible lineal (ver Apéndices A y B).

Consideremos un sistema en el cual los grados de libertad están denotados
por γ ≡ ({γi}) y pueden, por ejemplo, representar la velocidad de una partícula
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como en el caso anterior, la orientación de un espin, el tamaño de una molécula,
un ángulo, o alguna otra coordenada o parámetro cuyo valor defina el estado del
sistema en el espacio fase. Puesto que un estado del sistema a nivel mesoscópico
queda bien caracterizado por la densidad de probabilidad, ρ(γ, t), de encontrar
al sistema en el estado γ en el intervalo (γ, γ + δγ) al tiempo t, definimos la
entropía del sistema en términos de su probabilidad, en función del postulado
de la entropía de Gibbs [17, 21], como:

S(γ, t) = Seq − kB
∫
ρ(γ, t) ln

ρ(γ, t)

ρeq(γ)
dγ (3.9)

donde S(γ, t) y ρ(γ, t) representan la entropía y la distribución de probabilidad
en el instante t las cuales cumplen con ĺımt→∞ ρ(γ, t)→ ρeq y ĺımt→∞ S(γ, t)→
Seq. Por su parte, Seq y ρeq son la entropía y la distribución de probabilidad de
referencia, correspondientes usualmente al estado de equilibrio térmico. Cuando
no hay equilibrio térmico, existe una contribución de la entropía que viene de la
desviación de la densidad de probabilidad ρ(γ, t) respecto a su valor de equilibrio
ρeq(γ) dado por

ρeq(γ) ∼ exp

(
−∆E

kBT

)
exp

(
∆S

kB

)
. (3.10)

Tomando la variación de la entropía, de la ecuación (3.9),

δ∆S = −kB
∫
δρ(γ, t) ln

ρ(γ, t)

ρeq(γ)
dγ − kB

∫
δρ(γ, t)dγ, (3.11)

donde ∆S ≡ S(γ, t)−Seq ; observamos que la segunda integral del lado derecho
es cero porque la densidad de probabilidad está normalizada.

Por otro lado, la evolución de la probabilidad en el espacio γ está gobernada
por la ecuación de continuidad

∂ρ(γ, t)

∂t
= − ∂

∂γ
· ~Jγ (3.12)

donde ~J(γ, t) es una corriente o densidad de flujo de probabilidad en el espacio
γ. Considerando ahora a (3.11) como una variación en el tiempo y sustituyendo la
ecuación de continuidad,

∂

∂t
∆S = kB

∫ [
∂

∂γ
· ~Jγ
]

ln
ρ(γ, t)

ρeq(γ)
dγ,

e integrando por partes tenemos la producción de entropía

∂

∂t
∆S = kB

∫
∂

∂γ
·
[
~Jγ ln

ρ(γ, t)

ρeq(γ)

]
dγ − kB

∫
~Jγ ·

∂

∂γ
ln
ρ(γ, t)

ρeq(γ)
dγ. (3.13)
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En las fronteras ~Jγ es nulo y, por lo tanto, el primer término es igual a cero. Una
forma familiar de denotar a esta producción de entropía es mediante

σ = −kB
∫

~Jγ ·
∂

∂γ
ln
ρ(γ, t)

ρeq(γ)
dγ.

En este esquema, las fuerzas termodinámicas pueden identificarse como el gra-
diente (en el espacio γ) del logaritmo de la razón entre la densidad de proba-
bilidad al tiempo t y su valor de equilibrio. Si además, suponemos dependencia
lineal entre los flujos termodinámicos y las fuerzas, como se hace en la termodi-
námica irreversible lineal [18, 22], es decir, establecemos una relación lineal entre
ellos, tal que

~Jγ = −kBL(γ, ρ(γ))
∂

∂γ
ln
ρ(γ, t)

ρeq(γ)
(3.14)

donde L(γ, ρ(γ)) es un coeficiente de Onsager, y sustituimos la relación (3.14) en
la ecuación de continuidad (3.12)

∂ρ(γ, t)

∂t
= kB

∂

∂γ
·
{
L(γ, ρ(γ))

∂

∂γ
ln
ρ(γ, t)

ρeq(γ)

}
.

Esta última relación puede escribirse, tomando en cuenta la ecuación (3.10), como:

∂ρ(γ, t)

∂t
=

∂

∂γ
·
{
kBL(γ, ρ(γ))

[
1

ρ(γ, t)

∂ρ(γ, t)

∂γ
+

1

kBT

∂∆F

∂γ

]}
.

Definiendo un coeficiente de difusión generalizado

D ≡
kBL(γ, ρ(γ))

ρ(γ, t)
(3.15)

finalmente se tiene que

∂ρ

∂t
=

∂

∂γ
·
{
D
∂ρ

∂γ
+

Dρ

kBT

∂

∂γ
∆F

}
. (3.16)

La ecuación (3.16) es conocida como una ecuación de tipo Fokker-Planck para la
evolución de la densidad de probabilidad en el espacio γ.

Puesto que la teoría general de los procesos estocásticos es demasiado ex-
tensa, aquí sólo presentaremos los conceptos y resultados básicos relacionados
con la ecuación de tipo Fokker-Planck. Sin embargo, un estudio detallado de las
propiedades matemáticas de la ecuación de Fokker-Planck puede encontrarse en
la Ref. [23].
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Para concluir, presentaremos la aplicación de la ecuación de Fokker-Planck al
movimiento, en una dimensión, de una partícula browniana bajo la influencia de
un campo externo.

Consideremos una partícula browniana que se mueve, en una dimensión (por
ejemplo una partícula coloidal en una suspensión), en presencia de un campo
de fuerzas externo que proviene de un potencial U(x), como el ilustrado en la
Figura 3.2. En este caso la ecuación de Fokker-Planck (3.16) se transforma en

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

{
D
∂ρ

∂x
+

Dρ

kBT

∂U

∂x

}
. (3.17)

Para el caso sin potencial externo y cuando el coeficiente de difusión D es
independiente de la posición se obtiene la ecuación típica de difusión

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2
.

Escribiendo el coeficiente de difusión en la forma D = αkBT la ecuación
tipo Fokker-Planck puede escribirse como

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

{
αkBT

∂ρ

∂x
+ αρ

∂U

∂x

}
. (3.18)

En un estado estacionario, cuando la variación de ρ es tan pequeña que
puede considerarse independiente de t, la corriente de probabilidad J cumple la
condición:

∂J

∂x
= − ∂

∂x

{
D
∂ρ

∂x
+

Dρ

kBT

∂U

∂x

}
= 0,

es decir, para el caso estacionario,

− J
D

=
∂ρ

∂x
+

ρ

kBT

∂U

∂x
. (3.19)

La solución de (3.19) puede hallarse proponiendo ρ = ρhg(x), donde ρh
representa la solución homogénea de la ecuación, dada por

ρh = ρ0 exp

(
−U
kBT

)
(3.20)

y g(x) es una función desconocida. Observemos que la ecuación (3.20) es la fór-
mula de Boltzmann que nos describe la distribución en el espacio de partículas
sujetas a un potencial externo en el equilibrio termodinámico. Para determinar
g(x) derivamos ambas soluciones:

ρ̇ = gρ̇h + ρhġ

ρ̇h = − ρ0

kBT
U̇ exp

(
− U

kBT

)
,
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el punto sobre la variable significa derivada respecto a x. Combinando estas dos
últimas relaciones se tiene que

ρ̇ = −g ρ0

kBT
U̇ exp

(
− U

kBT

)
+ ρ0ġ exp

(
− U

kBT

)
;

sustituyendo está última relación en (3.19),

− J
D

= ρ0 exp

(
− U

kBT

)
ġ,

e integrando desde x̄ hasta x, donde x̄ es tal que ρ(x̄) = 0, se obtiene el valor
de g(x):

g(x) = − J

Dρ0

∫ x

x̄

exp

(
U(x′)

kBT

)
dx′.

Por lo tanto, la solución formal de (3.19) es de la forma

ρ(x) = − J
D

exp

(
− U

kBT

)∫ x

x̄

exp

(
U(x′)

kBT

)
dx′. (3.21)

En la Parte II de esta tesis calcularemos el costo de energía libre en el proceso
de formación de vesículas esféricas y usamos este resultado para determinar
la ecuación de Fokker-Planck que gobierna la evolución de la distribución de
probabilidad durante la formación.

3.3. Procesos activados

En esta sección examinamos un problema frecuentemente encontrado en
diversas aplicaciones. El problema trata de la transición entre dos pozos de
potencial.

Entenderemos por un proceso activado al transporte térmico de partículas
que cruzan a través de una barrera de potencial. Así, por ejemplo, cuando el sis-
tema se encuentra en un estado metaestable, las fluctuaciones térmicas pueden
hacer que la partícula sobrepase la barrera de potencial de una región a otra. Un
estado estacionario de no equilibrio puede conseguirse suponiendo que el flujo
de partículas a través de la barrera en el potencial U(x) es constante.

Por simplicidad, consideremos el caso de partículas brownianas moviendose,
en la dirección x, en presencia de un campo de fuerzas que proviene de un
potencial (ver Figura 3.2). Como discutimos en la sección anterior, la ecuación
de tipo Fokker-Planck que rige el movimiento de una partícula browniana en
presencia de un campo externo está dada por:

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

{
D
∂ρ

∂x
+

Dρ

kBT

∂U

∂x

}
(3.22)
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U(x)

xb
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xxa
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Figura 3.2: Gráfica del potencial U(x).

donde U(x) representa el potencial.

Si se supone que la barrera no es muy baja, la velocidad con la cual las
partículas pasan sobre la barrera es pequeña, lo cual nos sugiere que podemos
considerar el proceso como estacionario (∂ρ

∂t
= 0). La elección de un estado

estacionario implica, en un sentido estricto, una fuente continua de partículas
brownianas en xa y una extracción continua de partículas en xc. Aquí también
suponemos que la concentración de partículas en xa es mucho mayor que en
xc.

La solución en el estado estacionario obedece la ecuación

∂

∂x

{
D
∂ρ

∂x
+

Dρ

kBT

∂U

∂x

}
= 0,

es decir,

−J = D
∂ρ

∂x
+

Dρ

kBT

∂U

∂x
= cte. (3.23)

Puesto que la ecuación (3.22) tiene la forma de una ecuación de continuidad
J puede interpretarse como el flujo de probabilidad. Por otra parte, usando la
solución formal de la ecuación (3.23) dada por (3.21), pero evaluando en x = xa,
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es posible calcular la corriente J como:

J
∫ xc
xa

exp

[
U(x)

kBT

]
dx =

{
Dρ(xa) exp

[
U(xa)

kBT

]}
= Dρa exp

[
ua
kBT

]
(3.24)

en la última igualdad se usó que U(xa) = ua, ρ(xa) = ρa y como la mayoría de
las partículas están inicialmente en xa se hizo la aproximación ρ(xc) ≈ 0.

Si ahora aproximamos la forma del potencial en el fondo del pozo (posi-
ción xa) y alrededor de la cima de la barrera energética (posición xb) usando
expresiones cuadráticas,

Ua(x) = ua +
1

2
k1x

2 alrededor de xa (3.25)

Ub(x) = ub −
1

2
k2x

2 alrededor de xb, (3.26)

el número de partículas Na en la vecindad de xa está dada por:

Na =

∫ ∞
−∞

ρa exp

[
−Ua(x)

kBT

]
exp

[
ua
kBT

]
dx (3.27)

donde ρadx es el número de partículas entre xa y xa+dxa, y el hecho de exten-
der los límites de integración está justificado porque la contribución dominante
viene de una región pequeña alrededor de xa. Por tanto, Na puede calcularse
como una integral gaussiana

Na = ρa

∫ ∞
∞

exp

[
− k1

2kBT
x2

]
dx

= ρa

(
2π

k1

kBT

) 1
2

. (3.28)

Por otro lado, la velocidad de intercambio o ritmo de transición, r, es igual a
la razón entre el número de partículas que saltan la barrera en un segundo, J , y
el número de partículas reaccionando, Na. Esto, por lo tanto, es igual a

r = D

(
k1

2πkBT

) 1
2

exp

[
ua
kBT

]
÷
∫ xc

xa

exp

[
U(x)

kBT

]
dx (3.29)

donde se usaron las ecuaciones (3.24) y (3.28). Dada la forma del integrando en
la relación (3.29), la contribución dominante viene de una vecindad alrededor
de xb. Por lo tanto, sustituyendo la expresión aproximada Ub(x) por U(x), y
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extendiendo los límites de integración hasta infinito, es posible también evaluar
esta integral como una integral gaussiana, la cual nos lleva a que

r =
D

2πkBT

√
k1k2 exp

(
−∆U

kBT

)
(3.30)

donde ∆U ≡ ub − ua.
En la relación (3.30), como ya dijimos r es conocido como el ritmo de transi-

ción y representa la probabilidad de que una partícula browniana pase la barrera.
Observe que r es una velocidad constante, mientras que el número total de par-
tículas pasando la barrera en un segundo es rNa. Este resultado a menudo
es aplicado directamente a reacciones químicas, simplemente remplazando el
número de partículas en xa y xc, respectivamente, por las concentraciones de
reactivos y productos. En este contexto, la ecuación (3.30) para el ritmo cons-
tante es conocida como ecuación de Arrhenius. Particularmente, en la Parte II
de este trabajo se calcula el ritmo de transición para determinar la dinámica de
transición de membranas planas a vesículas esféricas, y viceversa.
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Capítulo 4

Resumen de la Parte I

A grosso modo, lo presentado en esta primera parte son los conocimientos
básicos necesarios para entender la segunda y tercera parte de esta tesis.

En resumen, hemos presentado una somera introducción sobre las moléculas
anfifílicas y los agregados que forman. Se habló, también, de la utilidad de los
agregados, como vesículas y membranas, para modelar algunas estructuras y
funciones de los organismos vivos. También se derivó la energía de Helfrich, la
cual describe las propiedades elásticas de las membranas. Como se vió, en base
a este modelo, toda membrana tiene dos módulos de curvatura: el de curvatura
media y el de curvatura gaussiana. El primero de ellos está relacionado con
la rigidez de la membrana y determina que tanto se deforma, sin cambiar de
topología, debido a las fluctuaciones térmicas. El módulo elástico de curvatura
gaussiana está relacionado al tipo de topología que adquiere una membrana.

Aún cuando no presentamos los detalles, sabemos que la elasticidad de las
membranas da lugar a consecuencias físicas importantes, como la transición
entre una fase lamelar y otra esponja, o la existencia de una interacción es-
térica entre membranas [13]. De hecho, sólo considera membranas fluidas con
pequeñas fluctuaciones, despreciando efectos como el citoesqueleto de la célula,
las deformaciones laterales, las proteínas transmembranales y demás compleji-
dades presentadas en las membranas biológicas. Sin embargo, en la literatura
hay extensiones del modelo, las cuales rescatan como límite el modelo de Hel-
frich [24, 25, 26]. Mas aún, pese a sus limitantes, el modelo de Helfrich ha sido
muy exitoso y es una referencia fundamental en el estudio de las membranas
biológicas.

Finalmente, se presentó una introducción a la teoría de procesos estocásticos
[18, 27]. También se derivó la forma general de una ecuación tipo Fokker-Planck
para la distribución de probabilidad. Este estudio permitirá implementar un mo-
delo sencillo para la formación de una vesícula esférica a partir de una membrana
plana. Sin embargo, esto ya es “harina de otro costal ”.
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Parte II

Formación espontánea de
vesículas
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Capítulo 5

Formación de vesículas
esféricas

Las vesículas de fosfolípido están siendo ampliamente utilizadas como siste-
mas modelo para estudiar las características dinámicas y estructurales de muchos
procesos celulares. El método más usual de preparar suspensiones de vesículas
lipídicas es mediante hidratación de una película seca de fosfolípido, resultando
en una población de vesículas multilamelares con una gran polidispersidad de
tamaños y formas [28, 29]. Por otro lado, la formación de vesículas unilamela-
res usualmente involucra una estructura intermedia en forma de bicapa plana,
inestable debido a la exposición de sus bordes. Además, es posible preparar
una variedad de vesículas esféricas gigantes unilamelares cuando la película de
fosfolípido es hidratada en presencia de un campo eléctrico alterno [30].

A pesar del amplio trabajo experimental, hasta donde sabemos, no existe
algún modelo teórico sistemático que describa la dinámica de formación de
una vesícula esférica unilamelar a partir de una pequeña membrana plana. Un
modelo como ese podría ser útil para la caracterización y el control del proceso
de formación de la vesícula. En este sentido, hemos implementado un modelo
teórico simple para la formación de vesículas esféricas a partir de una membrana
plana.

Después de estudiar la energía libre de Helfrich, ciertos conceptos de geo-
metría diferencial y asumiendo que la rigidez de la membrana y la tensión de
borde son las contribuciones principales, observamos que es posible calcular
el costo de energía libre para la formación de la vesícula y, entonces, usando
esta energía libre y las reglas de la termodinámica mesoscópica de no-equilibrio
(MNET) [18, 27] derivamos una ecuación de Fokker-Planck para la distribución de
probabilidad que describe la dinámica de formación de las vesículas. Este trabajo
dio lugar a la publicación de un artículo en el “Journal of Biological Physics” [31].

La estructura de la segunda parte de esta tesis consiste de dos capítulos.
El presente capítulo contiene la derivación de la expresión para el costo de la
energía, necesaria para formar una vesícula esférica; así como la formulación y
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Formación espontánea, δ > 4 t

Membrana plana

θ

Vesícula esférica

Figura 5.1: Representación esquemática de una vesícula esférica en formación a partir de una

membrana plana.

resultados del modelo cinético.
Finalmente, el Capítulo 6 contiene las principales conclusiones y perspectivas

derivadas del modelo presentado en esta segunda parte.

5.1. Modelo

En esta sección formulamos un modelo simple para la energía libre asociada
con una membrana de fosfolípido en el proceso de pasar de una membrana plana
a una vesícula esférica. Para lograr tal objetivo suponemos que, en cada paso del
proceso, la membrana adopta la forma de un tazón esférico, como se muestra
en la Figura 5.1. En este proceso, nosotros consideramos la competencia de dos
energías: una (FB) asociada con la curvatura de la membrana que favorece a las
membranas planas y otra (Fl) debida al contorno de la membrana que favorece
a las vesículas esféricas.

De acuerdo a la bien establecida teoría de Helfrich (ver Sección 2) la energía
libre de curvatura por unidad de área asociada con una deformación local de la
membrana está dada por [10, 12, 13]:

fB = 2κ (H − c0)2 + κ̄K. (5.1)

En nuestro modelo de tazón ambas curvaturas principales (ver Sección 2) son
identicas e iguales al inverso del radio r de la vesícula: c1 = c2 = 1/r. Por otra
parte, debido a que estamos interesados en bicapas homogéneas, asumimos que
c0 = 0. Bajo estas dos condiciones la energía libre de curvatura se simplifica
como:

FB = A
κb
r2
, (5.2)
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donde κb ≡ 2κ+κ̄ y A es el área de la membrana, la cual se supondrá constante.
La energía libre de contorno, por su parte, tiene la forma simple

Fl = γl, (5.3)

donde γ es la tensión del borde y l la longitud del contorno. La energía total es
la suma de estas contribuciones: F = FB + Fl.

Las ecuaciones (5.2) y (5.3) pueden ser reescritas en términos de un solo
parámetro (en este caso el ángulo θ ilustrado en la Figura 5.1) debido a que el
área del tazón es A = 2πr2(1 + cos θ) y la longitud del contorno está dada por
l = 2πr sen θ. Esto inmediatamente nos lleva a que

F (θ) = 2πκb [1 + cos θ] + γ
√

2Aπ
sen θ√

1 + cos θ
.

Finalmente, usando la relación sen θ/(1 + cos θ)1/2 =
√

2 sen (θ/2) se llega a
la siguiente relación (adimensionalizada por conveniencia) para la energía libre

F̃ (θ) =
F (θ)

2πκb
= 1 + cos θ + δ sen

(
θ

2

)
, (5.4)

donde δ =

√
A

π

γ

κb
.

Es claro que el parámetro δ en la ecuación (5.4) contiene la información
que determina cuando la forma plana de la membrana es termodinámicamente
estable o cuando lo es la forma esférica. Para obtener esta información calcula-
mos los extremos de la relación (5.4). Primero, observe que la derivada de F̃ (θ)
respecto de θ,

dF̃ (θ)

dθ
= − sen θ +

δ

2
cos

(
θ

2

)
, (5.5)

puede escribirse como:

dF̃ (θ)

dθ
= −2 sen

(
θ

2

)
cos

(
θ

2

)
+
δ

2
cos

(
θ

2

)
. (5.6)

De donde se observa que θ∗ = 2 arc sen δ/4 y θπ = π son dos extremos de
F̃ (θ) en el intervalo [0, π]. Note, sin embargo, que θ∗ = 2 arc sen δ/4 sólo tiene
sentido cuando δ ≤ 4.

Por otro lado, la segunda derivada de F̃ (θ) respecto de θ (según (5.5)),

d2F̃ (θ)

dθ2
= − cos θ − δ

4
sen

(
θ

2

)
, (5.7)
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nos permite concluir que en θπ = π,

d2F̃ (π)

dθ2
= 1− δ

4
=

{
> 0 si δ < 4
< 0 si δ > 4

}
,

F̃ (θ) tiene un mínimo en θπ = π si δ < 4 y un máximo si δ > 4. Además, según
(5.6), también podemos escribir

d2F̃ (θ)

dθ2
= −1 + 2 sen2

(
θ

2

)
− δ

4
sen

(
θ

2

)
. (5.8)

Por lo tanto, al evaluar en θ∗ = 2 arc sen δ/4 tenemos que

d2F̃ (θ∗)

dθ2
= −1 +

δ2

16
< 0 si δ < 4

es decir, F̃ (θ) presenta un máximo en θ∗ = 2 arc sen δ/4 si δ < 4.
Finalmente, observemos que F̃ (θ) también tiene un extremo en θ0 = 0. En

concreto, F̃ (θ) tiene un mínimo absoluto en θ0 cuando δ es mayor que 2 y un
mínimo relativo cuando 0 < δ < 2.

Con el análisis anterior es posible identificar los siguientes tres regímenes
(ilustrados en la Figura 5.2) en función del parámetro δ:

1. Para δ < 2, es decir, cuando la tensión lineal es pequeña comparada con
la constante de curvatura κb, la energía libre tiene un mínimo absoluto en
θ = π que favorece la forma plana de una membrana.

2. Para 2 < δ < 4, existe una competencia entre las fuerzas de contorno y
curvatura. Note que la energía libre tiene un mínimo absoluto en θ = 0
que favorece a vesículas esféricas cerradas (ver Figura 5.2). Sin embargo,
ésta presenta una barrera de energía, centrada en θ∗ = 2 arc sen (δ/4),
que hace más lenta la transición desde membranas planas hasta vesículas.

La altura de la barrera, o diferencia de energía libre respecto a una
membrana plana, puede calcularse restando la energía libre en θ∗ =
2 arc sen δ/4 y en θ∗ = π. Para hacer la resta fácilmente primero ob-
servemos que (5.4) puede reescribirse como:

F̃ (θ) = 2− 2 sen2

(
θ

2

)
+ δ sen

(
θ

2

)
,

con lo cual F̃ (θ∗) = 2 + δ2

8
y como F̃ (π) = δ; es decir, la altura de la

barrera es:

∆F̃ (θ) = F̃ (θ∗)− F̃ (π) =
1

8
(4− δ)2. (5.9)
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Membranas planasVesículas

Figura 5.2: Energía libre adimensional como una función de θ para δ =0.1, 0.6, 1.8, 2.5 y 4.1.

3. Para δ > 4 la barrera de energía desaparece y las vesículas esféricas
cerradas se foman de manera espontánea.

Para finalizar esta sección, estimaremos los posibles valores para δ en sis-
temas reales. El rango típico de los valores experimentales para el módulo de
curvatura media, en bicapas de fosfolípido, es κ ∼ 5 − 25kBT , mientras que
para bicapas formadas por copolímeros de bloques es del orden de κ ∼ 40kBT
[32, 33]. El módulo de curvatura gaussiana está relacionado con el módulo de
curvatura media, según [32, 33], por κ̄ = −aκ donde a ∼ 1 o menor. Por
lo tanto, κb ∼ 5 − 25kBT . Por otro lado, la tensión lineal es del orden de
γ ∼ 1 − 2kBT [32, 33]. Para ser específicos vamos a suponer que κb ∼ 25kBT
y γ ∼ 1kBT , lo que conduce a un radio mínimo para las vesículas del orden de
rmin ≈ κb/γ ≈ 25nm (correspondiente a δ = 2). Observe que para radios en el
intervalo de 25 a 50nm hay una barrera de energía que debe ser superada para
formar vesículas, mientras que para radios mayores que 50nm las vesículas se
formarán de manera espontánea.

5.2. Dinámica de la formación

La energía libre dada en (5.4) puede ser interpretada como el costo necesario
de energía para formar una vesícula. Utilizando dicha energía es posible derivar
una ecuación tipo Fokker-Planck (ver Sección 3.2 y Apéndice B) para la función
de distribución de probabilidad. La función de distribución describe el estado
de la membrana caracterizado por θ en el instante de tiempo t . Esta función de
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distribución de probabilidad está normalizada y, por lo tanto (siguiendo el mismo
razonamiento que hicimos en la Sección 3.2 para llegar a (3.16)), considerando que
en este caso el único grado de libertad es el ángulo θ y utilizando la expresión
(5.4) para la energía, tenemos que

∂P

∂t
= α

∂

∂θ

{
2πκb

[
− sen θ +

δ

2
cos

(
θ

2

)]
P + kBT

∂P

∂θ

}
. (5.10)

Aquí, α es un coeficiente de Onsager [18]. La relación (5.10) es la ecuación de
Fokker-Planck que gobierna la evolución en el tiempo de la distribución de pro-
babilidad durante la formación de las vesículas. Dicha expresión contiene un
término de arrastre caracterizado por la fuerza −∂F/∂θ y un término de difu-
sión caracterizado por el coeficiente de difusión D = αkBT . Particularmente, α
juega un papel similar al coeficiente de fricción o al coeficiente de movilidad en
un movimiento browniano. En este caso, α se puede expresar como el parámetro
que caracteriza la viscosidad o las fuerzas de fricción ejercidas sobre la membra-
na por el solvente, incluyendo la fricción entre las bicapas [34]. Para estar seguros
de que P (θ, t) permanecerá confinada en el intervalo 0 < θ < π, las condicio-
nes iniciales pueden ser escritas en la forma P (θ, t) = [H(θ)−H(π − θ)]P0(θ)
donde H(θ) es la función de Heaviside.

5.2.1. Formación de vesículas en presencia de barre-
ras de energía

La ecuación de Fokker-Planck puede ser usada para calcular los ritmos de
transición, rp, de membranas planas a vesículas esféricas (y para el proceso
inverso, rv) en el régimen donde la barrera de energía controla la dinámica, es
decir, para valores de δ en el intervalo (2, 4). Este objetivo puede ser alcanzado
siguiendo los métodos usuales en procesos activados (discutidos en la Sección
3.3).

Para estimar la velocidad de transición en el estado estacionario, suponemos
que inicialmente todas las vesículas del ensamble están en el estado de membra-
nas planas. Debido a la presencia de la barrera, la velocidad de transición será
lenta y podemos, por lo tanto, suponer un estado estacionario en el cual, en
todo instante de tiempo, el número de membranas planas es mucho mayor que
el número de vesículas esféricas.

En dicho estado estacionario la corriente neta,

J = −α
{

2πκb

[
− sen θ +

δ

2
cos

(
θ

2

)]
P + kBT

∂P

∂θ

}
, (5.11)

obtenida de la ecuación de Fokker-Planck (5.10), es una constante en el espacio θ.
Entonces, el ritmo de transición rp está definido (ver Sección 3.3) por rp = J/Np,
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donde Np es el número total de membranas planas, que puede ser calculado
integrando la función de distribución estacionaria Pe(θ) desde θ∗ = 2 arc sen δ/4
hasta θπ = π [23].

Una expresión para J y Np puede obtenerse expandiendo en serie de Taylor,
a segundo orden en θ, la energía libre F (θ) alrededor de su máximo en θ∗ y su
mínimo en θπ = π. Este proceso conduce a las expresiones:

Fmáx(θ) ' πκb
4

(
16 + δ2

)
− πκb

16

(
16− δ2

)
(θ − θ∗)2 (5.12)

Fπ(θ) ' 2πκbδ +
πκb
4

(4− δ) (θ − π)2 . (5.13)

Cosiderando un ensamble de membranas independientes, el número total de
membranas casi planas puede calcularse considerando que la barrera energética
es mucho mayor que la energía térmica, es decir aproximando el sistema como
un estado estacionario. Así, según (3.27) de la Sección 3.3, tenemos:

Np =

∫ π

θ∗
ρπ exp

[
−F (θ)

kBT

]
exp

[
Fπ(π)

kBT

]
dθ

≈ 1

2

∫ ∞
−∞

ρπ exp

[
−Fπ(θ)

kBT

]
exp

[
Fπ(π)

kBT

]
dθ

=
ρπ
2

∫ ∞
−∞

exp

[
− πκb

4kBT
(4− δ) (θ − π)2

]
dθ

≡ ρπ
2

∫ ∞
−∞

exp
(
−γz2

)
dz

donde γ ≡ πκb
4kBT

(4− δ), z ≡ θ − π y ρπ = P (π).

Por lo tanto,

Np =
ρπ
2

√
4kBT

κb(4− δ)
. (5.14)

La corriente de probabilidad, por su parte, se puede calcular usando la re-
lación (3.24) de la Sección 3.3 y la aproximación F (θ) = Fmáx(θ) alrededor del
máximo de la barrera, es decir,

J = Dρπ exp

[
Fπ(π)

kBT

]
÷
∫ 0

π

exp

[
F (θ)

kBT

]
dθ

≈ −Dρπ exp

[
Fπ(π)

kBT

]
÷
∫ ∞
−∞

exp

[
Fmáx(θ)

kBT

]
dθ

= −Dρπ exp

[
2πκbδ

kBT

]
exp

[
− πκb

4kBT
(16 + δ2)

]
÷
∫ ∞
−∞

exp
[
−ξζ2

]
dζ
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donde ξ ≡ πκb
16kBT

(16− δ2) y ζ ≡ θ − θ∗.
Realizando la integral gaussiana e introduciendo la relación de fluctuación-

disipación D = kBTα tenemos que

J = −kBTαρπ
√

κb
16kBT

(16− δ2) exp

[
− πκb

4kBT
(4− δ)2

]
. (5.15)

Entonces, de (5.14) y (5.15), el ritmo de transición rp de membranas planas a
vesículas esféricas está dado por:

rp =

kBTαρπ

√
κb

16kBT
(16− δ2) exp

[
− πκb

4kBT
(4− δ)2

]
ρπ
2

√
4kBT

κb(4− δ)

es decir,

rp =
ακb
4

(4− δ)
√

4 + δ exp

[
− πκb

4kBT
(4− δ)2

]
. (5.16)

Esta expresión es válida siempre y cuando la barrera energética sea mucho mayor
que la energía térmica por lo que, de acuerdo con la ecuación (5.9), es necesario

satisfacer la condición δ < 4−
√

4kBT
πκb

. Cuando esta condición no es satisfecha

la formación de vesículas podría ser analizada como un proceso de transporte.
En la Figura 5.3, se muestra rp como una función de δ para diferentes valores de
κb/kBT .

Para calcular el ritmo rv del proceso inverso, es decir cuando la condición
inicial es tal que el número de vesículas es mucho mayor que el número de
membranas planas, primero aproximamos la energía libre alrededor del mínimo
local en θ = 0, obteniendo

F0 ≈
πκb
4

(16 + δ2)− πκb
(
θ − δ

2

)2

. (5.17)

Observe que el término cuadrático en la aproximación de la energía libre es
negativo. Así, cuando evaluamos el número de vesículas Nv alrededor de este
mínimo, obtenemos

Nv =

∫ θ∗

0

ρ0exp

[
−F0(θ)

kBT

]
exp

[
F0(0)

kBT

]
dθ

≈ ρ0 exp

[
− πκb

4kBT
δ2

] ∫ δ
2

0

exp

[
πκb
kBT

(
θ − δ

2

)2
]
dθ, (5.18)
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donde ρ0dθ es el número de membranas entre 0 y dθ. En este caso, la integración

del factor de Boltzmann, exp
[
−F0(θ)

kBT

]
, debe ser evaluado entre el mínimo y la

posición del máximo en θ∗. Por simplicidad, se ha aproximado θ∗ a primer orden
en δ; es decir, θ ∼ δ

2
. La integral en (5.18) puede realizarse haciendo el cambio

de variable t =
√

πκb
kBT

(
θ − δ

2

)
. Con esto, se tiene que

Nv = ρ0 exp

[
− πκb

4kBT
δ2

]√
kBT

πκb

∫ 0

−
√

πκb
kBT

δ
2

exp (t)2dt.

Finalmente, usando la definición de función error imaginaria, se llega a

Nv = ρ0

√
kBT

4κb
exp

[
− πκb

4kBT
δ2

]
Erfi

[√
πκb
kBT

δ

2

]
. (5.19)

En este caso, la corriente, J es:

J = Dρ0 exp

[
F0(0)

kBT

]
÷
∫ π

0

exp

[
F (θ)

kBT

]
dθ

≈ Dρ0 exp

[
F0(0)

kBT

]
÷
∫ ∞
−∞

exp

[
Fmáx(θ)

kBT

]
dθ

= Dρ0 exp

[
4πκb
kBT

]
exp

[
− πκb

4kBT
(16 + δ2)

]
÷
∫ ∞
−∞

exp
[
−ξζ2

]
dζ.

Por lo tanto,

J = kBTαρ0

√
κb

16kBT
(16− δ2) exp

[
− πκb

4kBT
δ2

]
. (5.20)

Finalmente, usando (5.19) y (5.20), el valor estimado para el ritmo de transición
rv de vesículas esféricas a membranas planas es de la forma:

rv =

kBTαρ0

√
κb

16kBT
(16− δ2) exp

[
− πκb

4kBT
δ2

]
ρ0

√
kBT

4κb
exp

[
− πκb

4kBT
δ2

]
Erfi

[√
πκb
kBT

δ

2

]
que inmediatamente nos lleva a

rv =
ακb
2

√
16− δ2

Erfi

[
δ

2

√
πκb
kBT

] . (5.21)
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Figura 5.3: a) ritmo de transición rp, adimensional, como una función de δ para distintos valores

de a = 2πκb

kBT
= 2, 15, 25, 50 a temperatura ambiente. La línea vertical indica el límite de validez

donde es válida la aproximación de procesos activados. b) ritmo de transición rv , adimensional,

como una función de δ para distintos valores de a = 2, 15, 25, 50 a termperatura ambiente.
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En la Figura 5.3, se muestra el comportamiento de rv como una función
de δ para diferentes valores de a = 2πκb

kBT
. Para un valor dado de a, el ritmo

de transición crece a medida que la barrera de energía decrece. Para un valor
dado de δ, el ritmo de transición depende del valor relativo de la energía de
curvatura con respecto a la energía térmica, a. Para una temperatura constante
T , el decremento del módulo de curvatura favorece la formación de vesículas
asociado con el incremento de rv. Es interesante notar que la ley de Arrhenius
[ver (5.16)] es una consecuencia de dos ingredientes: (1) la suposición de una
ley lineal (entre la corriente de probabilidad y la fuerza conjugada), que implica
un proceso no lejos del equilibrio, y (2) el hecho que el mínimo del potencial
sea un extremo. Esta segunda condición no es satisfecha en el caso de (5.21),
que claramente no es una ley tipo Arrhenius. El comportamiento puede también
surgir como una consecuencia de otros mecanismos; ver, por ejemplo, [35, 36].

5.2.2. Formación de vesículas como un proceso de
transporte

Para valores de δ mayores que 4, el mínimo absoluto de la energía aparece
en θ = 0 (correspondiendo a vesículas esféricas) sin la presencia de barreras de
energía. Por lo tanto, en este caso, la dinámica puede ser analizada como un
proceso de transporte.

Una manera simple de hacer esto es despreciar las fluctuaciones térmicas de
manera que la función de distribución pueda ser aproximada como una función
delta de Dirac P (θ, t) = δ[θ− θ(t)] [17]. En este caso, después de multiplicar por
θ e integrar sobre todo el espacio θ, la ecuación (5.10) se reduce a la ecuación
dinámica

d

dτ
θ(τ) = −δ

2
cos

(
θ

2

)
+ sin (θ) , (5.22)

donde hemos definido el tiempo adimensional τ = 2πακbt. Dado que esta ecua-
ción no puede resolverse analíticamente, la hemos resuelto de forma numérica
usando el método de Runge-Kutta. La solución (círculos abiertos con lineas) co-
mo una función de τ para tres valores distintos de δ se muestra en la Figura
5.4. Como condición inicial usamos θ(0) = 3,14 puesto que este valor represen-
ta una aproximación a una membrana plana con pequeñas perturbaciones que
permiten a la membrana regresar a su estado de equilibrio (vesícula cerrada).

La Figura 5.4 claramente muestra que durante gran parte de la evolución
temporal el valor de θ es cercano a π. Por lo tanto, uno puede aproximar la
ecuación (5.22) alrededor de θ = π a primer orden en su expasión en serie.
Usando la misma condición inicial esta ecuación nos lleva a que θ(τ) ∼ π −
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Figura 5.4: El ángulo θ como una función del tiempo adimensional τ = 2πκbαt para los

siguientes valores de δ: 15, 25 y 60 obtenido resolviendo numéricamente la ecuación (5.22). Los

círculos sólidos representan una solución analítica, dada en el texto para δ = 15. El recuadro

muestra una gráfica log− log para el tiempo de formación de una vesícula, τc contra δ para δ =

10, 15, 25, 60, 400. La pendiente de la línea recta es ∼ −1,07.

0,0016 exp[(δ − 4)τ/4]. Esta solución es representada en la Figura 5.4 por los
círculos sólidos. Como puede verse en la figura, ésta contituye una excelente
aproximación para cualquier tiempo.

Para valores grandes de δ, esta aproximación permite estimar el tiempo
característico, tc, de la formación de vesículas, el cual está dado por tc =

2/(πκb α δ) = 2/
(√

πAα γ
)
. El recuadro de la Figura 5.4 muestra que la depen-

dencia de log(τc) como función de log(δ) es lineal con la la pendiente cercana
a −1.

Notamos ahora que el coeficiente de Onsager, α, es una movilidad que de-
pende de la viscosidad dinámica del solvente η y el área de la membrana A.
Puesto que α−1 tiene dimensiones de energía multiplicada por tiempo, éste de-
be depender de la combinación α−1 ∼ ηA3/2, lo que nos lleva a

tc ∼
2√
π

ηA

γ
. (5.23)

Esta relación predice que el tiempo de formación está dado por la razón entre la
fuerza de fricción ∼ ηA ejercida por el solvente sobre la membrana y la fuerza
de la tensión lineal γ en el contorno de la membrana.
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Figura 5.5: Distribución de probabilidad P como función del ángulo y el tiempo adimensional

τ obtenido numéricamente al resolver la ecuación (5.10) con una condición inicial dada por

una distribución gaussiana centrada en θ = π. A tiempos cortos (τ < 1) la difusión domina

la distribución dispersa. Para tiempos largos (τ > 1) la tensión de borde es dominante y la

distribución se estrecha cerca de θ = 0.

Para valores típicos del área A ∼ 105nm2, la viscosidad dinámica del solvente
η ∼ 10−3Pa s y la tensión lineal γ ∼ 1− 2kBT/nm, uno obtiene que el tiempo
de formación característico es del orden de tc ' 1ms.

Finalmente, resolvemos numéricamente la ecuación (5.10) para estudiar los
efectos de las fuctuaciones térmicas. Para tal efecto, nosotros tomamos δ = 5 y
kBT/2πκb = 1. Como condición inicial suponemos una distribución gaussiana
centrada en θ = π. En tiempos cortos (τ < 1) la difusión domina la distribución
dispersa, mientras que para tiempos largos (τ > 1) la tensión de borde es
dominante y la distribución se estrecha cerca de θ = 0. Estos resultados son
mostrados en la Figura 5.5.
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Capítulo 6

Conclusiones

En esta segunda parte se propuso una expresión para la energía libre que
describe la formación de vesículas esféricas a partir de membranas planas. Es-
ta energía depende de una sola variable de estado (ángulo θ) y contiene dos
parámetros físicos relacionados con la rigidez de la membrana y de la tensión
del borde. Las propiedades de equilibrio de esta energía depende de la razón,
δ =

√
A/πγ/κb, entre la energía de contorno y la energía de curvatura de Hel-

frich. Cuando 2 < δ < 4 la energía libre presenta una barrera energética que
desaparece para valores grandes de δ.

Usando las reglas de la termodinámica mesoscópica de no equilibrio y la
información de equilibrio, se ha derivado una ecuación tipo Fokker-Planck para la
distribución de probabilidad. Dicha ecuación describe la dinámica de formación.

Se han analizado dos casos: i) La formación en presencia de barreras (δ < 4)
y ii) la formación como un proceso de transporte (δ > 4).

En el primer caso se derivaron expresiones para los ritmos de transición
durante la formación de vesículas a partir de membranas planas (rp) y viceversa
(rv). La expresión para rp sigue una ley de Arrhenius [ver ecuación (5.16)] y es una
función creciente de δ. El ritmo del proceso inverso rv tiene una dependencia
inusual en la temperatura [ver ecuación (5.21)] debido a que el mínimo de la
energía libre en θ = 0 (vesículas) no es un extremo. Además, se encontró que
rv/rp es en varios ordenes de magnitud menor que uno, implicando que la tran-
sición de vesículas esféricas a membranas planas es un proceso muy improbable
incluso cuando la energía libre lo favorece.

En el segundo caso, el mínimo de la energía libre corresponde a vesículas es-
féricas y puede ser analizado mediante una ecuación determinista para el ángulo,
como función del tiempo, luego de despreciar los efectos de las fluctuaciones
térmicas. Una expresión analítica, que es una excelente aproximación de la so-
lución numérica, permite estimar el tiempo característico de formación de las
vesículas tc que es proporcional al área de la membrana y a la viscosidad del sol-
vente, e inversamente proporcional a la tensión del borde γ, ver ecuación (5.23).
Para valores típicos de membranas de fosfolípido con dimensiones ∼ 100nm, se
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obtiene que tc ∼ 1ms.
Estos resultados sugieren que en experimentos típicos que involucran medi-

das basadas en videos, la dinámica de formación de vesículas está dominada por
un proceso de transporte, mientras que en el caso de simulaciones numéricas,
donde los sistemas estudiados son pequeños, la presencia de barreras de energía
podría ser fundamental para la dinámica.

Todos los resultados presentados en esta segunda parte forman parte de un
trabajo publicado en el “Journal of Biological Physics” [31].

El modelo desarrollado hasta ahora está limitado a una geometría esférica
pero puede ser extendido a geometrías más complicadas, particularmente a ve-
sículas elipsoidales y a combinaciones de elipsoides y cilindros, lo que permitiría
entender bajo qué condiciones se forman vesículas de diferentes morfologías.

Más aún, creemos que este modelo puede aplicarse al estudio de la dinámica
de aparición y desaparición de poros transitorios en membranas. El entendi-
miento de la dinámica de los poros transitorios permitirá conocer más sobre el
transporte a través de membranas biológicas, lo cual es un ingrediente clave en
el desarrollo de nuevas tecnologías como la terapia génica [37], que requiere de
transporte de fragmentos de ADN a través de células y membranas del núcleo
celular. Además, puede ser de gran utilidad en el desarrollo de sistemas de libe-
ración controlada, dirigidos a células específicas del organismo [38]-[41]. Asimismo
puede arrojar luz sobre el mecanismo de formación de poros en las membranas
de las bacterias causados por péptidos antimicrobianos.

Actualmente, estamos intentado contrastar las predicciones de nuestro mo-
delo con datos experimentales que han sido reportados en la literatura de la
dinámica de poros transitorios inducidos por tensión y observados mediante
microscopía de fluorescencia [42, 43].
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Simulación de membranas
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Capítulo 7

Aspectos teóricos del
algoritmo FSBD

Muchos problemas interesantes en biofísica de membranas, biología celular y
bioquímica, involucran escalas de longitud y tiempo completamente inaccesibles
a la simulación con dinámica molecular. Más aún, se cree que pasarán varios
años antes de que los modelos totalmente atómicos se conviertan en instrumen-
tos viables para estudiar bicapas lipídicas a escalas de micras y milisegundos,
necesarias para observar el comportamiento a escala celular [44]. Los recientes
progresos en el desarrollo de modelos de grano grueso presentan un futuro más
optimista para la simulación molecular de biomembranas y materiales relaciona-
dos [45]. Sin embargo, estos métodos están aún lejos de ser computacionalmente
viables para el uso práctico, en el estudio de bicapas lipídicas, a escalas de longi-
tud superior a decenas de nanómetros y escalas de tiempo superior a cientos de
nanosegundos. Por tal motivo, los modelos elásticos representan el único medio
teórico-computacional actualmente viable para el estudio de biomembranas y
bicapas lipídicas a una escala mayor tanto de longitud como de tiempo.

En años recientes se ha formulado un algoritmo de dinámica browniana en
el espacio de Fourier (FSBD) [46] basado en una ecuación tipo Langevin, en el
régimen sobreamortiguado, para los desplazamientos perpendiculares de una
membrana elástica con hamiltoniano de Helfrich [10]. Esta técnica de simulación
ha permitido el cálculo de propiedades dinámicas como son las funciones de co-
rrelación temporal y espacial de los desplazamientos en la membrana fluctuante,
entre otras cosas con el propósito de estudiar la interacción de la membrana con
el citoesqueleto [46].

Para dar una idea sobre la importancia de las funciones de correlación pense-
mos en un experimento simple. Supongamos que una fuerza pequeña es aplicada
en un punto de la membrana. Como consecuencia surge una perturbación, so-
bre la membrana, ya sea en su forma o en la densidad de carga. Cuando uno
desea calcular el promedio de la ondulación y la densidad de carga promedio
experimentada por la membrana lejos del punto de aplicación debe calcular las
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funciones de correlación estáticas de la ondulación y densidad de carga, res-
pectivamente. Si la fuerza aplicada es eliminada en cierto período de tiempo,
la ondulación promedio y densidad de carga en tiempos posteriores están da-
dos por su dinámica; es decir, por sus funciones de correlación dependientes
del tiempo. Más aún, las funciones de correlación de la densidad de lípidos o
cantidades relacionadas, tales como los factores de estructura y las ondulaciones
cuadráticas medias, pueden ser contrastadas con resultados obtenidos mediante
experimentos de dispersión [47] y espectroscopía [48].

Debido a la importancia de las funciones de correlación, en esta última parte
esbozaremos un algoritmo simple basado en resultados existentes en la literatura
[46] que permiten la implementación de simulaciones con FSBD de membranas
modelo sin carga y sin tensión. Sin embargo, el algoritmo que se presentará es
un modelo extendido a otros casos sencillos (membranas cargadas y tensadas).
Dicho algoritmo nos permitirá cuantificar el comportamiento temporal de las
correlaciones de altura en la membrana respecto a un plano de referencia y
visualizar la evolución temporal de su forma.

El presente capítulo está dedicado a la teoría básica que describe la dinámica
de las membranas en un régimen de respuesta lineal. En particular, dedicamos
este espacio para escribir las ideas necesarias en la implementación del algorit-
mo, dejando para el siguiente capítulo la implementación y la presentación de
los resultados.

7.1. Energía en el espacio de Fourier

El objetivo de esta sección es transformar la expresión de la enegía libre
de Helfrich, o hamiltoniano de Helfrich, del espacio real al espacio de Fourier.
Para conseguir este objetivo consideramos una membrana plana ondulante cuya
forma puede especificarse por una altura local h(~r) en función de la posición ~r
en el plano XY . Es decir, la membrana puede caracterizarse por la parametriza-
ción de Monge. Dicha parametrización nos fuerza a considerar la restricción de
membranas con bordes fijos, por lo tanto la teoría que desarrollaremos es válida
sólo para este caso.

Como ya vimos en la Sección 2.4 el hamiltoniano de Helfrich puede escribirse
en la forma:

βH =

∫
d~r

{
βκ

2

[
∇2h(~r)

]2
+
βσ

2
[∇h(~r)]2

}
+ βHi [h(~r)] (7.1)

donde el primer término representa la energía elástica y el segundo término la
energía debida a la tensión superficial y donde β = 1

kBT
. Aquí, además, hemos

agregado un tercer término que incluye otros tipos de energías de interacción.
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En la literatura se encuentran estudios donde los lípidos cargados que forman
la membrana se están difundiendo lateralmente, de tal manera que la densidad de
carga superficial no es uniforme a lo largo de la membrana [49]. Sin embargo, por
simplicidad, en la presente discusión sólo consideramos una densidad constante
de carga superficial (σc). En este marco, al costo de energía elástica, debida a las
fluctuaciones, se le agrega el término adicional

lB
2

∫
d2~rd2~r′

σ2
c

|~w − ~w′|
.

Dicho término es la suma de las interacciones coulombianas entre dos cargas
localizadas en las posiciones ~w = [~r, h(~r)] y ~w′ = [~r′, h(~r′)] sobre la superficie
ondulante. lB = e2/εkBT es la longitud de Bjerrum para la cual la energía
electrostática es comparable a la energía térmica en un medio de constante
dieléctrica ε.

Sustituyendo el término anterior en la expresión (7.1), el hamiltoniano de
Helfrich toma la forma [50, 51]:

βH =
lB
2
σ2
c

∫
d2~rd2~r′

|~w − ~w′|

+

∫
d2~r

{
βκ

2

[
∇2h(~r)

]2
+
βσ

2
[∇h(~r)]2

}
. (7.2)

Asumiendo pequeñas ondulaciones, esta última ecuación puede reescribirse
en función de los modos de Fourier para la altura, h~q. Para realizar esto, como
en la Sección 2.4, definimos

h(~r) =
1

L

∑
~q

exp {−i~q · ~r}h~q (7.3)

donde L es el tamaño de la membrana. Además, cada componente de ~q, qx y qy ,
toma N valores discretos 2nπ/L donde los números enteros n están definidos
desde −N/2 hasta N/2. Aquí N = L/l, donde l es una longitud microscópica
del orden del diámetro efectivo de los grupos polares en las moléculas anfifílicas.
Esto último es debido a que los modos correspondientes a longitudes de onda
menores que l no tienen sentido físico.

Con la definición anterior los términos de la expresión (7.2) pueden transfor-
marse como sigue:

1. Primero; como

1

|~w − ~w′|
=

{∣∣∣~r − ~r′∣∣∣2 +
[
h(~r)− h(~r′)

]2
}− 1

2

,
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donde
∣∣∣~r − ~r′∣∣∣2 es un término constante y la variación de

[
h(~r)− h(~r′)

]
es pequeña, el cociente puede expandirse en serie de Taylor en la forma
[A+X]−1/2 ≈ A−1/2 − X/(2A3/2), válido para X � A, y reescribirse
como:

1

|~w − ~w′|
≈ 1∣∣∣~r − ~r′∣∣∣ −

[
h(~r)− h(~r′)

]2

2
∣∣∣~r − ~r′∣∣∣3 .

Puesto que el primer término en la expansión anterior es constante en
el tiempo, puede considerarse sólo el segundo término para calcular la
energía electrostática, lo que nos lleva a la siguiente expresión para dicha
energía

Iel = − lBσ
2
c

2

∫
d2~rd2~r′

[
h2(~r)− h(~r)h(~r′)

]
∣∣∣~r − ~r′∣∣∣3 .

(donde se utilizó que ~r y ~r′ son indices mudos) o equivalentemente,

Iel = − lBσ
2
c

2


∫
d2~rd2~r′

h2(~r)∣∣∣~r − ~r′∣∣∣3 −
∫
d2~rd2~r′

h(~r)h(~r′)∣∣∣~r − ~r′∣∣∣3
 . (7.4)

La primer integral en (7.4) puede reescribirse de la siguiente manera en
términos de los modos de Fourier:

A =

∫
d2~rd2~r′

h2(~r)∣∣∣~r − ~r′∣∣∣3
=

1

L2

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2

∫
d2~rd2~r′

exp {−i(~q1 + ~q2) · ~r}
| ~r − ~r′ |3

.

La última igualdad viene de usar la definición (7.3) e intercambiar la suma
por la integral. Luego, reacomodando los términos independientes,

A =
1

L2

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2

∫
d2~r exp {−i(~q1 + ~q2) · ~r}

∫
d2~r′

| ~r − ~r′ |3
.

Ahora, haciendo el cambio de variable ~y = ~r − ~r′ y ~z = ~r, y considerando
el diferencial de área d2~y en coordenadas polares, la expresión anterior
toma la forma:

A =
1

L2

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2

∫
d2~z exp {−i(~q1 + ~q2) · ~z}

∫ L

l

∫ 2π

0

ydydθ

y3
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en la última integral los límites l y L indican que debe sumarse desde
la longitud promedio l de una molécula hasta la longitud total L de la
membrana. Por otro lado, utilizando la equivalencia∫

L×L
d2~x exp {−i~q · ~x} = L2δ~q,0 (7.5)

y además, como h(~r) es real, podemos usar la ecuación (7.3) para ver que
h(~q) = h∗(−~q). Utilizando lo anterior y realizando las integrales involucra-
das obtenemos que:

A = 2π
∑
~q

| h~q |2
{
−1

y

}L
l

y finalmente, puesto que 2π
L
� 2π

l
, se tiene que:

A =
2π

l

∑
~q

| h~q |2. (7.6)

Por otro lado, usando la definición (7.3), puede transformarse la segunda
integral en (7.4) como:

B = −
∫
d2~rd2~r′

h(~r)h(~r′)

| ~r − ~r′ |3

= − 1

L2

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2

∫
d2~rd2~r′

| ~r − ~r′ |3
e{−i~q1·~r}e{−i~q2·~r′}. (7.7)

Para resolver esta última integral, definimos ~s1 ≡ ~r − ~r′ y ~s2 ≡ ~r + ~r′, con
lo cual

e{−i~q1·~r}e{−i~q2·~r′} = exp

{
−i~q1 ·

(
~s1 + ~s2

2

)}
exp

{
−i~q2

(
~s2 − ~s1

2

)}
= exp

{
−i~s2 ·

(
~q1 + ~q2

2

)}
exp

{
−i~s1

(
~q1 − ~q2

2

)}
es decir, la ecuación (7.7) se puede reescribir como:

B = − 1

L2

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2

∫
L×L

d2~s2 exp

{
−i~s2 ·

(
~q1 + ~q2

2

)}
∗∫

L×L

d2~s1

s3
1

exp

{
−i~s1

(
~q1 − ~q2

2

)}
.
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Figura 7.1: Ángulos formados por los vectores ~s1 y ~q.

Observe que las integrales en ésta última igualdad son independientes y,
por lo tanto, pueden resolverse de manera separada. Note también que la
primera integral puede resolverse tomando ~q ≡ ~q1+~q2

2
en la fórmula (7.5).

Es decir, uno tiene que:

B = − 1

L2

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2L
2δ ~q1+~q2

2
,0

∫
L×L

d2~s1

s3
1

exp

{
−i~s1

(
~q1 − ~q2

2

)}
= −

∑
~q

| h~q |2
∫

d2~s1

| s1 |3
exp {−i~s1 · ~q}

= −
∑
~q

| h~q |2
∫ L

l

ds1

s2
1

∫ 2π

0

dθ exp {−is1q cos θ}. (7.8)

La igualdad (7.8) es alcanzada luego de considerar coordenadas polares,
donde el ángulo θ es formado por los vectores ~s1 y ~q, como se ilustra en
la Figura 7.1.

Por otro lado, es posible transformar la integral en la igualdad (7.8) a una
función Bessel de orden cero. Para esto cambiamos el ángulo de referencia
θ por el ángulo α, consideramos el cambio de variable r = qs1 y apelamos
a la equivalencia (ver Ref. [52] pág. 675)

J0(t) =
1

2π

∫ 2π

0

exp {it cos θ}dθ. (7.9)

Es decir, (7.8) toma la forma:

B = −2π
∑
~q

| h~q |2 q
∫ qL

ql

dr

r2
J0(r). (7.10)

Por otro lado, usando el hecho que, (ver Ref. [53] pág. 142, fórmula 24.77)∫
dx

x2
J0(x) = J1(x)− J0(x)

x
−
∫
dxJ0(x)
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la expresión (7.10) puede reescribirse de la siguiente manera

B = −2π
∑
~q

| h~q |2q
[
J1(r)− J0

r
−
∫
J0(r)dr

]qL
ql

. (7.11)

Para evaluar la expresión anterior recordemos que 2π
L
� q � 2π

l
. Entonces,

cuando r → ql (es decir, r es pequeño) podemos aproximar (ver Ref. [53]
pág. 138, fórmulas 24.35, 24.36):

J0(x) ≈ 1− x2

4
+ . . . (7.12)

J1(x) ≈ x

2
− x3

16
+ . . . (7.13)

Así, tomando los términos a primer orden, J0(ql) ≈ 1 y J1(ql) ≈ 0. Por
otra parte, cuando r → qL (es decir, r es grande) [ver Ref. [54] pág. 319]:

Jλ(x) ≈
√

2

πx
cos
[
x− λπ

2
− π

4

]
por lo tanto, J0(qL) = J1(qL) ≈ 0.

Bajo las aproximaciones anteriores, la ecuación (7.11) toma la forma:

B = −2π
∑
~q

| h~q |2q
[

1

ql
−
∫ qL

ql

J0(r)dr

]
.

Ahora, usando (ver Ref. [53] pág. 142, fórmula: 24.89)∫ ∞
0

exp (−ax)J0(bx)dx =
1√

a2 + b2
(7.14)

con a = 0 y b = 1, finalmente tenemos que

B = 2π
∑
~q

| h~q |2
[
q − 1

l

]
. (7.15)

En resumen, juntando los resultados (7.6) y (7.15) en la ecuación (7.4) se
tiene finalmente que

Iel = −πlBσ2
c

∑
~q

| h~q |2 q (7.16)
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2. El segundo término en la relación (7.2),

C ≡
∫
d2~r

{
βκ

2

[
∇2h(~r)

]2
+
βσ

2
[∇h(~r)]2

}
,

se puede transformar con ayuda de (7.3). Es decir, ya que

[∇~rh(~r)]2 = − 1

L2

∑
~q1~q2

h~q1h~q2~q1 · ~q2 exp {−i(~q1 + ~q2) · ~r},

[
∇2
~rh(~r)

]2
=

1

L2

∑
~q1~q2

q2
1q

2
2h~q1h~q2 exp {−i(~q1 + ~q2) · ~r}

entonces,

C =
β

2L2

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2
[
κq2

1q
2
2 − σ (~q1 · ~q2)

] ∫
d2~r exp {−i(~q1 + ~q2) · ~r}

y, por lo tanto, usando (7.5),

C =
β

2

∑
~q

| h~q |2
[
κq4 + σq2

]
. (7.17)

Finalmente, sustituyendo las relaciones (7.16) y (7.17) en el hamiltoniano expre-
sado en (7.2), este se transforma en

βH = −πlBσ2
c

∑
~q

q | h~q |2 +
β

2

∑
~q

| h~q |2
[
κq4 + σq2

]
o equivalentemente,

βH =
1

2

∑
~q

M(q) | h~q |2 (7.18)

donde
M(q) ≡ −2πlBqσ

2
c + β

[
κq4 + σq2

]
. (7.19)

Por otro lado, de acuerdo con el teorema de equipartición de la energía,
1
2
kBT es la energía promedio de cada modo de Fourier. Es decir, el valor medio

de cada término cuadrático independiente en la energía es igual a 1
2
kBT . Dado

que tenemos

〈βH〉 =
1

2

∑
~q

M(q)〈| h~q |2〉,
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inmediatamente nos lleva a que:

〈| h~q |2〉 =
1

M(q)
=

1

−2πlBqσ2
c + β [κq4 + σq2]

. (7.20)

Esto significa que la repulsión coulombiana entre cargas iguales suaviza las mem-
branas y aumenta las ondulaciones de altura. Esta conclusión en apariencia con-
tradice la intuición, así como ciertos resultados experimentales que muestran
que las membranas se vuelven más rígidas cuando están cargadas [55]. Sin em-
bargo, dicha conclusión fue obtenida debido a que en nuestro modelo se está
suponiendo que la “sombra” de la membrana sobre el plano XY (es decir, el
área proyectada sobre dicho plano) no cambia. Es decir, este resultado es válido
sólo para cuando el borde de la membrana está fijo. Bajo estas condiciones,
cuando aumenta la repulsión, como el área proyectada no puede cambiar, las
fluctuaciones aumentan.

También, a partir de la ecuación (7.19) se puede calcular la longitud de onda
crítica qc a la cual la membrana sin tensión se vuelve inestable. Una vez más, los
resultados son válidos sólo cuando la membrana está atada de sus bordes. Esto
es

M(qc) = −2πlBqcσ
2
c + βκq4

c = 0

entonces,

qc =

(
2lBπσ

2
c

βκ

) 1
3

.

Observe que cuando q < qc se cumple M(q) < 0, indicando que la membrana
se vuelve inestable con respecto a las ondulaciones y a una longitud de onda
dada. Más aún, puesto que el límite inferior de q es qmin = 2π/L, la condición
de estabilidad puede ser escrita como:

L < Lc =

(
4βκπ2

lBσ2
c

) 1
3

(7.21)

para σc fija, o de forma similar cuando L es fija se tiene que:

σc < σcritc =

(
4βκπ2

lBL3

) 1
2

. (7.22)

La ecuación para σcritc implica que, debido a la repulsión coulombiana de
cargas iguales, la membrana tiende a ser muy suave cuando el exceso de cargas
se vuelve suficientemente alto. Esto coincide con lo expresado en la Ref. [51]. Sin
embargo, hay que recordar que este resultado es sólo válido para membranas
con bordes fijos, como se mencionó previamente.
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(a) Membrana como un fluido (b) Membrana como una colección de partículas.

Figura 7.2: Membrana modelo líquida, cuasi-plana y fluctuante cuya forma puede especificarse
por una altura local h(~r) como función del vector de posición ~r en el plano XY .

7.2. Ecuación de Langevin para la bicapa

La presente sección está dedicada a deducir una ecuación tipo Langevin que
permita describir la dinámica de una membrana modelo. Esta ecuación será la
columna vertebral del algoritmo FSBD. Además, como las variables dinámicas
en el algoritmo serán las amplitudes de los modos h~q , en el transcurso de la
presente sección, vamos a transformar la ecuación de Langevin al espacio de
Fourier.

Consideremos una membrana modelo con fluctuaciones térmicas cuya forma
puede especificarse por una altura local h(~r), como función de la posición ~r en
el espacio XY (similar a lo que se hizo en la Sección 2.4). Una representación
gráfica se muestra en la Figura 7.2.

Ahora supongamos que la membrana puede caracterizarse por una colección
de N partículas brownianas esféricas, de igual tamaño, inmersas en un fluido
[como se muestra en la Figura 7.2(b)]. Si la colección de partículas es pequeña
comparada con el área de la membrana, la velocidad de cada partícula depende
esencialmente de la fuerza que actua sobre ella y de las fuerzas actuando sobre
las partículas que la rodean. Esto último es debido a que la fuerza actuando sobre
una partícula causa movimiento del fluido a su alrededor y afecta la velocidad
de las otras pertículas.

Bajo las hipótesis discutidas arriba se puede describir la dinámica de la
membrana fluctuante (incluyendo interacciones hidrodinámicas) a través de una
ecuación tipo Langevin:

∂h(~r, t)

∂t
=

∫ ∞
−∞

d~r′Λ(~r − ~r′)
[
F(~r′, t) + ζ(~r′, t)

]
(7.23)
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donde Λ(~r− ~r′) es el tensor de Oseen que describe las interacciones hidrodiná-
micas entre las diferentes partículas que componen la membrana. El tensor de
Oseen relaciona al vector velocidad de una partícula puntual en la posición ~r
en el solvente a una fuerza actuando sobre otra partícula puntual en la posición
~r′. En el Apéndice C se describen las bases de la ecuación (7.23). Por otra parte,
F(~r′, t) es la fuerza directa sobre la membrana (por unidad de área) y ζ(~r′, t) es
una fuerza aleatoria térmica (por unidad de área) o ruido gaussiano que satisfa-
cen la relación de fluctuación-disipación (las cuales pueden verse en la Sección
3.1).

Para transformar la ecuación (7.23) al espacio de Fourier multiplicamos por
(1/L) exp (−i~q · ~r) e integramos respecto a ~r:

1

L

∫
d~re(−i~q·~r)∂h(~r, t)

∂t
=

1

L

∫
d~re(−i~q·~r)

∫
d~r′Λ(~r − ~r′)

[
F(~r′, t) + ζ(~r′, t)

]
Definiendo

h~q =
1

L

∫
d~r exp (−i~q · ~r)h(~r, t) (7.24)

e intercambiando el orden de las integrales, obtenemos que:

∂h~q
∂t

=
1

L

∫
d~r′
∫
d~r exp (−i~q · ~r)Λ(~r − ~r′)

[
F(~r′, t) + ζ(~r′, t)

]
Ahora, usando el cambio de variable ~r0 = ~r − ~r′ es posible escribir:

∂h~q
∂t

=
1

L

∫
d~r′
∫
d~r0 exp (−i~q · [~r0 + ~r′])Λ(~r0)

[
F(~r′, t) + ζ(~r′, t)

]
O de forma equivalente

∂h~q
∂t

= LΛ~q [F~q + ζ~q] , (7.25)

donde

F~q =
1

L

∫
d~r′ exp (−i~q · ~r′)F (~r′, t), (7.26)

ζ~q =
1

L

∫
d~r′ exp (−i~q · ~r′)ζ(~r′, t) (7.27)

y

Λ~q =
1

L

∫
d~r0 exp (−i~q · ~r0)Λ(~r0). (7.28)

En particular el ruido tiene las propiedades:

〈ζ~q(t)〉 = 0 y 〈ζ~q(t)ζ~q′(t
′)〉 = Bδ(t− t′)δ~q,~q′ (7.29)
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Por otra parte, la fuerza por unidad de área en general está dada por

F(~r, t) = −δH[h(~r, t)]

δh(~r, t)

donde H tiene la forma dada en (7.18). Por lo tanto,

F(~r, t) = −1

2

∑
~q

M(q)

β

δ|h~q|2

δh(~r)

=
1

2

∑
~q

M(q)

β

[
δh∗~q
δh(~r)

h~q + h∗~q
δh~q
δh(~r)

]
(7.30)

Con ayuda de (7.24) podemos calcular la variación de h~q de la siguiente
manera:

δh~q
δh(~r)

=
1

L

∫
d~r′ exp (−i~q · ~r′)δh(~r′)

δh(~r)
=

1

L

∫
d~r′ exp (−i~q · ~r′)δ(~r − ~r′)

Así,
δh~q
δh(~r)

=
1

L
exp (−i~q · ~r) (7.31)

y
δh∗~q
δh(~r)

=
1

L
exp (i~q · ~r). (7.32)

Sustituyendo (7.31) y (7.32) en (7.30) tenemos que

F(~r, t) = −1

2

∑
~q

M(q)

β

[
1

L
exp (i~q · ~r)h~q + h∗~q

1

L
exp (−i~q · ~r)

]
.

Multiplicando por (1/L) exp (−i~q · ~r) e integrando sobre ~r, la ecuación anterior
se transfoma en

F~q = − 1

2L2

∑
~q′

M(q′)

β

∫
d~r
[
e(−i[~q−~q′]·~r)h~q′ + h∗~q′e

(−i[~q+~q′]·~r)
]
.

En el lado izquierdo de la ecuación anterior se uso (7.26). Luego con ayuda de
(2.10) llegamos a que:

F~q = −1

2

∑
~q′

M(q′)

β

[
h~q′δ~q,~q′ + h∗~q′δ~q,−~q′

]
= − 1

2β
M(q)

[
h~q + h∗−~q

]
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Por otro lado, como h~q = h∗−~q concluimos que:

F~q = − 1

β
M(q)h~q. (7.33)

Finalmente, sustituyendo (7.33) en (7.25), la ecuación dinámica (7.25) toma la
forma:

∂h~q
∂t

= LΛ~q

[
−M(q)

β
h~q + ζ~q

]
(7.34)

La forma del tensor de Oseen Λ~q puede obtenerse usando la transformada
de Fourier en dos dimensiones de la siguiente forma: Primero, como la fuerza
elástica y el movimiento son principalmente transversales para pequeñas ondu-
laciones, sólo la parte diagonal es importante en el tensor de Oseen. Es decir, la
ecuación (C.11), del Apéndice C, es aproximada como

Λ(~r) =
1

8πη|~r|

Multiplicando por (1/L) exp (−i~q · ~r) e integrando sobre ~r, la ecuación anterior
se transforma en

1

L

∫
d2~r exp (−i~q · ~r)Λ(~r) =

1

L

∫
d2~r

exp (−i~q · ~r)
8πη|~r|

.

Usando coordenadas polares y la definición (7.28), tenemos que:

Λ~q =
1

8πηL

∫ ∞
0

dr

∫ 2π

0

dθ
r exp (−iqr cos θ)

r
.

La integral respecto de θ puede escribirse como la función de Bessel de orden
cero según (7.9). Es decir,

Λ~q =
2π

8πηL

∫ ∞
0

drJ0(qr).

Considerando el cambio de variable x = qr, tal que dr = dx/q, obtenemos

Λ~q =
1

4ηqL

∫ ∞
0

dxJ0(x)

y con ayuda de (7.14), con a = 0 y b = 1, es posible concluir que

Λ~q =
1

4ηqL
(7.35)
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Por lo tanto la ecuación (7.34) queda completamente determinada y puede
escribirse como:

∂h~q
∂t

= −M(q)

4ηβq
h~q +

ζ~q
4ηq

(7.36)

La ecuación (7.36) puede resolverse usando transformaciones de Laplace.
Aplicamos la transformada de Laplace a (7.36)

L
{
∂h~q(t)

∂t

}
= −ϕL{h~q(t)}+ L{ξ~q(t)} , (7.37)

con ϕ ≡ M(q)
4ηβq

y ξ~q(t) ≡
ζ~q

4ηq
. Ahora definimos

h(τ) ≡ L{h~q(t)} y ξ(τ) ≡ L{ξ~q(t)}. (7.38)

Luego, usando el teorema de la transfomada de la derivada al lado izquierdo de
(7.37), tenemos

L
{
∂h~q(t)

∂t

}
= τh(τ)− h~q(0) (7.39)

donde h~q(0) ≡ h~q(t = 0). Así, sustituyendo (7.39) en (7.37) nos lleva a que:

τh(τ)− h~q(0) = −ϕh(τ) + ξ(τ),

lo que inmediatamente se transforma en

h(τ) =
h~q(0)

τ + ϕ
+

ξ(τ)

τ + ϕ
. (7.40)

Ahora definimos g(τ) ≡ (τ + ϕ)−1 y sustituimos en (7.40). Es decir

h(τ) = h~q(0)g(τ) + ξ(τ)g(τ). (7.41)

Aplicando la transfomada inversa de Laplace a esta última ecuación

h~q(t) = h~q(0)g(t) +

∫ t

0

ξ~q(t
′)g(t− t′)dt′, (7.42)

donde g(t) = L−1{g(τ)} g(τ) = (τ + ϕ)−1, y como en general

L{exp [−at]} =
1

τ + a

entonces tenemos que

g(t) = L−1

{
1

τ + ϕ

}
= exp {−ϕt}. (7.43)
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Por lo tanto, sustituyendo (7.43) en (7.42) finalmente se tiene que:

h~q(t) = h~q(0) exp {−ϕt}+ exp {−ϕt}
∫ t

0

ξ~q(t
′) exp {ϕt′}dt′. (7.44)

Esta relación es la solución de la ecuación dinámica (7.36). Como veremos en
la siguiente sección, la ecuación (7.44) es de vital importancia para calcular las
correlaciones temporales de la membrana. Por su parte, la ecuación (7.36) es la
columna vertebral del algoritmo FSBD. Esto se verá con mayor claridad en el
siguiente capítulo.

Para caracterizar completamente el ruido, es decir para calcular la constante
B en la relación (7.29), calculamos el desplazamiento cuadrático medio de hq(t).

Tomando el promedio del cuadrado de la ecuación (7.44) se obtiene

〈|hq(t)|2〉 = |hq(0)|2 exp {−2ϕt}

+ exp {−2ϕt}
∫ t

0

∫ t

0

dt′dt′′
〈
ξ∗~q (t

′)ξ~q(t
′′)
〉

exp {ϕ(t′ + t′′)}.

Recordando que ξ~q(t) ≡
ζ~q

4ηq
y usar las propiedades de ζ~q(t) dadas en (7.29), la

ecuación anterior se convierte en

〈|hq(t)|2〉 = |hq(0)|2 exp {−2ϕt}

+
B

16η2q2
exp {−2ϕt}

∫ t

0

∫ t

0

dt′dt′′δ(t′ + t′′) exp {ϕ(t′ + t′′)}.

La integral que aparece en ésta igualdad es equivalente a∫ t

0

∫ t

0

dt′dt′′δ(t′ − t′′)e{ϕ(t′+t′′)} =

∫ t

0

dt′e{2ϕt
′} =

1

2ϕ

(
e{2ϕt} − 1

)
.

Por lo tanto,〈
|h~q(t)|2

〉
= |h~q(0)|2 exp {−2ϕt}+

B

32η2q2ϕ
(1− exp {−2ϕt}) . (7.45)

Finalmente observemos que, para tiempos muy largos, es posible escribir:

ĺım
t→∞

〈
|h~q(t)|2

〉
→ B

32η2q2ϕ

y como, según (7.20), 〈
|h~q(t)|2

〉
=

1

M(q)
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concluimos que, en el límite de tiempos largos,

B =
32η2q2ϕ

M(q)
= 8kBTηq. (7.46)

En base a (7.46) las propiedades del ruido, dadas en (7.29), quedan completa-
mente caracterizadas por:

〈ζ~q(t)〉 = 0 y 〈ζ~q(t)ζ~q′(t
′)〉 = 8kBTηqδ(t− t′)δ~q,~q′ (7.47)

7.3. Funciones de correlación

El efecto de la carga y tensión superficiales sobre las fluctuaciones de forma
pueden ser una componente clave en la estabilidad estructural y dinámica de las
membranas biológicas [49]. Por lo tanto, vale la pena estudiar de forma cuantita-
tiva las funciones de correlación de membranas fluctuantes que están formadas
por lípidos cargados y contraiones condensados.

En la presente sección estudiamos las correlaciones espaciales y temporales
de membranas modelo cuasi-planas, líquidas, fluctuantes, cargadas y tensadas
inmersas en un fluido viscoso.

7.3.1. Correlaciones espaciales

Para calcular la función de correlación espacial en el espacio de Fourier de
una membrana fluida, cargada y tensada, partimos de la definición (7.3), con la
cual es posible arribar a:

h(~x)h(~y) =
1

L2

∑
~q1,~q2

h~q1h~q2 exp {−i~q1 · ~x} exp {−i~q2 · ~y}

y por lo tanto,

〈h(~x)h(~y)〉 =
1

L2

∑
~q1,~q2

〈h~q1h~q2〉 exp {−i~q1 · ~x} exp {−i~q2 · ~y}. (7.48)

Por otra parte, como ya vimos en la Sección 7.1 (ver ecuaciones (7.18), (7.19) y
(7.20)), la energía libre de una membrana fluida, cargada y tensada, como función
de los modos de Fourier, puede expresarse como:

βH =
1

2

∑
~q

| h~q |2 M(q)
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donde M(q) = βκq4 − 2πlBσ
2
cq + βσq2 y, por el teorema de equipartición de

la energía,

〈| h~q |2〉 =
1

M(q)
.

Así, utilizando lo anterior y la ecuación (2.13) de la Sección 2.4, la relación (7.48)
toma la forma:

〈h(~x)h(~y)〉 =
1

L2

∫
d2~q

exp {−i~q · (~x+ ~y)}
M(q)

(7.49)

o equivalentemente,

〈h(~x)h(~y)〉 =
1

L2

∫ L

0

dq

∫ 2π

0

dθ
q

M(q)
exp {−iq | ~x− ~y | cos θ}. (7.50)

Por otro lado, usando que

J0 ≡
1

2π

∫ 2π

0

exp {ix cos θ}dθ,

finalmente llegamos a que:

〈h(~x)h(~y)〉 =
2π

L2

∫ L

0

dq
q

M(q)
J0 (q | ~x− ~y |). (7.51)

Esta relación es la función de correlación espacial para una membrana fluctuante
cargada y tensada.

7.3.2. Correlaciones temporales

Observemos ahora el comportamiento de un punto sobre la membrana a dos
tiempos distintos, digamos al tiempo t = 0, cuando el cronómetro empieza a
correr, y a un tiempo t después. Con esto, según la definición (7.3), se tiene que:

h(~x, 0) =
1

L

∑
~q1

h~q1(0) exp {−i~q1 · ~x},

h(~x, t) =
1

L

∑
~q2

h~q2(t) exp {−i~q2 · ~x}.

Con ayuda de estas dos relaciones tenemos que:

〈h(~x, t)h(~x, 0)〉 =
1

L2

∑
~q1,~q2

〈h~q1(t)h~q2(0)〉 exp {−i (~q1 + ~q2) · ~x}. (7.52)
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y usando la relación (7.44) es posible escribir

〈h∗~q1(t)h~q2(0)〉 = 〈h∗~q1(0)h~q2(0)〉. exp {−ϕt}

Esta última ecuación se obtiene al suponer que 〈ζ~q1h~q1(0)〉 = 〈ζ~q1〉〈h~q1(0)〉
(es decir, que las fuerzas aleatorias no tienen correlación con las alturas) y
recordando que 〈ζ~q〉 = 0

Por lo tanto la expresión (7.52) puede reescribirse como:

〈h(~x, t)h(~x, 0)〉 =
1

L2

∑
~q1,~q2

〈h∗~q1(0)h~q2(0)〉e{−ϕt}e{−i(~q1+~q2)·~x}.

Si ahora adimensionalizamos esta última expresión encontramos que:

〈h(~x, t)h(~x, 0)〉
〈h2〉

=

∑
~q1,~q2
〈h∗~q1(0)h~q2(0)〉 exp {−ϕt}e{−i(~q1+~q2)·~x}∑
~q1,~q2
〈h∗~q1(0)h~q2(0)〉e{−i(~q1+~q2)·~x} .

Finalmente, utilizando las ecuaciones (2.13) de la Sección 2.4 y (7.20), obtene-
mos:

〈h(~x, t)h(~x, 0)〉
〈h2〉

=

∑
~q [M(q)]−1 exp {−ϕt}∑

~q [M(q)]−1 (7.53)

Dicha igualdad es la función de correlación temporal para una membrana cargada
y tensada.

Las relaciones (7.51) y (7.53) serán de vital importancia en el siguiente capítulo,
pues para validar el algoritmo FSBD se compararán los resultados de éste con
las soluciones analíticas.

Para finalizar este capítulo deseamos enfatizar que, aún cuando no se obti-
nen aquí muchas propiedades del sistema fuera de equilibrio, por ejemplo, los
coeficientes de viscosidad, la conductividad térmica, la difusión y conductividad,
son determinados por las funciones de correlación temporal. Estas funciones de
correlación también son frecuentemente usadas para interpretar datos experi-
mentales en dispersión de luz y neutrones, espectroscopía óptica y resonancia
magnética nuclear.



Capítulo 8

Simulación en el espacio de
Fourier

En el presente capítulo se deriva un algoritmo de dinámica browniana en el
espacio de Fourier (FSBD) a partir de la teoría discutida en el capítulo anterior
y se muestran resultados obtenidos en algunas simulaciones. La base de FSBD
es el algoritmo de Ermak, estándar en la técnica de dinámica browniana (BD).
Sin embargo, aquí las variables dinámicas son las amplitudes de los modos de
Fourier h~q.

En este capítulo (a diferencia del anterior) se trabajará con la definición
siguiente de la transformada de Fourier

h~q =

∫
A

d~rh (~r) exp {−i~q · ~r}. (8.1)

En consecuencia, varias de las expresiones derivadas en el capítulo anterior se
verán afectadas por algún factor dependiente de L.

Debido a que trabajaremos con las amplitudes h~q como variables dinámicas,
es importante notar que sólo un conjunto de ellas son independientes. Puesto
que h(~r) es una cantidad real, las amplitudes obedecen la condición h∗~q = h−~q ,
como se discutió en la Sección 2.4. En consecuencia, discretizamos h(~r) para
evitar la manipulación de un número infinito de modos.

Para la implementación se considera una membrana plana cuadrada de área
L2, es decir, el campo de las alturas es discretizado como una matríz de N ×N
con una distancia de red l = L/N tal que los vectores de onda permitidos son
~q = 2π

L
(nx, ny) donde −N

2
< nx, ny <

N
2
. Así, para proceder con los cálculos es

necesario encontrar las N2 variables independientes con las que se va a trabajar.

71
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8.1. Modos independientes de Fourier

La transformada discreta de Fourier de una matriz real de N ×N ,

h~q = l2
∑
~r

h(~r) exp {−i~q · ~r},

tiene cuatro modos explicitamente reales si N es par y uno si N es impar.
Por simplicidad, en este trabajo sólo se considera el caso donde N es par. Los
modos reales explícitos son (nx, ny) = (0, 0), (N/2, 0), (0, N/2), (N/2, N/2).
Aquí, el centro de masa, hcm, está relacionado al modo (nx, ny) = (0, 0) por la
expresión:

hcm =
1

N2

∑
~r

h(~r) =
h~q=0

L2

y puesto que sólo trabajaremos con sistemas donde el centro de masa está
fijo, el modo (0, 0) no es considerado una variable dinámica. Por conveniencia
etiquetamos a los tres modos restantes como (ver Figura 8.1):

~kr = (nx, ny) = (N/2, 0), (0, N/2), (N/2, N/2). (8.2)

Los modos independientes restantes deben ser elegidos considerando la condi-
ción h∗~q = h~q. Los N2/2− 2 modos complejos son etiquetados como ~kc:

~kc = (nx, ny) para

{
−N/2 < nx < N/2

0 < ny < N/2

}
(nx, 0) para 0 < nx < N/2

(nx, N/2) para 0 < nx < N/2

(N/2, ny) para 0 < ny < N/2

El conjunto de modos complejos independientes, incluidos los modos reales y
complejos, se muestran en la Figura 8.1. Para conseguir la configuración mostrada
en la Figura 8.1 definimos las partes real e imaginarias de las amplitudes como
h~q ≡ a~q + ib~q , donde el conjunto de modos independientes se ordenan como
({a~kc}, {a~kr}, {b~kc}) y están contenidos en un vector de longitud N2 dado por:

~k ≡ ({krec }, {kre}, {kimc }).

Los conjuntos {krec } y {kimc } son definidos simplemente por claridad. No olvide
que ~q denota el indice de Fourier mientras que, ~k simplemente cuenta y almacena



8. Simulación en el espacio de Fourier 73

Figura 8.1: Gráfica de los modos independientes en el espacio ~q para una red de N ×N en el
espacio real, con N = 16. Los puntos encerrados en un círculo representan los modos reales.

los modos independientes. Para hacer menos confuso el algoritmo las cantidades
involucradas se adimensionalizan de la siguiente manera:

h′~q(t) =
h~q(t)

L3
vector de onda

∆t∗ =
∆tκ

4ηL3
tiempo de paso

κ
′
=

κ

kBT
módulo de curvatura

L = 1 longitud de la membrana

l =
L

N
distancia de red

En la siguiente sección se discute cómo adimensionalizar las ecuaciones de
movimiento.

8.2. Ecuaciones dinámicas adimensionales

Puesto que la membrana a estudiar está discretizada por N modos en ca-
da arista, es necesario discretizar las ecuaciones de movimiento. También, por
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conveniencia, adimensionalizamos todas las cantidades físicas involucradas en la
simulación.

Regresemos a la ecuación (7.23). La transformada de Fourier de esta ecuación
dinámica viene dada por

∂h~q(t)

∂t
= Λ~qF~q(t) + ξ~q(t) (8.3)

donde
ξ~q(t) = Λ~qζ~q(t

′)

y

Λ~q =
1

4ηq
.

Para obtener la ecuación (8.3) se sigue el mismo proceso utilizado para llegar a
(7.25). Observe que estas ecuaciones no coinciden completamente con (7.34) y
(7.35). Esto es porque en este caso consideramos:

F~q =

∫
d~r′ exp (−i~q · ~r′)F(~r′, t), (8.4)

ζ~q =

∫
d~r exp (−i~q · ~r′)ζ(~r′, t) (8.5)

y

Λ~q =

∫
d~r0 exp (−i~q · ~r0)Λ(~r0). (8.6)

a diferencia de (7.26), (7.27) y (7.28).
Discretizando la ecuación (8.3) para intervalos pequeños de tiempo, ∆t, se

tiene que:
h~q(t+ ∆t) = h~q(t)− Λ~qF~q(t)∆t+ ξ~q(t)∆t (8.7)

donde Λ~qF~q(t) está dada por

Λ~qF~q(t) ≡
M(q)

4ηβq
h~q(t) (8.8)

yM(q) tiene un valor distinto dependiendo de las características de la membra-
na. En nuestro casoM(q) tomará los siguientes valores:

M(q) = βκq4 membrana libre
= β (κq4 + γq2) membrana tensada
= β (κq4 − 2πlBσ

2
cq) membrana cargada

= β (κq4 + γq2 − 2πlBσ
2
cq) membrana cargada y tensada
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Ahora vamos a adimensionalizar la ecuación (8.7). Primero, definimos el vector
~q′ ≡ L~q, ~r′ ≡ ~r/L, h′~q ≡ h/L y sustituyendo en (8.1) nos lleva a

h~q = L3

∫
A

d~r′h′
(
~r′
)

exp
{
−i~q′ · ~r′

}
≡ L3h′~q′(t). (8.9)

Por otro lado, dividiendo (8.7) entre L3 tenemos que:

h′~q′(t+ ∆t) = h′~q′(t)−
1

L3
Λ~qF~q(t)∆t+

ξ~q(t)

L3
∆t. (8.10)

El segundo término de la derecha en (8.10), según la definición deM(q) para
una membrana libre (el análisis en esta sección está enfocada, por simplicidad, a
membranas libres), está dado por:

1

L3
Λ~qF~q(t)∆t =

1

4η
κ
q′3

L3
h′~q′(t)∆t.

Así, definiendo

t0 ≡
4ηL3

κ
(8.11)

y

∆t∗ ≡ ∆t

t0
, (8.12)

llegamos a que:
1

L3
Λ~qF~q(t)∆t = q′3h′~q′(t)∆t

∗. (8.13)

El último término de la derecha en (8.10) puede adimensionalizarse como
sigue. Primero, es necesario caracterizar el ruido aleatorio. Esto puede hacerse
partiendo de la ecuación (7.44). Evaluando en t = ∆t, la ecuación (7.44) nos lleva
a

h~q(t = ∆t) = h~q(0) exp (−ϕ∆t)− exp (−ϕ∆t)

∫ ∆t

0

dt′ξ~q(t
′) exp (ϕt′)

Restando h~q(0) de esta ecuación y aproximando a primer orden, tenemos que:

h~q(∆t)− h~q(0) = −ϕ(∆t)h~q − exp (−ϕ∆t)

∫ ∆t

0

dt′ξ~q(t
′) exp (ϕt′)

Tomando el promedio del cuadrado de la diferencia, tenemos que:

〈(∆h~q)2〉 = ϕ2(∆t)2|h~q(0)|2

+ exp (−2ϕ∆t)

∫ ∆t

0

∫ ∆t

0

dt′dt′′〈ξ~q(t′)ξ~q(t′′)〉 exp (ϕ(t′ + t′′)
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Puesto que 〈ξ~q(t′)ξ~q(t′′)〉 = Eδ(t′−t′′), donde E = 2L2kBTΛ~q , el último término
de la ecuación anterior toma la forma:

exp (−2ϕ∆t)

∫ ∆t

0

∫ ∆t

0

dt′dt′′Eδ(t′ − t′′) exp (ϕ(t′ + t′′)

Así,

〈(∆h~q)2〉 = ϕ2(∆t)2|h~q(0)|2 + E exp (−2ϕ∆t)

∫ ∆t

0

dt′ exp (2ϕt′)

= ϕ2(∆t)2|h~q(0)|2 +
E

2ϕ
exp (−2ϕ∆t)[exp (2ϕ∆t)− 1] (8.14)

Esto nos lleva a que, en una aproximación a primer orden,

〈(∆h~q)2〉 = E∆t (8.15)

De aquí podemos concluir que el ruído aleatorio puede caracterizarse como una
distribución gaussiana con media cero y varianza σ =

√
E∆t. Finalmente, todos

los modos de Fourier (reales y complejos) deben cumplir con la relación (8.15)
y como la varianza de un modo complejo es la suma de las varianzas de sus
partes real e imaginaria, definimos la varianza como:

σ2 ≡ 2L2kBTΛ~q∆t (8.16)

Por lo tanto, al descomponer el último término a la derecha de (8.10) en su parte
real e imaginaria como ξ~q ≡ f~q + ig~q , la parte real puede ser representada en la
forma:

f~q(t)

L3
∆t ≡

√
∆α

L3
= α

√
L2kBTΛ~q∆t

L3

donde α es un número aleatorio entre 0 y 1. La parte imaginaria será tratada de
forma similar. Remplazando el valor de Λ~q tenemos que:

f~q(t)

L3
∆t = α

√
kBT

L4

1

4ηq
∆t. (8.17)

Ahora como ~q′ = L~q la relación anterior se convierte en

f~q(t)

L3
∆t = α

√
kBT

L3

1

4ηq′
∆t.

Más aún, usando (8.11) y (8.12) llegamos a que:

f~q(t)

L3
∆t = α

√
kBT

κq′t0
∆t = α

√
kBT

κq′
∆t∗.
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Por otro lado, si definimos
κ′ ≡ κ

kBT
(8.18)

llegamos a que:

f~q(t)

L3
∆t = α

√
∆t∗

κ′q′
. (8.19)

Por lo tanto, sustituyendo (8.13) y (8.19) en (8.10) y haciendo lo mismo para la
parte imaginaria, obtenemos dos ecuaciones completamente adimensionalizadas:

a~q′(t
∗ + ∆t∗) = a~q′(t

∗)− q′3a~q′(t
∗)∆t∗ + α

√
∆t∗

κ′q′
(8.20)

b~q′(t
∗ + ∆t∗) = b~q′(t

∗)− q′3b~q′(t
∗)∆t∗ + α

√
∆t∗

κ′q′
(8.21)

donde hemos definido las partes real e imaginaria de h′~q′ como:

h′~q′ ≡ a~q′ + ib~q′ . (8.22)

En el caso de los 3 modos reales la ecuación equivalente a (8.20) es de la
forma:

a~q′(t
∗ + ∆t∗) = a~q′(t

∗)− q′3a~q′(t
∗)∆t∗ + α

√
2

∆t∗

κ′q′
(8.23)

Las ecuaciones (8.20), (8.21) y (8.23) gobiernan la dinámica de una membrana
fluctuante en el espacio de Fourier. Dichas ecuaciones, discretizadas y adimen-
sionalizadas, son las que se resuelven en la simulación y son el análogo de las
ecuaciones del algoritmo de Ermak usual en Dinámica Browniana [56].

8.3. Algoritmo FSBD

La simulación inicia a partir de una configuración correspondiente a una
membrana perfectamente plana, h(~r) = 0. A partir de ella se resuelven, para cada
t, las ecuaciones de las partes real y compleja de los modos de Fourier h~q(t,∆t);
es decir, se resuelven las ecuaciones (8.20), (8.21) y (8.23). Posteriormente se
obtiene la distribución de alturas h(~r, t). Conocida la distribución de alturas en
el tiempo, se calculan las correlaciones espaciales y temporales de las alturas
para las cuales se tienen expresiones teóricas exactas, como se mostró en la
Sección 7.3.

Explicitamente, el algoritmo para simular la evolución temporal de una mem-
brana que obedece el modelo de Helfrich consiste en los siguientes pasos:
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1. Se construyen los modos complejos independientes de Fourier y el vector
de onda. Incluimos los tres modos reales y sus respectivos vectores de
onda.

2. Se guardan los modos de Fourier que se usarán y se obtiene la configura-
ción inicial de la membrana.

3. Se selecciona la amplitud del ruído aleatorio según la naturaleza del modo.

4. Iniciamos el algoritmo de Ermak para obtener los desplazamientos y se
monitorea la energía del sistema hasta que se observe que ésta fluctúa en
el tiempo sin una tendencia a crecer o decrecer en promedio (es decir,
hasta que el sistema “termalice”).

5. Se obtiene la transformada discreta de Fourier para todos los puntos de la
membrana y para todos los tiempos. Luego se guardan las configuraciones
finales de la membrana.

6. Se calculan las correlaciones, normalizadas, espaciales y temporales.

7. Se calcula de forma numérica la correlación espacial teórica.

Para facilitar el análisis todos los datos se guardan en distintos archivos. Estos se
analizan con distintas aplicaciones computacionales dependiendo del interes que
se tenga. Los resultados más interesantes son mostrados en la siguiente sección.

8.4. Resultados

En la presente sección mostramos algunos resultados obtenidos con el algo-
ritmo FSBD. Para iniciar se muestra, en la Figura 8.2, una gráfica de la energía
del sistema como función del número de pasos. En otras palabras, la Figura 8.2
muestra la termalización del sistema. Dicho proceso no es más que el cambio
configuracional necesario para que las particulas alcancen el equilibrio térmico
con la interacción mutua. Es importante asegurar que el sistema está termalizado
cuando los resultados de la simulación vayan a ser comparados con teorías físi-
cas desarrolladas para procesos en equilibrio térmico, como en este caso. Para
asegurar que nuestro sistema está termalizado el programa deja pasar 15× 103

pasos antes de guardar las mediciones.
En la Figura 8.3 se presentan distintas visualizaciones de: a) una membrana

libre, b) cargada, c) tensada y, d) tensada y cargada. Éstas son fotografías captu-
radas de videos creados para ver la evolución de las membranas en el tiempo. La
captura se hace a distintos tiempos con el fin de ilustrar el cambio en la configu-
ración de las alturas. Como puede notarse, las fluctuaciones aumentan cuando
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Figura 8.2: Termalización del sistema. Para asegurar que el sistema está termalizado el programa
deja pasar 15×103 pasos antes de guardar las mediciones. La energía está en unidades de kBT .

la membrana está cargada y libre de tensión. Sin embargo, no debe olvidarse que
esto es consecuencia de sujetar los bordes de la membrana (como se discutió
en la Sección 7.1).

Para todos los casos analizados aquí, se parte de una membrana completa-
mente plana que mide 112nm por lado, la cual a su vez se divide en N = 16
nodos por arista y el centro de masa se fija a la mitad de la membrana, como se
observa en la Figura 8.1. Particularmente, para obtener los resultados mostrados
en la Figura 8.3 se consideraron: una constante elástica de κ = 2×10−20J (equi-
valente a 5KBT ), temperatura ambiente T = 310K , la viscosidad del citoplasma
η = 0,006Pa.s, tensión γ = 5,05J/m2, densidad de carga promedio adimensio-
nal [dada en (7.22) de la Sección 7.1, Capítulo 7] σcl2 = 0,5 y un tiempo de paso
de ∆t = 1× 10−9s.

Una gráfica de los resultados predichos por las relaciones analíticas (7.51),
(7.53) y por el algoritmo FSBD, tanto el presentado por Lin y Brown en la Ref. [57]
como el generado por nosotros, son presentados en la Figura 8.4. Los parámetros
usados para generar los resultados son típicos para representar a los glóbulos
rojos [58] (mencionados en el párrafo anterior). El tamaño del sistema es un
bloque con L = 112nm que es aproximadamente el tamaño de un “corral” de
los glóbulos rojos [59]. Puesto que el centro de masas de la membrana tiene la
misma probabilidad de estar en cualquier punto del espacio, nosotros fijamos su
valor en hc.m. = 0.

La correlación negativa [en la Figura 8.4(a)] lejos del centro es una indicación
del dominio de los modos con longitud de onda cercana a L. El hecho de que
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a)

b)

c)

d)

Figura 8.3: Visualizaciones de una membrana con fluctuaciones térmicas obtenidas con el
algoritmo FSBD: a) membrana libre, b) membrana cargada, c) membrana tensada y d) membrana
cargada y tensada. Los parámetros usados se comentan en el texto.
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(a) Correlaciones espaciales (b) Correlaciones temporales.

Figura 8.4: Funciones de correlación espacial y temporal de una membrana neutra con fluctua-
ciones térmicas y libre de tensión superficial. Aquí se presenta una comparación entre la teoría,
los resultados presentados por Lin y Brown en [57] y el algoritmo implementado en esta tesis.

los resultados de la simulación coincidan con las predicciones teóricas hace más
confiable el método de simulación. Más aún, Lin y Brown han comparado sus
conclusiones [digitalizados en las figuras 8.4(a) y 8.4(b)] con resultados previos
para un sistema similar, donde se usó la técnica de Monte Carlo para simular
una membrana confinada entre dos paredes localizadas en ±a. Los resultados
de la comparación son bastante similares [46].

(a) Correlaciones espaciales (b) Correlaciones temporales.

Figura 8.5: Funciones de correlación normalizadas de una membrana neutra con fluctuaciones
térmicas y libre de tensión superficial.

Con la intención de mostrar la influencia de la rigidez de la membrana sobre
las funciones de correlación, en la Figuras 8.5 y 8.6 se presenta una serie de
resultados para distintos módulos de curvatura media, κ. Estos valores de κ son
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(a) Correlaciones espaciales (b) Correlaciones temporales

Figura 8.6: Funciones de correlación espaciales y temporales de una membrana con fluctuacio-
nes térmicas, libre de tensión superficial y carga, para distintos módulos de curvatura. Los valores
de κ son típicos para bicapas de fosfolípido y bicapas formadas por copolímeros de boques.

típicos para bicapas de fosfolípido (κ ∼ 5− 25kBT ) y bicapas formadas por co-
polímeros de boques (κ ∼ 40kBT ). El hecho de que las funciones de correlación
espacial en la Figura 8.5(a) se superpongan es consecuencia de adimensionalizar
y normalizar las funciones de correlación espaciales. Sin embargo, como puede
apreciarse en la Figuras 8.6(a) y 8.6(b) la rigidez de la membrana disminuye la
amplitud de las fluctuaciones e incrementa la velocidad de relajación.

(a) Correlaciones espaciales sin normalizar (b) Correlaciones temporales normalizadas

Figura 8.7: Funciones de correlación de una membrana con fluctuaciones térmicas, libre de
tensión superficial y sin carga. Aquí, se observa la influencia de la viscosidad, η, sobre las
fluctuaciones en membranas rígidas (κ pequeñas).

Puesto que estamos interesados en modelar membranas celulares en nuestras
simulaciones consideramos la viscosidad del citoplasma η = 0,6Poise. Esto es
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correcto debido a que la viscosidad del citoplasma domina a la viscosidad del
solvente. No obstante en la Figura 8.7 se presenta la influencia de la viscosidad,
η, sobre las fluctuaciones en membranas rígidas (κ pequeñas). Como puede
apreciarse en la Figura 8.7(b), la correlación espacial muestra que debido a la
baja viscosidad del agua, las fluctuaciones se decorrelacionan rápidamente en el
tiempo.

(a) Correlaciones espaciales (b) Correlaciones temporales

Figura 8.8: Comparación de las funciones de correlación espaciales y temporales de una mem-
brana libre y tensada. La membrana tiene un módulo de elasticidad κ = 10kBT y tensión
γ = 0,5J/m2 (este valor se eligio para remarcar la diferencia).

(a) Correlaciones espaciales (b) Correlaciones temporales

Figura 8.9: Funciones de correlación de una membrana con fluctuaciones térmicas y tensión
γ = ( 2πl )

2κ, para distintos módulos de curvatura.

Para ilustrar el efecto de la tensión, γ, sobre una membrana nosotros elegimos
el valor γ = (2π/L)2κ. De acuerdo a la ecuación (7.36), para este valor de la
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tensión, la frecuencia de relajación,

ω~q ≡ Λ~qM(q) =
κq4 + γq2

4ηq
,

se duplica con respecto a una membrana libre y, por lo tanto, el tiempo de relaja-
ción para los modos tensados es la mitad del correspondiente a los modos libres.
Estas observaciones se presentan en la Figura 8.8 donde graficamos las funcio-
nes de correlación sin normalizar. El efecto de una tensión finita es decrecer la
amplitud de las fluctuaciones e incrementar sus velocidades de relajación. En la
Figura 8.9 se muestra el efecto del módulo de curvatura κ en las correlaciones
para una membrana tensada.

(a) Correlaciones espaciales (b) Correlaciones espaciales

Figura 8.10: Comparación de las funciones de correlación espaciales y temporales de una
membrana neutra y cargada. La membrana tiene un módulo de elasticidad κ = 10kBT y carga
superficial adimensional < σc > l2 = 0,5.

La Figura 8.10 presenta la comparación entre una membrana neutra y una con
carga superficial. Observamos que las amplitudes de las fluctuaciones aumentan
considerablemente cuando la membrana tiene un exceso de carga. Este aumento
es debido a la repulsión coulombiana entre cargas iguales bajo las condiciones
de una membrana sujeta en sus bordes. Para ilustrar la competencia entre la
tensión finita y el exceso de carga analizamos las funciones de correlación de
membranas cargadas con distinto módulo de curvatura. Como puede observarse
en las figuras 8.10 y 8.11, el efecto de la rigidez domina al del exceso de carga.

Finalmente, cuando la membrana tiene un exceso de carga y una tensión
finita, la rigidez de la membrana disminuye la amplitud de las fluctuaciones e
incrementa la velocidad de relajación más que cuando la membrana está libre.
Sin embargo, el exceso de carga neutraliza la influencia de la tensión, como se
observa en la figuras 8.12 y 8.13.
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(a) Correlaciones espaciales (b) Correlaciones temporales

Figura 8.11: Funciones de correlación de una membrana con fluctuaciones térmicas y carga
superficial < σc > l2 = 0,5 para membranas con distintos módulos de curvatura.

(a) Correlaciones epaciales (b) Correlaciones temporales

Figura 8.12: Comparación de las funciones de correlación espaciales y temporales de una mem-
brana libre, tensada, cargada y tensada-cargada. La membrana tiene un módulo de elasticidad
κ = 10kBT , tensión γ = 0,5 y carga superficial adimensional < σc > l2 = 0,5.
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(a) Correlaciones epaciales (b) Correlaciones temporales

Figura 8.13: Funciones de correlación de una membrana con fluctuaciones térmicas, tensión
σ = ( 2πl )

2κ y carga superficial σcl2 = 0,5 para membranas con distintos módulos de curvatura.



Capítulo 9

Conclusiones

Muchos problemas interesantes en biofísica de membranas, biología celular y
bioquímica, involucran escalas de longitud y tiempo completamente inaccesibles
a la simulación con dinámica molecular. Aún cuando los recientes progresos en
el desarrollo de modelos de grano grueso presentan un futuro más optimista
para la simulación molecular de biomembranas y materiales relacionados estos
métodos están aún lejos de ser computacionalmente viables para el uso práctico,
en el estudio de bicapas lipídicas, a escalas de longitud superior a decenas de
nanómetros y escalas de tiempo superior a cientos de nanosegundos. Por tal
motivo, los modelos elásticos representan el único medio teórico-computacional
actualmente viable para el estudio de biomembranas y bicapas lipídicas a una
escala mayor tanto de longitud como de tiempo.

Como hemos mensionado antes, en años recientes se ha formulado un algo-
ritmo de dinámica browniana en el espacio de Fourier basado en una ecuación
tipo Langevin para los desplazamientos perpendiculares de una membrana elásti-
ca caraceterizada con el hamiltoniano de Helfrich [46]. Esta técnica de simulación
ha permitido el cálculo de propiedades dinámicas para diferentes tipos de inter-
acción con el citoesqueleto.

En una primera etapa de este proyecto hemos reproducido resultados exis-
tentes en la literatura [46] que implican la implementación de simulaciones con
el algoritmo FSBD para membranas modelo simples.

Particularmente, hemos implementado simulaciones con dinámica browniana
en el espacio de Fourier para cuatro modelos sencillos de membranas fluctuantes
planas: (i) membranas libres y membranas tensadas; (ii) membranas cargadas y (iii)
membranas cargadas y tensadas. Es decir, hemos cuantificado el comportamiento
temporal de las correlaciones de la altura en la membrana respecto a un plano de
referencia y observado una visualización de la evolución temporal de su forma.
Es interesante apuntar que, hasta donde sabemos, los resultados obtenidos para
membranas tensadas y cargadas no existen en la literatura. Otra cosa, no menos
importante, es que los resultados concuerdan en buena medida con la teoría
revisada en el Capítulo 7.
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Otro detalle, para nosotros importante, es observar que las simulaciones con
FSBD se han ejecutado en computadoras personales convencionales, mostrando
un tiempo de ejecución muy pequeño (del orden de 15 minutos).

Finalmente, nosotros suponemos que el algoritmo puede ser modificado en
tres direcciones simples: (1) el modelo puede ser usado para simular el comporta-
miento de una membrana fluctuante con una inclusión, lo que a su vez permitiría
estudiar fenómenos de difusión lateral en la membrana; (2) modificar el hamil-
toniano con el objetivo de incluir el efecto de un campo eléctrico constante o
variable esto posiblemente entender el mecanismo dinámico que se lleva a cabo
en el proceso de electroformación de vesículas; (3) extender la representación a
membranas que no son cuasiplanas, con lo cual sería posible estudiar fluctua-
ciones de mayor orden, con objeto de, por ejemplo, simular poros inducidos por
péptidos antimicrobianos de una manera cuantitativa.



Apéndice A

Termodinámica irreversible
lineal

La termodinámica irreversible lineal está construida sobre la base de cuatro
grandes hipótesis. Sin embargo, para los propositos de esta sección aquí sólo
hacemos explícitas dos de ellas. Primero, la hipótesis de equilibrio local asume
que las variables termodinámicas en cada subsistema de un sistema adecuada-
mente dividido admite la misma interpretación como en equilibrio. Segundo, la
producción de entropía de un sistema aislado es siempre no negativa. Aquí, las
desviaciones de equilibrio son atribuidas a la presencia de fuerzas no equili-
bradas, tales como campos eléctricos o gradientes de densidad, temperatura o
potencial químico, que dan origen a flujos, como corrientes de calor o eléctricas.
La dinámica del proceso surge como consecuencia de la ley de conservación
local de los campos termodinámicos, en donde los flujos son funciones lineales
de las fuerzas cuyos coeficientes, llamados “coeficientes de Onsager”, satisfacen
las relaciones de reciprocidad.

Esta disciplina clásica ha sido usada satisfactoriamente para analizar pro-
cesos irreversibles en sistemas de distinta naturaleza. A modo de ilustración
aplicaremos esta teoría al caso de la difusión de masa en una dimensión. Como
sabemos, en equilibrio termodinámico los cambios en la entropía S están dados
por la ecuación de Gibbs

TdS = dE + pdV − µdM (A.1)

en donde las variables extensivas son la energía interna E, el volumen V y la
masa M del sistema; y las variables intensivas son la temperatura T , la presión
p y el potencial químico µ. Todas estas cantidades pueden en general depender
del tiempo. Sin embargo, por simplicidad, asumiremos que los procesos en el
sistema se realizan a temperatura, energía y volumen constante. Aplicando ahora
la hipótesis de equilibrio local, vamos a suponer que la ecuación (A.1) se vale
localmente para un diferencial de volumen y para cambios en las variables que
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no son infinitesimalmente lentos en el tiempo. Vamos a dividir el espacio unidi-
mensional en subsistemas de tamaño dx. El cambio en la masa de cualquiera de
estos subsistemas en un tiempo dt puede escribirse como dM = dρdx, donde
ρ(x) es la densidad de masa en el espacio unidimensional. Usando lo anterior, la
ecuación (A.1) nos permite obtener una expresión para la producción de entropía
después de dividir entre el período de tiempo dt

T
dS

dt
= −

∫
µ[x, ρ(x)]

∂ρ(x)

∂t
dx. (A.2)

El potencial químico depende explicitamente de la densidad y, en principio, tam-
bién de la coordenada espacial (como ocurre por ejemplo en la presencia de un
campo externo no homogeneo). Por otro lado, usando la ley de conservación de
masa,

∂ρ

∂t
= −∂J

∂x
(A.3)

donde J es el flujo de masa. Sustituyendo (A.3) en (A.2) para eliminar la derivada
parcial respecto del tiempo se llega a que

T
∂S

∂t
=

∫
∂

∂x
{µ[x, ρ(x)]J}dx−

∫
∂µ

∂x
Jdx.

La primera integral del lado derecho es identicamente cero bajo el supuesto que
la corriente desaparece en las fronteras (sistema aislado). Así,

T
∂S

∂t
= −

∫
∂µ

∂x
Jdx. (A.4)

El término J denota el flujo de masa cuya fuerza conjugada es el gradiente del
potencial químico. En ausencia de efectos no locales, el flujo es proporcional a
la fuerza

J = −D∂µ
∂x

(A.5)

donde D ≡ D[x, ρ(x)] es el coeficiente de Onsager por definición positivo (en
este caso igual al coeficiente de difusión), que puede en general depender de las
variables termodinámicas así como de la coordenada x. Las ecuaciones (A.4) y
(A.5) nos aseguran que efectivamente la producción de entropía es no negativa.
Para un potencial químico que no depende explícitamente de la coordenada
espacial, la combinación de las ecuaciones (A.3) y (A.5) puede escribirse como la
ecuación de difusión

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

{
D
∂µ

∂x

}
(A.6)
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Particularmente, cuando D es una constante

∂ρ

∂t
= D

∂2µ

∂x2
.

Que es la ecuación de difusión más conocida. Como es evidente de la discusión
anterior, la termodinámica irreversible lineal usa un conjunto de variables locales
cuyas contrapartes globales coinciden con aquellas definidas en equilibrio. Dado
que hay que considerar subsistemas locales que aún contengan muchas partícu-
las para que variables termodinámicas tales como T , ρ, etc., estén bien definidas,
el dominio de aplicación de la teoría está claramente restringido a un nivel ma-
croscópico, en escalas de longitud mucho mayores al tamaño típico molecular.
En tal situación, la naturaleza molecular inherente de la materia puede ser ig-
norada y uno puede adoptar una descripción continua en términos de algunos
campos conservados. Aún cuando esta aproximación ha sido bastante usada en
la caracterización de muchos procesos irreversibles, no tiene gran validez para
sistemas definidos en una escala mesoscópica, cuando las escalas de tiempo y
longitud son tales que la presencia de fluctuaciones se vuelve relevante.
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Apéndice B

Deducción alternativa de la
ecuación de Fokker-Planck

La termodinámica irreversible lineal puede ser extendida a procesos irrever-
sibles relacionados con grados de libertad internos de las moléculas, tales como
la deformación debida a flujos, orientación debida a la alteración causada por
campos eléctricos alternantes, etc. [22]

Tomando como punto de partida la fórmula de Gibbs

dS =
dE

T
+
p

T
dV −

∑
γ

µγ
T
dnγ (B.1)

pero considerando que el sistema se compone de una sóla especie en la cual las
moléculas pueden estar en diferentes estados internos; es decir, ahora γ caracte-
riza un estado interno como, por ejemplo, el ángulo que las moléculas dipolares
forman con un campo externo o la longitud de una molécula deformable. Ade-
más, en lugar de tomar valores discontinuos, γ puede generalmente tener un
rango continuo de valores tales que (B.1) puede reescribirse en la forma continua

dS

dt
=

1

T

dE

dt
+
p

T

dV

dt
− 1

T

∫
γ

µ(γ)
∂n(γ)

∂t
dγ. (B.2)

Aquí, n(γ) es la densidad de moléculas en el espacio de estados de γ tal que
n(γ)dγ es el número de moléculas tales que los parámetros permanecen entre
γ y γ + dγ.

Es posible transformar la relación (B.2) usando una ecuación de continuidad.
Para realizar esta transformación, supongamos primero que γ solo toma valores
discontinuos y que el número de moléculas en el estado γ puede ser alterado
únicamente por transformaciones de sus estados vecinos γ − 1 o γ + 1. En tal
caso tenemos

dnγ
dt

+ Vγ − Vγ−1 = 0 (B.3)
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donde Vγ es la velocidad de reacción γ → γ + 1 y en el mismo tiempo Vγ−1

es la velocidad de γ − 1 → γ (una velocidad Vγ negativa implicaría que la
reacción ocurre en el sentido inverso). Si γ es un parámetro continuo, (B.3)
puede reescribirse como

∂nγ
∂t

+
∂V (γ)

∂γ
= 0 (B.4)

donde Vγ es la velocidad de reacción que da el número de moléculas que son
transformadas desde γ hasta γ+dγ por unidad de tiempo. Esta es una ecuación
de continuidad en el espacio de coordenadas interno γ. La velocidad de reacción
da el flujo de moléculas a lo largo de la coordenada γ.

Usando (B.4), la ecuación (B.2) puede ser transformada por una integral parcial

dS

dt
=

1

T

dE

dt
+
p

T

dV

dt
+

1

T

∫
γ

µ(γ)
∂V (γ)

∂γ
dγ

=
1

T

dE

dt
+
p

T

dV

dt
+

1

T

∫
γ

∂

∂γ
[µ(γ)V (γ)]dγ − 1

T

∫
γ

∂µ(γ)

∂γ
V (γ)dγ

=
1

T

dE

dt
+
p

T

dV

dt
− 1

T

∫
γ

∂µ(γ)

∂γ
V (γ)dγ (B.5)

La primera integral del lado derecho, en el paso intermedio, es identicamente ce-
ro porque en las fronteras del espacio γ la corriente Vγ es nula. El último término
es la producción de entropía debido a los procesos irreversibles correspondientes
a cambios en el parámetro interno γ, es decir,

diS

dt
= − 1

T

∫
γ

∂µ(γ)

∂γ
V (γ)dγ > 0 (B.6)

Ahora, postulamos que no solo la producción de entropía debida a los pro-
cesos irreversibles internos es positiva sino también en cada parte del espacio
de coordenadas interno, esto es debido a que los procesos irreversibles avanzan
en una dirección tal que dan como resultado una producción de entropía posi-
tiva. Esta formulación requiere no solo que la integral en (B.6) sea positiva sino
también que el argumento de la integral,

σ∗ = − 1

T

∂µ(γ)

∂γ
V (γ) > 0, (B.7)

sea positivo; σ∗ es la producción de entropía por unidad de volumen del espacio
de configuraciones interno, justo como σ es la producción de entropía por
unidad de volumen del espacio de configuraciones geométrico ordinario. La
producción de entropía σ∗ tiene la forma usual, es decir, es el producto de las
fuerzas − 1

T
∂µ(γ)
∂γ

y el flujo V (γ) de los procesos irreversibles.
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Si ahora suponemos que existe una dependencia lineal entre los flujos y las
fuerzas, es decir, establecemos una relación lineal entre ellos, tal que

J(γ) ≡ V (γ) = −α(γ)n(γ)
∂µ(γ)

∂γ
(B.8)

la ecuación de continuidad puede transformarse de manera que

∂n(γ)

∂t
=

∂

∂γ

{
α(γ)n(γ)

∂µ(γ)

∂γ

}
. (B.9)

Multiplicando a (B.9) por 1
N

, donde N representa el número total de moléculas
en el sistema, y definiendo la probabilidad de encontrar al estado γ entre γ y
γ + dγ como P (γ) ≡ n(γ)

N
, se tiene que

∂P (γ)

∂t
=

∂

∂γ

{
α(γ)P (γ)

∂µ(γ)

∂γ

}
. (B.10)

Más aún, considerando que el potencial químico tiene la forma

µ(γ) = µi(γ) + kBT ln

{
n(γ)

N

}
donde µi(γ) sólo depende del estado γ y es equivalente al costo de energía libre
de Gibbs ∆G por molécula requerido para costruir el estado interno γ, mientras
que n(γ)

N
es la fracción de moléculas. Entonces,

∂µ(γ)

∂γ
=
∂∆G(γ)

∂γ
+
NkBT

n(γ)

∂

∂γ

{
n(γ)

N

}
y por lo tanto, la ecuación (B.10) puede reescribirse de la forma:

∂P (γ)

∂t
=

∂

∂γ

{
α(γ)P (γ)

∂∆G(γ)

∂γ
+ α(γ)kBT

∂P (γ)

∂γ

}
. (B.11)

Esta ecuación es una ecuación tipo Fokker-Planck. Lo interesante de esta deduc-
ción es que no es necesario postular una expresión de la entropía como en la
Sección 3.2. Particularmente, si α no depende de γ, entonces, (B.11) se puede
escribir como:

∂P (γ)

∂t
= α

∂

∂γ

{
P (γ)

∂∆G(γ)

∂γ
+ kBT

∂P (γ)

∂γ

}
. (B.12)

Finalmente, debemos aclarar que la formulación de la relación (B.7) expresa
que la producción de entropía por unidad de volumen del espacio de configu-
raciones interno es esencialmente positivo. Esto no es más que un ejemplo de
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la formulación local del segundo principio de la termodinámica. La posibilidad
de una formulación como ésta depende claramente del mecanismo del proceso
irreversible que se esté estudiando. Por ejemplo, en el caso de dipolos interac-
cionando con un campo eléctrico en donde el parámetro interno γ podría ser el
ángulo entre la dirección del campo y la del momento dipolar, si las colisiones
entre los dipolos alteran al ángulo por cantidades finitas no es posible aplicar la
teoría anterior.



Apéndice C

Tensor de Oseen

La pregunta que deseamos contestar en este apéndice es ¿cuál es la velocidad
de cierto fluido en la posición ~r′ causada por la aplicación de una fuerza puntual
en la posición ~r del fluido, descrito por las ecuaciones de Navier-Stokes para un
fluido incompresible en el regimen sobreamortiguado?

La pregunta anterior es de importancia para nosotros debido a que desea-
mos caracterizar una membrana modelo con fluctuaciones térmicas cuya forma
puede especificarse por una altura local h(~r), como función de la posición ~r
en el espacio XY . Supongamos que la membrana puede caracterizarse por una
colección de N partículas brownianas esféricas, de igual tamaño, inmersas en
un fluido. Si la concentración superficial de partículas es pequeña, la velocidad
de cada partícula depende de la fuerza que actúa sobre ella y de las fuerzas
actuando sobre las partículas que la rodean. Esto último es debido a que la
fuerza actuando sobre una partícula causa movimiento del fluido a su alrededor
y afecta la velocidad de las otras partículas.

Suponiendo una solución diluída, la velocidad de la partícula es determinada
sólo por la fuerza actuando sobre ésta. En general, sin embargo, la velocidad de
las partículas depende de la fuerza actuando sobre las partículas que la rodean,
puesto que la fuerza sobre cierta partícula causa movimiento del fluido a su
alrededor y afecta la velocidad de las otras partículas. Estas interacciones media-
das por el movimiento del fluido solvente son conocidas como las interacciones
hidrodinámicas.

Para calcular la velocidad de las partículas es necesario conocer la velocidad
del fluido v(~r) creado por las fuerzas externas actuando sobre las partículas.
Bajo la condición de movimiento browniano usual, las ecuaciones de movimiento
hidrodinámicas relevantes son las correspondientes a bajos números de Reynolds,
es decir, se cumplen las condiciones:

1. El fluido es incompresible,

∇ · ~v = 0, (C.1)
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2. y la fuerza inercial del fluido es despreciable, es decir,

∂

∂rβ
Παβ = −Fα(~r) (C.2)

donde Παβ representa el tensor de esfuerzos y Fα(~r) la fuerza externa
actuando sobre una unidad de volumen del fluido en la posición ~r.

Como el tensor de esfuerzos en el fluido está dado por [60]

Παβ = ηs

(
∂vβ
∂rα

+
∂vα
∂rβ

)
+ Pδαβ,

donde P es la presión y η la la viscosidad del fluido, la relación (C.2) se convierte
en

−∇P + η∇2~v = −~F . (C.3)

Las ecuaciones (C.1) y (C.3) pueden resolverse de manera analítica en el espacio
de Fourier. Para esto definimos

~v(~r) =
1

V

∫
d~qv~q exp {−i~q · ~r}, (C.4)

~P (~r) =
1

V

∫
d~qP~q exp {−i~q · ~r}, (C.5)

~F (~r) =
1

V

∫
d~qF~q exp {−i~q · ~r}. (C.6)

Usando la definición (C.4), la ecuación (C.1) puede escribirse como:

∇ · ~v(~r) =
q

V

∫
d~q(i~q · v~q) exp {−i~q · ~r} = 0

de donde concluimos que
i~q · v~q = 0. (C.7)

De manera similar, el segundo término de la ecuación (C.3) toma la forma −q2v~q ,
y por lo tanto,

−i~qP~q − ηq2v~q = −F~q. (C.8)

Tomando el producto escalar entre ~q y (C.8) tenemos que:

−iq2P~q − ηq2~q · v~q = −~q · F~q

y usando (C.7) llegamos a

P~q = −i~q · F~q
q2

.
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Sustituyendo este último resultado en (C.8) concluimos que:

v~q =
1

ηq2

[
F~q −

~q~q · F~q
q2

]
Esta última relación puede escribirse como:

v~q =
1

ηq2

[
I − ~q~q

q2

]
· F~k. (C.9)

Por lo tanto, realizando la transformada de Fourier de (C.9) [61], finalmente se
llega a que:

v(~r′) = Λ
(
~r − ~r′

)
· F (~r′) (C.10)

donde

Λ
(
~r − ~r′

)
=

1

8πη|~r|

[
1− ~r~r

r2

]
. (C.11)

Esta última relación es conocida como el tensor de Oseen que describe las
interacciones hidrodinámicas entre las diferentes partículas en un fluido. El tensor
de Oseen relaciona al vector velocidad de una partícula puntual en la posición ~r
en el solvente a una fuerza actuando sobre otra partícula puntual en la posición
~r′. Para más detalles sobre el tensor de Oseen pueden consultarse las referencias
[61, 62, 63].

En particular, en la Sección 7.2 nosotros usamos el tensor de Oseen, en dos
dimensiones, para formular una ecuación tipo Langevin y describir las interac-
ciones entre distintos puntos de una membrana modelo.
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