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Introduccién

Poco falta para que se cuente medio siglo desde la aparicién de los primeros
modelos que intentaron describir la estructura de las membranas bioldgicas. Mas
adan, en algunos anos, el concepto de “bicapa lipidica” cumplird un siglo de
haberse acufiado (con los experimentos de Gorter & Grendel en 1925). Ha pasado
tanto tiempo desde que Davson-Danielli-Robertson en 1964, Benson en 1966 y
Singer en 1971 dieron a conocer sus ideas sobre la estructura de las membranas
biol6gicas que hoy en dia, debido a la gran cantidad de material experimental y
teorico, se vuelve muy complicado escribir sobre este tema.

Hoy en dia, por ejemplo, sabemos que las membranas son una de las ca-
racteristicas mas comunes del mundo biolégico y que si exceptuamos algunos
virus, es posible afirmar que todos los seres vivos dependen en un modo u otro
de las membranas. Es de conocimiento popular que ellas rodean a las células y
separan su contenido celular del medio externo, que forman espacios especificos
en los compartimientos dentro del citoplasma que separan a diversos procesos
celulares. Sin membranas, leemos en la literatura, la vida como la conocemos,
probablemente no existe.

El verano del afo 2010 se va consumiendo poco a poco... y las primeras teo-
rias sobre la estructura de las membranas bidlogicas parecen ideas encanecidas
y remotas, se muestran parecidas a un “viejo sombrero” escribe Singer en su
“some early history of membrane molecular biology” del 2004. Sin embargo, esa
gran cantidad de trabajo experimental, teérico y de simulacion por computadora
realizado durante los afos intermedios ha servido para confirmar en gran medida
lo acertado de los primeros modelos y mds atn la importancia de las membranas
bi6logicas. Es muy cierto que gran parte de este primer periodo ha sido olvi-
dado. Sin embargo, debemos reconocer que explicita o implicitamente las ideas
concebidas en este periodo son la vértebra principal de todas las nuevas teorias
y, por lo tanto, esta tesis no estd exenta de ello.

Espero que sea suficiente con decir que ha pasado méds de medio siglo de
intensa investigacion sobre el tema para estar de acuerdo en que el avance en
el conocimiento sobre las funciones principales de las membranas bioldgicas es
enorme. Tan amplio, que una mirada superficial engafiosamente nos hace pensar
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que todo estd comprendido. Sin embargo, a medida que la mirada se agudiza es
posible observar que las investigaciones hechas hasta hoy son un conjunto de
modelos y experimentos poco unificados (similar a un rompecabezas al cual le
faltan piezas y que por tal razén no es posible descifrar el retrato que esconde)
que es necesario seguir incrementando, analizando y uniendo de forma adecuada
hasta volver un continuo de informacién. Esto nos crea la necesidad de buscar
nuevos enfoques, sobre recientes y antiguos estudios, que sirvan para observar
los detalles no vistos o consideraciones no hechas y con ello adjuntar un eslab6n
més a este inmenso mundo de las membranas biélogicas.

Muy cierto es que nuestro acercamiento a los laboratorios donde se estudian
las membranas bioldgicas es pobre. Sin embargo, el escaso contacto con colegas
que dia con dia viven en estos lugares llenos de tubos de vidrios, substancias que
huelen mal y bajas temperaturas, incluso a mitad del desierto, nos han permitido
notar que las vesiculas de fosfolipido estan siendo ampliamente utilizadas como
sistemas modelo. Y que son excelentes prototipos para estudiar las caracteristicas
dindmicas y estructurales de muchos procesos celulares. Por lo tanto, nos hemos
dedicado a estudiar las membranas bi6logicas desde este marco de referencia.

Las razones expuestas anteriormente han sido una motivaciéon para concen-
trar nuestros esfuerzos en un estudio teérico acerca de dos procesos dindmicos
en las membranas modelo: la formacion de vesiculas de fosfolipidos y las funcio-
nes de correlacion temporal y espacial de los desplazamientos en una membrana
fluctuante.

El primer tema que hemos abordado estd inspirado en el hecho de que,
hasta donde sabemos, no existe algin modelo teérico sistematico que describa
la dindmica de formacion de una vesicula esférica unilamelar a partir de una
pequeia membrana plana. En este sentido, hemos implementado un modelo
tedrico simple para la formacion de vesiculas esféricas a partir de una membrana.

En la otra parte de nuestro estudio, inspirados en un reciente algoritmo de
dindmica browniana en el espacio de Fourier, hemos implementado simulaciones
para cuatro modelos sencillos de membranas fluctuantes planas. En este estudio
se ha cuantificado el comportamiento de las correlaciones espacio-temporales
de la altura de la membrana respecto a un plano de referencia.
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Capitulo 1
Moléculas anfitilicas y
agredados

Las membranas biol6gicas son estructuras muy complejas formadas por una
gran variedad de moléculas: fosfolipidos, proteinas, etc. [I]. Estudios basados en
microscopia electrénica y en el andlisis de la composicion quimica de biomem-
branas, asi como estudios de propiedades fisicas tales como la permeabilidad
y la difusion de proteinas y de moléculas lipidicas en membranas, condujeron
al desarrollo del llamado modelo del mosaico fluido [2]. Este modelo, propues-
to por S. ). Singer y G. Nicolson en 1972, es el mds aceptado para describir a
las membranas biolégicas. La estructura base de la membrana es una bicapa
lipidica donde las moléculas individuales pueden moverse como en un liquido
bidimensional. En el modelo, la bicapa lipidica es una mezcla de varias clases de
moléculas, en particular fosfolipidos y glicolipidos més otras moléculas peque-
fias como colesterol. Las proteinas de membrana se encuentran incrustadas en
la bicapa lipidica.

Como se habrd intuido ya, en el presente trabajo estudiaremos a las mem-
branas biolégicas usando de base el modelo del mosaico fluido. Més adn, de
aqui en adelante el término de membrana, bicapa lipidica o membrana modelo
representa una doble capa de moléculas anfifilicas. Esta burda simplificacion es
justificada debido a que el presente trabajo estd enfocado al estudio de membra-
nas artificiales que se producen en el laboratorio, las cuales son fabricadas con
moléculas anfifilicas. Asi, el capitulo de inicio contiene una pequefia introduccion
sobre éstas moléculas y sobre los agregados que forman.

1.1. Moléculas anfifilicas

La estructura de las membranas biol6gicas es posible debido a que los fosfo-
lipidos pertenecen a un tipo especial de moléculas, llamadas “anfifilicas”, al cual
también pertenecen los surfactantes. Este nombre se debe a que una parte de la
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Figura 1.1: Un componente principal de una membrana biolégica es la matriz lipidica, en la
cual, las colas hidrofébicas de las moléculas de fosfolipido evitan el contacto con el agua. En la
figura mostramos también la molécula de uno de los fosfolipidos méds comunes en la familia de

la fosfatidilcolina.

molécula (la cabeza polar) es soluble en el solvente que las contiene (cominmen-
te agua), mientras que la otra parte (la cola hidrofébica) es insoluble en dicho
solvente. Asi, cuando estas moléculas estdn inmersas en agua, las partes hidro-
fobicas tienden a asociarse para evitar el contacto con el solvente, donde son
insolubles, lo cual da lugar a la estructura en forma de bicapas (recordemos que
el medio celular es esencialmente acuoso). Las proteinas que se pueden insertar
en dicha bicapa tienen segmentos hidrof6bicos que tampoco pueden solubilizar-
se en agua, los cuales se asocian con el centro hidrofébico de la membrana. En
la Figura 1.1 se muestra de forma esquematica la estructura de una bicapa lipidica
asi como la formula molecular de uno de los fosfolipidos més conocidos en la
familia de la fosfatidilcolina.

Mediante diferentes técnicas experimentales, tales como la dispersion de ra-
diacion [3, 4, 5] y la microscopia electrénica [l], se ha podido determinar el
espesor de una membrana formada por moléculas anfifilicas (alrededor de 50A).
Dicho espesor experimental coincide bastante bien con lo esperado a partir de
la longitud de las moléculas que forman las membranas. Més atn, hoy es posible
medir muchas propiedades de las bicapas de fosfolipido con distintas técnicas
experimentales y con ayuda de modelos, por ejemplo, determinar el grosor me-
diante distintas técnicas de simulacién por computadora.

Es importante subrayar que algunas propiedades fisicas (mecanicas y termodi-
namicas) de las membranas de fosfolipido dependen crucialmente del tipo de




1. Moléculas anfifilicas y agredados 5

lipido. Esto se refleja principalmente en la denominada temperatura de transi-
cion, T,,, de los fosfolipidos. Por debajo de esta temperatura, las moléculas del
fosfolipido adquieren una estructura tipo gel (s6lido amorfo bidimensional). Para
temperaturas mayores que 7,,, la membrana es fluida. Experimentos de calori-
metria han mostrado cémo T, depende de las caracteristicas quimicas de los
lipidos [6]. Por ejemplo, para una cabeza polar dada (como fosfatidilcolina), 7}, se
incrementa conforme se incrementa el nimero de dtomos de carbono en la ca-
dena hidrofébica. Esto se debe a que las cadenas de longitud grande magnifican
el efecto hidrofébico, dando como resultado mayor cohesién entre las moléculas
que forman la membrana. De manera similar, la presencia de insaturaciones (do-
bles enlaces quimicos) en las colas hidrofébicas hace que 7}, disminuya, efecto
que depende también de la posicién en que se presenta la insaturacion [6]. Se
ha observado también que la presencia de cierta asimetria entre las dos ca-
denas que forman la cola hidrofébica de la molécula hacen que 7, disminuya
[6]. Esto tiene como consecuencia que los fosfolipidos mas utilizados para pre-
parar modelos experimentales de membranas bioldgicas sean aquellos con una
cadena saturada y otra insaturada, como es el caso del 1-estearoil-2-oleil-glicero
3-fosfocolina (SOPC), o de mezclas como la lecitina de soya o huevo. Esto asegura
que la temperatura de transicion, 7}, esté siempre por debajo de la temperatura
a la cual se llevan a cabo los experimentos.

1.2. Formaciéon de agregados

Cabe senalar que las moléculas anfifilicas no sélo forman estructuras ti-
po membranas bioldgicas sino también otro tipo de estructuras. Cuando estas
moléculas (ya sean fosfolipidos o surfactantes) se disuelven en agua su carac-
teristica dual, en cuanto a la solubilidad, hace que se puedan formar diferentes
estructuras como las micelas (agregados individuales que pueden ser esféricos
o cilindricos) o las bicapas. A su vez, las bicapas, que son la estructura bésica
de una membrana pueden adoptar configuraciones en forma de vesiculas (agre-
gado esférico), fase lamelar (membranas paralelas), fase ctbica (membranas en
arreglo periddico) o fases esponja (bicapas desordenadas pero conectadas). Una
representacion esquemdtica de algunas de estas fases se muestra en la Figura
1.2.

Cada molécula particular presenta algunas de estas fases en diferentes con-
diciones fisicoquimicas: concentracion, temperatura, aditivos, etc. Por otra parte,
se han desarrollado algunos modelos teéricos que predicen la topologia de los
agregados. El mas sencillo de dichos modelos, propuesto por Israelachvili [7], es-
tipula que la forma del agregado estd determinada por el llamado “parametro de
empaquetamiento”, el cual se relaciona con la geometria de la molécula. Segun
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Figura 1.2: Representacién de la estructura de algunas fases tipicas formadas por moléculas
anfifilicas. La estructura mds sencilla es la micela. Por su parte, las membranas pueden ordenarse

de maneras diferentes tal como en la fase lamelar, en la esponja o en la vesicular.

este modelo simple, la asociacion de moléculas de forma cénica da lugar a un
agregado con gran curvatura, como las micelas. En cambio, la asociaciéon de mo-
léculas relativamente cilindricas da lugar a agregados con poca curvatura, como
las membranas. Este modelo permite explicar algunas transiciones observadas en
las fases de moléculas anfifilicas. Por ejemplo, si se tiene un surfactante cargado
que forme micelas esféricas, es debido a la forma efectivamente cénica de la
molécula magnificada por la repulsion electrostatica entre las cabezas polares.
Al agregar sal al sistema las interacciones electrostaticas se apantallan, lo cual
tiene el efecto de disminuir el tamafio efectivo lateral de las cabezas polares,
por lo que la molécula se asemeja mas a un cilindro que a un cono. En estas
condiciones, la teoria del pardmetro de empaquetamiento predice que la estruc-
tura que forman dichas moléculas evoluciona de la forma micelar hacia la forma
de membrana con el sélo hecho de agregar sal al sistema. Este efecto ha sido
observado experimentalmente. Sin embargo, hay otras transiciones que no han
podido ser explicadas completamente mediante modelos geométricos tan senci-
llos. Una de ellas es la transicion de la fase lamelar a la fase esponja (Figura 1.2),
donde membranas que tienen una configuracion relativamente plana adquieren
una topologia local en forma de silla de montar. Se trata de una transformacion
topoldgica de las membranas. Lo mismo puede decirse en cambios donde se pa-
sa de una fase lamelar a una fase vesicular, mediante la adicion de un polimero
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por ejemplo, lo cual también implica un cambio topolégico.

Hoy dia existen numerosos estudios enfocados no solo a observar la for-
ma del agregado que adoptan las distintas moléculas anfifilicas, sino también
a medir las distintas propiedades fisicas de estos agregados. La naturaleza de
estos estudios es principalmente de tipo experimental, seguidos de cerca por
los estudios de simulacion por computadora y los trabajos teéricos. Uno de los
principales objetivos de todo este enjambre de trabajos es la reproduccion vy el
entendimiento de las funciones que los organismos vivos realizan. En este senti-
do, los trabajos experimentales intentan reproducir funciones y estructuras que
se presentan en la naturaleza. Los trabajos tedricos, inspirados en su mayoria
en los resultados experimentales, intentan construir modelos matematicos que
permitan explicar estas funciones, estructuras y procesos. El gran avance tec-
nolégico que hoy en dia vivimos ha permitido que los estudios de simulacion
por computadora sean una herramienta que no sé6lo permite aproximar muchos
estudios experimentales, sino que ademads los resultados de estos estudios se
convierten en herramientas utiles validar los modelos matematicos.

En particular, los estudios enfocados a las propiedes elésticas, estructurales
y dindmicas de las membranas biolégicas tienen, en su mayoria, como base un
modelo formulado en 1973 por W. Helfrich. El modelo considera que las bicapas
lipidicas son la unidad estructural basica de las membranas celulares, siendo los
fosfolipidos las principales moléculas que forman las bicapas. Ademads estipula
que algunas propiedades fisicas pueden obtenerse calculando la energia libre
asociada a la bicapa y sus deformaciones. Este modelo, desde su aparicion, no
ha dejado de ser explotado en todas sus formas posibles: experimental, teérico
y mediante simulacién por computadora. Como el lector habré intuido, el pre-
sente trabajo también tiene como base este modelo. Por tal motivo y dada la
importancia en este trabajo le hemos dedicado el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Teoria de Helfrich

Algunas propiedades geométricas de las bicapas anfifilicas pueden ser enten-
didas desde un punto de vista unificado considerando la energia libre asociada a
la bicapa y sus deformaciones. El espesor tan pequefio de una membrana (50A),
al menos comparado con las dimensiones de una célula (del orden de micras),
permite aproximar a la bicapa como una superficie bidimensional inmersa en el
solvente [8].

Debido a que la membrana se encuentra inmersa en el solvente es vilido
suponer que se encuentra en equilibrio con la solucién acuosa; y entonces, ca-
racterizar su energia mediante las deformaciones que la membrana puede sufrir:
a) la compresion o expansion de la bicapa en la direccion lateral y b) las defor-
maciones en la direccion normal a la superficie (esto es, por la curvatura local de
la superficie) [8]. Bajo estas condiciones, la energia libre (por molécula) asociada
a la membrana puede ser expresada como una funcién del drea promedio de
cada molécula, X, y de las curvaturas locales asociadas a la superficie.

Los conceptos matemdticos necesarios para expresar la energia eldstica de
las membranas pertenecen a la Geometria Diferencial de Superficies, por lo que
conviene repasar algunos conceptos basicos de este campo de las matematicas
antes de continuar con nuestro estudio. Posteriormente, aplicaremos los con-
ceptos geométricos antes mencionados a la descripcion fisica de las bicapas
lipidicas. Esto permitird arribar a una expresion para la energia libre de la bi-
capa como una funcién de sus curvaturas principales. Finalmente, analizaremos
el caso de una membrana que en promedio se encuentra horizontal respecto a
un plano de referencia, pero que presenta pequefias fluctuaciones térmicas en la
direccion perpendicular al plano. Uno de los objetivos de este dltimo analisis es
transformar la energia de la bicapa del espacio real al espacio de Fourier. Esta
trasformacion serd retomada en la ultima parte de este trabajo.
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Figura 2.1: llustracién de la curvatura normal de una superficie en el punto Q.

2.1. Conceptos matematicos previos

Considérese un plano P perpendicular al plano tangente (en un punto cual-
quiera) a la superficie que representa a la membrana. A la interseccion de la
superficie con el plano P se le llama una “curva normal”, la cual puede ser una
linea recta o en general poseer cierta curvatura que denotaremos con la letra c.
Estos conceptos se ilustran en la Figura 2.1. Para asociar un valor a la curvatura
normal notemos que una linea recta (por definicién con curvatura normal cero)
puede verse como la circunferencia de un circulo con radio infinito. Esto sugiere
definir a la curvatura como el inverso del radio de curvatura: ¢ = 1/R. Como
es de esperarse, para una linea recta, ¢ es igual a cero puesto que R es infinito.
A la curvatura asi definida se le asocia un signo para distinguir las dos posibles
orientaciones de la curva: concavidad hacia un lado o concavidad hacia el otro,
direcciones a las cuales se asigna arbitrariamente el signo positivo o negativo.

Notemos que, dado que el plano P se defini6 simplemente como perpendi-
cular al plano tangente, existe una infinidad de posibles orientaciones para P.
Dependiendo de dicha orientacion las diferentes curvas normales posibles tienen
diferentes curvaturas. Sin embargo, puede demostrarse que hay dos direcciones
particulares, perpendiculares entre si, para las cuales la curvatura normal es un
extremo (en un caso maximo y en el otro minimo). Dichas curvaturas normales
extremas son llamadas las “curvaturas principales” de la superficie y se denotan
mediante los simbolos ¢; y ¢o. Todas las demés curvaturas normales en el mismo
punto (asi como la curvatura local de cualquier curva contenida en la superficie
y que pase por dicho punto) pueden ser expresadas en términos de las dos
curvaturas principales. En otras palabras, todas las deformaciones locales de la
superficie en la direccion normal al plano tangente pueden ser caracterizadas a
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Figura 2.2: Superficies con distinta curvatura media y gaussiana.

primer orden por las curvaturas principales ¢; y ¢o. Estos son los dos pardmetros
necesarios para caracterizar la curvatura de una membrana fluctuante.

Sin embargo, mateméaticamente es mds conveniente realizar un cambio de
variable de ¢; y ¢o a dos combinaciones de ellas, las llamadas “curvatura media™:
H = (c1 + ¢2)/2 y “curvatura gaussiana”: K = c;c,. De hecho, a segundo orden
en las curvaturas principales, |H| y K son las unicas cantidades invariantes ante
cualquier parametrizacion de la superficie [9]. Es importante senalar que como ¢;
y ¢ tienen asociado un signo, el signo de H depende de la orientacion elegida
como positiva para la curvatura (cambiar la convencion de signos cambia el signo
de H). El signo de K, por su parte, es independiente de esta eleccion. La Figura
2.2 muestra algunas superficies con valores diferentes de las curvaturas media y
gaussiana.

2.2. Energia libre de Helfrich

Apliquemos ahora los conceptos geométricos antes mencionados a la des-
cripcion fisica de las bicapas lipidicas. La energia libre de la bicapa (por unidad
de area), f, debe ser invariante bajo cualquier parametrizacion de la superficie,
dado que es un concepto fisico que no depende de la descripcion matematica
utilizada. Luego entonces, dicha energia debe ser una funcién de H y K.

En equilibrio las bicapas pueden considerarse aproximadamente planas, al
menos localmente; las deformaciones respecto a dicho estado estén caracteriza-
das por curvaturas muy pequenas; es decir, el radio de curvatura correspondiente
es mucho mayor que el espesor de la bicapa. Esto permite desarrollar la funcién
f = f(H, K) mediante una serie de Taylor (a segundo orden en las curvaturas
€1y Cco):

f(H,K)= fo+ fiH + foH? + f3K 2.0)

donde los pardmetros fy, f1, fo y f3 dependen en principio del drea promedio
por molécula; en particular f, corresponde a la energia libre (por unidad de area)
de una bicapa plana.
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Nétese que el término lineal en H depende de la orientacion de la superficie,
pues H = 1/2(c; + ¢3). Cuando las monocapas que forman la bicapa tienen la
misma composicion, no hay razén alguna para dicha dependencia en la orien-
tacion y, en tal caso, la constante f; debe ser cero. En general, sin embargo,
existe la posibilidad de una asimetria entre las monocapas y es precisamente el
término lineal en H el que toma en cuenta este efecto.

Completando el binomio cuadrado respecto a H, la ecuacién (2.1) puede
reescribirse como:

=i (e Y s (- f5) e
AT TaR) T

Si entonces definimos las cantidades:

Afa’
K= 2f,
Co = —i
2f>
k= f3

la energia libre, por unidad de area, de la bicapa toma la forma
1 2 |
f= o (H —¢o)” + KK + o, (2.2)

donde o, K, K y ¢g son la tension superficial, el médulo de curvatura media, el
modulo de curvatura gaussiana y la curvatura espontdnea de la membrana, res-
pectivamente. Colectivamente esas variables son conocidas como los “pardmetros
de Helfrich”. Dichos pardmetros son independientes de la forma geométrica de
la membrana pero dependen en principio de su composicién quimica.

La energia total de la bicapa (conocida como la energia de Helfrich) puede
ser calculada integrando sobre el drea total de la misma:

F = / [%/@ (H — o)’ + K + o |dA. 2.3)

Wolfgang Helfrich llegé a estas ecuaciones en 1973 en un afdn de describir la
elasticidad de las membranas biolégicas [10]. La derivacion original publicada ese
afno, se basa en una analogia con la energia libre para cristales liquidos propuesta
por Frank [1l]. Sin embargo, la forma en que aqui arribamos a tal relacion fue
desarrollada por Safran en 1994 [12, 13]. Hemos elegido esta ultima derivacion
debido a la sencillez y elegancia.
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Es importante notar que si no hay fuerzas externas que tensen la membra-
na, el drea de la bicapa puede considerarse constante. Esto es asi porque las
colas hidrofébicas de las moléculas de fosfolipido son casi totalmente insolubles
en agua y estan agrupadas de manera que el drea por molécula se mantiene
practicamente constante. Modificar dicha édrea requiere de energias mayores a la
necesaria para simplemente reacomodar las moléculas de la bicapa de modo que
ésta se curve. Por esta razon, en ausencia de fuerzas externas, el término de la
energia de Helfrich que contiene la tensién superficial, o, es una constante sin
relevancia al momento de minimizar la energia respecto a las posibles deforma-
ciones de la superficie. En la discusion subsiguiente ignoraremos este término,
excepto cuando se mencione explicitamente lo contrario.

2.3. Significado fisico de los parametros en
la energia de Helfrich

Para comentar la fisica que se desprende del médulo de curvatura media, k,
es conveniente empezar haciendo algunas observaciones acerca del término de
la curvatura gaussiana, el segundo de la ecuacion (2.2). El llamado teorema de
Gauss-Bonnet [9] muestra que este término es una constante si la topologia de la
membrana no cambia. En efecto, este teorema estipula que para una superficie
cerrada de topologia fija, la integral de la curvatura gaussiana es una constante,

/KdA:47r(1—p), (2.4)

donde p denota el género de la superficie, concepto topoldgico que esta relacio-
nado con la cantidad de poros o perforaciones que tiene la superficie. Algunos
ejemplos de superficies con distinto género se muestran en la Figura 2.3. La con-
clusion principal del teorema de Gauss-Bonnet es que, al estudiar la estructura
de minima energia de membranas de topologia fija, el término que involucra la
curvatura gaussiana puede ser ignorado pues es constante mientras la topolo-
gia no cambie. En otras palabras, la energia de curvatura asociada al mddulo
gaussiano no cambia mientras la topologia de la membrana sea la misma.

En esas condiciones, la energia elastica de Helfrich toma la forma de un po-

tencial armoénico F' = §Hf (H — ¢o)*dA que depende de la curvatura media H

en forma andloga a como la energia potencial de un resorte depende de su defor-
macion. Entonces, el médulo de curvatura media, x, es anédlogo a la constante de
rigidez de un resorte, y puede interpretarse como una constante de rigidez (ante
deformaciones de curvatura) de la membrana. Cuando « tiene valores pequefios,
la membrana es flexible; cuando x asume valores grandes, la membrana es rigida.
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Figura 2.3: Superficies con distinta topologia.

Luego, el término de curvatura media esta relacionado con las fluctuaciones de
forma u ondulaciones (sin cambio topol6gico) que experimenta la membrana por
efectos de la energia térmica del solvente.

Por su parte, la curvatura espontdnea ¢, es la curvatura media que adquie-
re la bicapa cuando esta libre de tension, jugando un papel andlogo al de la
longitud de equilibrio en el caso del resorte. Hicimos notar anteriormente que
para monocapas idénticas la constante f; de la ecuacion (2.1) debe ser cero vy,
por tanto, ¢y debe ser nula también. Es claro entonces que la curvatura espon-
tdnea estd asociada a la asimetria de las monocapas que forman la bicapa. Esta
curvatura es debida al hecho de que en general las monocapas se forman por
distintas moléculas anfifilicas ocasionando que las bicapas tiendan a curvarse
espontdneamente hacia alguno de sus lados cuando dos de estas monocapas se
superponen. Por supuesto que cuando la bicapa estd formada por un solo tipo
de moléculas, no existe curvatura espontdnea y el estado de equilibrio tiende a
ser el de una membrana plana. En resumen podemos decir que la ecuacion (2.2)
establece que cuando no hay cambios de topologia en el sistema la curvatura
media que minimiza la energia libre corresponde a la curvatura espontanea. Por
lo tanto, el radio de equilibrio de la membrana es Ry = 1/c.

Finalmente, para tener una idea del significado fisico del médulo de curvatura
gaussiana, R, imaginemos una bicapa formada por monocapas idénticas (¢ =
0) que puede cambiar de topologia. El término de la curvatura media, F' =

5&] H?2dA, es minimo para una superficie con H = 0, que puede ser un plano

pero también una superficie localmente de tipo “silla de montar” (ver Figura 2.2).

Puede ahora notarse que el término de la curvatura gaussiana, f rKdA, fa-
vorece superficies con distintas topologias, dependiendo del valor del médulo
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elastico gaussiano. En efecto, cuando < > 0, la energia relacionada con el tér-
mino gaussiano se minimiza si los radios de las curvaturas principales tienen
diferente signo, es decir, si la curvatura gaussiana es negativa, como en el ca-
so de superficies tipo “silla de montar”, prevalecientes en las fases esponja y
cibicas. Por otra parte, cuando = < 0, el término gaussiano favorece superfi-
cies de curvatura gaussiana positiva (radios de curvatura en la misma direccion),
contribuyendo a la estabilidad de agregados cerrados tales como vesiculas.

Esta breve discusion nos permite vislumbrar el tipo de fendmenos fisicos que
afectan a una membrana y que pueden ser descritos con la ecuacion (2.2): forma
de equilibrio, fluctuaciones térmicas y cambios de topologia. Por esta razon, la
energia de Helfrich ha sido utilizada en una gran cantidad de trabajos que des-
criben algunas propiedades fisicas de las membranas. De hecho, la posibilidad de
calcular la energia libre de una bicapa ha permitido modelar sistemas biolégicos
reales como el aparato de Golgi [14] o la forma discoidal de los glébulos rojos
[15, 16]. La forma en que se usa la relacion (2.2) en los distintos modelos con-
siste en sumar las diferentes contribuciones energéticas para después minimizar
la energia total a fin de obtener informacion sobre la forma o las fluctuacio-
nes del sistema. En la siguiente seccién veremos una forma matematicamente
conveniente de expresar las fluctuaciones de una membrana.

2.4. Fluctuaciones de forma en una bicapa

Por simplicidad, vamos a analizar el caso de una membrana que en prome-
dio se encuentra horizontal respecto a un plano de referencia pero que presenta
pequenas fluctuaciones en la direccion perpendicular al plano. La posicién so-
bre el plano de referencia se describe con un vector de posicién bidimensional
7= (z,y). A un tiempo dado, la conformacién de la bicapa puede caracterizarse
mediante la altura en cada punto z = h(7) (Ver Figura 2.4). A la descripcién ma-
tematica de la membrana realizada asi, se le llama “parametrizacion de Monge” y
es una de las maneras mas simples de parametrizar una superficie. Supondremos
que la membrana tiene dimensiones L x L en el plano de referencia y, ademads,
consideramos una bicapa formada por dos monocapas idénticas de modo que
¢o = 0. En la parametrazacion de Monge la energia de Helfrich para membranas
débilmente curvadas puede escribirse en forma aproximada como [13]:

1
F=3 / {K(V20)" + 0 (Th)* fdA. (2.5)
Esta ecuacion supone ademds que las fluctuaciones térmicas son tan pequenas
que son capaces de afectar la forma de la membrana pero no provocan cambios
en su topologia, por lo cual se ha ignorado el término gaussiano, que como vimos
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Figura 2.4: Representacion esquemdtica de la parametrizacion de una membrana con pequenas

fluctuaciones térmicas.

permanece constante mientras no cambie la topologia. Esta manera de escribir
la energia eléstica de Helfrich es matematicamente conveniente para describir las
fluctuaciones de forma en la membrana, lo cual ha llevado a concebir métodos
experimentales para medir la constante eldstica k.

Para estudiar las fluctuaciones de una membrana vamos a considerar sus
diversos modos de deformacion. Para ello, haremos una expansion en serie de
Fourier de la funcién que describe la forma de la membrana en la parametriza-
cion de Monge, h(r). Esta expansion queda de la siguiente forma:

h(F)=>_ hg-exp{iq- 7} (2.6)
7

donde ¢ = 2* (n,, n,) y ng, n, son nimeros enteros. Los coeficientes /; pueden
verse como “coordenadas” en el espacio de Fourier y representan la contribucion
a las fluctuaciones de cada modo de deformacion.

Para utilizar esta expansion en la energia de Helfrich derivamos la relacion

=\,

anterior, con lo cual obtenemos el gradiente y el laplaciano de h(7)

(Vh)* = = (@i - &) hayhg, exp {i(G + &) - 7}, 2.7)
q1,92
(V2h)* =" @a3hghg exp {i(@ + @) - 7 2.8)
1,32

Con estas ecuaciones la energia libre de Helfrich, (2.5), se transforma en

1 — — Py - 5 N
b= 5/ > haha [keigs — o (@ @)] exp (i@ + @) - THT.(29)
L

XL - -
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Esta dltima expresion puede escribirse en una forma més simple intercambiando
la integral con la sumatoria y usando la representacion de Fourier de la delta de
Kronecker:

/ exp {—iq - U}d*T = L*6z. (2.10)
LxL

—

Con lo que se tiene, al considerar ¢y = ¢y ¢ = —¢,
F= L hgh 4 2
= 72 g (kq" +0¢?).
q

Por otra parte, el hecho que h(7) sea real y la ecuacion (2.6) nos llevan a que los
modos complejos de Fourier son tales que h_; = h. Todo esto finalmente nos
lleva a que la energia de Helfrich es:

L2
F== Z hal? (kq* + 0¢?). 21
q

Observemos ahora que la energia obtenida es armonica en estas nuevas
“coordenadas” |hg|. Si ahora se aplica el teorema de equiparticion de la energia,
las amplitudes cuadraticas medias de los diferentes modos de oscilacion en la
membrana estan dadas por:

(h2) = Kol 212)
L2 (kgt 4 0g?)

Comuinmente a esta funcion se le da el nombre de espectro de fluctuaciones
o factor de estructura. Vemos en esta ecuacién que, como era de esperarse,
la amplitud de las fluctuaciones de la membrana aumenta proporcional a la
temperatura. Igualmente, dado que la amplitud de cada modo es inversamente
proporcional al médulo eldstico de curvatura media, x, vemos que las fluctua-
ciones son mds grandes mientras mas pequefio sea este médulo y viceversa.

Por otra parte, dos modos diferentes estan desacoplados y por tanto

(hghg,) =0 si q1 # — o 2.13)

Utilizando este hecho es posible observar que la amplitud total de la fluctuacion
de la membrana en el espacio real es simplemente la suma sobre todos los
modos individuales, es decir,

(h*) =2 (h)-

Esta relacién es muy importante pues su evaluacion permite tener una idea sobre
los parametros de los que depende la amplitud de las fluctuaciones de forma en
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la membrana. Para calcular la amplitud total, en forma aproximada, la suma se
puede transformar en una integral de la siguiente manera:

dmazx L 2
g — 27T/ <—) qdq.
2m

q dmin

Cabe hacer notar que en esta ecuacion los limites de integracion se deben elegir
de tal manera que se sumen las fluctuaciones que tienen sentido fisico. Por
ejemplo, no tiene sentido considerar fluctuaciones cuya longitud de onda sea
mayor que la dimension méaxima de la membrana (L). De igual forma, no tiene
sentido considerar fluctuaciones mas pequenas que la escala molecular. Para esta
tltima escala espacial, como distancia de corte se puede tomar una distancia del
orden del espesor de la membrana, pues este tamafno estd determinado por
la longitud de las moléculas anfifilicas. Con estos razonamientos, una buena
aproximacion es proponer los limites de integracion dados por: ¢ = 27/a
Y Gmin = 2mw/L, donde a es del orden del grosor de la membrana y L es la
longitud total de ésta.

Tomando en cuenta las consideraciones expuestas y en particular, cuando
Cin K GCaw Y 0 — 0, la amplitud total toma la forma:

L 2 dmax KBT
h2 =2 | — / d )
e (%) o P2+ 0?)

es decir, , ,
KgT :
47TU qm'm (q?naa:/{ + U)
KgT
h?) ~ —2 2 2.15
< > 1673k (5)

Vemos entonces que el cuadrado de la amplitud total de las fluctuaciones
es (en promedio) proporcional a la temperatura e inversamente proporcional al
modulo elastico de curvatura media, &, lo cual corrobora la idea intuitiva de que
mientras mds flexible es la membrana mayores son sus fluctuaciones.




Capitulo 3

Teoria de procesos
estocasticos y termodinamica
mesoscopica de no-equilibrio

Consideremos el siguiente problema: Deseamos conocer la ecuacién que
gobierna el movimiento, en una dimensién, de una particula inmersa en un
fluido viscoso a cierta temperatura, algo similar a lo observado en la Figura 3.1.
La solucién del problema es F = md si uno considera a la particula puntual
y si ademds dejamos de lado la influencia de la temperatura del medio viscoso
sobre el objeto de estudio. Sin embargo, ;qué sucede cuando la particula tiene
tamafio y forma? ;como influye la temperatura del medio sobre el movimiento
de la particula? Sin duda estas preguntas ya no son tan obvias.

Sabemos que una particula suficientemente pequefia como un grano de po-
len, inmersa en un liquido, presenta un movimiento aleatorio. Dicho movimiento,
conocido como movimiento browniano, pone de manifiesto las fluctuaciones es-
tadisticas que ocurren en un sistema en equilibrio térmico. El movimiento brow-
niano puede explicarse a escala molecular por una serie de colisiones en la cual,
pequenias particulas experimentan choques con una particula mayor (particula
browniana).

En base a estas hipétesis presentamos dos enfoques que describen el mo-
vimiento browniano de una particula. El objetivo es plantear las ecuaciones de
movimiento generales. Para iniciar, introducimos el formalismo de Langevin me-
diente el cual se describe el movimiento de una particula esférica inmersa en un
fluido viscoso. En base a esto, se deduce la ecuacion de Fokker-Planck (mostrada
en los Apéndices A y B). Posteriormente, la ecuacién de Fokker-Planck se emplea
para examinar los ritmos de transicion entre dos pozos de potencial. Los resulta-
dos generales obtenidos a lo largo de este capitulo son aplicados en el Capitulo
5 para estudiar la dindmica de transicion entre membranas planas y vesiculas
esféricas. Por otro lado, el enfoque de la ecuacion de Langevin también se apli-
card en la Parte 3 donde se estudian fluctuaciones de una membrana mediante

19
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-wvr
— N
fuido

Figura 3.1: Esquema de una particula browniana de masa m y radio a inmersa en un fluido con
viscosidad 7 y temperatura T'. La particula se mueve con velocidad v sobre el eje X.

el método de simulacion de dindmica browniana en el espacio de Fourier.

3.1. Ecuacién de Langevin

La ecuacion de Langevin para una particula en suspension [17, 18]

dv
me = —(v+ 0F(t) 30

es una ecuacion fenomenologica y estocéstica de tipo newtoniano que contiene
dos fuerzas caracteristicas, una fuerza de friccion y una fuerza aleatoria. Aqui,
my v = @(t) son la masa y la velocidad de la particula brownianana respectiva-
mente, —(v es la fuerza de friccion, proporcional a la velocidad y el coeficiente
de friccion puede estar dado por la ley de Stokes ( = 67na, si la particula tiene
forma esférica con radio a como la ilustrada en la Figura 3.1 [19].

El término 6F(f) en la ecuacién (3.1) representa una fuerza aleatoria fluc-
tuante originada por los impactos de la particula browniana con las moléculas
del solvente. Por hipoétesis, dicha fuerza esta sujeta a dos condiciones,

GF®) =0 y (SF()0F(s)) = 2B8(t — s) (3.2)

donde B mide la intensidad de los impactos o la magnitud de la fuerza fluctuante
y es funcion de la temperatura del medio. La primera condicion en esta hipétesis
(ecuacion 3.2) indica que la fuerza fluctuante no empuja hacia algin lado de
manera preferente, lo cual es consecuencia de suponer que el bafio térmico esta
en equilibrio termodindamico. El resto de la hipdtesis expresa que los impactos
varian con extrema rapidez. De hecho, la funcién delta en el tiempo indica que
no hay correlacion entre impactos para un intervalo de tiempo finito ¢ — s.
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Para resolver formalmente la ecuacion (3.1) basta observar que ésta tiene la
forma general:
0(t) = av(t) + b(t) (3.3)

donde a = —(/m, b = 0F(t)/m y el simbolo v significa la primera derivada de
v respecto a t. Entonces, si v(t) tiene la forma

v(t) = y(t) exp (at), (3.4)
0(t) = ay(t) exp (at) + y(t) exp (at). (3.5)

Esto inmediatamente nos lleva, al igualar (3.3) con (3.5) y considerar (3.4), a que:

y(t) = y(0) +/0 b(s)exp (—as)ds

o equivalentemente de (3.4), como la condicion inicial y(0) es igual a vy,

¢
v(t) = voexp (at) + / b(s)exp [a(t — s)]ds.
0
Por lo tanto, la solucién de (3.1) es
1 t
v(t) = voe M 4 = / exp [—((t — s)/m]dF(s)ds. (3.6)
m Jo

Con esta ecuacion uno puede calcular la velocidad de la particula. Observe que
el primer término en (3.6) expresa el decaimiento exponencial de v impuesto
por la friccion, mientras que el segundo término predice cémo es la velocidad
producida por el ruido térmico.

A pesar de que no es posible dar una expresion para v(t) que excluya la
fuerza fluctuante, si es posible dar una expresion para la velocidad cuadratica
media ([v(t)]?). Veamos una forma de llegar a esta relacién.

Multiplicando por si misma a la ecuacion (3.6), tomando el promedio de la
cantidad obtenida y usando las propiedades de la fuerza fluctuante dadas en
(3.2), tenemos que

28 t t
([v(t)]?) = vge 2/m + — (s — r)e St=s)/me=Ct=r)/m s
’ m? Jo Jo
Considerando que t es mayor que s y 7, y ademds usando la equivalencia

/0 " F@)o(x — o)’ = f(x),
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() = v exp =2t /m]+ =2 | exp[=2¢(t = s)/mas.

Finalmente se tiene que
(o) = o exp [=2¢t/m] + - (1= expl=2t/m)). G

Para determinar el pardmetro B observemos que cuando ¢t — oo

n_ B
() = 5

Por otra parte, del Teorema de equiparticion de la energia, la energia cinética

media (por grado de libertad) es igual a (k) = $kpT donde kp es la constante

de Boltzmann y T es la temperatura del bano térmico. Entonces, como

se sigue que

y por lo tanto,

B = kpTC. (3.8)

La ecuacion (3.8) se conoce como el Teorema de Fluctuacién-Disipacion. Este
relaciona la intensidad B del ruido aleatorio o la fuerza de fluctuacion con la
magnitud ¢ de la disipacion o friccion. En otras palabras, esta relacion expresa
el balance entre la friccion, que tiende a llevar al sistema a un estado “muerto”,
y el ruido, que tiende a mantener al sistema “vivo”. Este balance es necesario
para tener un estado de equilibrio termodindmico a tiempos largos. Como caso
particular, cuando el coeficiente de friccion ¢ estd dado por la ley de Stokes [20],
la ecuacion (3.8) tiene la forma particular B = 6mnakgT.

3.2. Ecuacién Tipo Fokker-Planck

En esta seccion presentamos la deduccion de una ecuacion tipo Fokker-Planck
basada en la teoria conocida como termodindmica mesoscépica de no equilibrio
(MNET). Esta deduccion es de manera similar a como se deriva la ecuaciéon de
difusion en la termodindmica irreversible lineal (ver Apéndices A y B).

Consideremos un sistema en el cual los grados de libertad estdn denotados
por ¥ = ({7:}) y pueden, por ejemplo, representar la velocidad de una particula
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como en el caso anterior, la orientacion de un espin, el tamafio de una molécula,
un dngulo, o alguna otra coordenada o pardmetro cuyo valor defina el estado del
sistema en el espacio fase. Puesto que un estado del sistema a nivel mesoscopico
queda bien caracterizado por la densidad de probabilidad, p(v,t), de encontrar
al sistema en el estado 7 en el intervalo (7,7 + d7) al tiempo ¢, definimos la
entropia del sistema en términos de su probabilidad, en funcién del postulado
de la entropia de Gibbs [17, 21], como:

p(, 1)
S(7,t) = Seq — kn / p(7,t)In oD dry (3.9)
donde S(v,t) y p(7,t) representan la entropia y la distribucién de probabilidad
en el instante ¢ las cuales cumplen con limy oo p(7, 1) = peq y limy—y00 S(7, 1) —
Seq- Por su parte, S, y peq 0N la entropia y la distribucion de probabilidad de
referencia, correspondientes usualmente al estado de equilibrio térmico. Cuando
no hay equilibrio térmico, existe una contribucién de la entropia que viene de la
desviacion de la densidad de probabilidad p(v,?) respecto a su valor de equilibrio

p€q< ) dado por
Peg\Y exp 2 exp 2 . .

Tomando la variacion de la entropia, de la ecuacion (3.9),

p(7,1)

0AS = —k /5p v,t)In
b [ OO

dy — k:B/(Sp(l, t)dy, 3.1
donde AS = S(v,t) — S ; observamos que la segunda integral del lado derecho
es cero porque la densidad de probabilidad estd normalizada.
Por otro lado, la evolucién de la probabilidad en el espacio  estd gobernada
por la ecuacién de continuidad
Ip(v,t) o -

i Iy (3.12)

donde j@’ t) es una corriente o densidad de flujo de probabilidad en el espacio
7. Considerando ahora a (3.11) como una variacién en el tiempo y sustituyendo la
ecuacion de continuidad,

a a > p(f%t)
—AS—k/{—~J}ln =,
ot Bl 1oy 2 pe(d) :

e integrando por partes tenemos la produccién de entropia

) / ) { p(%t)] / o . p(v,t)
ZAS =k J.1In dy—kg [ J,- =—In=="Zdy. (313)
ot "oy Peq(7) Pl ey )
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En las fronteras .J, es nulo y, por lo tanto, el primer término es igual a cero. Una
forma familiar de denotar a esta producciéon de entropia es mediante

7 a p(/% t)
o=—k /J - — In——=dn.
o - 81 peq('y) -

En este esquema, las fuerzas termodindmicas pueden identificarse como el gra-
diente (en el espacio 7) del logaritmo de la razén entre la densidad de proba-
bilidad al tiempo ¢ y su valor de equilibrio. Si ademds, suponemos dependencia
lineal entre los flujos termodindmicos y las fuerzas, como se hace en la termodi-
namica irreversible lineal [18, 22], es decir, establecemos una relacién lineal entre
ellos, tal que

J, = —kBL(z,p(z))a%ln%

3.14)

donde L(7, p(7)) es un coeficiente de Onsager, y sustituimos la relacién (3.14) en
la ecuacion de continuidad (3.12)

Ot) 0 0 P, t)}'

™ 5y {L(z,p(z))a—lmm

Esta ultima relacion puede escribirse, tomando en cuenta la ecuacion (3.10), como:

dp(y,t) 0 1 9p(v,1) 1 O0AF
ot :@'{kBL(z’p(z)) L}(z,t) 0y T T 81”'

Definiendo un coeficiente de difusién generalizado

ksL(v,p(7))

D= (3.15)
p(7.t)
finalmente se tiene que
dp 0 dp Dp 0
—=— < D—+——AF;. 1
ot oy { 9y " kaT oy } 16

La ecuacion (3.16) es conocida como una ecuacién de tipo Fokker-Planck para la
evolucion de la densidad de probabilidad en el espacio ~.

Puesto que la teoria general de los procesos estocasticos es demasiado ex-
tensa, aqui s6lo presentaremos los conceptos y resultados bésicos relacionados
con la ecuacion de tipo Fokker-Planck. Sin embargo, un estudio detallado de las
propiedades mateméticas de la ecuacion de Fokker-Planck puede encontrarse en
la Ref. [23].
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Para concluir, presentaremos la aplicacion de la ecuacién de Fokker-Planck al
movimiento, en una dimensién, de una particula browniana bajo la influencia de
un campo externo.

Consideremos una particula browniana que se mueve, en una dimensién (por
ejemplo una particula coloidal en una suspension), en presencia de un campo
de fuerzas externo que proviene de un potencial U(z), como el ilustrado en la
Figura 3.2. En este caso la ecuacion de Fokker-Planck (3.16) se transforma en

dp 0 D8p+ Dp oU
ot Ox Oxr kgT Ox |~

Para el caso sin potencial externo y cuando el coeficiente de difusion D es

independiente de la posicion se obtiene la ecuacion tipica de difusion

9 2
9p _ D@.

ot Ox?
Escribiendo el coeficiente de difusion en la forma D = akgT la ecuacion

tipo Fokker-Planck puede escribirse como

QB__fl{akBT_z_+ap__}, (318)

(3.17)

ot Ox
En un estado estacionario, cuando la variacion de p es tan pequena que
puede considerarse independiente de ¢, la corriente de probabilidad J cumple la

condicion: 07 5 5 Dy U
—_— = —— D_p + _p_
ox ox Oox kT Ox

es decir, para el caso estacionario,

J Op n p oU
R A

La solucién de (3.19) puede hallarse proponiendo p = ppg(z), donde py
representa la soluciéon homogénea de la ecuacién, dada por

)

3.19)

-U
=poexp | ——= 3.20
Ph = Po p<@T) (3.20)
y g(x) es una funcién desconocida. Observemos que la ecuacion (3.20) es la for-
mula de Boltzmann que nos describe la distribucion en el espacio de particulas
sujetas a un potencial externo en el equilibrio termodindmico. Para determinar
g(x) derivamos ambas soluciones:

P = 9pn+ pPrg
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el punto sobre la variable significa derivada respecto a . Combinando estas dos
tltimas relaciones se tiene que

sustituyendo esta dltima relacion en (3.19),
J o U \.
- = X -
D~ PP\ T )Y

e integrando desde 7 hasta x, donde Z es tal que p(Z) = 0, se obtiene el valor

de g(z): o Ve
o(z) = Dpo/m exp(kBT>d:L’.

Por lo tanto, la solucién formal de (3.19) es de la forma

T UN [ (U@,
plx) = T eXP < kBT) /x exp ( o )dx. (3.21)

En la Parte Il de esta tesis calcularemos el costo de energia libre en el proceso
de formacion de vesiculas esféricas y usamos este resultado para determinar
la ecuacion de Fokker-Planck que gobierna la evolucion de la distribucion de
probabilidad durante la formacién.

3.3. Procesos activados

En esta seccion examinamos un problema frecuentemente encontrado en
diversas aplicaciones. El problema trata de la transicion entre dos pozos de
potencial.

Entenderemos por un proceso activado al transporte térmico de particulas
que cruzan a través de una barrera de potencial. Asi, por ejemplo, cuando el sis-
tema se encuentra en un estado metaestable, las fluctuaciones térmicas pueden
hacer que la particula sobrepase la barrera de potencial de una regién a otra. Un
estado estacionario de no equilibrio puede conseguirse suponiendo que el flujo
de particulas a través de la barrera en el potencial U(x) es constante.

Por simplicidad, consideremos el caso de particulas brownianas moviendose,
en la direccién x, en presencia de un campo de fuerzas que proviene de un
potencial (ver Figura 3.2). Como discutimos en la seccién anterior, la ecuacion
de tipo Fokker-Planck que rige el movimiento de una particula browniana en
presencia de un campo externo estd dada por:

ap 0 {D@ Dan}

ot = % o + ]CB_Ta_ZL‘ (3.22)
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Ul(x)

Figura 3.2: Gréfica del potencial U(x).

donde U(z) representa el potencial.

Si se supone que la barrera no es muy baja, la velocidad con la cual las
particulas pasan sobre la barrera es pequefia, lo cual nos sugiere que podemos
considerar el proceso como estacionario (% = 0). La eleccion de un estado
estacionario implica, en un sentido estricto, una fuente continua de particulas
brownianas en x, y una extraccion continua de particulas en z.. Aqui también
suponemos que la concentracion de particulas en x, es mucho mayor que en
T

La solucion en el estado estacionario obedece la ecuacién

0 dp ~ DpoUu\
s {lﬁ * k_Ta_} =0,
es decir,
. 0p  DpoUu

Puesto que la ecuacion (3.22) tiene la forma de una ecuacién de continuidad
J puede interpretarse como el flujo de probabilidad. Por otra parte, usando la
solucion formal de la ecuacion (3.23) dada por (3.21), pero evaluando en = = x,,
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es posible calcular la corriente .J como:

o ) R PO

— Dpy exp L{Z—“T] (3.24)

en la ultima igualdad se us6 que U(x,) = uq4, p(Ts) = po y como la mayoria de
las particulas estén inicialmente en x, se hizo la aproximacion p(z.) =~ 0.

Si ahora aproximamos la forma del potencial en el fondo del pozo (posi-
cion x,) y alrededor de la cima de la barrera energética (posicion z;) usando
expresiones cuadraticas,

Uy() = ug + %klxz alrededor de z, (3.25)
1
Up(x) = up — 51@3:2 alrededor de xy, (3.26)

el nimero de particulas N, en la vecindad de z, estd dada por:

N, = / Pa EXP [— [i;(;)] exp {ﬁg}} dx (3.27)

donde p,dx es el nimero de particulas entre x, y z, 4+ dx,, y el hecho de exten-
der los limites de integracion esta justificado porque la contribucién dominante
viene de una regién pequena alrededor de x,. Por tanto, N, puede calcularse
como una integral gaussiana

°° k
N, = pa/ exp |:—2k;T.CE2:|d£E

9 3
__— (k_ﬂkBT> . (3.28)
1

Por otro lado, la velocidad de intercambio o ritmo de transicion, r, es igual a
la razon entre el nimero de particulas que saltan la barrera en un segundo, J, y
el nimero de particulas reaccionando, N,. Esto, por lo tanto, es igual a

1
ky 2 Uq e Ul(x)
_D - RS2l 3.29
" (2wk3T> eXp[k;BT] / eXp{kBT] . (3.29)

donde se usaron las ecuaciones (3.24) y (3.28). Dada la forma del integrando en
la relacién (3.29), la contribucién dominante viene de una vecindad alrededor
de z3. Por lo tanto, sustituyendo la expresion aproximada Uy(z) por U(z), y
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extendiendo los limites de integracién hasta infinito, es posible también evaluar
esta integral como una integral gaussiana, la cual nos lleva a que

D \ /{1/{2 exp (— AU) (330)

" kT kenT

donde AU = uy, — u,.

En la relacion (3.30), como ya dijimos 7 es conocido como el ritmo de transi-
cion y representa la probabilidad de que una particula browniana pase la barrera.
Observe que 7 es una velocidad constante, mientras que el nimero total de par-
ticulas pasando la barrera en un segundo es rN,. Este resultado a menudo
es aplicado directamente a reacciones quimicas, simplemente remplazando el
ndmero de particulas en z, y x., respectivamente, por las concentraciones de
reactivos y productos. En este contexto, la ecuacion (3.30) para el ritmo cons-
tante es conocida como ecuacion de Arrhenius. Particularmente, en la Parte Il
de este trabajo se calcula el ritmo de transicion para determinar la dindmica de
transicion de membranas planas a vesiculas esféricas, y viceversa.
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Capitulo 4
Resumen de la Parte 1

A grosso modo, lo presentado en esta primera parte son los conocimientos
bésicos necesarios para entender la segunda y tercera parte de esta tesis.

En resumen, hemos presentado una somera introduccién sobre las moléculas
anfifilicas y los agregados que forman. Se hablé, también, de la utilidad de los
agregados, como vesiculas y membranas, para modelar algunas estructuras y
funciones de los organismos vivos. También se derivé la energia de Helfrich, la
cual describe las propiedades elasticas de las membranas. Como se vi6, en base
a este modelo, toda membrana tiene dos médulos de curvatura: el de curvatura
media y el de curvatura gaussiana. El primero de ellos estd relacionado con
la rigidez de la membrana y determina que tanto se deforma, sin cambiar de
topologia, debido a las fluctuaciones térmicas. El médulo eldstico de curvatura
gaussiana estd relacionado al tipo de topologia que adquiere una membrana.

Adn cuando no presentamos los detalles, sabemos que la elasticidad de las
membranas da lugar a consecuencias fisicas importantes, como la transicion
entre una fase lamelar y otra esponja, o la existencia de una interaccién es-
térica entre membranas [13]. De hecho, s6lo considera membranas fluidas con
pequenas fluctuaciones, despreciando efectos como el citoesqueleto de la célula,
las deformaciones laterales, las proteinas transmembranales y demds compleji-
dades presentadas en las membranas bioldgicas. Sin embargo, en la literatura
hay extensiones del modelo, las cuales rescatan como limite el modelo de Hel-
frich [24, 25, 26]. Mas aun, pese a sus limitantes, el modelo de Helfrich ha sido
muy exitoso y es una referencia fundamental en el estudio de las membranas
biolégicas.

Finalmente, se present6 una introduccién a la teoria de procesos estocdsticos
(18, 27]. También se derivé la forma general de una ecuacion tipo Fokker-Planck
para la distribucién de probabilidad. Este estudio permitird implementar un mo-
delo sencillo para la formacién de una vesicula esférica a partir de una membrana
plana. Sin embargo, esto ya es “harina de otro costal ”.
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Parte Il

Formacion espontanea de
vesiculas
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Capitulo 5
Formacién de vesiculas
esféricas

Las vesiculas de fosfolipido estan siendo ampliamente utilizadas como siste-
mas modelo para estudiar las caracteristicas dindmicas y estructurales de muchos
procesos celulares. El método més usual de preparar suspensiones de vesiculas
lipidicas es mediante hidratacion de una pelicula seca de fosfolipido, resultando
en una poblacién de vesiculas multilamelares con una gran polidispersidad de
tamanos y formas [28, 29]. Por otro lado, la formacion de vesiculas unilamela-
res usualmente involucra una estructura intermedia en forma de bicapa plana,
inestable debido a la exposicion de sus bordes. Ademas, es posible preparar
una variedad de vesiculas esféricas gigantes unilamelares cuando la pelicula de
fosfolipido es hidratada en presencia de un campo eléctrico alterno [30].

A pesar del amplio trabajo experimental, hasta donde sabemos, no existe
algin modelo teérico sistemdtico que describa la dindmica de formacion de
una vesicula esférica unilamelar a partir de una pequefia membrana plana. Un
modelo como ese podria ser util para la caracterizacion y el control del proceso
de formacién de la vesicula. En este sentido, hemos implementado un modelo
teorico simple para la formacion de vesiculas esféricas a partir de una membrana
plana.

Después de estudiar la energia libre de Helfrich, ciertos conceptos de geo-
metria diferencial y asumiendo que la rigidez de la membrana y la tension de
borde son las contribuciones principales, observamos que es posible calcular
el costo de energia libre para la formacién de la vesicula y, entonces, usando
esta energia libre y las reglas de la termodinamica mesoscépica de no-equilibrio
(MNET) [18, 27] derivamos una ecuacién de Fokker-Planck para la distribucion de
probabilidad que describe la dindmica de formacién de las vesiculas. Este trabajo
dio lugar a la publicacién de un articulo en el “Journal of Biological Physics” [31].

La estructura de la segunda parte de esta tesis consiste de dos capitulos.
El presente capitulo contiene la derivacion de la expresion para el costo de la
energia, necesaria para formar una vesicula esférica; asi como la formulacion y
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Formacion espontanea, 0 > 4 e

Membrana plana . =
p Vesicula esférica

Figura 5.1: Representacion esquemética de una vesicula esférica en formacion a partir de una

membrana plana.

resultados del modelo cinético.
Finalmente, el Capitulo 6 contiene las principales conclusiones y perspectivas
derivadas del modelo presentado en esta segunda parte.

5.1. Modelo

En esta seccion formulamos un modelo simple para la energia libre asociada
con una membrana de fosfolipido en el proceso de pasar de una membrana plana
a una vesicula esférica. Para lograr tal objetivo suponemos que, en cada paso del
proceso, la membrana adopta la forma de un tazén esférico, como se muestra
en la Figura 5.1. En este proceso, nosotros consideramos la competencia de dos
energias: una (Fg) asociada con la curvatura de la membrana que favorece a las
membranas planas y otra (F;) debida al contorno de la membrana que favorece
a las vesiculas esféricas.

De acuerdo a la bien establecida teoria de Helfrich (ver Seccion 2) la energia
libre de curvatura por unidad de area asociada con una deformacion local de la
membrana estd dada por [10, 12, 13]:

f =2k (H —¢)* + kK. 5.0

En nuestro modelo de tazén ambas curvaturas principales (ver Seccién 2) son
identicas e iguales al inverso del radio r de la vesicula: ¢; = ¢co = 1/r. Por otra
parte, debido a que estamos interesados en bicapas homogéneas, asumimos que
¢o = 0. Bajo estas dos condiciones la energia libre de curvatura se simplifica

como:
Rp
r2’

Fp=A (5.2)
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donde K, = 2k+Fk y A es el area de la membrana, la cual se supondré constante.
La energia libre de contorno, por su parte, tiene la forma simple

F =, (5.3)

donde ~ es la tension del borde y [ la longitud del contorno. La energia total es
la suma de estas contribuciones: F = 'z + F.

Las ecuaciones (5.2) y (5.3) pueden ser reescritas en términos de un solo
pardmetro (en este caso el dngulo 6 ilustrado en la Figura 5.1) debido a que el
area del tazén es A = 2mr?(1 + cos @) y la longitud del contorno estd dada por
[ = 2mrsen 0. Esto inmediatamente nos lleva a que

sen 6

V1+cosf

Finalmente, usando la relacién sen /(1 + cos#)'/? = v/2sen (0/2) se llega a
la siguiente relaciéon (adimensionalizada por conveniencia) para la energia libre

F(0) = 2mky [1 4 cos 8] + vV 2Am

20y — £

F(60) =1+ cosf + dsen <g) : (5.4)

2T Ky

donde ¢ = él
T Rp

Es claro que el pardmetro 0 en la ecuacion (5.4) contiene la informacion
que determina cuando la forma plana de la membrana es termodindmicamente
estable o cuando lo es la forma esférica. Para obtener esta informacion calcula-
mos los extremos de la relacion (5.4). Primero, observe que la derivada de F/(6)
respecto de 6,

@—— n€+§ b (5.5)
T = se 58 (5 .

puede escribirse como:

O o () s (O) 20 o (? 56
de_ SGHQCOS2 2COSQ. .

De donde se observa que 6* = 2arcsend/4 y 6, = 7 son dos extremos de
F(0) en el intervalo [0, 7]. Note, sin embargo, que 8* = 2arcsend/4 sélo tiene
sentido cuando ¢ < 4.

Por otro lado, la segunda derivada de F(@) respecto de # (segun (5.5)),

FO) _ 0 o (5.7)
2 cos 4sen 5 ) .
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nos permite concluir que en 0, = T,

d?>F () (5_{>0 si5<4}

0 T TIT <0 sig>4

F(@) tiene un minimo en 6, = 7 si < 4 y un maximo si > 4. Ademds, segin
(5.6), también podemos escribir

d2F(6) ,(0\ ¢ 4
102 = —1+2sen 3 —Zsen 3 ) (5.8)
Por lo tanto, al evaluar en §* = 2arcsen /4 tenemos que
> F(6%) 52 .
W——1+1_6<0 sid <4

es decir, F(f) presenta un maximo en * = 2arcsend/4 si 6 < 4.

Finalmente, observemos que F'(f) también tiene un extremo en #; = 0. En
concreto, F'(f) tiene un minimo absoluto en #, cuando § es mayor que 2 y un
minimo relativo cuando 0 < § < 2.

Con el andlisis anterior es posible identificar los siguientes tres regimenes
(ilustrados en la Figura 5.2) en funcién del parametro o:

1. Para § < 2, es decir, cuando la tension lineal es pequena comparada con
la constante de curvatura x, la energia libre tiene un minimo absoluto en
0 = m que favorece la forma plana de una membrana.

2. Para 2 < § < 4, existe una competencia entre las fuerzas de contorno y
curvatura. Note que la energia libre tiene un minimo absoluto en 6 = 0
que favorece a vesiculas esféricas cerradas (ver Figura 5.2). Sin embargo,
ésta presenta una barrera de energia, centrada en 6* = 2arcsen (§/4),
que hace més lenta la transicion desde membranas planas hasta vesiculas.

La altura de la barrera, o diferencia de energia libre respecto a una
membrana plana, puede calcularse restando la energia libre en 6* =
2arcsend/4 y en 0* = 7. Para hacer la resta facilmente primero ob-
servemos que (5.4) puede reescribirse como:

F(6) =2 — 2sen? (g) + d'sen (g),

con lo cual F(6*) = 2+ % y como F(m) = &; es decir, la altura de la
barrera es:

AF(0) = F(0%) — F(r) = é(4 —5)2. (5.9)
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=N ]
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oo

1 1Vesiculas .. Membranas planas

Figura 5.2: Energia libre adimensional como una funcién de 6 para § =0.1, 0.6, 1.8, 2.5 y 4.1.

3. Para 0 > 4 la barrera de energia desaparece y las vesiculas esféricas
cerradas se foman de manera espontanea.

Para finalizar esta seccion, estimaremos los posibles valores para § en sis-
temas reales. El rango tipico de los valores experimentales para el médulo de
curvatura media, en bicapas de fosfolipido, es k ~ 5 — 25kgT, mientras que
para bicapas formadas por copolimeros de bloques es del orden de k ~ 40kgT
[32, 33]. El m6dulo de curvatura gaussiana estd relacionado con el modulo de
curvatura media, segin [32, 33], por Kk = —ak donde @ ~ 1 o menor. Por
lo tanto, kK, ~ 5 — 25kgT. Por otro lado, la tension lineal es del orden de
v ~ 1 —2kgT [32, 33]. Para ser especificos vamos a suponer que x; ~ 25kgT
y v ~ 1kgT, lo que conduce a un radio minimo para las vesiculas del orden de
Tmin & Kp/7 = 25nm (correspondiente a 0 = 2). Observe que para radios en el
intervalo de 25 a 50nm hay una barrera de energia que debe ser superada para
formar vesiculas, mientras que para radios mayores que 50nm las vesiculas se
formardn de manera espontanea.

5.2. Dinamica de la formacién

La energia libre dada en (5.4) puede ser interpretada como el costo necesario
de energia para formar una vesicula. Utilizando dicha energia es posible derivar
una ecuacion tipo Fokker-Planck (ver Seccion 3.2 y Apéndice B) para la funcion
de distribucion de probabilidad. La funcién de distribuciéon describe el estado
de la membrana caracterizado por 6 en el instante de tiempo ¢ . Esta funcion de
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distribucion de probabilidad estd normalizada vy, por lo tanto (siguiendo el mismo
razonamiento que hicimos en la Seccién 3.2 para llegar a (3.16)), considerando que
en este caso el unico grado de libertad es el angulo 6 y utilizando la expresion
(5.4) para la energia, tenemos que

oP 0 ) 0 oP
e = oz% {27mb {— sen 6 + 5 cos (5)} P+ kBT%} . (5.10)

Aqui, o es un coeficiente de Onsager [18]. La relacion (5.10) es la ecuacion de
Fokker-Planck que gobierna la evolucion en el tiempo de la distribucion de pro-
babilidad durante la formacion de las vesiculas. Dicha expresion contiene un
término de arrastre caracterizado por la fuerza —9F /060 y un término de difu-
sion caracterizado por el coeficiente de difusion D = akgT. Particularmente, «
juega un papel similar al coeficiente de friccion o al coeficiente de movilidad en
un movimiento browniano. En este caso, o se puede expresar como el parametro
que caracteriza la viscosidad o las fuerzas de friccion ejercidas sobre la membra-
na por el solvente, incluyendo la friccién entre las bicapas [34]. Para estar seguros
de que P(f,t) permaneceréd confinada en el intervalo 0 < 6 < m, las condicio-
nes iniciales pueden ser escritas en la forma P(0,t) = [H(0) — H(m — )] Py(0)
donde H(0) es la funcién de Heaviside.

5.2.1. Formacién de vesiculas en presencia de barre-
ras de energia

La ecuacion de Fokker-Planck puede ser usada para calcular los ritmos de
transicion, 7,, de membranas planas a vesiculas esféricas (y para el proceso
inverso, r,) en el régimen donde la barrera de energia controla la dinamica, es
decir, para valores de ¢ en el intervalo (2,4). Este objetivo puede ser alcanzado
siguiendo los métodos usuales en procesos activados (discutidos en la Seccion
3.3).

Para estimar la velocidad de transicion en el estado estacionario, suponemos
que inicialmente todas las vesiculas del ensamble estan en el estado de membra-
nas planas. Debido a la presencia de la barrera, la velocidad de transicion sera
lenta y podemos, por lo tanto, suponer un estado estacionario en el cual, en
todo instante de tiempo, el nimero de membranas planas es mucho mayor que
el nimero de vesiculas esféricas.

En dicho estado estacionario la corriente neta,

) 0 oP
J=—«a {277/% [— sen f + 3 cos (§>] P+ l{:BT%} , (5.1

obtenida de la ecuacion de Fokker-Planck (5.10), es una constante en el espacio 6.
Entonces, el ritmo de transicion r, estd definido (ver Seccién 3.3) por 7, = J/N,,
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donde N, es el nimero total de membranas planas, que puede ser calculado
integrando la funcion de distribucién estacionaria P.(6) desde 0* = 2 arcsen §/4
hasta 0, = 7 [23].

Una expresién para .J y N, puede obtenerse expandiendo en serie de Taylor,
a segundo orden en 6, la energia libre F'(f) alrededor de su maximo en 6* y su
minimo en 0, = 7. Este proceso conduce a las expresiones:

Fonge(0) ~ Wf’ (16 + 62) — =22 (16 — 6%) (6 — 67)? (5.12)

16
Fio(0) ~ 2mryd + % (4—08)(0—n). (5.13)

Cosiderando un ensamble de membranas independientes, el nimero total de
membranas casi planas puede calcularse considerando que la barrera energética
es mucho mayor que la energia térmica, es decir aproximando el sistema como
un estado estacionario. Asi, segtn (3.27) de la Seccién 3.3, tenemos:

R (P ) N 0

[ [ ][5

- %/Z [ 47;";(4—5)(9—@2}0[9
5/

Q

= exp dz
donde v = 47];2; (4-=90),z=0—7y p, = P(m).
Por lo tanto,
Pr 4kBT
N,y =—]|———. 5.14
P 2 /ib(4 — (5) ( )

La corriente de probabilidad, por su parte, se puede calcular usando la re-
lacion (3.24) de la Seccion 3.3 y la aproximacion F(0) = Fi,4x(0) alrededor del
méximo de la barrera, es decir,

J = Dpﬂexp[FwOT)} I/Woexp [@}de

kgT kgT
Fem . [ [Fmax(0)
~ —Dp,exp [ kBT} T/_Ooexp{ T do

—  _Dp,exp {2]::}5} exp[ 4kBT(16+52)} /_ exp [~£¢?]d¢

oo
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TRy

donde &£ = 16 — 62 =0-—0".
onde ¢ = 1T (16— 5%) y ¢
Realizando la integral gaussiana e introduciendo la relacion de fluctuacion-
disipacion D = kgT« tenemos que

TRy

AkgT

J = —kBTozpw\/ b (16 — 62) exp [—

- o 2
T (4 —0) } : (5.15)

Entonces, de (5.14) y (5.15), el ritmo de transicion 7, de membranas planas a
vesiculas esféricas estd dado por:

TRy

K
kBTapw\/m(lﬁ — 02) exp [_4kBT<4 - 5)2}
br [T
2 /{b(4 - 5)

O i Sep |- (4 g2
= (4—-9) 4—|—5exp[ 4kBT(4 5)} (5.16)

Tp:

es decir,

Esta expresion es vélida siempre y cuando la barrera energética sea mucho mayor

que la energia térmica por lo que, de acuerdo con la ecuacion (5.9), es necesario

4kpT

. Cuando esta condicion no es satisfecha

satisfacer la condicién § < 4 —

la formacion de vesiculas podria ser analizada como un proceso de transporte.
En la Figura 5.3, se muestra 7, como una funcién de ¢ para diferentes valores de
Kb/k’BT.

Para calcular el ritmo 7, del proceso inverso, es decir cuando la condici6n
inicial es tal que el nimero de vesiculas es mucho mayor que el nimero de
membranas planas, primero aproximamos la energia libre alrededor del minimo
local en 6 = 0, obteniendo

2
TR )
Fym —2(1640%) —mry (60— = ) . (.17)
4 2
Observe que el término cuadratico en la aproximacion de la energia libre es
negativo. Asi, cuando evaluamos el nimero de vesiculas NV, alrededor de este
minimo, obtenemos

9*
_ Fo(0) F(0)
N, = /0 POEXP [ kBT} exp [ T do

g 2
TRb 2 TR 0
A — Y — | 0—=] |dO 5.18
poeXp{ T ]/0 exp kBT( 2)] ; (5.18)
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donde pydf es el nimero de membranas entre 0 y df. En este caso, la integracion
Fo(9)
*nT T ’

posicion del maximo en 6*. Por simplicidad, se ha aproximado 6* a primer orden
en ¢; es decir, § ~ é La integral en (5.18) puede realizarse haciendo el cambio

de variable ¢ = | /% LN (9 — —) Con esto, se tiene que

kT
N, = )*dt.
po exp { 4kBT } TR / g exp (¢

Finalmente, usando la definicion de funcién error imaginaria, se llega a

. kBT TRy <o TRKp (5
N, = po In, exp [ 4kBT5 }E fi L [ —— T2 (5.19)

En este caso, la corriente, .J es:

del factor de Boltzmann, exp [ debe ser evaluado entre el minimo y la

[ F5(0) /7r F(6)
J =D =+ —=1df
Poexp kBT] o P kT
N [Fo(0)] . [ Fnax(0)
~ Dpgyexp _ /{:BT} : /_oo exp [ T do
[ 47Ky, TR Y
= Dpgexp _k:BT} exp [_4k‘BT(16+52)] T/OO exp [—£C?]dC.
Por lo tanto,
J = kpTap, (16 — 62) exp | ——2 2. (5.20)
16kBT 4kBT

Finalmente, usando (5.19) y (5.20), el valor estimado para el ritmo de transicion
r, de vesiculas esféricas a membranas planas es de la forma:

TRy
kT 16 — §? 5?
b O‘po\/mk 716~ )eXp[ AT }

kgT TR TRy O
—_— — 02| Erfi
PN “ar, eXp{ AenT } [\/ knT 2 }

que inmediatamente nos lleva a

Ty =

aky, V16 — 62

“uliE]

(5.21)

Ty =
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Figura 5.3: a) ritmo de transicién 7p, adimensional, como una funcién de ¢ para distintos valores

de a = i’;";ﬁ = 2,15,25,50 a temperatura ambiente. La linea vertical indica el limite de validez

donde es vilida la aproximacién de procesos activados. b) ritmo de transicién r,, adimensional,

como una funcién de § para distintos valores de a = 2, 15,25, 50 a termperatura ambiente.
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En la Figura 5.3, se muestra el comportamiento de 7, como una funcion
de § para diferentes valores de a = i:;‘: Para un valor dado de a, el ritmo
de transicion crece a medida que la barrera de energia decrece. Para un valor
dado de 4, el ritmo de transicion depende del valor relativo de la energia de
curvatura con respecto a la energia térmica, a. Para una temperatura constante
T, el decremento del médulo de curvatura favorece la formacién de vesiculas
asociado con el incremento de r,. Es interesante notar que la ley de Arrhenius
[ver (5.16)] es una consecuencia de dos ingredientes: () la suposicion de una
ley lineal (entre la corriente de probabilidad y la fuerza conjugada), que implica
un proceso no lejos del equilibrio, y (2) el hecho que el minimo del potencial
sea un extremo. Esta segunda condicion no es satisfecha en el caso de (5.21),
que claramente no es una ley tipo Arrhenius. El comportamiento puede también
surgir como una consecuencia de otros mecanismos; ver, por ejemplo, [35, 36].

5.2.2. Formaciéon de vesiculas como un proceso de
transporte

Para valores de § mayores que 4, el minimo absoluto de la energia aparece
en = 0 (correspondiendo a vesiculas esféricas) sin la presencia de barreras de
energia. Por lo tanto, en este caso, la dindmica puede ser analizada como un
proceso de transporte.

Una manera simple de hacer esto es despreciar las fluctuaciones térmicas de
manera que la funcion de distribucién pueda ser aproximada como una funcion
delta de Dirac P(6,t) = 6[0 — 0(t)] [17]. En este caso, después de multiplicar por
0 e integrar sobre todo el espacio 6, la ecuacion (5.10) se reduce a la ecuacion
dindmica

i9(7’) _ 0 cos (Q) +sin (), (5.22)

donde hemos definido el tiempo adimensional 7 = 2rak,t. Dado que esta ecua-
cion no puede resolverse analiticamente, la hemos resuelto de forma numérica
usando el método de Runge-Kutta. La solucién (circulos abiertos con lineas) co-
mo una funcion de 7 para tres valores distintos de  se muestra en la Figura
5.4. Como condicion inicial usamos 6(0) = 3,14 puesto que este valor represen-
ta una aproximacion a una membrana plana con pequefias perturbaciones que
permiten a la membrana regresar a su estado de equilibrio (vesicula cerrada).
La Figura 5.4 claramente muestra que durante gran parte de la evolucion
temporal el valor de 6 es cercano a 7. Por lo tanto, uno puede aproximar la
ecuacion (5.22) alrededor de # = 7 a primer orden en su expasion en serie.
Usando la misma condicién inicial esta ecuacion nos lleva a que 0(7) ~ 7™ —
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Figura 5.4: El angulo 6 como una funcién del tiempo adimensional 7 = 27k,at para los
siguientes valores de §: 15, 25 y 60 obtenido resolviendo numéricamente la ecuacion (5.22). Los
circulos solidos representan una solucién analitica, dada en el texto para 6 = 15. El recuadro
muestra una gréfica log — log para el tiempo de formacién de una vesicula, 7. contra § para § =
10, 15, 25, 60, 400. La pendiente de la linea recta es ~ —1,07.

0,0016 exp[(6 — 4)7/4]. Esta solucion es representada en la Figura 5.4 por los
circulos sélidos. Como puede verse en la figura, ésta contituye una excelente
aproximacion para cualquier tiempo.

Para valores grandes de 4, esta aproximacién permite estimar el tiempo
caracteristico, t., de la formacién de vesiculas, el cual estd dado por t. =

2/(mkpad) =2/ <\/ TA 047). El recuadro de la Figura 5.4 muestra que la depen-

dencia de log(7.) como funcién de log(d) es lineal con la la pendiente cercana
a—1.

Notamos ahora que el coeficiente de Onsager, o, es una movilidad que de-
pende de la viscosidad dindmica del solvente 7 y el drea de la membrana A.
Puesto que ! tiene dimensiones de energia multiplicada por tiempo, éste de-
be depender de la combinacién o' ~ nA3/2, lo que nos lleva a

e~ ——=— (5.23)

VT

Esta relacion predice que el tiempo de formacion estd dado por la razén entre la
fuerza de friccion ~ nA ejercida por el solvente sobre la membrana y la fuerza
de la tension lineal v en el contorno de la membrana.
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Figura 5.5: Distribucién de probabilidad P como funcién del dngulo y el tiempo adimensional
7 obtenido numéricamente al resolver la ecuacién (5.10) con una condicién inicial dada por
una distribucién gaussiana centrada en 6 = 7. A tiempos cortos (7 < 1) la difusion domina
la distribucién dispersa. Para tiempos largos (r > 1) la tension de borde es dominante y la

distribucion se estrecha cerca de 6 = 0.

Para valores tipicos del area A ~ 10°nm?, la viscosidad dinamica del solvente
n ~ 1073 Pa s y la tensién lineal v ~ 1 — 2kgT /nm, uno obtiene que el tiempo
de formacion caracteristico es del orden de ¢, ~ 1 ms.

Finalmente, resolvemos numéricamente la ecuaciéon (5.10) para estudiar los
efectos de las fuctuaciones térmicas. Para tal efecto, nosotros tomamos 6 = 5y
kgT 2wk, = 1. Como condicién inicial suponemos una distribucién gaussiana
centrada en 6 = 7. En tiempos cortos (7 < 1) la difusion domina la distribucion
dispersa, mientras que para tiempos largos (7 > 1) la tension de borde es
dominante y la distribucion se estrecha cerca de # = 0. Estos resultados son
mostrados en la Figura 5.5.
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Capitulo 6
Conclusiones

En esta segunda parte se propuso una expresion para la energia libre que
describe la formacion de vesiculas esféricas a partir de membranas planas. Es-
ta energia depende de una sola variable de estado (dngulo ) y contiene dos
pardametros fisicos relacionados con la rigidez de la membrana y de la tension
del borde. Las propiedades de equilibrio de esta energia depende de la razén,
0 = \/A/my/Ky, entre la energia de contorno y la energia de curvatura de Hel-
frich. Cuando 2 < 6 < 4 la energia libre presenta una barrera energética que
desaparece para valores grandes de 0.

Usando las reglas de la termodindmica mesoscépica de no equilibrio y la
informacion de equilibrio, se ha derivado una ecuacion tipo Fokker-Planck para la
distribuciéon de probabilidad. Dicha ecuacién describe la dindmica de formacion.

Se han analizado dos casos: i) La formacion en presencia de barreras (6 < 4)
y ii) la formacién como un proceso de transporte (9 > 4).

En el primer caso se derivaron expresiones para los ritmos de transicion
durante la formacion de vesiculas a partir de membranas planas (r,) y viceversa
(r,). La expresion para r, sigue una ley de Arrhenius [ver ecuacion (5.16)] y es una
funcion creciente de 4. El ritmo del proceso inverso r, tiene una dependencia
inusual en la temperatura [ver ecuacion (5.21)] debido a que el minimo de la
energia libre en § = 0 (vesiculas) no es un extremo. Ademds, se encontr6 que
r,/7, €s en varios ordenes de magnitud menor que uno, implicando que la tran-
sicion de vesiculas esféricas a membranas planas es un proceso muy improbable
incluso cuando la energia libre lo favorece.

En el segundo caso, el minimo de la energia libre corresponde a vesiculas es-
féricas y puede ser analizado mediante una ecuacion determinista para el angulo,
como funcién del tiempo, luego de despreciar los efectos de las fluctuaciones
térmicas. Una expresion analitica, que es una excelente aproximacion de la so-
lucion numérica, permite estimar el tiempo caracteristico de formacion de las
vesiculas t. que es proporcional al drea de la membrana y a la viscosidad del sol-
vente, e inversamente proporcional a la tension del borde ~, ver ecuacion (5.23).
Para valores tipicos de membranas de fosfolipido con dimensiones ~ 100nm, se
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obtiene que t, ~ 1ms.

Estos resultados sugieren que en experimentos tipicos que involucran medi-
das basadas en videos, la dindmica de formacion de vesiculas estd dominada por
un proceso de transporte, mientras que en el caso de simulaciones numéricas,
donde los sistemas estudiados son pequefios, la presencia de barreras de energia
podria ser fundamental para la dindmica.

Todos los resultados presentados en esta segunda parte forman parte de un
trabajo publicado en el “Journal of Biological Physics” [31].

El modelo desarrollado hasta ahora estd limitado a una geometria esférica
pero puede ser extendido a geometrias mas complicadas, particularmente a ve-
siculas elipsoidales y a combinaciones de elipsoides y cilindros, lo que permitiria
entender bajo qué condiciones se forman vesiculas de diferentes morfologias.

Mads aun, creemos que este modelo puede aplicarse al estudio de la dinamica
de aparicion y desaparicion de poros transitorios en membranas. El entendi-
miento de la dindmica de los poros transitorios permitird conocer mas sobre el
transporte a través de membranas biologicas, lo cual es un ingrediente clave en
el desarrollo de nuevas tecnologias como la terapia génica [37], que requiere de
transporte de fragmentos de ADN a través de células y membranas del ntcleo
celular. Ademds, puede ser de gran utilidad en el desarrollo de sistemas de libe-
racion controlada, dirigidos a células especificas del organismo [38]-[41]. Asimismo
puede arrojar luz sobre el mecanismo de formacién de poros en las membranas
de las bacterias causados por péptidos antimicrobianos.

Actualmente, estamos intentado contrastar las predicciones de nuestro mo-
delo con datos experimentales que han sido reportados en la literatura de la
dindmica de poros transitorios inducidos por tension y observados mediante
microscopia de fluorescencia [42, 43].
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Capitulo 7
Aspectos teéricos del
algoritmo FSBD

Muchos problemas interesantes en biofisica de membranas, biologia celular y
bioquimica, involucran escalas de longitud y tiempo completamente inaccesibles
a la simulacién con dindmica molecular. Mds atn, se cree que pasardn varios
anos antes de que los modelos totalmente atémicos se conviertan en instrumen-
tos viables para estudiar bicapas lipidicas a escalas de micras y milisegundos,
necesarias para observar el comportamiento a escala celular [44]. Los recientes
progresos en el desarrollo de modelos de grano grueso presentan un futuro mas
optimista para la simulaciéon molecular de biomembranas y materiales relaciona-
dos [45]. Sin embargo, estos métodos estdn atin lejos de ser computacionalmente
viables para el uso préctico, en el estudio de bicapas lipidicas, a escalas de longi-
tud superior a decenas de nanémetros y escalas de tiempo superior a cientos de
nanosegundos. Por tal motivo, los modelos elasticos representan el tinico medio
tedrico-computacional actualmente viable para el estudio de biomembranas y
bicapas lipidicas a una escala mayor tanto de longitud como de tiempo.

En afios recientes se ha formulado un algoritmo de dindmica browniana en
el espacio de Fourier (FSBD) [46] basado en una ecuacion tipo Langevin, en el
régimen sobreamortiguado, para los desplazamientos perpendiculares de una
membrana eléstica con hamiltoniano de Helfrich [10]. Esta técnica de simulacion
ha permitido el célculo de propiedades dindmicas como son las funciones de co-
rrelacion temporal y espacial de los desplazamientos en la membrana fluctuante,
entre otras cosas con el propdsito de estudiar la interaccién de la membrana con
el citoesqueleto [46].

Para dar una idea sobre la importancia de las funciones de correlacion pense-
mos en un experimento simple. Supongamos que una fuerza pequefia es aplicada
en un punto de la membrana. Como consecuencia surge una perturbacion, so-
bre la membrana, ya sea en su forma o en la densidad de carga. Cuando uno
desea calcular el promedio de la ondulacién y la densidad de carga promedio
experimentada por la membrana lejos del punto de aplicacion debe calcular las
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funciones de correlacion estaticas de la ondulacion y densidad de carga, res-
pectivamente. Si la fuerza aplicada es eliminada en cierto periodo de tiempo,
la ondulacién promedio y densidad de carga en tiempos posteriores estin da-
dos por su dindmica; es decir, por sus funciones de correlacion dependientes
del tiempo. Més aun, las funciones de correlacién de la densidad de lipidos o
cantidades relacionadas, tales como los factores de estructura y las ondulaciones
cuadréticas medias, pueden ser contrastadas con resultados obtenidos mediante
experimentos de dispersion [47] y espectroscopia [48].

Debido a la importancia de las funciones de correlacion, en esta ultima parte
esbozaremos un algoritmo simple basado en resultados existentes en la literatura
[46] que permiten la implementacion de simulaciones con FSBD de membranas
modelo sin carga y sin tension. Sin embargo, el algoritmo que se presentara es
un modelo extendido a otros casos sencillos (membranas cargadas y tensadas).
Dicho algoritmo nos permitird cuantificar el comportamiento temporal de las
correlaciones de altura en la membrana respecto a un plano de referencia y
visualizar la evolucién temporal de su forma.

El presente capitulo estd dedicado a la teoria basica que describe la dindmica
de las membranas en un régimen de respuesta lineal. En particular, dedicamos
este espacio para escribir las ideas necesarias en la implementacion del algorit-
mo, dejando para el siguiente capitulo la implementacién y la presentacion de
los resultados.

7.1. Energia en el espacio de Fourier

El objetivo de esta seccion es transformar la expresion de la enegia libre
de Helfrich, o hamiltoniano de Helfrich, del espacio real al espacio de Fourier.
Para conseguir este objetivo consideramos una membrana plana ondulante cuya
forma puede especificarse por una altura local 4(7) en funcién de la posicion 7
en el plano XY. Es decir, la membrana puede caracterizarse por la parametriza-
cion de Monge. Dicha parametrizacion nos fuerza a considerar la restriccion de
membranas con bordes fijos, por lo tanto la teoria que desarrollaremos es vélida
so6lo para este caso.

Como ya vimos en la Seccién 2.4 el hamiltoniano de Helfrich puede escribirse
en la forma:

BH = / df{% [V2h(7)]* + i—" [Vh(F)]z} + BH; [h(7)] @)

donde el primer término representa la energia eldstica y el segundo término la
energia debida a la tension superficial y donde § = kBLT Aqui, ademds, hemos

agregado un tercer término que incluye otros tipos de energias de interaccion.
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En la literatura se encuentran estudios donde los lipidos cargados que forman
la membrana se estdan difundiendo lateralmente, de tal manera que la densidad de
carga superficial no es uniforme a lo largo de la membrana [49]. Sin embargo, por
simplicidad, en la presente discusion sélo consideramos una densidad constante
de carga superficial (o,.). En este marco, al costo de energia eléstica, debida a las
fluctuaciones, se le agrega el término adicional

o [ prpi %

2 W — |
Dicho término es la suma de las interacciones coulombianas entre dos cargas
localizadas en las posiciones @ = [, h()] y @' = [/, h(r")] sobre la superficie
ondulante. Iz = €?/ekpT es la longitud de Bjerrum para la cual la energia
electrostatica es comparable a la energia térmica en un medio de constante
dieléctrica e.

Sustituyendo el término anterior en la expresion (7.1), el hamiltoniano de

Helfrich toma la forma [50, 51J:

22727
= Lo [ LD
2 | — |
2 ol 2 2 PBo 2
+ [ d*F 7[V h(7)] +7[Vh(f’)] : (7.2)

Asumiendo pequenas ondulaciones, esta dltima ecuacion puede reescribirse
en funcién de los modos de Fourier para la altura, h;. Para realizar esto, como
en la Secciéon 2.4, definimos

1
W) =+ > exp{—iq-thg (7.3)
q

donde L es el tamafio de la membrana. Ademads, cada componente de ¢, ¢, y ¢y,
toma N valores discretos 2nm/L donde los nimeros enteros n estdn definidos
desde —N/2 hasta N/2. Aqui N = L/I, donde [ es una longitud microscépica
del orden del diametro efectivo de los grupos polares en las moléculas anfifilicas.
Esto dltimo es debido a que los modos correspondientes a longitudes de onda
menores que [ no tienen sentido fisico.

Con la definicién anterior los términos de la expresion (7.2) pueden transfor-
marse como sigue:

1. Primero; como

1 —_—
i — ']
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12
donde )F— T’

es un término constante y la variacion de [h(F) — h(ﬁ)]
es pequena, el cociente puede expandirse en serie de Taylor en la forma
[A+ X2 ~ A7Y2 — X/(2432), vdlido para X < A, y reescribirse
como: )

| N G EI]

3

— !

—
—

‘w_w/‘ ‘F P—

2

Puesto que el primer término en la expansion anterior es constante en
el tiempo, puede considerarse s6lo el segundo término para calcular la
energia electrostatica, lo que nos lleva a la siguiente expresion para dicha
energia

2 _ |P2(7) = h()h(r)
Ia= _ZB;C / d2fd2fr’[ ; }

‘F— r!
(donde se utilizé que 7y ' son indices mudos) o equivalentemente,

| no2 - h?
[el _ BO, /d2fd2rli3_/d2f'd2 (_}) E ) . (7.4
7

2 LS
r—r —7r

‘fl

La primer integral en (7.4) puede reescribirse de la siguiente manera en
términos de los modos de Fourier:

2
A = / Pz .

r—r!

A Q) T}
§ ot [ @rr A=l .
L2611Q2 b q2/ |F_T, |3

La dltima igualdad viene de usar la definicion (7.3) e intercambiar la suma
por la integral. Luego, reacomodando los términos independientes,

d2r
2 — —»
A= Lthqlth/dreXp{—z G+ @) - }/“_r i
q1,92

Ahora, haciendo el cambio de variable § = 7 — 7' y Z = 7, y considerando
el diferencial de 4rea d?iy en coordenadas polares, la expresion anterior
toma la forma:

. 2T ydydf
A=— L2 ZhQ1hQ2/d2zeXp{_Z(Q1+QQ }/ / Y y

91,92
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en la ultima integral los limites [ y L indican que debe sumarse desde
la longitud promedio [ de una molécula hasta la longitud total L de la
membrana. Por otro lado, utilizando la equivalencia

/ d*Fexp {—i7- T} = L*040 (7.5)
LxL

y ademds, como h(7) es real, podemos usar la ecuacién (7.3) para ver que
h(q) = h*(—¢). Utilizando lo anterior y realizando las integrales involucra-
das obtenemos que:

L
A=2r \h~|2{——}
Z I Yl
q
y finalmente, puesto que 2% < 27”, se tiene que:

2
_ T”Z| ha |2 (7.6)
7

Por otro lado, usando la definicién (7.3), puede transformarse la segunda
integral en (7.4) como:

-
B = - / 2 )

| 7—r" |3

s d2 o { i
N LQZ o ‘12/ |7 et nET e

71,32

Para resolver esta dltima integral, definimos 51 =7 — 1"y 5 = 7+ 1/, con
lo cual

o)~ ol (555 (557))
- erfose (058 oo (150)
= expq —iSs - 5 exp § —i81 5

es decir, la ecuacion (7.7) se puede reescribir como:

1 - (Ot
—ﬁthﬁh@ /L><Ld SQGXp{_ZSQ‘ ( 5 *

q1,92

—_— exp —15] .
LxL 31 2

[\

N}
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<y

Figura 7.1: Angulos formados por los vectores 5 y ¢.

Observe que las integrales en ésta ultima igualdad son independientes vy,
por lo tanto, pueden resolverse de manera separada. Note también que la

primera integral puede resolverse tomando ¢ =

— Q1+@

S en la formula (7.5).

Es decir, uno tiene que:

B

1 2 d*3, T -
N Z hahg, L 551572,0/ —3—exp q —i8] 5

q1,32

LxL S1

d*s, -
q

L dSl 2
_ Z | hg |2/ — / df exp {—is1qcos}. (7.8)
z 151 Jo

La igualdad (7.8) es alcanzada luego de considerar coordenadas polares,
donde el dangulo 6 es formado por los vectores s y ¢, como se ilustra en

la Figura 7.1.

Por otro lado, es posible transformar la integral en la igualdad (7.8) a una
funcion Bessel de orden cero. Para esto cambiamos el angulo de referencia
0 por el angulo «, consideramos el cambio de variable = ¢s; y apelamos
a la equivalencia (ver Ref. [52] pag. 675)

Es decir, (7.8) toma la forma:

2
Jo(t) = %/ exp {it cos 0}db. (7.9)
T Jo
9 L dy
B=-2r) |hg| q/ 5 J0(r). (7.10)
7 a

Por otro lado, usando el hecho que, (ver Ref. [53] pég. 142, formula 24.77)

L) = o)~ 2 - [ g
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la expresion (7.10) puede reescribirse de la siguiente manera

B=—-2x3" | hsl’q [jl(r) - % - /%(T)dr] )
q

qL
ql
Para evaluar la expresion anterior recordemos que sz g K 27“ Entonces,

cuando r — ¢l (es decir, r es pequefnio) podemos aproximar (ver Ref. [53]
pég. 138, formulas 24.35, 24.36):

Jo(z) =1 — T + ... (7.12)
3
T X
Jl(x)NE—EJr... (7.13)

Asi, tomando los términos a primer orden, Jo(ql) = 1y Ji1(ql) =~ 0. Por
otra parte, cuando r — gL (es decir, r es grande) [ver Ref. [54] pag. 319]:

Ii(x) ~ \/gcos [:c — )\g — ﬂ

por lo tanto, Jy(¢L) = J1(qL) =~ 0.

Bajo las aproximaciones anteriores, la ecuacion (7.11) toma la forma:

1 at
B = —2772] hs |*q [a - / jo(r)dr} .
q q

l

Ahora, usando (ver Ref. [53] pég. 142, formula: 24.89)

o 1
_ bx)dr = —— 7.14
/0 exp (—ax)Jo(bx)dz N (7.14)
con a =0y b= 1, finalmente tenemos que
B=2r) |hz|’ {q—l]. (7.15)
— l
q

En resumen, juntando los resultados (7.6) y (7.15) en la ecuacién (7.4) se
tiene finalmente que

Iy =—7lpol» | he[* q (7.16)
7
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2. El segundo término en la relacion (7.2),
o= [er{ % wne) + Z e}

se puede transformar con ayuda de (7.3). Es decir, ya que
[Veh(F)]? = 2 > hahadi - Gexp{—i(q + @) - 7},
01q2

1 oy o
[V%h(f‘)] ’ = ﬁ Z q%q%hlﬁ hlfQ €xp {_Z((h + q2) ’ T}

q1q2
entonces,
— o > hahi [~ 0 G @) [ e (=it + @) -7
q1,q2

y, por lo tanto, usando (7.5),

g
=3 Z | hg | [kq* + o¢?]. (7.17)
q

Finalmente, sustituyendo las relaciones (7.16) y (7.17) en el hamiltoniano expre-
sado en (7.2), este se transforma en

BH = —wlpo? Y| g P+ 5 3 g P [+ o]
q q

o equivalentemente,
1
=3 Z M(q) | hg |? (7.18)
q
donde
M(q) = —27lpqo? + 3 [K;q4 +0q?] . (7.19)

Por otro lado, de acuerdo con el teorema de equiparticion de la energia,
+kpT es la energia promedio de cada modo de Fourier. Es decir, el valor medio
de cada término cuadrético independiente en la energia es igual a %k:BT. Dado

que tenemos
ZM (1 g 1),
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inmediatamente nos lleva a que:

(| hg ) = —— = .
T M(q) —2mlpqo? + Blrgt + oq?]

(7.20)

Esto significa que la repulsion coulombiana entre cargas iguales suaviza las mem-
branas y aumenta las ondulaciones de altura. Esta conclusion en apariencia con-
tradice la intuicion, asi como ciertos resultados experimentales que muestran
que las membranas se vuelven mds rigidas cuando estan cargadas [55]. Sin em-
bargo, dicha conclusion fue obtenida debido a que en nuestro modelo se esta
suponiendo que la “sombra” de la membrana sobre el plano XY (es decir, el
area proyectada sobre dicho plano) no cambia. Es decir, este resultado es vélido
s6lo para cuando el borde de la membrana estd fijo. Bajo estas condiciones,
cuando aumenta la repulsion, como el drea proyectada no puede cambiar, las
fluctuaciones aumentan.

También, a partir de la ecuacion (7.19) se puede calcular la longitud de onda
critica ¢. a la cual la membrana sin tension se vuelve inestable. Una vez mas, los
resultados son vélidos sé6lo cuando la membrana esta atada de sus bordes. Esto
es

M(qc) = —27rquca(2: + 6/‘4@? =0

_ (2lgmo} 3
qc = Br .

Observe que cuando g < ¢. se cumple M(q) < 0, indicando que la membrana
se vuelve inestable con respecto a las ondulaciones y a una longitud de onda
dada. Mds aun, puesto que el limite inferior de ¢ es g, = 27/L, la condicion
de estabilidad puede ser escrita como:

entonces,

4 2\ 3

[<r,— (45T (7.2)
lBO'g
para o, fija, o de forma similar cuando L es fija se tiene que:
1
, 4BKrm?\ 2
crit

o, <o, = ( 1L ) . (7.22)

La ecuacién para o< implica que, debido a la repulsién coulombiana de

cargas iguales, la membrana tiende a ser muy suave cuando el exceso de cargas
se vuelve suficientemente alto. Esto coincide con lo expresado en la Ref. [51]. Sin
embargo, hay que recordar que este resultado es sélo valido para membranas
con bordes fijos, como se mencioné previamente.
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h(r)

E 20, ;
p 0]. i
£ - 2
1 ~ / T
v 0 0 L
(@) Membrana como un fluido (b) Membrana como una coleccién de particulas.

Figura 7.2: Membrana modelo liquida, cuasi-plana y fluctuante cuya forma puede especificarse
por una altura local h(7) como funcién del vector de posicion 7 en el plano XY

7.2. Ecuaciéon de Langevin para la bicapa

La presente seccion estd dedicada a deducir una ecuacién tipo Langevin que
permita describir la dindmica de una membrana modelo. Esta ecuacién serd la
columna vertebral del algoritmo FSBD. Ademds, como las variables dindmicas
en el algoritmo serdn las amplitudes de los modos hg, en el transcurso de la
presente secci6n, vamos a transformar la ecuacién de Langevin al espacio de
Fourier.

Consideremos una membrana modelo con fluctuaciones térmicas cuya forma
puede especificarse por una altura local h(7), como funcién de la posicion 7 en
el espacio XY (similar a lo que se hizo en la Seccién 2.4). Una representacion
grafica se muestra en la Figura 7.2.

Ahora supongamos que la membrana puede caracterizarse por una coleccion
de N particulas brownianas esféricas, de igual tamano, inmersas en un fluido
[como se muestra en la Figura 7.2(b)]. Si la coleccién de particulas es pequena
comparada con el drea de la membrana, la velocidad de cada particula depende
esencialmente de la fuerza que actua sobre ella y de las fuerzas actuando sobre
las particulas que la rodean. Esto dltimo es debido a que la fuerza actuando sobre
una particula causa movimiento del fluido a su alrededor y afecta la velocidad
de las otras perticulas.

Bajo las hipétesis discutidas arriba se puede describir la dinamica de la
membrana fluctuante (incluyendo interacciones hidrodinamicas) a través de una
ecuacion tipo Langevin:

ahg;, t) _ / AN = ) [ F (7, 8) + (7, 1) (7.23)

—00
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donde A(7—17) es el tensor de Oseen que describe las interacciones hidrodina-
micas entre las diferentes particulas que componen la membrana. El tensor de
Oseen relaciona al vector velocidad de una particula puntual en la posicion 7
en el solvente a una fuerza actuando sobre otra particula puntual en la posicion
7. En el Apéndice C se describen las bases de la ecuacién (7.23). Por otra parte,
F(r',t) es la fuerza directa sobre la membrana (por unidad de drea) y C(”, 1) es
una fuerza aleatoria térmica (por unidad de area) o ruido gaussiano que satisfa-
cen la relacion de fluctuacion-disipacion (las cuales pueden verse en la Seccion
3.0).

Para transformar la ecuacion (7.23) al espacio de Fourier multiplicamos por
(1/L)exp (—iq - T) e integramos respecto a 7~

1 _amOh(Tit) 1 i - - - -
- 2 (—igr) 2N ) =, (—1q-7) TA(7 ot 7 7
L/dre pr L/dre /dTA(r ") [F(r,t)+§(r,t)

Definiendo )
he=1 / dF exp (—iq- PP, ) (7.24

e intercambiando el orden de las integrales, obtenemos que:
Ohg 1 - N o AN T W W
5 = L/dr /drexp(—zq YA — 1) [f(T,t) +¢(r 7t)]
Ahora, usando el cambio de variable 75 = 7 — ' es posible escribir:
ah* 1 — — — —
=2 / dr’ / dry exp (—iq [7o + T)A() |[F(7,1) + (7, 1)]

O de forma equivalente

Oh;
S = LAl Fs+ il (7.25)
donde .
Fi=1 / drt exp (—iq- ) F (1 1), (7.26)
1 - i TN
G=7 / dr’ exp (—iq - 7')C (17, 1) (7.27)
y 1
A= / 0y exp (=i ) A(F). 7.28)

En particular el ruido tiene las propiedades:

(G) =0 v ()¢ () = Bo(t —1')d, (7.29)
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Por otra parte, la fuerza por unidad de érea en general esta dada por

Lo OH[W(T )]
T
donde H tiene la forma dada en (7.18). Por lo tanto,
2: ﬂhP
ﬁ Oh(T
Ohy . Ohg
- ‘Z 2 [t g, 0

Con ayuda de (7.24) podemos calcular la variacién de h; de la siguiente
manera:

- 1 - - 1 - - w
o1 [arew ig- S < L [ aesp (—ig- 7150 7)

Sh(f) L Sh(r) L
Asi, 5h
7 1
5h(7‘;> = Eexp(—z'gr- ) (7.31)
y
Oh 1 L
G = 7 exp (1q - 7). (7.32)

Sustituyendo (7.31) y (7.32) en (7.30) tenemos que

. 1 M 1 o | S
F(rit) = —52% {E exp (iq"- ")hg + hqf exp (—iq - r)}
q

Multiplicando por (1/L) exp (—iq’- ') e integrando sobre 7, la ecuacién anterior
se transfoma en

L~ M) [ el oia-arn « o(—ilrd17)
Fq~:—2L2Z 3 /dr[e a—a hqﬂ,—l—hae arq }

q/

En el lado izquierdo de la ecuacion anterior se uso (7.26). Luego con ayuda de
(2.10) llegamos a que:

:__Z [hq5§q+h*5” 7}

= ——BM( q) [hg+ "]
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Por otro lado, como hg; = h*_qq concluimos que:

1
Fy= —BM(C])%- (7.33)

Finalmente, sustituyendo (7.33) en (7.25), la ecuacién dindmica (7.25) toma la
forma: o M
a—tq = LA; {—%hq—i— Cq':| (7.34)
La forma del tensor de Oseen A; puede obtenerse usando la transformada
de Fourier en dos dimensiones de la siguiente forma: Primero, como la fuerza
elastica y el movimiento son principalmente transversales para pequefias ondu-
laciones, sélo la parte diagonal es importante en el tensor de Oseen. Es decir, la
ecuacion (C.11), del Apéndice C, es aproximada como

1

AR = 8|7

Multiplicando por (1/L)exp (—iq’- 7¥) e integrando sobre 7, la ecuacion anterior
se transforma en

1 . - 1 _exp (—iq - T)
Ly i A = ~ | 2FERTT
L/ r'exp (—iq - 7)A(7) L/ r 87|

Usando coordenadas polares y la definicion (7.28), tenemos que:

Ap— 1 /Oodr/%derexp(—iqrcosﬁ).
8L J, 0 r

La integral respecto de 6 puede escribirse como la funcion de Bessel de orden
cero segun (7.9). Es decir,

27
T 8L

/0 " i do(ar).

Considerando el cambio de variable x = ¢r, tal que dr = dz/q, obtenemos

1 oo
A= —— d
! dnqL J, :CjO(@

y con ayuda de (7.14), con a = 0 y b = 1, es posible concluir que

1

= — 7.35
= Tl (7.35)
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Por lo tanto la ecuacién (7.34) queda completamente determinada y puede
escribirse como: oh M
ot 4npBq 4ng
La ecuacion (7.36) puede resolverse usando transformaciones de Laplace.
Aplicamos la transformada de Laplace a (7.36)

(7.36)

c{ 0L ot g + £ {60} 73
con p = Tn_(;q) y &(t) = %. Ahora definimos
Wr) = LLhe(D)} y  &(7) = L{&(1)}- (7.38)

Luego, usando el teorema de la transfomada de la derivada al lado izquierdo de
(7.37), tenemos

c {%gft) } — 7h(7) — hy{0) 739

donde hz(0) = hg(t = 0). Asi, sustituyendo (7.39) en (7.37) nos lleva a que:
Th(T) — hg(0) = —ph(T) +£(7),
lo que inmediatamente se transforma en

hil0) €0

. (7.40)
T+ T4+

h(r) =

Ahora definimos g(7) = (7 + ¢) ! y sustituimos en (7.40). Es decir

h(7) = hg(0)g(T) + &(T)g(T). (7.41)

Aplicando la transfomada inversa de Laplace a esta tltima ecuacion

ha(t) = hg(0)g(t) + /0 t &t g(t —t)dt, (7.42)

donde g(t) = L7{g(7)} g(7) = (T + ¢)~*, y como en general

1
c —at]} =
{oxp -af]} = ——
entonces tenemos que
gt)=L"" { ! } = exp {—pt}. (7.43)
T+ @
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Por lo tanto, sustituyendo (7.43) en (7.42) finalmente se tiene que:

hg(t) = hg(0) exp {—pt} + exp {—gpt}/o E4(t) exp {pt'}dt'. (7.44)

Esta relacion es la solucion de la ecuacion dindmica (7.36). Como veremos en
la siguiente seccion, la ecuacion (7.44) es de vital importancia para calcular las
correlaciones temporales de la membrana. Por su parte, la ecuacion (7.36) es la
columna vertebral del algoritmo FSBD. Esto se verd con mayor claridad en el
siguiente capitulo.

Para caracterizar completamente el ruido, es decir para calcular la constante
B en la relacion (7.29), calculamos el desplazamiento cuadritico medio de h(t).

Tomando el promedio del cuadrado de la ecuacion (7.44) se obtiene

(a6 = g(O) exp {21}
rop{-20t) [ [ adrar (o)) exo Lolt + ),

Recordando que &;(t) = fq y usar las propiedades de (z(t) dadas en (7.29), la

ecuacion anterior se conVIerte en
(Ihg(®)?) = |hqe(0)]* exp {—2¢t}
B
s b (21} / / st + 1" exp [t + 1)},

La integral que aparece en ésta igualdad es equivalente a

dt "dt" s (1 — ") ele ) dt’e{z“"t} L (et —1).
0 2<P

Por lo tanto,
B
2 2
(|hg(®)]*) = |hg(0)|* exp {—2¢t} + 2P (1 —exp {—2¢t}). (7.45)

Finalmente observemos que, para tiempos muy largos, es posible escribir:

B

, . 2 -

y como, segun (7.20),




68 7.3. Funciones de correlacién

concluimos que, en el limite de tiempos largos,

320 qPp
B=21T1Y _8kpTnq. (7.46)
M(q) b

En base a (7.46) las propiedades del ruido, dadas en (7.29), quedan completa-
mente caracterizadas por:

G =0 vy (GG = SkaTnad(t — )0,5 (74D

7.3. Funciones de correlacion

El efecto de la carga y tension superficiales sobre las fluctuaciones de forma
pueden ser una componente clave en la estabilidad estructural y dindmica de las
membranas bioldgicas [49]. Por lo tanto, vale la pena estudiar de forma cuantita-
tiva las funciones de correlacion de membranas fluctuantes que estdn formadas
por lipidos cargados y contraiones condensados.

En la presente seccion estudiamos las correlaciones espaciales y temporales
de membranas modelo cuasi-planas, liquidas, fluctuantes, cargadas y tensadas
inmersas en un fluido viscoso.

7.3.1. Correlaciones espaciales

Para calcular la funcién de correlacion espacial en el espacio de Fourier de
una membrana fluida, cargada y tensada, partimos de la definicion (7.3), con la
cual es posible arribar a:

g 1 N o
h(Z)h(Y) = I Z hg hg, exp {—iq, - T} exp {—ig> - §}

71,32
y por lo tanto,
- 1 L s
(ME)MG)) = 13 > (hagha) exp{—igi - £} exp {—idy - §}. (7.48)
71,32

Por otra parte, como ya vimos en la Seccion 7.1 (ver ecuaciones (7.18), (7.19) y
(7.20)), la energia libre de una membrana fluida, cargada y tensada, como funcién
de los modos de Fourier, puede expresarse como:

1
M =5 2| he [ Mlq)

q
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donde M(q) = Brq* — 2nlgo2q + Baq? vy, por el teorema de equiparticion de

la energia,
1

(1he ) = Ty

Asi, utilizando lo anterior y la ecuacién (2.13) de la Seccién 2.4, la relacion (7.48)
toma la forma:

(@) = / 2P (;?W)} (7.49)

2 M(

o equivalentemente,

) =35 [ [ o

q( ) exp{—iq | Z—y|cosb}. (7.50)
q

Por otro lado, usando que

1 2
Jo = %/0 exp {ix cos 0 }db,

finalmente llegamos a que:

h(Z)h T—1). 7.51
) =35 [t 7 @50

Esta relacion es la funcion de correlacién espacial para una membrana fluctuante
cargada y tensada.

7.3.2. Correlaciones temporales

Observemos ahora el comportamiento de un punto sobre la membrana a dos
tiempos distintos, digamos al tiempo ¢ = 0, cuando el cronémetro empieza a
correr, y a un tiempo ¢ después. Con esto, segin la definicion (7.3), se tiene que:

h(SU, O) = z Z htfl (0) exp {_Z(h : 'T}u
q1
1 U
=7 > hgy(t) exp {—igy - 7}
72
Con ayuda de estas dos relaciones tenemos que:

(h(Z, )R (T, 0)) = % > (ha (Dhg,(0)) exp {=i (@i + @) - 7. (7.52)

qQ1,32
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y usando la relacion (7.44) es posible escribir

{hg, ()ha(0)) = (hg; (0)hg, (0)). exp { —pt}

Esta dltima ecuaciéon se obtiene al suponer que ((zhz(0)) = ((z)(hg(0))
(es decir, que las fuerzas aleatorias no tienen correlacion con las alturas) y
recordando que ((7) =0

Por lo tanto la expresion (7.52) puede reescribirse como:

T T 1 * - —i(q1+¢2)-2
<h/(.'L', t)h(x, 0)> = ﬁ Z <h(jl (O)h@2(0>>e{ @t}e{ (q +q ) }
q1,32

Si ahora adimensionalizamos esta tltima expresion encontramos que:

<h<f’ t)h(f’ 0)> _ Ztﬁ@z <h:§1 (O)htfz (O)> eXp {—@t}e{_i(§1+§2)~f}
W T (g (0)hg (0) el

Finalmente, utilizando las ecuaciones (2.13) de la Seccion 2.4 y (7.20), obtene-
mos:

(h(z, )h(7,0)) _ 2g[M(q)]"exp {—pt}
(h?) > M@

Dicha igualdad es la funcién de correlacion temporal para una membrana cargada
y tensada.

Las relaciones (7.51) y (7.53) serdn de vital importancia en el siguiente capitulo,
pues para validar el algoritmo FSBD se compararan los resultados de éste con
las soluciones analiticas.

Para finalizar este capitulo deseamos enfatizar que, atn cuando no se obti-
nen aqui muchas propiedades del sistema fuera de equilibrio, por ejemplo, los
coeficientes de viscosidad, la conductividad térmica, la difusion y conductividad,
son determinados por las funciones de correlacion temporal. Estas funciones de
correlaciéon también son frecuentemente usadas para interpretar datos experi-
mentales en dispersion de luz y neutrones, espectroscopia 6ptica y resonancia
magnética nuclear.

(7.53)




Capitulo 8

Simulaciéon en el espacio de
Fourier

En el presente capitulo se deriva un algoritmo de dinamica browniana en el
espacio de Fourier (FSBD) a partir de la teoria discutida en el capitulo anterior
y se muestran resultados obtenidos en algunas simulaciones. La base de FSBD
es el algoritmo de Ermak, estindar en la técnica de dindmica browniana (BD).
Sin embargo, aqui las variables dindmicas son las amplitudes de los modos de
Fourier hyg.

En este capitulo (a diferencia del anterior) se trabajard con la definicion
siguiente de la transformada de Fourier

e — / 47 (7) exp {—if - 7). 8)
A

En consecuencia, varias de las expresiones derivadas en el capitulo anterior se
verédn afectadas por algin factor dependiente de L.

Debido a que trabajaremos con las amplitudes h; como variables dindmicas,
es importante notar que sélo un conjunto de ellas son independientes. Puesto
que h(7) es una cantidad real, las amplitudes obedecen la condicién h} = h_z
como se discutié en la Seccion 2.4. En consecuencia, discretizamos h(7r) para
evitar la manipulacién de un nimero infinito de modos.

Para la implementacion se considera una membrana plana cuadrada de area
L?, es decir, el campo de las alturas es discretizado como una matriz de N x N
con una distancia de red [ = L/N tal que los vectores de onda permitidos son
¢ = 2 (ng,ny,) donde —& < n,,n, < . Asi, para proceder con los célculos es
necesario encontrar las N2 variables independientes con las que se va a trabajar.

71
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8.1. Modos independientes de Fourier

La transformada discreta de Fourier de una matriz real de N x N,

hg =12 h(F)exp {~ig- 7},

tiene cuatro modos explicitamente reales si N es par y uno si N es impar.
Por simplicidad, en este trabajo s6lo se considera el caso donde N es par. Los
modos reales explicitos son (n,,n,) = (0,0),(N/2,0),(0,N/2),(N/2,N/2).
Aqui, el centro de masa, h.,, estd relacionado al modo (n,,n,) = (0,0) por la
expresion:

1 hag—o
hem = mzh@‘) = Zz

y puesto que sélo trabajaremos con sistemas donde el centro de masa esta
fijo, el modo (0,0) no es considerado una variable dindmica. Por conveniencia
etiquetamos a los tres modos restantes como (ver Figura 8.1):

kr = (ng,ny) = (N/2,0),(0,N/2), (N/2, N/2). 8.2)

Los modos independientes restantes deben ser elegidos considerando la condi-
cion hz = hg. Los N?/2 — 2 modos complejos son etiquetados como k:

ke= (ng,n,) para { N/(Q)ZZQ; i ]]szg }
(ng,0)  para0<n, < N/2
(ng, N/2) para0 <n, < N/2
(N/2,n,) para0<n, <N/2

El conjunto de modos complejos independientes, incluidos los modos reales y
complejos, se muestran en la Figura 8.1. Para conseguir la configuraciéon mostrada
en la Figura 8.1 definimos las partes real e imaginarias de las amplitudes como
hg = ag + ibgz donde el conjunto de modos independientes se ordenan como
({ag },{ag },{b; }) y estan contenidos en un vector de longitud N* dado por:

k= ({k}, {kred, {K™)).

Los conjuntos {k’¢} y {k™} son definidos simplemente por claridad. No olvide
que ¢ denota el indice de Fourier mientras que, k£ simplemente cuenta y almacena
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Figura 8.1: Gréfica de los modos independientes en el espacio ¢ para una red de N x N en el
espacio real, con N = 16. Los puntos encerrados en un circulo representan los modos reales.

los modos independientes. Para hacer menos confuso el algoritmo las cantidades
involucradas se adimensionalizan de la siguiente manera:

hi(t) = hat) vector de onda

I3
At
At* = 477;3 tiempo de paso
K = N médulo de curvatura
kp
L=1 longitud de la membrana
L
| = N distancia de red

En la siguiente seccion se discute cémo adimensionalizar las ecuaciones de
movimiento.

8.2. Ecuaciones dindmicas adimensionales

Puesto que la membrana a estudiar estd discretizada por N modos en ca-
da arista, es necesario discretizar las ecuaciones de movimiento. También, por
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conveniencia, adimensionalizamos todas las cantidades fisicas involucradas en la
simulacién.

Regresemos a la ecuacion (7.23). La transformada de Fourier de esta ecuacion
dindmica viene dada por

Oha(t
(;t( ) = AqJ:(j(t) + f@(t) 8.3)
donde
4(t) = AgGy(t)
y 1
ANg = —.
T dng

Para obtener la ecuacion (8.3) se sigue el mismo proceso utilizado para llegar a
(7.25). Observe que estas ecuaciones no coinciden completamente con (7.34) y
(7.35). Esto es porque en este caso consideramos:

Fi= / dr’ exp (—ig - ") F (1, t), (8.4)
(= / diexp (—iq - ) C(r, 1) 8.5)
y

a diferencia de (7.26), (7.27) y (7.28).
Discretizando la ecuacion (8.3) para intervalos pequefios de tiempo, At, se
tiene que:

ha(t + At) = hy(t) — AgF(t) At + £4(t) At 8.7)
donde A;F;(t) esta dada por

AgFg(t) = f;)(ﬂqq) hq(t) 8.8)

y M(q) tiene un valor distinto dependiendo de las caracteristicas de la membra-
na. En nuestro caso M(q) tomara los siguientes valores:

M(q) = Brq’ membrana libre
= B (rg* +7¢) membrana tensada
= B (kq* — 2nlpo?q) membrana cargada
= B(kq* + v¢* — 2wlgo?q) membrana cargada y tensada
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Ahora vamos a adimensionalizar la ecuacién (8.7). Primero, definimos el vector
qg=Lgr=7/L, hij = h/L vy sustituyendo en (8.1) nos lleva a

hy = L3 / drin (F) exp {—iq_7 - ﬁ} = L3I (1). 8.9)
A
Por otro lado, dividiendo (8.7) entre L? tenemos que:
B (t+ At) = K5 (t) — iAafﬂ(t)At L Sl oy (8.10)
7 -y JE I3 : :

El segundo término de la derecha en (8.10), segtn la definicion de M(q) para
una membrana libre (el andlisis en esta seccion estd enfocada, por simplicidad, a
membranas libres), estd dado por:

1
%Aq}}(t)At = LA

Asi, definiendo

4nL3
to = -1 8.1
K
g At
At = = 8.12)
to
llegamos a que:
1 x
EAqu(t)At = ¢ R ()AL, (8.13)

El dltimo término de la derecha en (8.10) puede adimensionalizarse como
sigue. Primero, es necesario caracterizar el ruido aleatorio. Esto puede hacerse
partiendo de la ecuacion (7.44). Evaluando en ¢t = At, la ecuacion (7.44) nos lleva
a

hg(t = At) = hg(0) exp (—pAt) — exp (—pAt) /0 dt'&4(t") exp (ot")

Restando hz(0) de esta ecuacion y aproximando a primer orden, tenemos que:

At
) = g0) =~ (g — exp (—ot) [ v exp (1)
0
Tomando el promedio del cuadrado de la diferencia, tenemos que:
(Ahg)*) = ©*(At)?|hg(0)[*

At pAt
+ exp (—290At)/0 /0 dt'dt" (€z(t")E7(t")) exp (o(t' + 1)
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Puesto que ((t')éz(t")) = E§(t'—t"), donde E = 2L*kpT A el Gltimo término
de la ecuacién anterior toma la forma:

At pAL
exp (—2pAt) / / dt'dt"Eo(t' — ") exp (p(t' +t")
o Jo

Asf,
At
(Ahg) = (A [hgO) + Eexp (~20A1) / dt' exp (20t')
0
— 2(ADRAO)? + % exp (—20A8)[exp (20A¢) — 1] B14)

Esto nos lleva a que, en una aproximacion a primer orden,
((Ahg)?) = EAt (8.15)

De aqui podemos concluir que el ruido aleatorio puede caracterizarse como una
distribucion gaussiana con media cero y varianza 0 = v/ EAt. Finalmente, todos
los modos de Fourier (reales y complejos) deben cumplir con la relaciéon (8.15)
y como la varianza de un modo complejo es la suma de las varianzas de sus
partes real e imaginaria, definimos la varianza como:

o = 2L kpTAzAt (8.16)

Por lo tanto, al descomponer el dltimo término a la derecha de (8.10) en su parte
real e imaginaria como £z = f;7 + igy, la parte real puede ser representada en la

forma:
- VAo N/ L2k T AzAL
fq(t) At B q

L3 L3 L3
donde « es un nimero aleatorio entre 0 y 1. La parte imaginaria serd tratada de
forma similar. Remplazando el valor de A; tenemos que:

fet) o kT 1
iE At = « i 477th' (8.17)

Ahora como ¢’ = Lq la relacion anterior se convierte en

f7(t) kgT 1
At = oy [~ —— AL
L3 t « L3 47761, t

Mads auin, usando (8.11) y (8.12) llegamos a que:

-(t kgT kgT
fq—()At = ay | 2 At = ay | B At
L3 kq'to Kkq'
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Por otro lado, si definimos

K = A (8.18)
= .
llegamos a que:
fz(t) At*

Por lo tanto, sustituyendo (8.13) y (8.19) en (8.10) y haciendo lo mismo para la
parte imaginaria, obtenemos dos ecuaciones completamente adimensionalizadas:

VAL At*
ag(t" + At") = ag(t) — a ()AL + o o (8.20)
b (t" 4+ At*) = b (t* ’3b A At
G HAT)=b5(") — ¢"bs ()AL + o o (8.21)
donde hemos definido las partes real e imaginaria de hip como:
;o .
h(;:aqv _|_qu7_ (8.22)

En el caso de los 3 modos reales la ecuacion equivalente a (8.20) es de la
forma:

At*
(8.23)

ag(t" + At) = q(t)—qa(*)At*+oz 2

Las ecuaciones (8.20), (8.21) y (8.23) gobiernan la dindmica de una membrana
fluctuante en el espacio de Fourier. Dichas ecuaciones, discretizadas y adimen-
sionalizadas, son las que se resuelven en la simulacién y son el andlogo de las
ecuaciones del algoritmo de Ermak usual en Dindmica Browniana [56].

8.3. Algoritmo FSBD

La simulacién inicia a partir de una configuracién correspondiente a una
membrana perfectamente plana, h(7) = 0. A partir de ella se resuelven, para cada
t, las ecuaciones de las partes real y compleja de los modos de Fourier hg(t, At);
es decir, se resuelven las ecuaciones (8.20), (8.21) y (8.23). Posteriormente se
obtiene la distribucion de alturas h(7,¢). Conocida la distribucion de alturas en
el tiempo, se calculan las correlaciones espaciales y temporales de las alturas
para las cuales se tienen expresiones tedricas exactas, como se mostr6 en la
Seccion 7.3.

Explicitamente, el algoritmo para simular la evoluciéon temporal de una mem-
brana que obedece el modelo de Helfrich consiste en los siguientes pasos:
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1. Se construyen los modos complejos independientes de Fourier y el vector
de onda. Incluimos los tres modos reales y sus respectivos vectores de
onda.

2. Se guardan los modos de Fourier que se usardn y se obtiene la configura-
cion inicial de la membrana.

3. Se selecciona la amplitud del ruido aleatorio segtn la naturaleza del modo.

4, Iniciamos el algoritmo de Ermak para obtener los desplazamientos y se
monitorea la energia del sistema hasta que se observe que ésta fluctia en
el tiempo sin una tendencia a crecer o decrecer en promedio (es decir,
hasta que el sistema “termalice”).

5. Se obtiene la transformada discreta de Fourier para todos los puntos de la
membrana y para todos los tiempos. Luego se guardan las configuraciones
finales de la membrana.

6. Se calculan las correlaciones, normalizadas, espaciales y temporales.

7. Se calcula de forma numérica la correlaciéon espacial teérica.

Para facilitar el andlisis todos los datos se guardan en distintos archivos. Estos se
analizan con distintas aplicaciones computacionales dependiendo del interes que
se tenga. Los resultados mds interesantes son mostrados en la siguiente seccion.

8.4. Resultados

En la presente secciéon mostramos algunos resultados obtenidos con el algo-
ritmo FSBD. Para iniciar se muestra, en la Figura 8.2, una grafica de la energia
del sistema como funcién del nimero de pasos. En otras palabras, la Figura 8.2
muestra la termalizacion del sistema. Dicho proceso no es mas que el cambio
configuracional necesario para que las particulas alcancen el equilibrio térmico
con la interaccién mutua. Es importante asegurar que el sistema esta termalizado
cuando los resultados de la simulacién vayan a ser comparados con teorias fisi-
cas desarrolladas para procesos en equilibrio térmico, como en este caso. Para
asegurar que nuestro sistema estd termalizado el programa deja pasar 15 x 103
pasos antes de guardar las mediciones.

En la Figura 8.3 se presentan distintas visualizaciones de: a) una membrana
libre, b) cargada, c) tensada y, d) tensada y cargada. Estas son fotografias captu-
radas de videos creados para ver la evoluciéon de las membranas en el tiempo. La
captura se hace a distintos tiempos con el fin de ilustrar el cambio en la configu-
racion de las alturas. Como puede notarse, las fluctuaciones aumentan cuando
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Figura 8.2: Termalizacién del sistema. Para asegurar que el sistema estd termalizado el programa
deja pasar 15 x 102 pasos antes de guardar las mediciones. La energia estd en unidades de kpT.

la membrana esté cargada y libre de tension. Sin embargo, no debe olvidarse que
esto es consecuencia de sujetar los bordes de la membrana (como se discutié
en la Seccion 7.1).

Para todos los casos analizados aqui, se parte de una membrana completa-
mente plana que mide 112nm por lado, la cual a su vez se divide en N = 16
nodos por arista y el centro de masa se fija a la mitad de la membrana, como se
observa en la Figura 8.1. Particularmente, para obtener los resultados mostrados
en la Figura 8.3 se consideraron: una constante eldstica de x = 2 x 1072°.J (equi-
valente a 5K gT), temperatura ambiente 7" = 310K, la viscosidad del citoplasma
n = 0,006 Pa.s, tensién v = 5,05./m?, densidad de carga promedio adimensio-
nal [dada en (7.22) de la Seccién 7.1, Capitulo 7] o./*> = 0,5 y un tiempo de paso
de At =1x 107%.

Una gréfica de los resultados predichos por las relaciones analiticas (7.51),
(7.53) y por el algoritmo FSBD, tanto el presentado por Lin y Brown en la Ref. [57]
como el generado por nosotros, son presentados en la Figura 8.4. Los pardmetros
usados para generar los resultados son tipicos para representar a los glébulos
rojos [58] (mencionados en el parrafo anterior). El tamafio del sistema es un
bloque con L = 112nm que es aproximadamente el tamafio de un “corral” de
los globulos rojos [59]. Puesto que el centro de masas de la membrana tiene la
misma probabilidad de estar en cualquier punto del espacio, nosotros fijamos su
valor en h.,, = 0.

La correlacion negativa [en la Figura 8.4(a)] lejos del centro es una indicacion
del dominio de los modos con longitud de onda cercana a L. El hecho de que
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a)

b)

d)

Figura 8.3: Visualizaciones de una membrana con fluctuaciones térmicas obtenidas con el
algoritmo FSBD: a) membrana libre, b) membrana cargada, ¢) membrana tensada y d) membrana
cargada y tensada. Los parametros usados se comentan en el texto.
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Figura 8.4: Funciones de correlacién espacial y temporal de una membrana neutra con fluctua-
ciones térmicas y libre de tension superficial. Aqui se presenta una comparacion entre la teorfa,
los resultados presentados por Lin y Brown en [57] y el algoritmo implementado en esta tesis.

los resultados de la simulacion coincidan con las predicciones tedricas hace mas
confiable el método de simulacién. Més atin, Lin y Brown han comparado sus
conclusiones [digitalizados en las figuras 8.4(a) y 8.4(b)] con resultados previos
para un sistema similar, donde se usé la técnica de Monte Carlo para simular
una membrana confinada entre dos paredes localizadas en +a. Los resultados
de la comparacion son bastante similares [46].
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Figura 8.5: Funciones de correlacién normalizadas de una membrana neutra con fluctuaciones
térmicas y libre de tension superficial.

Con la intencion de mostrar la influencia de la rigidez de la membrana sobre
las funciones de correlacion, en la Figuras 8.5 y 8.6 se presenta una serie de
resultados para distintos médulos de curvatura media, k. Estos valores de x son
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Figura 8.6: Funciones de correlacion espaciales y temporales de una membrana con fluctuacio-
nes térmicas, libre de tension superficial y carga, para distintos médulos de curvatura. Los valores
de x son tipicos para bicapas de fosfolipido y bicapas formadas por copolimeros de boques.

tipicos para bicapas de fosfolipido (x ~ 5 — 25kgT) y bicapas formadas por co-
polimeros de boques (k ~ 40kgT). El hecho de que las funciones de correlacion
espacial en la Figura 8.5(a) se superpongan es consecuencia de adimensionalizar
y normalizar las funciones de correlacion espaciales. Sin embargo, como puede
apreciarse en la Figuras 8.6(a) y 8.6(b) la rigidez de la membrana disminuye la
amplitud de las fluctuaciones e incrementa la velocidad de relajacion.
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Figura 8.7: Funciones de correlacion de una membrana con fluctuaciones térmicas, libre de
tension superficial y sin carga. Aqui, se observa la influencia de la viscosidad, 7, sobre las
fluctuaciones en membranas rigidas (k pequefias).

Puesto que estamos interesados en modelar membranas celulares en nuestras
simulaciones consideramos la viscosidad del citoplasma 1 = 0,6 Poise. Esto es
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correcto debido a que la viscosidad del citoplasma domina a la viscosidad del
solvente. No obstante en la Figura 8.7 se presenta la influencia de la viscosidad,
7, sobre las fluctuaciones en membranas rigidas (v pequefias). Como puede
apreciarse en la Figura 8.7(b), la correlacion espacial muestra que debido a la
baja viscosidad del agua, las fluctuaciones se decorrelacionan rapidamente en el
tiempo.
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Figura 8.8: Comparacion de las funciones de correlacién espaciales y temporales de una mem-
brana libre y tensada. La membrana tiene un médulo de elasticidad x = 10kgT y tension

v = 0,5.J/m? (este valor se eligio para remarcar la diferencia).
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Figura 8.9: Funciones de correlacién de una membrana con fluctuaciones térmicas y tension
v = (2F)?k, para distintos médulos de curvatura.

Para ilustrar el efecto de la tension, v, sobre una membrana nosotros elegimos
el valor v = (27/L)?k. De acuerdo a la ecuacién (7.36), para este valor de la
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tension, la frecuencia de relajacion,

_ kgt + g
wg = AgM(q) ing
se duplica con respecto a una membrana libre y, por lo tanto, el tiempo de relaja-
cion para los modos tensados es la mitad del correspondiente a los modos libres.
Estas observaciones se presentan en la Figura 8.8 donde graficamos las funcio-
nes de correlacion sin normalizar. El efecto de una tension finita es decrecer la
amplitud de las fluctuaciones e incrementar sus velocidades de relajacion. En la
Figura 8.9 se muestra el efecto del médulo de curvatura x en las correlaciones
para una membrana tensada.
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Figura 8.10: Comparacion de las funciones de correlacion espaciales y temporales de una
membrana neutra y cargada. La membrana tiene un médulo de elasticidad k = 10kgT y carga
superficial adimensional < o, > [? = 0,5.

La Figura 8.10 presenta la comparacion entre una membrana neutra y una con
carga superficial. Observamos que las amplitudes de las fluctuaciones aumentan
considerablemente cuando la membrana tiene un exceso de carga. Este aumento
es debido a la repulsién coulombiana entre cargas iguales bajo las condiciones
de una membrana sujeta en sus bordes. Para ilustrar la competencia entre la
tension finita y el exceso de carga analizamos las funciones de correlacion de
membranas cargadas con distinto médulo de curvatura. Como puede observarse
en las figuras 8.10 y 8.11, el efecto de la rigidez domina al del exceso de carga.

Finalmente, cuando la membrana tiene un exceso de carga y una tension
finita, la rigidez de la membrana disminuye la amplitud de las fluctuaciones e
incrementa la velocidad de relajacion mas que cuando la membrana esta libre.
Sin embargo, el exceso de carga neutraliza la influencia de la tensién, como se
observa en la figuras 8.12 y 8.13.




8. Simulacién

en el espacio de Fourier
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Figura 8.11: Funciones de correlacién de una membrana con fluctuaciones térmicas y carga
superficial < o, > [2 = 0,5 para membranas con distintos médulos de curvatura.
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x = 10kgT, tensién v = 0,5 y carga superficial adimensional < o > (? = 0,5.
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Capitulo 9
Conclusiones

Muchos problemas interesantes en biofisica de membranas, biologia celular y
bioquimica, involucran escalas de longitud y tiempo completamente inaccesibles
a la simulacion con dindmica molecular. Atn cuando los recientes progresos en
el desarrollo de modelos de grano grueso presentan un futuro més optimista
para la simulaciéon molecular de biomembranas y materiales relacionados estos
métodos estdn aun lejos de ser computacionalmente viables para el uso practico,
en el estudio de bicapas lipidicas, a escalas de longitud superior a decenas de
nanometros y escalas de tiempo superior a cientos de nanosegundos. Por tal
motivo, los modelos elasticos representan el tnico medio teérico-computacional
actualmente viable para el estudio de biomembranas y bicapas lipidicas a una
escala mayor tanto de longitud como de tiempo.

Como hemos mensionado antes, en afios recientes se ha formulado un algo-
ritmo de dindmica browniana en el espacio de Fourier basado en una ecuacion
tipo Langevin para los desplazamientos perpendiculares de una membrana eldsti-
ca caraceterizada con el hamiltoniano de Helfrich [46]. Esta técnica de simulacién
ha permitido el célculo de propiedades dindmicas para diferentes tipos de inter-
accion con el citoesqueleto.

En una primera etapa de este proyecto hemos reproducido resultados exis-
tentes en la literatura [46] que implican la implementacién de simulaciones con
el algoritmo FSBD para membranas modelo simples.

Particularmente, hemos implementado simulaciones con dindmica browniana
en el espacio de Fourier para cuatro modelos sencillos de membranas fluctuantes
planas: (i) membranas libres y membranas tensadas; (i) membranas cargadas y (iii)
membranas cargadas y tensadas. Es decir, hemos cuantificado el comportamiento
temporal de las correlaciones de la altura en la membrana respecto a un plano de
referencia y observado una visualizacion de la evolucion temporal de su forma.
Es interesante apuntar que, hasta donde sabemos, los resultados obtenidos para
membranas tensadas y cargadas no existen en la literatura. Otra cosa, no menos
importante, es que los resultados concuerdan en buena medida con la teoria
revisada en el Capitulo 7.
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Otro detalle, para nosotros importante, es observar que las simulaciones con
FSBD se han ejecutado en computadoras personales convencionales, mostrando
un tiempo de ejecucion muy pequerio (del orden de 15 minutos).

Finalmente, nosotros suponemos que el algoritmo puede ser modificado en
tres direcciones simples: (1) el modelo puede ser usado para simular el comporta-
miento de una membrana fluctuante con una inclusion, lo que a su vez permitiria
estudiar fenémenos de difusion lateral en la membrana; (2) modificar el hamil-
toniano con el objetivo de incluir el efecto de un campo eléctrico constante o
variable esto posiblemente entender el mecanismo dindmico que se lleva a cabo
en el proceso de electroformacion de vesiculas; (3) extender la representacion a
membranas que no son cuasiplanas, con lo cual seria posible estudiar fluctua-
ciones de mayor orden, con objeto de, por ejemplo, simular poros inducidos por
péptidos antimicrobianos de una manera cuantitativa.




Apéndice A
Termodindamica irreversible
lineal

La termodindmica irreversible lineal estd construida sobre la base de cuatro
grandes hipdtesis. Sin embargo, para los propositos de esta seccién aqui sélo
hacemos explicitas dos de ellas. Primero, la hipétesis de equilibrio local asume
que las variables termodindmicas en cada subsistema de un sistema adecuada-
mente dividido admite la misma interpretacion como en equilibrio. Segundo, la
produccion de entropia de un sistema aislado es siempre no negativa. Aqui, las
desviaciones de equilibrio son atribuidas a la presencia de fuerzas no equili-
bradas, tales como campos eléctricos o gradientes de densidad, temperatura o
potencial quimico, que dan origen a flujos, como corrientes de calor o eléctricas.
La dindmica del proceso surge como consecuencia de la ley de conservacion
local de los campos termodindmicos, en donde los flujos son funciones lineales
de las fuerzas cuyos coeficientes, llamados “coeficientes de Onsager”, satisfacen
las relaciones de reciprocidad.

Esta disciplina clasica ha sido usada satisfactoriamente para analizar pro-
cesos irreversibles en sistemas de distinta naturaleza. A modo de ilustracion
aplicaremos esta teoria al caso de la difusion de masa en una dimensién. Como
sabemos, en equilibrio termodindmico los cambios en la entropia S estdn dados
por la ecuacién de Gibbs

TdS = dE + pdV — pdM (A)

en donde las variables extensivas son la energia interna F, el volumen V' y la
masa M del sistema; y las variables intensivas son la temperatura 7', la presion
p y el potencial quimico p. Todas estas cantidades pueden en general depender
del tiempo. Sin embargo, por simplicidad, asumiremos que los procesos en el
sistema se realizan a temperatura, energia y volumen constante. Aplicando ahora
la hipétesis de equilibrio local, vamos a suponer que la ecuacion (A.l) se vale
localmente para un diferencial de volumen y para cambios en las variables que

89



90

no son infinitesimalmente lentos en el tiempo. Vamos a dividir el espacio unidi-
mensional en subsistemas de tamafio dx. El cambio en la masa de cualquiera de
estos subsistemas en un tiempo dt puede escribirse como dM = dpdz, donde
p(x) es la densidad de masa en el espacio unidimensional. Usando lo anterior, la
ecuacion (A1) nos permite obtener una expresion para la produccion de entropia
después de dividir entre el periodo de tiempo dt

Tﬁ - _/,u[x, p(x)] apa(f) dzx. (A.2)

dt

El potencial quimico depende explicitamente de la densidad y, en principio, tam-
bién de la coordenada espacial (como ocurre por ejemplo en la presencia de un
campo externo no homogeneo). Por otro lado, usando la ley de conservaciéon de
masa,
dp  dJ
ot Ox

donde J es el flujo de masa. Sustituyendo (A.3) en (A.2) para eliminar la derivada
parcial respecto del tiempo se llega a que

/ {ulz, pla J}dx—/a“Jd

La primera integral del lado derecho es identicamente cero bajo el supuesto que
la corriente desaparece en las fronteras (sistema aislado). Asi,

/ O 14 (A4)

El término J denota el flujo de masa cuya fuerza conjugada es el gradiente del
potencial quimico. En ausencia de efectos no locales, el flujo es proporcional a
la fuerza

(A.3)

o
— _pY¥ A.
/ Oz (-5

donde D = D[z, p(x)] es el coeficiente de Onsager por definicién positivo (en
este caso igual al coeficiente de difusion), que puede en general depender de las
variables termodindmicas asi como de la coordenada x. Las ecuaciones (A.4) y
(A.5) nos aseguran que efectivamente la producciéon de entropia es no negativa.
Para un potencial quimico que no depende explicitamente de la coordenada
espacial, la combinacion de las ecuaciones (A.3) y (A.5) puede escribirse como la

ecuacion de difusion
Op 0 o
v -2 o
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Particularmente, cuando D es una constante

dp 0
— =D—.
ot Ox?

Que es la ecuacion de difusion mas conocida. Como es evidente de la discusion
anterior, la termodindmica irreversible lineal usa un conjunto de variables locales
cuyas contrapartes globales coinciden con aquellas definidas en equilibrio. Dado
que hay que considerar subsistemas locales que atin contengan muchas particu-
las para que variables termodindmicas tales como T, p, etc., estén bien definidas,
el dominio de aplicacion de la teoria estd claramente restringido a un nivel ma-
croscépico, en escalas de longitud mucho mayores al tamafo tipico molecular.
En tal situacion, la naturaleza molecular inherente de la materia puede ser ig-
norada y uno puede adoptar una descripcion continua en términos de algunos
campos conservados. Atn cuando esta aproximacion ha sido bastante usada en
la caracterizacion de muchos procesos irreversibles, no tiene gran validez para
sistemas definidos en una escala mesoscopica, cuando las escalas de tiempo y
longitud son tales que la presencia de fluctuaciones se vuelve relevante.
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Apéndice B
Deduccién alternativa de la
ecuacion de Fokker-Planck

La termodindmica irreversible lineal puede ser extendida a procesos irrever-
sibles relacionados con grados de libertad internos de las moléculas, tales como
la deformacion debida a flujos, orientacién debida a la alteracion causada por
campos eléctricos alternantes, etc. [22]

Tomando como punto de partida la formula de Gibbs

dE
is ="+ L2 dV Z Mvdnv (B.)

pero considerando que el sistema se compone de una séla especie en la cual las
moléculas pueden estar en diferentes estados internos; es decir, ahora ~y caracte-
riza un estado interno como, por ejemplo, el angulo que las moléculas dipolares
forman con un campo externo o la longitud de una molécula deformable. Ade-
mas, en lugar de tomar valores discontinuos, v puede generalmente tener un
rango continuo de valores tales que (B.1) puede reescribirse en la forma continua

dS 1dE pdV 1 on(y)

@ Ta ra 1) e W 52

Aqui, n(7y) es la densidad de moléculas en el espacio de estados de ~ tal que
n(y)dy es el nimero de moléculas tales que los parametros permanecen entre
Yyt dy.

Es posible transformar la relacion (B.2) usando una ecuacion de continuidad.
Para realizar esta transformacion, supongamos primero que 7 solo toma valores
discontinuos y que el nimero de moléculas en el estado v puede ser alterado
tnicamente por transformaciones de sus estados vecinos v — 1 o v + 1. En tal

caso tenemos
dn.,

V,=V,21=0 B.3
dt+ 1 (B.3)
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donde V, es la velocidad de reaccién v — v+ 1y en el mismo tiempo V,_;
es la velocidad de v — 1 — v (una velocidad V. negativa implicaria que la
reaccion ocurre en el sentido inverso). Si 7 es un parametro continuo, (B.3)
puede reescribirse como
on,  OV(y)
ot o

donde V, es la velocidad de reaccién que da el nimero de moléculas que son
transformadas desde ~ hasta 7+ dy por unidad de tiempo. Esta es una ecuacion
de continuidad en el espacio de coordenadas interno . La velocidad de reaccion
da el flujo de moléculas a lo largo de la coordenada ~.

Usando (B.4), la ecuacién (B.2) puede ser transformada por una integral parcial

ds LdE | pdV _/

=0 (B.4)

a T Tdat T
_ 1dE L P av ap(7y)
T Ta Ta _/a Vidy Twé) oy /(W
1dE  pdV 1
- =2 7)V(v)dv (B.5)

Tdt " Tdt TJ) 0o

v

La primera integral del lado derecho, en el paso intermedio, es identicamente ce-
ro porque en las fronteras del espacio «y la corriente V,, es nula. El dltimo término
es la produccion de entropia debido a los procesos irreversibles correspondientes
a cambios en el parametro interno +, es decir,

&S _ 1 [op(),,

_ B.
N (y)dy >0 (B.6)

dt T/,
Ahora, postulamos que no solo la produccién de entropia debida a los pro-
cesos irreversibles internos es positiva sino también en cada parte del espacio
de coordenadas interno, esto es debido a que los procesos irreversibles avanzan
en una direccion tal que dan como resultado una produccién de entropia posi-
tiva. Esta formulaciéon requiere no solo que la integral en (B.6) sea positiva sino
también que el argumento de la integral,
1 9p(y)
ot = =22y > 0, (B.7)
T o (7)
sea positivo; o* es la produccion de entropia por unidad de volumen del espacio
de configuraciones interno, justo como o es la produccion de entropia por
unidad de volumen del espacio de configuraciones geométrico ordinario. La
produccién de entropia o* tiene la forma usual, es decir, es el producto de las
fuerzas — “ 7) y el flujo V() de los procesos irreversibles.
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Si ahora suponemos que existe una dependencia lineal entre los flujos y las
fuerzas, es decir, establecemos una relacion lineal entre ellos, tal que

0
J0) = V() = —aly)n(n) 22 B
la ecuacion de continuidad puede transformarse de manera que
on(y) _ 0 ()
o o {a(v)n(y) o | (B.9)

Multiplicando a (B.9) por =, donde N representa el nimero total de moléculas
en el sistema, y definiendo la probabilidad de encontrar al estado v entre 7 vy

v+ dvy como P(y) = % se tiene que

a};ﬁ) - a% {a(v)P(v)ag—g)} . (B.10)

Més atn, considerando que el potencial quimico tiene la forma

() = pi(y) + kT In {%}

donde p;(y) s6lo depende del estado ~y y es equivalente al costo de energia libre
de Gibbs AG por molécula requerido para costruir el estado interno 7, mientras

que % es la fraccion de moléculas. Entonces,
Op(y) _ 9AG(y) | NksT O {n(v)}
dvy Oy n(y) oy L N
y por lo tanto, la ecuacién (B.10) puede reescribirse de la forma:
OP(y) _ 0 OAG(y) OP(v)
= — P(y)————= T——= 5. B.1I

Esta ecuacién es una ecuacion tipo Fokker-Planck. Lo interesante de esta deduc-
cién es que no es necesario postular una expresion de la entropia como en la
Seccion 3.2. Particularmente, si « no depende de -+, entonces, (B.1l) se puede
escribir como:

8];(:) _ &% {P(’y) 8A5y<7) + kBTaP_(’Y)}' (B.12)

Finalmente, debemos aclarar que la formulacion de la relacién (B.7) expresa
que la produccién de entropia por unidad de volumen del espacio de configu-
raciones interno es esencialmente positivo. Esto no es mds que un ejemplo de
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la formulacién local del segundo principio de la termodindmica. La posibilidad
de una formulacién como ésta depende claramente del mecanismo del proceso
irreversible que se esté estudiando. Por ejemplo, en el caso de dipolos interac-
cionando con un campo eléctrico en donde el parametro interno  podria ser el
angulo entre la direccién del campo y la del momento dipolar, si las colisiones
entre los dipolos alteran al dngulo por cantidades finitas no es posible aplicar la
teoria anterior.




Apéndice C
Tensor de Oseen

La pregunta que deseamos contestar en este apéndice es ;cudl es la velocidad
de cierto fluido en la posicion 7 causada por la aplicacion de una fuerza puntual
en la posicion 7 del fluido, descrito por las ecuaciones de Navier-Stokes para un
fluido incompresible en el regimen sobreamortiguado?

La pregunta anterior es de importancia para nosotros debido a que desea-
mos caracterizar una membrana modelo con fluctuaciones térmicas cuya forma
puede especificarse por una altura local h(7), como funcién de la posiciéon 7
en el espacio XY. Supongamos que la membrana puede caracterizarse por una
coleccion de N particulas brownianas esféricas, de igual tamafo, inmersas en
un fluido. Si la concentracion superficial de particulas es pequena, la velocidad
de cada particula depende de la fuerza que acttia sobre ella y de las fuerzas
actuando sobre las particulas que la rodean. Esto udltimo es debido a que la
fuerza actuando sobre una particula causa movimiento del fluido a su alrededor
y afecta la velocidad de las otras particulas.

Suponiendo una solucién diluida, la velocidad de la particula es determinada
s6lo por la fuerza actuando sobre ésta. En general, sin embargo, la velocidad de
las particulas depende de la fuerza actuando sobre las particulas que la rodean,
puesto que la fuerza sobre cierta particula causa movimiento del fluido a su
alrededor y afecta la velocidad de las otras particulas. Estas interacciones media-
das por el movimiento del fluido solvente son conocidas como las interacciones
hidrodinamicas.

Para calcular la velocidad de las particulas es necesario conocer la velocidad
del fluido v(7) creado por las fuerzas externas actuando sobre las particulas.
Bajo la condicion de movimiento browniano usual, las ecuaciones de movimiento
hidrodindmicas relevantes son las correspondientes a bajos nimeros de Reynolds,
es decir, se cumplen las condiciones:

1. El fluido es incompresible,
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2. y la fuerza inercial del fluido es despreciable, es decir,

0
—Il,3 = —F, 2
87“[3 af a(":‘) (C )

donde II,s representa el tensor de esfuerzos y F,(7) la fuerza externa
actuando sobre una unidad de volumen del fluido en la posicién .

Como el tensor de esfuerzos en el fluido estd dado por [60]

Ovg  Ov,
Hop =ns | 57— . P504 )
p=T (ﬁra - 87“5) 0

donde P es la presion y 7 la la viscosidad del fluido, la relacion (C.2) se convierte
en
VP +nV=—F. (C.3)

Las ecuaciones (C.1) y (C.3) pueden resolverse de manera analitica en el espacio
de Fourier. Para esto definimos

1 o
u(r) =5 / dqvgexp {—iq- 7}, (C4)
S B o
P(r) = v /qulep {—iq - 7}, (C.5)
- 1
F =1 / dGFexp (i 7). C6)

Usando la definicion (C.4), la ecuacién (C.1) puede escribirse como:
V() = [ dtid- v exp {~i7- 7} =0
de donde concluimos que

i vg = 0. (C7)

De manera similar, el segundo término de la ecuacion (C.3) toma la forma —qQU(;,
y por lo tanto,
—iqP; — nq*vy = — Fy. (C.8)

Tomando el producto escalar entre ¢’y (C.8) tenemos que:
—iq* Py = 1q°q - vg = —q - Fy
y usando (C.7) llegamos a
_iq- Fy

Pr = 7

q
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Sustituyendo este tdltimo resultado en (C.8) concluimos que:
1 qq - F-
nq q
Esta ultima relacion puede escribirse como:
1 qq

Por lo tanto, realizando la transformada de Fourier de (C.9) [61], finalmente se
llega a que:

-
/

o() = A (F— F/) L F () (C.10)
donde

A(7=7) = ! {1 = E} | €
8|7 r?

Esta dltima relacion es conocida como el tensor de Oseen que describe las
interacciones hidrodinamicas entre las diferentes particulas en un fluido. El tensor
de Oseen relaciona al vector velocidad de una particula puntual en la posicion 7
en el solvente a una fuerza actuando sobre otra particula puntual en la posicion
1. Para més detalles sobre el tensor de Oseen pueden consultarse las referencias
(61, 62, 63].

En particular, en la Seccién 7.2 nosotros usamos el tensor de Oseen, en dos
dimensiones, para formular una ecuacion tipo Langevin y describir las interac-
ciones entre distintos puntos de una membrana modelo.
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