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2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2. Lema de Fatou generalizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Introducción

El Lema de Fatou en su versión clásica, establece que la integral del ĺımite inferior de

una sucesión de funciones no negativas no es mayor que el ĺımite inferior de la sucesión de

integrales de las funciones. Este resultado tiene múltiples aplicaciones en áreas de análisis

matemático, probabilidad, procesos estocásticos, entre otras. En algunas aplicaciones con-

siderar una sola medida no es suficiente y es necesario considerar sucesiones de medidas

de probabilidad o sucesiones de medidas que convergen en algún sentido a una medida.

Para este caso, existen resultados que extienden el Lema de Fatou cuando se tiene una

sucesión de medidas que converge débilmente, fuertemente o en la variación total.

El objetivo de este trabajo es analizar resultados recientes que generalizan el Lema

de Fatou cuando la sucesión de medidas converge débilmente. Además presentaremos

una aplicación a los procesos de control markovianos; centrándonos en la existencia de

poĺıticas óptimas para un problema de control óptimo en costo promedio.

El trabajo está estructurado de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1 se analizan los

resultados cuando se tiene un espacio de medida fijo y para sucesiones de medidas que

convergen fuertemente. Finalmente, el caṕıtulo concluye mostrando, mediante un ejemplo,

que la desigualdad de Fatou no necesariamente se cumple cuando la sucesión de medidas

converge débilmente.

En el Caṕıtulo 2, se presenta una generalización del Lema de Fatou por medio del

concepto de ĺımite inferior generalizado de una sucesión de funciones. Aśı mismo se

establecen condiciones bajo las cuales se tiene la desigualdad de Fatou correspondiente

cuando la sucesión de medidas converge débilmente. Igualmente se introducen condiciones

necesarias para obtener la igualdad del ĺımite inferior y el ĺımite inferior generalizado de

una sucesión de funciones.

Finalmente en el último caṕıtulo se aplican los resultados obtenidos a procesos de con-

trol de Markov en espacios de Borel con criterio de costo promedio. Espećıficamente, bajo

1



Introducción 2

condiciones adecuadas en el modelo de control, se obtiene la desigualdad de optimalidad

y se demuestra la existencia de poĺıticas estacionarias óptimas.

La teoŕıa desarrollada en el presente trabajo se basa, principalmente, en los art́ıculos

[4–8].



Caṕıtulo 1

Lema de Fatou clásico y

convergencia de medidas

1.1. Introducción

La versión clásica del Lema de Fatou establece que si {fn} es una sucesión de funciones

no negativas definidas en un espacio de medida (S,Σ, µ), entonces la integral del ĺımite

inferior de la sucesión no es mayor que el ĺımite inferior de las integrales de las funciones,

es decir,
∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµ. (1.1)

Llamaremos a (1.1) desigualdad de Fatou y veremos que también se cumple bajo alguna

de las siguientes condiciones:

la sucesión de funciones es acotada por abajo por una función integrable;

la sucesión de las partes negativas de las funciones es uniformemente integrable.

En algunas ocasiones, trabajar con resultados que consideran una sola medida no es

suficiente, pues muchos problemas en teoŕıa de probabilidad y sus aplicaciones, como

veremos en el Caṕıtulo 3, tratan con sucesiones de medidas que convergen en algún

sentido a una medida µ. Por lo tanto, es conveniente extender el Lema de Fatou para

sucesiones de funciones y sucesiones de medidas. Por supuesto, los resultados dependerán

del tipo de convergencia de la sucesión de medidas. En este sentido, además del Lema de

Fatou, en este caṕıtulo abordaremos los tipos de convergencia débil, y convergencia fuerte.

Asimismo se estudian también las relaciones que hay entre estos tipos de convergencia.

3



Preliminares 4

1.2. Lema de Fatou para funciones acotadas inferior-

mente.

Dado un espacio medible (S,Σ) denotaremos por M(S) la familia de todas las medidas

finitas no negativas en (S,Σ) y por P(S) la familia de todas las medidas de probabilidad en

(S,Σ). Cuando S sea un espacio métrico siempre consideraremos Σ := B(S), donde B(S) es
la σ- álgebra de Borel en S. R denota al conjunto de los números reales y R := [−∞,+∞]

es el conjunto de los números reales extendidos. Si A es un subconjunto de S, IA representa

la función indicadora de A.

La integral
∫

S
f(s)µ(ds) de una función medible f : S → R con respecto a una medida

µ está definida si

mı́n{
∫

S

f+(s)µ(ds),

∫

S

f−(s)µ(ds)} < +∞, (1.2)

donde f+(s) = máx{f(s), 0} y f−(s) = −mı́n{f(s), 0}, s ∈ S. Si se cumple (1.2) entonces

la integral se define como

∫

S

f(s)µ(ds) :=

∫

S

f+(s)µ(ds)−
∫

S

f−(s)µ(ds).

Para µ ∈ M(S) consideremos el espacio vectorial L1(S;µ) de todas las funciones me-

dibles f : S → R, cuyos valores absolutos tienen integrales finitas, esto es, f ∈ L1(S;µ) si
∫

S
|f(s)|µ(ds) < +∞.

A continuación presentamos el Lema de Fatou para funciones acotadas inferiormente.

Teorema 1.2.1 (Lema de Fatou). Sea (S,Σ, µ) espacio de medida y {fn} sucesión de

funciones medibles. Si existe g ∈ L1(S;µ) tal que fn ≥ g para todo n ≥ 1, entonces se

cumple la desigualdad (1.1).

Demostración. Puesto que fn ≥ g, tenemos que fn−g ≥ 0. Entonces aplicando el Lema

de Fatou clásico a la sucesión {fn − g} se sigue que

∫

S

ĺım inf
n→∞

(fn − g)dµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

(fn − g)dµ

por lo tanto
∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ−
∫

S

gdµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµ−
∫

S

gdµ,

de donde se sigue (1.1).
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Corolario 1.2.2. Sea (S,Σ, µ) espacio de medida y {fn} sucesión de funciones medibles.

Si g ∈ L1(S;µ) y fn ≤ g para todo n ≥ 1, entonces

∫

S

ĺım sup
n→∞

fndµ ≥ ĺım sup
n→∞

∫

S

fndµ

Demostración. Se sigue aplicando directamente el Teorema 1.2.1 a la sucesión {−fn}.

Ahora bien, si en el Teorema 1.2.1 en lugar de una sola función g consideramos una

sucesión de funciones {gn}n≥1, podemos modificar un poco las condiciones para obtener

la misma desigualdad. Esto lo vemos en el siguiente corolario.

Corolario 1.2.3. Sea (S,Σ, µ) espacio de medida y {fn} sucesión de funciones medibles.

Entonces la desigualdad (1.1) se cumple si existe una sucesión gn ∈ L1(S;µ) tal que

fn ≥ gn para todo n ≥ 1 y

−∞ <

∫

S

ĺım sup
n→∞

gndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

gndµ. (1.3)

Demostración. Si una de las siguientes desigualdades

ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµ < +∞, −∞ <

∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ (1.4)

no se cumple, entonces la desigualdad (1.1) se cumple trivialmente. Supongamos ahora

que ambas desigualdades en (1.4) se cumplen. La primera desigualdad en (1.4) implica

ĺım inf
n→∞

∫

S

gndµ < +∞. (1.5)

Puesto que fn ≥ gn, del Lema de Fatou para funciones no negativas aplicado a la sucesión

{fn − gn}n≥1 se sigue que

∫

S

ĺım inf
n→∞

(fn − gn)dµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

(fn − gn)dµ. (1.6)

Las desigualdades (1.3) y (1.5) implican que −∞ <
∫

S
ĺım supn→∞ gndµ < +∞. Por lo

anterior y la segunda desigualdad de (1.4) podemos aplicar las propiedades del ĺım inf y

ĺım sup de donde tenemos que

ĺım inf
n→∞

fn − ĺım sup
n→∞

gn ≤ ĺım inf
n→∞

(fn − gn) µ− c.s
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y de lo siguiente se sigue la desigualdad (1.1),

∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ−
∫

S

ĺım sup
n→∞

gndµ ≤
∫

S

ĺım inf
n→∞

(fn − gn)dµ

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

(fn − gn)dµ

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµ− ĺım inf
n→∞

∫

S

gndµ

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµ−
∫

S

ĺım sup
n→∞

gndµ,

donde la segunda desigualdad se tiene por (1.6), la tercera se sigue de propiedades del

ĺım inf y la última la obtenemos de (1.3).

1.3. Integrabilidad uniforme y la desigualdad de Fa-

tou

Cuando el espacio es de medida finita, podemos extender el Teorema 1.2.1 mediante

el concepto de integrabilidad uniforme.

Definición 1.3.1. Una familia {ft, t ∈ T} de funciones medibles en L1(S;µ) indexada

por T es uniformemente integrable (u.i.) si

ĺım
C→∞

sup
t∈T

∫

{|ft|≥C}

|ft|dµ = 0.

Observación 1.3.2. Una familia {ft, t ∈ T} uniformemente integrable es L1(S;µ)-

acotada, i.e., supt∈T

∫

S
|ft(s)|µ(ds) < ∞ . Para ver esto notemos que dado ǫ > 0, existe

C > 0 suficientemente grande tal que para toda t ∈ T se cumplen las siguientes desigual-

dades,

∫

S

|ft|dµ =

∫

{|ft|≥C}

|ft|dµ+

∫

{|ft|<C}

|ft|dµ

≤ ǫ+ Cµ(S).

Con el concepto de integrabilidad uniforme, se establecen otras condiciones en la su-

cesión de funciones bajo las cuales se cumple la desigualdad de Fatou (1.1). Esto lo

enunciamos en el siguiente teorema.
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Teorema 1.3.3. Sea (S,Σ, µ) un espacio de medida finita y {fn} ⊆ L1(S;µ). Si {f−
n } es

uniformemente integrable, entonces

∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµ

Demostración. Observe que para C > 0 se tiene,

∫

S

fndµ =

∫

{fn<−C}

fndµ+

∫

{fn≥−C}

fndµ

Por la integrabilidad uniforme de la sucesión {f−
n }, dado ǫ > 0 existe C > 0 suficiente-

mente grande tal que |
∫

{fn<−C}
fndµ| < ǫ para toda n ≥ 1.

Por otra parte, puesto que fnI{fn≥−C} ≥ −C y la función constante igual a −C perte-

nece a L1(S;µ), del Teorema 1.2.1 obtenemos

ĺım inf
n→∞

∫

S

fnI{fn≥−C}dµ ≥
∫

S

ĺım inf
n→∞

fnI{fn≥−C}dµ

≥
∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ,

donde la ultima desigualdad se sigue del hecho de que fnI{fn≥−C} ≥ fn para toda n ≥ 1.

Por lo tanto

ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµ ≥
∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ− ǫ.

Puesto que ǫ es arbitrario, concluimos que

∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµ.

La condición de integrabilidad uniforme en el Teorema 1.3.3 es más general que la

condición en el Teorema 1.2.1, es decir, las condiciones requeridas en el Teorema 1.2.1

implican la condición del Teorema 1.3.3, esto lo vemos con las siguientes proposiciones.

Proposición 1.3.4. Sea g : S → R tal que g ∈ L1(S;µ). Entonces

ĺım
K→∞

∫

{|g|≥K}

|g(s)|µ(ds) = 0.

Demostración. Consideremos que

|g(s)|I{|g|<K}(s) ↑ |g(s)| cuando K → ∞,



Preliminares 8

y la igualdad

∫

{|g|≥K}

|g(s)|µ(ds) =
∫

S

|g(s)|µ(ds)−
∫

{|g|<K}

|g(s)|µ(ds).

Entonces, del teorema de la convergencia monótona

ĺım
K→∞

∫

{|g|≥K}

|g(s)|µ(ds) = 0.

Proposición 1.3.5. Si fn, g : S → R , n ∈ N son tales que fn ≥ g y g ∈ L1(S;µ)

entonces la sucesión de partes negativas {f−
n } es uniformemente integrable.

Demostración. Puesto que fn ≥ g se tiene que

|f−
n (s)| ≤ |g(s)|, ∀s ∈ S, n ∈ N

por lo tanto, para todo K > 0,

∫

{|f−

n |≥K}

|f−
n (s)|µ(ds) ≤

∫

{|g|≥K}

|g(s)|µ(ds) ∀s n ∈ N

y

sup
n∈N

∫

{|f−

n |≥K}

|f−
n (s)|µ(ds) ≤

∫

{|g|≥K}

|g(s)|µ(ds).

De la Proposición 1.3.4 se sigue entonces que

ĺım
K→∞

sup
n∈N

∫

{|f−

n |≥K}

|f−
n (s)|µ(ds) = 0

y por lo tanto {f−
n } es uniformemente integrable.

Además, el siguiente ejemplo muestra que se puede tener integrabilidad uniforme y no

cumplirse la condición del Teorema 1.2.1.

Ejemplo 1.3.6. Sea S = (0, 1), µ la medida de Lebesgue y {fn} la sucesión definida por

fn(s) :=
−n
log n

I(0,1/n)(s), para n ≥ 3,

donde log n es el logaritmo natural. Notemos que la sucesión {fn} no es acotada inferior-

mente por una función integrable, es decir, no existe g ∈ L1(S;µ) tal que fn ≥ g. De lo
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contrario, tendŕıamos que

g(s) ≤ −n
log n

I(1/(n+1),1/n)(s), s ∈ (0, 1), n ≥ 3

lo que implica

|g(s)| ≥ n

log n
I(1/(n+1),1/n)(s), s ∈ (0, 1), n ≥ 3.

Por lo tanto,

∫

S

|g(s)|µ(ds) ≥
∞
∑

n=3

n

log n

(

1

n
− 1

n+ 1

)

=
∞
∑

n=3

1

(n+ 1) log n
= ∞,

lo cual prueba que, g /∈ L1(S, µ).

Ahora probaremos que {fn} es uniformemente integrable. Para K > 0 y n ≥ 3, tenemos

que

∫

[0,1]

|fn(s)|I[|fn|≥K](s)µ(ds) =

∫

[0,1]

| −n
log n

|I[0,1/n](s)I[|fn|≥K](s)µ(ds)

=

∫

[0,1/n]

n

log n
I[|fn|≥K](s)µ(ds)

=
1

log n
≤ 1

logK
→ 0

cuando K → ∞. Por lo tanto {fn} uniformemente integrable.

El siguiente ejemplo muestra que se cumple la condición (1.3) y la sucesión de partes

negativas de las funciones no es uniformemente integrable.

Ejemplo 1.3.7. Sea S = [0, 1), B[0, 1) y λ la medida de Lebesgue. Consideremos los

intervalos

I11 = [0, 1/2],

I21 = [0, 1/4], I22 = [1/4, 1/2],

I31 = [0, 1/6], I32 = [1/6, 1/3], I33 = [1/3, 1/2],

I41 = [0, 1/8], I42 = [1/8, 1/4], I43 = [1/4, 3/8], I44 = [3/8, 1/2],
...

(1.7)

In1 = [0, 1/2n], . . . Ink = [(k − 1)/2n, k/2n], . . . Inn = [(n− 1)/2n, 1/2],
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y defina ahora los intervalos Jm de la siguiente manera

J1 = I11,

J2 = I21, J3 = I22,

J4 = I31, J5 = I32, J6 = I33,
...

(1.8)

Nótese que si (n−1)n
2

< m ≤ (n+1)n
2

entonces existe k ∈ {1, . . . , n} tal que Jm = Ink.

Para m ≥ 2, sea n ∈ N tal que (n−1)n
2

< m ≤ (n+1)n
2

y sea k ∈ {1, . . . , n} tal que

Jm = Ink. Definamos gm : [0, 1) → R por

gm(x) :=

{

−nIJm(x) + 2n(nx− n+ 1)I[1−1/n,1)(x) si m es par

−nIJm(x) + 4n(nx− n+ 1)I[1−1/n,1)(x) si m es impar

Entonces,

ĺım sup
m→∞

gm(x) = 0,

ĺım inf
m→∞

gm(x) = −∞I[0,1/2](x), (1.9)

lo cual implica que,

∫

S

ĺım sup
m→∞

gm(x)λ(dx) = 0,
∫

S

ĺım inf
m→∞

gm(x)λ(dx) = −∞.

Por otra parte,
∫

S

gm(x)λ(dx) = −1/2 + 1 = 1/2, si m es par,

∫

S

gm(x)λ(dx) = −1/2 + 2 = 3/2, si m es impar,

por lo tanto

ĺım sup

∫

S

gm(x)λ(dx) = 3/2,

ĺım inf

∫

S

gm(x)λ(dx) = 1/2.

Entonces la sucesión {gm} satisface

0 =

∫

S

ĺım sup
m→∞

gm(x)λ(dx) < ĺım inf

∫

S

gm(x)λ(dx) = 1/2,
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lo cual prueba que se cumple la condición (1.3). Además note que {g−m} no es uniforme-

mente integrable.

1.4. Convergencia de sucesiones de medidas

Para extender el Lema de Fatou al caso en el que se tiene una sucesión de medidas

{µn}, es necesario conocer el comportamiento de la sucesión cuando n→ ∞. Para esto a

continuación daremos definiciones de dos tipos de convergencia de medidas: convergencia

débil y convergencia fuerte.

Definición 1.4.1 (Convergencia débil). Una sucesión de medidas {µn} en un espacio

métrico S converge débilmente a un medida finita µ en S si para cada función continua y

acotada f en S se tiene que

∫

S

f(s)µn(ds) →
∫

S

f(s)µ(ds) cuando n→ ∞. (1.10)

Observación 1.4.2. La Definición 1.4.1 implica que µn(S) → µ(S) ∈ R cuando n→ ∞.

Por lo tanto, si la sucesión {µn} converge débilmente a µ ∈ M(S), entonces existe N ∈ N

tal que {µn}∞n=N ⊂ M(S).

Definición 1.4.3 (Convergencia fuerte). Una sucesión de medidas {µn} en un espacio

medible (S,Σ) converge fuertemente a una medida µ en (S,Σ) si para cada C ∈ Σ

µn(C) → µ(C) cuando n→ ∞.

Observación 1.4.4. Una sucesión de medidas {µn} converge fuertemente a una medida

finita µ cuando n→ ∞ si y solo si (1.10) se cumple para cada función acotada y medible

en S.

En ocasiones trabajar con estas definiciones puede llegar a ser complicado por lo que

es de utilidad tener condiciones equivalentes de los diferentes tipos de convergencia. El si-

guiente teorema, conocido como Teorema de Portmanteau (ver [3]), nos brinda enunciados

equivalentes a la definición de convergencia débil.

Teorema 1.4.5. Sean µn y µ medidas finitas en (S,Σ). Los siguientes enunciados son

equivalentes:

(i) µn converge débilmente a µ;
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(ii) ĺım supn→∞

∫

S
f(s)µn(ds) ≤

∫

S
f(s)µ(ds) para cada función semi-continua superior-

mente y acotada superiormente f ;

(iii) ĺım infn→∞

∫

S
f(s)µn(ds) ≥

∫

S
f(s)µ(ds) para cada función semi-continua inferior-

mente y acotada inferiormente f .

En [9] podemos encontrar caracterizaciones para la convergencia fuerte similares a las

que proporciona el Teorema 1.4.5 para la convergencia débil.

Notemos que de las definiciones y observaciones anteriores se deduce que si una sucesión

de medidas {µn} en un espacio métrico S converge fuertemente a una medida finita µ en

S, entonces {µn} converge débilmente a µ cuando n→ ∞. Sin embargo, como veremos en

el siguiente ejemplo, una sucesión de medidas puede converger débilmente y no converger

fuertemente.

Ejemplo 1.4.6. Sea S = [0, 1], Σ = B[0, 1], λ la medida de Lebesgue, µn la medida

definida por

µn(C) :=

∫

C

nI[0,1/n](s)λ(ds), C ∈ B[0, 1],

y µ(C) := δ0(C) donde δ0 es la medida de Dirac concentrada en {0}, es decir,

µ(C) =

{

1, si 0 ∈ C

0, en otro caso.

Entonces {µn} converge débilmente a µ. Para probar lo anterior, sea f : [0, 1] → R una

función continua y acotada. Nótese que de la definición de µn se tiene que la función

gn : [0, 1] → R definida por

gn(s) = nI[0,1/n](s)

es tal que

µn(C) :=

∫

C

gn(s)λ(ds), C ∈ B[0, 1].

Entonces

∫

[0,1]

f(s)µn(ds) =

∫

[0,1]

f(s)gn(s)λ(ds)

= n

∫

[0,1]

f(s)I[0,1/n](s)λ(ds)

= n

∫

[0,1/n]

f(s)λ(ds) = f(sn),
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donde sn ∈ [0, 1/n], n ∈ N. Note que sn → 0, cuando n → ∞; de la continuidad de f se

sigue que
∫

[0,1]

f(s)µn(ds) → f(0) =

∫

[0,1]

f(s)µ(ds).

Por lo tanto, {µn} converge débilmente a µ.

Por otra parte, {µn} no converge fuertemente a µ pues µn({0}) = 0 ∀n y µ({0}) = 1.

1.5. Lema de Fatou para sucesiones de medidas

Existen versiones del Lema de Fatou para los casos de convergencia fuerte y convergen-

cia en la variación total cuando se tienen sucesiones de medidas. El resultado correspon-

diente a la convergencia en la variación total puede verse en Feinberg et al. [10, Teorema

2.1]. En esta sección presentamos el Lema de Fatou para convergencia fuerte y mostrare-

mos con un ejemplo que este resultado no se cumple, en general, para convergencia débil

de medidas.

Primero presentamos el Lema de Fatou bajo convergencia fuerte considerando funcio-

nes no negativas.

Teorema 1.5.1. Sea (S,Σ) espacio medible, {µn} una sucesión de medidas que converge

fuertemente a la medida µ, y {fn} sucesión de funciones medibles no-negativas en S.

Entonces
∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµn. (1.11)

Demostración. Consideremos f = ĺım infn→∞ fn. Ahora bien, la convergencia fuerte de

µn a µ implica que
∫

ϕdµ = ĺım
n→∞

∫

ϕdµn,

para cualquier función simple ϕ. De la definición de la integral
∫

S
fdµ es suficiente de-

mostrar que
∫

S
ϕdµ ≤ ĺım inf

∫

S
fndµn para cualquier función simple ϕ ≤ f .

Supongamos que
∫

S
ϕdµ <∞, entonces ϕ se anula fuera de un conjunto E de medida

finita, i.e. , ϕ(s) = 0 ∀s ∈ Ec. Sea ǫ > 0 y definamos

En := {s : fk(s) ≥ (1− ǫ)ϕ(s) para todo k ≥ n}.

Notemos que {En} es una sucesión creciente de conjuntos cuya unión contiene a E, y por

tanto {E \ En} es una sucesión decreciente de conjuntos medibles cuya intersección es
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vaćıa. Recordemos que si tenemos una sucesión decreciente {Ai} de conjuntos medibles,

tal que µ(A1) <∞, entonces

µ (∩∞
i=1Ai) = ĺım

n→∞
µ(An).

Por tanto, existe m tal que µ(E \Em) < ǫ. Puesto que µ(E \Em) = ĺımk→∞ µk(E \Em),

podemos escoger n ≥ m tal que µk(E \ Em) < ǫ para k ≥ n. Además, ya que E \ Ek ⊂
E \ Em, tenemos que µk(E \ Ek) < ǫ para k ≥ n. Entonces

∫

S

fkdµk ≥
∫

Ek

fkdµk

≥ (1− ǫ)

∫

Ek

ϕdµk

≥ (1− ǫ)

∫

E

ϕdµk −
∫

E\Ek

ϕdµk

≥ (1− ǫ)

∫

E

ϕdµk −Mǫ,

donde M es el máximo de ϕ. Por lo tanto

ĺım inf
k→∞

∫

S

fkdµk ≥
∫

E

ϕdµ− ǫ

[
∫

E

ϕdµ+M

]

.

Puesto que ǫ arbitrario, concluimos que

∫

S

ϕdµ =

∫

E

ϕdµ ≤ ĺım inf
k→∞

∫

S

fkdµk. (1.12)

Similarmente se desmuestra (1.12) cuando
∫

S
ϕdµ = ∞ .

En el siguiente resultado se establecen condiciones bajo las que se cumple la desigualdad

de Fatou para convergencia fuerte de medidas y funciones que toman valores positivos y

negativos.

Teorema 1.5.2. Sea (S,Σ) espacio medible, {µn} ⊂ M(S) una sucesión de medidas

que converge fuertemente a µ ∈ M(S), y {fn} una sucesión de funciones medibles en S.

Entonces se cumple la desigualdad (1.11) si existe una sucesión de funciones medibles

{gn}n≥1 en S tal que fn ≥ gn para todo n ≥ 1 y

−∞ <

∫

S

ĺım sup
n→∞

gndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

gndµn. (1.13)
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Demostración. Si al menos una de las siguientes desigualdades

ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµn < +∞, −∞ <

∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ (1.14)

no se cumple, entonces la desigualdad (1.11) se cumple trivialmente. Ahora, supondremos

que (1.14) se cumple. La primera desigualdad en (1.14) y (1.13) implican

ĺım inf
n→∞

∫

S

gndµn < +∞. (1.15)

Al aplicar el Teorema 1.5.1 a la sucesión {fn−gn}n≥1 de funciones medibles no negativas,

obtenemos
∫

S

ĺım inf
n→∞

(fn − gn)dµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

(fn − gn)dµn. (1.16)

Las desigualdades (1.13) y (1.15) implican que

−∞ <

∫

S

ĺım sup
n→∞

gndµ < +∞. (1.17)

Por (1.17) y la segunda desigualdad de (1.14) podemos aplicar las propiedades del ĺım inf

y ĺım sup de donde tenemos que

ĺım inf
n→∞

fn − ĺım sup
n→∞

gn ≤ ĺım inf
n→∞

(fn − gn) µ− c.s

y
∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ−
∫

S

ĺım sup
n→∞

gndµ ≤
∫

S

ĺım inf
n→∞

(fn − gn)dµ. (1.18)

Las siguientes desigualdades y (1.17) implican (1.11)

∫

S

ĺım inf
n→∞

fndµ−
∫

S

ĺım sup
n→∞

gndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

(fn − gn)dµn

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµn − ĺım inf
n→∞

∫

S

gndµn

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fndµn −
∫

S

ĺım sup
n→∞

gndµ,

donde la primer desigualdad se tiene por (1.18) y (1.16), la segunda se sigue de las

propiedades del ĺımite inferior y la última la obtenemos de (1.13) y (1.17).

Los resultados anteriores dan generalizaciones del Lema de Fatou cuando tenemos una

sucesión de medidas que converge fuertemente. El siguiente ejemplo muestra que este
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resultado no se cumple si la convergencia de las medidas es débil.

Ejemplo 1.5.3. Sea S = [0, 1], µn(A) = δ1/n(A), µ(A) = δ0(A) para A ∈ B([0, 1]) y

fn(s) = f(s) = I{0}(s), ∀n ∈ N y s ∈ [0, 1]. Si g ∈ C[0, 1], tenemos que

∫

S

g(s)µn(ds) = g(1/n) → g(0) =

∫

S

g(s)µ(ds),

es decir µn converge débilmente a µ. Sin embargo,

1 =

∫

S

f(s)µ(ds) > ĺım inf
n→∞

∫

S

f(s)µn(ds) = 0.

Es decir (1.11) no se cumple.

Como mencionamos al principio de la sección, también existen versiones del Lema de

Fatou cuando se tiene convergencia en la variación total, la cual es un tipo de convergencia

de medidas que implica tanto la convergencia débil como la fuerte, en [10] se muestran

los resultados con convergencia en la variación total.

En el Caṕıtulo 2 trabajaremos con convergencia débil de medidas y veremos qué tipo

de condiciones deben cumplirse para tener una desigualdad de Fatou.



Caṕıtulo 2

Lema de Fatou para convergencia

débil de medidas

2.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior vimos que cuando tenemos una sucesión de medidas {µn} que

converge débilmente a µ no podemos asegurar que se cumpla la desigualdad del Lema

de Fatou (1.11). En este caṕıtulo veremos que es posible obtener una version del Lema

de Fatou cuando se tiene convergencia débil de medidas. Para lograr esto es necesario

introducir diferentes conceptos, uno de los más importantes, es el concepto de ĺımite

inferior generalizado el cual definiremos a continuación.

Definición 2.1.1. [Ĺımite inferior generalizado] Sea S un espacio métrico y {fn} una

sucesión de funciones fn : S → R, n ∈ N. Sean

Fn(s) := ı́nfk≥n fk(s) y F n(s) := supδ>0 ı́nfs′∈Bδ(s) Fn(s
′)

Definimos el ĺımite inferior generalizado de {fn} como

f̂(s) = ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) := ĺım

n→∞
F n(s)

= ĺım
n→∞

sup
δ>0

ı́nf
s′∈Bδ(s)

ı́nf
k≥n

fk(s
′)

= sup
n

sup
δ>0

ı́nf
s′∈Bδ(s)

ı́nf
k≥n

fk(s
′).

donde Bδ(s) es la bola abierta en S de radio δ con centro en s.

17
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Definición 2.1.2. Sea S un espacio métrico, f : S → R. Definimos las funciones f :

S → R y f̄ : S → R de la siguiente manera

f(s) := ĺım inf
s′→s

f(s′) = sup
δ>0

ı́nf
s′∈Bδ(s)

f(s′),

f̄(s) := ĺım sup
s′→s

f(s′) = ı́nf
δ>0

sup
s′∈Bδ(s)

f(s′).

Llamamos a f(s) y f̄(s) la envolvente inferior y superior de f , respectivamente.

Se sigue que F n(s) de la Definición 2.1.1 es la envolvente inferior de Fn. La envolvente

inferior f de una función f es una función semi-continua inferiormente, de hecho es la

función semi-continua inferiormente más grande dominada por f (ver Apéndice A). En

otras palabras, f es una función semi-continua inferiormente que satisface las siguientes

dos condiciones:

(I) f ≥ f ,

(II) f ≥ g para cualquier función semi-continua inferiormente g tal que f ≥ g.

Entonces, si f es semi-continua inferiormente f = f . Análogamente, para la envolvente

superior se tiene que f̄ es la función semi-continua superiormente mas pequeña que domina

a f .

Volviendo a la definición de ĺımite inferior generalizado, se puede demostrar que si

h(s) = sup
δ>0

sup
n

ı́nf
k≥n

ı́nf
s′∈Bδ(s)

fk(s
′),

g(s) = ı́nf{ĺım inf
n→∞

fn(sn) : sn → s}.

entonces

f̂(s) = h(s) = g(s).

Es decir, existen diferentes maneras en las que podemos escribir el ĺımite inferior ge-

neralizado. Esta última función fue introducida por primera vez por Serfozo [18].

Observación 2.1.3. Algunas caracteŕısticas interesantes respecto al ĺımite inferior ge-

neralizado son las siguientes:



19

(i) f̂(s) ≤ ĺım infn→∞ fn(s), por lo tanto, la igualdad

f̂(s) = ĺım inf
n→∞

fn(s)

es equivalente a que

ĺım inf
n→∞

fn(s) ≤ f̂(s). (2.1)

(ii) f̂(s) es semi-continua inferiormente.

Observación 2.1.4. De manera similar uno puede definir el ĺımite superior generalizado

ĺım supn→∞,s′→s. En este caso tenemos que

ĺım sup
n→∞,s′→s

fn(s
′) := ĺım

n→∞
(ĺım sup

s′→s
(sup
k≥n

fk(s
′))),

= ĺım
n→∞

(́ınf
δ>0

sup
s′∈Bδ(s)

(sup
k≥n

fk(s
′))),

= ı́nf
n

ı́nf
δ>0

sup
s′∈Bδ(s)

sup
k≥n

fk(s
′).

Veamos algunos ejemplos para comparar el ĺımite inferior y el ĺımite inferior generali-

zado, los cuales fueron tomados de [15].

Ejemplo 2.1.5. Sea S = R.

(a) Si fn(s) = nse−2n2s2, entonces

f̂(s) =

{

−1
2
e−1\2 si s = 0

0 en otro caso

mientras que ĺım infn→∞ = 0.

(b) Si fn(s) = nsens, entonces

f̂(s) =















0 si s < 0

−1
e

si s = 0

+∞ si s > 0

mientras que

ĺım inf
n→∞

fn(s) =

{

0 si s ∈ (−∞, 0]

+∞ si s ∈ (0,∞).
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(c) Si fn(s) = sin(ns), entonces f̂(s) = ĺım infn→∞ fn(s) = −1.

2.2. Lema de Fatou generalizado

El Teorema 2.2.1 que veremos a continuación, presenta una desigualdad similar a la

del Lema de Fatou para convergencia débil de medidas de probabilidad y funciones no

negativas fn.

Teorema 2.2.1 (Lema de Fatou generalizado). Sea S un espacio métrico arbitrario,

{µn} ⊂ P(S) una sucesión que converge débilmente a µ ∈ P(S) y {fn} sucesión de fun-

ciones medibles no-negativas en S con valores en R. Entonces

∫

S

f̂(s)µ(ds) ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds), (2.2)

donde f̂(s) = ĺım infn→∞,s′→s fn(s
′) de la Definición 2.1.1.

Observación 2.2.2. Si fn(s) = f(s), para todo n ∈ N y la función f es no-negativa

y semicontinua inferiormente, entonces ĺım infn→∞,s′→s fn(s
′) = f(s) y el Teorema 2.2.1

implica que
∫

S

f(s)µ(ds) ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

f(s)µn(ds), (2.3)

si µn converge débilmente a µ. Este resultado también se sigue del Teorema 1.4.5 para

una función f semi-continua inferiormente y acotada.

Demostración del Teorema 2.2.1. Primero demostraremos el teorema para funciones

fn uniformemente acotadas por arriba. Sea fn(s) ≤ K < +∞ para todo n ∈ N y todo

s ∈ S, y defina Fn(s) := ı́nfm≥n fm(s). Las funciones F n : S → [0,+∞), n ∈ N son

semi-continuas inferiormente (ver Definición 2.1.2). Adicionalmente, para s ∈ S

F n(s) ↑ ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) cuando n→ ∞. (2.4)

Del teorema de la convergencia monótona,

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds) = ĺım

n→∞

∫

S

F n(s)µ(ds). (2.5)



21

Puesto que la función F n es semi-continua inferiormente en S y acotada, y µm converge

débilmente a µ cuando m→ +∞, de (2.3) se sigue que

∫

S

F n(s)µ(ds) ≤ ĺım inf
m→∞

∫

S

F n(s)µm(ds), n = 1, 2, . . . . (2.6)

Puesto que {F n} es una sucesión monótona no decreciente, se sigue que

ĺım inf
m→∞

∫

S

F n(s)µm(ds) ≤ ĺım inf
m→∞

∫

S

Fm(s)µm(ds), n = 1, 2, . . . (2.7)

De (2.5), (2.6),(2.7) y el hecho que Fm ≤ fm para m ≥ 1 se sigue (2.2). Entonces, hemos

demostrado el teorema para el caso en que las funciones fn son uniformemente acotadas.

Ahora bien, considere una sucesión {fn}n≥1 de funciones medibles no negativas en S

con valores en R. Param > 0 sea fm
n (s) := min{fn(s),m}, s ∈ S. Puesto que las funciones

fm
n son uniformemente acotadas por arriba,

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fm
n (s′)µ(ds) ≤ ĺım inf

n→∞

∫

S

fm
n (s)µn(ds) ≤ ĺım inf

n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds).

Entonces, del Lema de Fatou clásico

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds) ≤ ĺım inf

m→∞

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fm
n (s′)µ(ds),

lo cual implica (2.2).

Para que el lema de Fatou con convergencia débil de medidas se cumpla para funciones

que toman valores negativos, es necesario imponer condiciones a las partes negativas de

la sucesión {fn}. En general el resultado no se cumple, como lo vemos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. Sea S el intervalo (0, 1] con la σ- álgebra de Borel B(S). Para cada

número natural n defina la medida de probabilidad

µn(A) =
√
nλ(A ∩ [

1

2n
,
1

n
]) + (2− 1√

n
)λ(A ∩ [

1

2
, 1]), A ∈ B(S)

donde λ es la medida de Lebesgue en (0, 1]. Sea f la función continua en S definida por

f(s) := −s−1. La sucesión de medidas de probabilidad {µn}n≥1 converge fuertemente (y

por lo tanto débilmente) a la medida de probabilidad µ, donde µ(A) = 2λ(A ∩ [1
2
, 1]),
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A ∈ B(S) y

∫

f(s)µ(ds) = −2 log 2,

∫

f(s)µn(ds) = − log 2

(√
n+ 2− 1√

n

)

, n ≥ 1.

Entonces
∫

f(s)µ(ds) > ĺım
n→∞

∫

f(s)µn(ds) = −∞.

El siguiente teorema extiende el Teorema 2.2.1 a funciones que pueden tomar valores

negativos.

Teorema 2.2.4. Sea S un espacio métrico arbitrario, {µn} ⊂ P(S) una sucesión que

converge débilmente a µ ∈ P(S), y {fn} sucesión de funciones medibles en S con valores

en R. Entonces la desigualdad (2.2) se cumple si existe una sucesión de funciones medibles

con valores reales {gn} en S, tal que fn(s) ≥ gn(s) para todo n ≥ 1, s ∈ S y

−∞ <

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) ≤ ĺım inf

n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds). (2.8)

Demostración. Primero notamos que si al menos una de las siguientes desigualdades

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds) < +∞, −∞ <

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds). (2.9)

no se cumple entonces (2.2) se tiene trivialmente.

Supongamos que se cumple (2.9). Entonces, de la primera desigualdad tenemos que

ĺım inf
n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds) < +∞ (2.10)

y las desigualdades (2.8) y (2.10) implican

−∞ <

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) < +∞. (2.11)

Por (2.11) y la segunda desigualdad de (2.9) podemos aplicar las propiedades del ĺımite

superior e inferior de donde obtenemos

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)− ĺım sup

n→∞,s′→s
gn(s) ≤ ĺım inf

n→∞,s′→s
(fn(s

′)− gn(s
′)) µ− c.s (2.12)
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y

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds)−

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) ≤

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

(fn(s
′)− gn(s

′))µ(ds).

(2.13)

Aplicamos el Lema de Fatou generalizado (Teorema 2.2.1) a la sucesión {fn − gn}n≥1

de funciones medibles no negativas y obtenemos

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

(fn(s
′)− gn(s

′))µ(ds) ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

(fn(s)− gn(s))µn(ds). (2.14)

Ahora, de propiedades del ĺımite inferior se tiene que

ĺım inf
n→∞

∫

S

(fn(s)− gn(s))µn(ds) ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds)− ĺım inf
n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds). (2.15)

Finalmente (2.2) se sigue de las siguientes desigualdades:

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds)−

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds)

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds)− ĺım inf
n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds)

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds)−
∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds),

donde la primera desigualdad se sigue de (2.13)-(2.15), y la segunda se tiene de (2.8) y

(2.11).

Observación 2.2.5. Si fn(s) ≥ K > −∞ para todo s ∈ S y n = 1, 2, . . . , entonces

la hipótesis (2.8) se sigue para gn(s) = K para todo s ∈ S, n = 1, 2, . . . . Por tanto, el

Teorema 2.2.4 implica que el lema de Fatou para convergencia débil de medidas es válido

si las funciones fn son uniformemente acotadas por abajo. Este hecho también se deduce

del Teorema 2.2.1.

Observación 2.2.6. Del Teorema 2.2.1 se tiene que, para funciones {gn}n≥1 uniforme-

mente acotadas por arriba, la hipótesis (2.8) en el Teorema 2.2.4 es equivalente a

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) = ĺım

n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds) > −∞ (2.16)
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En efecto, aplicando el lema de Fatou para funciones uniformemente acotadas por abajo

a {−gn}n≥1 (ver Observación 2.2.5) obtenemos la desigualdad

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) ≥ ĺım sup

n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds)

la cual, junto con (2.8) implica (2.16).

Las observaciones anteriores nos llevan al siguiente corolario del Teorema 2.2.4.

Corolario 2.2.7. Sea S un espacio métrico arbitrario, {µn} ⊂ P(S) una sucesión que

converge débilmente a µ ∈ P(S), y {fn} una sucesión de funciones medibles en S con

valores en R. Entonces la desigualdad (2.2) se cumple si existe una función medible

acotada por arriba g : S → R tal que fn(s) ≥ g(s), para todo n ≥ 1, s ∈ S y

−∞ <

∫

S

ḡ(s)µ(ds) = ĺım
n→∞

∫

S

g(s)µn(ds). (2.17)

donde ḡ es la envolvente superior de g (ver Definicion 2.1.2).

Ya vimos el Lema de Fatou para el caso de sucesiones de medidas de probabilidad que

convergen débilmente y sucesiones de funciones acotadas por abajo por una sucesión de

funciones que satisfacen la desigualdad (2.8). Ahora bien, en el Teorema 2.2.11 estable-

ceremos el Lema de Fatou para convergencia débil de medidas y funciones cuya parte

negativa satisface una condición de integrabilidad uniforme.

Primeramente definiremos el concepto de integrabilidad uniforme con respecto a una

sucesión de medidas, aśı como también el concepto de asintóticamente uniformemente

integrable.

Definición 2.2.8. La sucesión {fn} de funciones medibles con valores en R se le llama

uniformemente integrable (u.i.) con respecto a una sucesión de medidas {µn} ⊂
M(S) si

ĺım
K→∞

sup
n≥1

∫

{|fn|≥K}

|fn|dµn = 0; (2.18)

asintóticamente uniformemente integrable (a.u.i.) con respecto a una sucesión de

medidas {µn} ⊂ M(S) si

ĺım
K→∞

ĺım sup
n→∞

∫

{|fn|≥K}

|fn|dµn = 0. (2.19)
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Para una medida fija, la definición de una sucesión de funciones u.i. es consistente

con la definición clásica de una familia H de funciones uniformemente integrable respecto

a la medida. Diremos que una función f es (a.)u.i. con respecto a {µn} si la sucesión

{f, f, . . . } es (a.)u.i.con respecto a {µn}. Una función f es u.i. con respecto a una familia

N de medidas si

ĺım
K→∞

sup
µ∈N

∫

{|f |≥K}

|f |dµ = 0.

Ejemplo 2.2.9. Siguiendo con el Ejemplo 1.4.6, consideremos nuevamente S = [0, 1] con

Σ = B[0, 1], λ la medida de Lebesgue, µn la medida definida por

µn(C) :=

∫

C

nI[0,1/n](s)λ(ds), C ∈ B[0, 1]

y µ(C) := δ0, donde δ0 es la medida de Dirac concentrada en {0}. Sea fn : [0, 1] → R,

n ∈ N la función definida por

fn(s) :=
∞
∑

i=1

iI[1/n(1−1/2i−1),1/n(1−1/2i)](s). (2.20)

Para K > 0 (sin pérdida de generalidad tomemos K entero) y n ≥ 1,

∫

[0,1]

|fn(s)|I[|fn|>K](s)µn(ds) =
∞
∑

i=K

iµn[1/n(1− 1/2i−1), 1/n(1− 1/2i)]

=
∞
∑

i=K

inλ[1/n(1− 1/2i−1), 1/n(1− 1/2i)]

=
∞
∑

i=K

i(
1

2i
) → 0.

cuando K → ∞, pues la serie
∑

(i/2i) converge. Por lo tanto {fn} es u.i. con respecto a

{µn}.

El siguiente lema establece una relación entre la integrabilidad uniforme y la integrabi-

lidad uniforme asintótica. Esto es de utilidad pues en algunos casos es más fácil verificar

que la sucesión de funciones es asintóticamente uniformemente integrable que uniforme-

mente integrable. La prueba del Lema 2.2.10 se presenta en el Apéndice (ver Teorema

B.0.2).

Lema 2.2.10. Sea (S,Σ) un espacio medible, {µn} ⊂ M(S) una sucesión de medidas y

{fn} una sucesión de funciones medibles en S con valores en R. Entonces {fn} es a.u.i.



26

con respecto a {µn} si y solo si existe N ∈ N0 tal que {fn+N}n≥1 es u.i. con respecto a

{µn+N}n≥1.

Presentamos ahora el teorema para el caso de una sucesión de medidas finitas y una

sucesión de funciones con parte negativa uniformemente integrable.

Teorema 2.2.11. Sea S un espacio métrico, {µn} una sucesión de medidas que convergen

débilmente a µ ∈ M(S) y {fn} una sucesión de funciones medibles en S con valores en

R tal que {f−
n } es a.u.i. con respecto a {µn}. Entonces

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds) ≤ ĺım inf

n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds). (2.21)

Demostración. Fijemos un K > 0 arbitrario. Entonces

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds) ≥ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)I{fn>−K}(s)µn(ds) (2.22)

+ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)I{fn≤−K}(s)µn(ds).

Probaremos que la siguiente desigualdad se cumple :

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)I{fn>−K}(s)µn(ds) ≥
∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds). (2.23)

En efecto, si µ(S) = 0, entonces

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)I{fn>−K}(s)µn(ds) ≥ −K ĺım
n→∞

µn(S)

= 0

=

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds),

donde se ha usado el hecho que µn(S) → µ(S) = 0 cuando n → ∞. Por otra parte,

si µ(S) > 0, entonces el Teorema 2.2.4 aplicado a {f̂n}n≥1 := {fn+N}n≥1, ĝn ≡ −K,

µ̂n(C) :=
µn+N (C)

µn+N (S)
y µ̂(C) := µ(C)

µ(S)
, para N ∈ N suficientemente grande, implica

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)I{fn>−K}(s)µn(ds) ≥ (2.24)
∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)I{fn>−K}(s

′)µ(ds).
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Observemos que {µ̂n} ⊂ P(S) converge débilmente a µ̂ ∈ P(S) y que

fn(s)I{fn>−K} ≥ fn(s) (2.25)

para todo s ∈ S pues K > 0. Entonces, (2.23) se sigue de (2.24) y (2.25) .

Las desigualdades (2.22) y (2.23) implican que

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds) ≥
∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds)

+ ĺım
K→∞

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)I{fn≤−K}(s)µn(ds),

que es equivalente a (2.21) pues {f−
n } es a.u.i. con respecto a {µn}.

El siguiente corolario del teorema anterior extiende el Teorema 2.2.4 a medidas finitas.

Corolario 2.2.12. Sea S un espacio métrico, {µn} una sucesión de medidas en S que

converge débilmente a µ ∈ M(S) y {fn} una sucesión de funciones medibles en S con

valores en R. Entonces la desigualdad (2.21) se cumple si existe una sucesión de funciones

medibles {gn} en S con valores en R tal que fn(s) ≥ gn(s) para cada n ∈ N, s ∈ S y

−∞ <

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) ≤ ĺım inf

n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds). (2.26)

Demostración.

El Teorema 2.2.11 aplicado a la sucesión de funciones no negativas {fn − gn}n≥1, implica

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds)−

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) ≤

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

(fn(s
′)− gn(s

′))µ(ds)

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

(fn(s)− gn(s))µn(ds)

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds)− ĺım inf
n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds)

≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds)−
∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds).

donde la primera y tercera desigualdad se siguen de propiedades del ı́nfimo y supremo,

la última desigualdad se sigue de (2.26).

En conclusión bajo convergencia débil de medidas, tenemos versiones del Lema de Fa-

tou con una desigualdad donde el ĺımite inferior generalizado es requerido. En el siguiente
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resultado resumimos las condiciones suficientes que se han establecido para obtener la de-

sigualdad (2.2).

Teorema 2.2.13. Sea S espacio métrico, {µn} una sucesión de medidas en S que conver-

gen débilmente a µ ∈ M(S) y {fn} una sucesión de funciones medibles en S con valores

en R. Supongamos que una de las siguientes condiciones se cumple:

(i) {f−
n } es a.u.i. con respecto a {µn};

(ii) existe una sucesión de funciones medibles {gn} en S con valores en R tal que fn(s) ≥
gn(s) para cada n ∈ N, s ∈ S y

−∞ <

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) ≤ ĺım inf

n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds). (2.27)

Entonces se cumple la desigualdad (2.2).

La condición (ii) del teorema anterior implica bajo ciertas condiciones que la sucesión

{f−
n } es a.u.i. con respecto a {µn}; ver Teorema B.0.3 en Apéndice. Sin embargo, en

general estas dos condiciones no son equivalentes.

El siguente ejemplo demuestra que la condición (ii) no implica que {f−
n+N}n≥1 es u.i.

para algún N ∈ N. Además, en [5, Ejemplo 3.1] podemos encontrar un ejemplo donde

{f−
n } es u.i con respecto a {µn} pero la condición (ii) del Teorema 2.2.13 no se cumple.

Ejemplo 2.2.14. Consideremos S := [−1, 1] con la métrica euclidiana estándar. Sea

µn = µ, n = 1, 2, . . . , la medida de Lebesgue en S y para n = 1, 2, . . . , s ∈ S

fn(s) =















−n si s ∈ [−1/n, 0)

n si s ∈ (0, 1/n]

0 otro caso

Entonces ĺım infn→∞

∫

S
fn(s)I{fn(s)≤−K}µ(ds) = −1 para cada K > 0, lo que implica que

{f−
n }n≥1 no es a.u.i. Por lo tanto {f−

n+N}n≥1 no es u.i. para cada N ∈ N0; ver Lema

2.2.10.

Además, puesto que
∫

S
ĺım supn→∞,s′→s fn(s

′)µ(ds) =
∫

S
fn(s)µ(ds) = 0 para cada n ∈

N, tenemos que (2.27) se cumple para µn = µ con gn = fn.
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2.3. Igualdad del ĺımite inferior y el ĺımite inferior

generalizado

Sea (S,Σ) un espacio medible y {fn} una sucesión de funciones medibles con valores en

R. Como se mostró en los ejemplos de la primera sección el ĺımite inferior y el ĺımite infe-

rior generalizado no necesariamente coinciden. En esta sección, presentamos condiciones

necesarias y suficientes para que se cumplan las siguientes igualdades:

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) = ĺım inf

n→∞
fn(s), (2.28)

ĺım
n→∞,s′→s

fn(s
′) = ĺım

n→∞
fn(s), (2.29)

las cuales mejoran las conclusiones del Lema de Fatou para convergencia débil de medidas

como veremos en el Teorema 2.4.1. Para establecer condiciones necesarias y suficientes

para (2.28) introducimos las siguientes definiciones.

Definición 2.3.1 (Semi-convergencia uniforme). Una sucesión de funciones con valores

reales {fn} en S

semi-converge uniformemente por abajo a una función real f en S si para cada ǫ > 0

existe N ∈ N tal que

fn(s) > f(s)− ǫ, (2.30)

para todo s ∈ S y n ≥ N ;

semi-converge uniformemente por arriba a una función real f en S si {−fn} semi-

converge uniformemente por abajo a −f en S.

Nótese que una sucesión {fn}n=1,2,... converge uniformemente a f en S si y solo si

semi-converge uniformemente por abajo y por arriba a f .

Ejemplo 2.3.2. Consideremos S = [0, 1) y para n ∈ N, fn : S → R definida por fn(s) :=

sn. Sea f : S → R definida por f ≡ 0. Notemos que dado ǫ > 0

sn > −ǫ ∀s ∈ S y n ∈ N, (2.31)

es decir, fn(s) > f(s) − ǫ para todo s ∈ S y n ≥ 1. Por tanto, {fn} semi-converge

uniformemente por abajo a f .
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Por otro lado, sn < ǫ si n > log ǫ
log s

. Es decir,

fn(s) < f(s) + ǫ

para todo s ∈ S y n ≥ log ǫ
log s

. En este caso N depende de ǫ y de s. Por tanto, {fn} no

semi-converge uniformemente por arriba a f .

Consideremos las siguientes nociones de semi-equicontinuidad inferior y superior para

un sucesión de funciones.

Definición 2.3.3. A una sucesión de funciones con valores reales {fn} en S se le llama

semi-equicontinua inferiormente en un punto s ∈ S si para cada ǫ > 0 existe δ > 0

tal que

fn(s
′) > fn(s)− ǫ para todo s′ ∈ Bδ(s) y para todo n = 1, 2, . . . .

La sucesión {fn} es semi-equicontinua inferiormente (en S) si es semi-equicontinua

inferiormente en todo s ∈ S.

semi-equicontinua superiormente en un punto s ∈ S (en S) si {−fn} es semi-

equicontinua inferiormente en s ∈ S (en S).

Ejemplo 2.3.4. Sea S = [0, 1] con la métrica usual. Para s ∈ S defina

fn(s) =

{

ns si s ∈ [0, 1/n],

1 en otro caso.

La sucesión de funciones {fn} es semi-equicontinua inferiormente puesto que para cada

ǫ > 0 y s ∈ S,

(i) si s > 0, entonces existe δ(s, ǫ) = mı́n{s− 1/(⌊1
2
⌋+ 1), ǫ/⌊1

2
⌋} tal que

fn(s
′) > fn(s)− ǫ ∀s′ ∈ Bδ(s,ǫ)(s) y n = 1, 2, . . . ; (2.32)

(ii) si s = 0, entonces fn(s
′) ≥ 0 = fn(0) para todo n ∈ N y s′ ∈ S.

Observación 2.3.5.

Se sigue de las definiciones anteriores que una función f : S → R es semi-continua

inferiormente (superiormente) en s ∈ S si y solo si la sucesión {f} es semi-

equicontinua inferiormente (superiormente) en s ∈ S. Además, si una sucesión de
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funciones reales en S es semi-equicontinua inferiormente (superiormente) en s ∈ S,

entonces cada función de la sucesión es semi-continua inferiormente (superiormen-

te) en s.

Una sucesión de funciones con valores reales {fn} en S es equicontinua en s ∈ S si

la sucesión es tanto semi-equicontinua superiormente como inferiormente en s ∈ S.

Antes de establecer las condiciones necesarias y suficientes para (2.28), introducimos

el siguiente lema.

Lema 2.3.6. Sea {fn} sucesión no-decreciente de funciones semi-continuas inferiormente

con valores en R en un espacio métrico S. Entonces

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) = ĺım

n→∞
fn(s), s ∈ S. (2.33)

Demostración. Para cada s ∈ S, se cumplen las siguientes relaciones que demuestran

(2.33):

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) = sup

n≥1
ĺım inf
s′→s

ı́nf
k≥n

fk(s
′)

= sup
n≥1

ĺım inf
s′→s

fn(s
′)

= sup
n≥1

fn(s) = ĺım
n→∞

fn(s).

La primera igualdad se sigue de la definición de ĺım inf, la tercera de la semi-continuidad

inferior de la función fn, la segunda y la última se tienen puesto que la sucesión {fn} es

no decreciente.

Teorema 2.3.7. Sea {fn} sucesión de funciones reales en un espacio métrico S, y sea

s ∈ S. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(i) si la sucesión de funciones {fn} es semi-equicontinua inferiormente en s, entonces

cada función fn, n = 1, 2, . . . , es semi-continua inferiormente en s y la igualdad

(2.28) es válida;

(ii) si {fn} sucesión de funciones semi-continuas inferiormente que satisfacen (2.28) y

{fn(s)} es una sucesión convergente, es decir,

ĺım inf
n→∞

fn(s) = ĺım sup
n→∞

fn(s), (2.34)

entonces la sucesión {fn} es semi-equicontinua inferiormente en s.
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Demostración. (i) De acuerdo a la Observación 2.3.5, la semi-continuidad inferior en

s de cada función fn, se sigue de la semi-equicontinuidad inferior de la sucesión {fn}
en s. Entonces, para probar (i) es suficiente verificar (2.28), lo cual es equivalente a

verificar (2.1).

Sea ǫ > 0 arbitrario. De acuerdo a la Definición 2.3.3, existe δ(ǫ) > 0 tal que para

cada n ∈ N y s′ ∈ Bδ(ǫ)(s)

fn(s
′) ≥ fn(s)− ǫ. (2.35)

Puesto que

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) = sup

n≥1,δ>0
ı́nf

k≥n,s′∈Bδ(s)
fk(s

′) ≥ sup
n≥1

ı́nf
k≥n,s′∈Bδ(ǫ)(s)

fk(s
′), (2.36)

(2.35) implica

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) ≥ sup

n≥1
ı́nf
k≥n

fk(s)− ǫ = ĺım inf
n→∞

fn(s)− ǫ, (2.37)

donde las igualdades en (2.36) y (2.37) se siguen de las definiciones de ĺım inf, la

desigualdad en (2.36) se cumple dado que {δ(ǫ)} ⊂ {δ : δ > 0}, y la desigualdad en

(2.37) se tiene de (2.35) y (2.36). Entonces, la desigualdad (2.1) se sigue de (2.37)

pues ǫ arbitrario.

(ii) Probaremos (ii) por contradicción. Supongamos que la sucesión de funciones {fn}
no es semi-equicontinua inferiormente en s. Entonces existe ǫ∗ > 0, una sucesión

{sn} que converge a s, y una sucesión {nk} ⊂ {1, 2, . . . } tal que

fnk
(sk) ≤ fnk

(s)− ǫ∗, k = 1, 2, . . . . (2.38)

Si la sucesión {nk} es acotada (por un entero positivo C), entonces (2.38) contradice

la semi-continuidad inferior de las funciones fn, n = 1, 2, . . . , C. De otra manera, sin

pérdida de generalidad, suponemos que la sucesión {nk} es estrictamente creciente.

Por lo tanto, (2.38) y (2.34) implican que

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) ≤ ĺım

n→∞
fn(s)− ǫ∗,

lo cual es una contradicción a (2.28). Por lo tanto la sucesión de funciones {fn} es

semi-equicontinua inferiormente en s.
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La condición (2.34) en el teorema anterior es esencial, si la omitimos no podemos

asegurar la conclusión del Teorema 2.3.7(ii). A continuación proporcionamos un contra

ejemplo, obteniendo que la sucesión no es semi-equicontinua inferiormente en s.

Ejemplo 2.3.8. Sea S := [−1, 1] con la métrica euclidiana usual y

fn(s) =

{

0 si n = 2k − 1,

máx{1− n|s|, 0} si n = 2k.

con k ∈ N y s ∈ S. Las funciones fn, n ∈ N son no-negativas y continuas en S. La

igualdad (2.28) se cumple puesto que

0 ≤ ĺım inf
n→∞,s′→0

fn(s
′) ≤ ĺım inf

n→∞
fn(0) = f2k−1(0) = 0, k = 1, 2, . . .

Sin embargo, (2.34) no es válida debido a que

ĺım sup
n→∞

fn(0) = 1 > 0 = ĺım inf
n→∞

fn(0),

donde la primera igualdad se tiene porque f2k(0) = 1 para cada k = 1, 2, . . . y la segunda

se tiene ya que f2k−1(0) = 0 para cada k = 1, 2, . . . .

La sucesión de funciones {fn} no es semi-equicontinua inferiormente en s = 0 pues

f2k(
1

2k
) = 0 < 1/2 = f2k(0)− 1/2, k = 1, 2, . . .

Por lo tanto, la conclusión del Teorema 2.3.7(ii) no se cumple.

Investiguemos las condiciones necesarias y suficientes para la igualdad (2.29).

Corolario 2.3.9. Sea {fn} sucesión de funciones reales en un espacio métrico S y s ∈ S.

Si {fn(s)} es una sucesión convergente, entonces {fn} es equicontinua en s si y solo si

cada función fn, n ≥ 1 es continua en s y se cumple la igualdad (2.29).

Demostración. Se sigue directamente del Teorema 2.3.7 aplicado a las sucesiones {fn(s)}
y {−fn(s)}.

En el siguiente corolario establecemos condiciones suficientes para la semi-equicontinuidad

inferior.
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Corolario 2.3.10. Sea S un espacio métrico y {fn} una sucesión de funciones reales

semi-continuas inferiormente en S que semi-converge uniformemente por abajo a una

función real f semi-continua inferiormente en S. Si la sucesión {fn} converge puntual-

mente a f en S, entonces {fn} es semi-equicontinua inferiormente en S.

Demostración. Si se tiene la igualdad (2.28) para todo s ∈ S, entonces el Teorema

2.3.7(ii) implica que {fn} es semi-equicontinua inferiormente en S puesto que la sucesión

de funciones {fn} converge puntualmente a f . Por lo tanto, para finalizar la demostración,

probemos que (2.1) (equivalente a (2.28)) se cumple para cada s ∈ S.

En efecto, la semi-convergencia uniforme por abajo de {fn} a f implica que para un

ǫ > 0 arbitrario

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) ≥ f(s)− ǫ,

para cada s ∈ S. Puesto que ǫ > 0 es arbitrario y f(s) = ĺımn→∞ fn(s), s ∈ S , obtenemos

la desigualdad (2.1).

2.4. Lema de Fatou en su forma clásica para sucesión

de medidas

Sea (S,Σ) un espacio medible y µ medida en (S,Σ). En esta sección, estableceremos

el Lema de Fatou en su forma clásica para sucesiones de medidas.

Teorema 2.4.1. Sea S un espacio métrico, {µn} una sucesión de medidas que converge

débilmente a µ ∈ M(S), {fn}n=1,2,... sucesión de funciones reales en S semi-equicontinua

inferior. Si una de las siguientes condiciones se cumple:

(i) la sucesión {f−
n } es a.u.i con respecto a {µn};

(ii) se cumple la condición (ii) del Teorema 2.2.13

entonces
∫

S

ĺım inf
n→∞

fn(s)µ(ds) ≤ ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds). (2.39)

Demostración. El Teorema 2.2.13 aplicado a la sucesión {fn}, implica que

∫

S

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds) ≤ ĺım inf

n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds). (2.40)
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Ahora, como la sucesión {fn} es semi-equicontinua inferiormente, el Teorema 2.3.7 implica

que

ĺım inf
n→∞,s′→s

fn(s
′) = ĺım inf

n→∞
fn(s).

Por lo tanto, de (2.40) se tiene la desigualdad (2.39).

También es posible obtener el teorema de convergencia de Lebesgue para una sucesión

de medidas como vemos en el siguiente corolario.

Corolario 2.4.2 (Teorema de Lebegue para convergencia débil de medidas). Sea S un

espacio métrico, {µn} una sucesión de medidas en S que converge débilmente a µ ∈ M(S),

y {fn} una sucesión de funciones medibles en S con valores en R tal que ĺımn→∞,s′→s fn(s
′)

existe µ-c.s., s ∈ S. Si {fn} es a.u.i. con respecto a {µn}, entonces

ĺım
n→∞

∫

S

fn(s)µn(ds) =

∫

S

ĺım
n→∞,s′→s

fn(s
′)µ(ds)

Demostración. El corolario se sigue directamente del Teorema 2.2.13, aplicado a la

sucesión {fn} y {−fn}.

Como vimos a lo largo del caṕıtulo es posible obtener la desigualdad de Fatou cuando

se tiene una sucesión de medidas que converge débilmente. Esta desigualdad no es con

el ĺımite inferior usual, si no con el ĺımite inferior generalizado (Definicion 2.1.1). Sin

embargo, bajo ciertas condiciones, como se vio en la Sección 2.3, estos llegan a coincidir.

En el siguiente caṕıtulo, aplicaremos los resultados obtenidos a procesos de control de

Markov.



Caṕıtulo 3

Procesos de Control de Markov

3.1. Introducción

El objetivo del presente caṕıtulo es presentar aplicaciones a los Problemas de Crontrol

de Markov(PCM) de los resultados analizados previamente respecto al Lema de Fatou

generalizado bajo convergencia débil de la sucesión de medidas. Nos centraremos en el

estudio de los criterios de optimalidad de costo descontado y promedio. Iniciaremos el

caṕıtulo introduciendo los elementos necesarios para definir el problema de control óptimo.

Terminoloǵıa y convenciones de notación

Un espacio de Borel es un subconjunto de Borel de un espacio métrico completo y

separable.

Cuando nos referimos a un conjunto de funciones “medibles”significa “Borel-medibles”.

Un kernel estocástico en X dado Y es una función P (·|·) tal que P (·|y) es una medida

de probabilidad en X para cada y ∈ Y fija, y P (B|·) es una función medible en Y

para cada B ∈ B(X) fija.

3.2. Modelo de control

Definimos el modelo de control de Markov como el arreglo

(X,A, {A(x)|x ∈ X}, Q, c)
36
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que consiste de los siguientes elementos:

(a) X es un espacio de Borel, llamado el espacio de estados ;

(b) A es un espacio de Borel, llamado el espacio de control o espacio de acciones ;

(c) {A(x)|x ∈ X} es una familia de subconjuntos medibles no vaćıos de A, donde A(x)

es el conjunto de acciones admisibles para el estado x ∈ X. Definimos el conjunto

K := Gr(A) = {(x, a)|x ∈ X, a ∈ A(x)}

de estados-acciones admisibles y suponemos que K es un subconjunto medible de

X × A y que existe un mapeo medible f : X → A tal que f(x) ∈ A(x) para toda

x ∈ X.

(d) Q es un kernel estocástico en X dado K llamado ley de transición.

(e) A la función medible c : K → R se le llama función de costo por etapa y supondremos

que es acotada por abajo.

El modelo de control representa un sistema estocástico controlado que es observado en

los tiempos t = 0, 1, . . . . Denotando por xt y at al estado del sistema y al control (acción)

aplicado al tiempo t, la evolución del sistema se puede describir de la siguiente manera.

Si el sistema está en el estado xt = x ∈ X al tiempo t y el control at = a ∈ A(x) es

aplicado, entonces suceden dos cosas:

(i) se genera un costo c(x, a);

(ii) el sistema se mueve a un nuevo estado xt+1 ∈ X con ley de probabilidad Q(·|x, a),
i.e.,

Q(B|x, a) := Prob[xt+1 ∈ B|xt = x, at = a], B ⊂ X.

Una vez que ha ocurrido la transición al nuevo estado, se escoge un nuevo control y el

proceso se repite.

Si el número de épocas de decisión es finito, decimos que el modelo tiene horizonte

finito; en otro caso decimos que el horizonte es infinito.
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3.3. Poĺıticas de control

Considere el modelo de control de Markov definido anteriormente y para cada t =

0, 1, . . . , defina el espacio Ht de historias admisibles hasta el tiempo t donde H0 := X, y

Ht := Kt × X = K×Ht−1 para t = 1, 2, . . .

donde K es el conjunto estados-acciones admisibles. Un elemento genérico ht de Ht, al

cual se le llama t-historia admisible, o simplemente t-historia, es un vector de la forma

ht = (x0, a0, . . . , xt−1, at−1, xt),

con (xi, ai) ∈ K para i = 0, 1, . . . , t − 1, y xt ∈ X. Observe que para cada t, Ht es un

subespacio de

H t := (X× A)t × X = (X× A)×H t−1, para t = 1, 2, . . .

y H0 := H0 = X.

Definición 3.3.1. Una poĺıtica de control aleatorizada (también llamada poĺıtica de con-

trol o simplemente poĺıtica) es una sucesión π = {πt} de kerneles estocásticos πt en A

dado Ht que satisface

πt(A(xt)|ht) = 1 ∀ht ∈ Ht, t = 0, 1, . . . . (3.1)

Es decir, πt(·|ht) está concentrada en A(xt). El conjunto de todas las poĺıticas es denotado

por Π.

Denotamos por F el conjunto de todas las funciones medibles f : X → A tal que

f(x) ∈ A(x) para toda x ∈ X. A las funciones en F se les llama selectores.

Definición 3.3.2. Una poĺıtica π = {πt} es

(a) determinista si existe una sucesión {gt} de funciones medibles gt : Ht → A tal que,

para toda ht ∈ Ht y t = 0, 1, ..., gt(ht) ∈ A(xt) y πt(·|ht) está concentrada en gt(ht).

En este caso usualmente escribimos π = {gt};
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(b) determinista de Markov si existe una sucesión {ft} de funciones en F tal que πt(·|ht)
está concentrada en ft(xt) ∈ A(xt) para todo ht ∈ Ht y t = 0, 1, .... En este caso π

toma la forma π = {ft};

(c) determinista estacionaria si existe una función f ∈ F tal que πt(·|ht) está concen-

trada en f(xt) ∈ A(xt) para todo ht ∈ Ht y t = 0, 1, .... En este caso identificamos

a π como f .

En otras palabras una poĺıtica es determinista de Markov si todas las decisiones depen-

den únicamente del estado y el tiempo actuales y un poĺıtica es determinista estacionaria

si todas las decisiones dependen solamente del estado actual.

Identificamos al conjunto F con el conjunto de poĺıticas deterministas estacionarias.

Sea (Ω,F) el espacio medible que consiste del espacio muestral Ω := H∞ = (X×A)∞ y

F la correspondiente σ-álgebra producto. Los elementos en Ω son sucesiones de la forma

ω = (x0, a0, x1, a1, . . . ) con xt en X y at en A para toda t = 0, 1, . . . .

Sea π = {πt} una poĺıtica de control arbitraria y ν una medida arbitraria de probabili-

dad en X a la cual nos referiremos como “distribución inicial”. Entonces, por el Teorema

de Ionescu-Tulcea ([12, p.178]), existe una única medida de probabilidad P π
ν en (Ω,F) y

procesos estocásticos {xt} y {at} tal que P π
ν (H∞) = 1 y para toda B ∈ B(X), C ∈ B(A),

y ht ∈ Ht, t = 0, 1, . . . :

P π
ν (x0 ∈ B) = ν(B),

P π
ν (at ∈ C|ht) = πt(C|ht),

P π
ν (xt+1 ∈ B|ht, at) = Q(B|xt, at).

Definición 3.3.3. El proceso estocástico (Ω,F , P π
ν , {xt}) se denomina proceso de control

markoviano a tiempo discreto (o también, proceso de decisión de Markov).

El operador esperanza con respecto a P π
ν es denotado como Eπ

ν . Si ν está concen-

trado en el estado inicial x ∈ X, entonces escribimos P π
x y Eπ

x en lugar de P π
ν y Eπ

ν ,

respectivamente.
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3.4. Criterios de optimalidad y problema de control

óptimo

Sea α ∈ (0, 1] un número positivo dado, x0 = x ∈ X estado inicial y π ∈ Π una poĺıtica

Definimos

el costo α-descontando en n etapas por

Vn,α(π, x) := Eπ
x

n−1
∑

t=0

αtc(xt, at), (3.2)

el costo α-descontado con horizonte infinito y α ∈ (0, 1) como

Vα(π, x) := Eπ
x

∞
∑

t=0

αtc(xt, at), (3.3)

El costo promedio con horizote infinito como

J(π, x) := ĺım sup
n→∞

1

n
Eπ

x

n−1
∑

t=0

c(xt, at) = ĺım sup
n→∞

1

n
Vn,1(π, x). (3.4)

El costo óptimo o la función de valor óptimo se define como

J(x) := ı́nf
π∈Π

J(π, x), x ∈ X (3.5)

para el caso de costo promedio y para el caso descontado la función de valor óptimo es

Vα(x) := ı́nf
π∈Π

Vα(π, x), x ∈ X.

Diremos que una poĺıtica π∗ ∈ Π es óptima en costo promedio si J(x) = J(π∗, x)

para toda x ∈ X. De igual manera, una poĺıtica π̂ es α-óptima en costo descontado si

Vα(x) = Vα(π̂, x) para toda x ∈ X.

El problema de control óptimo consiste en encontrar una poĺıtica óptima para el criterio

de optimalidad correspondiente.
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3.5. Hipótesis generales y resultados auxiliares

Para asegurar la existencia de poĺıticas óptimas para un criterio de optimalidad es nece-

sario imponer ciertas condiciones en el modelo de control. Entre éstas se suelen considerar

diferentes condiciones de continuidad, por ejemplo: continuidad o semi-continuidad en la

función c(·, ·), semi-continuidad superior en la multifunción x→ A(x) y también condicio-

nes de continuidad en la probabilidad de transición Q(·|x, a), (x, a) ∈ K. En esta última,

considerando las definiciones introducidas en el Caṕıtulo 1, se considera que la probabi-

lidad de transición es débilmente continua o fuertemente continua. Espećıficamente,

continuidad débil de Q en (x, a) ∈ K significa que

∫

X

f(z)Q(dz|xn, an) →
∫

X

f(z)Q(dz|x, a) cuando n→ ∞ (3.6)

para cualquier sucesión {(xn, an), n ≥ 0} que converge a (x, a), donde (xn, an) ∈ K

y para cualquier función continua acotada f : X → R,

continuidad fuerte en Q en (x, a) ∈ K significa que se cumple (3.6) para cualquier

función medible acotada f : X → R.

Es decir, cuando la probabilidad de transición es débilmente continua tenemos que

la sucesión de medidas de probabilidad {Q(·|xn, an)} converge débilmente a la medida

Q(·|x, a) y cuando la probabilidad de transición es fuertemente continua {Q(·|xn, an)}
converge fuertemente a la medida Q(·|x, a).

En este trabajo las condiciones en el modelo que consideraremos son impuestas en la

Hipótesis 2.

Para α ∈ (0, 1) y x ∈ X definamos:

mα := ı́nf
x∈X

Vα(x), uα(x) := Vα(x)−mα,

J := ĺım inf
α↑1

(1− α)mα, J̄ := ĺım sup
α↑1

(1− α)mα.

Observemos que uα(x) ≥ 0 ∀x ∈ X. Ahora bien, consideremos la siguiente hipótesis.

Hipótesis 1.

(i) J∗ := ı́nfx∈X J(x) < +∞ y
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(ii) ĺım infα↑1 uα(x) < +∞, x ∈ X..

La Hipótesis 1(i) es equivalente a la existencia de x ∈ X y π ∈ Π tal que J(π, x) <∞.

Si la Hipótesis 1(i) no se cumple, entonces el problema es trivial, puesto que J(x) = ∞
para toda x ∈ X y cualquier poĺıtica π seŕıa óptima en costo promedio.

Lema 3.5.1. La Hipótesis 1(i) implica

J ≤ J̄ ≤ J∗ < +∞. (3.7)

Demostraremos (3.7) haciendo uso del siguiente lema, el cual es uno de los teoremas

conocidos como Tauberianos.

Lema 3.5.2. Sea {ct, t = 0, 1, . . . } una sucesión de números no negativos. Entonces

ĺım inf
n→α

1

n

n−1
∑

t=1

ct ≤ ĺım inf
α↑1

(1− α)
∞
∑

t=0

αtct

≤ ĺım sup
α↑1

(1− α)
∞
∑

t=0

αtct ≤ ĺım sup
n→α

1

n

n−1
∑

t=1

ct.

Demostración del Lema 3.5.1. Sin pérdida de generalidad supongamos que c es no

negativa en lugar de acotada inferiormente. Notemos que

Vα(π, x) = Eπ
x

∞
∑

t=0

αtc(xt, at) =
∞
∑

t=0

αtEπ
x c(xt, at),

donde el intercambio de la suma y el ĺımite es justificado por el teorema de la convergencia

monótona. Tomando ct := Eπ
x c(xt, at) y considerando Vα(π, x) y J(π, x) en (3.4), entonces

la tercera desigualdad del lema implica

ĺım sup
α↑1

(1− α)Vα(π, x) ≤ J(π, x) ∀π ∈ Π, x ∈ X.

Entonces, de la definición de la función de valor Vα,

ĺım sup
α↑1

(1− α)Vα(x) ≤ J(π, x) ∀π ∈ Π, x ∈ X

y por lo tanto de (3.5)

ĺım sup
α↑1

(1− α)Vα(x) ≤ J(x) ∀x ∈ X. (3.8)
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Ahora bien, de (3.8) y la Hipotesis 1(i) tenemos

ĺım sup
α↑1

(1− α)mα ≤ ı́nf
x∈X

J(x) < +∞

es decir, (3.7) se cumple.

Teorema 3.5.3. Supongamos que se satisface la Hipótesis 1(i). Si existe una función

medible u : X → (0,+∞) y una poĺıtica estacionaria f tal que

J̄ + u(x) ≥ c(x, f(x)) +

∫

X

u(y)Q(dy|x, f(x)), x ∈ X, (3.9)

entonces f es óptima en costo promedio y

J(x) = J(f, x) = ĺım sup
α↑1

(1− α)Vα(x) = J̄ = J∗, x ∈ X. (3.10)

Demostración. Puesto que u es no negativa, iterando (3.9) obtenemos

nJ̄ + u(x) ≥ Vn,1(f, x), n ≥ 1, x ∈ X.

Al dividir la desigualdad anterior entre n y haciendo n→ ∞, tenemos que

J̄ ≥ J(f, x) ≥ J(x) ≥ J∗, x ∈ X, (3.11)

donde la segunda y tercera desigualdad se siguen de las definiciones de J y J∗, respecti-

vamente. De (3.7) y (3.11) se sigue que para todo π ∈ Π,

J∗ = J̄ ≤ ĺım sup
α↑1

(1− α)Vα(x) ≤ ĺım sup
α↑1

(1− α)Vα(π, x) ≤ J(π, x), π ∈ Π, x ∈ X.

Finalmente, obtenemos que

J∗ = J̄ ≤ ĺım sup
α↑1

(1− α)Vα(x) ≤ ı́nf
π∈Π

J(π, x) = J(x) ≤ J(f, x) ≤ J̄ , x ∈ X, (3.12)

donde la última desigualdad se tiene de (3.11). Entonces todas las desigualdades en (3.12)

son igualdades.

Para una función f : U → R definida en un espacio métrico U, considere los conjuntos

de nivel

Df (λ) = Df (λ;U) := {y ∈ U : f(y) ≤ λ}, λ ∈ R. (3.13)
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Recordemos que una función f es semi-continua inferiormente en U si los conjuntos de

nivelDf (λ), λ ∈ R, son cerrados, además la función f es inf-compacta en U si los conjuntos

Df (λ), λ ∈ R, son compactos. Por otro lado, un subconjunto de un espacio métrico es

también un espacio métrico con respecto a la misma métrica. Para U ⊂ U, si el dominio

de f es reducido a U , entonces a esta función se le llama la restricción de f a U .

Denotemos por L(X) la clase de funciones definidas en X semi-continuas inferiormente

y acotadas por abajo; por K(A) a la familia de subconjuntos compactos no-vaćıos de

A, y por Kσ(A) a la familia de todos los subconjuntos σ−compactos de A. Observe que

K(A) ⊂ Kσ(A).

Para probar la existencia de poĺıticas óptimas en costo promedio, en lo que resta del

trabajo estaremos considerando las siguientes hipótesis; estas se propusieron en [6] y se

estudiaron bajo un enfoque distinto en [19].

Hipótesis 2.

(i) c es semi-continua inferiormente y acotada por abajo en K;

(ii) Para todo x ∈ X se cumple la siguiente propiedad: si {xt} es una sucesión en X que

converge a x ∈ X, entonces cualquier sucesión {at} tal que at ∈ A(xt) para todo

t ∈ N y la sucesión {c(xt, at)} es acotada por arriba, tiene un punto ĺımite a ∈ A(x);

(iii) la probabilidad de transición Q(·|x, a) es débilmente continua en (x, a) ∈ K.

En [17] y [12] en lugar de la condición (ii) en la Hipótesis 2 se pide que la multifunción

A : X → K(A) sea semi-continua superiormente. En el Ejemplo 3.5.5 presentamos un

caso donde se cumple la Hipótesis 2(i) y (ii), pero la multifunción no es semi-continua.

Definición 3.5.4. A una función f : K → R se le llama K-inf-compacta en Gr(A), si

para cada subconjunto compacto no vaćıo K de X la restricción de f a GrK(A) = {(x, a) :
x ∈ K, a ∈ A(x)} es una función inf-compacta.

De la definición anterior podemos reescribir la Hipótesis 2 de la siguiente manera:

Hipótesis 2*.

(a) c es K-inf-compacta y acotada por abajo;

(b) la probabilidad de transición Q(·|x, a) es débilmente continua en (x, a) ∈ Gr(A).
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Esto se debe a que la semi-continuidad inferior de c junto con la condición (ii) de la

Hipótesis 2 es equivalente a K-inf-compacidad de c; ver Lema B.0.5.

Ejemplo 3.5.5. Sea X = A = R+, A(0) = {0} y A(x) = [x, x+ 1] si x > 0 y la función

c : K → R definida por

c(x, a) =

{

0 si x = 0 o x > 0, a = x
1
x

si x > 0, x < a ≤ x+ 1.

La multifunción x 7−→ A(x) no es semi-continua superiormente. En efecto, sea {xn}
una sucesión de números positivos tal que xn → 0 y sea an = xn + 1/2. Entonces an ∈
A(xn) y an → 1/2 pero 1/2 /∈ A(0) por lo tanto la multifunción no es semi-continua

superiormente.

Ahora mostramos que la función c es semi-continua inferiormente y acotada por abajo.

Sea λ ∈ R y

Dc(λ) = {(x, a) ∈ K : c(x, a) ≤ λ}.

Entonces Dc(λ) = ∅ si λ < 0 y Dc(0) = {(x, a) : x = a}. Para λ > 0

Dc(λ) = {(0, 0)} ∪ {(x, a) : 1/λ ≤ x <∞, x ≤ a ≤ x+ 1} (3.14)

Por lo tanto Dc(λ) es un conjunto cerrado para todo λ ∈ R de donde se sigue que c es

s.c.i.

Finalmente mostramos que la función c satisface la Hipótesis 2(ii). Sea {xn} una

sucesión en X tal que xn → x y an ∈ A(xn) tal que {c(xn, an)} está acotada por arriba.

Probaremos que existe una subsucesión {ank
} de {an} tal que ank

→ a ∈ A(x).

Sea x > 0. Entonces dado ǫ > 0 existe N tal que x− ǫ < xn < x+ ǫ para todo n ≥ N y

por lo tanto, an ∈ [x− ǫ, x+1+ ǫ] para todo n ≥ N . Por la compacidad de [x− ǫ, x+1+ ǫ]

se sigue que existe una subsucesión {ank
} de {an} tal que ank

→ a ∈ [x − ǫ, x + 1 + ǫ].

Pero xnk
< ank

< xnk
+ 1 para k ≥ 1 lo que implica que

a ∈ [x, x+ 1] ∈ A(x)

pues xnk
→ x.
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Sea x = 0 y supóngase (sin pérdida de generalidad) que xn > 0 y xn+1 < xn para todo

n ≥ 1. Si 0 ≤ c(xn, an) ≤M y an 6= xn entonces

1

xn
≤M

lo que implica que existe N tal que an = xn para todo n ≥ N y por lo tanto an → 0 ∈ A(0).

Por lo tanto, se cumple la Hipótesis 2(ii)

Además, observamos que de (3.14) se sigue que la función c(·, ·) no es inf-compacta

en K pues Dc(λ) no es compacto, pero de acuerdo al Lema B.0.5 c es K-inf-compacta.

Ahora bien, para α ∈ (0, 1] y una función u : X → R en L(X), definimos

ηαu (x, a) := c(x, a) + α

∫

X

u(y)Q(dy|x, a), (x, a) ∈ Gr(A). (3.15)

Lema 3.5.6. Para todo x ∈ X, los siguientes enunciados se cumplen:

(a) la Hipótesis 2(i) y (ii) implica que la función c(x, ·) es inf-compacta en A(x);

(b) bajo la Hipótesis 2(ii) y (iii), para cualquier u ∈ L(X) y α ∈ (0, 1], la función

ηαu (x, ·) es inf-compacta en A(x).

Demostración. (a) Para λ ∈ R arbitrario y x ∈ X fijo considere el conjunto

Dc(x,·)(λ) = {a ∈ A(x) : c(x, a) ≤ λ}

y sea {an} una sucesión en Dc(x,)̇(λ). Entonces {c(x, an)} es acotada por arriba y

por la Hipótesis 2(ii) existe {ank
} subsucesión de {an} tal que ank

→ a ∈ A(x). Por

lo tanto, Dc(x,·)(λ) es un conjunto compacto, lo cual demuestra (a).

(b) Fijamos x ∈ X. Puesto que u ∈ L(X) y Q es débilmente continua en (x, a), el

Teorema 1.4.5(iii) implica que el segundo sumando en (3.15) es una función semi-

continua inferiormente, y es acotada por abajo puesto que u acotada por abajo. De

acuerdo con (a), c(x, ·) es inf-compacto en A(x). Por lo tanto, como la suma de una

función inf-compacta y una función semi-continua inferiormente acotada por abajo

es una función inf-compacta, concluimos que ηαu (x, ·) es inf-compacta en A(x).
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Denotamos con Ex a la sección de E en x ∈ X, es decir, Ex = {a : (x, a) ∈ E} y con

projXE la proyección de E en X, es decir, projXE = {x ∈ X : (x, a) ∈ E para algún a ∈
A}. El siguiente teorema, conocido como el teorema de Arsenin-Kunigui ([14]) nos será

de utilidad en lo que resta del trabajo.

Teorema 3.5.7. Si E es un subconjunto de Borel de X × A y Ex ∈ Kσ(A) para todo

x ∈ X, entonces projXE es un conjunto de Borel y existe f : projXE → A medible tal que

(x, f(x)) ∈ E para todo x ∈ projXE.

Lema 3.5.8. Si se cumple la Hipótesis 2 y u ∈ L(X), entonces la función

u∗(x) := ı́nf
a∈A(x)

[

c(x, a) +

∫

X

u(y)Q(dy|x, a)
]

, x ∈ X, (3.16)

pertenece a L(X), y existe f ∈ F tal que

u∗(x) = c(x, f(x)) +

∫

X

u(y)Q(dy|x, f(x)), x ∈ X. (3.17)

Más aún, el ı́nfimo en (3.16) puede ser reemplazado con el mı́nimo, y la multifuncion

x 7−→ A∗(x) donde

A∗(x) :=

{

a ∈ A(x) : u∗(x) = c(x, a) +

∫

X

u(y)Q(dy|x, a)
}

, x ∈ X, (3.18)

satisface las siguientes propiedades:

(a) Gr(A∗) = {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A∗(x)} es un subconjunto de Borel de X× A.

(b) A∗(x) es compacto.

Demostración. Para cualquier función semi-continua inferiormente en X, acotada por

abajo u : X → R y α ∈ (0, 1] se sigue del Lema 3.5.6 que la funcion ηαu (x, ·) es inf-

compacta en A(x), x ∈ X. Entonces, el ı́nfimo en (3.16) puede ser reemplazado por el

mı́nimo y A∗ es no vaćıo para cada x ∈ X.

Ahora mostraremos que u∗ es semi-continua inferiormente en X. Fijemos un x ∈ X

arbitrario y una sucesión xn → x cuando n→ ∞. Necesitamos probar la desigualdad

u∗(x) ≤ ĺım inf
n→∞

u∗(xn). (3.19)

Si ĺım infn→∞ u∗(xn) = +∞, entonces (3.19) se sigue trivialmente. Entonces considerare-

mos el caso cuando ĺım infn→∞ u∗(xn) < +∞.
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Sea una subsucesión {xnk
}k≥1 ⊆ {xn}n≥1 tal que

ĺım inf
n→∞

u∗(xn) = ĺım
k→∞

u∗(xnk
).

Al hacer que λ = ĺımk→∞ u∗(xnk
) + 1, obtenemos la desigualdad u∗(xnk

) ≤ λ para todo

k ≥ K y para algún número natural K. Puesto que la función η1u(x, ·) es inf-compacta en

A(x), la ecuación (3.16) puede reescribirse como

u∗(x) = mı́n
a∈A(x)

η1u(x, a), x ∈ X.

Entonces, para todo k ≥ K, existe ak ∈ A(xnk
) tal que u∗(xnk

) = η1u(xnk
, ak). Por lo tanto

c(xnk
, ak) ≤ η1u(xnk

, ak) ≤ λ, k ≥ K.

En vista de la Hipótesis 2(ii), existe una subsucesión convergente {akm}m≥1 de la sucesión

{ak}k≥1 tal que akm → a ∈ A(x) cuando m → ∞. Debido a la semi-continuidad inferior

de η1u en K obtenemos

ĺım inf
n→∞

u∗(xn) = ĺım
k→∞

u∗(xnk
) = ĺım

m→∞
u∗(xnkm

) = ĺım
m→∞

η1u(xnkm
, akm) ≥ η1u(x, a) ≥ u∗(x),

lo cual muestra la desigualdad (3.19). Entonces u∗ es semi-continua inferiormente en X.

Ahora, consideramos los conjuntos no-vaćıos A∗(x), x ∈ X, definidos en (3.18). La

gráfica Gr(A∗) es un subconjunto de Borel de X × A, puesto que Gr(A∗) = {(x, a) :

u∗(x) = η1u(x, a)} y las funciones η1u y u∗ son semi-continuas inferiormente en K y X,

respectivamente, por lo tanto son de Borel.

El Lema 3.5.6 implica que el conjunto A∗(x) es compacto. En efecto, fijemos x ∈ X y

sea λ = u∗(x). Entonces, el conjunto

A∗(x) = {a ∈ A(x) : η1u(x, a) ≤ λ} = Dη1u(x,·)(λ)

es compacto, ya que η1u(x, ·) es inf-compacta en A(x).

Enseguida, probamos la existencia de f ∈ F que satisface (3.17). La Gr(A∗) es de Borel

y puesto que los conjuntos no vaćıos A∗(x) son compactos para todo x ∈ X, el teorema

de Arsenin-Kunugui (Teorema 3.5.7) implica la existencia de un selector f : X → A tal

que f(x) ∈ A∗(x) para todo x ∈ X.
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3.6. Aplicación del Lema de Fatou a Procesos de

Control de Markov

En esta sección aplicaremos el lema de Fatou para demostrar la existencia de poĺıticas

estacionarias óptimas en costo descontado y costo promedio bajo las condiciones de las

Hipotesis 1 y 2. Primero vemos que la Hipótesis 2 es suficiente para obtener la ecuación

de optimalidad en costo descontado y después utilizando las Hipótesis 1 y 2 (o Hipótesis

2∗) se obtiene la desigualdad de optimalidad en costo promedio (3.9).

3.6.1. Costo total esperado descontado

Bajo la Hipótesis 2 estableceremos las siguiente propiedades de procesos de control

markoviano con costo descontado: existencia de poĺıticas estacionarias óptimas, la des-

cripción de los conjuntos de poĺıticas estacionarias óptimas y convergencia del algoritmo

de iteración de valores.

Teorema 3.6.1. Supongamos que se cumple la Hipótesis 2. Entonces

(i) las funciones Vn,α y Vα son semi-continuas inferiormente en X y Vn,α(x) → Vα

cuando n→ ∞ para todo x ∈ X;

(ii)

Vn+1,α(x) = ı́nf
a∈A(x)

[

c(x, a) + α

∫

X

Vn,α(y)Q(dy|x, a)
]

(3.20)

para todo x ∈ X y n = 0, 1, . . . , con V0,α(·) ≡ 0.

(iii) para α ∈ (0, 1),

Vα(x) = mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) + α

∫

X

Vα(y)Q(dy|x, a)
]

, x ∈ X, (3.21)

y los conjuntos no-vaćıos

Aα(x) :=
{

a ∈ A(x) : Vα(x) = ηαVα
(x, a)

}

, x ∈ X

satisfacen las siguientes propiedades

• la gráfica Gr(Aα) = {(x, a) : x ∈ X, a ∈ Aα(x)} es un subconjunto de Borel de

X× A, y
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• Aα(x) es compacto.

(iv) Existe una poĺıtica estacionaria α-óptima fα; además, una poĺıtica estacionaria es

α-óptima si y solo si fα(x) ∈ Aα(x) para todo x ∈ X.

Demostración. Sea M > −∞ tal que c(x, a) ≥M , ∀(x, a) ∈ K. Primeramente, demos-

traremos los enunciados para una función de costo c no negativa, i.e., cuando M = 0. En

este caso, Vn,α(x) ≥ 0, n ∈ N0 y Vα(x) ≥ 0 para todo x ∈ X. Tenemos que (ii) se tiene de

[2, Lema 8.7] y (3.21) se tiene de [2, Proposición 9.8].

De (3.20) y el Lema 3.5.8, V1,α ∈ L(X) puesto que V0,α = 0 ∈ L(X). Por los mismos

argumentos, si Vn,α ∈ L(X), entonces Vn+1,α ∈ L(X). Entonces Vn,α ∈ L(X) para todo

n ∈ N0. Por el Lema 3.5.6, para cualquier n ∈ N, x ∈ X y λ ∈ R, el conjunto Dηα
Vn,α

(x,·)(λ)

es un subconjunto compacto de A, entonces de [2, Proposición 9.17] o [12, Lema 4.2.4],

Vn,α ↑ Vα cuando n→ ∞. Ya que el ĺımite de un sucesión monótona creciente de funciones

semi-continuas inferiormente es de nuevo una función semi-continua inferiormente, Vα ∈
L(X). El Lema 3.5.8, aplicado a (3.21), implica el enunciado (iii), y (iv) se sigue de [2,

Proposición 9.12].

Ahora, sea c(x, a) ≥ M para todo (x, a) ∈ K y para algún −∞ < M < 0. Definamos

una nueva función de costo ĉ := c −M ≥ 0, y denotemos por V̂n,α y V̂α las funciones

de valor correspondiente. Entonces Vn,α = V̂n,α + [(1 − αn)/(1 − α)]M , n ∈ N0 y Vα =

V̂α +M/(1 − α). Puesto que (i)-(iv) se cumplen para los costos ĉ y las funciones V̂n,α y

V̂α, también se cumplen para la función de costo inicial c y las funciones de valor Vn,α y

Vα.

3.6.2. Desigualdad de optimalidad en costo promedio

Supongamos que la Hipótesis 1 se cumple. Sea

u(x) := ĺım inf
α→1,y→x

uα(y) = sup
β∈(0,1)

sup
δ>0

ı́nf
y∈Bδ(x)

ı́nf
α∈[β,1)

uα(y), x ∈ X. (3.22)

Además, definimos las siguientes funciones no-negativas en X

Uβ(x) := ı́nf
α∈[β,1)

uα(x), uβ(x) := ĺım inf
y→x

Uβ(y), β ∈ (0, 1), x ∈ X. (3.23)
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Observamos que las tres funciones definidas son finitas. En efecto,

uβ(x) ≤ Uβ(x) ≤ sup
β∈(0,1)

ı́nf
α∈[β,1)

uα(x) = ĺım inf
α↑1

uα(x) <∞, β ∈ (0, 1), x ∈ X, (3.24)

donde las primeras dos desigualdades se siguen de las definiciones de uβ y Uβ, respecti-

vamente. Para x ∈ X,

u(x) = sup
β∈(0,1)

sup
δ>0

ı́nf
y∈Bδ(x)

ı́nf
α∈[β,1)

uα(y) = sup
β∈(0,1)

sup
δ>0

ı́nf
y∈Bδ(x)

Uβ(y)

= sup
β∈(0,1)

ĺım inf
y→x

Uβ(y) = sup
β∈(0,1)

uβ(x) <∞,
(3.25)

donde la primera igualdad se sigue de la definición de ĺım inf y la última desigualdad se

tiene por (3.24). En vista de (3.23), las funciones Uβ(x) y uβ(x) son no-decrecientes en β.

Por lo tanto, de (3.25)

u(x) = ĺım
β↑1

uβ(x), x ∈ X. (3.26)

Antes de enunciar el resultado principal (Teorema 3.6.5) establecemos algunos hechos

preliminares.

Lema 3.6.2. Si la Hipótesis 1 se cumple, las funciones u, uα : X → R+, α ∈ (0, 1) son

semi-continuas inferiormente. Si adicionalmente suponemos la Hipótesis 2, las funciones

uα : X → R+, α ∈ (0, 1), son semi-continuas inferiormente en X.

Demostración. Puesto que Uα(x) ≥ 0, α ∈ (0, 1), y x ∈ X, las funciones uα, α ∈ (0, 1)

son semi-continuas inferiormente [11, Lema 3.1]. Ya que el supremo sobre cualquier con-

junto de funciones semi-continuas inferiormente es una función semi-continua inferior-

mente, entonces u es semi-continua inferiormente.

Supongamos la Hipótesis 2. De acuerdo al Teorema 3.6.1(i), la función uα(x) = Vα(x)−
mα es semi-continua inferiormente en X.

Corolario 3.6.3. Suponemos la Hipótesis 1. Para cada sucesión αn ↑ 1, cuando n→ ∞,

y para cada x ∈ X,

uαn
(x) ↑ u(x) = ĺım inf

n→∞,y→x
uαn

(y).
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Demostración. Sea αn ↑ 1 cuando n→ ∞, y x ∈ X. Entonces

ĺım inf
n→∞,y→x

uαn
(y) = sup

n
sup
δ>0

ı́nf
y∈Bδ(x)

ı́nf
m≥n

uαm
(y) = sup

n
sup
δ>0

ı́nf
y∈Bδ(x)

uαn
(y)

= sup
n

ĺım inf
y→x

uαn
(y) = ĺım

n→∞
uαn

(x) = u(x),

donde la segunda igualdad se cumple ya que la función uα(y) es no decreciente en α, la

cuarta igualdad se cumple puesto que es semi-continua inferiormente y la última se sigue

de (3.26).

Lema 3.6.4. Supongamos que se cumplen las Hipótesis 1 y 2, entonces para toda x ∈ X,

J̄ + u(x) ≥ mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) +

∫

X

u(y)Q(dy|x, a)
]

. (3.27)

Demostración. Fijemos un ǫ∗ > 0 arbitrario. Puesto que J̄ = ĺım supα↑1(1 − α)mα,

existe α0 ∈ (0, 1) tal que

J̄ + ǫ∗ > (1− α)mα, α ∈ (α0, 1). (3.28)

Por otro lado, de acuerdo al Teorema 3.6.1 para todo x ∈ X y α ∈ [0, 1),

Vα(x) = mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) + α

∫

X

Vα(y)Q(dy|x, a)
]

,

que es equivalente a

(1− α)mα + uα(x) = mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) + α

∫

α

uα(y)Q(dy|x, a)
]

, x ∈ X. (3.29)

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que

J̄ + ǫ∗ + u(x) ≥ mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) + α

∫

X

uα(y)Q(dy|x, a)
]

, x ∈ X, α ∈ [α0, 1). (3.30)

En efecto, de (3.28) y (3.29) para cada α, β ∈ [α0, 1) tal que α ≤ β, y para cada x ∈ X,

J̄ + ǫ∗ + uβ(x) > (1− β)mβ + uβ(x) = mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) + β

∫

X

uβ(y)Q(dy|x, a)
]

≥ mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) + α

∫

X

Uα(y)Q(dy|x, a)
]

.
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Entonces tenemos que para todo x ∈ X y todo α ∈ [α0, 1),

J̄ + ǫ∗ + Uα(x) = ı́nf
β∈[α,1)

[J̄ + ǫ∗ + uβ(x)] ≥ mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) + α

∫

X

Uα(y)Q(dy|x, a)
]

≥ mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) + α

∫

X

uα(y)Q(dy|x, a)
]

= mı́n
a∈A(x)

ηαuα
(x, a).

El Lema 3.5.8 implica que la función x → mı́na∈A(x) η
α
uα
(x, a) es semi-continua inferior-

mente en X, por lo tanto

ĺım inf
y→x

mı́n
a∈A(y)

ηαuα
(y, a) ≥ mı́n

a∈A(x)
ηαuα

(x, a), x ∈ X, α ∈ (0, 1),

y ya que por la definición (3.23), uα(x) = ĺım infy→x Uα(y), obtenemos finalmente

J̄ + ǫ∗ + uα(x) ≥ mı́n
a∈A(x)

ηαuα
(x, a) x ∈ X, α ∈ [α0, 1). (3.31)

Puesto que por el Corolario 3.6.3 u(x) = supα∈[α0,1) uα(x) para todo x ∈ X, (3.31) implica

(3.30).

Para completar la prueba del lema, fijemos x ∈ X arbitrario. Del Lema 3.5.8, para

cualquier α ∈ (0, 1), existe aα ∈ A(x) tal que mı́na∈A(x) η
α
uα
(x, a) = ηαuα

(x, aα). Ya que

uα ≥ 0 para α ∈ [α0, 1), de la desigualdad (3.30) tenemos

J̄ + ǫ∗ + u(x) ≥ ηαuα
(x, aα) ≥ c(x, aα). (3.32)

Entonces, para todo α ∈ [α0, 1),

aα ∈ Dηαuα (x,·)(J̄ + ǫ∗ + u(x)) ⊆ Dc(x,·)(J̄ + ǫ∗ + u(x)) ⊆ A(x).

Por el Lema 3.5.6, el conjunto Dc(x,·)(J̄ + ǫ∗ + u(x)) es compacto. Siendo aśı, para cada

sucesión βn ↑ 1 de números de [α0, 1), existe una subsucesión {αn}n≥1 tal que la sucesión

{aαn
}n≥1 converge y a∗ = ĺımn→∞ aαn

∈ A(x).

Consideremos la subsucesión αn ↑ 1 tal que aαn
→ a∗ ∈ A(x). Del lema de Fatou

Generalizado (Teorema 2.2.1) y el Corolario 3.6.3, se tiene que

ĺım inf
n→∞

αn

∫

X

uαn
(y)Q(dy|x, aαn

) ≥
∫

X

u(y)Q(dy|x, a∗). (3.33)
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Puesto que la función c es semi-continua inferiormente, (3.32) y (3.33) implican

J̄ + ǫ∗ + u(x) ≥ ĺım inf
n→∞

ηαn

uαn
(x, aαn

) ≥ c(x, a∗) +

∫

X

u(y)Q(dy|x, a∗) ≥ mı́n
a∈A(x)

η1u(x, a).

Como ǫ∗ > 0 arbitrario, de lo anterior obtenemos (3.27).

Ya estamos listos para enunciar nuestro resultado principal.

Teorema 3.6.5. Suponemos las Hipótesis 1 y 2. Entonces existe una poĺıtica estacionaria

f que satisface la desigualdad de optimalidad en costo promedio (3.9) donde u es la

función definida en (3.22) y las igualdades (3.10) se cumplen para esta poĺıtica f . Además,

las siguientes afirmaciones son válidas:

(a) La función u : X → R+, definida en (3.22), es semi-continua inferiormente.

(b) f es óptima en costo promedio y f(x) ∈ A∗(x) para todo x ∈ X (ver (3.18)).

Demostración. La parte (a) se sigue del Lema 3.6.2. Por otro lado, el Lema 3.6.4 implica

que

J̄ + u(x) ≥ mı́n
a∈A(x)

[

c(x, a) +

∫

X

u(y)Q(dy|x, a)
]

, x ∈ X.

con u definida en (3.22). Del Lema 3.5.8 y de (a) existe una poĺıtica estacionaria f que

alcanza el mı́nimo en el lado derecho de la desigualdad anterior, es decir f(x) ∈ A∗(x) y

J̄ + u(x) ≥ c(x, f(x)) +

∫

X

u(y)Q(dy|x, f(x)), x ∈ X.

Por lo tanto del Teorema 3.5.3, f es óptima en costo promedio y f(x) ∈ A∗(x) para todo

x ∈ X.

3.6.3. Ejemplo: Modelos de ecuaciones en diferencias

En esta sección estudiamos PCMs que evolucionan por medio de ecuaciones en dife-

rencias, y como caso particular presentamos un modelo de control de inventario. Princi-

palmente nos enfocaremos al análisis de la Hipótesis 2.

Sea X, A, S, espacios de Borel, A(x) subconjunto no vaćıo de A, K = {(x, a) : x ∈
X, a ∈ A(x)} y f : K×S → X una función continua. Consideremos un modelo de control

markoviano definido por

xt+1 = f(xt, at, ξt)
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donde ξt (t = 1, 2, ...) son v.a.i.i.d. definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ).
Denotemos por µ la medida de probabilidad en (S,B(S)) inducida por la distribución

común de las variables ξt, es decir, µ(B) = P [ξt ∈ B], B ∈ B(S).

En este caso la probabilidad de transición está dada por

Q(B|x, a) =
∫

S

IB(f(x, a, s))µ(ds), B ∈ B(X), (x, a) ∈ K. (3.34)

Probaremos que el kernel de transición es débilmente continuo, es decir, mostraremos

que si (xn, an) → (x, a) en K, entonces Q(·|xn, an) converge débilmente a Q(·|x, a). Para
esto es suficiente demostrar que para todo conjunto cerrado B ∈ B(X), se cumple que

ĺım sup
n→∞

Q(B|xn, an) ≤ Q(B|x, a).

Si (xn, an) → (x, a) entonces

ĺım sup
n→∞

Q(B|xn,an) = ĺım sup
n→∞

∫

S

IB(f(xn, an, s))µ(ds)

≤
∫

S

ĺım sup
n→∞

IB(f(xn, an, s))µ(ds)

≤
∫

S

IB(f(x, a, s))µ(ds) = Q(B|x, a),

donde la primera desigualdad se sigue del Lema de Fatou (para el ĺım sup) y la segunda

del hecho que f es continua y B es cerrado lo que implica que para cada s ∈ S, la función

(x, a) 7−→ IB(f(x, a, s))

es semi-continua superiormente en K. Por lo tanto

ĺım sup
n→∞

IB(f(xn, an, s)) ≤ IB(f(x, a, s)).

En general, la probabilidad de transición definida en (3.34) puede no ser fuertemente

continua como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.6.6. Sea X = A = S = R, la función f : X × A × S → X definida por

f(x, a, s) = x+ a− s y supóngase que µ está concentrada en el conjunto de los números

racionales Q. Consideremos una sucesión (xn, an) que converge a (x, a) tal que (xn+an) ∈
Q y (x + a) ∈ Qc. Entonces, {s : xn + an − s ∈ Qc} ⊂ Qc y {s : x + a − s ∈ Qc} ⊃ Q y
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por lo tanto,

0 = ĺım
n→∞

Q(Qc|xn, an) 6= Q(Qc|x, a) = 1.

Ejemplo 3.6.7. Sea X = A = S = R, la función f : X × A × S → X definida por

f(x, a, s) = x+a−s. Supóngase que µ está concentrada en [0,∞), µ({0}) > 0 y µ({x}) =
0 para x > 0. Si (xn, an) es tal que xn, an > 0 y (xn, an) → (0, 0) entonces

0 = ĺım
n→∞

Q({0}|xn, an) 6= Q({0}|0, 0) = µ({0}) > 0.

3.6.3.1. Un modelo de inventario

Consideramos un modelo de control de inventario donde X = S = R, A = R+, A(x) =

[0,∞) si x ≥ 0 y A(x) = [−x,∞) si x < 0. La dinámica del proceso está dada por la

ecuación

xt+1 = xt + at − ξt, t = 0, 1, ... (3.35)

donde (ξt) es una sucesión de v.a.i.i.d. no negativas con función de distribución común µ

tal que µ({0}) > 0. La función de costo por etapa es

c(x, a) := kI(0,∞)(a) + c̄a+ hE[(x+ a− ξ)+] + pE[(x+ a− ξ)−]

donde ξ es una v.a. con distribución µ, k ≥ 0 es el costo por ordenar, c̄ ≥ 0 es el costo

por unidad, h ≥ 0 es el costo de almacenamiento y p ≥ 0 es la penalización por demanda

no surtida.

Nótese que

E[(x+ a− ξ)+] =

∫

[0,x+a]

(x+ a− s)µ(ds) = (x+ a)µ(0) +

∫

R

(x+ a− s)I(0,x+a)(s)µ(ds)

y

E[(x+ a− ξ)−] =

∫

[x+a,∞)

(s− x− a)µ(ds) =

∫

R

(s− x− a)I(x+a,∞)(s)µ(ds).

Puesto que para cada s ∈ R, las funciones (x, a) → I(0,x+a)(s) y (x, a) → I(x+a,∞)(s) son

semi-continuas inferiormente en K, del Lema de Fatou se sigue que la función

L(x, a) := h

[

(x+ a)µ({0}) +
∫

R

(x+ a− s)I(0,x+a)(s)µ(ds)

]

+p

∫

R

(s−x−a)I(x+a,∞)(s)µ(ds)

(3.36)
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es semi-continua inferiormente en X× A. Por otra parte,

c(x, a) = kI(0,∞)(a) + c̄a+ L(x, a) (3.37)

lo que implica que c(x, a) es semi-continua inferiormente en K y además está acotada por

abajo (no negativa).

Ahora, sea (xn) una sucesión en X tal que xn → x ∈ X y (an) una sucesión tal que

an ∈ A(xn) y 0 ≤ c(xn, an) ≤M para alguna M ∈ R. Entonces de (3.36) y (3.37) se sigue

que

(xn + an)µ(0) ≤M

lo que implica que (an) es una sucesión acotada y por lo tanto existe una subsucesión

(ank
) de (an) tal que ank

→ a ∈ A(x).

Concluimos entonces que este modelo de inventario satisface la Hipótesis 2.
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Funciones semi-continuas

Definición A.0.1. Sea S un espacio métrico. La función f : S → R se dice ser

semi-continua inferiormente (s.c.i) en S si {s ∈ S : f(s) > a} es abierto en S para

cada a ∈ R,

semi-continua superiormente (s.c.s) en S si −f es s.c.i, es decir, {s ∈ S : f(s) < a}
es abierto en S para cada a ∈ R.

Note que f es continua si y solo si es tanto s.c.i como s.c.s.

Teorema A.0.2. La función f es semi-continua inferiormente en S si y solo si para cada

sucesión {xn} convergente a un punto x ∈ S, tenemos que ĺım infn f(xn) ≥ f(x) donde

ĺım infn f(xn) = supn ı́nfk≥n f(xk). Por lo tanto, f es s.c.s si y solo si ĺım supn f(xn) ≤
f(x) cuando xn → x.

Algunas propiedades de las funciones semi-continuas son

Si f es s.c.i en un espacio métrico compacto entonces f alcanza su ı́nfimo. Análo-

gamente, si f s.c.s en un espacio métrico compacto, f alcanza su supremo.

Si fi es s.c.i en S para cada i ∈ I, entonces supi fi es s.c.i; Si I es finito, entonces

mı́ni fi es s.c.i. Similarmente, si fi es s.c.s para cada i, entonces ı́nfi fi s.c.s, y si I

finito, entonces máxi fi es s.c.s.

Teorema A.0.3 (Teorema A2.5 [1]). Sea f : S → R, S espacio métrico, f arbitraria.

Defina

f(x) := ĺım inf
y→x

f(y), x ∈ S

58
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esto es

f(x) = sup
V

ı́nf
y∈V

f(y),

donde V representa a todas las bolas abiertas con centro en x y radio 1/n, n = 1, 2, . . . .

Se tiene que f es semi-continua inferiormente en S y f ≤ f ; además si g : S → R es

semi-continua inferiormente y g ≤ f , entonces g ≤ f . Por lo tanto f , llamada envolvente

inferior de f , es el supremo de todas las funciones s.c.i que son menores o iguales que f

(siempre hay al menos una de estas funciones, es decir, la constante −∞).

Similarmente, si f := ĺım supy→x f(y) = ı́nfV supy∈V f(y), entonces f , la envolvente

superior de f , es semi-continua superiormente y f ≥ f ; de hecho f es el ı́nfimo de todas

las funciones s.c.s que son mayores o iguales que f .

Observación A.0.4.

(i) f ≤ f ≤ f ,

(ii) Si f ≤ g, entonces f ≤ g y f ≤ g,

(iii) Si f es acotada, también lo son f y f ; precisamente, si m ≤ f ≤ M , m,M ∈ R

entonces m ≤ f ≤ f ≤ f ≤M .

Para una función f : U → R definida en un espacio métrico U, considere los conjuntos

de nivel Df (λ) (o Df (λ;U))

Df (λ) = {y ∈ U : f(y) ≤ λ}, λ ∈ R. (A.1)

De la Definición A.0.1 tenemos que una función f es semi-continua inferiormente en U

si todos los conjuntos de nivel Df (λ) son cerrados. Los conjuntos de nivel satisfacen las

siguientes propiedades

(a) si λ1 > λ, entonces Df (λ) ⊆ Df (λ1);

(b) si g, f son funciones en U tal que g(y) ≥ f(y) para todo y ∈ U, entonces Dg(λ) ⊆
Df (λ).

Sea L(X) la familia de todas las funciones en X que son l.s.c y acotadas por abajo.

Proposición A.0.5. v está en  L(X) si y solo si existe una sucesión de funciones conti-

nuas y acotadas por abajo vn en X tal que vn ↑ v.
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Proposición A.0.6. Si v, v1, . . . , vn pertenecen a L(X), entonces las funciones αv con

α ≥ 0 y v1 + · · ·+ vn pertenecen a L(X).

Las demostraciones de los hechos anteriores se pueden encontrar en [1].
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Resultados Auxiliares

A continuación mostraremos el Lema 2.2.10(Teorema B.0.2) visto en el Caṕıtulo 2.

Para la prueba utilizaremos un resultado auxiliar que podemos encontrar en Kartashov

[13].

Lema B.0.1. (Kartashov [13, p. 134]). Considere una sucesión de funciones reales ǫn(K),

donde K > 0, tal que

(i) ǫn(K) ↓ 0 cuando K → +∞ para cada n = 1, 2, . . . ; y

(ii) ĺımK→∞ ĺım supn→∞ ǫn(K) = 0.

Entonces ĺımK→∞ supn=1,2,... ǫn(K) = 0.

Teorema B.0.2. Sea (S,Σ) un espacio medible, {µn}n=1,2,... ⊂ M(S) sucesión de me-

didas, y {fn}n=1,2,... sucesión de funciones medibles en S con valores en R. Entonces

existe N = 0, 1, . . . tal que {fn+N}n=1,2,... es u.i. con respecto a {µn+N}n=1,2,... si y solo si

{fn}n=1,2,... es a.u.i. con respecto a {µn}n=1,2,....

Demostración. (⇒) La integrabilidad uniforme con respecto a {µn+N}n≥1 de la sucesión

{fn+N}n≥1 para algún N = 0, 1, . . . implica la integrabilidad uniforme asintótica con

respecto a {µn}n≥1 de la sucesión {fn}n≥1.

(⇐) sea {fn}n≥1 a.u.i. con respecto a {µn}n≥1. Entonces existe N = 0, 1, . . . tal que

fn ∈ L1(S;µn) para cada n = N + 1, N + 2, . . . . En efecto, si existe una subsucesión

{fnk
}k≥1 de {fn}n≥1 tal que

∫

S
|fnk

(s)|µnk
(ds) = ∞, entonces

∫

S
|fnk

(s)|I{s ∈ S : |fnk
| ≥

61
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K}µnk
(ds) = ∞ para cada K > 0 y k = 1, 2, . . . . Por lo tanto,

ĺım
K→∞

ĺım sup
n→∞

∫

S

|fn(s)|I{s ∈ S : |fn| ≥ K}µn(ds) = ∞,

que contradice que {fn}n≥1 es a.u.i. con respecto a {µn}n≥1.

Considere ǫn(K) :=
∫

S
|fn+N(s)|I{s ∈ S : |fn+N | ≥ K}µn+N(ds), n = 1, 2, . . . . Puesto

que fn+N ∈ L1(S;µn+N) para cada n = 1, 2, . . . , la condición (i) en el Lema B.0.1 se

cumple. La condición (ii) también se cumple porque {fn}n≥1 es a.u.i. con respecto a

{µn}n≥1. Entonces, el Lema B.0.1 implica la validez de la integrabilidad uniforme de

{fn+N}n≥1 con respecto a {µn+N}n≥1.

Teorema B.0.3

En el siguiente teorema, veremos que la condición (ii) del Teorema 2.2.13 bajo ciertas

condiciones implica que la sucesión de funciones {f−
n }n≥1 es uniformemente integrable

con respecto a {µn}1≥1.

Teorema B.0.3. Sea S un espacio métrico, {µn}n=1,2,... sucesión de medidas en S que

convergen débilmente a µ ∈ M(S), y {fn}n=1,2,... sucesión de funciones medibles en S con

valores en R. Supongamos que existe una sucesión de funciones medibles {gn} en S con

valores en R tal que fn(s) ≥ gn(s) para cada n ∈ N, s ∈ S y

−∞ <

∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) ≤ ĺım inf

n→∞

∫

S

gn(s)µn(ds). (B.1)

Si la sucesión de funciones {gn}n≥1 es uniformemente acotada por arriba, entonces existe

N = 0, 1, . . . tal que {f−
n+N}n=1,2,... es u.i con respecto a {µn+N}n=1,2,....

Demostración. De acuerdo al Teorema 2.2.10, es suficiente probar que {f−
n }n≥1 es a.u.i.

con respecto a {µn}n≥1, esto es,

ĺım
K→∞

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)I{s ∈ S : fn(s) ≤ −K}µn(ds) = 0. (B.2)

Desmostremos (B.2). En efecto, puesto que fn(s) ≥ gn(s),

I{s ∈ S : fn(s) ≤ −K} ≤ I{s ∈ S : gn(s) ≤ −K},
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para todo n = 1, 2, . . . , K > 0, y s ∈ S. Por lo tanto

ĺım
K→∞

ĺım inf
n→∞

∫

S

fn(s)I{s ∈ S : fn(s) ≤ −K}µn(ds)

≥ ĺım
K→∞

ĺım inf
n→∞

∫

S

gn(s)I{s ∈ S : gn(s) ≤ −K}µn(ds).

(B.3)

Las desigualdades (B.1) implican

ĺım
K→∞

ĺım inf
n→∞

∫

S

gn(s)I{s ∈ S : gn(s) ≤ −K}µn(ds) ≥
∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)µ(ds) + ĺım

K→∞
ĺım inf
n→∞

∫

S

−gn(s)I{s ∈ S : gn(s) > −K}µn(ds).
(B.4)

Ya que las funciones {gn}n≥1 son acotadas por arriba por la misma constante, el Teorema

2.2.11 aplicado a la sucesión de funciones {f̂n}n≥1, que son uniformemente acotadas por

abajo, donde f̂n(s) := −gn(s)I{s ∈ S : gn(s) > −K}, s ∈ S, n = 1, 2, . . . , implica

ĺım inf
n→∞

∫

S

−gn(s)I{s ∈ S : gn(s) > −K}µn(ds)

≥ −
∫

S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)I{s′ ∈ S : gn(s

′) > −K}µ(ds)
(B.5)

para cada K > 0. Si para cada s ∈ S

ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′)I{s′ ∈ S : gn(s

′) > −K} ↓ ĺım sup
n→∞,s′→s

gn(s
′) cuando K ↑ +∞, (B.6)

entonces (B.3)-(B.5) implican directamente (B.2), es decir, {f−
n }n≥1 es a.u.i. con respecto

a {µn}n≥1.

Por lo que nos resta demostrar (B.6). Puesto que para cada s′ ∈ S y n = 1, 2, . . .

gn(s
′)I{s′ ∈ S : gn(s

′) > −K} ↓ gn(s′) cuando K ↑ ∞,

tenemos que

sup
m≤n,s′∈Bδ(s)

gm(s
′)I{s′ ∈ S : gm(s

′) > −K} ↓ sup
m≤n,s′∈Bδ(s)

gm(s
′) cuando K ↑ ∞,
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para cada n = 1, 2, . . . y δ > 0, donde Bδ(s) bola en S con radio δ centrada en s. Por

tanto

ı́nf
n≥1,δ>0

sup
m≤n,s′∈Bδ(s)

gm(s
′)I{s′ ∈ S : gm(s

′) > −K} ↓ ı́nf
n≥1,δ>0

sup
m≤n,s′∈Bδ(s)

gm(s
′) cuando K ↑ ∞,

i.e. (B.6) se cumple para cada s ∈ S. Entonces {f−
n }n≥1 es u.i. con respecto a {µn}n≥1.

K-inf-compacidad

Considere X y Y espacios métricos, u : X× Y → R y Φ : X → 2Y�{∅}.

Sea GrZ(Φ) = {(x, y) ∈ Z × Y : y ∈ Φ(x)}, donde Z ⊆ X. Para una función f con

valores en R, definida en un subconjunto no vaćıo U de un espacio métrico U, considere

los conjuntos de nivel

Df (λ;U) = {y ∈ U : f(y) ≤ λ}, λ ∈ R

Recordemos que una función f es semicontinua en U si todos los conjuntos de nivel

Df (λ;U) son cerrados, y una función f es inf-compacta en U si todos esos conjuntos son

compactos.

Lema B.0.4. Una función u(·, ·) K-inf-compacta en GrX(Φ) es s.c.i en GrX(Φ)

Demostración. Sea λ ∈ R. Necesitamos demostrar que el conjunto de nivel

Du(·,·)(λ;GrX(Φ))

es cerrado.

Si esto no es cierto, existe una sucesión (xα, yα) → (x, y) en X × Y con (xα, yα) ∈
Du(·,·)(λ;GrX(Φ)) para cualquier α, tal que (x, y) 6∈ Du(·,·)(λ;GrX(Φ)).

Por otra parte, el conjunto

K = (∪α{xα}) ∪ {x}

es compacto. Entonces, por K-inf-compacidad de u(·, ·) en GrX(Φ), el conjunto de nivel

Du(·,·)(λ;GrK(Φ)) es compacto también.
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Puesto que {(xα, yα)}α ⊆ Du(·,·)(λ;GrK(Φ)), entonces (x, y) ∈ Du(·,·)(λ;GrK(Φ)). Esto

es una contradicción. Por lo tanto, u(·, ·) es s.c.i en GrX(Φ).

Lema B.0.5. Sean X y Y espacios métricos. Entonces u(·, ·) es K-inf-compacta en

GrX(Φ) si y solo si las siguientes dos condiciones se cumplen:

(i) u(·, ·) es s.c.i en GrX(Φ);

(ii) Si {xn} es una sucesión en X que converge a x ∈ X entonces cualquier sucesión

{yn} con yn ∈ Φ(xn), n = 1, 2, . . . , tal que la sucesión {u(xn, yn)}n=1,2,... es acotada

por arriba, tiene un punto ĺımite y ∈ Φ(x).

Demostración. (⇒) Sea u(·, ·)K-inf-compacta en GrX(Φ). Entonces, por el Lema B.0.4,

u(·, ·) es s.c.i en GrX(Φ). Por tanto (i) se sigue.

Considere un sucesión convergente {xn} en X, con ĺımite x ∈ X. Más aún, sea {yn}
una sucesión con yn ∈ Φ(xn), n = 1, 2, . . . , tal que satisface que la sucesión {u(xn, yn)}
es acotada por arriba por algún λ ∈ R. Entonces el conjunto K = (∪n≥1{xn}) ∪ {x} es

compacto.

Puesto que u(·, ·) es inf-compacto en GrK(Φ), entonces la sucesión {(xn, yn)} pertenece

al conjunto compacto Du(·,·)(λ;GrK(Φ)). Por lo tanto, esta sucesión tiene un punto ĺımite

y ∈ Φ(x). Es decir, (ii) se cumple.

(⇐) Supongamos que (i) y (ii).

Fijemos K ∈ K(X) y λ ∈ R. El conjunto de nivel Du(·,·)(λ;GrK(Φ)) es compacto. En

efecto, sea

{(xn, yn)} ⊆ Du(·,·)(λ;GrK(Φ)).

Puesto que K es un conjunto compacto, la sucesión {xn} tiene una sub-sucesión {xnk
}

que converge a su punto ĺımite x ∈ X. Por la condición (ii), {ynk
} tiene un punto ĺımi-

te y ∈ Φ(x), esto es (x, y) ∈ GrX(Φ) es un punto ĺımite de la sucesión {(xn, yn)} ⊆
Du(·,·)(λ;GrK(Φ)).

La s.c.i de u(·, ·) en GrX(Φ) implica la desigualdad u(x, y) ≤ λ. Entonces, (x, y) ∈
Du(·,·)(λ;GrK(Φ)), y el conjunto de nivel Du(·,·)(λ;GrK(Φ)) es compacto.
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Definiciones y glosario de śımbolos

Algunas definiciones

Definición C.0.1.

Una multifunción o correspondencia ψ de X a Y es una función tal que ψ(x) es un

subconjunto no vaćıo de Y para todo x ∈ X.

Una vecindad de un conjunto A es cualquier conjunto B para el cual existe un

conjunto abierto V tal que A ⊂ V ⊂ B. Cualquier conjunto abierto V que satisface

que A ⊂ V es llamado vecindad abierta de A.

Definición C.0.2. Una multifuncion ψ : X → Y es

(i) semi-continua superiormente en x ∈ X si para cada vecindad U de ψ(x), existe una

vecindad V de x tal que z ∈ V implica que ψ(z) ⊂ U . Decimos que ψ es semi-

continua superiormente en X , si es semi-continua superiormente en cada punto de

X.

(ii) semi-continua inferiormente en x si para todo conjunto abierto U que se encuentra

con ψ(x) (i.e. ψ(x) ∩ U 6= ∅) existe una vecindad V de x tal que z ∈ V implica

que ψ(z) ∩ U 6= ∅. Es semi-continua inferiormente en X , si es semi-continua

inferiormente en cada punto de X.

Abreviaturas
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i.e. es decir

c.s casi seguramente

u.i uniformemente integrable

a.u.i asintótica uniformemente integrable

s.c.i semi-continuo inferiormente

s.c.s semi-continuo superiormente

v.a variable aleatoria

v.a.i.i.d variable aleatoria independiente idénticamente distribuida

PCM Proceso de control de Markov

DOCP Desigualdad de optimalidad en costo promedio.

Śımbolos

N números naturales

N0 los naturales con el cero

R números reales

R̄ reales extendidos, i.e. R̄ := [−∞,∞]

R+ reales no negativos, i.e. R+ := [0,∞)

IA función indicadora de A

f+ parte positiva de f , es decir, f+(s) = máx{f(s), 0}

f− parte negativa de f , es decir, f+(s) = −mı́n{f(s), 0}

C [0, 1] espacio de funciones continuas en [0, 1]

L(X) clase de funciones semi-continuas inferiormente y acotadas por abajo en X

B(X) σ−álgebra de Borel de X
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The Indian Journal of Statistics, Series A 44 (1982), 380–402. 18
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