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Introducción

En esta tesis se estudian problemas de control óptimo asociados a procesos
de control markovianos (PCM) y juegos semi-markovianos (JSM) de suma
cero con índice promedio, kérneles de transición débilmente continuos en
espacios de Borel y funciones de costo o pago no acotadas.

Un PCM es un sistema dinámico cuyo comportamiento es controlado o
modi�cado mediante la selección de una variable o parámetro de control. A
las �reglas� con las que se elige dicha variable de control se les conoce como
políticas o estrategias de control. La respuesta del sistema a las políticas de
control se mide por medio de un índice de funcionamiento. Así, el problema
de control óptimo consiste en encontrar una política de control que optimice
el índice de funcionamiento.

En un juego de suma cero el sistema es controlado por dos jugadores
quienes eligen sus variables de control independiente y simultáneamente. En
este caso el índice de funcionamiento mide la respuesta del sistema a las
políticas o estrategias de control seleccionadas por los jugadores y representa
el pago (o ganancia) que recibirá uno de ellos del otro. El problema de opti-
mización consiste en encontrar estrategias de control para ambos jugadores
que garanticen un equilibrio entre las ganancias de uno y las pérdidas del
otro.

Los problemas descritos anteriormente pueden abordarse con distintos
enfoques [2, 11]. En el presente trabajo usaremos un enfoque de �punto-�jo�
para obtener soluciones de la ecuación de optimalidad para el problema de
control óptimo, y soluciones de la ecuación de Shapley para el caso de juegos
semi-markovianos de suma cero. Esto se hace bajo tres tipos de condiciones
sobre los modelos: una condición de Lyapunov, condiciones de continuidad y
compacidad, y una condición de crecimiento sobre la función de costo o de
pago.
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viii INTRODUCCIÓN

La condición de Lyapunov permite obtener, por medio de �argumentos
de punto �jo�, resultados relacionados con la ergodicidad y estabilidad de
los sistemas controlados. Por otra parte, las condiciones de continuidad y
compacidad, en términos generales, nos permiten encontrar minimizadores
medibles para ciertos problemas de optimización �estáticos� relacionados con
el problema de control y el de juego. La condición de crecimiento permite
considerar funciones de costo y de pago no-acotadas.

En el primer capítulo se estudia el problema de control óptimo. El análi-
sis desarrollado en este capítulo está basado en las referencias [22, 24]. En el
segundo capítulo se extiende el enfoque de las referencias anteriores a juegos
semi-markovianos de suma cero y se ilustran los resultados con un proble-
ma de control mini-max para sistemas de inventario. Se incluyen además
tres apéndices que muestran algunos resultados relevantes para este trabajo
acerca de funciones semicontinuas, correspondencias y cadenas de Markov.



Notación

N representa el conjunto de los números naturales y N0 := N [ f0g.

R es el conjunto de los números reales y R+ := [0;1).

Para cada c 2 R, c+ := m�axfc; 0g.

Sea (X; T ) un espacio topológico, entonces

� B(X) es la ��álgebra de Borel de X, es decir, la mínima ��álgebra
que contiene a T . A los elementos de B(X) los llamaremos con-
juntos de Borel.

� P(X) es el espacio de medidas de probabilidad en (X;B(X))

� X es un espacio de Borel si es un conjunto de Borel de un
espacio métrico, separable y completo.

� Cb(X) es la clase de las funciones u : X ! R continuas y acotadas.

� Sea B � X. La función indicadora del conjunto B es la función
IB : X ! R de�nida como

IB(x) :=

�
1 si x 2 B
0 si x =2 B

:

� Una medida � sobre X se dice que es regular si para cada B 2
B(X) se satisface

�(B) = supf�(F ) : F � B; F es compactog

= ��nff�(G) : B � G; G es abiertog

Sean (X;F) y (Y;G) espacios medibles.
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x NOTACIÓN

� Diremos que una función Q(�j�) es un kérnel sobre X dado Y si
se satisface lo siguiente:

� Q(Bj�) es una función medible para cada B 2 F .
� Q(�jy) es una medida para cada y 2 Y . Si Q(�jy) es una me-
dida de probabilidad para toda y 2 Y diremos que Q es un
kérnel estocástico sobre Y dado X.

� Sean �1 y �2 dos medidas sobre (X;F). Diremos que �2 es ab-
solutamente continua respecto a �1 (denotado por �2 � �1) si
�2(E) = 0 siempre que �1(E) = 0.

� M(X) es la clase de las funciones (Borel-) medibles u : X ! R.

� M+(X) := fu 2M(X) : u � 0g.



Capítulo 1

Problema de control con costo
promedio

1.1. Introducción

En este capítulo se estudia el problema de control óptimo markoviano
(PCOM) en costo promedio (esperado) y demostraremos la existencia de
políticas de control óptimas bajo condiciones apropiadas.

En un PCOM se tiene un sistema dinámico cuyo comportamiento es con-
trolado por un agente mediante acciones sobre el sistema, las cuales se eligen
por medio de políticas de control. El comportamiento del sistema es medido
con un índice de funcionamiento cuyo valor depende de la política de con-
trol que elige aplicar el agente sobre el sistema. El objetivo del PCOM es
encontrar políticas de control que minimicen o maximicen el valor del índice
de funcionamiento. Para de�nir un PCOM en costo promedio se requiere un
modelo de control markoviano, un conjunto de políticas de control admisibles
y un índice de funcionamiento que mida el comportamiento del sistema; en
este trabajo estudiaremos el PCOM con el índice en costo promedio. En las
secciones 1.2, 1.3 y 1.4 se introducen estos conceptos de manera precisa.

En la sección 1.4 se demuestra la existencia de políticas de control ópti-
mas estableciendo la existencia de soluciones de la ecuación de optimalidad
en costo promedio. Para demostrar la validez de la ecuación de optimalidad,
es decir, la existencia de soluciones, requeriremos que el modelo de control
satisfaga algunas condiciones. En este trabajo vamos a considerar tres clases
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2CAPÍTULO 1. PROBLEMA DE CONTROL CON COSTO PROMEDIO

de condiciones: condiciones de Lyapunov, de continuidad y compacidad, y de
crecimiento. La condición de Lyapunov garantiza que los procesos controla-
dos con políticas estacionarias tienen propiedades de ergodicidad y estabili-
dad. Las condiciones de continuidad y compacidad garantizan la existencia
de �minimizadores� medibles para ciertos problemas de optimización estáti-
cos. La existencia de tales �minimizadores� medibles garantiza la existencia
de políticas estacionarias óptimas. Estos condiciones y algunos resultados
importantes se presentan en la sección 1.5

En la sección 1.6 demostraremos, bajo las condiciones descritas en el
párrafo anterior, la existencia una solución de la ecuación de optimalidad en
costo promedio usando �argumentos de punto �jo�. El análisis desarrollado
en esta sección se basa en las referencias [22, 24].

1.2. Modelo de control markoviano

Para plantear un problema de control óptimo es necesario especi�car un
modelo de control, un conjunto de políticas de control admisibles y el índice
de funcionamiento que se desea optimizar.

De�nición 1.2.1 Un modelo de control markoviano (MCM) consta de
los objetos

M = (X; A; fA(x) : x 2 Xg; Q; C)

donde:

(a) X es el espacio de estados posibles del sistema.

(b) A es el espacio de acciones (controles) disponibles para modi�car
el comportamiento del sistema.

Supondremos que los conjuntos X y A son espacios de Borel, i.e., son
subconjuntos de Borel de espacios métricos separables y completos.
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(c) Para cada x 2 X, A(x) es un subconjunto no-vacío de A y represen-
ta el conjunto de acciones o controles admisibles para el estado x. Al
conjunto

K := f(x; a) : x 2 X; a 2 A(x)g

lo llamaremos conjunto de pares admisibles. Supondremos que K
pertenece a la �-álgebra de Borel del producto cartesiano X�A. Nótese
que A(x) es la x�sección de K y por lo tanto A(x) 2 B(A) para cada
x 2 X:

(d) la evolución del sistema está dada por el kérnel estocástico Q(�j�; �) sobre
X dado K:

(c) C : K! R es una función medible y representa el costo por etapa.

De manera intuitiva podemos pensar en el modelo M como la repre-
sentación de un sistema que evoluciona en el tiempo de la siguiente manera:
en el tiempo n = 0; se observa el estado del sistema x0 = x 2 X y elegi-
mos una acción a0 = a 2 A(x) con un costo de operación C(x; a). Luego, el
sistema transitará a un nuevo estado x1 = y 2 X elegido de acuerdo a la
medida de probabilidad Q(�jx0; a0), es decir,

Q(Bjx; a) = Pr[x1 2 Bjx0 = x; a0 = a]:

Una vez que ha ocurrido la transición se elige una nueva acción a1 = b 2 A(y)
con un costo C(y; b); y el proceso se repite inde�nidamente generando el
proceso controlado

(x0; a0; x1; a1; : : :)

donde xn y an representan el estado del sistema y la acción elegida en el tiem-
po n 2 N0, respectivamente. Una historia admisible del proceso controlado
hasta el tiempo n 2 N0 es un vector de la forma

jn := (x0; a0; : : : ; xn�1; an�1; xn)

donde (xi; ai) 2 K para i = 0; : : : ; n � 1; y xn 2 X: Denotaremos por Hn al
conjunto de tales historias. Observe que Hn = K

n�X para n 2 N y H0 = X:
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1.3. Políticas de control

Claramente la evolución del proceso controlado depende del kérnel es-
tocástico Q(�j�; �) y de las �reglas� o �procedimientos� usados para elegir las
variables de control an; n 2 N0: A la sucesión de tales reglas se les conoce
como políticas de control y se de�nen a continuación.

De�nición 1.3.1 Una política de control (admisible) � = f�ngn2N0 es
una sucesión de kérneles estocásticos �n sobre A dado Hn tales que

�n(A(xn)jjn) = 1 8jn 2 Hn; n 2 N0:

Denotaremos por � a la clase de todas las políticas de control.

En general, particularmente en este trabajo, son de especial interés las
clases de las políticas estacionarias deterministas y la clase de las políticas
estacionarias aleatorizadas.
Para de�nir a las políticas estacionarias deterministas requerimos el con-

cepto de selector. Un selector de X a A es una función medible f : X ! A
tal que f(x) 2 A(x) para todo x 2 X: Denotaremos por F a la clase de todos
los selectores de X a A:
Por otra parte, para cada x 2 X, denotaremos por A(x) al conjunto

P(A(x)) y por � al conjunto de todos los kérneles estocásticos ' sobre A
dado X tales que '(�jx) 2 A(x) para cada x 2 X.
Note que cada selector f 2 F de�ne un elemento 'f de � de la siguiente

manera:
'f (Bjx) := IB(f(x)); x 2 X:

Entonces, la correspondencia
f 7! 'f (1.1)

permite pensar en F como un subconjunto de �:

De�nición 1.3.2 Sea � = f�ngn2N0 2 � una política.

(a) Diremos que � es estacionaria aleatorizada si existe ' 2 � tal que

�n(�jjn) = '(�jxn) 8jn 2 Hn; n 2 N0: (1.2)
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(b) Diremos que � es estacionaria determinista si existe f 2 F tal que

�(ff(xn)gjjn) = 1 8jn 2 Hn; n 2 N0: (1.3)

Con el propósito de simpli�car notación identi�caremos a una política
estacionaria aleatorizada � con el kérnel estocástico ' 2 � que la de�ne y en
consecuencia a la clase formada por dichas políticas también la denotaremos
como �. De igual manera, identi�caremos a una estacionaria determinista �
con el selector f 2 F que la de�ne y representaremos a la familia formada por
tales políticas como F: Entonces, usando la correspondencia (1.1), tenemos
las siguientes contenciones:

F �� � �:

Notación 1.3.3

(a) Para cada función medible u : K! R y ' 2 � de�na

u'(x) :=

Z

A(x)

u(x; a)'(dajx); x 2 X;

siempre que la integral esté bien de�nida. En particular, con esta no-
tación tendremos

Q'(�jx) =

Z

A(x)

Q(�jx; a)'(dajx) 8x 2 X:

Además, si ' = f 2 F; entonces

uf (x) = u(x; f(x));

Qf (�jx) = Q(�jx; f(x))

para todo x 2 X:

(b) Para cada función w : X ! R medible de�na

Qw(x; a) :=

Z

X

w(y)Q(dyjx; a); (x; a) 2 K;
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siempre que la integral esté bien de�nida. Combinando esta notación
con la del inciso (a), para una política estacionaria aleatorizada ' 2 �
de�na

Q'w(x) :=

Z

A(x)

Qw(x; a)'(dajx); x 2 X:

En particular, si ' = f 2 F entonces

Qfw(x) = Qw(x; f(x))

=

Z

X

w(y)Q(dyjx; f(x))

=

Z

X

w(y)Qf (dyjx)

para todo x 2 X:

(c) Sea � 2 P(X): Para cada función w : X ! R medible de�na

�(w) :=

Z

X

w(y)�(dy)

siempre que la integral esté bien de�nida.

El siguiente teorema garantiza la existencia del proceso f(xn; an)g con las
distribuciones marginales determinadas por la distribución del estado inicial
del sistema �, la ley de transición Q(�j�; �) y la política � = f�ngn2N0 con la
que se eligen controles. Este resultado es una consecuencia del Teorema de
Ionescu-Tulcea [3, Theorem 2.7.2].

Teorema 1.3.4 Sea 
 := (X � A)1 y F la �-álgebra producto correspon-
diente. Para cada � 2 P(X) y cada política � 2 � existe una medida de
probabilidad P �

� y un proceso estocástico f(xn; an)gn2N0 de�nidos ambos so-
bre el espacio medible (
;F) que satisfacen las siguientes propiedades para
cada n 2 N0:

(a) P �
� [x0 2 B] = �(B) 8B 2 B(X);
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(b) P �
� [an 2 Djjn] = �n(Djjn) 8D 2 B(A);

(c) P �
� [xn+1 2 Bjjn; an] = Q(Bjxn; an) 8B 2 B(X):

La esperanza con respecto a la medida de probabilidad P �
� será denotada

por E�
� . La medida � en el Teorema 1.3.4(a) es la distribución del estado

inicial. Si � está concentrada en un estado x 2 X, es decir,

�(B) = IB(x) 8B 2 B(X);

entonces escribiremos P �
x en lugar de P �

� , y nos referiremos a x como el
estado inicial. Nos vamos a referir a xn y an como las variables de estado
y de control en la etapa n 2 N0, respectivamente.

Observación 1.3.5 Por el Teorema 1.3.4(c), para cada política ' 2 �; el
proceso de los estados fxngn2N0 es una cadena de Markov con probabilidad
de transición en un paso Q'(�j�). En este caso, Q

n
'(�j�) representa el kérnel

de transición en n-pasos, para n 2 N. Entonces, para cada u : X ! R se
satisface

Qn
'u(x) :=

Z

X

u(y)Qn
'(dyjx) = E'

xu(xn)

para cada x 2 X, n 2 N y toda función u para la cual la integral está bien
de�nida.

1.4. Problema de control óptimo en costo prome-
dio

El costo promedio esperado para una política � 2 � dado el estado
inicial x0 = x 2 X se de�ne como

J(x; �) := l��m sup
n!1

1

n
E�
x

n�1P
k=1

C(xk; ak):

A la función
J�(x) := ��nf

�2�
J(x; �); x 2 X;
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se le llama función de valor óptimo. Diremos que una política �� 2 � es
óptima (en costo promedio) si

J(x; ��) = J�(x) 8x 2 X:

Para espacios de estados y controles �nitos se ha probado la existencia de
políticas estacionarias (deterministas) óptimas [2]. Sin embargo, si el espacio
de estados no es �nito, no es posible en general�es decir, sin condiciones
adecuadas sobre el modelo de control�garantizar la existencia de políticas
óptimas como lo muestra el ejemplo dado en [21, Pag. 89]. Un enfoque para
garantizar la existencia de políticas estacionarias óptimas en costo promedio
consiste en probar la existencia de soluciones de la ecuación de optimalidad
(en costo promedio).
Diremos que la ecuación de optimalidad se cumple si existe una con-

stante � y una función medible h : X ! R tales que

�+ h(x) = ��nf
a2A(x)

[C(x; a) +Qh(x; a)] 8x 2 X: (1.4)

Si este es el caso, diremos que (�; h) es una solución de la ecuación de opti-
malidad.
Sea (�; h) una solución de la ecuación de optimalidad. Diremos que un

selector f 2 F es un minimizador de la ecuación de optimalidad si f(x)
alcanza el ín�mo en (1.4) para todo x 2 X, es decir,

�+ h(x) = ��nf
a2A(x)

[C(x; a) +Qh(x; a)]

= Cf (x) +Qfh(x):

A la terna (�; h; f) se le llama terna canónica.
La relación de la ecuación de optimalidad y de sus minimizadores con el

problema de control óptimo se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1 Suponga que (�; h) es una solución de la ecuación de opti-
malidad. Si

l��m
n!1

1

n
E�
xh(xn) = 0 8x 2 X; � 2 �; (1.5)

entonces
� � J�(x) 8x 2 X: (1.6)
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Si adicionalmente existe un minimizador f 2 F de la ecuación de optimali-
dad, entonces f es una política óptima y � es el costo óptimo, es decir,

J�(x) = J(f; x) = � 8x 2 X:

Demostración. Sean � 2 � y x0 = x arbitrarios �jos. Puesto que (�; h) es
una solución de la ecuación de optimalidad, se sigue que

h(xk) � C(xk; ak)� �+Qh(xk; ak)

= C(xk; ak)� �+ E�
x [h(xk+1)jxk; ak]

para todo k 2 N0. Aplicando esperanza se obtiene la desigualdad

E�
xh(xk) � E�

xC(xk; ak)� �+ E�
xh(xk+1): (1.7)

Sumando de k = 0 hasta n� 1 resulta que

n�1P
k=0

E�
xh(xk) �

n�1P
k=0

E�
xC(xk; ak)� n�+

n�1P
k=0

E�
xh(xk+1);

la cual se simpli�ca a

h(x) � E�
x

n�1P
k=0

C(xk; ak)� n�+ E�
xh(xn): (1.8)

Dividiendo por n en (1.8) y tomando límite cuando n!1 se obtiene

� � l��m inf
n!1

1

n
E�
x

n�1P
k=0

C(xk; ak) � J(x; �):

Puesto que � 2 � y x0 = x son arbitrarios, concluimos que

� � J�(x) 8x 2 X:

Por otra parte, puesto que f 2 F es un minimizador de la ecuación de
optimalidad se cumple la ecuación

�+ h(x) = Cf (x) +Qfh(x) 8x 2 X:
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Entonces, con argumentos similares a los dados previamente, se obtiene la
igualdad

h(x) = Ef
x

n�1P
k=0

C(xk; ak)� n�+ Ef
xh(xn) 8x 2 X;n 2 N;

de donde se sigue que
J(f; x) = � 8x 2 X:

Por lo tanto,
J�(x) = J(f; x) = � 8x 2 X:

En las siguientes secciones se probará la existencia de políticas estaciona-
rias óptimas demostrando la existencia de una solución de la ecuación de
optimalidad que satisface la condición (1.5) así como la existencia de min-
imizadores de la misma. Esto se hará suponiendo que el modelo de control
satisface tres tipos de condiciones: un conjunto de condiciones de continuidad
y compacidad; una condición de crecimiento sobre la función de costo, y una
condición sobre la ley de transición del sistema conocida como condición de
Lyapunov.

1.5. Condiciones de optimalidad

Condición 1.5.1 (C1) Existe una función medible W : X ! [1;1) y una
constante positiva c tales que

jC(x; a)j � cW (x) 8(x; a) 2 K:

Para cada función medible u : X ! R de�nimos la W -norma como

kukW := sup
x2X

ju(x)j

W (x)
:

Denotaremos por BW (X) al espacio de las funciones con W -norma �nita.
Puede demostrarse que k�kW es una norma sobre el espacio vectorial BW (X)
y que dicho espacio es completo con respecto a esta norma. Denotaremos por
LW (X) y CW (X) a los subconjuntos de BW (X) formados por las funciones
semicontinuas inferiormente y las funciones continuas, respectivamente. Estos
espacios son completos con respecto a la métrica inducida por k�kW .
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Condición 1.5.2 (C2) Existe una función medible � : K! R+, una me-
dida no trivial � sobre X y una constante � 2 (0; 1) tal que para cada
(x; a) 2 K; B 2 B(X), f 2 F se cumple lo siguiente:

(a) �(W ) <1;

(b) Q(Bjx; a) � �(B)�(x; a);

(c) QW (x; a) � �W (x) + �(W )�(x; a);

(d) �(�f ) > 0:

Lema 1.5.3 Si se cumple C2, entonces

1 � E�
xW (xn) � �nW (x) +

�(W )

(1� �)�(X)
(1.9)

para cada x 2 X; � 2 � y n = 0; 1; : : :. Por lo tanto,

l��m
n!1

1

n
E�
x ju(xn)j = 0 8x 2 X; � 2 �; u 2 BW (X): (1.10)

Demostración. Por C2(c) y el Teorema 1.3.4 tenemos que

E�
x [W (xn+1)jhn; an] = E�

x [W (xn+1)jxn; an]

=

Z

X

W (y)Q(dyjxn; an)

� �W (xn) + �(xn; an)�(W ):

Entonces

E�
xW (xn+1) � �E�

xW (xn) + �(W )E�
x�(xn; an)

� � [�E�
xW (xn�1) + �(W )E�

x�(xn�1; an�1)]

+�(W )E�
x�(xn; an)

Por otra parte, por C2(b) se cumple

1 = Q(Xjx; a) � �(x; a)�(X) 8(x; a) 2 K:
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Luego, por inducción se obtiene (1.9).
Para la demostración de (1.10) note que

1

n
E�
x ju(xn)j � jjujjW

1

n
E�
xW (xn) (1.11)

�
jjujjW
n

�
�nW (x) +

�(W )

(1� �)�(X)

�
;

de donde se sigue (1.10).

Observación 1.5.4 Para cada B 2 B(X) y (x; a) 2 K, de�na

Q̂(Bjx; a) := Q(Bjx; a)� �(B)�(x; a):

Supongamos que se cumple C2. Entonces, Q̂(�j�; �) es un kérnel sobre X dado
K que satisface la propiedad

jQ̂u(x; a)� Q̂�(x; a)j � � ku� �kW W (x) (1.12)

para cada (x; a) 2 K, u; � 2 BW (X).

Demostración. Las propiedades de kérnel se siguen directamente de la
de�nición de Q̂(�j�; �) y de la propiedad C2(b). Para veri�car que (1.12) se
satisface �jemos funciones arbitrarias u; � 2 BW (X): Entonces

jQ̂u(x; a)� Q̂�(x; a)j �

Z

X

ju(y)� �(y)jQ̂(dyjx; a)

� ku� �kW Q̂W (x; a)

� � ku� �kW W (x) 8(x; a) 2 K;

donde la tercer desigualdad se sigue de la propiedad C2(c).

De�nición 1.5.5 Para cada � 2 BW (W ) y f 2 F, de�na el operador

L�fu(x) : = �(x) +

Z

X

u(y)Q̂f (dyjx)

= �(x) +Qfu(x)� �(u)�f (x):
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Lema 1.5.6 Suponga que C2 se satisface. Entonces, para cada � 2 BW (X)
y cada f 2 F, el operador L�f es de contracción sobre BW (X) con módulo
�. Así, por el Teorema de punto �jo de Banach, existe una única función
h�f (x) 2 BW (X) tal que

h�f (x) = �(x) +

Z

X

h�f (y)Qf (dyjx)� �(h�f )�f (x) 8x 2 X: (1.13)

Demostración. Sean � 2 BW (X) y f 2 F arbitrarios �jos. Observemos
primero que para todo u 2 BW (X) se satisface

jL�fu(x)j � j�(x)j+ kukW

Z

X

W (y)Q̂f (dyjx)

� j�(x)j+ �jjujjWW (x)

� (k�kW + � kukW )W (x) 8x 2 X;

lo cual prueba que L�fu 2 BW (X). Por otra parte, por la Observación 1.5.4,
tenemos ��L�fu(x)� L�fw(x)

�� � �jju� wjjWW (x) 8x 2 X:

Se sigue entonces que jjL�fu�L
�
fwjjW � �jju�wjjW para cada u;w 2 BW (X).

Por lo tanto, L�f es un operador de contracción sobre BW (X).

Lema 1.5.7 Suponga que C2 se satisface. Entonces, para cada f 2 F existe
una constante kf > 0 tal que

l��m
n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

�f (xk) = kf 8x 2 X: (1.14)

Demostración. Elijamos f 2 F arbitrario y tomemos � � 1 en el Lema
1.5.6. Entonces existe una única función h1f 2 BW (X) tal que

h1f (x) = 1 +

Z

X

h1f (y)Qf (dyjx)� �(h1f )�f (x) 8x 2 X:

Iterando esta ecuación obtenemos

h1f (x) = n+ Ef
xh

1
f (xn)� �(h1f )E

f
x

n�1P
k=0

�f (xk) 8x 2 X;n 2 N:
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Entonces

1

n
h1f (x) = 1 +

1

n
Ef
xh

1
f (xn)� �(h1f )

�
1

n
Ef
x

n�1P
k=0

�f (xk)

�
8n 2 N:

Puesto que ����
1

n
Ef
xh

1
f (xn)

���� �
1

n
Ef
x

��h1f (xn)
�� 8x 2 X;

tomando límite cuando n!1 y usando el Lema 1.5.3 se obtiene la igualdad

�(h1f ) l��m
n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

�f (xk) = 1 (1.15)

lo cual implica que �(h1f ) > 0; por lo tanto, (1.14) se cumple tomando kf =
1=�(h1f ):

Teorema 1.5.8 Suponga que se cumple C2. Entonces para cada f 2 F:

(a) la cadena de Markov con probabilidad de transición Qf (�j�) es �-irreducible
y Harris recurrente positiva; por lo tanto, tiene una única medida de
probabilidad invariante �f (�);

(b) �f (W ) <1;

(c) �f (�f ) �
1� �

�(W )
�f (W ) � � :=

1� �

�(W )
> 0:

Si además se cumple C1, entonces:

(d) �f := �f (Cf ) y �
� := ��nff2F �f son constantes �nitas;

(e) existe una única función h0f 2 BW (X) que satisface la ecuación de Pois-
son

hf (x) = Cf (x)� �f +

Z

X

hf (y)Qf (dyjx) 8x 2 X; (1.16)

tal que �(hf ) = 0;

(f) además

J(x; f) = l��m
n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

Cf (xn) = �f 8x 2 X:
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Demostración. Sea f 2 F una política estacionaria arbitraria.
(a) Por el Lema 1.5.6, para cada u 2 BW (X) existe una única función

huf 2 BW (X) que satisface la ecuación

huf (x) = u(x) +

Z

X

huf (y)Qf (dyjx)� �(huf )�f (x) 8x 2 X:

Así, iterando como en la demostración del Lema 1.5.6, tenemos

huf (x) = Ef
x

n�1P
k=0

u(xk) + Ef
xh

u
f (xn)� �(huf )E

f
x

n�1P
k=0

�f (xk) 8n 2 N:

Entonces, por el Lema 1.5.3 y el Lema 1.5.7, obtenemos

l��m
n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

u(xk) = �(huf ) l��m
n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

�(xk) = �(huf )kf <1: (1.17)

Luego, por el Teorema 1.1 en [10] lo siguiente se satisface:

(i) La cadena de Markov correspondiente a la probabilidad de transición
Qf (�j�) es Harris recurrente positiva; por lo tanto existe una única medi-
da de probabilidad invariante �f (�): Esto prueba la primera a�rmación
en (a).

(ii) Para cualquier función medible y acotada u sobre X

l��m
n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

u(xk) = �f (u) 8x 2 X: (1.18)

A continuación probaremos que � es una medida de irreducibilidad para
la cadena con probabilidad de transición Qf (�j�): Por la condición C2(b) se
tiene que

Qf (Djx) � �(D)�f (x) 8x 2 X;D 2 B(X):

Iterando la desigualdad anterior se obtiene

Qk
f (Djx) � �(D)Qk�1

f �f (x) 8x 2 X;D 2 B(X):

Luego, de la Observación 1.3.5 y sumando desde k = 0 hasta n � 1 resulta
la desigualdad

1

n

n�1P
k=0

P f
x [xk+1 2 D] � �(D)

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

�f (xk) 8x 2 X;n 2 N:
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Tomando límite cuando n!1, por (1.18) y el Lema 1.5.7 resulta que

l��m
n!1

1

n

n�1P
k=0

P f
x [xk+1 2 D] � �(D) l��m

n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

�f (xk) = �(D)kf :

Entonces, si �(D) > 0 para cada x 2 X existe n0 tal que P f
x [xn0 2 D] > 0:

Por lo tanto, � es una medida de irreducibilidad.
(b) Tomando u � W en el (1.17), obtenemos una función hWf 2 BW (X)

tal que

l��m
n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

W (xk) = �(hWf )kf <1 8x 2 X: (1.19)

Ahora considere una sucesión fwng de funciones medibles acotadas no-negativas
que convergen crecientemente a W . Entonces

1

N
Ef
x

N�1P
k=0

wn(xk) �
1

N
Ef
x

N�1P
k=0

W (xk) 8N 2 N:

Entonces, (1.18) y (1.19) implican que

�f (wn) � �(hWf )kf <1:

Finalmente, tomando límite cuando n!1 vemos que

�f (W ) � �(hWf )kf <1:

(c) Por la propiedad C2(c), para cada f 2 F se cumple la desigualdad
Z

X

W (y)Qf (dyjx) � �W (x) + �(W )�f (x) 8x 2 X:

Integrando ambos lados de la desigualdad respecto a �f (�) resulta la desigual-
dad

�f (W ) � ��f (W ) + �(W )�f (�f )

la cual implica que

�f (W )(1� �) � �(W )�f (�f )

Puesto que W está acotada inferiormente por 1; vemos que

0 < 1� � � (1� �)�f (W ) � �(W )�f (�f ); (1.20)
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de donde se sigue que

�f (�f ) �
(1� �)�f (W )

�(W )
� � =

1� �

�(W )
> 0:

(d) Por la condición C1 tenemos que

�cW � Cf � cW 8f 2 F:

Entonces, por la parte (b), concluimos que �f 2 R para cada f 2 F; y también
que �� =��nff2F �f 2 R:
(e) Para cada f 2 F de�namos el operador T̂f en BW (X) como

T̂fu(x) := Cf (x)� �f +

Z

X

u(y)Q̂f (dyjx):

Los mismos argumentos usados en la demostración del Lema 1.5.6 prue-
ban que T̂f es un operador de contracción de BW (X) en sí mismo con módulo
�. Entonces existe una única función hf 2 BW (X) que satisface la ecuación

hf (x) = Cf (x)� �f +

Z

X

hf (y)Qf (dyjx)� �(hf )�f (x) 8x 2 X:

Luego, integrando ambos lados de la ecuación con respecto a �f (�) obtenemos

�f (hf ) = �f (Cf )� �f + �f (hf )� �(hf )�f (�f );

lo cual implica que
�(hf ) = 0;

puesto que �f (�f ) > 0. Por lo tanto, hf es la única función en BW (X) que
satisface la condición �(h) = 0 y la ecuación

h(x) = Cf (x)� �f +

Z

X

h(y)Qf (dyjx) 8x 2 X: (1.21)

(f) Iterando la ecuación (1.16)�o bien la ecuación (1.21) tomando h � hf�
se obtiene la igualdad

hf (x) = Ef
x

n�1P
k=0

Cf (xk)� n�f + Ef
xhf (xn) 8n 2 N;

la cual implica que

J(x; f) = l��m
n!1

1

n
Ef
x

n�1P
k=0

Cf (xn) = �f 8x 2 X:
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Observación 1.5.9 Para cada u 2 BW (X) y ' 2 � se cumple que

l��m
n!1

1

n
E'
x

1P
k=0

u(xn) = �'(u) 8x 2 X:

Esta a�rmación se prueba sustituyendo Cf por la función u en la demostración
del Teorema 1.5.8 (c) y (d).

Observación 1.5.10 El Teorema 1.5.8 también se cumple para las políticas
estacionarias aleatorizadas ' 2 � y su demostración es exactamente la mis-
ma. Solamente falta veri�car que se satisface la condición �(�') > 0 para
' 2 �: Esta condición es consecuencia directa de la proposición [8, Propo-
sition D.8, p. 184], la cual garantiza que para cada ' 2 � existe un selector
f 2 F tal que

�'(x) =

Z

A

�(x; a)'(dajx)

� �(x; f(x)) = �f (x)

para todo x 2 X:

Además de la condiciones C2 y C3, también supondremos que el modelo
de control satisface el siguiente conjunto de condiciones de continuidad y
compacidad.

Condición 1.5.11 (C3) :

(a) C es semicontinua inferiormente en K.

(b) El mapeo x 7! A(x) es semicontinuo superiormente y toma valores com-
pactos no-vacíos.

(c) La ley de transición Q es débilmente continua, esto es, Qu es continua
en K para cada u 2 Cb(X).

(d) Las funciones W y QW son continuas en X y K; respectivamente.

Como se muestra en el Teorema de Selección que se presenta en la Obser-
vación 1.5.12, la condición C3 tiene un papel doble: por una parte garantiza
que ciertas funciones son semicontinuas inferiormente y, por otra, la existen-
cia de selectores que son �minimizadores�.
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Observación 1.5.12 (Teorema de Selección) Sea v : K! R una fun-
ción acotada inferiormente y de�na

��(x) := ��nf
a2A(x)

�(x; a); x 2 X; (1.22)

(a) Si v es semicontinua inferiormente y el mapeo x 7! A(x) es semicontinuo
superiormente, entonces la función v� es semicontinua inferiormente y
acotada inferiormente. Además, existe g� 2 F tal que

��(x) = vg�(x) 8x 2 X:

(a) Si v es continua y el mapeo x 7! A(x) es continuo, entonces v� es con-
tinua y existe g� 2 F tal que

��(x) = vg�(x) 8x 2 X:

La parte (a) es una consecuencia de [5, Theorem 1.2, Lemma 2.1, Theo-
rem 3.3] y la parte (b) se sigue de [5, Theorem 4.1].

Proposición 1.5.13 Suponga que se cumplen C3(c) y (d).

(a) Si u 2 LW (X), entonces Qu es semicontinua inferiormente en K.

(a) Si u 2 CW (X), entonces Qu es continua en K:

Demostración. (a) Sea u 2 LW (X) arbitraria. Note que

�kukW W � u � kukW W;

lo cual implica que la función

û := u+ kukW W

es no-negativa y semicontinua inferiormente. Entonces, existe una sucesión
(un)n2N de funciones en Cb(X) tal que un " û (Teorema A.0.6). Entonces, por
C3(c), (Qun)n2N es una sucesión creciente de funciones continuas y acotadas
en K. Luego, por el teorema de convergencia monótona,

Qun(x; a) " Qû(x; a) 8(x; a) 2 K;
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lo cual implica, por el Teorema A.0.6, que la función

Qû = Qu+ kukW QW

es semicontinua inferiormente en K. Puesto que QW es continua, esto último
implica que Qu es semicontinua inferiormente en K.
(b) Ahora supongamos que u 2 CW (X): Por (a) sabemos que Qu es semi-

continua inferiormente. A continuación probaremos que Qu es semicontinua
superiormente. Primero observe que la función

eu := �u+ jjujjWW
es no-negativa y semicontinua inferiormente�de hecho, esta función es con-
tinua. Argumentando como en la parte (a), vemos que

Qeu = �Qu+ jjujjWQW
es semicontinua inferiormente K, lo cual implica que Qu es semicontinua
superiormente en K. Por lo tanto, Qu es continua.

1.6. Existencia de políticas estacionarias óp-
timas

El Teorema 1.6.1, el cual se enuncia más abajo, es el resultado principal
de este capítulo. Dicho teorema a�rma que si el modelo de control satisface
las condiciones C1, C2 y C3, entonces existe una terna canónica (��; h�; f�)
que satisface la condición (1.5). Entonces, por el Teorema 1.4.1, f � es una
política óptima y �� es el costo promedio óptimo.
Bajo las condiciones C1 y C2, por el Teorema 1.6.1, la constantes

�f = �f (Cf ); f 2 F;

�� = ��nf
f2F

�f ;

son �nitas y para cada f 2 F existe una única función hf 2 BW (X) que
satisface la ecuación de Poisson

�f + hf = Cf +Qfhf

y la condición �(hf ) = 0:
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Teorema 1.6.1 Suponga que C1, C2, y C3 se satisfacen. Entonces:

(a) Existe h� 2 LW (X) y f � 2 F tal que (��; h�; f�) es una terna canónica,
es decir,

�� + h�(x) = ��nf
a2A(x)

[C(x; a) +Qh�(x; a)]

= Cf�(x) +Qf�h
�(x) 8x 2 X:

(b) La constante �� es el valor óptimo y f � es una política óptima, esto es,

J�(x) = J(f �; x) = �� 8x 2 X:

(c) La función h� satisface la condición

h�(x) = ��nf
f2F�

hf (x) = hf�(x) 8x 2 X;

donde

F
� := ff 2 F : �� = �fg:

Corolario 1.6.2 Suponga que C1, C2, y C3 se satisfacen. Si la función de
costo C y la multifunción x 7! A(x) son continuas, entonces h� es continua.

La demostración del Teorema 1.6.1 requiere de algunos resultados pre-
liminares, los cuales se presentan en los Lemas 1.6.3 y 1.6.4. En estos lemas
usaremos el concepto de envolvente semicontinua inferiormente. La envol-
vente semicontinua inferiormente de una función v sobre un espacio métrico
(Y; d) se de�ne como

vl(x) := sup
r>0

��nf
y2Br(x)

u(y); x 2 Y;

donde Br(x) denota la bola con centro en x 2 Y y radio r > 0 (véase
Apéndice A).

Lema 1.6.3 Suponga que las condiciones C1, C2, y C3(d) se satisfacen y
de�na S := �l: Entonces:
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(a) Para todo B 2 B(X); (x; a) 2 K se cumplen las desigualdades

Q(Bjx; a) � �(B)S(x; a); (1.23)

QW (x; a) � �W (x) + �(W )S(x; a): (1.24)

(b) además para cada f 2 F se cumplen las desigualdades

�f (Sf ) �
1� �

�(W )
�f (W ) � � > 0 (1.25)

donde � = (1� �)=�(W ):

Demostración. (a) La primera desigualdad es inmediata puesto que � � S:
Para probar la segunda desigualdad, note que C3(d) implica que la función
QW � �W es continua sobre K. Entonces, combinando C2(c), (A.2), y el
Lema A.0.9, vemos que

�(W )S(x; a) = (�(W )�)l (x; a)

� (QW (x; a)� �W (x))l

= QW (x; a)� �W (x);

para todo (x; a) 2 K, lo cual prueba (1.24).
(b) Para demostrar (1.25) observemos que para cada f 2 F se cumple la

desigualdad
�(W )Sf (x) � QfW (x)� �W (x) 8x 2 X;

la cual implica que

�(W )�f (Sf ) � (1� �)�f (W ):

Entonces

�f (Sf ) �
1� �

�(W )
�f (W )

�
1� �

�(W )
= � > 0;
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puesto que �f (W ) � 1:

De�na sobre el espacio BW (X) los siguientes operadores:

Pu(x; a) := Qu(x; a)� �(u)S(x; a);

Lu(x; a) := C(x; a)� �� + Pu(x; a);

Llu(x; a) := (Lu)l(x; a);

donde (x; a) 2 K: Además de�na el operador T en BW (X) como

Tu(x) := ��nf
a2A(x)

Llu(x; a); 8x 2 X: (1.26)

Lema 1.6.4 Suponga que C1, C2, y C3 se satisfacen. Entonces el operador
T es un operador de contracción de LW (X) en sí mismo con módulo �.

Demostración. Primero probaremos que Tu 2 LW (X) para cada u 2
BW (X): Note que P (�j�; �) es un kérnel sobre X dado K y que PW � �W:
Entonces

jLu(x; a)j = jC(x; a)� �� + Pu(x; a)j

� jC(x; a)j+ j��j+ kukW

Z

X

W (y)P (dyjx; a)

� cW (x) + j��jW (x) + � kukW W (x)

� �W (x)

para todo (x; a) 2 K; donde � := c+ j��j+ � kukW : Entonces

��Llu(x; a)
�� � �W (x) 8(x; a) 2 K;

que a su vez implica que
jjTujjW � �:
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Por otra parte, puesto que Llu es semicontinua inferiormente, la desigual-
dad anterior y el Teorema de Selección (Observación 1.5.12) garantizan que
Tu 2 LW (X) para cada u 2 BW (X):
Ahora probaremos que T es un operador de contracción. Comencemos

observando que

jPu(x; a)� P�(x; a)j � � ku� �kW W (x)

para todo (x; a) 2 K; u; v 2 BW (X). De aquí se sigue la desigualdad

jLu(x; a)� L�(x; a)j = jPu(x; a)� P�(x; a)j

� � ku� �kW W (x):

Entonces

jTu(x)� Tw(x)j =

���� ��nf
a2A(x)

Llu(x; a)� ��nf
a2A(x)

Llw(x; a)

����

� sup
a2A(x)

��Llu(x; a)� Llw(x; a)
��

� sup
a2A(x)

jLu(x; a)� Lw(x; a)j

� � ku� wkW W (x); 8x 2 X:

La última desigualdad implica que

jjTu� TvjjW � � ku� wkW 8u; v 2 BW (X);

lo cual prueba que T es un operador de contracción sobre LW (X):

A continuación presentamos la demostración del Teorema 1.6.1.

Demostración del Teorema 1.6.1. En el lema 1.6.4 se probó que T :
LW (X) ! LW (X) es un operador de contracción. Puesto que LW (X) es
completo con respecto a la métrica inducida por k�kW , el Teorema de punto-
�jo de Banach garantiza la existencia de una función h� 2 LW (X) tal que

h�(x) = Th�(x)

= ��nf
a2A(x)

(C � �� +Qh� � �(h�)S)l(x; a);
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para todo x 2 X.
Probaremos que �(h�) = 0: Dado que Llh� � Lh�, se sigue que

h�(x) � C(x; a)� �� +Qh�(x; a)� �(h�)S(x; a) 8(x; a) 2 K:

Entonces para cada f 2 F se tiene la desigualdad

h�(x) � Cf (x)� �� +Qfh
�(x)� �(h�)Sf (x) 8x 2 X:

Integrando respecto a la medida invariante �f se obtiene

�f (h
�) � �f (Cf )� �� + �f (h

�)� �(h�)�f (Sf ) ;

y así vemos que
�(h�)�f (Sf ) � �f � �� 8f 2 F: (1.27)

Tomando ín�mo en ambos lados de (1.27) se obtiene

��nf
f2F

�
�(h�)�f (Sf )

�
� 0;

lo cual implica que �(h�) � 0 puesto que ��nf
f2F

�f (Sf ) � � > 0 por el Lema

1.6.3.
Demostremos ahora que �(h�) � 0. Por el Lema 1.5.13 Qh� es semicon-

tinua inferiormente en K; entonces

Lh� = C � �� +Qh� � �(h�)S

también es semicontinua inferiormente puesto que las funciones ��(h�)S y
C lo son. Por lo tanto

Llh� = Lh� = C � �� +Qh� � �(h�)S:

Por el Teorema de selección 1.5.12 existe f � 2 F tal que

h�(x) = Th�(x) = ��nf
a2A(x)

Lh�(x; a) (1.28)

= Cf�(x)� �� +Qf�h
�(x)� �(h�)Sf�(x):

para cada x 2 X. Integrando (1.28) con respecto a �f� tenemos la igualdad

�f�(h
�) = �f�(Cf�)� �� + �f�(h

�)� �(h�)�f�(Sf�);
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por lo que
�(h�)�f�(Sf�) = �f� � �� � 0:

Puesto que ��nf
f2F

�f (Sf ) > 0 tenemos que �f�(Sf�) > 0. Por lo tanto, �(h
�) � 0.

Con esto hemos demostrado que � (h�) = 0: Entonces la terna (��; h�; f�)
satisface las ecuaciones

h�(x) = ��nf
a2A(x)

[C(x; a)� �� +Qh�(x; a)] (1.29)

(1.30)

= Cf�(x)� �� +Qf�h
�(x) 8x 2 X;

lo cual demuestra la parte (a) del teorema.
La parte (b) se sigue directamente del Teorema 1.4.1 y el Lema 1.5.3.
Para la demostración de la parte (c) recordemos que F� es la clase de las

políticas estacionarias óptimas. Sea f 2 F� y consideremos la solución de la
ecuación de Poisson hf que satisface la condición �(hf ) = 0. Entonces

hf (x) = Lfhf (x) = Lhf (x; f(x))

� ��nf
a2A(x)

Lhf (x; a) = Thf (x) 8x 2 X:

De la desigualdad anterior se sigue

hf � T nhf 8n 2 N:

Puesto que h� es el único punto �jo de T en LW (X) y además T nhf ! h�,
vemos que

hf � h� 8n 2 N:

Por otra parte, sabemos que �� = �f� y h
� = hf� . Por lo tanto

h� = ��nf
f2F�

hf = hf� :



Capítulo 2

Juego semi-markoviano de
suma cero

2.1. Introducción

En este capítulo se estudia el juego semi-markoviano (JSM) de suma cero
en costo promedio y demostraremos la existencia de estrategias óptimas bajo
condiciones apropiadas.

En los JSM de suma cero se tiene un sistema dinámico cuyo compor-
tamiento es controlado por dos jugadores mediante estrategias. El sistema
cuenta una función de pago que permite medir su comportamiento y sus
valores dependen de las estrategias elegidas por los jugadores, donde una
ganancia para uno de los jugadores es una pérdida para el otro. El objetivo
del juego es encontrar estrategias de �equilibrio�. Para de�nir el sistema del
JSM de suma cero se necesita de�nir un modelo de juego semi-markoviano,
conjuntos de estrategias para cada jugador, y un índice de pago (en costo
promedio). En las secciones 2.2, 2.3 y 2.4 de�niremos estos conceptos.

El enfoque que usaremos para demostrar la existencia de estrategias óp-
timas consiste en garantizar la existencia de soluciones de la ecuación de
Shapley. Demostraremos que si existen soluciones a la ecuación de Shapley
con ciertas propiedades, entonces existen estrategias de equilibrio para el
JSM de suma cero en costo promedio. La ecuación de Shapley y su relación
con la existencia de equilibrios se presentan en la sección 2.4.

27
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Para demostrar la existencia de soluciones para la ecuación de Shapley se
necesita que juego satisfaga algunas condiciones. En este trabajo se va a con-
siderar cuatro clases de condiciones: condiciones de Lyapunov, de continuidad
y compacidad, de crecimiento, y una condición sobre el tiempo medio de per-
manencia. Las condiciones de Lyapunov nos permitirán obtener propiedades
de ergodicidad y estabilidad de los procesos asociados a las clases de las
estrategias estacionarias. Las condiciones de continuidad y compacidad nos
permitirán encontrar equilibrios para ciertos �juegos estáticos� asociados al
JSM. Estas clases de condiciones y algunos resultados derivados de ellas se
verán en la sección 2.5, mientras que en la sección 2.6 demostraremos la ex-
istencia de estrategias de equilibrio para el JSM por medio de �argumentos
de punto �jo�.

En la mayoría de los trabajos relacionados con juegos markovianos y
semi-markovianos se ha utilizado kérneles de transición fuertemente continu-
os (véase [15] y sus referencias). Pero en años recientes se ha mostrado en los
trabajos [13, 16] que es posible considerar kérneles de transición débilmente
continuos. En este trabajo también utilizaremos la condición de continuidad
débil del kérneles de transición para el JSM de suma cero en pago promedio
utilizando en el enfoque de �argumentos de punto �jo� usado en [23].

En la sección 2.7 se presenta un problema de control mini-max para un
sistema de inventario, el cual satisface las condiciones de optimalidad de la
sección 2.5. Finalizaremos el estudio del JSM de suma cero en costo prome-
dio en la sección 2.8 con una breve comparación de nuestro trabajo con los
resultados de la referencia [13].

2.2. El modelo de juego semi-markoviano

Para plantear un problema de optimalidad en un juego semi-markoviano
es necesario de�nir un modelo de juego semi-markoviano, los conjuntos de
estrategias admisibles para los jugadores y el índice de funcionamiento bajo
el cual se planteara el equilibrio del juego.

De�nición 2.2.1 Un juego semi-markoviano (JSM) de suma cero de
dos jugadores consta de los objetos

J = (X;A;B;KA;KB; F; r)
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donde:

(a) X es el espacio de estados posibles del juego.

(b) A y B son los espacios de acciones (controles) disponibles del
primer y segundo jugador para in�uir en el comportamiento del sistema,
respectivamente.

Supondremos que los conjuntos X; A y B son espacios de Borel, i.e., son
subconjuntos de Borel de espacios métricos separables y completos.

(c) Los conjuntos de restricciones KA y KB son subconjuntos de Borel de
X � A y X �B, respectivamente. Para cada x 2 X, las x-secciones

A(x) = fa 2 A : (x; a) 2 KAg

B(x) = fb 2 B : (x; b) 2 KBg

representan los conjuntos de acciones admisibles para el primer y el
segundo jugador en el estado x, respectivamente. El conjunto

K := f(x; a; b) : x 2 X; (x; a) 2 KA; (x; b) 2 KBg;

pertenece a la ��álgebra de Borel del producto cartesiano X � A � B
(véase [18]).

(d) F es un kérnel estocástico sobre R+ �X dado K. De�namos

F (t;Djx; a; b) := F ([0; t]�Djx; a; b)

G(tjx; a; b) := F (t;Xjx; a; b)

Q(Djx; a; b) := F (R+; Xjx; a; b)

para cada t 2 R+, D 2 B(X) y (x; a; b) 2 K. Suponemos que el kérnel
F satisface lo siguiente:

(d.1) F (�jx; a; b) es una medida regular sobre R+�X para cada (x; a; b) 2
K,

(d.2) para cada t 2 R+, D 2 B(X) y (x; a; b) 2 K se cumple que

F (t;Djx; a; b) = G(tjx; a; b)Q(Djx; a; b):
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(e) r : K� R+ ! R es una función medible y representa la función de pago
por etapa.

Intuitivamente nuestro modelo J representa un sistema dinámico que
evoluciona en el tiempo de la siguiente manera: el juego inicia en el estado
x0 = x 2 X y los jugadores seleccionan las acciones a0 = a 2 A(x) (jugador
1) y b0 = b 2 B(x) (jugador 2). Entonces el juego permanece en el estado x0
un tiempo aleatorio �1 = l 2 R+ determinado por la función de distribución
G(�jx0; a0; b0), es decir,

G(tjx; a; b) = Pr[�1 � tjx0 = x; a0 = a; b0 = b]:

El primer jugador recibe un pago r(x; a; b; l) del segundo jugador y el juego
pasa al estado x1 = y 2 X de acuerdo a la medida de probabilidadQ(�jx0; a0; b0),
es decir,

Q(Djx; a; b) = Pr[x1 2 Djx0 = x; a0 = a; b0 = b]:

Después de la transición al estado y ambos jugadores seleccionan las acciones
a1 = c 2 A(y) y b1 = d 2 B(y). El juego permanece en el estado y un
tiempo aleatorio �2 = k 2 R+ determinado por G(�jy; c; d) y así el primer
jugador recibe un pago r(y; c; d; k) del segundo jugador. Este proceso se repite
inde�nidamente generando el proceso

(x0; a0; b0; �1; x1; a1; b1; �2; :::);

donde xn y an, bn son el estado y las acciones elegidas por los jugadores en
la etapa n de juego, y �n es el tiempo que el juego permanece en el estado
xn antes de pasar al siguiente estado xn+1. Ahora, para cada n 2 N, el
conjunto de historias admisibles hasta la etapa n es el conjunto Hn :=
K�R+ �Hn�1, donde H0 := X. Una historia admisible hasta la etapa n
es un elemento jn de Hn y es denotado por

jn := (x0; a0; b0; �1; : : : ; xn�1; an�1; bn�1; �n; xn):
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2.3. Estrategias de juego

Las �reglas� por las cuales los jugadores eligen sus acciones en cada etapa
del juego se llaman estrategias. La forma en cómo se de�nen estas sucesiones
de reglas es análoga a la forma en que se de�nen las políticas de control del
primer capítulo, solo que ahora se consideran dos controladores (jugadores).

De�nición 2.3.1 Una estrategia de control �1 = f�n1gn2N0 para el primer
jugador es una sucesión de kérneles estocásticos �n1 sobre A dado Hn tales
que

�n1 (A(xn)jjn) = 1 8jn 2 Hn; n 2 N0:

La clase de tales estrategias será denotada por �1. Las estrategias para el
segundo jugador y la clase �2 de estas estrategias se de�nen de forma similar,
remplazando A por B.

En este capítulo las estrategias de mayor interés son las estacionarias
aleatorizadas y se de�nen de la siguiente manera: para cada x 2 X, deno-
taremos por A(x) al conjunto P(A(x)) y por �1 al conjunto de todos los
kérneles estocásticos '1 sobre A dado X tales que, '1(�jx) 2 A(x) para cada
x 2 X. Los conjuntos B(x) y �2 para el segundo jugador se de�nen de forma
similar, remplazando A por B. Diremos que una estrategia �i 2 �i (i = 1; 2)
es estacionaria si existe 'i 2 �i tal que

�ni (�jjn) = 'i(�jxn) 8jn 2 Hn; n 2 N0: (2.1)

Abusando de la notación, si �i 2 �i (i = 1; 2) es una estrategia esta-
cionaria y 'i 2 �i satisface (2.1), entonces escribiremos 'i en lugar de �i. En
adelante �i va a representar a la clase de las estrategias estacionarias para
el jugador i. De este modo �i � �i, para i = 1; 2.

Notación 2.3.2 (a) Para cada función u : K ! R medible, ('1; '2) 2
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�1 � �2 y (1; 2) 2 A(x)� B(x) de�na

u'1;'2(x) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

u(x; a; b)'1(dajx)'2(dbjx);

u1;'2(x) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

u(x; a; b)1(da)'2(dbjx);

u'1;2(x) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

u(x; a; b)'1(dajx)2(db);

u1;2(x) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

u(x; a; b)1(da)2(db);

para cada x 2 X y aquellas funciones u para las cuales las integrales tengan
sentido. En particular, con esta notación tendremos

Q'1;'2
(�jx) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

Q(�jx; a; b)'1(dajx)'2(dbjx);

para cada x 2 X.
(b) Para cada función w : X ! R medible de�na

Qw(x; a; b) :=

Z

X

w(y)Q(dyjx; a; b);

siempre que la integral esté bien de�nida. Combinando esta notación con la
del inciso (a), para cada ('1; '2) 2 �1��2 y (1; 2) 2 A(x)�B(x) se tiene

Q'1;'2
w(x) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

Qw(x; a; b)'1(dajx)'2(dbjx)

Q1;'2
w(x) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

Qw(x; a; b)1(da)'2(dbjx);

Q'1;2
w(x) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

Qw(x; a; b)'1(dajx)2(db);

Q1;2
w(x) :=

Z

B(x)

Z

A(x)

Qw(x; a; b)1(da)2(db):

para cada x 2 X y aquellas funciones w para las cuales las integrales tengan
sentido.
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(c) Sea � una medida sobre X. Para cada función u : X ! R medible
de�na

�(u) :=

Z

X

u(y)�(dy):

siempre que la integral esté bien de�nida.

El siguiente teorema garantiza la existencia del proceso fxn; an; bn; �n+1gn2N0
con las distribuciones marginales determinadas por la distribución del estado
inicial del sistema �, las estrategias �1 y �2 con las que eligen sus acciones los
jugadores, la ley de transición Q(�j�; �; �) y la distribución de los tiempos de
permanencia G(�j�; �; �). Por el Teorema de Ionescu-Tulcea [3, Theorem 2.7.2]
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.3 Sea 
 := (K� R+)1 y F la �-álgebra producto correspon-
diente. Para cada (�1; �2) 2 �1 � �2 y cada � 2 P(X) existe una medida de
probabilidad P �1;�2

� de�nida sobre el espacio medible (
;F) y un proceso es-
tocástico fxn; an; bn; �n+1gn2N0 que satisfacen las siguientes propiedades para
cada n 2 N0:

(a) P �1;�2
� [x0 2 D] = �(D) 8D 2 B(X);

(b) P �1;�2
� [an 2 C1jjn] = �n1 (C1jjn) 8C1 2 B(A);

(c) P �1;�2
� [bn 2 C2jjn] = �n2 (C2jjn) 8C2 2 B(B);

(d) P �1;�2
� [xn+1 2 Djjn; an; bn; �n+1] = Q(Djxn; an; bn) 8D 2 B(X):

(e) P �1;�2
� [�n+1 � tjjn; an; bn] = G(tjxn; an; bn) 8t � 0:

La esperanza con respecto a la medida de probabilidad P �1;�2
� será deno-

tada por E�1;�2
� . La medida � en el Teorema 2.3.3 representa la distribución

inicial del juego; si la medida � está concentrada en un estado x0 = x 2 X,
es decir,

�(D) = ID(x) 8D 2 B(X);

entonces escribiremos P �1;�2
x en lugar de P �1;�2

� , y a x le llamaremos el esta-
do inicial del juego. Nos vamos a referir a xn, an, y bn como las variables de
estado y de control del primer y segundo jugador en la etapa n, respectiva-
mente.
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2.4. El índice de pago promedio

El pago esperado promedio para el par de estrategias (�1; �2) 2 �1�
�2 dado el estado inicial x0 = x 2 X se de�ne como

J(x; �1; �2) := l��m inf
n!1

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 r(xk; ak; bk; �k+1)

E�1;�2
x Tn

;

donde Tn+1 := Tn + �n+1, con T0 � 0.
A las funciones

N(x) := sup
�12�1

��nf
�22�2

J(x; �1; �2);

M(x) := ��nf
�22�2

sup
�12�1

J(x; �1; �2):

se les llama valor inferior y valor superior del juego, respectivamente. En
general se tiene que

N(x) �M(x) 8x 2 X: (2.2)

Si se satisface la igualdad en (2.2), diremos que el juego tiene un valor y a la
función � : X ! R de�nida por

�(x) := N(x) =M(x):

le llamaremos el valor del juego semi-markoviano.
Supongamos que el juego tiene valor � y sea " > 0. Diremos que una

estrategia ��1 2 �1 es "-óptima para el primer jugador si se satisface la
desigualdad

��nf
�22�2

J(x; ��1; �2) � �(x)� " 8x 2 X: (2.3)

En caso de que la desigualdad (2.3) se satisfaga con " = 0, diremos que ��1
es óptima para el primer jugador. De manera similar, diremos que una
estrategia ��2 2 �2 es "-óptima para el segundo jugador si cumple

sup
�12�1

J(x; �1; �
�
2)� " � �(x) 8x 2 X: (2.4)

Si la desigualdad (2.4) se satisface con " = 0, diremos que ��2 es óptima
para el segundo jugador.
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La función

�(x; a; b) :=

Z +1

0

tG(dtjx; a; b) 8(x; a; b) 2 K;

es el tiempo medio de permanencia en el estado x 2 X cuando se toman
las decisiones a 2 A(x) y b 2 B(x), mientras que

R(x; a; b) :=

Z +1

0

r(x; a; b; t)G(dtjx; a; b) 8(x; a; b) 2 K;

es el pago esperado en el estado x 2 X cuando se toman las decisiones
a 2 A(x) y b 2 B(x).

Observación 2.4.1 Para cada (�1; �2) 2 �1 � �2, x 2 X, y k 2 N0 se
satisface

E�1;�2
x r(xk; ak; bk; �k+1) = E�1;�2

x R(xk; ak; bk); (2.5)

E�1;�2
x �k+1 = E�1;�2

x �(xk; ak; bk): (2.6)

Para veri�car esta observación note que para (�1; �2) 2 �1 � �2, x 2 X,
y k 2 N0 se cumple lo siguiente

E�1;�2
x [r(xk; ak; bk; �k+1)jjk; ak; bk] = E�1;�2

x [r(xk; ak; bk; �k+1)jxk; ak; bk]

=

Z +1

0

r(xk; ak; bk; t)G(dtjxk; ak; bk)

= R(xk; ak; bk):

De igual manera tenemos

E�1;�2
x [�k+1jjk; ak; bk] = E�1;�2

x [�k+1jxk; ak; bk]

=

Z +1

0

tG(dtjxk; ak; bk)

= �(xk; ak; bk)

Tomando esperanza se obtiene (2.5) y (2.6).

Observación 2.4.2 Para cada (�1; �2) 2 �1 � �2 y x 2 X, la función
J(x; �1; �2) se puede re-escribir como

J(x; �1; �2) := l��m inf
n!1

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 R(xk; ak; bk)

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

: (2.7)
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Para ver que se cumple esta observación tome (�1; �2) 2 �1��2, x 2 X,
y n 2 N0 arbitrarios. Ya que Tn =

Pn�1
k=0 �k+1, por la Observación 2.4.1 se

tiene que

E�1;�2
x Tn = E�1;�2

x

n�1P
k=0

�k+1 =
n�1P
k=0

E�1;�2
x �k+1

=
n�1P
k=0

E�1;�2
x �(xk; ak; bk)

= E�1;�2
x

n�1P
k=0

�(xk; ak; bk).

Con un procedimiento análogo se demuestra que

E�1;�2
x

n�1X

k=0

r(xk; ak; bk; �k+1) = E�1;�2
x

n�1X

k=0

R(xk; ak; bk):

El enfoque que utilizaremos para garantizar la existencia de equilibrios en
juegos semi-markovianos consiste en establecer condiciones para la existencia
de soluciones de la llamada ecuación de Shapley. Diremos que (�; h), con
� 2 R y h : X ! R medible, es una solución de la ecuación de Shapley si

h(x) = sup
12A(x)

��nf
22B(x)

�
R1;2

(x)� �� 1;2(x) +Q1;2
h(x)

�

= ��nf
22B(x)

sup
12A(x)

�
R1;2

(x)� �� 1;2(x) +Q1;2
h(x)

�

para cada x 2 X.
Sea " > 0 y (�; h) una solución de la ecuación de Shapley. Nuestro objetivo

es encontrar un par de estrategias estacionarias ('"1; '2) 2 �1 ��2 tales que

h(x) = sup
12A(x)

�
R1;'2

(x)� �� 1;'2(x) +Q1;'2
h(x)

�
(2.8)

� ��nf
22B(x)

�
R'"

1
;2
(x)� ��'"

1
;2
(x) +Q'"

1
;2
h(x)

�
+ ": (2.9)

El siguiente teorema muestra la relación entre la ecuación de Shapley y
la existencia de estrategias óptimas.
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Teorema 2.4.3 Suponga que (�; h) es una solución de la ecuación de Shap-
ley y que para cada " > 0 existe un par de estrategias estacionarias ('"1; '2) 2
�1��2 que satisface (2.8) y (2.9). Si para cada x 2 X y (�1; �2) 2 �1��2
se satisface para alguna constante �

l��m
n!1

E�1;�2
x

1

n

n�1P
k=0

�(xk; ak; bk) � � > 0; (2.10)

y

l��m
n!1

E�1;�2
x h(xn)

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

= 0; (2.11)

entonces � es el valor del juego, '"1 es "-óptima para el primer jugador y '2
es óptima para el segundo jugador.

Demostración. Sea " > 0. Demostraremos que '2 2 �2 es óptima y '
"
1 2 �1

es "-óptima. Sean �1 = f�01; �
1
1; : : :g 2 �1, n 2 N0, jn 2 Hn con x0 = x 2 X

arbitrarios pero �jos: Observemos primero que por (2.8) se satisface

h(x) �
�
R1;'2

(x)� �� 1;'2(x) +Q1;'2
h(x)

�
81 2 A(x): (2.12)

Iterando esta desigualdad se obtiene

h(x) � E�1;'2
x

n�1P
k=0

R(xk; ak; bk)� �E�1;'2
x

n�1P
k=0

�(xk; ak; bk) (2.13)

+E�1;'2
x h(xn)

para cada n 2 N. Dividiendo a ambos lados de (2.13) porE�1;'2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

y haciendo n!1, por (2.10) y (2.11) obtenemos que

0 � l��m inf
n!1

E
�1;'2
x

Pn�1
k=0 R(xk; ak; bk)

E
�1;'2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

� � (2.14)

= J(x; �1; '2)� �:

Entonces

� � sup
�12�1

J(x; �1; '2)

� ��nf
�22�2

sup
�12�1

J(x; �1; �2)

= M(x):
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Ahora sea �2 2 �2. Procediendo como antes obtenemos

0 � l��m inf
n!1

E
'"
1
;�2

x

Pn�1
k=0 R(xk; ak; bk)

E
'"
1
;�2

x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

� �+ l��m inf
n!1

n"

E
'"
1
;�2

x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

(2.15)

= J(x; '"1; �2)� �+
"

�
;

lo cual implica que

� � ��nf
�22�2

J(x; '"1; �2) +
"

�
(2.16)

� sup
�12�1

��nf
�22�2

J(x; �1; �2) +
"

�

= N(x) +
"

�
:

Pero (2.16) es válido para cada " > 0, de donde se sigue que

M(x) � � � N(x):

Por lo tanto M(x) = N(x) = � para cada x 2 X, i.e., � es el valor del juego.
Así, por (2.14) y (2.15) hemos llegado al resultado deseado.

En lo que sigue, probaremos que bajo condiciones adecuadas en el juego,
existen h : X ! R, � 2 R y ('"1; '2) 2 �1 � �2 (" > 0) que satisfacen
la ecuación de Shapley, las desigualdades (2.8) y (2.9), y los límites (2.10)
y (2.11). Por el Teorema 2.4.3 esto garantiza la existencia de estrategias
óptimas ("-óptimas).
Las condiciones que se impondrán al juego son variaciones de las condi-

ciones para el caso de procesos de control markoviano del capítulo anterior.
Además se incluye una condición relacionada con la función � .
Veamos ahora una observación que será de utilidad para las secciones

siguientes.

Observación 2.4.4 Sea ('1; '2) 2 �1��2 �jo pero arbitrario. El proceso de
los estados fxngn2N0 es una cadena de Markov con kérnel de transición en un
paso Q'1;'2

(�j�). En este caso, Qn
'1;'2

(�j�) representa el kérnel de transición en
la n-ésima etapa, para n 2 N0. Entonces, para cada w : X ! R se satisface

Qn
'1;'2

w(x) :=

Z

X

w(y)Qn
'1;'2

(dyjx) = E'1;'2
x w(xn);

para cada x 2 X y n 2 N0.
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2.5. Condiciones de optimalidad

En esta sección veremos las condiciones que le impondremos al modelo
para poder garantizar la existencia de estrategias óptimas ("-optimas).

Condición 2.5.1 (D1) Existe una constante positiva � tal que, �(x; a; b) �
� > 0 para cada (x; a; b) 2 K:

Observación 2.5.2 Suponga que se satisface D1. Para cada (�1; �2) 2 �1�
�2

l��m
n!1

1

n
E�1;�2
x

n�1X

k=0

�(xk; ak; bk) � � > 0:

Condición 2.5.3 (D2) Existe una función medible W : X ! R tal que
W � 1 y m�axf�(x; a; b); jR(x; a; b)jg � cW (x) para toda (x; a; b) 2 K, donde
c es una constante positiva.

La W�norma k�kW y los conjuntos BW (X), LW (X) y CW (W ) se de�nen
de la misma forma como se hizo en la sección 1.5 del primer capítulo.

Condición 2.5.4 (D3) Existe una función medible � : K! R+, una me-
dida no trivial � sobre X y una constante � 2 (0; 1) tal que, para cada
(x; a; b) 2 K; B 2 B(X), y ('1; '2) 2 �1 � �2 se cumple lo siguiente:

(a) �(W ) <1;

(b) Q(Bjx; a; b) � �(B)�(x; a; b);

(c) QW (x; a; b) � �W (x) + �(W )�(x; a; b);

(d) �(�'1;'2) > 0:

A continuación veremos una serie de resultados que son consecuencia de
las condiciones D1, D2 y D3.
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Lema 2.5.5 Si se satisface D2 y D3 entonces,

1 � E�1;�2
x W (xn) � �nW (x) +

�(W )

(1� �)�(X)
(2.17)

� �W (x) +
�(W )

(1� �)�(X)
(2.18)

para cada x 2 X; (�1; �2) 2 �1 ��2 y n 2 N0. Por lo tanto, para cada u 2
BW (X)

l��m
n!1

1

n
E�1;�2
x ju(xn)j = 0; (2.19)

Si adicionalmente se satisface D1, también se cumple que

l��m
n!1

E�1;�2
x u(xn)

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

= 0: (2.20)

Demostración. La demostración de (2.17) y (2.19) es análoga a la demostración
del Lema 1.5.3, por lo que solo demostraremos (2.20). Sean x 2 X; (�1; �2) 2
�1 � �2; y u 2 BW (X) arbitrarios pero �jos, entonces
�����

E�1;�2
x u(xn)

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

����� �
E�1;�2
x ju(xn)j

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

�
kukW E�1;�2

x W (xn)

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

�

�
�W (x) +

�(W )

(1� �)�(X)

�
kukW

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

:

De la Observación 2.5.2, se sigue (2.20), con lo que se concluye la demostración.

Observación 2.5.6 Para cada B 2 B(X) y (x; a; b) 2 K, de�na

Q̂(Djx; a; b) := Q(Djx; a; b)� �(D)�(x; a; b):

Supongamos que se cumple D2. Entonces Q̂(�j�; �; �) es un kérnel sobre X dado
K que satisface la desigualdad

jQ̂u(x; a; b)� Q̂�(x; a; b)j � � ku� �kW

para cada (x; a; b) 2 K y u; � 2 BW (X).
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Demostración. Este resultado se prueba como la Observación 1.5.4.

De�nición 2.5.7 Para u; � 2 BW (W ) y ('1; '2) 2 �1 � �2, de�nimos
L�'1;'2u : X ! R como

L�'1;'2u(x) := �(x) +

Z

X

u(y)Q̂'1;'2
(dyjx)

= �(x) +

Z

X

u(y)Q'1;'2
(dyjx)� �(u)�'1;'2(x):

Lema 2.5.8 Suponga que D3 se satisface. Entonces, para cada � 2 BW (X)
y cada ('1; '2) 2 �1��2, L

�
'1;'2

es un operador de contracción de BW (X) en
sí mismo con módulo �. Así, por el teorema de punto �jo de Banach, existe
una única función h�'1;'2(x) 2 BW (X) tal que

h�'1;'2(x) = �(x)+

Z

X

h�'1;'2(y)Qf (dyjx)��(h
�
'1;'2

)�'1;'2(x) 8x 2 X: (2.21)

Demostración. La demostración de este lema es análoga a la del Lema 1.5.6
al remplazar f 2 F por ('1; '2) 2 �1 � �2.

Lema 2.5.9 Suponga que D3 se satisface. Entonces, para cada ('1; '2) 2
�1 � �2 existe una constante k'1;'2 > 0 tal que

l��m
n!1

1

n
E'1;'2
x

n�1P
k=0

�'1;'2(xn) = k'1;'2 8x 2 X:

Demostración. La demostración de este lema es análoga a la del Lema 1.5.7
al remplazar f 2 F por ('1; '2) 2 �1 � �2.

En el siguiente teorema veremos una serie de resultados importantes, entre
los que se encuentra la existencia de una medida de probabilidad invariante
�'1;'2(�) para la cadena de Markov con probabilidad de transición Q'1;'2

(�j�).

Teorema 2.5.10 Bajo D3 se satisface lo siguiente. Para cada ('1; '2) 2
�1 � �2.

(a) La cadena Markov con probabilidad de transición Q'1;'2
(�j�) es �-irreducible

y Harris recurrente positiva con una única medida de probabilidad in-
variante �'1;'2(�);
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(b) �'1;'2(W ) <1;

(c) �'1;'2(�'1;'2) �
1� �

�(W )
�'1;'2(W ) � � :=

1� �

�(W )
> 0;

(d) si u 2 BW (X), entonces

l��m
n!1

1

n
E'1;'2
x

n�1P
k=1

u(xk) = �'1;'2(u) 8x 2 X:

Si además D1 y D2 se satisfacen, entonces:

(e) la constante

�'1;'2 :=
�'1;'2(R'1;'2

)

�'1;'2(�'1;'2)
(2.22)

es �nita;

(f) existe una única función h'1;'2 2 BW (X) que satisface la ecuación de
Poisson

h'1;'2(x) = R'1;'2
(x)� �'1;'2�'1;'2(x) (2.23)

+

Z

X

h'1;'2(y)Q'1;'2
(dyjx) 8x 2 X;

y �(h'1;'2) = 0;

(g)

J(x; '1; '2) = l��m
n!1

E
'1;'2
x

n�1P
k=0

R(xk; ak; bk)

E
'1;'2
x

n�1P
k=0

�(xk; ak; bk)

= �'1;'2 ;

para cada x 2 X.

Demostración. Sea ('1; '2) 2 �1 � �2 arbitrario pero �jo.
Las demostraciones de las partes (a), (b) y (c) son análogas a las demostra-

ciones de las partes (a), (b) y (c) del Teorema 1.5.8, remplazando solamente
f 2 F por ('1; '2) 2 �1 � �2.
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(d) Fijemos u 2 BW (X). Para cada w 2 BW (X) de�namos la función
T u'1;'2w : X ! R como

T u'1;'2w(x) = u(x)� �'1;'2(u) + Q̂'1;'2
w(x):

Por D3(c), T u'1;'2 mapea BW (X) en si mismo. Veamos que T u'1;'2 es un op-
erador de contracción.
Sean w; � 2 BW (X); entonces
���T u'1;'2w(x)� T u'1;'2�(x)

��� �

Z

X

jw(y)� �(y)j Q̂'1;'2
(dyjx)

� kw � �kW

Z

X

W (y)Q̂'1;'2
(dyjx)

� kw � �kW �W (x) 8x 2 X:

Se sigue que
T u'1;'2w � T u'1;'2�


W
� � kw � �kW ; i.e., T u'1;'2 es un operador

de contracción de BW (X) en si mismo con módulo �. Por el teorema de punto
�jo de Banach, existe una función hu 2 BW (X) que satisface

hu(x) = u(x)� �'1;'2(u)

+ Q'1;'2
hu(x)� �(hu)�'1;'2(x) 8x 2 X:

Integrando respecto a �'1;'2(�) obtenemos

�(hu)�'1;'2(�'1;'2) = 0;

y por la parte (c) obtenemos �(hu) = 0. Por lo tanto, hu satisface la ecuación

hu(x) = u(x)� �'1;'2(u) +Q'1;'2
hu(x) 8x 2 X: (2.24)

Iterando (2.24), obtenemos para cada n = 1; 2; : : :

hu(x) = E'1;'2
x

n�1P
k=0

u(xk)

�n�'1;'2(u) + E'1;'2
x hu(xn);

para cada x 2 X. Dividiendo por n, haciendo n ! 1, y aplicando el Lema
2.5.5 obtenemos

�'1;'2(u) = l��m
n!1

1

n
E'1;'2
x

n�1P
k=0

u(xk) 8x 2 X; (2.25)



44 CAPÍTULO 2. JUEGO SEMI-MARKOVIANO DE SUMA CERO

(e) Las condiciones D1 y D2 nos dicen que R'1;'2
; �'1;'2 2 BW (X) y

�'1;'2(�) � �, obtenemos (2.22).
(f) Para cada u 2 BW (X) de�namos la función T̂'1;'2u : X ! R como

T̂'1;'2u(x) :=
�R'1;'2

(x) + Q̂'1;'2
u(x);

donde �R'1;'2
(�) := R'1;'2

(�) � �'1;'2�'1;'2(�) y Q̂'1;'2
u(�) := Q'1;'2

u(�) �

�(u)�'1;'2(�): Se puede observar que T̂'1;'2 es un operador de contracción
de BW (X) en si mismo, con módulo �. Entonces existe una única función
h'1;'2 2 BW (X) tal que

h'1;'2(x) =
�R'1;'2

(x) + Q̂'1;'2
h'1;'2(x) 8x 2 X:

Luego, integrando ambos lados de la ecuación respecto a �'1;'2(�) se obtiene

�'1;'2(h'1;'2) = �'1;'2(R'1;'2
)� �'1;'2�'1;'2(�'1;'2)

+�'1;'2(h'1;'2)� �(h'1;'2)�'1;'2(�'1;'2):

Entonces, por la de�nición de �'1;'2,

�(h'1;'2)�'1;'2(�'1;'2) = 0:

Pero �'1;'2(�'1;'2) > 0 por (c). Esto implica que

�(h'1;'2) = 0

y así h'1;'2 satisface (2.23).
(g) La parte (d) implica que

�'1;'2(�'1;'2) = l��m
n!1

1

n
E'1;'2
x

n�1P
k=0

�'1;'2(xk) > 0 8x 2 X;

ya que por D2 se tiene que �'1;'2(�) 2 BW (X) y por D1 se cumple que
�'1;'2(�) > 0.
Por otra parte, iterando (2.23) y aplicando inducción, obtenemos para

cada n = 1; 2; : : :

h'1;'2(x) = E'1;'2
x

�
n�1P
k=0

R'1;'2
(xk)� �'1;'2

n�1P
k=0

�'1;'2(xk)

�

+E'1;'2
x h'1;'2(xn) 8x 2 X:
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Dividiendo por n, haciendo n!1 y aplicando el Lema 2.5.5 obtenemos

0 = l��m
n!1

1

n
E'1;'2
x

n�1P
k=0

R'1;'2
(xk)� �'1;'2 l��mn!1

1

n
E'1;'2
x

n�1P
k=0

�'1;'2(xk):

Por (2.25), tenemos que

�'1;'2 = l��m
n!1

E
'1;'2
x

Pn�1
k=0 R'1;'2

(xk)

E
'1;'2
x

Pn�1
k=0 �'1;'2(xk)

= J(x; '1; '2);

para cada x 2 X.

A continuación se muestra la última condición que le impondremos al
modelo

Condición 2.5.11 (D4) Para cada (x; a; b) 2 K,

(a) R es semicontinua inferiormente sobre K.

(b) El mapeo x 7! A(x) es semicontinuo superiormente y A(x) es completo
para cada x 2 X; el mapeo x 7! B(x) es semicontinuo inferiormente
con B(x) compacto y no-vacío para cada x 2 X.

(c) � es continua sobre K.

(d) La ley de transición Q es débilmente continua, esto es, Qu es continua
en K para cada u 2 Cb(X).

(e) W y QW son funciones continuas sobre X y K; respectivamente:

Asignamos a los conjuntos A := P(A), B := P(B), A(x) y B(x) (x 2 X)
la topología de la convergencia débil, es decir, una sucesión fngn2N en A(x)
converge a  2 A(x) si y sólo si n converge débilmente a , i.e.,

Z

A(x)

u(a)n(da)!

Z

A(x)

u(a)(da);
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para cada u 2 Cb(A(x)). Esta topología es metrizable, es decir, existe una
métrica en A(x) que induce la topología. Además A, B, A(x ) y B(x) son
espacios de Borel por ser A; B; A(x) y B(x) espacios de Borel (véase [4,
Corollary 7.25.1]).
Ahora de�na

�K := f(x; 1; 2) : x 2 X; 1 2 A(x); 2 2 B(x)g:

Por [18, Corollary 4.1 and Lemma 1.1], �K es un subconjunto de Borel del
espacio X � A� B.

Lema 2.5.12 Suponga que D2 y D4 se satisfacen. Para cada u : K ! R

s.c.i. en K; el mapeo (x; 1; 2) 7! u1;2(x); donde

u1;2(x) =

Z

A(x)

Z

B(x)

u(x; a; b)2(db)1(da);

es s.c.i. sobre �K. Además, si existe una constante positiva k tal que ju(x; a; b)j �
kW (x) para cada (x; a; b) 2 K, entonces

��u1;2(x)
�� � kW (x) 8 (x; 1; 2) 2 K.

Demostración. Por el Teorema A.0.6 (en el Apéndice), existe una sucesión
fung en Cb(K) tales que un " u. El teorema de convergencia monótona implica
que

l��m
n!1

(un)1;2(x) = l��m
n!1

Z

A(x)

Z

B(x)

un(x; a; b)2(db)1(da)

= u1;2(x) 8 (x; 1; 2) 2 K:

Por [19, Lemma 5.4], el mapeo (x; 1; 2) 7! (un)1;2(x) es continuo sobre
�K.

Entonces, por el Teorema A.0.7 del apéndice, el mapeo (x; 1; 2) 7! u1;2(x)
es semicontinuo sobre �K. La segunda parte de este lema resulta evidente ya
que W (�) no tiene argumentos en A y B.

Observemos que si se cumple la condición D4(b), por [12, Theorem 3]
y [4, Propositions 7.22 and 7.23], el mapeo x 7! A(x) es semicontinuo su-
periormente y A(x) es completo para cada x 2 X, mientras que el mapeo
x 7! B(x) es semicontinuo inferiormente con B(x) compacto y no-vacío para
cada x 2 X.
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Teorema 2.5.13 (de selección minimax) Suponga que D4(b) se satisface.
Sea U : K! R una función medible y de�na

Û(x) := ��nf
22B(x)

sup
12A(x)

U1;2(x); 8x 2 X:

Si el mapeo (x; 1; 2) 7! U1;2(x) es s.c.i. sobre
�K y U1;2(�) 2 BW (X) para

cada (x; 1; 2) 2 �K, entonces:

(a) Û es s.c.i. en X y además

Û(x) = ��nf
22B(x)

sup
12A(x)

U1;2(x)

= sup
12A(x)

��nf
22B(x)

U1;2(x);

(b) existe '2 2 �2 tal que

Û(x) = sup
12A(x)

U1;'2(x);

(c) para cada " > 0 existe '"1 2 �1 tal que

Û(x) � ��nf
22B(x)

U1;'"1(x) + ":

Demostración. Consulte Lemma 3.3 en [13].

Los teoremas de selección garantizan la existencia de selectores medibles,
como se muestra en la Observación 1.5.12. Pero en el caso de juegos con
dos o más jugadores ya no podemos garantizar la existencia de estrategias
deterministas, por lo que los selectores deben de tomar valores en espacios
de probabilidad. De este modo, los selectores en el Teorema 2.5.13 son los
kérneles '2 y '

"
1.

Con lo discutido en esta sección ya estamos preparados para demostrar
la existencia de estrategias estacionarias óptimas.
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2.6. Existencia de estrategias estacionarias óp-
timas

El resultado más importante de este capítulo es el Teorema 2.6.1, el cual
se enuncia líneas más abajo. En este teorema se a�rma que si se satisfacen
las condiciones D1-D4, entonces existe una solución a la ecuación de Shapley
(��; h�), una estrategia '�2 2 �2 óptima y para cada " > 0 una estrategia
'�;"1 2 �1 tal que '

�;"
1 es "-óptima.

Para la demostración del Teorema 2.6.1 se va a recurrir a una serie de
resultados que, entre otras cosas, nos dicen que el valor del juego está dado
por la constante �nita

�� = sup
'12�1

��nf
'22�2

�'1;'2 = ��nf
'22�2

sup
'12�1

�'1;'2 :

Teorema 2.6.1 Suponga que D1-D4 se satisfacen. Entonces existe h� 2
LW (X) y una constante �

� tal que

h�(x) = sup
12A(x)

��nf
22B(x)

�
R1;2

(x)� ��� 1;2(x) +Q1;2
h�(x)

�

= ��nf
22B(x)

sup
12A(x)

�
R1;2

(x)� ��� 1;2(x) +Q1;2
h�(x)

�
8x 2 X:

Además, existe '�2 2 �2 tal que

h�(x) = sup
12A(x)

�
R1;'

�

2
(x)� ��� 1;'�2(x) +Q1;'

�

2
h�(x)

�
(2.26)

y para cada " > 0, existe '�;"1 2 �1 tal que

h�(x) � ��nf
22B(x)

h
R'

�;"
1
;2
(x)� ���'�;"

1
;2
(x) +Q'

�;"
1
;2
h�(x)

i
+ ": (2.27)

Como consecuencia, �� es el valor del juego, '�;"1 es una política "-óptima para
el primer jugador, mientras que '�2 es una política óptima para el segundo
jugador.
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Lema 2.6.2 Suponga que D1-D3, y D4(e) se satisfacen, y sea S := �l; donde
�l es la envolvente inferior de � (véase la De�nición A.0.8 y el Lema A.0.9
en el Apéndice con Y = K). Entonces

QW (x; a; b) � �W (x) + �(W )S(x; a; b) 8(x; a; b) 2 K: (2.28)

Además

�'1;'2(S'1;'2) �
1� �

�(W )
�'1;'2(W ) � � > 0 8 ('1; '2) 2 �1 � �2: (2.29)

Demostración. La demostración de este lema es análoga a la del Lema 1.6.3
al remplazar f 2 F por ('1; '2) 2 �1 � �2.

Corolario 2.6.3 Si se satisfacen D1-D3, y D4(e), entonces

�'1;'2(W ) �
�(W )

(1� �)�(X)
; (2.30)

para cada ('1; '2) 2 �1 � �2.

Demostración. Sean x 2 X y ('1; '2) 2 �1 � �2 arbitrarios �jos. Como
S � �, entonces por D3(b), Q'1;'2

(�jx) � �(�)S'1;'2(x) de donde sigue que
1 � �(X)S'1;'2(x). Entonces 1 � �(X)�'1;'2(S'1;'2). Luego, por (2.29)

1

�(X)
�
1� �

�(W )
�'1;'2(W );

y así obtenemos (2.30).

Lema 2.6.4 Suponga que D1-D3, y D4(e) se satisfacen y de�na

�l := sup
'12�1

��nf
'22�2

�'1;'2 y �u := ��nf
'22�2

sup
'12�1

�'1;'2 :

Entonces

j�lj <1 y j�uj <1:
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Demostración. Sea ('1; '2) 2 �1 � �2. Dado que �'1;'2(�'1;'2) � � > 0
por D1, aplicando el Corolario 2.6.3 obtenemos

���'1;'2
�� �

�'1;'2(
��R'1;'2

��)
�'1;'2(�'1;'2)

�
c�'1;'2(W'1;'2

)

�'1;'2(�'1;'2)
(2.31)

(2.32)

�
c�(W )

�(1� �)�(X)
=
ck

�
;

donde k := �(W )
(1��)�(X)

. Entonces,

�1 < �
ck

�
� �'1;'2 �

ck

�
< +1;

lo cual implica las desigualdades

�1 < �
ck

�
� ��nf

 22�2
�'1; 2 8'1 2 �1;

y

sup
 12�1

� 1;'2 �
ck

�
< +1 8'2 2 �2:

Por lo tanto,

�1 < �
ck

�
� �l = sup

'12�1

��nf
'22�2

�'1;'2

� ��nf
'22�2

sup
'12�1

�'1;'2 = �u �
ck

�
< +1

lo cual demuestra el resultado deseado.

De�nición 2.6.5 Para cada u 2 BW (X) de�nimos las siguientes funciones
sobre K

Pu(x; a; b) := Qu(x; a; b)� �(u)S(x; a; b);

Lu(x; a; b) := R(x; a; b)� �l�(x; a; b) + Pu(x; a; b);

Llu(x; a; b) := (Lu)l (x; a; b):
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Para cada u 2 BW (X) de�nimos

Tu(x) := sup
12A(x)

��nf
22B(x)

Ll1;2u(x):

Lema 2.6.6 Suponga que D1-D4 se satisfacen. Entonces T es un operador
de contracción de LW (X) en si mismo con módulo � y existe h

� 2 LW (X)
tal que h� = Th�.

Demostración. Demostraremos primero que Tu 2 LW (X) para cada u 2
BW (X). Observemos que P (�j�; �; �) es un kérnel sobreX dado K y que PW �
�W . Entonces

jLu(x; a; b)j =
��R(x; a; b)� �l�(x; a; b) + Pu(x; a; b)

��

� jR(x; a; b)j+
���l�(x; a; b)

��+ jPu(x; a; b)j

� cW (x) + c
���l
��W (x) + � kukW W (x)

� �W (x)

para todo (x; a; b) 2 K, donde � := c+
���l
�� c+ � kukW . Se sigue que

jTu(x)j =

����� sup12A(x)

��nf
22B(x)

Ll1;2u(x)

�����

� sup
12A(x)

sup
22B(x)

���Ll1;2u(x)
���

� �W (x) 8x 2 X:

Por lo tanto
kTukW � �;

i.e., Tu 2 BW (X) para cada u 2 BW (X).
Por otra parte, el mapeo (x; 1; 2) 7! Ll1;2u(x) es s.c.i. en

�K y
��u1;2(x)

�� �
kukW W (x) por el Lema 2.5.12. El Teorema de selección minimax (Teo-
rema 2.5.13 (b)) y el Teorema A.0.7 (b) en el apéndice garantizan que
Tu 2 LW (X).
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Ahora demostraremos que T es un operador de contracción. Primero ob-
servemos que
��Llu(x; a; b)� Llw(x; a; b)

�� � sup
a2A(x); b2B(x)

jLu(x; a; b)� Lw(x; a; b)j

= sup
a2A(x); b2B(x)

jPu(x; a; b)� Pw(x; a; b)j

� � ku� wkW W (x) 8(x; a; b) 2 K:

Entonces, por el Lema A.0.11 y la condición D3(c) tenemos que

jTu(x)� Tw(x)j =

����� sup12A(x)

��nf
22B(x)

Ll1;2u(x)� sup
12A(x)

��nf
22B(x)

Ll1;2w(x)

�����

� sup
12A(x)

���� ��nf
22B(x)

Ll1;2u(x)� ��nf
22B(x)

Ll1;2w(x)

����

� sup
12A(x)

sup
22B(x)

���Ll1;2u(x)� Ll1;2w(x)
���

= sup
12A(x)

sup
22B(x)

����
Z

B(x)

Z

A(x)

�
Llu(x; a; b)� Llw(x; a; b)

�
1(da)2(db)

����

� � ku� wkW W (x)

para cada x 2 X. La ultima desigualdad implica que

kTu� Twk � � ku� wkW :

Por lo tanto, T es operador de contracción de LW (X) en sí mismo con módulo
�.

Lema 2.6.7 Suponga que D1-D4 se satisfacen. Sea h� 2 LW (X) como en el
Lema 2.6.6. Entonces �(h�) � 0.

Demostración. Sea " > 0. Para cada x 2 X, por el Teorema 2.5.13 (d);
existe '�;"1 2 �1 tal que

h�(x) = Th�(x) � ��nf
22B(x)

Ll'�;"
1
;2
h�(x) + ":
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Pero Llh� � Lh�, por lo cual, para cada 2 2 B(x)

h�(x) � R'
�;"
1
;2
(x)� �l�'�;"

1
;2
(x)

+Q'
�;"
1
;2
h�(x)� �(h�)S'�;"

1
;2
(x) + ":

Se sigue, para cada '2 2 �2 que

h�(x) � R'
�;"
1
;'2
(x)� �l�'�;"

1
;'2
(x) (2.33)

(2.34)

+Q'
�;"
1
;'2
h�(x)� �(h�)S'�;"

1
;'2
(x) + ":

Integrando (2.33) respecto a �'�;"
1
;'2
(�) se tiene que

�'�;"
1
;'2
(h�) � �'�;"

1
;'2
(R'

�;"
1
;'2
)� �l�'�;"

1
;'2
(�'�;"

1
;'2
)

+�'�;"
1
;'2
(h�)� �(h�)�'�;"

1
;'2
(S'�;"

1
;'2
) + ":

Entonces

�l � �'�;"
1
;'2
+
"� �(h�)�'�;"

1
;'2
(S'�;"

1
;'2
)

�'�;"
1
;'2
(�'�;"

1
;'2
)

:

Esta desigualdad es válida para cada " > 0.
Ahora demostraremos que �(h�) � 0. Supongamos que �(h�) > 0 y sea "

tal que
0 < " < �(h�)�:

Por el Corolario 2.6.3 tenemos que

�'�;"
1
;'2
(W ) �

�(W )

(1� �)�(X)
:

Por D2, resulta
�'�;"

1
;'2
(�'�;"

1
;'2
) � c�'�;"

1
;'2
(W );

y por el Lema 2.6.2
�'�;"

1
;'2
(S'�;"

1
;'2
) � � > 0:
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Entonces se tiene que

�l � �'�;"
1
;'2
+

h
"� �(h�)�'�;"

1
;'2
(S'�;"

1
;'2
)
i
(1� �)�(X)

�(W )c
(2.35)

(2.36)

� �'�;"
1
;'2
+
["� �(h�)�] (1� �)�(X)

�(W )c
:

Luego, aplicando ín�mo sobre '2 en ambos lados de (2.35) resulta la de-
sigualdad

�l � ��nf
'22�2

�'�;"
1
;'2
+
["� �(h�)�] (1� �)�(X)

�(W )

� �l +
["� �(h�)�] (1� �)�(X)

�(W )c
:

Esto es una contradicción puesto que "� �(h�)� < 0, por lo tanto �(h�) � 0.

Lema 2.6.8 Suponga que D1-D4 se satisfacen. Entonces �� := �l = �u.

Demostración. Sea u 2 LW (X). Las funciones Qu, ��(h�)S, R y � son
s.c.i. en K por la de�nición de S, la condición D4 y el Lema 1.5.13. Entonces
Lh� = R� �l� +Qh� � �(h�)S es s.c.i. en K. Por lo cual

Llh� = Lh� = R� �l� +Qh� � �(h�)S:

Por el Teorema 2.5.13 existe '�2 2 �2 tal que

h�(x) = Th�(x) = sup
12A(x)

��nf
22B(x)

L1;2h
�(x)

= sup
12A(x)

L1;'�2h
�(x) 8x 2 X:

Entonces, para cada '1 2 �1

h�(x) � R'1;'
�

2
(x)� �l�'1;'�2(x) +Q'1;'

�

2
h�(x)

��(h�)S'1;'�2(x) 8x 2 X:
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Integrando respecto a �'1;'�2(�) obtenemos

�l �
�'1;'�2(R'1;'

�

2
)

�'1;'�2(�'1;'
�

2
)
� �(h�)

�'1;'�2(S'1;'
�

2
)

�'1;'�2(�'1;'
�

2
)

= �'1;'�2 � �(h�)
�'1;'�2(S'1;'

�

2
)

�'1;'�2(�'1;'
�

2
)

� �'1;'�2 :

Calculando supremo sobre �1 a ambos lados de la desigualdad, tenemos que

�l � sup
'12�1

�'1;'�2 � ��nf
'22�2

sup
'12�1

�'1;'2 = �u

Por lo tanto, �l = �u.

Lema 2.6.9 Suponga que D1-D4 se satisfacen. Sea h� 2 LW (X) como en el
Lema 2.6.6: Entonces �(h�) = 0.

Demostración. Procediendo como en la demostración del lema anterior,
existe '�2 2 �2 tal que

h�(x) � R'1;'
�

2
(x)� ���'1;'�2(x)

+ Q'1;'
�

2
h�(x)� �(h�)S'1;'�2(x) 8x 2 X; '1 2 �1:

Integrando respecto a �'1;'�2(�) obtenemos

�(h�)�'1;'�2(S'1;'
�

2
) � �'1;'�2(�'1;'

�

2
)
h
�'1;'�2 � ��

i

= �'1;'�2(�'1;'
�

2
)

"
�'1;'�2 � ��nf

'22�2
sup
 12�1

� 1;'2

#

� �'1;'�2(�'1;'
�

2
)

"
�'1;'�2 � sup

 12�1

� 1;'�2

#
:

Entonces

�(h�)
�'1;'�2(S'1;'

�

2
)

�'1;'�2(�'1;'
�

2
)
� �'1;'�2 � sup

 12�1

� 1;'�2 8'1 2 �1
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Calculando el supremo sobre �1 en ambos lados de la desigualdad obtenemos

sup
'12�1

"
�(h�)

�'1;'�2(S'1;'
�

2
)

�'1;'�2(�'1;'
�

2
)

#
� 0:

Por (2.29) tenemos sup'12�1
�'1;'

�

2
(S'1;'�2

)

�'1;'
�

2
(�'1;'�2

)
� 0, lo cual implica �(h�) � 0. Por

lo tanto, por el Lema 2.6.7, �(h�) = 0.

A continuación se demuestra el Teorema 2.6.1.

Demostración del Teorema 2.6.1. Por los Lemas 2.6.6 y 2.6.9 existe
h� = Th� 2 LW (X) tal que �(h�) = 0, y por el Teorema de selección minimax
(Teorema 2.5.13), se satisface la ecuación

h�(x) = sup
12A(x)

��nf
22B(x)

�
R1;2

(x)� ��� 1;2(x) +Q1;2
h�(x)

�

= ��nf
22B(x)

sup
12A(x)

�
R1;2

(x)� ��� 1;2(x) +Q1;2
h�(x)

�
8x 2 X:

Además, existe '�2 2 �2 tal que

h�(x) = sup
12A(x)

�
R1;'

�

2
(x)� ��� 1;'�2(x) +Q1;'

�

2
h�(x)

�

y para cada " > 0, existe '�;"1 2 �1 tal que

h�(x) � ��nf
22B(x)

h
R'

�;"
1
;2
(x)� ���'�;"

1
;2
(x) +Q'

�;"
1
;2
h�(x)

i
+ ":

Por otra parte, por la Observación 2.5.2 se cumple

l��m
n!1

E�1;�2
x

1

n

n�1X

k=0

�(xk; ak; bk) � � > 0;

y por el Lema 2.5.5 se tiene que

l��m
n!1

E�1;�2
x h�(xn)

E�1;�2
x

Pn�1
k=0 �(xk; ak; bk)

= 0:

Entonces, por el Teorema 2.4.3, la estrategia '�;"1 2 �1 es "-óptima para el
primer jugador, '�2 2 �2 es óptima para el segundo jugador y �

� es el valor
del juego.
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Observación 2.6.10 El juego markoviano (JM) es un caso particular del
JSM al hacer

G(tjx; a; b) = I[1;1)(t) 8(x; a; b) 2 K;

es decir, el tiempo de permanencia en los estados es siempre de una unidad.
De esta forma se tiene que � � 1 y Tn = n para cada n 2 N.

2.7. Ejemplo

En esta sección se presenta un ejemplo de un juego markoviano que satis-
face las condiciones del Teorema 2.6.1. En este ejemplo el kérnel de transición
no es fuertemente continuo.
Consideremos un proceso de inventarios que evoluciona de acuerdo a la

ecuación en diferencias

xn+1 = (xn + an � Zn+1)
+; n 2 N0;

donde

xn 2 X = R+ es el inventario al inicio del periodo n;

an 2 A(xn) � A = [0; a�] es la cantidad de producto que ordena el
controlador (el primer jugador) al inicio del periodo n;

Zn � 0 representa la demanda durante el n-ésimo periodo.

En este caso el segundo jugador será la "naturaleza", que en cada periodo
n toma del conjunto

B(xn) � B = fG1; : : : ; GNg � P([0;+1));

una distribución Gi para Zn. Si Ei representa el operador esperanza respecto
a Gi, entonces

EiZn = z� 8i = 1; : : : N; n 2 N:

El kérnel de transición para este modelo queda de�nido de la siguiente man-
era:

Q(Djx; a; i) =

Z 1

0

ID(x+ a� z)+Gi(dz) 8D 2 B(X):

Supondremos que el juego satisface las siguientes condiciones
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A1 z� > a�

A2 m�ax
1�i�N

Gi(z) < 1 para todo z 2 [0;1)

La función de pago por etapa está dada por

R(x; a; i) = �1Ifa 6=0g + �2a+ �3

Z 1

0

(x+ a� z)+Gi(dz);

para cada (x; a; i) 2 K, donde �1; �1; �1 2 R+ son constantes.
Al ser un juego markoviano la condición D1 se satisface trivialmente. A

continuación veremos que se satisfacen D2, D3 y D4.

Observemos lo siguiente. Sea

	i(p) :=

Z 1

0

ep(a
��z)Gi(dz); p � 0;

la función generadora de momentos de a� � Z donde Z es una v.a. con
distribución Gi. Observe que 	i(0) = 1, y por A1,

d	i
dp
(0) = a� � z� < 0; 8i = 1; : : : ; N;

Dado que 	i es continua en R+, existe �i > 0 tal que

	i(y) < 1 8y 2 (0; �i):

Si r := m��n
n
�1
2
; : : : ; �N

2

o
se tiene que

	i(r) =: �i < 1 8i = 1; : : : ; N:

De�namos

V (x) := erx � 1 y � := m�axf�1; : : : ; �Ng 8x 2 X:

Ahora estamos preparados para demostrar que se satisface D3. Sean D 2
B(X) y (x; a; i) 2 K. Por ser Gi distribución de probabilidad, existe x� 2 X
tal que

m�ax
1�i�N

[1�Gi(x)] <
1� �

2
; 8x > x�, (2.37)
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y de�namos
� := m��n

1�i�N
[1�Gi(x

� + a�)]:

donde � > 0 por A2. Entonces

Q(Djx; a; i) =

Z 1

0

ID((x+ a� z)+)Gi(dz)

=

Z x+a

0

ID(x+ a� z)Gi(dz) +

Z 1

x+a

ID(0)Gi(dz)

�

Z 1

x+a

ID(0)Gi(dz) = ID(0)[1�Gi(x+ a)]

� I[0;x�](x)ID(0)[1�Gi(x+ a)]:

Ahora, si x 2 (x�;1) se tiene que

Q(Djx; a; i) � I[0;x�](x)ID(0)[1�Gi(x+ a)] = 0:

Por otra parte, si x 2 [0; x�] se sigue que

Q(Djx; a; i) � I[0;x�](x)ID(0)[1�Gi(x+ a)]

= ID(0)[1�Gi(x+ a)]

� ID(0)[1�Gi(x
� + a�)]

� �ID(0):

Por lo tanto

Q(Djx; a; i) � �I[0;x�](x)ID(0) (2.38)

(2.39)

= �(x; a; i)�(D);

donde �(x; a; i) := �I[0;x�](x) y �(D) := ID(0). Con esto hemos demostrado
D3(b), y por la de�nición de �(D) se satisface D3(a). Además, dado que
�(�I[0;x�]) = �I[0;x�](0) = �, D3(d) también se cumple.
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Por otra parte
Z

X

V (y)Q(dyjx; a; i) =

Z 1

0

V ((x+ a� z)+)Gi(dz)

=

Z x+a

0

V (x+ a� z)Gi(dz) +

Z 1

x+a

V (0)Gi(dz)

=

Z x+a

0

er(x+a�z)Gi(dz) + 1�Gi(x+ a)

� V (x)

Z 1

0

er(a�z)Gi(dz) + [1�Gi(x)]

� V (x)

Z 1

0

er(a
��z)Gi(dz) +

1� �

2

� �V (x) + I[0;x�](x)

�
1 + �

2
V (x) + I[0;x�](x):

Por lo tanto
Z

X

V (y)Q(dyjx; a; i) �
1 + �

2
V (x) + I[0;x�](x): (2.40)

De�namos ahora
W (x) := V (x) +

1

�
; � :=

1 + �

2
:

Aplicando (2.40)
Z

X

W (y)Q(dyjx; a; i) =

Z

X

V (y)Q(dyjx; a; i) +
1

�

�

�
�V (x) +

1

�

�
+ I[0;x�](x)

�

�
�V (x) +

1

�

�

+�I[0;x�](x)

�
1

�
+

Z

X

V (y)�(dy)

�
:
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Por otro lado, dado que V (x) � 1, se sigue que

1

�

�
1� �

1 + 1
�

�
V (x) �

1

�

�
1� �

1 + 1
�

�
: (2.41)

Mediante cálculos algebraicos simples, (2.41) es equivalente a la desigualdad
�
� + 1

�

1 + 1
�

��
V (x) +

1

�

�
=

� + 1
�

1 + 1
�

W (x)

� �V (x) +
1

�
:

EntoncesZ

X

W (y)Q(dyjx; a; i) �
� + 1

�

1 + 1
�

W (x) + �I[0;x�](x)

Z

X

W (y)�(dy)

= �W (x) + �(x; a; i)

Z

X

W (y)�(dy);

donde � := �+ 1

�

1+ 1

�

. Observemos que � 2 (0; 1) ya que � 2 (0; 1), por lo cual

� 2 (0; 1). De este modo hemos demostrado que se satisface D3(c). Por lo
tanto, el sistema cumple D3.

Para veri�car D2 basta observar lo siguiente

jR(x; a; i)j =

�����1Ifa 6=0g + �2a+ �3

Z 1

0

(x+ a� z)+Gi(dz)

����

� �1 + �2a
� + �3

Z 1

0

(x+ a� z)+Gi(dz)

= �1 + �2a
� + �3

Z x+a

0

(x+ a� z)Gi(dz)

� �1 + �2a
� + �3

Z 1

0

(x+ a)Gi(dz)� �3

Z x+a

0

zGi(dz)

� �1 + �2a
� + �3 (x+ a�)

�
h
�3 + (�2 + �3) a

� +
�3
r

i
V (x)

�
h
�1 + (�2 + �3) a

� +
�3
r

i
W (x):
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Por lo tanto, el sistema cumple D2.

Ahora demostraremos que se satisface D4. Dado que B es �nito, para
veri�car que este conjunto de condiciones se satisface, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que B = fG1g. Trivialmente se satisfacen la partes
(a), (b) y (c) de D4, ya que para cada (x; a; i) 2 K, �(x; a; i) = 1 y además
A(x) = [0; a�] y B(x) = fG1; : : : ; GNg.
Demostremos que Q es débilmente continuo y R es semicontinua sobre

K. Sea u 2 Cb(X) y f(yk; ck; 1)gn2N una sucesión convergente en K tal que
(yk; ck) ! (y; c). Observe que que existe M > 0 tal que jykj � M para cada
k 2 N. El mapeo z 7! (y + c � z)+ es continuo y dominado por M + a�,
entonces por el teorema de convergencia dominada tenemos

l��m
k!1

Z 1

0

(yk + ck � z)+G1(dz) =

Z 1

0

(y + c� z)+G1(dz);

y también

l��m
k!1

Z

X

u(z)Q(dzjyk; ck; 1) = l��m
k!1

Z 1

0

u((yk + ck � z)+)G1(dz)

=

Z 1

0

u((y + c� z)+)G1(dz)

=

Z

X

u(z)Q(dzjy; c; 1):

Además, como Ifc 6=0g es una función s.c.i., se tiene que

l��m inf
k!1

R(yk; ck; 1) = l��m inf
k!1

�
�1Ifck 6=0g + �2ck + �3

Z 1

0

(yk + ck � z)+G1(dz)

�

= l��m inf
k!1

�1Ifck 6=0g + �2c+ �3

Z 1

0

(y + c� z)+G1(dz)

� �1Ifc 6=0g + �2c+ �3

Z 1

0

(y + c� z)+G1(dz)

= R(y; c; 1):

Por lo tanto Q es débilmente continuo y R es s.c.i. en K.
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Veamos ahora que QW es continua en K. Para cada z 2 [0;1) y k 2 N,

W ((yk + ck � z)+) = V ((yk + ck � z)+) +
1

�

� V (M + a�) +
1

�
:

Entonces, por la continuidad de W y el teorema de convergencia dominada,
se tiene que

l��m
k!1

Z

X

W (z)Q(dzjyk; ck; 1) = l��m
k!1

Z 1

0

W ((yk + ck � z)+)G1(dz)

=

Z 1

0

W ((y + c� z)+)G1(dz)

=

Z

X

W (z)Q(dzjy; c; 1):

Con esto hemos demostrado D4(d) y D4(e). Por lo tanto, el sistema satisface
D4.

Observación 2.7.1 Si no se satisface A2, el kérnel Q podría no ser fuerte-
mente continuo

Por ejemplo, tomemos
G1 = I[z�;1)

donde z� > 0, c 2 (0; a�) y ck = m��n
�
c+ 1

k
; a�
	
, k 2 N. Note que ck ! c y

m�ax
1�i�N

Gi(z
�) = G1(z

�) = 1;

es decir, la condición A2 no se satisface.
Ahora consideremos la función u = I[0;c] y observe que

Z

X

u(z)Q(dzjz�; ck; 1) =

Z 1

0

u((z� + ck � z)+)G1(dz)

= u(z� + ck � z�)

= I[0;c](ck) = 0;
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y
Z

X

u(z)Q(dzjz�; c; 1) =

Z 1

0

u((z� + c� z)+)G1(dz)

= I[0;c](c) = 1:

Por lo tanto
l��m
k!1

Qu(z�; ck; 1) = 0 6= 1 = Qu(z�; c; 1);

i.e., la función Qu(z�; �; 1) no es continua sobre A(z�). Para mas detalles
acerca de este ejemplo se puede consultar [6] y [13].

2.8. Observaciones �nales

Un problema que no abordamos explícitamente en este trabajo fue el
problema de control óptimo semi-markoviano (PCOSM) en costo promedio.
Esto se debe a que se puede deducir un teorema análogo al Teorema 1.6.1
para este modelo sin hacer grandes cambios a lo ya hecho en los capítulos 1
y 2.

Otra observación que es importante remarcar es que Jaskiewicz en [13]
hace uso de una serie de condiciones distintas a las que usamos en este capí-
tulo para resolver el mismo problema: la existencia de estrategias óptimas
("-óptimas) para el juego semi-markoviano en pago promedio. La diferencia
entre las condiciones usadas en [13] y las que se vieron en la sección 2.5 es
que Jaskiewicz usa la condición que se muestra a continuación.

Condición 2.8.1 (D5) Existe un conjunto C 2 B(X), un conjunto abierto
~C � C, medida no trivial � 2 P(C), �; � 2 (0; 1), �; � > 0 y � < 1 tales que,
para cada D 2 B(C) se cumple lo siguiente:

(a) QW (x; a; b) � �W (x) + �IC(x) 8(x; a; b) 2 K,

(b) �( ~C) > 0,

(c) Q(Djx; a; b) � ��(D) para cada x 2 C; a 2 A(x) y b 2 B(x),
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(d) sup
x2C

W (x) <1,

(e) H(�jx; a; b) � � para cada x 2 C; a 2 A(x) y b 2 B(x).

Si se cumple D5 entonces se cumplen las condiciones D3 y D1. La condi-
ción D3 es menos restrictiva que la condición D5 en [13]. Además, el enfoque
de punto �jo desarrollado en la presente tesis es más directo y simple que el
de [13].
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Apéndice A

Funciones Semicontinuas

Las demostraciones de los resultados que aquí se presentan sin demostración
se pueden encontrar en el apéndice 2 de [3].

De�nición A.0.2 Sea (Y; d) un espacio métrico. Decimos que la función
f : Y ! �R es semicontinua inferiormente (s.c.i.) sobre Y si para cada
a 2 �R, fy 2 Y : f(x) > ag es abierto. Y es semicontinua superiormente
(s.c.s.) si fy 2 Y : f(x) < ag es abierto.

Observación A.0.3 La función v es continua si y solo si es v s.c.i. y s.c.s.

Observación A.0.4 f es s.c.i. si y solo si �f es s.c.s..

Teorema A.0.5 La función f : Y ! �R es s.c.s si y sólo si para cada suce-
sión (yn)n2N que converge a y 2 Y

f(y) � l��m inf
n!1

f(yn)

y f es s.c.s. si y solo si f(y) � l��m sup
n!1

f(yn).

Teorema A.0.6 Si u : Y ! R es semicontinua inferiormente y acotada
inferiormente, entonces existe una sucesión (un)n2N de funciones en Cb(Y )
tal que un " u (si u es s.c.s. y acotada superiormente, entonces existe una
sucesión (un)n2N en Cb(Y ) tal que un # u).

67
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Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que u � 0. De�-
namos d0 : Y � Y ! R como

d0(x; y) :=
d(x; y)

1 + d(x; y)
;

La función d0 es una métrica en Y que es acotada por 1. Más aún, d0 es una
métrica en Y equivalente a d, i.e., podemos usar d0 en lugar de d en lo que a
topología se re�ere.
Ahora, para cada n 2 N �jo, de�nimos la función un : Y ! R como

un(y) := ��nf
x2Y

[u(x) + nd0(x; y)] :

Observemos que

0 � un(y) = ��nf
x2Y

[u(x) + nd0(x; y)]

� ��nf
x2Y

[u(x) + n]

= ��nf
x2Y

u(x) + n 8y 2 Y;

i.e., un es acotada. Por otra parte

un(y) � u(y) + nd0(y; y) = u(y) 8y 2 Y;

entonces un � u. Además, por de�nición un�1 � un, i.e., la sucesión (un)n2N
es monótona. Por lo tanto, existe h : Y ! R tal que un " h � u.
Veamos ahora que un es continua para cada n 2 N. Sean x; y 2 Y arbi-

trarios �jos, entonces

u(z) + nd0(z; y) � u(z) + nd0(z; x) + nd0(x; y) 8z 2 Y;

por lo cual

un(y) = ��nf
z2Y

[u(z) + nd0(z; y)]

� ��nf
z2Y

[u(z) + nd0(z; x)] + nd0(x; y)

= un(x) + nd0(x; y):

Por simetría
jun(x)� un(y)j � nd0(x; y)
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Como d0 es una métrica en Y equivalente a d, se sigue que un es continua en
Y .
Demostremos que un ! u. Sea " > 0. Por la de�nición de ín�mo, para

cada n 2 N y y 2 Y �jos, existe zn 2 Y tal que

un(y) + " > u(zn) + nd0(y; zn) � nd0(y; zn): (A.1)

Pero un(y) + " � u(y) + ", entonces

0 = l��m
n!1

u(y) + "

n
� l��m sup

n!1
d0(y; zn) � 0;

por lo tanto l��mn!1 d
0(y; zn) = 0, i.e., zn ! y. Dado que u es s.c.i.,

l��m inf
n!1

u(zn) = sup
n2N

��nf
k�n

u(zn) � u(y):

Entonces, existe N 2 N tal que, para cada n > N , u(zn) > u(y) � ". Si
además aplicamos (A.1), se sigue que

un(y) > u(zn) + nd0(y; zn)� " � u(zn)� "

> u(y)� 2":

Por lo tanto 0 � un " u.

Teorema A.0.7 Sea (un)n2N una sucesión de funciones s.c.i. sobre (Y; d).
(a) si un es s.c.i. para cada n 2 N, entonces supn2N un es s.c.i.;
(b) si un " u, entonces u es s.c.i..

De�nición A.0.8 Sea (Y; d) un espacio métrico. Para la función v : Y ! R

de�namos

vl(y) := sup
r>0

��nf
t2Br(y)

v(t) (A.2)

= l��m
r!0+

��nf
t2Br(y)

v(t);

donde Br(y) := ft 2 Y : d(y; t) < rg para cada r > 0. A vl le llamaremos la
envolvente inferior de v.

Lema A.0.9 La función de�nida en (A.2) satisface lo siguiente
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(a) vl es semicontinua inferiormente.

(b) si w � v entonces wl � vl:

(c) v es s.c.i. si y solo si v = vl:

(d) si w � v y v es s.c.i., entonces wl � v.

Asi como se de�nió vl, también podemos de�nir la envolvente superior
de v como

vu(s) := ��nf
r>0

sup
t2Br(y)

v(t) (A.3)

= l��m
r!0+

sup
t2Br(y)

v(t)

De este modo tenemos el siguiente lema

Lema A.0.10 La función de�nida en (A.3) satisface lo siguiente

(a) vu es semicontinua superiormente.

(b) si w � v entonces wu � vu:

(c) v es s.c.s. si y solo si v = vu:

(d) si w � v y v es s.c.s., entonces wu � v.

Lema A.0.11 Sea w : Y ! [1;1) una función continua de�nida sobre el
espacio métrico (Y; d). Entonces

(a) ul 2 Lw(Y ) para cada u 2 Bw(Y )

(b)
ul � vl


w
� ku� vkw para cada u; v 2 Bw(Y )

Demostración. La parte (a) se deduce por (A.0.9). Para demostrar la parte
(b) observemos que para cada u; v 2 Bw(Y ), las desigualdades

���� ��nf
t2Br(y)

u(t)� ��nf
t2Br(y)

v(t)

���� � sup
t2Br(y)

ju(t)� v(t)j

� ku� vkw sup
t2Br(y)

w(t) 8y 2 Y;
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se satisfacen para cada r > 0: Por (A.0.3), w = wu, entonces
��ul(y)� vl(y)

�� � ku� vkw l��m
r!0+

sup
t2Br(y)

w(t)

� ku� vkw w(y) 8y 2 Y;

y con esto hemos demostrado (b).
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Apéndice B

Correspondencias

De�nición B.0.12 Sean X y Y conjuntos no vacíos. Una correspondencia
' de X a Y es una función que asigna a cada x en X un elemento '(x) del
conjunto potencia 2Y , es decir, ' es una función con dominio X y contrado-
minio 2Y .
Para representar una correspondencia de X a Y usaremos la notación

' : X � Y .

De�nición B.0.13 Sea ' : X � Y una correspondencia. De�nimos a la
grá�ca de ' como el conjunto

Gr' := f(x; y) 2 X � Y : y 2 '(x)g:

De�nición B.0.14 Sea X un espacio topológico, x 2 X y F � X. Diremos
que V es una vecindad de x, si existe un abierto A tal que x 2 A � V .
Análogamente, S es una vecindad de F si existe un abierto O tal que F �
O � S. A los conjuntos A y O se les llama vecindad abierta de x y F
respectivamente.

De�nición B.0.15 Sean X; Y espacios topológicos y ' : X � Y una cor-
respondencia.

(a) Se dice que ' es semicontinua superiormente en x 2 X, si para cada
vecindad U de '(x) existe una vecindad V de x tal que

'(z) � U 8z 2 V:
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(b) Se dice que ' es semicontinua inferiormente en x 2 X, si para cada
conjunto abierto U tal que U \ '(x) 6= ?, existe una vecindad V de x,
tal que

U \ '(x) 6= ? 8z 2 V:

(c) Se dice que ' es continua en x 2 X, si es semicontinua superiormente
e inferiormente en x.

La correspondencia ' es semicontinua superiormente (inferiormente)
en X si lo es en cada punto x 2 X, análogamente ' es continua en X si lo
es en cada x 2 X.

Teorema B.0.16 Sean X; Y espacios métricos y ' : X � Y una correspon-
dencia. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) ' es semicontinua inferiormente en x.

(b) Para cada sucesión (xn)n2N que converge a x y para cada y 2 '(x) existe
una sucesión (yn)n2N que converge a y y tal que

yn 2 '(xn) 8n 2 N.

Demostración. La demostración se puede ver en [7, Teorema 1.2.3].

Teorema B.0.17 Sean X; Y espacios métricos y ' : X � Y una correspon-
dencia. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) ' es semicontinua superiormente en x y '(x) es compacto.

(b) Para cada sucesión ((xn; yn))n2N � Gr', tal que (xn)n2N es convergente
a x, se tiene que la sucesión (yn)n2N tiene un punto de acumulación en
'(x).

Demostración. La demostración se puede ver en [7, Teorema 1.2.4]



Apéndice C

Procesos de Markov

Consideremos un proceso de Markov en tiempo discreto fxtg con valores
en un espacio de Borel X y kérnel de transición P sobre X dado X. Las prob-
abilidades de transición en n-pasos se de�nen recursivamente de la siguiente
manera:

P n+1(Bjx) :=

Z

X

P n(Bjy)P (dyjx); n 2 N;

P 0(Bjx) := IB(x);

para cada x 2 X y B 2 B(X).

Teorema C.0.18 Sea 
 := X1 y F la �-álgebra producto correspondiente.
Para cada medida de probabilidad � en X existe una medida de probabil-
idad P� de�nida en el espacio medible (
;F) que satisface las siguientes
propiedades para cada n 2 N0 y B 2 B(X):

P� [x0 2 B] = �(B)

P� [xn+1 2 Bjx0; x1; : : : ; xn] = P (Bjxn)

Demostración. Véase [3, Theorem 2.7.2].

La esperanza con respecto a la medida de probabilidad P� será denotada
por E� . Si � está concentrada en un estado x 2 X, es decir,

�(B) = IB(x) 8B 2 B(X);
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entonces escribiremos Px en lugar de P� .

De�nición C.0.19 Sea ' una medida �-�nita en X. El proceso de Markov
fxtg es '-irreducible si para cada x 2 X y B 2 B(X), con '(B) > 0, existe
un número natural n tal que P n(Bjx) > 0. En este caso también se dice que
la medida ' es una medida de irreducibilidad para el proceso fxtg.

Observación C.0.20 Si fxtg es '-irreducible y '0 � ', entonces también
es '0-irreducible.

De�nición C.0.21 Una medida �-�nita  en X es una medida máxima
de irreducibilidad para el proceso fxtg si cualquier otra medida de irre-
ducibilidad ' es absolutamente continua respecto a  , es decir, '�  .

Teorema C.0.22 Suponga que el proceso fxtg es '-irreducible. Entonces,
existe una medida máxima de irreducibilidad  .

Demostración. Véase [17, Proposition 4.2.2] y [20, Proposition 2.4].

Cuando el proceso fxtg sea '-irreducible, usaremos la siguiente notación:

B+(X) := fB 2 B(X) :  (B) > 0g;

donde  es una medida de máxima irreducibilidad.

De�nición C.0.23 El proceso fxtg esHarris recurrente si es '-irreducible
y

Px

�
1T
N=1

1S
k=N

fxk 2 Bg

�
= 1;

para cada x 2 X y B 2 B+.

De�nición C.0.24 Una medida �-�nita � es unamedida invariante para
la cadena de Markov fxtg si

�(B) =

Z

X

P (Bjx)�(dx):

Si además � satisface �(X) = 1, entonces diremos que � es una medida de
probabilidad invariante para la cadena de Markov fxtg.
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Teorema C.0.25 Si fxtg es Harris recurrente, entonces existe una medida
invariante �, la cual es única excepto por constantes multiplicativas.

Demostración. Véase [17, Theorem 10.0.1].

De�nición C.0.26 La cadena de Markov fxtg es Harris recurrente pos-
itiva si es Harris recurrente y admite una única medida de probabilidad in-
variante �.

Teorema C.0.27 La cadena de Markov fxtg es Harris recurrente positiva
si y solo si, para cada B 2 B(X), existe una constante aB tal que

l��m
n!1

1

n

nP
k=1

P k(Bjx) = aB 8x 2 X:

Demostración. Véase [10, Theorem 1.1].

Observación C.0.28 Si la cadena de Markov fxtg es Harris recurrente pos-
itiva y � es su medida de probabilidad invariante, entonces

l��m
n!1

1

n

nP
k=1

Exu(xk) =

Z

X

u(y)�(dy) 8x 2 X;

para cada función medible y acotada u : X ! R.
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