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Introduccion

Actualmente nuestro sistema educativo se enfrenta a diversos problemas, uno de
los cuales es el de la ensefianza de las matematicas y actualmente objeto de atencidon por
parte de investigadores en Matematica Educativa. Para los profesores en general y en
particular para los de matematicas, resulta extremadamente importante tratar de indagar
en torno a cOmo se generan en unos y en otros de nuestros estudiantes las ideas o
conceptos matematicos.

Sabemos que existe gran dificultad entre los estudiantes por asimilar conceptos
clave, necesarios para su formacién profesional. Algunos de estos conceptos son:
variable, funcion, derivabilidad, limites, aproximacion de areas por medio de sumas. Una
de las causas importantes de las dificultades a las que se enfrentan muchos alumnos esta
en nuestra concepcion misma de lo que son las matematicas y de como se aprenden, es
decir, no basta saber matematicas, es necesario saber ensefiarlas, por lo que se necesita
preparacion pedagogica y didactica para el maestro.

Para esto es necesario favorecer la discusion sobre el qué ensefiar y no sélo sobre
el como ensefiar. Desde el punto de vista del sistema de ensefianza, tradicionalmente los
cursos de precalculo (o de preparacion al andlisis) se conforman por un repertorio de
procedimientos y algoritmos provenientes esencialmente del algebra y de la geometria
analitica, tocando con mayor o menor énfasis, por ejemplo, el estudio del concepto de
funcion. Su ensefianza tiende a sobrevalorar los aspectos analiticos y los procedimientos
algoritmicos, dejando de lado a los argumentos visuales o a los enfoques numéricos, por
no considerarlos, entre otras causas, como procesos plenamente matematicos. Es decir, la
concepcion que de la matemadtica se tenga se extiende a su vez a la de su ensefianza,
independientemente de los estudiantes a los que ésta se dirija.

Por esto, la motivacion inicial para este trabajo de investigacion nace de la
problemadtica, observada empiricamente desde una practica pedagogica y aprovechando la
experiencia profesional como docente, del paso de la aritmética al 4lgebra en el &mbito
escolar. La existencia de dicha problematica es evidenciada por el estudio de algunas
investigaciones (Kieran, Rosnick, Rojano, Ursini, Trigueros, Wagner, etc.) que han
abordado como objeto de estudio los procesos cognitivos involucrados en el aprendizaje
del algebra en secundaria, el algebra y su lenguaje, el simbolismo algebraico, etc. Como
resultado de éstas se ratifica la existencia de dificultades u obstaculos que se oponen a la
comprension y al aprendizaje del 4lgebra escolar.

La experiencia de afos de trabajo en el aula, ensefiando varios cursos de
matematicas, nos permite detectar errores e inconsistencias en el conocimiento
matematico de los estudiantes, asi como varios problemas de la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas. Entre los problemas detectados en los estudiantes se encuentra el
relacionado con la significacion del concepto de variable. El concepto de variable es una
de las ideas fundamentales de la matematica. Sin embargo, las investigaciones indican
que, efectivamente, los estudiantes experimentan dificultades por el hecho de que al
interior de las Matematicas se utilizan de distintas formas.

Muchos de los errores que los alumnos cometen dejan entrever la presencia de
cierta confusion en cuanto a cudles son las acciones apropiadas a efectuarse en los
diferentes contextos en los que aparece la variable: enfrentado a una expresion algebraica,



el estudiante a menudo duda si tiene que asignar valores a los simbolos literales que ahi
aparecen o calcular su valor; si la letra representa uno o mas valores; si tiene que obtener
un resultado numérico o una expresion algebraica como solucion. Las acciones que hay
que efectuar varian dependiendo del papel que desempena la literal en determinada
situacion; el no reconocer los diferentes usos de las literales conduce a los estudiantes a
un mal desempefio en los cursos de la matematica universitaria.

Asimismo, se ha mostrado que muchos estudiantes no entienden la naturaleza
arbitraria de las variables literales matematicas. En particular, tienden a creer que
diferentes letras utilizadas en el mismo contexto representan diferentes valores. Por
ejemplo, estudiantes que ya han cursado Algebra parecen no darse cuenta que el cambiar
la incognita en una ecuacion no afecta la solucion de la ecuacion. Cabe mencionar que el
analisis del concepto de variable, tanto en el lenguaje ordinario como en el matematico,
brinda mayores armas al maestro para la comprension de este elemento fundamental de la
matematica.

Asi, las dificultades que los alumnos tienen para alcanzar un manejo adecuado del
concepto de variable, sugieren la busqueda de alternativas didacticas que propicien la
formacion de este concepto. Creemos firmemente que la ensefianza de los conceptos
matematicos, a cualquier nivel de profundidad, puede mejorarse u obstruirse mediante
métodos de ensefianza que sOlo produzcan en el estudiante una concepcion de las
matematicas como algo compuesto de formulas y técnicas incomprensibles, laboriosas e
inservibles (Cuevas, 1998). Desafortunadamente, esta ultima concepcion es, hoy en dia,
un caso comun en nuestra educacion, al menos en los niveles medio y medio superior.

En este trabajo se estudian algunas de las dificultades que se presentan con el
concepto de variable algebraica y sus distintos usos en estudiantes universitarios de
ciencias e ingenieria. Béasicamente, la investigacion se realiza en el area de Ciencias
Exactas y Naturales en los cursos de Algebra, donde los alumnos ya tienen conocimiento
de representaciones graficas, de manipulacion algebraica de expresiones y de
construccion de tablas para la graficacion. Esta investigacion estd distribuida en la
siguiente forma:

En el Capitulo 1 analizamos la problematica del concepto de variable,
como se ensefia y utiliza actualmente en diferentes ambitos y las diferencias que existen
entre estos usos, para lo cual tratamos diversos puntos: (1) las variables en el algebra
escolar; (2) las variables en la matematica; (3) las variables en la ciencia, (4) Las
variables en los sistemas algebraicos computacionales. En este mismo capitulo
estudiamos algunas investigaciones que nos serviran como marco teodrico para nuestro
trabajo.

Por otro lado, ya que la manera en que se maneja actualmente el concepto de
variable es un objeto muy elaborado, uno de los aspectos importantes que se debe
considerar para entenderlo es el proceso mediante el cual se lleg6 a su forma actual.
Tener claridad sobre este proceso ubica al problema de su ensefianza en una dimension
mas exacta, lo cual impide el tratar de dar a este problema una solucion trivial. Por ello,
en el capitulo 2 se bosqueja brevemente el desarrollo histdrico del concepto de variable,

En el capitulo 2 vemos que la introduccion de simbolos para las variables es una
culminacion de un largo proceso histérico que fue el punto de partida para nuevas
disciplinas. En el desarrollo historico de la variable, sus diferentes usos se desarrollaron



como diferentes conceptos que mas tarde fueron integrados y generalizados de manera
que pudieran usarse en diferentes areas de las matemadticas. Actualmente, el término
genérico “‘variable” incluye las nociones de incdgnita especifica, numero general,
variables en relacion funcional y otros. Por lo tanto el término variable se usa hoy como
un concepto polisémico.

La riqueza conceptual de la nocioén de variable se pierde cuando en el capitulo 3
analizamos los textos y la forma como se introduce este concepto en la escuela. El papel
desempefiado por los textos como mediadores en el desarrollo del curriculum, la
articulacion de la enseflanza y el propio proceso de aprendizaje, exige incorporar
paulatinamente en su elaboracion el nuevo conocimiento que se va generando en el
campo de la Educacion Matematica. En este capitulo realizamos un anélisis del enfoque y
los usos con el que presenta el concepto de variable en los textos de varios niveles
escolares y los comparamos con la definicion personal de estudiantes y profesores.

Un breve analisis del curriculo a nivel superior y los textos indica que los aspectos
mas frecuentemente usados de la variable son la incognita especifica, el nimero general y
variables en relacion funcional. Generalmente son tratados como facetas de un Unico
concepto de variable pero sin enfatizar explicitamente sobre estos diferentes usos.
Basados en estos antecedentes y nuestra experiencia como profesores, consideramos los
tres usos de variable mencionados antes, asi como también algunos aspectos basicos que
caracterizan cada uno de estos usos.

Por otro lado, como parte del proceso de ensefianza, consideramos a los
profesores que imparten los cursos de matematicas. Por supuesto que la manera como se
tratan los distintos usos de la variable en los cursos, es decir, la forma en que abordan los
profesores este concepto influye en cierta medida en las dificultades que experimentan
los estudiantes con su concepcion propia de la variable. En otras palabras, consideramos
que estas dificultades estan fuertemente influidas por las practicas docentes, el contenido
de los cursos y la manera de abordar los textos este concepto.

En el Capitulo 4, a diferencia de otras investigaciones, analizamos el concepto de
variable con estudiantes universitarios de segundo semestre y que ya han pasado por un
filtro matematico como lo es el primer semestre del tronco comun de Ciencias e
Ingenieria de la Universidad de Sonora, semestre en el cual se espera que adquieran una
madurez matematica y una mayor responsabilidad como estudiantes universitarios. Los
estudiantes en el primer semestre cursan las materias de Calculo Diferencial e Integral I,
Geometria Analitica y Algebra Superior, por lo que se espera que tengan un mejor
manejo y comprension del concepto de variable; los estudiantes al avanzar en sus cursos
ven una variable primero como una letra, luego como una operaciéon, después como una
expresion algebraica, como un proceso y finalmente como un objeto; pero no todos
logran llegar hasta este nivel.

Asi pues, en este capitulo estudiamos la significacion que tienen de la nocioén de
variable los estudiantes de un segundo semestre del tronco comun de Ciencias e
Ingenieria, analizaremos los resultados y después aplicaremos una serie de actividades
para estudiar si los estudiantes cambian su comprension del concepto. Para estudiar la
comprension del concepto de variable por parte de los estudiantes, se utilizd parte del
cuestionario disefiado y validado por Ursini y Trigueros (1998).



Esta tesis finaliza con comentarios generales, las referencias bibliograficas
consultadas y los Anexos, que incluyen los diversos cuestionarios empleados.



1. Problematica del concepto de variable.

1.1 La Enseianza de las Matematicas y el Concepto de
Variable.

Las matematicas han ocupado un lugar muy importante en la escuela desde hace
muchos afios, tiempo en que el educador se ha enfrentado a diferentes problemas, tanto
en la adquisicion de su conocimiento como en su instruccidn a quien aprende.
Actualmente nuestro sistema educativo se enfrenta a diversos problemas, uno de ellos
fundamental y de crucial importancia por los problemas que a su vez suscita para el
desarrollo de la ciencia y la técnica de nuestro pais. Este problema es el de la ensefianza
de las matematicas, el cual actualmente es objeto de atencion por parte de investigadores
en Matematica Educativa.

Las causas de este problema son muchas y variadas como lo demuestran los
distintos articulos que se presentan en revistas de investigacion y en congresos de
educacién matematica, pero un denominador comin lo constituye la forma en que se
ensefian actualmente las matematicas. Historicamente se ha observado que, en general, la
ensefianza de la matemadtica no produce los resultados deseados, que no es capaz de
suscitar progreso y formar en el estudiante nociones y operaciones nuevas. Incluso, con
mucha frecuencia origina un conjunto de ideas confusas que dificilmente asimila y
retiene el estudiante, provocando asi una serie de dificultades para la correcta
comprension de las nociones y conceptos matematicos.

Cada vez que nos enfrentamos a una tarea matematica especifica: determinar el
valor de un algoritmo o generalizacion dados los valores especificos de sus variables,

graficar una funcion definida en un intervalo de R, estimar el resultado de un calculo

determinado, demostrar un teorema o generalizacion, etc., percibimos que estamos
utilizando diversos procesos, conceptos y generalizaciones (algoritmos, teoremas,
propiedades, etc.). Al examinar con mas detalle a cada uno de ellos, notamos que su
estructura contempla, ademas de los conectivos y elementos que permiten organizar con
sentido la comunicacion oral o escrita, la presencia de ciertos sustantivos esenciales que
constituyen los nombres para los diferentes conceptos involucrados; de esta manera,
pareciera que todas las herramientas matematicas que podemos utilizar para
desempeniarnos frente a las diferentes tareas matemadticas, tendrian como importantes
elementos constitutivos estos sustantivos.

Entre las razones por las cuales se argumenta que los estudiantes tienen
dificultades y hasta sienten aversion por las Matematicas, se mencionan factores de tipo
cultural, politico y psicologico que han causado el fracaso de muchos estudiantes que
bien pudieron ser matematicos, cientificos, personas de negocios y programadores de
computadoras al término de su educacion profesional. Pero asi como son completamente
validos estos argumentos, no debemos olvidar la dificultad inherente de las Matematicas
relacionadas con la naturaleza propia de la misma.

Otro aspecto importante que debemos considerar es que el curriculum de
Matematicas, desde la escuela elemental hasta la Universidad, sigue una trayectoria de
abstraccion ascendente. Y a medida que el curriculum se torna mas abstracto, los



términos que se ensefan y los simbolos que se utilizan se vuelven cada vez mas oscuros
para el estudiante, provocando graves dificultades en su aprendizaje y sobre todo en la
comprension de los conceptos.

La comprension de cualquier rama de las matematicas requiere de un manejo
completo y profundo de los conceptos algebraicos, particularmente del concepto de
variable: un concepto de gran importancia y de dificil comprension entre los estudiantes.
Este concepto es una idea central en las matematicas de todos los niveles, su comprension
provee la base para la transicion de la aritmética al dlgebra, y pone los fundamentos para
la comprension de las funciones y toda la matematica avanzada, asimismo es
indispensable para la resolucion de problemas del mundo real. Es tan importante que su
invencion constituye un punto de partida en la historia de las matematicas (Rajaratnan,
1957).

El estudio de la nocion de variable y sus distintas interpretaciones es la puerta de
acceso a una comprension de los diferentes mundos del algebra, a saber: el mundo de las
expresiones abiertas, el de las identidades, el de las relaciones funcionales y el de las
ecuaciones.

Algunas investigaciones relacionadas con el concepto de variable se han enfocado
en la habilidad de los estudiantes para traducir oraciones a expresiones algebraicas y
viceversa; los resultados arrojados indican que atn estudiantes que ya han cursado uno o
dos semestres de calculo atraviesan por un periodo muy dificil con estas traducciones. Es
decir, se ha encontrado que los malos entendimientos que tienen los estudiantes alrededor
del uso de letras en las ecuaciones contribuyen significativamente para esta dificultad.
Las dificultades que los estudiantes tienen en lograr un manejo aceptable de este concepto
puede ser la causa de su bajo rendimiento en algebra y en otras ramas de las matematicas
escolares.

Muchos estudiantes piensan que todas las variables son letras que sustituyen
numeros, pero no es asi; aun los valores que toma una literal no siempre son nimeros.
Por ejemplo, en geometria a menudo las literales representan puntos como en A, B, C
cuando escribimos “si AB=BC, entonces AABC es isOsceles”; en ldgica, las variables p y
q a menudo representan proposiciones; en andlisis, la variable f representa una funcion;
en algebra lineal la variable A puede ser una matriz o la variable v un vector; y en algebra
superior, la variable * puede representar una operacion.

El recuerdo de las dificultades que muchos tuvimos y, en ocasiones, aiin tenemos,
provocan nuestro interés en los problemas asociados con el aprendizaje de las
matematicas, en particular con el concepto de variable y sus usos. Y nos preguntamos:
(como desarrollar en el aula una mejor ensefianza, que permita un aprendizaje mas
significativo, del concepto de variable, en el estudiante?, ;de qué manera podemos
desarrollar en nuestros estudiantes habilidades matematicas que les permitan enfrentar y
aplicar los conceptos adquiridos en situaciones totalmente inesperadas? Madas aun,
conocedores de los problemas a que se enfrentan los estudiantes debido a sus
conocimientos tan fragilmente adquiridos y que al paso del tiempo los van olvidando,
(como crear en ellos un conocimiento mas estable y permanente acerca del concepto de
variable? No nos referimos especificamente a la variable como una cantidad variante o
cambiante en particular, como se hace en la literatura, algunas veces, sino a sus diferentes
aspectos o caracterizaciones. No es nuestra intencion responder a estas preguntas aqui,
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sino mas bien realizar algunas investigaciones relacionadas con el concepto de variable y
sus representaciones que nos acerquen mas a la respuesta de estas preguntas. Es lo que
desarrollaremos en los capitulos siguientes.

Para iniciar, con el propoésito de tener una mayor claridad sobre la significacion de
variable y de ubicarlo en una dimensién mas exacta analizaremos cémo se utiliza en
diferentes ambitos educativos, asi pues, en lo que sigue trataremos los siguientes temas:
(1) las variables en el algebra escolar; (2) las variables en las matematicas; (3) las
variables en la ciencia, (4) las variables en los sistemas algebraicos de computo.

1.2. Las Variables en Diferentes Ambitos Educativos.

1.2.1 Las Variables en el Algebra Escolar.

El concepto de variable es una de las ideas fundamentales de la matematica. Sin
embargo, las investigaciones indican que los estudiantes experimentan dificultades para
darle significado por el hecho de que al interior de las Matemadticas se utilizan de distintas
formas. En la matematica escolar, se le ha prestado mucha atencion a la introduccion de
este concepto; los educadores buscan las formas de familiarizar a los alumnos con las
variables (p. e. ver Kieran, 1992; Kieran, 1997). Ademads, en el contenido del algebra
escolar de secundaria se ha desarrollado un acercamiento mas o menos estandar a este
tema.

Al inicio del aprendizaje del algebra, se enfatiza la relacion con la aritmética: las
letras se utilizan en expresiones algebraicas para representar cantidades, numeros, y
relaciones numéricas. En esta etapa, una expresion algebraica todavia se considera una
operacion aritmética sobre numeros y la manipulacion algebraica es mas o menos un
cambio de la receta para calcular un resultado: x + X y 2x son algebraicamente
equivalentes porque los resultados numéricos cuando x se sustituye por un valor concreto
son iguales, sin tomar en cuenta que las expresiones son diferentes desde un punto de
vista de computo.

Los alumnos inician estudiando la conexion entre una tabla, un calculo simple, y
una férmula verbal simple. Las instrucciones representan céalculos simples como
“multipliquese por 27, “sumar 3”, y asi sucesivamente. Las palabras se utilizan para
describir entradas y salidas. En contextos situados, los alumnos deben encontrar en
ciertas secuencias patrones regulares y expresarlos en términos de formulas. Las
relaciones son casi siempre lineales. Las tareas tipicas son:

*Dados una serie de calculos, completar una tabla.

eDada una tabla de numeros, descubra un patron y encuentre la formula
correspondiente.

*Dado un contexto situado, crear una formula y comprobar su veracidad.

Viene después el estudio de la conexion entre una formula verbal, una tabla, y una
grafica. Los ejercicios tipicos son:

*Dada una férmula, completar una tabla.
*Dada una tabla, dibujar los puntos en una grafica.

*Dada una gréfica, leer las coordenadas de puntos en la grafica.
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Después de esto, sigue la conversion de formulas verbales a féormulas escritas y el
aprendizaje de las reglas basicas de simplificacion tales como at+at+a=3a. Las letras se
utilizan como abreviaturas de cantidades y los alumnos aprenden las reglas usuales de
calculo con letras en contextos situados.

Después de la introduccion de las variables, al trabajar con expresiones
algebraicas simples que contienen operaciones aritméticas familiares como la adicion,
substraccion, multiplicacion, y la division, los alumnos comienzan a aprender a ver una
expresion no s6lo como un proceso de calculo, sino también como un resultado de este
proceso. Es decir, una expresion también se convierte en un objeto matematico que puede
ser manipulado.

Gradualmente, los alumnos aprenden a ver las variables como un reemplazo no
solo para los niimeros, sino también para las expresiones. Aprenden y practican las
distintas maneras en las cuales las expresiones algebraicas pueden ser manipuladas:
combinando términos literales, substituyendo subexpresiones, descomponiendo en
factores, completando el cuadrado en un polinomio cuadratico, racionalizando el
denominador, sustrayendo el mismo término de ambos lados de una ecuacion,
resolviendo sistemas de ecuaciones lineales, y diferenciandolos, estos son ejemplos de las
actividades que estan presentes en todos los planes de estudios de las matematicas
escolares.

En este punto, el estatus del algebra escolar es la de una aritmética pura
generalizada, basada en ntimeros libres de referencias, donde las variables se utilizan
sobre todo como nombres polivalentes (es decir, puede tomar cualquier valor numérico y
no ser incégnita ni variable ) y guarda lugares. En muchas investigaciones (p.e., ver
Kieran, 1989; Sfard et al, 1994; MacGregor y Stacey, 1997; Stacey y MacGregor, 2000;
Tall et al, 2001) se reporta que comprender la aritmética pura generalizada no es facil: los
simbolos literales son como nimeros y palabras, pero son diferentes, y los alumnos tienen
que aprender a tratar con estas diferencias. Deben entender la estructura subyacente del
algebra y llegar a familiarizarse con el cardcter dual de las expresiones algebraicas
(operacional/estructural, proceso/objeto) para ganar capacidad en las matematicas.

Este es también el punto donde las matematicas dan un giro en una direccion
diferente al de las ciencias naturales, que utilizan aritmética generalizada de cantidades,
es decir, la aritmética de modelaje, en la cual las variables son principalmente utilizadas
como objetos. Con mucha frecuencia se espera que los alumnos realicen por si mismos el
enlace entre la aritmética pura generalizada y la aritmética generalizada de cantidades.

1.2.2. Las Variables en la Matematica.

En la matematica, las variables se utilizan en tan diferentes formas que
dificilmente se intenta definirlas con rigor, excepto en el campo de la logica formal y el
algebra abstracta. Los siguientes ejemplos (Etten, 1980) ilustran las diferentes formas en
que las variables aparecen en la matemadtica.
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fix—>2x+1 A = Ixw a+tb=7
a@-9=(@-3)a+3) xEN x+3=x+3
n es un divisor de 24 Jx? = x x+3=2x+38
P es un numero primo ¥ = A=2nr
a+b=>b+a P =9 SO

cosxt \/gseanI x<2 X'ty =z
K es paralelo al eje x P estd sobre |

Aunque las letras sélo se utilicen para los nimeros, se pueden distinguir diversos
papeles de las literales en el contexto algebraico (Kiicheman, 1981; Usiskin, 1988). Estas
pueden representar:

*Una indeterminada, como en a’— 9= (a—3) (a + 3)
*Una incdgnita, en ecuaciones comoa + b =7
*Una niimero conocido como TL

*Un numero generalizado, como en x € N, o al declarar a p como un nimero primo, y
en diferencias como f(a + 1) — f(a).

*Un niimero calculable como A en la formula A = 2Ttr
*Un guarda lugar, por ejemplo f: x -2x+ 10 f(x)=2x+1

*Un parametro, como una etiqueta en la definicion de la funcion fp(x)=px para
distinguir varios casos.

*Una abreviatura como R = {1, 2, 3}.

La notacién matematica se ha desarrollado en un simbolismo de gran alcance y
muy flexible. Por ejemplo, la expresion simple a(x + e) se puede utilizar de varias
maneras: como un nimero generalizado ax(x + ¢) en el cual el simbolo e puede o no
representar la base del logaritmo natural, como una funcién a aplicada a (x + €), como
una funcion de x con los parametros a y e, como una funcion en dos o mas
indeterminadas, y como la instruccion a aplicada al argumento x + e. Asi, el contexto
matematico o la fraseologia utilizada sobre una expresion con frecuencia dan una pista
sobre su uso. Pero no es ninguna gran sorpresa que los estudiantes no siempre entiendan
las declaraciones y expresiones matematicas, y que con frecuencia se confundan con las
notaciones. Toma tiempo y practica comprender el hecho de que una variable tiene varios
significados en matematicas con su uso (como indeterminada, como incognita, como
parametro, etc.), con su dominio, con su dominio de reemplazo si esta utilizada en una
declaracion abierta, y con el contexto en el cual se utiliza.

Por la palabra “contexto” en la lltima frase también entendemos el contexto de las
“matematicas escolares”, la cual tiene sus propias convenciones matematicas. Por
ejemplo, la palabra “férmula” tiene un sentido especial en la matematica escolar y el
papel de las letras en la férmula y = x* no es igual al de la ecuacion y — x> = 0.

Las palabras “formula” y “ecuacion” se utilizan para distinguir entre, el caso de
una relacion funcional entre la variable y que depende de otra variable x, y el caso de una
relacion mas general entre incdgnitas. Es importante que los alumnos tengan clara la
distincion entre estas dos nociones. Para un matematico o un cientifico es mucho mas
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facil utilizar el mismo simbolismo algebraico para muchos propositos, por ejemplo:
y = x* puede representar una ecuacion, una funcion, una abreviatura de la expresion x2,
asi como el proceso de calcular el valor de y a partir del valor de x.

Una variable se puede relacionar con otras. Por ejemplo, las variables
independientes cuyos valores se pueden elegir libremente, y las variables dependientes,
cuyos valores se deben de calcular dados los valores de las variables independientes.
Podemos dar varios ejemplos: la posicion de un objeto que se mueve depende del tiempo,
la temperatura ambiente depende de la hora del dia, el nimero de articulos vendidos en
una tienda como variable que depende del precio por unidad, el ingreso de una persona en
funcion de su educacion, y asi sucesivamente.

En muchos casos, una variable puede depender de mas variables que se establecen
explicitamente. Por ejemplo, el ingreso de una persona puede depender de la educacion,
experiencia profesional, edad, numero de horas en el trabajo, sexo, estado del trabajo, y
asi sucesivamente. Pero en un estudio econdémico o social no todas las variables
independientes son consideradas; algunas de ellas se omiten, otras aparecen como
parametros en la descripcion del modelo. Los papeles de las variables independientes y
dependientes con frecuencia no se fijan durante el calculo. Por ejemplo, al estudiar el
movimiento de un corredor, se puede por un lado considerar la aceleracion en funcion del
tiempo, pero por otro lado describirla en funcion de la velocidad del corredor. Una de las
ideas grandes del calculo, y en la matematica en general, es la libertad de seleccionar las
variables independientes y dependientes.

1.2.3. Las Variables en la Ciencia.

En Vredenduin (1979), el autor discute algunas de las diferencias entre la
terminologia de la fisica y las matematicas, pero la mayor parte de sus conclusiones son
validas para cualquier campo de la ciencia.

Matematicas Fisica

Predominan las cantidades aritméticas con
sus propias reglas y uso de unidades.

Se utilizan variables aritméticas

variables sin dimensiones.

con

Los nombres de las variables son libres de | Con  frecuencia una  variable esta

elegir y cambiar sin que una expresion
cambie su significado.

relacionada con algun concepto fisico y su
nombre es una abreviatura de esta nocion.

Los numeros irracionales como/2 , Ty e
son importantes; los numeros de punto
flotante son sin precision: 1.0 = 1.000

En las medidas, s6lo nimeros naturales y
los numeros con coma flotante con
precision ocurren: 1.0 # 1.000

Hay wun fuerte enfoque sobre Ilas
propiedades especiales de las funciones, p.
€., sobre el comportamiento asintotico.

Las propiedades y las suposiciones pueden
descartar partes de interés matematico.

Palabras como, “grande”, “pequefio”,
“insignificante”, tienen poco significado.

Un cambio pequefio de una cantidad Q es
también una cantidad AQ con su propia
aritmética.

Algunas diferencias esenciales entre la matematica y la fisica.
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Aqui, el uso mas frecuente de una variable es como un nombre para una cantidad
que puede variar (a menudo con respecto al tiempo) y que en muchos casos puede ser
medida. Las cantidades fisicas pueden ser magnitudes tales como temperatura, masa, y
longitud, o las combinaciones de la magnitud y direccion tal como la velocidad,
aceleracion, y fuerza. La funcion, algunos valores de la funcion, y un solo valor de la
funcién se mezclan facilmente en la ciencia y al parecer sin mucho dafio: una cantidad
fisica es a veces una funcion del tiempo, en otras ocasiones una muestra finita de valores
medidos en diferentes tiempos, y a veces un valor de la funcion en cierto valor fijo.

Como ejemplo concreto podemos analizar la ley de Boyle, pV = constante, donde
p es la presion y V el volumen, suponiendo que la temperatura no se altera. Supongamos,
por ejemplo, que la cantidad de gas y las demads circunstancias son tales que podemos
decir que pV =1 (sin que éste numero altere substancialmente la situacion). De hecho, las
variables son funciones del tiempo: p:tt> p(t) y V:t=>V(t). La ley de Boyle dice

que el producto de estas dos funciones es una funcion constante, es decir, p(t)xV(t) =
constante, en todo tiempo t. En un experimento, se puede verificar o redescubrir la
relacion midiendo p y V bajo diversas condiciones.

Un ingeniero o un fisico pueden necesitar conocer la presion particular que
corresponde a un determinado volumen; es entonces cuando se presenta el caso de
determinar el valor de la incognita p cuando V es un numero conocido. Pero esto sucede
solo en casos particulares. En un problema como “suponga que V=10 ml cuando p=2
atm, ;cudl es el volumen V cuando la presion es p=4 atm?”, aqui p y V no representan
funciones sino mas bien valores de la funcién, a saber, la presion y el volumen para un
tiempo fijo. En las matematicas este uso ambiguo de la notacion de las funciones y de los
valores de las funciones raramente ocurre.

Veamos otro ejemplo. Galileo (1564-1642) descubrié la ley aproximada de los
cuerpos en caida libre o en un plano inclinado, cerca de la superficie de la Tierra.: s = 2
gt’. Consideremos un cuerpo que cae libremente hacia la Tierra; Galileo intentd
determinar no el por qué cae, sino el como cae, es decir, en qué forma matematica la
distancia recorrida y la velocidad alcanzada dependen del tiempo transcurrido en la caida
y el espacio recorrido.

Actualmente, el investigador moderno se preguntaria: ;qué funcion es el nimero
Vv, que representa la velocidad de los nimeros s y t que, a su vez, representan
respectivamente la distancia recorrida y el tiempo de caida? A su modo aun primitivo,
Galileo plante6 la pregunta del modo siguiente: ;es V proporcional a s? ;o es
proporcional a t? En simbolos, si el nimero de unidades de velocidad adquirida en t
unidades de tiempo es V, y si V es proporcional a t, entonces el nimero s de unidades de
longitud recorridas es proporcional a t*/2. Efectivamente: s estd dado por vt/2; y como Vv
es proporcional a t, entonces s lo es a t%/2.

Asi pues, el movimiento de caida cuya existencia comprobd Galileo es un
movimiento cuya velocidad aumenta proporcionalmente al tiempo. El “método de
fluxiones” o “célculo infinitesimal” se ocupa en darnos métodos para determinar las
relaciones entre variables partiendo de las relaciones entre sus tasas de cambio, o entre
ellas y esas tasas. Esto muestra la importancia del calculo en esas cuestiones fisicas.

Estos ejemplos ilustran como la idea de variable es fundamental, tanto en la teoria
como en la aplicacion de las matematicas. Es indispensable en la aplicacién de las
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formulas matematicas tener ideas claras y la apreciacion correcta de su papel en los
fendmenos que se observan.

En matematicas raramente ocurre el uso ambiguo de la notacion; se permite a
menudo cambiar nombres en una expresion sin cambiar el significado: por ejemplo, {(x,
v) | xy=1} es el mismo sistema de pares ordenados que {(a, b) | ab=1}. Pero en la ciencia,
tales reemplazos se prohiben casi siempre: el sustituir los nombres tradicionales para la
energia E, la masa m, y la velocidad de la luz c en la ley de Einstein E=mc’, la arruinara.
La razon es simple: la mayoria de las variables en la fisica no son sin sentido sino que
tratan con conceptos en la fisica que tienen la propiedad de cantidad. Por lo tanto, uno
elige a menudo el primer caracter del nombre del concepto como el nombre de la
variable: F para la fuerza, m para la masa, y a para la aceleracion en la ley de Newton
F =ma es un ejemplo de muchos otros.

En la ciencia, las palabras como “grande”, “pequefio”, “relativamente pequefio”,
“insignificante” pueden ser utilizadas mientras que hablen de cantidades. A un cambio
pequefio de una cantidad Q también se le da un nombre, tal como AQ, y se puede
manipular como si fuera otra variable, excepto que con frecuencia podemos ignorar
términos de mayor grado como (AQ)?, para conseguir una descripcion mas simple del
modelo.

Es claro que cuando una variable se utiliza mayormente como guarda lugar, en
donde solamente puede substituirse un nimero o una expresion que evalua a un numero ,
un alumno tiene la impresion de que una variable es una entidad matematica algo
estatica: tiene poco sentido considerar el cambio de la variable. En contraste, cuando una
variable se utiliza para un objeto variable, se convierte en una técnica natural y 1til en
modelacion matematica pues el cambio se convierte en una edicion importante y el
calculo de cambios pequefios, conduce en ultima instancia a los diferenciales.

Pero esto es valido no solamente para el estudio de fendmenos fisicos, sino
también para problemas mas de tipo matematicos. Veamos otro ejemplo.

La relacion entre la circunferencia y el area de un circulo puede derivarse como
sigue: considere el d&rea A como una variable dependiente del radio r. Hagamos crecer el
radio en una pequena cantidad Ar, lo que provoca un pequeio crecimiento en el valor del
area AA. Estos pequefios cambios se relacionan por la expresion AA = Cx Ar, donde C es
la circunferencia de un circulo de radio r. Esta aproximaciéon puede explicarse
transformando el aro pequefio suavemente en un rectangulo de longitud C y anchura Ar.
Escogiendo crecimientos muy pequefios Ar y, en ultima instancia, tomando valores
infinitesimales llegamos a la siguiente ecuacion con diferenciales: dA=Cdr. Esto

corresponde con C=dA/dr; conociendo la formula C=2T1r encontramos que A=Tu>.

Por otro lado, el valor numérico de una cantidad depende de la unidad en la cual
se expresa. Esto afecta las formulas en las cuales la cantidad ocurre. Por ejemplo, el
indice de masa corporal se define como el cociente del peso corporal (en kilogramo)
dividido por el cuadrado de la talla (en metros). Si las unidades se cambian de kilogramo
y metros a gramos y centimetros, respectivamente, un factor de escala de tamafio 10 se
debe incluir en la definicion para mantener el significado del indice.

Los comentarios anteriormente expuestos permiten tener una mayor comprension
sobre las dificultades que tienen los alumnos con relacion a los métodos matematicos y
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las técnicas que se utilizan en ciencias y que se aprenden en lecciones de matematicas,
ademas del uso adecuado de la variable. En matematicas las variables se usan mas
frecuentemente como guarda lugares y nombres polivalentes; se hace énfasis en la
aritmética pura generalizada, con referencia a numeros y en el concepto de funcion
definido como una clase especial de correspondencia entre conjuntos no vacios A y B que
asigna a cada elemento de A uno y s6lo un elemento de B, i.e., el acercamiento de
Dirichlet al concepto de funcion. En la ciencia y en matematicas avanzadas se pone en
juego el objeto variable. Uno se involucra con relaciones funcionales entre cantidades
variantes, en donde se distinguen las variables dependientes e independientes. Al trabajar
con objetos variables y relaciones entre ellos se utiliza principalmente la teoria y practica
de solucion de ecuaciones en cantidades conocidas y desconocidas y el calculo del
cambio.

1.2.4. Las Variables en los Sistemas Algebraicos Computacionales
(CAS).

El uso de los sistemas algebraicos de computo y las calculadoras simbolicas es
nuevo en matematicas escolares. A principios de los 90, pioneros en la educacién
tuvieron grandes expectativas del algebra computacional (ver Karian, 1992), lo que
resulto en varios articulos. El alcance previsto del uso del algebra de la computadora era
amplio y estaba en linea con la meta original del disefio de la mayoria de los sistemas
simbolicos: abastecer de una herramienta de fines generales para computacion técnica en
varias areas. La descripcion de Mayes (1997) indica que estudios en este periodo
investigan el potencial de los sistemas simbolicos, como por ejemplo para mejorar la
comprension conceptual, la superacion de las limitaciones impuestas por habilidades
algebraicas pobres, proporcionar aplicaciones de las matematicas dentro del alcance de
los estudiantes en la expectativa que el plan de estudios de las matematicas sea mas
atractivo de esta manera. Parece que existe consenso en dichos trabajos acerca de cudl es
la més importante ventaja del uso del 4lgebra computacional en matemadticas: hacer las
matematicas mas agradables para profesores y estudiantes ya que involucra entidades
matemadticas en objetos concretos que pueden ser directamente investigados, validados,
manipulados, ilustrados y explorados. La belleza de las curvas y las graficas, los
interesantes resultados numéricos y simbdlicos, todo se hace mas accesible. La
abstraccion, el razonamiento exacto y el uso cuidadoso del simbolismo no son solamente
un hobby de los profesores de matematicas, sino que inmediatamente son recompensados
cuando utilizamos algebra computacional.

Mas tarde, en la segunda mitad de los 90, experimentos realizados en las aulas
muestran que la integracion del 4lgebra computacional en matematicas es mas compleja
de lo esperado: los estudiantes pueden construir significados no esperados o incorrectos.
Atn asi, algunas investigaciones (Artigue, 1997; Guin y Trouche, 1998) aclaran que el
uso eficiente y exitoso de los sistemas simbolicos no es evidente en si: toma tiempo y
esfuerzo adquirir las habilidades apropiadas y el conocimiento para el uso experto en
estos sistemas, ademas de que este proceso puede diferir de estudiante a estudiante. Los
obstaculos con que se han enfrentado los estudiantes mientras trabajan con un sistema
simbolico son a menudo de tipo matematico o técnico.

En secundaria, por ejemplo, las matematicas y la quimica casi estan limitadas a
conversion de unidades, dibujo e interpretacion de curvas, balanceo de ecuaciones
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quimicas y los calculos relacionados con un equilibrio quimico. Aparte de la solucion de
ecuaciones no se presentan muchos célculos simbdlicos y donde se necesita matematicas
en quimica se espera que pueda trabajarse con las herramientas basicas aprendidas en
matematicas. En fisica, se utilizan méas matematicas: trigonometria, graficacion y analisis
de medicion de datos, vector, dlgebra de cantidades pequefias y transformacion de
coordenadas.

En cambio, en la ciencia las matematicas son mas un medio que un fin: el trazo de
graficas ayuda a interpretar datos; la simulacion de experimentos se hace para entender
fenomenos del mundo real; la manipulacion algebraica ayuda a menudo a presentar
resultados experimentales de manera mas conveniente; y asi sucesivamente. Los
programas de computadora y calculadora graficadora se utilizan principalmente para
adquirir datos experimentales, visualizacion y analisis de resultados experimentales y
simulacién de experimentos. La necesidad del célculo simbolico se presenta mas a
niveles superiores, cuando la modelacion matematica es mas importante y se extiende a
ecuaciones diferenciales, integracion, funciones especiales, etc., y la manipulacion de
formulas es mas elaborada. Entonces, un sistema algebraico de computo CAS entra en
juego como un asistente personal que permite a un estudiante a concentrarse en los
conceptos en lugar de perder el tiempo en calculos algebraicos.

Reportes sobre el uso de algebra computacional en clases de matematicas y
ciencia durante los ultimos dos afios de universidad y educacidon vocacional superior,
ademas de observaciones que se han hecho en cursos que introducen Mathematica y
Maple para nuevos usuarios nos conducen a los siguientes resultados generales sobre la
manipulacion algebraica con CAS:

* Se requieren herramientas basicas de manipulacion para el uso efectivo de un CAS.

» CAS fuerza a sus usuarios a expresar sus intenciones de una manera explicita y en
una sintaxis que es muy distinta del simbolismo flexible usado normalmente en
matematicas y ciencia.

* No se apoya mucho el uso de variables como objetos variables en CAS.

Esto tiene gran impacto en el uso del dlgebra computacional en la educacion: CAS
proporciona un pequeiio soporte en el tiempo real de adquisicion y analisis de datos de
experimentos, mientras que esto es a menudo el punto de partida del trabajo cientifico. El
uso de una variable como objeto variable es el aspecto finito de cualquier representacion
en una computadora que imponga restricciones. Posibles representaciones finitas son:

* con un listado indexado finito de valores.
* via un algoritmo expresado en muchos términos finitos.

En Spunde y Neidinger (1999) los autores defienden la implementacion de una
variable objeto como una lista finita de valores y muestran como con CAS es posible el
calculo con muestras de valores. Sin embargo, estos sistemas carecen de la manipulacion
directa de listas y liga inmediata de listas, como se ofrece con las calculadoras
graficadoras.

Al parecer el enfoque de este concepto estd mucho muy relacionado con el ambito
y el nivel en el que se utiliza; entonces, ;como puede definirse el concepto de variable y
de cuantas y cuéles formas puede utilizarse?
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1.3 Concepciones sobre el Concepto de Variable.

1.3.1 Concepto Polisémico de Variable.

Con el objetivo de unificar conceptos en el curriculum de matematicas, a partir de
los afios 60 se ensend el concepto de variable en su forma mas general; como resultado de
ello todos los simbolos literales se consideraban como variables (Kieran, 1989), con la
excepcion de los numerales o simbolos fijos para un niumero especifico, tales como la
velocidad de la luz c, la gravedad g, e, etc. De esta manera, con la virtual inclusion de
casi todos los simbolos literales en la definicion de variable, los matematicos, profesores
de matematicas, y escritores de textos de matematicas han operacionalizado una
definicion que discrimina muy poco de cualquier uso para que los estudiantes aprendan
matematicas.

Baésicamente, el entendimiento de los simbolos literales y de las variables en
particular, es esencial en algebra, por lo que ha sido el punto de atencion de varias
investigaciones (Rosnick, 1981; Shoenfeld & Arcavi, 1988; Trigueros y Ursini, 1996,
2000, 2003; Wagner, 1983) que muestran que el concepto de variable proporciona la base
para la transicion de la aritmética al algebra y es necesario para el uso significativo de
toda la matematica avanzada (A. Philipp, 1992).

Sin embargo, a pesar de la importancia del concepto, muchos programas tratan las
variables como términos primitivos que - después de alguna practica, por supuesto -
serian entendidos y usados de manera clara por los estudiantes. Ademas, los profesores de
matemadticas con frecuencia reflejamos la presentacion de los libros de texto y
desarrollamos en el pizarron la manipulacion de a’s, b’s, x’s y y’s de forma facil y
automatica. De hecho, es facil hacerlo sin tomar en cuenta las multiples connotaciones,
significados y usos de los términos manipulados, lo cual provoca dificultades en los
estudiantes para la correcta comprension y utilizacion de dicho concepto.

Por otro lado, las variables se usan generalmente en textos escolares sin
proporcionar una experiencia introductoria que pudiera servir como base en la cual la
idea de variable pueda desarrollarse en sus diferentes significados (Ursini, 1993).

El aprendizaje del concepto de variable logrado por los estudiantes a través de su
paso por el sistema escolar es poco significativo; aunque son capaces de reconocer el
papel que juega la variable en expresiones y problemas muy simples, un ligero aumento
en la complejidad de los mismos provoca generalizaciones inadecuadas y la busqueda de
soluciones memorizadas o por inspeccion que no son acordes al nivel requerido para el
estudio de matematicas mas avanzadas. Las estrategias de los estudiantes estan
dominadas por procedimientos que no han sido interiorizados, lo cual los deja anclados a
un nivel de accidon que se manifiesta, por ejemplo, en la necesidad de hacer explicitos los
pasos que siguen en el proceso mental de solucion y usarlos como soporte para continuar,
sin ser capaces de analizarlos, y detectar posibles errores (Ursini y Trigueros, 1997, pags.
1-19).

Por supuesto que no seria productivo redefinir variable, pero se requiere que los
educadores lleguen a términos con las diferentes formas en que las variables se utilizan
en la matematica, la ciencia y los sistemas algebraicos computacionales, para darles a los
estudiantes una oportunidad de reflexionar sobre estos diferentes usos.
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1.3.2 Distintos Usos de la Variable.

A menudo, se distinguen varios papeles de las variables en el algebra, como el de
guarda lugar, nimero generalizado, cantidad cambiante, pardmetro o incdgnita (Janvier,
1984; Kiichemann, 1981; Philipp, 1992; Usiskin, 1988). Una herramienta importante en
algebra es la habilidad para distinguir en estos diferentes papeles de una manera flexible
y consciente, que consecuencias tienen en los procedimientos algebraicos y como
cambian durante el proceso de solucion de problemas (Arcavi, 1994).

De aqui que podemos preguntarnos qué conocimientos contextuales poseen los
estudiantes y de qué manera estos conocimientos pueden interactuar con su
entendimiento de los simbolos literales. Veamos algunos ejemplos.

Considere la ecuacion exponencial 4 = Pe", que se utiliza para determinar el
monto de dinero que se obtiene después del tiempo ¢, si se depositan P dolares a interés
compuesto a una tasa k. Esta ecuacion utiliza los simbolos literales de tres maneras
diferentes: como constante (e), como cantidades que varian (¢, 4) y como parametros (P,
k). (Se dan cuenta realmente los estudiantes de los distintos papeles que juegan los
simbolos literales? ;Sefialan los profesores estas diferencias?

Un ejemplo que destaca la diferencia entre una cantidad que varia y un pardmetro
se refiere a la compra de un producto bésico. La ecuacion que representa el costo C, dado
el nimero de kilos comprados &, es C= gk, donde g es el costo por kilo del producto. En
este ejemplo, k' y C son cantidades que varian y que dependen una de otra, mientras que g
es un parametro fijado al principio seleccionando una tienda de abarrotes donde se vende
el producto. C y k dependen uno del otro pero s6lo después de que g se coloca para un
problema en particular.

En realidad, una letra puede sustituirse por un numero sin que se involucre algo
“desconocido”. Esta distincion es mejor y deberia hacerse cuando los estudiantes
manejan las formulas. Muy frecuentemente, los profesores y autores de libros ven de
manera muy superficial el hecho de que los estudiantes puedan usar la formula A = 11 en
dos formas diferentes:

1. Como féormula para determinar el 4rea de un circulo, que se usa cuando su radio r esta
dado. En este caso, no se espera que los estudiantes imaginen o consideren el radio
del circulo como una incégnita, sino por el contrario, el radio puede tomarse como
muchos valores especificos proporcionados por el ejercicio. Algo similar ocurre con
A: tan pronto se le da un valor a r, existe automaticamente un valor para A. Asi, una
letra puede considerarse una incdgnita solamente si se muestra que es usada como tal,
es decir, una representacion simbolica tiene el significado de quien estd dedicado a la
solucion de un problema.

2. Usar la formula “de la otra manera” es totalmente diferente. Si se proporciona el area,
para tratar de determinar el correspondiente valor de r, pueden realizarse algunos
calculos que no son ordinarios pues involucran el manejo de las letras como nimeros
generales que no tienen valores especificos.

Asi, las formulas pueden definirse como dos expresiones simbdlicas unidas con
un signo “=" que requiere solo de célculos directos de nimeros conocidos, mientras que
una ecuacion deberda involucrar célculos sobre niimeros desconocidos. Por ejemplo,
expresiones como y = 3x +2 o T = (9/5) C + 32 pueden sefialarse como ecuaciones o
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formulas dependiendo del tipo de actividad en la cual estén involucradas: si se pide
encontrar y o T dados los valores de x o de C entonces las expresiones son formulas. Pero
si un par ordenado (X, y) satisface que y = 3x + 2 entonces la expresion simbolica puede
reconocerse como ecuacion. Esta distincion tiene que considerarse como fundamental.

Mas alin, si en las expresiones A = Ti%, y = 3x + 2, T=(9/5) C + 32 se tiene que r,
x o C varian, consecuentemente A, y, y T varian también. Esto posibilita una distincion
adicional relevante.

En resumen, por ejemplo, el uso de la letra a puede interpretarse en formas
diferentes y en cada caso utilizarse un proceso mental diferente:
a) Puede usarse como un valor indeterminado en una férmula: P =4 a.
b) Puede considerarse una incognita: 2 a +3 = 7.
¢) Puede considerarse como una variable: a = Tt?, cuando r varia.
d) Como nombre polivalente, es decir, puede tomar cualquier valor numérico y no
ser incOgnita ni variable: (a + 1)*=a*+2a+1
Pasemos a otros ejemplos. Considere ahora las siguientes expresiones, ;/qué puede
decir de ellas?
. A=(1/2) bh
. 40 =>5x
sen X = cos X tan X
. 1=n(1/n)
.y=kux.
Todas tienen la misma forma: el producto de dos elementos es igual a un tercero
pero, como ya vimos, cada una de ellas tiene diferente interpretacion. Generalmente

clasificamos a 1) como una férmula: la del area de un triangulo donde A, b, h se utilizan
para representar area, base y altura y que se interpretan como cantidades ya conocidas.

Clasificamos a 2) como una ecuacion a resolver, donde tendemos a pensar en X como
incégnita; 3) la clasificamos como una identidad, donde x es el argumento de una

funcidn; 4) podemos clasificarla como una propiedad, donde se generaliza un patrén
aritmético y n identifica un instante del patron; y 5) se clasifica como una funcion de

variacion directa ( no para resolverse), donde x corresponde a una variable independiente,

—

)y a una variable dependiente (el valor a tomar de acuerdo a X) y k una constante de
proporcionalidad. Aparentemente, solo en 5) se tiene un sentido de variabilidad, pero si
analizamos con cuidado las expresiones veremos que no es asi: en 1), representa el area A
de un triangulo, donde su valor depende de los valores de b y h; asi, A, b y h pueden
tomar cualquier valor por lo que los identificamos como nimeros generales, al igual que
en las expresiones 3) y 4). En 2) identificamos a X como una incdgnita que, a diferencia
de los casos anteriores, representa un valor especifico no arbitrario que puede calcularse
con base en las restricciones de los datos, pero que antes de este momento nos permite

considerar a X como variable.

Considere ahora la bien conocida expresion y = mx + b. ;Qué significan cada una
de las literales? Esta expresion describe una linea recta en el plano, que tiene pendiente m

y corta al eje y en b, por lo que puede asignarse cualquier valor a cada una de las literales
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involucradas, es decir, considera la relacion general entre los puntos de una recta
cualquiera y su pendiente. Por esta razon, X, ¥, m, b son numeros generales que pueden
tomar cualquier valor, esto es, son variables. Sin embargo, para una recta particular m y b
son constantes dadas o que pueden calcularse utilizando los datos del problema (b puede

ser incognita), X y ¥ son dos variables dentro de una relacion funcional, donde x puede
considerarse como una variable independiente que puede asumir cualquier valor y el

valor de la variable y cambia dependiendo de x.

Es decir, que para resolver un problema tan sencillo como lo es el determinar la
ecuacion de una recta que pasa por un punto particular dado y tiene una pendiente m
también dada, los estudiantes deben enfrentarse a numeros generales, constantes,
incognitas y variables en una relacién funcional, por lo que deben ser capaces de pasar de
una interpretacion de variable a otra aun cuando estas diferentes caracterizaciones del
concepto de variable estén involucradas en la misma expresion.

Muchos profesores tienen dificultades para que los alumnos comprendan las
condiciones de aplicacion de las formulas que conocen y utilizan. Efectivamente, estas
condiciones no tienen el mismo papel de las férmulas en un problema: éstas son
herramientas que permiten obtener un resultado, mientras que las condiciones no forman
parte de los propios tratamientos. Mas aln, los mismos profesores pueden tener
dificultades en su ensefianza no por desconocimiento, sino porque no se tiene a un nivel
que asegure su transmision confiable. Todavia mas: en matematicas se usan generalmente
los simbolos literales para representar a las variables. Los mismos simbolos son utilizados
para denotar diferentes caracterizaciones de la variable, y diferentes simbolos son
empleados para representar la misma caracterizacion de la variable. Esto contribuye a
opacar las diferencias entre las distintas caracterizaciones de la variable y ocultar las
condiciones que determinan donde y como puede variar su valor (Matz, 1982).

Argumentos de este tipo han llevado en distintas ocasiones a considerar que los
simbolos comtiinmente utilizados para representar la variable no son los mas adecuados y
que, por lo tanto, contribuyen a crear confusion en los estudiantes que inician el estudio
del algebra (Wagner, 1981; Matz, 1982). Se lleg6 inclusive a sugerir la conveniencia de
usar simbolos que reflejen la variedad conceptual que subyace bajo los diferentes usos de
las variables (Menger, 1956). Sin embargo, esto no liberaria a los estudiantes de la
necesidad de interpretar la misma variable simbdlica de diferentes formas. Asi como se
ha dicho anteriormente, es muy frecuente que para poder resolver un problema se
requiera la capacidad de interpretar un mismo simbolo literal de maneras distintas. Asi,
para no implicar un uso particular de las variables, en este trabajo se utilizan los simbolos
literales para describir el uso matematico de una letra.

Las consideraciones anteriores subrayan el caracter multifacético del concepto de
variable y sefalan que para poder trabajar exitosamente con la variable es necesario poder
interpretar de distintas maneras los simbolos que se usan para representarla, asi como
poder pasar de una interpretacion a otra.
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1.3.3 Algunos Estudios sobre el Concepto de variable.
(a) Kiichemann (1980).

Con el fin de elucidar de qué manera los alumnos interpretan los simbolos
literales usados para representar a las variables en un contexto algebraico escolar,
Kiichemann (1980) realizd6 un estudio con mas de 3000 estudiantes cuyas edades
oscilaban entre 13 y 15 afios. Para ello aplicé un cuestionario escrito, en el cual se pedia a
los alumnos que interpretaran y manipularan expresiones algebraicas, y que resolvieran
problemas en los que las variables estaban representadas por simbolos literales.

Al analizar las respuestas dadas por los alumnos, Kiichemann (1980) identifico
seis diferentes maneras de interpretar los simbolos literales, a saber:

* Letra evaluada.- A la letra se le asigna un valor numérico;

* Letra no utilizada.- La letra es ignorada o su existencia es reconocida pero no se le
atribuye ningun significado;

* Letra como objeto.- Se considera la letra como una abreviacion del nombre de un
objeto o como a un objeto en si;

* Letra como incégnita especifica.- La letra representa un numero particular pero
desconocido y los alumnos son capaces de operar directamente sobre ella:

e Letra como numero generalizado.- Se considera que la letra representa o es capaz
de asumir distintos valores;

* Letra como variable.- Se considera que la letra representa un rango de valores no
especificado y que existe una relacion sistematica entre dos conjuntos de valores
de este tipo.

Entre estos resultados destacan el hecho de que los alumnos tienen diferentes
maneras de interpretar las letras usadas para representar las variables, lo cual indica que
quienes se inician en el estudio del algebra consideran que los simbolos literales pueden
interpretarse de diferentes formas, y que su significado puede variar con el problema.
Esto muestra que la interpretacion dada no es siempre la apropiada, y frecuentemente es
la fuente de respuestas erroneas.

Kiichemann considera que esta clasificacion de la interpretacion de los simbolos
literales refleja un grado de dificultad creciente. Considera que las primeras tres
categorias indican un bajo nivel de respuesta, y argumenta que para que un nifio tenga
una comprension de los “inicios del dlgebra” es necesario que sea capaz de trabajar, por
lo menos, con problemas simples que requieran el uso de la “letra como incognita
especifica”. Afirma que un nifio habra comprendido perfectamente el uso de los simbolos
literales en algebra cuando sea capaz de trabajar con la “letra como variable”. El orden
que Kiichemann propone sugiere que es mas facil para el nifio trabajar con la “letra como
incognita especifica” que con la “letra como nimero generalizado”, y que es mas facil
trabajar con la “letra como niimero generalizado” que con la “letra como variable”.

(b) Usiskin (1988).
Por otro lado, Usiskin (1988) destaca en su investigacion cuatro usos diferentes de
la variable y las asocia a diferentes concepciones del algebra de la siguiente manera:
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CONCEPCION DEL ALGEBRA USO DE LA VARIABLE

Aritmética Generalizada Generalizadores de patrones
(traduce generaliza)

Medio para resolver problemas Incognitas, constantes
(resuelve, simplifica)

Estudio de relaciones Argumentos, parametros
(relaciona, grafica)

Estructura Marcas arbitrarias en papel

(manipula, justifica)

De aqui puede verse que las causas de esta dificultad en la comprensién del
concepto de variable, estriban en que una variable tiene caracterizaciones que varian de
acuerdo al problema en el cual esta inmerso. Por ejemplo, una variable puede representar,
una incognita especifica, esto es, un nimero desconocido pero especifico que puede ser
calculado considerando las restricciones dadas; como un numero generalizado, es decir
un namero indeterminado comprendido dentro de un método general; o también puede
ser utilizado para representar una relacion funcional entre dos cantidades cuyos valores
cambian. Mas aun, una variable puede utilizarse de diferentes formas en momentos
distintos dentro de un mismo problema, es decir, puede tener distintas caracterizaciones;
las acciones que hay que efectuar varian dependiendo del papel que desempefia la
variable en determinada situacion.

Asi pues, el concepto de variable se utiliza en diferentes contextos con diferentes
significados y dependiendo del contexto lo tratamos de diferente manera (Usiskin, 1988).
No seria productivo intentar redefinir variable, pero si es necesario encontrar un
acercamiento de ensefanza no tradicional que pueda ayudar a reducir las dificultades y
que contemple la posibilidad de darles a los estudiantes una oportunidad de reflexionar
sobre estos diferentes usos.

(¢) Ursini y Trigueros (1997). (Trigueros y Ursini, 1996, 2000, 2003)

Para estudiar la forma en la que los estudiantes entienden el concepto de variable
Ursini y Trigueros refinaron las caracterizaciones de tres usos del concepto de variable;
variable como incdgnita, variable como numero general, variable como relacion
funcional, aislando sus componentes y describiendo detalladamente cada una de ellas,
obteniendo una “descomposicion” del concepto de variable. A continuacidén se muestra la
descomposicion del concepto de variable que consideran basicos para su comprension:

Variable como incdgnita.
Consideramos que la conceptualizacion de la variable como incognita implica:

* Reconocer e identificar en un problema la existencia de algo desconocido que se
puede determinar;
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* Interpretar el simbolo que aparece en una ecuacion como un ente que puede tomar
valores especificos;

* Sustituir el o los valores de la variable que hacen que la ecuacion sea verdadera;

* Determinar la incognita que aparece en ecuaciones o problemas llevando a cabo
las operaciones algebraicas o aritméticas necesarias;

* Identificar la incognita en una situacion especifica y representarla simbdlicamente
en una ecuacion.

Aqui mencionan lo siguiente:

“Habra quien considere inadecuada la terminologia variable como incégnita por el
hecho de que una incdgnita no es variable dado que representa un valor fijo. Sin embargo,
consideramos que la primera percepcion de las literales al trabajar con un problema
algebraico es, o tendria que ser, de simbolos que representan cualquier valor y que es en
un segundo momento cuando se define su papel especifico dentro de la expresion o
problema en el que aparecen. Asi, por ejemplo frente a una ecuacidn, se toma conciencia
de que la variable representa valores especificos solo después de llevar a cabo, de hecho o
mentalmente, las operaciones necesarias que permitan darse cuenta de que se trata
efectivamente de una ecuacion y no, por ejemplo, de una tautologia. Por esta razén nos
parece que el uso de la terminologia «variable como incdgnita» es adecuada.”

Variable como numero general

En el caso de la variable como numero general consideramos que su
conceptualizacioén implica la capacidad de:

* Reconocer patrones y reglas en secuencias numéricas y en familias de problemas;
* Interpretar el simbolo como una representacion de un objeto indeterminado;

* Desarrollar la idea de método general distinguiendo los elementos variables de los
invariantes en familias de problemas similares, basta J1egar a 1a simbolizacion de
un método general y del objeto general sobre el cual este actua.;

* Manipular el simbolo para simplificar o desarrollar expresiones algebraicas.
Variables en relacion funcional
La conceptualizacion de las variables en relacion funcional implica:

Reconocer la correspondencia entre cantidades en sus diferentes representaciones:
tabla, grafica, problema verbal o expresion analitica;

* Determinar los valores de la variable dependiente cuando se conocen los de la
variable independiente;

* Determinar los valores de la variable independiente cuando se conocen los de la
variable dependiente;

* Reconocer la variacion conjunta de las variables que intervienen en una relacion
en cualquiera de sus formas de representacion;

¢ Determinar los intervalos de variacion de una de las variables cuando se conocen
los de la otra;
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» Expresar una relacion funcional de manera tabular, grafica y/o analitica a partir de
los datos de un problema.

Para cada uno de estos aspectos de la variable, esta "descomposicion" pone de
manifiesto distintos niveles de abstraccion en los que se puede usar este concepto.

1.4. Discusion, Conclusiones y Proyectos de Investigacion.

El concepto de variable no es facil de definir, ya que su significado puede cambiar
con el contexto en el cual aparece (Ursini, 1993), pero definitivamente el concepto de
variable se ve restringido en mucho al uso de letras. Muchas de las dificultades que los
estudiantes encuentran con las variables se relacionan con su incapacidad para reconocer
su papel correcto. Aunque puede ser que sélo uno de los usos de la variable aparezca en
una tarea especifica, es muy comun que los estudiantes tengan que resolver problemas en
los que aparece mas de uno de sus usos, por ejemplo, deben ser capaces de trabajar con
numeros generales, con constantes, con incdgnitas, con variables en una relacion
funcional y poder transitar de una a otra interpretacion, aun cuando estas diferentes
caracterizaciones de la variable tengan la misma representacion simbolica. El no
reconocer las diferencias que caracterizan los distintos usos de la variable se convierte
frecuentemente en un obstaculo que bloquea el aprendizaje del algebra.

Esto es, la comprension del concepto de variable implica la posibilidad de superar
la simple realizacion del calculo y operaciones con letras o con simbolos, para alcanzar
una comprension de las razones por las que funcionan estos procedimientos; la capacidad
de prever hacia donde conducen y la posibilidad de establecer relaciones entre los
aspectos que asume la variable en el contexto del algebra elemental.

Por otra parte, los cursos de matematicas que se imparten a nivel universitario
requieren de una comprension profunda de los conceptos del algebra, en particular del
concepto de variable, el cual es central en esta disciplina. Se espera que los estudiantes
universitarios tengan un manejo solido y flexible de la variable, sean capaces de
distinguir entre sus diferentes usos y lo puedan manejar de manera integrada, pero, a
pesar del nivel de escolaridad, persisten concepciones equivocadas y estrategias de
solucion de problemas propias de estudiantes con menor escolaridad, lo cual hace pensar
que existe un anclaje a nivel de accion que impide a la mayoria de los estudiantes acceder
a niveles de abstraccion que les permitan tratar a la variable como un objeto cuya funcién
se puede analizar. Asi, las dificultades que alumnos de diversas edades tienen para
alcanzar un manejo adecuado del concepto de variable, sugieren la realizaciéon de mas
estudios que propicien un mayor acercamiento a la solucion de este problema.

Una revision bibliografica de las investigaciones realizadas sobre el concepto de
variable, nos muestra que la mayoria se han llevado a cabo con estudiantes de nivel
basico, secundaria y, si acaso, de nuevo ingreso a estudios universitarios. En este trabajo,
a diferencia de ellos, analizaremos el concepto de variable con estudiantes universitarios
de segundo semestre y que ya han pasado por un filtro matematico como lo es el primer
semestre del tronco comuin de Ciencias e Ingenieria de la Universidad de Sonora,
semestre en el cual se espera que adquieren una madurez matematica y una mayor
responsabilidad como estudiantes universitarios. Los estudiantes en el primer semestre
cursan las materias de Calculo Diferencial e Integral I, Geometria Analitica y Algebra

26



Superior, por lo que se espera que tengan un mejor manejo y comprension del concepto
de variable.

Consideramos que una parte importante del proceso de ensefianza y aprendizaje
son los textos que utilizan los profesores para los cursos que imparten. Asi que un aspecto
importante a considerar en la investigacion sobre el concepto de variable es hacer un
analisis de la forma en que los libros de texto presentan el concepto de variable.

En realidad los textos se basan en caracterizaciones del concepto de variable y no
en una definicion explicita; los estudiantes al avanzar en sus cursos ven una variable
primero como una letra, luego como una operacion, después como una expresion
algebraica, como un proceso y finalmente como un objeto; pero no todos logran llegar
hasta este nivel.

Por supuesto que esto debe influir en cierta medida en las dificultades que
experimentan los estudiantes con su concepcion propia de la variable, ademas de la
manera como se tratan los distintos usos de la variable en los cursos, es decir, la forma en
que aborden los profesores este concepto. En otras palabras, consideramos que estas
dificultades estan fuertemente influidas por las practicas docentes, el contenido de los
cursos y la manera de abordar los textos este concepto, por lo que analizaremos estos
puntos en los capitulos siguientes.

Con la finalidad de buscar superar estas dificultades se realizd un analisis del
enfoque y los usos con que se presenta el concepto de variable en textos, y los
comparamos con la definicion personal de profesores y estudiantes.

En resumen, con el proposito de aportar elementos que permitan una mayor
claridad sobre los procesos de ensefanza y aprendizaje de este concepto, en esta
investigacion analizamos cuatro aspectos relacionados con el concepto de variable:

1. La manera en que se maneja actualmente el concepto de variable es un objeto muy
elaborado, asi que uno de los aspectos importantes que se debe considerar para
entenderlo es el proceso mediante el cual se llegd a su forma actual. Este estudio
debera aportar informacion acerca de la evoluciéon del concepto en los distintos
momentos histéricos, y conocimiento relevante para comprender los factores
determinantes de los procesos de ensefianza y aprendizaje de esta nocion a lo largo de
los distintos niveles de ensenanza.

2. La forma como se presenta la definicion de variable en los textos escolares. En las
investigaciones revisadas se menciona con bastante frecuencia que el concepto de
variable es dificil de definir; sin embargo, asi como algunos presentan una definicion
otros no. De aqui, nos preguntamos: ;cudles la presentacion que hacen los textos de la
definicion de variable?, ;qué diferencias hay en el enfoque de esta presentacion? Para
responder a estas preguntas realizamos una revision de la presentacion del concepto
en los libros de texto.

3. Aunque para algunos es tan fundamental y tan dificil de aprender el concepto de
variable, no sabemos suficiente acerca del conocimiento de los profesores ni de su
conocimiento base previo para la ensefanza de este concepto; en particular el
conocimiento sobre el tema y su conocimiento pedagogico del mismo. Sin pretender
hacer un trabajo exhaustivo acerca de este tema nos preguntamos ;Cual es la
concepcion que tienen los profesores acerca del concepto de variable?
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4. Por otro lado, los estudiantes con los que se han realizado las investigaciones son,
cuando mucho, pre-universitarios, por lo que nos interesa saber ;cual es la
concepcion de variable que tienen los estudiantes universitarios?

5=

Igualmente importante es que, por la forma en que desarrollamos el tema, abrimos la
posibilidad de que a partir de este trabajo se deriven nuevos y variados proyectos de
investigacion.

A continuacion desarrollaremos los anteriores puntos.
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2. Una Vision Historica sobre la Evolucion del Concepto
de Variable.

2.1 Introduccion.

La matematica es un fendémeno cultural y estd sujeto a fuerzas culturales ademas
de las fuerzas internas de su propia naturaleza (Wilder, 1968). Varios conceptos
matematicos y su uso en las matematicas han pasado a través de numerosos cambios. Los
conceptos matematicos surgieron como generalizaciones de ideas intuitivas y con
cambios graduales condujeron a definiciones formales. Algunas veces las definiciones
incluian objetos que no estaban originalmente destinados a algo. Después, los
matematicos estudiaron los nuevos objetos y las definiciones fueron llevadas al mas alto
nivel de abstraccion (Diaz, 2001).

La manera en que se maneja actualmente el concepto de variable es un objeto
muy elaborado.