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lltroduccióil 

Tesis 

En este trabajo, se abordan dos tesis; 

el concepto de función está subutilizado en el contexto de la 
t'u:dem/alca escolar en tanto se desaieftan extensiones del 

concepto pertinentes y factibles en los niveles educativos por 

la vía de recursos de representación complementarios al 

sintáctico lógico .formal y la significación agregada por la 

articulación de éstos. 

por otro lado, 

la postulación del concepto de función como un substrato 

conceptual de la matemática escolar, lo que permite potenciar 

la fOrmulación de nuevas estrategias operativas en el 

desarrollo del currículo matemático. 

(difyblar- 
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Gnesis de la idea 

La idea que se sustenta en este trabajo, tuvo su génesis en el 

contexto del trabajo docente y Ja necesidad de motivar a los estudiantes 

de un curso de cálculo diferencial e integral dirigido a estudiantes de la 

licenciatura en infoniiática. 

Este contexto resultó paiiicularmente fecundo (de la manera que 

comento más extensamente en el Marco Teórico) en términos de que., 

por un lado, los lenguajes de programación son uno de los principales 

objetos de estudio de los estudiantes de ésta licenciatura y, por otro, 

soy un interesado de los correlatos entre las disciplinas lingüística y 

matemática. 

Justificacion 

Creo que no hay duda en que uno de los objetivos centrales del 

trabajo docente (-ti el CUrrÍCULO matemático, es el promover en los 

estudiantes la adquisición (le ciertos niveles de pertinencia y 

competencia en el uso ([e los recursos matemáticos de representación en 

tul sentido amplio. 

Los recursos de representación de las disciplinas, en general 

acuden al código que desde el pinito de vista de ellas mismas y de sus 

neçesjdades de interacción con otras, les resultan más adecuados para 

ilustrar la. íiçeta de la realidad en la que, por su propia naturaleza, está 

interesada.. ir 
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La matemática no está excluida del coirientario en el paráafb 

anterior. 

¿Qué es lo que potencia las competencias en el uso de un código 
(le representación?, ¿Cómo surgen las interpretaciones?, ¿cuándo se 

afirma que alguien es competente en el uso de algún código?, ¿Cómo 

incrementar la competencia en el uso de algún código?, ¿Cómo se 

relaciona la competencia en el uso del código con la resolución (le 
problemas?, ¿Qué es un problema?, ante la diversidad de formas y 

manifestaciones de los códigos existentes: ¿existe algún c6digo que a 
manera de substrato me pernhita, apoyándome en él, moverme más 

conciente y deliberadamente en un código arbitrario?, al interior de la 

matemática: ¿existe algún código que a manera de substrato me permita, 

apoyándome en él, conducirme de una manera más competente? 

Las anteriores, son algunas de las preguntas a cuya respuesta. 
intenté acercarme en todas las dimensiones del trabajo, por lo que en él, 

habrán de encontrarse preguntas y, en todo caso, mi versión particular 

de cómo asomnarse al ámbito de su dominio. 

Organuació
0  

n 

P.i-a dar sustento a las tesis que se presentan, el material expuesto 

ha sido organizado en cuatro partes: 

En la primera, ¡lago una resefla del sistema general y 

temporal de creencias a manera de marco teórico que, a 

través de mi interacción virtual con algunos personajes 

académicos como Vygotsky L. S., Piaget J, Hofstadfer D. R., 

Radeili 1?., WIener N, 13erta1an1)3' L. V., Popper K R., 

(&dpazJ 
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Cassirer E., Habetmas J., Hunceus F., Maturana H., Verhulst 

P. P, May R., Galileo G., Mandelbrot B., Fregoso A, Lomen 

D., Lovelock D, hemos venido conformando. 

En la segunda parte, hago una rese fía -no exhaustiva- de las 

incidencias del concepto de función en los diferentes  niveles 
educativos (básico, medio básico, medio superior y superior). 
Se expllc Ita y se apuntala -por la vla del análisis de las 
Incidencias del concepto- la('s,) tesis que se sustenta. 

La tercera parte, está constituida por ¡a pesefa de algunas 
experiencias docentes desarrolladas durante 
aproximadamente 12 afios, cuya intención es la de ilustrar 

-con ejemplos de diversos apartados de la matemática- la 

potenciación de las posturas didácticas a partir del concepto 

de fitnción en calidad de substrato independiente del código. 
De esta manera, se abordan situaciones de temáticas tan 

aparentemente disimbolas como regresión, desigualdades, 
análisis numérico, sistemas dinámicos, probabilidad y cálculo 
difrencial. En adición a esto, se intenta de'  ar un registro 
sobre el cáirio. la  tecnología de cómputo puede cambiar ¡a 

forma en la que enselíamos matemáticas propiciada por ¡os 
cambios cualitativos que se pueden generar por esta vía. 

En la cuarta parte, he incluido las referencias 
complementarias a manera de Anexos (1,2,3) que, sin ser por 
ello menos importantes, 120 han sido integradas a las pri meras 

tres por no desviar la atención del lector. (3 

rc 
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Descripción 

Se reconoce actualmente corno una postura generalizada el que la 

resolución de problemas Juega un papel fundamental en la ensefianza y 

el aprendizaje de las mateintivas. Sin embargo, este reconoçiiiiictito no 

asegura el que las prácticas que de aquí se desprenden estén apoyadas 

en una y la misma concepción. 

De esta manera, la función concreta que se asigne a la resolución 

de problemas en el aula, depende por una parte, del modelo 

epistemológico implícito en la noción de "problema" y, por otra, de lo 

que se crea que significa "enseflar" y "aprender matemáticas". 

Sin embargo, para los efectos didácticos y de aprendizaje, no 

basta el sólo tener una versión paicogenética de la noción de 

"problema", puesto que lo que hay que hacer en ambos casos no es 

conceptuar la acción, sino concretarla. 

De esta manera en el Marco Teórico del trabajo se aborda tanto 

una versión psicogenética de la noción de problema corno una veriÓn 
operativa del flUSiflO. 

En esta última se advierte al modelo simbólico en su papel de 

vínculo bidireccional de tránsito entre el estado inicial de la situación 

problema y el estadio que le significa a quien lo resuelve, la solución 

Eii este contexto, el concepto de función en calidad de 

instrumento modélico adquiere un papel central, y la articulación de sus 

representaciones numérica, gráfica  analítica cobran el pape! (le bujías 

que potencian la posibilidad de lograr nuevos arreglos sintácticos 

significativos, agregando con ello nuevos significados a los 

significados (le los símbolos. 



Se da iuia sinblanza crítica y propositiva -aunque diflcilmente 

exhaustiva de las incidencias del concepto de función en los diferentes 

niveks educativos. 

Finaluiente, se resetan algunas experiencias que a manera de 

ejeuiplos tratan de ilustrar la postura que se sustenta en la tesis. 

OflietiVOS  

En una primera parte del trabajo, se intenta mostrar en general, 

que todos los niveles educativos dejan, por decirlo así, 'la mesa 

servida" pues es justo cuando el concepto de función permitiría 

organizar los conceptos relacionados con los problemas y, en todo caso 

realizar extensiones de éstos, cuando el abordaje de los contenidos del 

currículo parece detenerse. 

En la segunda parte, se intenta establecer que de la coordinación 

de las diversas representaciones del concepto de función en su calidad 

de substrato conceptual, es posible lograr nuevas articulaciones 

significativas y potenciar estrategias operativas para el desarrollo del 
CUITkU1O es-volar. 

Alcances y  limitaciones 
~---Y 

Los alcances de una idea están en función de todo lo que dicha 

idea le permita al usuario hacer. (1 

Me atrevo a sugerir que las ideas aquí plasmadas tienen la 

suficiente l)otellcia para pel-mear y potenciar el ti-abajo docente en 

educación matematiea. 
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En cuanto a las limitaciones, debo decir, que este trabajo no es ni 
con mucho una monografía exhaustiva sobre la temática que en él se 
aborda, sino más bien un ensayo documentado -en la medida de lo 
posible- con experiencias y escritos tanto personales como ajenos. 

Habrá que reconocer el hecho de que no se puede ser especialista 
sobre todas las cosas de las que se permite uno hablar, y aún siéndolo 
siempre existe la posibilidad de equivocarse, en todo caso he intentado, 
acompafiar mis creencias con las creencias de otros, es decir, procurar 
cierta objetividad en términos de una cosubjetividad. 

Por otro lado, no se puede perder de vista que tanto la matemática 
como la educación son labores ya de por sí complejas y que esta tesis 
versa sobre asuntos que abordan su conjunción, es decir sobre asuntos 
de matemática educativa De esta manera resulta natural la confluencia. 
concephial en el trabajo de distintas vertientes conceptuales que tienen 
que ver con cuestiones sociológicas, psicológicas, epistemológicas, 
sistémicas, cibernéticas, lingüísticas, matemáticas, lógicas, filosóficas, 
etc.. 

Es así que la necesidad de confluencia. de aportaciones 
disciplinares diversas lejos de proponer una limitación se convierte en 
un notabilloimo atributo de la matemática educativa y por ello en un 
campo fecundo para el trabajo de alto nivel intelectual. 
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Any attemptto tést the truth Of'tf kown rnut 1te}f 

hp an act of knowing and heiceab lv My kiowiedge of 

"ob)ective truth" therefore)  ls Impob1e. ContructIvi.n aits the 

Gordian knot by separating epistemo1o' from ontology and argulng 

that a thery of know1ede should '&a1 fth thê'dt of Iiow1edge to 

experlence)  not the match between kuowledge and r.eaiity. The only 

'eal1ty we can know ls the reality of our experience, 

Kllpatrlckjeremy. 1987. 

Mar co teorico. 

A Moda de Introducción. 
En este apartado comparto una serie de reflexiones sobre temas 

diversos, los que espero estén suficientemente interconectados para 

resultar inteligibles. 

.9 



No tengo la pretensión de enunciar verdades para nadie. Lo 

escrito aquí constituye sólo el (mi) sistema temporal de creencias, 

desde el que intento apoyj1n trabajo. 

Reconozco el pehgrle adentrarnie en terrenós queoficialni44 
YN  

pertenecen a los lingt1ists a los covistas a' los Jilsofos 

embargo, suele ocurrir qui incuronai cfi cmpoaeh çrne $10 see 

especialista" resulta enriquecedor y fecundo, precisamente porque la 
falta de pre-juicios o de rutinas permiten ver las cosas de otro modo. 

Valga lo anterior para justificarme, sobre todo porque voy a 

recurrir a la experiencia de cada cual en el sentido del epígrafe. 

01 
E! 'ProMenaa"y su Ámbito de Generación 

Desde hace algún tiempo he venido ádinírando la forma en la que 

los humanos usamos nuestro lenguaje y, en particular, estoy interesado 

en la utilidad que la observación detenida de este uso podría reportar 

para los asuntos de educación en general y en particular para la 

educación matemática- 

Uno de los aspectos que más me ha impresionado en éste admirar, 

es el haberme percatado de. que, al 1pecer,  cada quien posee un 

Universo Semánticóo dé igniftcacdnea particular, como producto, 

por un lado exógeno, esto es, del trabajo de interacción perceptual del 

individuo sobre su entorno; y por otro, endógeno, producto de las 

articulacionés bnceptutilesdsarróll&ta jór él 

Algunas características ádvertidé del Univérso Semántico al que 

hago referencia son: 

(II01 

• es desde luego, personal e intransferible, como lo es el acto de 

'darse cuenta" 

"o 



• en él, estan contenidos los correlatos cósmico-individuales que le 

permiten e impekn a relacionarse con su etorio cercano (íntimo) y 

su entorno mediato o, aún lejano 

• es también dinámico, ÓII 'éüánto histórico yló diacrónico; como 

estático en cuanto social y/o sincrónico 

• éste se formaliza (signica o conceptu1mente)' sólo en tanto las 

exigencias de comunicación con otros individuos o consigo mismo y 

en cuanto la necesidad.de acercamiento a una precisión descriptiva y 

argumentativa consensual, se hacen patentes, pues hacerlo antes o en 

otro contexto se traduce, en una pérdida de significatividad cognitiva, 

esto es; se puede salir del paso pero no se aprende 

Por otro lado, hay en este universo semántico elementos y 

categorías que acaso jamás sean formalizados, no obstante jugar un 

papel en la interpretación; es decir en él están contenidos tanto los 

elementos racionales como los no racionales esto es razón e intuición; 

constituyentes en todo caso complementarios para la conjunción 

animal-racional llamada hombre, y los que eventualmente permiten al 

individuo la construcción del sentido de las representaciones y su 

significación. 

Desde esta perspectiva el cosmos es desde luego, sólo una 

interpretación posible, más o menos co-subjetiva y más o menos 

arbitraria o personal e incomunicable en su totalidad -aunque no por 

ello menos influyente- en cuanto elemento o categoría no significada 

Es  en este Universo en el que se dá la creación sígnica y 

conceptual, es también el ámbito en el qu se .da el evento -yo diría 

maravilloso- del nombrar, corn 01 satisfaçtor a la necesidad sincrónica 

(social) de comunicar, de manera, más o menos prçisa, la 

diferenciación advertida sobre algún aspecto del entorno. 

ff 



Univo Semntka 

F. 1 

ff*Jo1 

Es taknbién 'en este Univtso en el qué se rone la cosificaeión 
lograda por los ñoiñbres á través de su praxii, de t*l manélá que como 

producto de estas rupturas haceimergehciú,ttensionéc'oiceptuales 

y/o recouceptualizaciones dp iquombrado. 

Es desde este Universo Semántico, qúe el individuo decide 

cpniprometer o no, el jercicio de sus potencias :flsicas y/o intelecIia1es 

para el desarrollo de alguna actividad. 

Ea mi opinión, la fuerza, el ínlpetti,la onvIcción interna o nivel 

de compromiso con el que un individuo eineff sus pótbncias en alguna 

acción (éoncretá o concephal) étá en conélato 'nÓútiico- con la 

"distancia' a la que ébe 'iúdIvidüópécib el' objeto (fisico o 

conceptual) de su acción. 

El patrón de comparación que petinite al iidividuo la va1ración 

• subjetiva (en ocasiones co-subjetiva) de esta d)sta,2c1a epistémica está. 

constituido de manera natural por 8U propio universo semántico. (ver 

Fig.]) . 

Desde esta óptica, propongo que un individuo 1 (ver Fig. 2) 

descartará muy freuentemente como objetos de comprbmisb de acción 

flsicay/o epistémica tanto al Objetó 1'comó al Objeto 2'áflriiiero por 

coniderarlo • deniasido' cercan 'o pro'ió a su • iivó de 

significaciones (desdefiándolo) y al segundo dokió denasiado ljano o 

ajeno al inimo (abandonázidbló).
'' 



Sugiero como más probable el que un individuo decida 

comprometer sus potencias fisicas o intelectuales, en el caso en que la 
—distancia —a, la que él percibe los objetos sea tal que ubique al objeto 

en la "frontera" de su universo semántico. 

Afirmo  en consecuencia que la ubicuidad del Objeto 3 (Ver Fig. 
3) haría de él un candidato más probable (que los anteriores dos) a 

constituirse en un detonador de la potencia epistérnica del individuo 1 
que así lo percibe. 

o—, 

F 3 

Son entonces la clase de objetos o situaciones que ubicadas en la 

frontera del universo sem(intico de un individuo ], a las que llamaré 

Situaciones Problema, considerando su ascenso al estadio de 

Problema sólo en el caso en que el individuo 1 decida internamente, 

comprometer su voluntad de acción (fisica y/o mental) para acercarse a 

ese objetivo. 

Es en este sentido que eventualmenté las Situaciones Problema 

emergen en problemas y se consituyen en lo que denomino un 

Detonador Epfstémico. 
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En este contexto, la refutación resulta de ayuda invaluable para 

crear una terceiit clase de objetos: Valiéndose de la refutación del 

sentido que desdefta a los objetos de la clase 1, es posible 

revitalízarlos en su signjficatividad, incrementando por esta vía la 

distancia (dificultad?) epistmica al objeto. 

Fit4: 

Por otro ladb, lo que he llamado "frontera del universo 

semántico", aparece en los diagramas anteriores como un linca bien 

definida sólo para efectos de simplificación modélica inicial, pues en 

realidad creo que ésta es más bien difusa, amorfa y de una 

caracterización compleja (Ver Fig. 5); lo que en todo caso propone las 

limitaciones y dificultades del modelo'. 

tfNis3. .%'ç • 

Una caracterización de esta frontera, está consignadá en la obra 

de Vygotsky con el nombre de "zona de desarrollo próximo, como 
sigue: 

Vale aclarar que el concepto de Universo Semántico y el modelo geométrico de su Wonlera 
no son responsabilidad de Vygostsky, aunque la Influencia de éste es evidente. 7- 
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• «.,,...it i3 the distarice bstwEen the actual developwnt leve¡ as 

deternuned by tndependent problen .olwng asid the level ofpotential 

development. as ,.determtned, .throz.gh probkm solving under ad4t 

guidanca orin cokibrratiQn wíth more capabLepears »2 

En adición a eSta corcepruación, es oñjierite!comentar que no 

es suficiente (aunque si necesaijo al parecer) que las situaciones 

planteadas sean perçibidas en la frontera del ,universo semántico para 
que éstas sean introspectivamente con  sideradas como problemas por el 

individuo que asÍ las percibe, flultaría ver si le. da la~ atenderlas. 

Es decir, el hecho de 4u mi íñdividiio perciba una sitüacióii a la 

distancia precisa para ser considerada corno un detonador epistémico 

(problema) de sus capacidades, no asegura que éste !XP10te  en 

efIero (para reólverló) cóniprornetiendó su' voluntad en ello. Pues 

como es sabido, a pesar, de que el detonador es el que inicia la 

explosión, ésta no se asegura cuando la pólvora está mojada. 

Cerrando la postura, diré que, a pesar de que se ubique a un 

individuo ante situaciones que a su propio juicio y en el sentido antes 

descrito éste pudiera considerarlas como problemas, no se asegura el 

que avance en la dirección de intento de solución. 

Aun más; los problemas como detonador epistéinico en todo caso, 
están en la posibilidad causal de comprometer la voluntad humana en la 

dirección que éstos iproponen, pero fflO de deterinínarla, ni en su 

concreción ni en los resultadosde la acción. 

Por otro lado, el asunto dé lámotivación se me antoja demasiado 

espinoso, sin erñbargo parece ineludible 'comentar' alo. Sólo diré que 

tiene lugar en el universo semántico del individuo, no surge 

Vgots), LS. MINO IN SOCIEJY.  Tfle dveIopment oílilgher Psychologlc-al praceses Edlted 
0y Michael Cole, Vera John-Steiner, Syl1a Scrlbner, Ellen Souberman. Haivard Ufltverslty Press. 
Cambrldge Massachusetts. London Erigland. 1978.   P. 66. 
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necesariamente como producto de una situación problemática 

propuesta desde el exterior, puede ser positiva o negativa, puede 

generar acción visible o bien un no-actuar como una forma de acción 

muy refinada -cuando se es concient de ello-, etc., y en todo caso, los 

,resultados de la motivación individual no. están determinados. 

Con todo y los próblemas de detrniinacióii que ofrece la 

conceptuación expuesta e'n los parágrífos anteriores, creo qie este 
acercamiento ofi-ecé notables perspectivas prácticas p*ra la 

investigación y/o el desarrollo de estrategias en lá creflción de espacios 

que propicien el desarrollo ,epistémico de un individuo. 

Las disciplinas, la lengua materna y las 
matemáticas 

La idea expuesta en este apartado, tuvo su inspiración en el seno 

de un curso de cálculo diferencial e integral dirigido a estudiantes de la 

licenciatura en informática. 

Al menos en aquella época (hace unos ocho aflos) y en aquella 
generación de estudiantes, era sensible que la mayoría de ellos no 

estaban muy interesados n la matemátitá y mi problema cómo profesor 
era interesarlós, así que tomé como punto d 'partida para llo, el 

realizar una conceptualización general de lo que desde'nii puito de 

vista constituye el quehacer cotidiano de tin profesional de la 

informática. 

En el estudio de esta disciplina -les decía-, habrán de, hacerse de 

varios lenguajes y/o herramientas de programación (Cobol,,RPU, C, 

Lisp, C-f+,... etc., denotadas genéricamente porHF). 

Cada una de las herramientas de programación (HP), tiene 

definida una sintaxis en cuanto conjunto de símbolos y reglas para 
1' 



generar çombinaciies válidas de ellos, a las que habrá que hacer una 
asignación de significados constituyéndose de esta  manera una 

semántica, todo esto, como producto de los modos de uso y/o 

aplicaciones de las herramientas de programación o lenguajes, 

constituyéndose así una pragmática. 

Por otro lado, como parte. de su ejercicio prfesiQ1ial les habrán 

de ser propuestas situaciones problema, provenientes de las, más 

diversas disciplinas o contextos (educación, administración, fisica, 

química, matemáticas, salud, ecología, política, etc) y su problema será 
el elegir su meor herramienta de programación para construir un 

vínculo bidireccional (software interfase reversible) entre las 

condiciones déla stuación problemaoriginal yla computadora. 

Nótese que la situación problema original, al estar ubicada en 

algún campo disciplinar o contexto de procedencia, está permeads por 

la "jerga' lingüística que le es propia. 

De esta manera, el ejercicio del profesional de la informática 
tiene mucho que ver con el conocimiento profundo (hasta un nivel 

funcional competente) de los aspectos pragmático, semántico y 
sintáctico de un buen número de herramientas de programación y la 

(7 
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habilidad de"identificar las que se adécuen al caso 'particular de una 
iituación problema dada.' '. " = 

Así pues, el problema y la solución vistQ desde aquí, parece ser 
el de construirse una gran habilidad para investigar, usar, adaptar y 

7. 

operar con los aspectos pragmático, semántico y sintáctico de las 

herramients de programación de:IiÉ:córTespondimked ál campo de 
procedencia del problema 

En este contexto, la matemática pudo ser enfocada 
significativamente para los mencionados esfudiantes, al enfatizar que 
ésta resulta ser el lenguaje natural para expresar ,  las relaciones 
cuantitativas esenciales de una sitiación problema, de ahí que ellos (los 
estudiantes de informática) podrían y deberían considerar a la 
matemática como un asunto muy cercano a su interés. 

La extrapolación a un contexto más amplio de esta primera idea 
me resultó bastante natural, al conceptuar a los estudiantes de cualquier 
carrera como individuos que continuamente están en la necesidad de 
descubrir las formas dé uso y/o loa modos de aplicación de los 
contenidos de las cuatro o cinco, disciplinas que abordan 

semestraliiente, y en generí: al visualizar' al.imano que aborda la 
jerga y formas que ia.entomo lingüístico lb popoiiñ, 

Aún más, algunos profesores solemos hacer ''saltos "(Ver Fig. 6) 

de la jerga de un campo 
disciplin4r a la de otro sin 

apenas 'un comentario al' 

respecto, dejando la 

impresión de cierta maestría 

mágica en la que.. IQa 

profanos estudiantes no están. 
aún iniciados. 6. 

4. 
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El tipo de prácticailustiado deja ocultos los recursoS heurísticos 

de los que nos hemos auxiliado para llegar a esta clase dé 'magia". 

En ete eiialthente irkonciente- ocultmninto de recursos, 

están incluidos los éxitos Y los frkcasos cometidos al ir depúrando una 

técnica, personal einti-aiiferitle; para acercaise a li. sigtíificación. 

La "magia" se desvanece al exhibir (esta es la parte explicada) 

que la lengua materna ha srvido en todo caso- cómo la platnforma 

iñicial y/o natuÍilra la real i7Rrión de taiferenci'is o mapeos de 

las funciones 1ing11í8tica8 (Pr ática, emántia y sintaxis) de una 

jerga disciplinar, aladéo&t(VerFig. 7).' 

Al principio, esta transferencia es realizada por imitación, 

después con un fuerte apoyo en la lengua materna y buscando los 

registros locales que las funciones linglísticas de unajerga disciplinar 

hacen en la otra (mapeos). 

Es sólo con la articulación de "muchos" mapeos que empiezan a 

darse emergencias significantes ,y significativas de los registros que 

1.9 



t4fl'tloI 

hace una jerga en la otra, en virtud de haber conformado un 

isomorfismo3  que potencia la interpretación significativa en y desde la 

lengua materna ., 

Corresponde I momento -çlespués de si experimentación, uso y 

descubrimiento relaçional- de formalizar aunque sólo sea localmente, la 

clase de correlatos de transferencia direçta. de unajerga a otra, que es a 
final de cuentas, lo que potencia la realización de los "saltos '. 

De esta manera, lo que; al principio se manifesaba: corno 
imitación, lentos pivoteos sobre la lengua materna, ,expermentación, 
descubrimiento, uso, fonnalización (al menos local) de ¡os papeps de 
correspondencia entre una jerga y otrN M,manifiopta en un etadio 

avanzado, en una forma sincrónica más acabada, que excluye los 
pívoteos sobre la lengua materna y. de ser posible hasta los signos 
intermedios y manipulaciones, que a manera de andamiaje, ahora son 
retirados no obstante su utilidad en los primeros "saltos". 

Sin embargo, es precisamente este desligarse de lo concreto, lo 

que potencia la velocidad en la expresión y en el movimiento cognitivo 
entre la morfología propia de los objetos de una disciplina, y la 

correspondiente a los objetos de otra (o aún de ella misma); no 
obstante, las correspondencias isomórficas particulares se han perdido 
en ganancia de una generalidad metasituacional. 

Éste es uno de los, recursos más usados y más poderosos de la 
matemática, pues en cada ocasión en que la morfología o la estructura 

Hofstadte, Douglas R., GObEL ESCHER Y BACH: UNA  ETERNA TRENZA oo. 
Traducción de Marl9 Artaldo Usablaga Brandi. Consejo Nacional de,Ciencla yTecnologíaMéico. 

.,..La palabra 1somoi1lsrno es utilizada cuando dos asinJcturs :cr*nplejas pueden ser 
proyectadas una sobre otra, de tal modo que cada parte de una de ellas tiene su parte correspondiente 
en la otra:"correspondiente' significa que ambas partes cumplen papeles, similares çn sus tspectt'as 
estructuras.... 

La percepción de un IsomorTlrro entre dos estructuras ya conocidas es un avance 
slgnlflcallvo del conoclm)ento,y sostengo que tales perepclones son Fo que genera'.slgnlflcaclones en 
la mente humana. 

Es 'a partir' de estos tscirnoiiismos que est ,id posibilidad de Interpretar, aunque no 
necesariamente de manera significativa, es decir no toda Interpretación posible es significativa. 

kd6 fr 4c  
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sintáctica (lógico formal) parece haber llegado aun nivel de saturación 
en su capacidad de representación, se emprende un nuevo, orden de 

abstracción inventando símbolos cuya carga semántica está, por decirlo 

de alguna ihanera, más cornpacta, descargando n los del orden de 

abstracción anterior las significaciones 'demasiadopartiulares" que 

los han saturado. 

Es en este contexto, que la.diversidad morfológica disciplinar y 
la pretensión de su estudio, parecen: tener un recurso plausible, pues al 

reconocer como elementos profolingülsticos4  a las funciones 
pragmática, semántica y sintáctica pivoteando sobre nuestra lengua 

materna, el problema se reduce -al menos teóricamente-, a proponer 

que cierta competencia lingüística puede obrar como un factor de 

transferencia importante entre las jergas lingfllsticas particulares. 

En articulación con lo anterior, la matemática ofrece como 

disciplina, la posibilidad casi única - frente a otras -de acercamiento a 

las estructuras lógico-formales dej pensamiento. 

En este acercamiento, 'la matemática» 'cobra una fimción 

metalingoística al posibilitar el modelado 'y manipulación de gran 

cantidad de problemas. ' 

Las habilidades en esta función metalmgtllstica potencian la 

transferencia del lenguaje especial de una disciplina, al lenguaje de 

otra, yen general potencian la significación que sobre los asuntos de la 

misma disciplina pudiera requerirsé organizar, teniendo como pivote 

fundamental a lá lengua materna y como substrato a las funciones 

lingüísticas pragmática, semántica y sintáctica. 

En la matemática, la función metalinguística a la que se hace 

mención, parte desde un ..objeto «relativamente concreto y del 

reconocimiento de un problema, hasta un nivel de abstracción de 

n-ésimo orden, para determinar la solución simbólicamente y 

elementos lingüístIcos Invar3antes 
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regresando luego al objeto inicial para realizar una aplicaión'de los 

resultados obtenidos. 

Por ejemplo: tomemos una situación problemática planteada 

fiecuentemente en los cursos de cálculo diferencial: se tiene una loja de 

papel de -digamos- 21.6 cm le ancho por 27.8 cm de largo para 

construir una caja sin tapa con el máximo volumen posible, bajo el 

expediente de 'retirar lin' cuadrado en cada esquina y dóblar las "cejas" 

que sobresalen, como sugiere la siguiente secuencia de figuras. 

  

-. 

  

     

  

  

  

  

Ante la consigna 'de' conskuír inia caja con una lí.j'de papel 

tamaño carta (aproxim,damnerte de '21. X 1.6 cm) b.jo el 

procedimiento descrito  que cumpla con el  - requerimiento establecido 

en la situación probléinica (.. con el máximo volumen posible.), el 

primer problema es por supuesto de orden semántico y luego 
pragmático, es decir: ¿Qué entender? y luego ¿Cómo operacionalizar en 

'una intención concreta este requerimiento? 

Aclarado el punto, de construir una caja cuyo volumen sea el 

mayor posible, en el sentido de» construir  - una caja con la'mayor 

capacidad posible, cadi elemento en el grupo de participantes podría 

dar su opinión al respecto, construyendo una caja 

De la puesta en común de estas cajas (a manera de opiniones), lo 

más posible es que se tengan tantas opiniones diferentes como 

elementos del grupo, las que a su juicio personal cumplen con los 

requerimientos solicitados. 

L?41vv 22 
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¿Quién ha conslrjido con justeza la caja requerida?, acaso en el 

intercambio oral de opiniones alguien sugiera (como pudiera ser el 

caso del lector) que todas las., cajas tienen la misma capacidad, 
aduciendo que onda una de I pm oqias fue votruida con una hoja del 

mismo tamaño que las otras. 

En cualquier caso, lo interesante aquí el disporers a constrastar 

(tanto personal como colectivamente) lajusteza de la opinión concreta 

en cada caja, es decir: ¿Cómo averigttar quién tiene la razón? 

P.e manera natural -al menos en este caso-, el disponerse al 

contraste de las hipótesis conduce al calculo. Pidamos ahora que cada 

opinión (cada caja) sea traducida ;¡ términos más operativos, pidiendo a 

cada participante que mida.y,a continuación multiplique largo, ancho y 

altura (le la caja para obtener su capacidad, disponiéndose con ese dato 

a contrastar su opinión con la del resto del grupo. 

El piiiner sorprendido será aquel que creyó que todas las cajas 

tendrían la misma capacidad, bajo el argumento de, que todas ellas haii 

sido construidas con hojas del mismo tamaño inicial, hipótesis que se 

viene por tierra al socializar las capacidades de las cajas construidas, 

pues queda claro que en la rnuetra (pues no han sido construidas todas 

las que es posible considerar) hay unas con mayor capacidad que otras. 

Por supuesto, en la ¡nuestra es posible elegir la que tiene mayor 

capacidad de entre ellas, pero el problenia subsiste pues, ¿Se 

corresponde la caja con la mayor capacidad elegida de esta zimuesfra, 

con,  la que tiene mayor capacidad de entre todas las que es posible 
construir bajo las condiciones descritas en la situación problérnica 

inicial? 

Esta dificultad adicional o refinamiento del problema, conlleva a 

una nueva necesidad, consistente en la elección de entre todas las que 

es posible considerar, la que tiene mayor capacidad. 



Una'breve reflexión o quizá variosiñtentos empíricos debieran 
bastar para -convencernos de' que no esposible (øniÓ lo fue 'tón la 

muestra) escribir el listado de las ca acidadewde todd las cajas que es 
'posible consi&rar 'pues"esteúltin'io es;.  desde lúego;'un cbnjunto 

infinito. 

Así pues, tan freite a tui problema de tepredentación, a 

saber,  ¿Cómo repiesentar las tapavidads de todas las cajas jiie es 
posible' considerar para elegir de érké ellas a la mayor? 

Esto exige pór supuesto itÍos niveles de' abstrakn', pues deben 
definirse asigniones síica a Iog letnendsesendals del problema 
y á las relaeiotis entre ellos,:  ¡,ara éi tétmino de éstas, 'sintetizar la 
iifinidad de te'préentaciones art1dulars' de lá capñcidad de todas las 
cajas que es posible consirar.,  

Haciendo las convenciones que se indican en la figura siguiente, 

es posible construir una répresentavión para' 'la capacidad de las cajas 
que engloba todos los casos particulaies: C - largo anchd altuta, es 
decir C=(27.-2)(21.6-2x)x: '' '•. 

ItUT&X 

largor 278 -' 2x 

-' 21.6 - 2x 

C: ç',acid6d: 

Esta construcción constituye no sólo la óncréci6n cl otro 'nivel 

de abstracción -aunque suene paradójico-, sino que p 1lo mismo 

constituye una construcción metalingnlstica en cuanto permite referirse 

a una característica como la capacidad (ya que pueden constiuirse 

representaciones de otras caravterístías' geométricas como la 

superficie, o asociadas como el costo) de la caja representada en el 
dibujo, que a su vez, representa a una caja  real,  es: deciç, en la 
expresión: C=(27.8— 2x)(21.6— 24x está condensado un "nido" de 

1 
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representaciones sucesivas 

cada una a un nivel superior 

de abstracción en referencia a 

la anterior, situación a la que 

a mi vez, _haré referencia con 

otra construcción como se 

muestra en la figura de 

enseguida.: 

Una de las 
características más notables 

de la expresión 

C= (27.82x)(21.6 - 2x)x 

es que su manipulación 

sintáctica y/o gráfica, 

permiten el estudio tanto 

local como global del 

comportamiento de todos los casos particulares de la sihiu'iófl real sin 
la desventaja de las limitaciones fisicas impuestas por los materiales 
para su construcción, los instrumentos con los que se cuenta y el tiempo 
enipleido en su realizai6ii. 

La posibilidad. .de estudio tanto local,, como global, resulta 

evidente en cuanto abordamos una representación alterna (gráfica) de la 

expresión para Ç (capacidad) en términos, de .x (la altura), en la que se 

exhibe el correlato entre las,dos variables.. 

De esta manera, la gráfica permite visualizar, la existencia de un 

valor particular (x =x0) de la altura de la caja entre, 0 ,y h con el que se 

tiene que la capacidad. 4 e ja caja es, máxima, es decir C(x0) es el 

máximo de todos los valores que puede tomar C para los que el modelo 

se adecua a la situación real. 



X 
(attura) 

Sin precisar én este 

esciito c6in6 'es posible 

determinar el valor 

particular x=x0  para el que 

C torna su valor máximo, 
sólo diré que el encontrarlo 

Permite formular una 

consigna que concreta la 

solución del problema, en 

este caso: 

'para constr4ir ¡a 

caja con la máxima 

capacidad, córtese en cada 

esquina de la hoja, un cuadrado de lado x=x0." 

En este ejemplo debe hacerse n'tar tanto inaprofiindización en el 

nivel de abstracción de las construcciones como un incremento en la 

"distancia" que las ffiicésivas construcciones van tomando del objeto 

real.' 

La "distancia" a Ja que se hace mención y la aztivu1ación de las 
sucesivas representaciones, es desde 'mi punto le vista, lo que potencia 

la formulación de estrategias de transformación y búsqueda de la 

solución, reduciéndose ésta'a' ceró en dos moinentós: cuando no se ha 

'tomado todavía tal distancia y cuando' las maipulaciónes de las 

representaciones mcta ngüísticas sigieren 'el tórno construir una (o 

varias) consigna de acción sobre lo concreto, quereslve el problema- 

En este' sentido se afirma que la finci6n de a&ñiración en tanto 

tornar "distancia" del objeto éstudiado, cobea una particular relevancia 

en cuanto función' propedéutica para la concepción y/o evolución 

conceptual. 
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Al. interior deja matemática, también podemos ençonlrarnos  con 

situaciones en las que disponiendo, de. varias .'herramientas" 

matemáticas para abordar un problema, tengamos que elegir la que más 
e adecúe 'a nue1ro problema, para conslrur una (o varias) estrategia 

de solución mediante la manipuiaciÓn de u'n'  mdieio que, manera de 

interfase bidireccional entre la situación original del problema y otros 

estadios que pudieran significar su solución, soluciones o aún, la 
ausencia de solución como solución, permita el contraste de nuestras 

estrategias. . . . 

Desde esta óptida, lengua iiiatérna y ffiatemátici as están llamadas, 

a jugar un papel central en educadón, pues mientras que la primera es 

el lugar común natural, la segunda permite construcciones más 

elaboradas en los ámbitos metalinguístico y lógico-formal. 

Desde luego, las anteriores conjeturas abren al menos otro 
expediente de investigación: ¿Qué es y cómo se logra la competencia 

lingüística? ¿Cómo está relacionada ésta con la generación de 

estrategias para resolver problemas? ¿En qué sentido puede füncionar 

como in factor de transferencia entre los dialectos disciplinares? 

Competencia Lingüística y Solución de 
J?rohlemas 

El reconocer que la morfología de las situaciones problema 

puede ser de lo más diverso en términos de las particularidades de las 

disciplinas, y el pretender abordarla, conduce sin lugar a duda, a un 

ámbito de estudio demasiado amplio y posiblemente infructuoso. 

En cambio, ól referirse a unas pocas de cosas como elementos 

invariantes o comunes a las diversas manifestaciones morfológicas de 

las situaciones problema (según su procedencia o entorno natural), 
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podría simpliflcr el objeto de edudib y tene hÍeit' implicaciones 
obre eIdisefio de sitwiviont9Ñ prátikas. 

Es en este sentido que me he referido antes a las funciones 
lingilísticas pragmática, semnticysmtct[af  

El reconócér aestas funciones coiho élementos protolitigüísticos, 

permite entonces replantear el problema de la transferencia entre los 
diveras representaciones, 'pivoteando . deliberadamente . sobre la 
habilidad de uso, análisis y asignación de significados desarrollados en 
nuestra lengua materna, es decir, sobre la Competen pia. Lingüística 
logradaen nuestra.  lenguamaterna- 

Bruna Radelli5  (.994) nos propérciona trn: acercamiéntb a la 
caracterización de esté concepto, diciendo: . •.• ,. 

la competencia lingaistica consiste, pues, en la capacidad 

de pró ducir y reconocer estn.iduras sintácticas y de reconocer. el 

.significadó que tiene cada una de ellas» 
1 ..' •., ... . . .. .;.• 

Así ues, el definir en qué consiste que una persona sepa su 
lengua, o sea que tenga competencia lingüística está en re1ac16n directa 

con los arreglos sintácticos  y la significación que en ellos sea 
reconocida por el hablante. .. . 

En apariencia la aproxin iÓn resulta inocua, sobre todo cuando 

no se ha precisado que Iitdel'li hace notar la diferencia entre 
óoninicacióny competencia lingüística, cuando afirma pr ejemplo, 

que las frases: 
... .•, ,.•; . I: . ) 

"El nilo querer comer
-44 

 

"Los círculos es una figura geométrica" 
1 .II .. . •  

1 li 

1' ... 

Radeili, Bruna, NATURALEZA DEL LENGUAJE Y PROBLEMAS PARA LA REHABILITACIÓN 
DE LOS NIÑOS SORDOS. Dirección de Lingüística del Instituto Nacional de Antropología e Historia. 
Servicios Educativos Integrados del Estado de México. 
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bien podrían. servir para comunicarse, hasta con un extranjero, 

aunque un hablante nativo, puede identificarlas  como,  no-ontcíones u 

oraciones malformadas. 

Esta precisión, enfatiza que el hablante nativo percibe de manera 

inmediata una malformación sintáctica a pesar, de que pueda servir para 

la comunicación. O  

En cambio, un hispanohablante podría sentirse incómodo con las 

frases 

"La hóriniga aplasté al elefante" 

"El bebé mordió al tigre" 

'!Mi abuela tiene ruedas  es bicicleta" 

* , •
'Tos círculo son cuadrados" 

a pesar de ser sintácticamente correctas;  pórque reconoce que no 

tienen mucho sentido en su mundo real, y taúibin reconoce que son 

gramaticales e interpretables, aunque esto último no es derivable de su 

mundo real, en el cual no encuentra evidencias que las apoyen. 

Su interpretabilidad tampoco es derivable del significado 
específico de las palabras usadas;  pues estas no pueden dar  cuenta del 

significado global de la oración colnó articulación de sus significados 

particulares. 

En el ejemplo siguiente sef usan las mismas palabras, con los 

mismos significados (por supuesto), para 'mostrar que diferentes 

articulaciones entre ellas, dan cuenta de significados globales 

totalmente distintos: 
 

"Juan maté a Pedro" 

"Pedro maté a Juan" 



Así pues, esto muetra' que las articulacións §int.ácticas son 

generadoras y/o creadoras de significado, agregando significado a los 

significados de las palabras. 

Podría pensarse que es posible observar el agrgadu de nuevos 

significados cambiando la articulación sintáctka' sólo' cuandó este 

hecho involucra permutaciones entre los elementos compónentes de la 

expresión, lo que no es necesariamente cierto, pues por ejemplo las 

expresiones: 

"Dame los libros y los cuadernos nuevos" 

"Nadaba el pato en el agua y el gato sentado en su cola no se 

mojaba" 

tienen por lo menos dos interpretaciones derivadas de diferentes 

articulaciones sintácticas, aunque estas articulaciones no han sido 

realizadas permutando componentes (como en las frases de Juan y 

Pedro), sino han sido derivadas directamente do lo que Radelli llamaría 

competencia lingüística, y yo agregaría que han sido realizadas en y 

desde el universo semántico del lector. 

Por otro lado, cuando un individuo ,se enfrenta a un problema, 

esperaríamos que dependiendo de su. 'madurez, abordara la 

visualización' de. uno o más caminos a manera . de estrategias para 

encontrar la solución del problema 

¿Qpé es una estrategia en este contexto. lingüístico? ¿Cómo y 

porqué se elige alguna de ellas? ....
.'

.: 

Los problemas (no necesai'amente escolares) están 'dadós más 

por una situación que por un enunciado que los conretay circjlnÑcribe. 

6 vLcuaIlación. estructuración de Imágenes (no n0ce5ar15menta ancladas objetos líslcos) 
prospectivas Vio retrospectivas de una situación, que para el caso de la estrategia de solución de un 
problema Intenta concretar las Intuiciones sobre los caminos o arreglos sintácticos que potencian el 
cambio de estado desde la situación advertida como problema, hasta el estadio reconocido como, o 
que habrá de slgniflcar, su solución. 
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En lénnitios generales, quien acepta una situación como problema 

se enfrenta a tener que recuperar de ella o de su entorno los elementos 

que a su juicio resulten esenciales en cuanto significación y 

representatividad de la situación. 

Estos elementos y sus mterrelaciones, enunciados o ná, 

constituyen los signos que representan -a juicio de quien intenta la 

solución- la situación problema. 

Estos signos pueden, por supuesto, ser articulados en compafiía 

de otros, que experiencias previas han proporcionado, para construir 

diversas articulaciones sintácticas, cada una de ellas con un cierto nivel 

de significación en cuanto el universo semántico del individuo. 

Así pues, resolver un problema querría decir realizar una -o 

varias- transformación en y desde la articulación sintáctica entre los 

elementos originales de la situación problema, hacia y hasta la 

articulación que le significa -a quien lo resuelve- el estado solución del 

problema. 

En este contexto, se visualizan diversas secuencias de 

articulaciones que permitan la transformación de un estado a otro, las 

que para efectos de elección son evaluadas en el Universo Semántico 

del individuo y porteriormente contrastadas en su carácter hipotético de 

estrategia de solución. 

Desde esta perspectiva formular, elegir y contrastar hipotéticas 

estrategias de solución a un problema disciplinar (en este caso 

matemático) tiene que ver directamente, con que el individuo posea 

cierto nivel de competencia lingüística-matemática, por hablar en los 

lénninos de la correspondiente a la lengua materna. 

Vale comentar que, para resolver un problema, no es suficiente 

(aunque si necesario) que un individuo identifique y comunique 

correctamente todos los elementos esenciales para la solución del 

si 
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problema, ni deque domine todas las operaciones, y significados de y 

entre los elementos del problema, si no posee la competencia que le 

permita construir las articulaciones sintácticas pertinentes y 

competentes entre elementos y operaciones que le habrán de significar 

la solución. 

Esto último, es lo que desde mi Punto de vista permite formular 

estrategias (como transformaciones sintácticas significantes y 

pertinentes que pemifliten el tránsito de un estado a' otro), y finalmente, 

evaluar desde su universo semántico, la plauibilidad de alguna 

elección particular. 

Se está ahora en la posición de disponerse al contraste (le la 

estrategia, en cuanto intnimenlo que potencia el tránsito entre el estadio 

de una situación como Problema y los estadios advertidos como 

solución. 

En este momento se hace necesario dar una versión operativa al 

Concepto psicogenélmco (le problema, pues no es suficiente -ni para la 

enseflajiza ni para el apremidizae- abordar esta noción sólo hasta el 

nivel de su génesis psíquica y el papel que este juega en cuanto 

detonador pistéJ)?ico 

En articulación con ésta versión, han de proveerse de recursos 
que pennitan concretar primero y luego transformar, los corre latos entre 

las variables esenciales de la situación aceptada como problema (en el 

sentido antes descrito) hasta un estadio de significación que satisfiga 

los requerimientos de los correlatos establecidos y los que 

correspondan a quien resuelve la situación que se aborda- 

Para ello, se requiere que la forma de concreción elegida, tenga 

la característica especial de vinculo bidireccional, entre el estadio de 
una situación aceptada psíquicamente como problema y los estadios 

advertidos como solución, pues es precisamente este vínculo es el que 

o 

1 
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nos dará la oportunidad (le contrastar la adecuación de los últimos a los 

requerimientos de la primera. 

En términos más operativos, diré que surge una situación 

problema cuando una barrera interfiere el curso natural de la acción 

ejercida por un ser humano en la dirección de acercamiento -de 

cualquier índole- aun objeto de interés para él. 

La percepción de esta barrera es desde luego producto de haber 

cubierto la función (le admiración, en tanto propedéutica de la acción 

transformadora Esto es, la niera percepción de la barrera es un acto no 

trivial que desde ini punto de vista involucra una especie (le 
desdoblamiento del pensamiento que permite ver a distancia -función 

de admiración- los detalles y singularidades de su propia acción. 



Si.jeio reflexivo 

Pro ble,øa 

Este desdoblamiento y la percepción de la situación, es lo que 

pennite detener la inercia de la acción y potenciar el que el 

pensamiento' actúe en otra dirección, en la dirección de transíorniar la 

situación problema percibida. 

Para transformar la situación, el pensamiento recurre 

generalmente a la creación de un modelo simbólico de la situación 

problema, pues este será su instrumento para concretar, comunicar, 
modificar, comparar, etc., a la situación problema percibida 

Es en este sentido que un problema es la percepción de una 

situación problema y su simbolización modélica desde el universo 

SCnIIJItiCO del individuo. 

Es aí que la percepción o interiorización (le una situación 

problema (noción pslquica de problema) no es transferible, pues 

implica el acto personal (le darse cuenta desdoblando el propio 

pensamiento. 

De esta manera, 

1111 problema es 

incomunicable en su 
totalidad., a lo más a 

que podríamos aspirw 

es a comunicar la 

simbolización 

modélica construida 

por nosotros, la que 

desde luieo, no es 

necesariamente 

significativa para 

nuestro interlocutor. 
a 

diálogo Inleirio 
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De esta manera, el modelo simbólico en su calidad de vinculo 

bídireccional entre los estadios extremos denominados situación 

problema y solución, cobra un papel dé primera línea 

Todo esto conlleva, desde luego, a la apertura de nuevos 

expedientes de investigación, a saber: ¿Cómo se propicia la 

competencia lingüística? ¿Es posible abordar desde esta perspectiva la 

solución de cualquier problema? ¿Qué es un problema desde el punto 
de vista sintáctico-morfológico? ¿una enunciación o una situación de 

morfología abierta y no circuscrita al enunciado? ¿la propuesta de una 

transformación? ¿la propuesta de transformaciones abiertas? ¿qué es la 

solución? ¿Qué es un modelo? ¿De cuales tipos de modelos simbólicos 

puedo disponer? ¿Hay otros tipos de modelos?, etc.. 

Zr 35 
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Orahdady Esc,iii,rdí 
Quiero referinne ahora a uno de los recursos más importantes de 

tos organismos, este es el de autoregulación; concepto al que diversas 

disciplinas le asignan otros nombres como: homeostasis, ciclo de 
retroalimentación o de control, reflejo, propioceptividad, monitoreo, 

etc. fr 

Norbert Wiener5  comenta: 

«...ciertas clases de máquinas y algunos organismos 
vivientes, particularmente los superiores, pueden modificar 

sus modos de conducta, ba4ndose en la experiencia anterior, 
para obtener fines antientói coz» [p 451 

y un poco in 

« Esta teoría la rerodlimenfación en los grupos 
humanos, tiene enome interés sociológico y 
antropológico» [p 4] 

Por su lado, Ludwig Von Bertalanfi? 

«Pero la entropía, corno ya sabemos es una medida del 
desorden;...»[p42] 

«Otro concepto 
, 
céntrico en la teoría 

comunicación es el de retroalimentación» [p 431 

« Hay, por cierto, gran znúmero de fenómenos 
biológico.s que corresponden al modelo dei retmalimeñtación. 

ffzt4 primero, lo que se llama homeostasia, ....» [p 431 

e Wiener, Norbert. CIBERNÉTICA Y SOCIEDAD Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologla. 
México 1981. Titulo original: The human use oh human belngs. Cybemetic and soclety. Editorial 
Sudamericana, SA Buenos Aires, Argentina. 1969. 

Bertaianlry, Ludwig Von., TEORÍA QEUERAL DE LOS SISTEMAS Fundamentos. Desarrollo. 
øIlcaclones Fondo de Cultura Económica SA de C.V. Sexta reimpresIón. 1987 Titulo original: 

General Syslem Theo,y; Fovndet/o,s, Development, Apllc'atlons. 
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Deriva un poco después en .menión. especifica de la 
cibernética, diciendo: 

« Gran variedad de,, sistemas, tecnológicos y de la 

naturaleza viviente siguet, pues, el esquema de 

retroalimentación, y 'es hiera sabido que Norbert Wiener creó 

una nueva disciplina, llamada cibernética para tratar estos 

finómenos.» [p 441 

En Vígotsky'°  encontramos mención explícita de Piaget en 
cuanto al pensamiento reflexivo y el discurso interno: 

«Piaget and ot)zrs have shown thát reasoning ¿ccurz 

¡a a children 's groua. an  árgument )nnded toprove one 's 

poini of viewhefore It occu'rs as an i,ternal aciiviy whose 

distinctive feature is that the child begins fo perceive and 

check the basis of his thoughts. Such observations pronpted 

Piaget fo con dude thaf coinrnunications produces the needfor 

checking and confirming thoughts, a process that is 

caracteristic of adult thoughz. la the same my tha-t infernal 

zpeech and reflective , thougths arise from the inferactions 

between the child andperzons ¡a her en vi roament..;» 

En un contexto epistémico, estos 'recuksos de autoregulación o 

propioceptivos son de particular importancia, aún más, yo diría 

esenciales, para el desarrollo yla profhndización en los detalles más 
finos de la producción cognitiva humana 

Empezaré por decir que el diálogo constituye uná herramienta 

para la construccin de significaites y significaciones. Desde muy 

temprana edad, el huinano empieza a asoóiar sUuaciones y respuestas 

(de agrado, desagrado, satisfacción, etc) con la producción de ciertos 

11 Vygotskr. L.S. MIND IÑ SOCIETY The 1eveloprnentnUh!nh1er P5ychoIolcaI orocesses EUl1e 
trr Michael Cole, Vera Jofln-Stener. Sylvia Scrlbner, Eflen Souberman. Harvard unlverslty Press 
Cambrdge Massachusetls. London England. 1978. P. 89-90. 



fonemas que annquepriniiti'os, le peñniten iniciarse fl la significación 

e interpretación de su entorno. 

Este "darse cuenta" -admirar-, peronal e intransferible al que 
antes he hecho referencia, tiene una función propedéutica para la 

producción y transformación autoregulada de los signos (fonemas, 

sellas, actitudes, etc.). 

Esta producción , al principio paree ser aleatoria y es sólo en la 

medida en que. el individuo recibe un número importante y 
cualitativamente diverso de respuestas, que empieza a aislar y elegir 

los signos (señas, fonemas, gestos, actitudes, etc.) para significar lo que 

él desea, como producto de un proceso más o menos largo, de afinación 

y pulimiento de los casos particulares con los que ha tenido contacto. 

De esta manera, así como en la primera edad resulta un problema 

mayúsculo el desarrollar la propioceptividad o recursos 

autorregulalorios para la producción lingüística significante y 

significativa en un contexto educativo no sistematizado, en el contexto y 

edad escolar se tiene un problema análogo: el de desarrollar elementos 

que permitan una autorregulación cognitiva, a fin de potenciar la 

pertinencia de las acciones y manife~ciones personalés en el nivel en 

el que una situación o entorno epistérnico lo, sugieren o aún más, lo 

requieren.
.. . . 

• En todo caso, el ejercicio de' estos reirsos 'ó procesos 

recursivos de oralidad y ecritiuraIactiiar iteradaménte sobre el 

producto de la acción anterior, van çlecntando, Aa producción desde un 
dçsorden aparente e ininteligible hasta " nivel en el que pe hace 12 

aparente un orden, manifiesto en una frn; im coqcqpto, quesqlema, 

etc. 

Esto es, al ir afinando la representación como producto de mi 

proceso recursivo, se hace más probable la concreción de una 

interpretación. 

88 
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Parece ser entonces, que este tipo de procesos flincionan a 

manera de algoritmos que, usados de manera pertinente, optimizan 

(buscando su máximo) la probabilidad de lo, adecuado de la 

representación y la interpretación significativa 

En este sentido, creo que la oralidad y la escritura constituyen 

recursos que potencian la autoregulación cognitiv; en cuanto dejan 

"ver" (tanto a uno mismo como a otros) el nivel de organización 
conceptual lógrado por un individuo. 

Aún más, la prodcción escrita permito, por, su característica de 

objetividad sígnica, la manipulación transformadora y en este sentido se 

constituye en un recurso invaluable para decantar la precisión y finura 

deseada en los procesos de comunicación, descripción y argumentación 
que así lo requieraa 

De esta manera se plantea una diferencia apenas esbozada, pero 

que vale la pena enfatizar: la diferen'ciá entre el individuo que cree en 

lo que piensa y sé somatiza con aquello que cree, sin- ejercer una 

autoregulación cógnitiva; y el individúo que ejerciendo la 

autoregulación es capaz de admirar" su expresión escrita, tanto en la 

posibilidad de confirmación, cuanto en la infinita posibilidad de 
refutación y en consecuencia, de transformación creadora. 

El primero se estanca y posiblemente se mantiene rsiiendo  la 

corriente", el segundo avanza, cognitivamenie en ciclos de creación y 

recreación iterada`, sin negar por ello que "la corrientes' tiene sus 

propios ciclos creativos, aunque la duración de la mayoría de ellos 

excede el ciclo vital humano. 

11 Adrnlrar en el sentido de tomar distancia del ob)eto a un de poder 'erio. Esta tunr.lón de 
admiración resulta ser propeØutica e Insoslayable para abordar el problema de la acción 
transformadora del hombre sobre su entorno o sobre él mismo. 
12 recoge los pedazos producto del caos de la rerutación y Formula un nuevo orden temporal. 
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• El primero cree y no abandona (eveiilualmente no sócializa sus 

ideas), el séundó exhibe y critica su producción abndónnndo las 

posiciones tefijttbles por él' opór Uu entorno. 

El primero snfi'e cada vez que le cuestiotan -le resulta dificil 

abordar 'nuevos tópico-, el  segindo ve éki cada tliitaión la 

oportunidad de conseuirunniejor sistema de creetUia temporales. 

La semblanza anterior exhibe, decide luego, extremos teóricos de 

la existencia y uso de los mecanismos autoreguladores de la producción 

cogniti'a, y no pretenden, ni vu1 múcho srxhaustivós. 

En cualquier cazo, creo que la producción oral y escrita, se 

constituyen en excelentes elementos .para la soçialización y la 

consecuente regulación por este hecho, de la producción cogniiva ya 

sea a nivel individual o colectiva. 

En çste sentido, la oralidad la escritura permiten "poner en la 

mesa de discusiones". y en todo caso regular las eventuales 

rbitrariedades a que podría conducir la producción cognitivade los 

individuos. 

'Entre la oralidad y la escritura, esta Última tiene una mayor 

dificultad`, aunque es desde Juego la que ofrece mayores dividendos 
tanto a nivel peraonal como ctectivo, puos.i permito por un lado, tener 

evidencias -si bien no exhausii.vas- del nivel de orgniz.ación 

conceptual alcanzado 'por el individuo", ypor otro, desprendida de su 

manifestación objetiva, la posibilidad de transfcnmaciÓn recursiva. 

Por este hecho, postulo a la escritura cofto un ekmentó dialógico 

de investigación y desarrollo de la esructuia cogniliva de un individuo, 

13 Como el tono de la voz y en general el lenguaje no verbal o corporal están excluidos, nos 
vemos obligados a usar muchas más palabras y de modo tnás exacto. De esta manera al no tener una 
base sltuaclonai y expresiva, la comunicación sólo puede &er lograda a través de una expresión más 
rigurosa. De esta manera, la producción lingüística Cecilia SC constituye en la rorma má5 elaborada de 
la producción cognhtiva del individuo o coiectIvlrid. 

Lá diferencia entre ci borradoryla copla final refleja la evolución del proceso mental. 
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sea que el diálogo esté dirigido a él mismo, o a los individuos en su 

entorno. 

Es justo este diálogo recursivo y su potenóia transformadora de 

los significantes y significados plasmados en la producción escrita, lo 

que posibilita el pulimiento y tránsito hacia estadios superiores del 

universo semántico de los individuos en una producción que por obra 

de la socialización, le es posible transitar desde una "aberrante" (por 

solipsista) sub-jetividad, hasta una co-subjetividad "aceptable" (por 

compartida). 

En Popper15  encuentro algunos elementos adicionales de apoyo, 

entre los que se postula alas firnciones dezcrlpth'a y argumentadora 

[p 1181 como alas creaciones humanas más importantes, tanto como las 
que tienen efectos de retroalimentación sobre nosotros mismos y en 

especial sobre nuestros cerebros. 

En primer lugar, en el contexto de 

«...la función descriptiva del lenguaje humano emerge la idea 

reguladora verdad, es decir, la idea de una descripción que encaja con los 

hechos»" [p118] 

en adición, 

«Laflincí ón argumentadora del lenguaje humano presJpone lafrnci ón 

descriptiva, en cuanto los argwnentos versan necesariamente sobre 

descripciones» 17  [p 118] 

En este punto aparece la necesidad de un lenguaje descriptivo 

exosomático y además escrito, que -a manera de herramienta-

proporcione los objetos de discusión y argumentación criticas. 

En segundo lugar, 

Popper, Karl. R. EOITORLL TECNOS, SA., 1982. 

Op nt 

Op. CII. 
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«nuestra hwnanidad, nuestra ,tt*6», e la debernos a este desarrollo de 

las fimncíones superiores dci lenguaje. yo que nuestros poderes de it±z5h&mienf a 

no son más que poderes de argu#enlacián crítica› [p 1181 

Es así que: 

«En la evolurión argumentadora dl lenguaje la c,tictz se 

convierte en el instrwnentofindamental del desarrollo u.lteri or.> > jp 

119] 

Las funciones que en todo caso no poseen los lenguajes animales 

y que por ese hecho distinguen y posibilitan al humano su desarrollo y 

evolución cognitiva, son las funciones descriptiva y arurnentadora 

Y. aunque estas lime iones II 

' « ... sean conse,jendas inolwifr,ias de nuestras accioks, 

como es natural, el desarrollo de estas jünciones e CQSs nuestra. La 

argumentación crítica y et conocimiento en sentido objetivo sólo se 

hacen posibles dentro de un lenguaje enriquecido de este modo ...> >° 

[P 1191 

Es de hacerse notar la coincidencia entre Popfier y Padelli, 

aunque en tiempos, campos disciplinares y por razones distintas; ésta 

última en relación a la importancia secundaria que le concede a la 

función de expresión o cómimicación frente al desarrollo de las 

habilidades que denotan una competencia lingüística-'  

En Popper, a las funciones de comunicación se las tipifica como 

funciones infe1-iores, en cuanto exentas de poder de discriminación 

• entre los lenguajes animal y humano.  

En ambos autores, se encuentra y precisa una razón que privilegia 

otros aspectos o funciones lingüísticas y/o &pitéiiitÁu, por lo común 

Op.clt 

OptU. 
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no contempladas por la mayoría de los filósfos (a decir de Popper), y 
finalmente desembocan en la  necesidad de elementos lípgnfsticos de 

descripción y análisis de la propia actividad y de la ajena en vias de 
potenciar mediante:  la oraíidad y e€crítúra (a ¿ecr mío), 1 desarrollo 

re'cursivo de estadios cognitivos supenores 

La Representación y la Evolución C'ogniliva 

Ya en Casirer22  se afirma que 

«...toda determinación  dpminio teóricos del ser dependen de 

que el pensarn:ento j  en lugar de Yérselay directamente con La realidad, 

elabore un sistema de signos y aprenda a utilizar estos signos como 

" representantes "de los objetos.» 

Desde esta postura, no es posible transitar hacia estadios 

cognitivos más avanzados, si no se poseen elementos sígnicos 
susceptibles de transmutación y/o manipulación transformadora- 

Esta manipulación habrá de darse sobre los signos que denotan 

las conjeturas y teorías formuladas IingOísticamente, consignado en 

Poppet [p 77] con el nombre de "mundo 3", esto es, el mundo de las 
21 Vygotsky, L.S. MjffW IN SOCIE1Y. The developmentofhlgher Psyctictoglcal processes. Edited 
by. Michael Cole, Vera Joiin-Stelner, Sylvia Scrlbner, Ellen Souberman. Harvard Unlversity Press. 
Cambridge Massachusetts, London England. 1978. The acqulsition ni language can provide a 
paractigm Íor the entlre probiem st the reiatlnn between learning ami deveiopmerft Language arises 
lnhtlaily as a means ni communlcatlon between the chito and the people in hls ernlronment Only 
subsequenhly, upan converslons lo Infernal speech. does It cometo organe the chi Id's Ihought. ihatis, 
become an Internal mental tUnctlnn P. 09. 

Casslrer, Ernst. ULOSOFiA DE LAS FORMAS SIMBÓLICA5. Traducción de Armando 
Morones. Fowu,o im CutTunA Ecowsc& México. Primera Edición en espafloi 1976. 

Op. cit. 

Podemos llamar al mundo físico "mundo 1", al mundo de nuestras experiencias 
candentes, "mundo 2" y  al mundo de los contenidos lógicos de los libros, bIbliotecas, computadoras y 
similares, 'mundo 3". 

Tengo varias tésis acerca de este mundo 3: 

(1) En el mundo 3 podemos descubrir nuevos problemas que estaban allí aritos de ser 
descubiertos y antes de que se hiciesen conscientes; es decir antes de que en el mundo 2 apareciese 
algo correspondiente a ellos. Ejemplo descubrimos los números primos y de afil se deriva el problema 
euclides de si la sucesión de los números primos es Infinita. 

(2) Por tanto, en algún sentido, el mundo 3 es autónomo: podemos hacer en este mundo 
descubrimientos teóricos del mismo modo que podemos hacer descubrimientos geográficas en el 
mundo 1. 

4J 
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representacioties sígnicasensusentidó ins amplio, 'y en particular de 
las cns1gnadas por escrito afl algún medio fisico o electróiico. 

-; 

En el apartado anterior ya áe fia esboza.do..qu el tener un cierto 
nivel de competencia lingutatca rehaga la estricta,  posibilidad de 

comunicación, y también, por otro lado, que la escritura es un elemento 

dialógico de investigación y desarrollo de la estructura cognitiva de un 

individuo... 

Es decir, en la medida su que se logra la concreción de las ideas 
en lo escrito, se está en la posibilidad de manipulación objetiva sobre 
la representación de las ideas o conceptos. Así pues, las 
reprenentacione 1ingnísticas24  en un sentido amplio, constituyen 
representaciones objetivas susceptibles de manipulación para la 
transmutación de sus significados e interpretaciones. 

• Sigúiendó otra vez a Cassirer, es de haeerce notar qúe la fimción 
8imb6lica no debiera circwisc1bir al planó' del cónocimiento 

(3) Tesis fundamental: casi todo nuestro conocimiento subjetivo (conocimiento del mundo 2) 
depende del mundo 3, es decir (al menos virtualmente), de las teodas fwrnuIada tJogtstarnente. 
Ejemplos: nuestro "auto-concléricla inmédlata' nuestro "of101rmlentO e nosotros mismos", que es 
lar, importante, depende en gran medida del mundo 3: de nuestras teorías acerca de nuestro cuerpo y 
sil existencia continua' cuando quedarnos dormidos o estahos inconscientes; de nuestras teorías 
acerca del tiempo (su carácter lineal); de nuestra teoría según la cual podemos evocar experiencias 
pasadas con diversos] grados de claridad, etc. Con estas teorías se hallen, tonectadáS ,  nuestras 
expectativas de despenar tras haber quedado dormidos. Propongo la tesis de que ¿ap/ene cornclencfe 
de a/ ro/amo depende de todas estas teorlas (de) mundo 3) y  de que los animales, aunque sean 
capaces de tener sentimientos, sensaciones, memoria y, por tanto, conciencia, no poseen la plena 
conciencia de sí mismos que constituye uno de los resultados del lenguale humano ysi desarrollo del 
mundo 3 especmcamente humano. 
24 Refiriéndome a ellas en un contcto amplio, es decir en cuanto loe lenguajes naturales yno 
naturales o artificiales.  Entre los  primeros pueden contonee el espaioi, el iniqis, el aiemún, el italiano, 
elc,. entre los segundos están la matemática, todos los lenguajes de programación, etc.. 
25 Habría que considerarlas limitaciones del -enfoque, tomando en cuenta las reflexiones que 
al respecto de un programa de formación del espíritu nace Jürgen Habermas en su QQNCLA Y 
TÉCNICA COMO '050LOQk Notas sobre la Filosofía Hegeliana del Periodo de Jena., Red Editorial 
Iberoamericana México, S.A. de C.V., 1993 las que en extenso se leen: e... no puede menos que 
plantearse la cuestión de la unkloclde un'proçeso cíe formecørt que empieza estando determinado por 
tres tipos de formación heterogéneos. El problema de la conexión de estos ~eclios» se plantea con 
particular urgencia si tenemos en cuenta la influencia histórica de la fllsofía de Hegel y cómo esta 
Influencia ha dado lugar a Interpretaciones divergentes, cada una de las cuales escoge como principio 
de interpretación uno de los tres tipos dialécticos fundamentales. Casa/ter loma la dialéctica de la 
representación como hilo conductor de una Interpretación hegelianizante de Kant, que a la vez se 
convierte en itmdamento de una filosofía de las formas simbólicas: Luc/a.s interpreta el movimiento 
del pensamiento del pensamiento que separa a l-iegei de Kant siguiendo el hilo conductor de la 
dialéctica del trabajo, que a la vez garantiza la unidad materialista del sujeto y objeto de un proceso de 
formación de la especIe, que cubre la historia universal: finalmente, el neohegeiianismo de Theodor bit 
conduce a una concepción del auioescalonamieriio del espiUru, que sigue el modelo de la dialéctica de 
la lucha por el reconocimiento. Es común a estas tres posiciones ci método practicado por el 
hegelianismo de una apropiación de Hegel abandonando la Identidad dei espíritu y naturaleza que 1 
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conceptual o "abstracto", pues se perdería de vista la perpectiva sobre 

la totalidad (le ¡as dimensiones de la representacótL Es decir, esta 

función no se corresponde a un sólo estadio de la imagen teórica del 

mundo sino que condiciona y porta a la totalidad de ésta 

En esta' perspectiva, el mundo de lal imágenes del mito, las 

estructuras fonéticas del Lenguaje y los signos de los cuales se sirte el 

conocimiento "exacto", determinan cada uno una dimensión propia (le la 

representación. 

Por otro lado, las manipulaciones dependen por supuesto, de la 

sintaxis propia del lenguaje o recurso en, ,o con el que se ha realizado la 

representaci(n. 

La asigñcin de significados o interpretaciones depende, por un 

lado, de la construcción de un isomorfismo enli'e la nueva eiñictura 

sintáctica y una o más de ellas realizadas antes, ya sea en la misma 

jerga lingüística  aún en otras y , por.otro, del nivel de co-subjetividad 

logrado por la interpretación en el contexto social de su praxis. 

En este sentido,' 'la vertiente semáitica' o de asignación de 

significados, flrndiona como objeto a lograr tanto como herramienta 
para lograr otros significados, en una interacción dialéctico-recursiva. 

Merece comentario especial la caracterstica de recursiva, pues 

desde mi punto de vista es ella la que potencia la posibilidad de 

configuraciones cognitivas superiores, las que generalmente suelen 

tener configuraciones complejas y dinámicas; dos atributos deseables 

en el desarrollo cognitivo de un individuo. 

En una entrevista realizada por Francisco Huneeus26  , Humberto 

Maturana opina que: 

supone el saber absoluto. Por lo demás, tienen tan poco en común, que lo único que hacen es dar 
testimonio de la divergencia de los tres planteamientos, esto es, de las concepciones de la dialéctica 
que les subyacen. ¿Cómo hay que pensar, pues, la unidad de un proceso de formación, que según la 
Idea de las !eones de Jen8 corre a través de la dlaléctiva del lenguaje, del trabajo y la Interacción?'. P 
35 
Z i-Iuneeus, Francisco LENGUAJE. ENFERMEDAD Y PENSAMIENTO Cualro Vientos 
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«Yo pienso que el lenguaje surge . y opera como un modo 
particular recurs1vo21  de coordinaciones conductuales en la 
convivencia. ...» . . 

Siguiendo con la idea, creo que es precisa1tente esta 

característica de recursividad inherente a su. dsarrollo, la que no sólo 

es capaz de crear estructuras complejas y evidentemente dúmca2 de 

pensamiento, sino que ejercida sistemáticamente, potencia también el 
tránsito bidireccional entre el caos y el orden cognitivo. 

En un sentido, 'es poib1e el trinál1to entre la mirlada 

cuasi-aleatoria de cóncepciones o inteffitetaci¿néá y la posibilidad 

siempre presente de lograr nuevas articulaciones siná6ticas pertinentes 

y,  competentes lingtlístiçarnente, agregando con ello nuevos significados 

globales a los significados. 

En otro sentido, e ya 'conocido trabajó de <Jódel eh' - el' -que se 

evidencia la existencia de puntos oscuros en cualquier eatrwtura lógico 

formal., en adición a esto, el trabajo' de Verhult, n el que la aplicación 
iterada de un algoritmo recursivo determinista, X, ='(I —X), 
conduce al caos y los ejemplos colectados aquí y allá devariación 

aleatoria recusiva que conduce al orden y. Ja explicación; me llevan a 
creer que la evolución cognitiva está generada por cuando menos un 

proceso r5cursivo (cuasi-aleatorio o cuasidetetüiinista?) y sugiero que 

ésté es el de la produccióñ lingüística alimentando de manera recirsiva 

con este producto, al proceso cognitivo. 

Editorial. Chile. Segunda Edición 1989- p. 156 . . 

21 Nota aclaratoria en la entrelsta de i4tineiis acerca de la eÑre'lsta a Maturna La tecurelón 
(neologismo) es la aplicación de una misma operación a las consecuencias de la operacIón. La 
retroalimentación es la aplicación de la consecuencia de la operación a la operación. La recursión es el 
pmceso  mediado  por un algoritmo.' . ' ' 

20

Robert May, un físico de Princeton que se ha dedicado ala biologÇa..es unIlgura clave en la 
historia de cómo los científicos aprendieron acerca de lo que hoy se denomina ruta hacIa el caos 
mediante duplicación de pertodosr y  uno de los primeros en reconocer la importancia del estudio del 
proceso de Verhuist. Tan temprano como en 1976 él escribió: 

5o il,Io en TJwa.t1gac4lT, wro ea,nbbt. ene1 mundo de todos los dtas de lapo&cay 

la eco,wmfa tvdo habÑra sido P,cqJor ec atfa pQrao,46 eneend4rw,wa que rc eietenca aii,q,le 

no linoal no ngcearÍ,mtcnte posee propiada£bs dfzutmrca8 sq?le5. 
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Vista la cognición desde este punto de vista, quizá podría resultar 

nahiral él coñvepttiaila corno un fracta1, de 16 quepodrlainos esperar 

por razones que leé son inherentes -tanto a la cognición como a los 
1iuct*ale-, que gu mBnifegtaoloneg morfológicas reQultaran inJinitw e 

insospecha1as. 

Por otro lado,ladiraensión de los objetos que sería posible tratar 

-desde una tal concepción de la cognición- se amplía, en cuanto que 

ésta puéde ser no necesariamente entera, es decir, la cognición 

conceptuada omo fi fractal pone a su alcance a objetos no 

necesariamente euclldeanos, esto último en un sentido no trivial. 

El caiúcter del senthlo no trivial al que se hace alusión, estaría 

proporcionado no sólo por el. cambio de alguno de los postulados 

euclideanos y la generación coherente de una colección de teoremas 

desprendiendo así, una u otra geometría no euclideana, aunque a final 

de cuentas construidas con elementos euclideanos (puntos, rectas, 

planos) de dimensión entera, sino, por elementos geométricos 

intrínsecamente diferentes y sin las restricciones dimensionales 

euctideanas, denominados fractales. 

La falsificación que se presenta en la figura de siguiente, ha sido 
generada por computadora 

En ella se muestran tres figuras fractales, el paisaje del primer 

plano, su distribución de cráteres y la generalización del movimiento 
Browniano sobre una esfera naciente en el fondo, todas comparten la 

característica de auto-similitud. 

La magnificación de subconjuntos de estas formas, son de nueva 

cuenta reminiscentes de la totalidad. 

término acuflado por Benol! ManieIBrot en 1975 del latin fractus. 



El hecho de que estos fractales primitivos generados por 

computadora evoquen fuertemente la formas del mundo real, constituye 

una pista de su importancia en relación a las formas de la Naturaleza 

Según Galileo (1623), 

Lczfilosofia está escrita en ese libro -qtiero decir el wiversó-

el cual permanece continuamente abierto a nuestros¡  entidos,pero que 

no puede ser entendido a men4s que se aprenda a comprender. el 

lenguaje en el cual fie escrito. Está escrito en el lenguaje de las 

matemáticas, y sus caracteres son triángulos, circulas y otras figuras 

geométricas, sin las cuales seria hwnanamente imposible entender una 

simple palabra en él; sin esto, uno se encuentra en un laberinto oscuro. 
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En esta cita, Galileo presenta varias de las tendencias básicas de 

la ciencia occidental. 

En primer lugar, con el fin de entender o simular la naturaleza, 

uno debe conversar en su lenguaje. 

En segundo lugar, el lenguaje de la Naturaleza son las 

nrntem!icas y la geometría es el lenguaje especifico part describir, 

manipular y simular las formas. 

Sin embargo, Galileo equivocó los términos del dialecto 

preferido de la naturaleza- 

Es sólo de manera muy reciente que ha sido advertida la 

impotencia de los triángulos y círculos de la geometría Euclideana (el 

dialecto mencionado específicamente) para describir el mundo real. 

Retrospectivamente; es obvio que, 

las nubes no son esferas, las monta&zs no son conos, las líneas 

costeras no son círculos y que una corteza no es suave, así como la luz 

no viaja en línea reda'. 

Mandelbrot 

Matemática Postmoderna. 

Existe ahora un nuevo dialecto, una nueva rama de las 

matemáticas, que es más apropiada para modelar las formas irregulares 

del mundo real, lageometrlq fractal. 

Algunas características distintivas entre los objetos euclideanos y 

los objetos fiactales son resumidas en la siguiente tabla: 

48 
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Una comØeración de las Geornetrias Eudideana'y Fradal' 

Tomado de Peltgen, Otto, & Dietmar Saupe., TIe .Stlence of FRACTj 
JMAc3ES. Springer-Verlag New York Inc., 1988. p. 27 

El postular un nuevo tipo de geometría, permite especular desde 

luego sobre el nacimiento de nuevas fisicas y con ello de nuevas 

interpretaciones cósmicas, es decir de nuevas formas de "ver" lo que 

nos rodea- 

Por otro lado, si se piensa en que la enorme alegoría que 

constituye la matemática actual ha sido construida con elementos 

geométricos euclideanos de dimensión entera, ¿qué podríamos esperar 

de las construcciones cognitivas que es posible realizar con elementos 

no restringitlóñ óri tus escalás dii niIontües?. 

Desde luego, se desprenden d aquí vatlsiInós campos de 

investigación en innteináticas én epistemológía, en educación , 'y en 

última instancia en la ontología generada por las nuevas formas ¿l ver y 

las visiones proporcionadat .pOt ellas. 

El ser educados en tina nueva forma de "Ver", ciertamente que 

traerla como consecuencia nuevas visiones. 

GeÓmétríá: 

Lenguaje matemático para describir, relacionar y rraiptiar las forras 

Euclideana rmael 

• Tradicional data de más de • Monstruos' modemoY 
2000 años aprox. 17 años 

• Basada en escalas • No tiene restricciones 
restringidas en su eScala 

• Se ajusta a las íorrñas de • Son apropiadas para 
objetos hechos por el las íonnas natutales 
hombre 

• los. objetos son descritos Lo objetos son 
por una fórmula descritos por un 

aigetitrrio recursro 



rL 

Iirw!eíiiv 

Una de las que más me entusiasma, es la que se desprende de la 

existencia de objetos de dimensión no entera, pues me hace pensar en el 

problema de la densidad dimensional y más allá, en el continuo 

di,nens'ional y la clase de "objetos" que podríamos usar para construir 

nuestras representaciones. 

Ciertamente esto sería una nueva y hasta donde sé insospechada 

ecología epi sté,ni ca30. 

Se tendrían como consecuencia nuevas formas de percepción y 

representación, pues en alguna medida creo yo casi determinante (y me 

alegro del "casi") nuestro aparato perceptual se desarrolla y/o se 

bloquea por la educación que nuestro entorno (no solo escolar) social 

nos proporciona 

Según advierto, a raíz de la postulación de la existencia de 

elementos geométricos cualitativamente diferentes a los euclideanos, 

estamos en víspera del abandono de ancestrales ropajes perceptuales, 

epistémnicos, ontológicos y lingüísticos. 

Desprendido de esto, se están generando, en este momento, 

nuevos conceptos y nuevas formas cognitivas de operar con ellos. 

En suma, nuevas nociones en la concepción de lo que nos rodea, 
entre las que probiblemente están incluidas: 

• Interacción conciente entre orden y caos como formas naturales y 

complementarias de la manifestación cósmica 

• Inclusión natural de concepciones tanto deterministas como no 

deterministas dé un mismo objeto de conociriiento 

Quiero acuitar este término compuesto. Ecooglo ¿~rtxkét tIgnificando con él tanto a lo 
que antes he llamado Unrso Semántico del Individuo como a su entorno de Interacción cercano 
(Intimo) y lejano. Al respecto de la noción de cercanía o lejanía a su entorno, diré que a últimas rechas 
se tiene cada vez más conciencia de que para erectos de lo social y la configuración del Individuo en 
ello, se están desmoronando nociones como etnia, comunidad y nacionalidad a raíz de la emergencia 
de una sociedad global que demanda nuevas formas de ser, de vivir, de trabajar, de actuar, de sentir, 
de pensar, de sollar, de Imaginar y con ello, la reconceptuallzación o la exístencla de nuevos 
problemas eplstemológicos, ontológicos y lingüísticos. 
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• Nuevas formas de hacer ciencia y en partiiilar nuevas formas de 

hacer matemáticas: ¿Qué tal una matmática cualitativa? 

• Uso ineludible de los recursos de cómputo en el sentido global de 

los servicios que ésta tecnología ofrece, ya que resulta el medio 

ad-hoc, en el que esta nueva ecología epistémica habria de tener 

lugar 

• Encuentro con la tan deseada inter y trans disciplinariedad en el 

desarrollo de las ciencias 

• Generación y abordaje de problemas cualitativamente nuevos 

En resumen, cree, en la neçesidacl. imperiosa de trabajar en la 

dirección de conformar una currícula de educación matemática 

cualitativamente distinta, en la que los asuntos matemáticos se aborden 

desde un punto de vista más global; tanto en los ' recursos tecnológicos 

de los que se eche mano, como en las relaciones contensiales intra y 

exiramatemáticas. 

• Reflejos cultu,'ales y exigencias" 
Quiero establecer como un reflejo fundamental de las 

consideraciones hechas en los parágrafos anteriores, el hecho de que la 
sociedad y las comunidades modernas exigen individuos con 

capacidades epistémicas cualitativamente novedosas y sustancialmente 

diferentes, es decir no indviduo que poseaI grandes cúmulos de 

información sino individuos que tengan las habilidades para operar, 

comprender, interpretar y procesar objetos de distintos saberes para 

transferir lo aprendido a otros problemas y a otros campos. 

1 31 Para una referencia más extensa ver: Anexo 2: Reflejos Culturales y Tecnología. 

42 
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La postulación anterior, refleja la inherente necesidad actual de 

diseño y realización de una nueva ecología epi.stémica para lo que 

podríamos disponer de adelantos tecnológicos como las calculadoras y 

las computadoras, instrumentos que permiten realizar con gran 

economía de tiempo y energía psíquica para los docentes -estudiantes y 

profesores-, cantidades masivas de cálculos y procedimientos 

inecanicistas de repetición, dejando el tiempo y la energía 

economizados, para una construcción inteÍectual más relevante. 

La superespecialización de las 1  disciplinas y el consecuente 

correlato de elloeñ los lenguajes especiales, pone de relieve la urgente 

necesidad de una cultura lirgflística más amplia que la que el 

patrimonio social nos lega de manera natural. 

Las grandes ausentes de las actividades docentes sistematizadas 

suelen ser laÉ relacionadas con el cultivo de las habilidades 

lingüísticas de oraildad y escritura. 

La situación se hace desesperada cuando se. advierte que cada una 

de las disciplinas tiene por así decirlo, su propio lenguaje y, además, 

que éste, es no natural. 

En esta situación, es insoslayable la urgente necesidad de asumir 

sistémicamente la tarea de habilitar a nuestros estudiantes en el uso de 

su lengua materna hastaun nivel funcional y en una gama de habilidades 

lingüísticas, necesarias, para,el desempeño de estos en su interacción 

con otros lenguajes. 

Podría decirse que la eompéteilciá de un individuo en su 

expresión oral y/o escrita, asegura y garantiza la competencia en el 

nivel de organización concéptrnil alcanzado por esté. 

Por otro lado, la oralidad y la eñcritura competentes son 

instrumentos o habilidades dé acción-investigación sobre las 

construcciones intelectuales, de donde, podémos afirmar que un 

33 
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individuo sabe algar sobre algúñ, objeto de conócimiento cuando es 

capaz de hablar o escribir -con ciértas caracteHtitas como claridad, 

c&ncred6n, consistencia lógica, estiló literario, etc.- sóbré elloY' U  

En un nivel jeráruico de aplicación subordinada, están las 

habilidades desprendidas de' los lenguajes particulares de las 

disciplinas, refiriéndome pon ello a las particularidades propias del 

discurso en cada disciplina O  

Este renglón es también motivo de desatención lingüístico 

funcional generalizada en nuestro sistema educativp, puesto que en las 

actividades docentes no se abordan explícita y sistemáticamente las 
particularidades lingüísticas propias de cada una de las disciplinas 

objeto de estudio. 

Este hecho no es casual, sino el resultado -pr un lado- de una 
inconciencia colectiva relacionada con las c9mponentes lingüísticas 

básicas y -por otro- de la relativa facilidad que se obtiene al hacerlo de 

manera sintáctica, dejando de lado una componentes semántica y por 

supuesto, una pragmática, ya que es poco probable realizar esta última 

-al menos de manera competente y autónoma- cuando no se sabe de qué 

se habla o se escribe. 

De esta manera, el aprendiaje' de las regularidades y diférencias 

propias de las disciplinas en el uso de las fimcioneslingaistic como 

medios para acercarse a un objeto' dé cónocimientti e8pécia1, quedan 

ocultos en las limitaciones del discurso docente, que como antes 

indiqué, está generalmente, limitado a la comppnente. sintctica en la 

mención y uso de las concepciones,. categorías,, procedimientos y 

técnicas de las disciplinas que se abordan. 

La enseñanza, de los métodos debiera darse en el ejercicio de la 
oralidad y escritura en los diversos campos disciplinarea, buscando el 

uso de los lenguajes especiales y materno en una dirección abarcante de 

sus componentes, a saber: pragmática, semántica y sintáctica. 
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Es así, que podría postularse el que los fines y compromisos de 

las organizaciones e instituciones educativas tuvieran una tarea quizá 

más modesta pero realista  no menos importante: la de asegurar el que 

las actividades docentes de profesores y estudiantes se desarrollen en 

un entorno linguísticamente diverso y rico (competente) yio en contacto 

con el niayor número de sistemas y/o formas de representacióa 





capítulo 2 
La fuft iofieu    el'coútexto de la 

matemática escolar uo 

especializada 

En este trabajo, se abordan dos tesis; 

el concepto defunción esta subutilizado en el contexto de la 

matemática escolar  en tanto se desde fian extensiones del 

co2cepto pertinentes y factibles en los niveles educativos, por 

otro lado, 

el reconocimiento de que el concepto defunción actuando en 

su calidad de substrato conceptual de la matemática escolar, 

permite potenciar la formulación de nuevas estrategias 

operativas en el desarrollo del currículo matemático escolar 

por la vía de recursos de representación complementarios al 

sintáctico lógico formal y la, significación agregada por la 

articulación de éstos. 



El concepto defunción en d contexto escolar 

Es inel4ible reconocer que el concepto de fimcii ha tenido una 

evolución en'lahistoria de la humanidad y eh picular de la 

matemática, pó, lo q4J la ,r,actiiaIidd :q disponde diversas 

manifestaciones del ccep 
;t. 

1 
conformarlo. 

'lq!l . 

t. . ..ç 

qui rnibuen -m har a dudas- a 

Las manifestaciones a las que se hace mención son: como 
registro de datos (en tablas) en las antigflas culturas babilónica y 

egipcia, corno razones y proporciones en la cultura griega, como la 
re  presntaci4n gráfica del errelato de 5laintentio vs Pxtensio (aprox. 

4O 4ç6iiib g érWcpi.Detiy etiiat, como 
expresión analítica con Euler (siglo XVIII), y más recientemente se 

tienen versiones más—, forma 1ida del concepto como 

correspondencias, corno conjuntos de parejas ordenadas y 
definiciones contetporaneas anei a la llamada, teoría de 
categorías.  

En la reforma curricular de 1971, llegó a México la llamada 

Matemática Moderna' en la que se contemplaba el concepto de función 
desde el punto de vista de correspondencias entre elementos de 

conjuntos, lo que lejos de significar un avance en la conformación 

escolarizada del concepto y sus posibilidades de aplicación a la 

resolución de problemas, significó el recrudecimiento del privilegio 

sintáctico en la práctica docente 

la que impactó de una manera muy severa al quehacer docente, pues ocurrió lo que desde 
MI punto de vista fue un trasplante poco cuidadoso, al suponer que la mera revelación o abordaje de 
las estructuras fundamentales de la matemática, traerla como consecuencia natural el hacer ractible 
que a partir de éstas, los estudiantes articularan la esuctura conceptual pertinente, competente y 
significativamente para abordar la resolución de los problemas propuestos parla matemática escolar. 

tal 

1 
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Nivel de Educación Básico 

Desde mi punto de vista, el concepto de finición en primaria 

debiera abordarse hasta el nivel del gérmen seminal constituido por la 

variación lineal y la distinción de sus tipos. 

De la sanidad de estas semillas y la de sus manifestaciones 

primeras, dependen en gran medida la formación matemática futura de 

los estudiantes y sus posibilidades de extensión y forrnalizswión de este 

concepto medular. 

Me parece interesante dar una breve resefla del trabajo de Saiz, 

Irma. & Block, David (1984)2,  pues en él se conjuntan de manera 

notable, tanto una metodología3  para el acercamiento de los contenidos 

matemáticos, como el hecho también notable de cómo fue posible 

abordar el concepto de función y su simbolización con un nivel alto de 

formali7sución. 

En este trabajo resellado, se reporta una secuencia de diez clases 

en las que se aborda como situación problema el construir el lenguaje 

cartesiano a partir de la tarea de transmitir un mensaje describiendo una 

figura en un geoplano, para que otro niño o equipo la reproduzca- 

No obstante sus objetivos, el trabajo mencionado muestra la 

factibilidad de arribo a estadios superiores: percepción de la variación, 

aislamiento de las variables, identificación del correlato existente entre 

ellas, su abstracción simbólica y su representación. 

Dos ideas centrales en el trabajo: el que tos nulos fueran los 

"inventores" de la geometría cartesiana y además, que los mismos niños 

establecieran las convenciones de significación al nivel de las 

exigencias dinámicas de su socialización, y no que éstas fueran 

2 Saiz, Irma & DiocK David. Fi JiFOPI AD. Un recurso dldc11co DaraepJorar el mMnJ 
geometría eieme.nlal., Laboratorio de Palcomatemática N' 2., DIE-CiN'vtSTAV, Mévico Main de 1984 

Búsqueda de invariantes, en un proceso lingüístico recursivo que duró diez ciclos (clases), lo 
que se pone en evidencia cuando se inquiere por lo que se dió en llamarla "propiedad común" de los 
puntos en el geopiano, logrando su simbolización abstracta en una expresión simbólica auxiliada por 
las convenciones propias del sistema de rererencia desarmilado. 
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aportadas por el maestro como convenciones universalmente 
establecidas. 

Fueron de interés también los siguientes aspectos: 

posibilitar la expresión, tanto* a ,ivel drzt como g'ráflcó, de 
las formulaciones que van construyendo los niños, 
postergando la adopción de símbolos convncioszaies. 

• fomentar la' participación de los aluinhos en' la 
construcción de sis onoclmIen tos, 'organizando 
actividades y discusiones a dos niveles de.irerseccfór: en 
equipos y colectivos. 

• .generar situaciones didácticas significativas para los 
alumnos y cuyo curso los ¿leve  g elaborar determinados 
conocimientos como solución ç  los problemas que la 
propia situación les plantea. 

• orgdn!zar debates para' que los alumios confrontn ' sus 
'opiniones y lleguen a conclusiones sobre un tePn. 

Los comentarios finales de la experiencia superan, desde mi 
punto de vista cualquier expectativa:. 

La ecuencia de JO clases que ¿uabamos' de analizar se 
desarrolló afines del años escolar. Á principios de 60  grado 
volvimos al tema de coordenadas cartesianas.y descripción de 
figuras; lo niños recordaron los acuerdos tomados y pudimos 
retomar el trabajo dejado 3 meses tintes sin clases de revisión 
o repaso como se acostumbra hacer al inicio de cada año 
escolar. Podemos señalar aquí la deferencia  entre un trabajo 
de memorización de algoritmos y reglas que no "resisten" 3 
meses sin practicai'iosy este trabajo que en realidad fue total 
construcción de los niños. ... Pasamos posteriormente a 
grajicar rectas en el geoplano y, representarlas 
simbólicamente. Este trabajo se organizó en forma similar a 
lo anterior, pidiendo a los niños qué constri4yeran M 'recta en 
el geoplano y redactaron un mensaje para que otro equipo 
pudiera reproducirla. . En posteriores descripciones de 
rectas se empezó a analizar cual es la propiedad común de los 
puntos que pertenecen a una recta dada. ... El maestro daba la 
propiedad comin y los niños construían la recta o bien el 1' 
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maestro daba la recta, y. los nifos buscaban. la  propiedad 
común. Frecuentemente este trabajo se realizaba con 
intercambios de mensajes entre los niftos. ... Todas las 
escrffiaa. fiieroi criticadas y ándliiada y flnalmenté el 
maestro proporcionó ¡a forma convencional de nombrar las 
coordenadas 

... 
y por, tanto la "propiedad común!'  que 

adquirió un sinónimo en "ecuación de la recta" pasó a 
escribirte as]: 

Propiedad común: 

La segunda coordenada es igual a la mitad de la primera 
coordenada 

y=x 

Ecuación de la recta: 

•r=y2 

Aparecieron rectas que no pasan por el bri,gen como y = x +3, 
rectas que "van para el otro lado ' como y = -x +3, etc. -.. Al 
tratar el tema de proporcionalidad y el de función, los niIos 
no tuvieron dificultad en utilizar representaciones de rectas 
en un plano cartesiano." 

Este trabajo constituye sin duda, uña muestra de que es posible 
abordar la solución de problemas didgcticós relevantes echando mano 
de recursos materiales económicos como el geoplana e intelectuales 
como el de la oralidad .y la escritura, con tal y que el ingenio del 

profesor esté atento a sacar partido de las oportunidades, que ofrece la 
socialización recursiva de los productos parciales que se van 

generando en el transcurso de la actividad docente. 

Para concluir con la resefia, en el apartado de geometría del 
reportede Saiz & Block (1984), se abordan otros problemas didácticos 
importantes como son las reflexiones, rotaciones, simetrías, 
propiedades de los polígonos derivadas de la simetría, reproducción a 
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escala, invarianza y/o proporcionalidad ante transformaciones, 

mediciones, correlatos entre vértices y diagonales de un polígono, 

conteo y búsqueda de patrones númericos entre elementos poligonales, 

perímetro, área, búsqueda de. algoritmos de cálculo.. En todo ello, está 

involucrado tambiétí el concepto de fiñición, incluso en ocasiones con 

más de unavariáble (.1)  por ejemplo; lafórmula para el cálvild del área 

de un rectángulo: e4(b, h) = b x h 

En cuanto al uso que en el nivel primaria pudiera tener los 

resultados de este reporte, creo que son"  inmediatos, puesen este nivel, 
está contemplado (como se indica en el reporte) el tema de variación 

proporcional (directa e inversa), cuya indiscutible fecundidad potencia 

el abordaje de una gran cantidad de situaciones problemafi79doras y el 

derivar de ellas estrategias específicas de acción; entre las que pueden 

contarse la identificación de variables y los correlatos existentes entre 

ellas, así como su representación en forma tabular, gráfica y analítica 

siempre que esto último sea posible. 

Es mi punto de vista que en el nivel de educación básica, es 

posible y necesario abordar la noción de la variacÓn por la vía de la 

comparación, y con ello sembrar la simiente de un concepto más 

general -el de; función- cuya utilidad teórico-práctica, habrá de 

extenderse longitudinalmente en la  formación matemática global de 

cualquier individuo.  

E,aminemos más de cerca los rudimentos de lo qüe poda  ser la 

génesis de este concepto -el de función-: 

Sin duda, el recurso técnico por excelencia para constrastar una 

hipótesis de variación es la comparación del estado de lo observado en 

al menos dos estadios sucesivos; en dónde lósjaráthtros de la 

comparación dependen dél código de e!*esentaci6n  legidó ó bien del 

código natural en el que lo observado se jkesenta 



De esta manera, podemos comparar formas o apariencias 

(acercamiento global) inclinado, recto, grande, pequeño, plano, curvo, 

rugoso, liso y/o características específicas -o medidas- de éstas 

(acercamiento local) ángulos, largo, ancho, alto, área, capacidad, 

volumen, dimensión; gracias a la percepción subjetiva que tenemos de 

cada una de las formas o apariencias o bien gracias a las medidas que 

podarnos realizar de las características locales que "objetivan" a las 
anteriores. 

En el tránsito entre el acercamiento global y local a un objeto, hay 

un escalamiento en el nivel de abstracción requerido no sólo para 

proponer aspectos más finos de él, sino también para identificar, aislar, 

modelar o representar y medir los números o variables relevantes para 

la caracterización requerida. 

Es en ese tránsito y las tensiones generadas en él, que la 

comparación asume técnicas cada vez más objetivas, pues a pesar de 

que la comparación puede ser resultado de un instrumento tan subjetivo 

como alguno de los recursos del cuerpo humano, éste tiene rangos 

perceptuales que no le permiten ir más alla; digamos hasta la 

cuantificación de una eventual variación, e incluso, cuando los rangos 

de ésta son o muy pequeños o muy grandes, no es posible siquiera su 

percepción. 

De esta manera, a pesar de que el cuerpo humano está en la 

posibilidad perceptual de comparar (pesos, luminosidad, calor, 

distancia, etc.), no está sin embargo en la posibilidad de cuantificadas, 

de ahí la necesidad instrumental externa. 

Con todo y ello, la noción de que dos objetos tienen un peso 

distinto al ponerlos sobre una balanza simple de platillos, no permite 

dar respuesta a ninguna de las preguntas: ¿cuántos unidades es más 

pesado uno que otro? ni ¿cuántas veces un objeto es más pesado que 
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otro?. En cualquier caso, tendría que usarse uninstrumento de medición 

más elaborado  - para cuantificar el peso de ambos objetos. 

Conseguidos los números que denotan el peso de cada uno de los 

objetos habría que obtener la diferencia entre ellos para dar respuesta a 

la primera pregunta del parágrafo anterior o el cociente entre ellos para 

dar respuesta a la segunda 

Los recursos técnicos fundamentales para la comparación 

aritmético algebráica (según el nivel educativo) son la diferencia y el 

cociente entre núnieros (aritmético) o entre variables (algebráico). 

Es así que cada uno de ambos recursos nos permiten realizar 

comparaciones de manera especial y así, establecer iio solo si 

efectivamente hubo variación, sino también el cuantificarla con una 

significación asociada al recurso de comparación usado. 

Por razones que les son intrínsecas, los algoritmos de resta y 

división, ambos recursos de comparación, se encuentran ligados en el 

tipo de variación denominado directa o proporcional. 

Por ejemplo, al disponer 25.ÓO os para comprar 

cuadernos y percatamos de que cada uno de ellos cuesta S3 .00 pesos, la 

pregunta natural es, ¿cuántos podré comprar?. 

Una forma de llegar a la respuesta, sería proceder aditivaniente 

(3 + 3 + 3 + ...) e ir calculando las sumas parcialeshasta completar el 

número de pesos más cercano a 25 sin exed&rse de él, otro pioceso 

puede sér sustractivo (25 - 3 - 3 - 3 ••)b ¡iL ¿al cnlando Ida restos 

parciales hasta el que sea menor que 3. 

Estos dos procedimientos básicos tienen asociados dos procesos 

que constituyen correpondieritemente su abstraecón, el producto (en el 

primer caso) y el cociente (en el segundo), con el primero de ellos se 

puede recitar la tabla del 3 hasta obtener el productó más cercano y no 
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excedente a 25 y con el segundo, realizar el cociente de 25 por 3 hasta 

obtener un residuo menor que 3. 

El. tipo de variación proporcional directa implícito en esta 

situación, está representado en las primeras dos columnas de la 

siguiente tabla:  

Tabla 1. En esta tabla se 
muestra la relación entre el 
costo asociado (y) en pesos y 
el número de cuadernos M. 

en la que que el recurso para evidenciar Ja existencia y  el tipo de 
correlato en la variación son el cociente y la diferencia entre números. 

Nótese que la variación proprcional directa puede 

caracterizarse mediante la razón, siguiente: 

X !  

expresión en la que y denota el costo asociado según el número 

de cuadernos,' x' el número dé cuadernos y la llamada constante de 

proporcionalidad (en el ejemplo k=3). 

Otro razgo característico de este tipo de variación, es que la 

diferencia entre los precios asociados a números consecutivos de 

cuadernos es también k, es decir 

N°de Costo 
Cuadernos Asociado 

X y 
1 .3 
2 8 
3 9 
4 12 
5 15 
6 16 
7 21 

8 24 
9 27 

Cociente entre Diferencia entre 
Costo costos 

Asociado y N° sucesivos 
de Cuadernos 

ylx 
3' 
3,:, 3 
3 3 
3: 3 
3. 3 
3. 3 
3. 3 
3 3 
3 3 



Una representación gráfica de la variación proporcional directa 

entre el dodo y.el número de librog pregentada en el ejemplo anterior, 
es la siguiente: 

y 
30 

A 

A 
A 

A 
A 

- 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 % 
Número de libros,  

En la caracterización de la variación proporcional directa entre 

dos magnitudes, debe iuvluire, desde luego, el va.o' o situación en el 
que la constante de proporcionalidad es un número nega.tivo. 

Por ejemplo, si observarños que en cada vuelta "a tomar agua' de 

los niños a la cocina, cada uno de los biñco toma ñna galleta, ¿cuántas 

galletas habrán consumido después de 3 vueltas a la cocina? ¿y después 

de 5 vueltas?. 

• .•
Suponiendo que al inicio de la observación habla 100 galletas, 

¿qué tipo de relación hay entre los siguientes pares dp.  maguiides: 

a) galletas sustraídas va vueltas a la cocina? 

b) galletas restantes va vueltas a la cocina? 

25 

o 
15 

n:i 
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A 
A 

-te 

-20 

-30 

-40 
13 

-50 

Lijtdcm t8f o  

Podernos hacer una tabla que evidencie el comportamiento de la 

relación entre las parejas de magnitudes propuestas antes: 

Tabla 2. Se muestra la relación entre el 
total de galletas sustraídas y el número 
de vueltas a la cocina. 

Tabla 3. Se muestra la relación existente 
entre las galletas'  restantes (de lOO 
iniciales) y el número de vueltas e la 
cocina. 

cuyas gráficas correspondientes son las siguientes: 

Vuefla ala cocina 

Total de galletas 
Vueltas a la cocina sustraídas 

x y 
1 -5 
2 -10 

3 -15 
4 -20 

5 -25 
6 -30 
7 -35 
o . -40 

Galletas restantes 
Vueltas a la cocina (de 100 que había) 

1 95 
2 90 

3 05 
4 80 
5 75 
6 70 
7 85 
O 60 

QAV40 67 



Proporcional directa: 

Aditiva: 

Variación lineal 

y 

y-b 
x 

ffçiWol 

ht.. 

100 

, 8 0 

60 

40 

20 

A A A 
A A A A -A 

x 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Vuel,tas a ¿a cocina 

En el primer caso, tenemos un correlato de variación 

proporcional directa Galletas sustraidas va Vueltas a la cocina, 

situación que puede identificarse al comparar con un cociente los 

sucesivos valores de las variables implicadas, en el que se cumple que: 

Vi Galletas sustraidas -
- k 

Vueltas a la cocina - xi 

donde k = —5. 

En cambio, este tipo de con elato ¿e variación proporcional 

directa no es observable en el caso de Galletas restantes va Vueltas a 

la cocina, pues no se cumple que 

Vi Galletas restantes Y(') 
- 

Vueltas a la cocina xi 

Sin embargo, en ambos con ?latoa de variación se observa que 

)'(x) Y(x-1) = 

Esta observación da pie a la caracterización de un tipo de 

variación más general, el denominado como variación lineal, del que 

ambas situaciones anteriores son casos particulares: ti 
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De esta manera se muestra, que el afirmar que la razón entre dos 

magnitudes es una constante, puede incluir situaciones de variación 

proporcional directa con una casuística amplia, según el valor de la 

constante sea positivo o negativo, y también, que es posible el realizar 

extensiones aditivas lo que permite extender los correlatos 

variacionales de proporcionalidad directa a la variación lineal. 

Por otro lado, si consideramos al cociente como la operación 

inversa del producto y hacemos una extensión de las ideas anteriores, 

tenemos que la variación proporcional inversa entre las magnitudes y y 

x podría ser caracterizada por tina relación del tipo 

yx=k. 

A manera de ejemplos', se incluyen cuatro tablas en las que se 

presentan relaciones numéricas entre dos variables con la intención de 

identificar el tipo de variación que se presenta en cada una de ellas y a 

continuación se presentan los gráficas correspondientes. 

      

      

      

      

      

      

Tabla 4. Se muestra te 
relación entre la cantidad de 
cairos que se ensamblan en 
una Fábrica y los días que se 
lleva hacerlo. 

  

Tabla 5 Se rnuesira 19 edad de 
Juan y la relación quo guarda con 
la de su hermano mayor 

tomados de SEP. Guía para el Maestro de Sexto Grado de Educación Primaria SEP, 
México., 1997 Respectivamente en orden de aparición Variación proporcional directa (k2. Variación 
aditiva (k= l y Variación prurcionat inversa (k=72) y Variación proporcional inversa (k=20). 

Olas # de Carros 

30 500 
130 1.200 

15 300 
10 200 

20 400 

Edad de Juan Edad del 
hermano 

4 12 

6 14 
7 15 

8 16 

6'.9 



x 
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 

Dias 

1200 

1000 

800 

' 600 

400 

200 

 

Tabla 6. Se muestra el número 
de kg de carne que le toca a 
cada persona si el número de 
ellas aumenta y la cantidad total 
de carne se mantiene fija  

Tabla 7. Se muestra la relación 
entre el número de días que le 
dura el agua a un nurrago y la 
cantidad diaria de vasos que 
torh. 

Las gráficas correspondientes a cada situación, son: 

70 

Cantidad en 
Número de Kg. para cada 
personas una 

2 35 
3 24 
4 18 

6 12 

Cantidad de Olas que 
vasos diaria alcanza el 

agua 
1 20 
2 10 

1/2 40, 
1/4 90 

ti 

L 
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15 

Jio 

A A A A 

x 
4 5 6 7 8 

Edad de Juan 

40* y 
A 

3o 

)20 
A 

lo 

2 

A 

x 
6 3 4 5 

Ishmem de Personas 



AY 
so 

70 

60 

:$ 50 

O 40 
u 

30 

20 

• 10 

.25 .50 .75 1 1.25 1.50 1.75 

ik 

ik 

Á 

2 

Cantidad de vasos diaria 

Del estudio de la variación (de algún tipo) mediante los recursos 

técnicos básicos de tornar la diferencia y/o el cociente para 
evidenciarla, conduce al concepto más general de relación entre 

magnitudes o variables, emergiendo así la relevancia fhndamental de 

éstos recursos, pues ellos no sólo permiten e.videticiar la medida de la 

variación según hemos visto, sino también, la cualidad o tipo de ella. 

Por cierto es de particular imp-rtancia e orden en el que la 
difei encia, el cociente y la combinación de estos tendría que hacerse en 

cach uno de los niveles educativos'amados como contexto' de la 

prác `:iea, pues en educación básica hay ilgunas cosas que son absurdas, 

auiuue en educación media las mismas pueden resultar naturales y hasta 

mdi; pensable examinar, mientras que otras serán pertinentes sólo hasta 

el ni jel superior6. 

d72 

En el caso, por ejemplo, de la educacón básica como contexto, sería absurdo 111 
(pose emenle) el considerar direrenclas en las que el sustraendo sea mayor que el minuendo, pues 
no h en 61 -según el currículo del nivel- soporte para las números neqativos, por la misma ti 

circun tanda dei nivel, resulta absurdo también el propo'er razones que sean números negativos; no 90 

obsta 1e se requiere que ambas situaciones sean exam: iadas en el nivel medio básico de educación, 
cante: o escolar en el que ya se llene soporte currlcuiary 'plstémico para ello. 

No obstante lo Indicado en el pánraro, la Tormn ilacIón conceptual erriprendlda en algún nivel 
educa.Ivo (Incluido el primario) debe ser realizado de tal armo, que no se constituyo postenionmenle en 
un obstáculo (por omisión, por fijación prematura o aún pr una grave derorruaclún) para su extensión y 
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Comentemos ahora algunos aspectos que sobre el tema, fueron 
publicados en el documento La ensefanza de las M4TEMÁ TI CAS en la 

escuela primaria. Taller para maestros. 2 Segunda parte. SEP. 

Programa Nacional de Actualización Permanente. México. 1995. 

En el recuadro enfático de la pág. 109, a manera de resumen 

conceptual de la actividad sobre Variación proporcional y no 

proporcional de la pág. 104, se lee: 

"Dos magnitudes son directamente proporcionales 
cuando al aumentar una cantidad, la otra aumenta en la 
mi sma proporción" 

y aunque en el siguiente párrafo se indica 

"También se puede decir que dos magnitudes son 
directamente proporcionales si el cociente entre dos 
magnitudes correspondientes es siempre constante" 

toda la actividad está enfocada para apoyar la (primera) versión 

-yo diría mnemotécnica de la variación proporcional-, no así a la 

(segunda) versión en términos de la razón entre cantidades 

correspondientes, sin restringir el signo que deba tener esta razón. 

Se podría argumentar quizá que el "También se puede decir" que 
encabeza al segundo párrafo indica la equivalencia entre las dos 

versiones, afirmación que es correcta aunque injusta, pues la segunda 

versión incluye en su casuística situaciones no contempladas en la 

primera Tampoco se abordan ejemplos que pudieran extender el 

concepto. 

De esta manera, asistimos a la deformación -por limitaciones en 

el tratamiento- de un concepto medular en matemáticas, y cuyas 

repercusiones habrán de sentirse longitudinalmente en todos los niveles 

de la vida académica de nuestro país. 

coníoirnación ulterior, una vez Imperimentada con suflciencla su manitestaclón morTolágtca. 
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Puede decirse quizá, que para la educacióñ primiria de las 

jóvenes generaciones de estudiantes esto podría ser étificiente, pero no 

hay razones válidas para restringir la formación conceptual del profesor 
de educación básica, sólo porque se desempeña laboralmente en ese 

contexto, ni para abrir la posibilidad de que esta limitación conceptual 

permee en algún momento la formación matemática de las jóvenes 

generaciones. O  

Se desaprovecha también, la oportunidad de extender la variación 

proporciona]
y-b  

directa (
y 

= k) con la variación del tipo aditivo (-y- = k), 
que como antes indiqué, consituyen una manera de conformar correlatos 

más generales como la variación lineal. 

La conformación en extenso de. la variación lineal, deviene en un 

asunto de fundamental importancia, pues a este nivel de educación se 

aborda la estrategia algorítmica de cálculo de la cuarta proporcional 

("regla de tres" elementos conocidos en una proporción en la que hay 

que determinar el cuarto término) para la resolución de problemas, que 

sólo es aplicable al caso de un cortelatode variación proporcional 

directa entre las variables, pero que en los niveles subsecuentes será 

fuente de muchos errores al creer que ésta también es aplicable al caso 
de variación aditiva, que es otro tipo de variaçión lineal. 

Sugiero entonces, que en este nivel se aborde la variación lineal 

en un sentido abarcante de sus manifestaciones, hasta el nivel de 

diferenciación de la variación lineal directamente proporcional y la 

aditiva, así como entre la variación lineal y la inversamente 

proporcional, esto es: 

Proporcional Dirécta: lvl = k 

No lineal { Proporcional Inversa: yx = 

76 

Variación 

Lineal 

Aditiva: 
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Propongo entonces, construir una simiente sólida al abordar la 

diversidad morfológica de los correlatos variacionales básicos: 

proporcional directa, aditiva yproporcional inversa, las dos primeras 
confornwndo al oorrelnto de variación lineal, dintinguiéndolag por gg 

ámbitos de aplicación y la tercera en distinción de la lineal, usando en 

todos ellos -para su descubrimiento y caracterización- los recursos 

técnicos de comparación proporcionados por la difernciay el cociente. 

Renglón aparte, cuando ya se han abordado las fracciones en 

diferentes connotaciones: relaciones, operaciones y contextos (razón, 

operador multiplicativo, partes de la unidad, división de enteros, 

repartos, equivalencia, relaciones de orden, suma, resta,, etc.) no veo 
por qué en La enseFanza de las M4TEIvfÁ TI CAS en la escuela 

primaria. Taller para maestros. 2 Segunda parte1., SEP. Programa 
Nacional de Actualización Permanente. México.1995. p.163, se 

empieza el Capítulo IV, La predicción y el azar, indicando a los 

profesores al' final del párrafo introductorio, que: 

"Este tipo de situaciones permite realizar una introducción a 

la probabilidad, sin llegara cuanfificarla" 

cuando es precisamente ésto, la cuan icacióñ y asignación de 
éstas a los elementos del espacio inuestral de un experimento, lo que 

permite tomar una decisión (aún en un contexto lúdico) respecto a la 

incertidumbre provocada'por una variable aleatoria. 

La determinación de los elementos del espacio mue,ti al, 5, de un 

experimento y la cuantificación y asignación de la probabilidad 
correspondiente a los valores del rango, R1, de una variable aleatoria 
definida sobre S, es decir el establecimiento de la función de 

probabilidades, se corresponde exactamente con das pretensiones 

establecidas en un recuadro enfatizado en la pág. 174, en el que se lee: 

Ver también el libro Secretaría de Educación Pública., Comisión Nacional de los Ubros de 
Texto Gratuitos Matemáticas.. Sexto Grado. México. 1994. págs. 111-112. 
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"La probabilidad proporciona una.. excelente 
oportunidad a los alumnos de matematizar Es i,portwzte 
que durante los anos de la escuela se ensefíe a los nilios a 
discutir, argumentar sus predicciones y a contrastarlas con lo 
que realmente sucede " ..... 

Las referidas pretensiones en el contexto de Lá predicción y el 

aZar, no pueden concretarse in la,  asignación de medidas de 

probabilidad correspondiente a cada uno de los elementos del espacio 
muestral do un experimento,,  pues es precisamente esto lo que constituye 

la matematización de una situación no determinista y también, la fuente 

de información para el ejercicio de la descripción y la argumentación. 

En resumen, para poder tomar decisiones obre los posibles 

resultados del experimento consistente en lanzar un 'par de dados y 

avanzar tantos cuadritos como la suma de los puntos obtenidos en 

ambos dados, es necesario: 

• establecer el espacio muestra] correspondiente al 

experimento y 

• a cada uno de los valores del rango de la variable aleatoria 

definida sobre él, asignar una medida de la confianza que 

podríamos tener de que éste ocurra8. 

De esta manera al obtener (mediante la comparación) las 

correspondientes medidas de la significación que cada. evento 

particular tiene en el espacio muestral. que le corresponde como 

contexto, podemos decidir sobre la conveniencia de jugar tal o cual 
"juegQ", o en su defecto proponer concientemente un juego alterno. 

El establecer el espacio inuestral asociado a un experimento 

como el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento 

dado, puede constituirse en un ejercicio formidable de combinatoria y 

de expresión escrita, ejercicio que puede graduarse con el experimento 

propuesto. 

bajo el simple expediente de construir una razón que compara el "tarnaflo del evento" 
correspondiente ron el iamaio del espacio muestrar queje sirve de contexto, 
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El espacio muestra¡, S, del experimento E1 lanzar un par de 

dados es 

en este contexto, según cada uno se los resultados del 

experimento podemos proponer el avanzar tantos cuadritos como la 

variable aleatoria X suma de los puntos obtenidos en ambos dados, 

cuyo rango es, desde luego, 

R1= {2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12} 

En referencia al contexto proporcionado por el espacio muestra], 

es posible advertir por ejemplo, que de los 36 posibles resultados del 
experimento sólarnente 3 permitirían obtener 10 puntos, por lo que una 
medida de la confianza que podríamos poner en la ocurrencia del 
evento - Obtener 10 puntos - es la proporcionada por la razón que nos 

significa el peso relativo que tiene obtener diez puntos en el contexto 

general que le es propio, es decir 

De manera análoga, mediante el establecimiento de las razones 

correspondientes es posible formular el modelo matemático para la 

variable no determinista o aleatoria implicada en este experimento, a 

saber la suma de los puntos obtenidos al lanzar dos dados, como se 

indica: 

1 2 3 4 5 6 

2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2.6) 

3 (3.1) (3,2) (3,3) (3.4) (3,5) (3.6) 

4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) 

5 ,1) .2) ,3) ,4)  

5 ,1) ,2) ,3) 4 ffl ,5) ffl ,5) 

X 2 3 4 5 8 7 8 9 10 11 12 

PxW J 2 1 1 
36 1 36 36 36 36 36 36 36 36 1 



x=2,3,4,5,6,7 

si x=8,9,1O,11,12 
36 

X-1 
36 

con la riqueza de que al hacerló podemos explotar de nueva 

cuenta el ambiente de la representación gráfica de la relación entre 

magnitudes 

21€ 

162 

leo 

054 

Swnade puntos a1Iaardos dados 

y aún más, este noble ejemplo permite concretar la expresión 

analítica9  del comportamiento estocástico de lavariable: 

O si x en cualquier otro caso 

De nueva cuenta, el concepto de función tiene un papel de 

primera línea en el tratamiento de situaciones no detenninistas, contexto 

en el que cobra vida y significación el concepto de variable aleatoria 

que no es otra cosa que una función definida sobre el espacio muestral 
do un experimento a cuyos valores son asociados -mediante otra. 

función- los correspondientes a su. probabilidad- 

lo que no siempre es posible. 

AIP4- 21.8 
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Nivel de Educación Medio Básico 

En el nivel medio básico, los contenidos curriculares han sido 

organizados para su estudio alrededor de cinco ejes: Aritmética, 
Álgebra, Geometría, Presentación y Tratamiento de la Información y 

Probabilidad. 

En relación a la temática asóciada con Razones, Proporciones y 

Variación, en el Lrno PARA EL MAESTRO de educación media básica, se 

menciona el Razonamiento Proporcional (págs. .107-123) y  su estrecha 
relación con el estudio de la variación lineal (directamente 

proporcional y aditiva) en una casuística de aplicaciónes abundante y 

rica en manifestaciones, hasta el nivel de la expresión más general 

Y — Yo =k(x—xo) 

expresión en la que implícitamente se tiene un cociente de 
diferencias lineales, los que se abordan más de cerca en el tema de 

funciones al que luego haré referencia. 

En la obra mencionada (pág. 110) se establece que: 

En muchas situaciones interesantes el incremento 
relativo o tasa de crecimiento de una variable es proporcional 
al incremento de la otra y se tiene: 

y—yo 
=lc(x—x0) 

Esta relación define' 0  (sic) las funciones exponenciales 
y logarítmicas que, después junto con las funciones lineales, 
constituyen la familia de funciones más importantes de las 
matemáticas. 

Para ver un ejemplo, consideremos el caso de un cultivo 
de laboratorio en que se duplica el número de bacterias cada 
25 horas en promedio. Si llamamos JV,,  al número de bacterias 
al inicio, la situación al cabo de 1, 2, 3, periodos de 25 
horas está representada en el siguiente diagrama: 

Cfr: SEP.. Ubro carq el Maestro. Educación Secundarla. MéxIco. 1994. P. 110 



x2 x2 x2 x2 x2 

No 2No 4No 8No J6No 
____,q •¼f '_A 

Incremento +No +2No +4No +8No +16No 

Incremento relativo 
(lasa de crecimiento) 1 1 1 1 1 

Nada impide dar una presentación a la observación en el párrafo 

anterior que permita evideniar lo que se propone en élla. 

El tipo de variación que se indica en el ejemplo, puede 
consignarse en una tabla: 

Es relativamente sencillo concluir que la relación entre las 
variables indicadas en la tabla, es del tipo 

P(x)— 2N0, 

o bien, de manera alternativa, que 

P(x)=(1+1)XN0  

expresión en la que se muestra que la tasa de crecimiento que 

aparece en el primer factor es de 100 %, es decir, en cada ciclo del 

proceso, la población se duplica. 

Sin embargo, resulta dificil llegara ello a partir de la expresión 

que antecede el ejemplo, la que en mi opinión debiera escribirse como: 

X P(x) 

O tt 
iH 2N 

4N 
eN0 

4 16N0 
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para indicar que la razón de cambio que permite averiguar la tasa 
de crecimiento, es la relacionada con los cambios registrados por ciclo 

unitario del proceso, y no en intervalos de longitud arbitraria como se 

aparenta en 

y-y, 
y x - x0) 

Considerando la importancia que reviste el proponer materiales 

de estudio para los profesores, valdría la pena que este tipo de 

afirmaciones fueran más claramente expuestas, pues en el ejemplo que 

lo ilustra, debe realizarse un esfuerzo de interpretación notable para 

concluir que lo indicado en el párrafo anterior es correcto. 

Se abordan también, las aplicaciones que pudieran tener los 

cocientes en diferencias lineales, al aproximar línealmente el valor de 

una función no lineal, aspecto por demás importante en la preparación 

de un concepto central como el de derivada de una función que habrá de 

examinarse en el nivel medio superior y superior. 

En la página Lii, encontramos: 

Por ejemplo, supóngase que se quiere calcular JTT. 
Observemos primero que J1 13 está entre w= JT y 
ii=,JTf y que al pasar de fiii5=lo a ./if=ii, el 
radicando se incrementa en 21 y  la raíz en 1. Entonces la 

pregunta es: ¿En cuánto se incrementa la rwz si el radicando 

sólo se incrementa en 15? 

Para obtener aproximadamente ese valor, se realiza la regla 

de tres: 

12 —>1 

15 —,x 

-Jt 



21 

de donde se obtiene. 

J1 15 = 10+0.714... = 10.714.,. 

que como puede verse no está lejos de la raiz buscada (el 
valor exacto es = 10.723...). 

Este es un ejemplo de cuya importancia para el currículo 

matemático no es posible dudar, pues están implícitos los cocientes en 

diferencias lineales, el concepto de aproximación lineal y el concepto 

de derivada- 

Sin embargo, con el tratamiéntó'que les han dado en el ejemplo, 

estos conceptos han quedado ocultos. 

No hay ninguna dificultad ni impedimento en el nivel que no 

permita representar la variación a la que se hace mención, en forma 

tabular y plantear la interrogante propuesta en esos términos: 

Por otro lado, el establecer (como se hace en el párrafo anterior 

al ejemplo) que; 

• en muchas situaciones la relación entre dos cantidades no 

es ni lineal ni exponencial, pero se puede suponer que para 
valores pequeíos de los incrementos, el incremento de y es 
proporcional al incremento de ... 

penuite representar inmediatamente la interrogante en la tabla 

como sigue: 

:
Itl 

_= 
11-10 

x-I00 121-100 

y=,wF 
100 10 

11 ,. 
121 11 

8.? 



expresión en laque..queda claro, al despejar y, que: 

y= 1(x-100)+10 

que no se trata de una variación proporcional directa, contexto 
propio de una regla de tres, y además, que siendo y = j, entonces la 
expresión anterior que correponde a una recta, permite aproximar el 

valor de esta última, en la forma 

fl j(x- 100)+IO 

Por otro lado, una forma de argumentar de manera plausible sobre 

la bondad de la aproximación es el mostrar las gráficas de ambas 
expresiones, es decir las gráficas de y= y la de y= !j(x_  100)+1O, 

como se muestra enseguida 

1•1 ----U 

• ........ ..................................................... 

: 
1 ......... 
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Colaferalmente, estamos también abordando los primeros pasos 

de lo que podría ser una, cultura dl análisis gráfico y los correlatos 

existentes y/o posibles entre representaciones tabulares, gráficas, 

analíticas, icónicas, analógicas, simbólicas, etc. 

Un aspecto notable en el nivel, es la. inclusión del estudio 

incipiente de la modelación con procesos recursivos en diversos 

ámbitos de la formación matemática de este nivel. 

En Aiitmtica, ver: el problema Historia de dos tiendas (pág. 
69)11 y Raíz Cuadrada (págs.134-141). 

fifriósla de dar &wdar 

En un poblado con 1000 clientes potenciales hay dos tiendas: "La 

Michoacana" y "La Flor de Michoacán". Cada mes, el 85% de los 

dientes que compra en "La Michoacana" queda satisfecho y vuelve a 

comprar en la misma tienda, mientras que el otro 15% cambia de tienda 

y compra en "La Flor de Michoacán". En ca,nbio, de los dientes de "La 

Flor de Michoacán" sólo el 75% regresa a comprar ahí, mientras que el 

restante 25% se va a comprar a «La lvficljoacana". Al principio del año 

Op. CO. 
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500 dientes en 'La Mic#Joacanau  y 500 en 'La Flor de .MIchoacán. 

¿Qué pasará al cabo de 1,23,... meses? investiga lo que ocurre sí al 

principio eran 750 clientes los que compraban en 'La 4ichoncina y 

250 los que compraban en "La Flor de Michoacán'. frivestiga también 

lo que ocurre para otros valores inicia/Es. 

Yo inscribiría a la situación descrita, como un excelente ejemplo 
de introducción tanto a los procesos recursivos y su modelación como a 
los sistemas dinámicos. 

Por otro lado, es también de hacerse notar que el medio natural 
para la explotación del tipo de situaciones que, como ésta, involucran 
procesos redursivos y cantidades industriales de operaciones 
aritméticas, es el uso de recursos tecnológicos como las calculadoras y 
computadoras. 

De manera natural, éstos permiten como en la siguiente tabla, 
tener una panorámica muy rápida de lo que está ocurriendo en la 

situación descrita en la Historia de dos tiendas 

La Mictioacana: Mo=500 

La Flor de Michoacán: Fo=500 

Mes .85Mn .25Fn Mn+1=.B5Mn+.25 Fn+1=.75Fn+.15Mn 
Fn r(Mo+No).Mn+1 

1 425 125 5w 4M 
2 467.5 112.5 BM 420 
3 493 196 Bw 482 
4 Ma.3 10).5 8318 281.2 
6 517.48 97.8 61528 284.72 
8 522.9ffl 96.18 619.162 39CI@M 
7 526.2928 95.296 621 ~ WeACM 
8 SM.275W 94.6248 622.48 377f3762 
9 529.45541 94.27496 623.740296 3752527 
lO 53117924 94.964928 624.2441728 
11 53162755 93.97 624,54€8 3754528 
12 53)95453 93963374 624,727(332296 375,2721 



y aun incursionar én la investigacióh de ottos escenarios 

proporcionando diferentes condiciónes ¡ificialés, enhido con ello en 

el campo de La simulación, de la conjetura  la necesidad eventual de 

validar a estas últimas. 

Raíz Cwadnt&a 

Existen muchos métodos para calcular la raíz cuadrada de un número  

la mayoría son más comprensibles y eficientes que el método 

tradicional de la "casita", aunque para algunas necesidades este 

método puede ser el más conveniente. Paradójicamente, el método más 

eficiente es el más simple de explicar, como veremos a,contmuación: 

El Método babilónico. 

Este método está basado en el hecho de que obtener la raíz cuadrada 

de un número N equivale a encontrar cuánto mide el lado de un 

13 531 .0I2 93.814 6242367413218 375.16328 
14 531.11123 937I5 E24.9=44n~ 375.96 
15 531.1W74 93.774486 624.94122867863 3QIS.OW7 
16 531.2XX)4 93.764863 62496473812616 3758 
IT 531 w3 93718 64.Q7416?562 376.02116 
18 531 r.iiu) 937?O 624.g8742 37521286 
19 531.221 93.753174 824.992'z4,5 376(11762 
20 531.24263 93.761964 624. 42196 37586467 
21 53124612 93.751143 53493725783117 375132274 
22 531.24767 93.75 624.3547287 375IM165  
23 5312186 93.786411 82499321283722 3753 
24 53124916 93.7Q47 624.4077O233 375 
25 531.2496 93.786149 494.6446214 
26 531.2497 93.75X 624.99377284 3751 
27 531.24986 93.73 534.8T2C3737 3751fl)13 
28 631 .24 93.7 87492323822 3751UX 
29 53124963 93.7D19 524.53242g3 
32 531.24 93.75X112 624.728 375.cXXX 
31 531.24983 93.757 6249341916 37523322 
32 . 931.24932 93.7)4 824.187 . 375.1 
33 531.24990 93.72 624.94Q31 3751 
34 531.249W 93.75fl)1 534.64186 375 

44 



cuadrado de área M Para llevar adelante este cálculo se comienza con 

cualquier rectángulo de área Ny, a partir del mismo, se construye una 

sucesión de rectángulos de la misma área, pero con lados cada vez más 

par<?oi<i.5w entra .t, J9 d.ir, una euceeión de recián8gsl.L9 cada vez ma,9  

parecidos a un cuadrado. 

Eustraremos este método mediante el cálculo de la raíz cuadrada de 2. 

Así no sólo se simplificarán los cálculos, sino que veremos un ejemplo 

muy importante desde el punto de vista histórico. 

Paso] 

Comenzamos tomando un rectángulo de área 2, por ejemplo, el 

rectángulo cuyos lados miden ¡y  2, respectivamente. 

Paso 2 

Para obtener un rectángulo de lados más parecidos entre .sí, tomamos 

un rectángulo cuya base sea el promedio de 1 y  2. Esto es: 

base = 1  = 15 

Como el área del rectángulo tiene que ser 2, tenemos que: 

altura=! = 1  = 1.333... 

Esfácti verificar que: 

o lo que es lo mismo 

1.333... < <1. 

Paso 3 

Si queremos obtener un rectángulo de lados ah Iiás parecidos entre 

sí, tomamos uno cuya base sea el promedio de los lados del rectángulo 

que se obtuvo en el paso ankerior: 



base
17 

j- = 1.416... 

Como el área tiene que ser 2, tenemos: 

a1turw'= 14 = 1.411... 
Ll 17 
12 

y se verifica que: 

o equivalentemente: 

24
17  

1.411... < J-2 <1.416,. 

Paso 4 

Procediendo como en los pasos anteriores se obtiene: 

816 i <  ¡:- .577
577 V 408 

o equivalentemente 

1.414211..,<J <1.414215. 

Lo que quiere decir que, hasta la quinta cifra decimal, se tiene: 

1.41421.. 

Si se continúa en la misma forma e verá que en el siguiente paso se 

obtienen más de diez cifras decimales exactas; en el siguiente más de 

veinte y así sucesivamente. De hecho, a partir del paso siguientei. se  

obtienen más cifras decimales de las que pueden observarse en la 

pantalla de la calculadora. 

Una forma distinta de ver el método 

Este ejemplo es una conjunción de procesos recursivos, 

geometría, aritmética, relaciones de orden, criterios de aproximación y 

casos límite, todo en el mismo paquete. Ejemplos como éste, no 
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debieran desaprovecliarse en su riqueza y sim, buscar la producción de 

otros. 

En Álgebra, ver: Simbolización de la regla (pág. 156) y 

Funciones recursivas (pág. 185-187). 

Simbolización de la regla. 

Podernos motivar a los alumnos a que simbolicen ¡a regla que sigue 

una secuencia, si ¡es pedimos que encuentren términos muy avanzados 

de ¡a misma ,por ejemplo, el término que aparece en el lugar 20 o en el 

lugar 45, o si les presentamos situaciones más complejas, como la 

Siguiente: 

yj*^~ 
2 lados 2 X4 lados ... Lados 

Este ejemplo es una excelente entrada para la búsqueda inductiva 

de patrones, para progresiones geométricas, para la función 

exponencial, para conceptos como autosunilitud a diferentes escalas, 

dimensiones no enteras y sin lugar a dudas la geometría fractal. 

Funciones recursivas 

La popularización de las computadoras ha hecho que los tratamientos 

numéricos de ciertas situaciones y problemas resulten accesibles y. por 

lo tanto, que las funciones definidas recursivamente se vuelvan muy 

importantes. 

Por esto conviene que haya actividades para que los alumnos conozcan 

este tipo defunciones. Por ejemplo, al momento de estudiar el método 

babilónico para calcular raíces cuadradas se puede introducir o pedir 

a los alumnos que encuentre la fórmula de recurrencia 

correspondiente: 



Çaphlol 

1 
= 
 21. 

Otros ejemplos 

1. En 1993, la pobLczón de la Ppúbltca M'xicana ora de alrddó de 

82 millones de habitantes y crece a una tasa del 2.2% anual 

aproximadamente, ¿ Cuál será la población al cabo de 1.2,3,... años?. 

Solución 

En general, se tiene lafórinula de recurrencia 

= (1.022)P1  

2. Considera la si,gwentefónnula de recurrencia 

xo  = a 

x1  = 1' 
x 

Calcule varios valores tornando a1 y b2. Haz lo mismo tomando a=2 

y b=l. Ensaya con otros valores y comenta con tu profesor y 

compañeros lo que observas. 

3. Una caja de ahorros ofrece un interés de p% mencual. Una persona 

deposite N nuevos pesos todos los meses. ¿Qunto tendrá ahorrado al 

cabo de 1,2,3,... meses? 

Solución 

Si ¡lamamos Ao al depósito inicial y Al, 42, A3,.. ,a lo que tiene 

ahorrado al cabo de 1. 2.. 3, meses. la fórmula de recurrencia es: 
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J A0  =N 

1  Áfl+1(I4P)A+- 

En Presentación y Tratamiento de la Información, ver: 
Crecimiento exponencial (pág. 357). 

De esta manera al parecer en los libros de texto para la formación 

de los profesores a nivel medio básico, están dados una buena cantidad 

de pilares conceptuales y metodológicos, los que a mi parecer no se 

están explotando por inadvertencia de su riqueza. 

Otro aspecto, a mi juicio inads'eitido, es el papel central que 

juega el concepto de fimción, al que reiteradamente he hecho referencia 

en situaciones deterministas y no deterministas, numéricas, geométricas 

estándar y no estándar, etc.. 

A pesar de que en estos ejes es posible desarrollar con profusión 

a los procesos recursivos, los grandes ausentes en su inclusión son los 

ejes conceptuales de GeomeüIa y el de Probabilidad, aunque los 

ejemplos Raiz cuadrada (Aritmética) y Simbolización de la regla 

(Álgebra) están inmersos en un contexto esencialmente geométrico. 

Por otro lado, es de lamentarse que en Álgebra, cuando se 

abordan las funciones y sus gráficas, se considere el problema de partir 

de los datos de observación (como ocurre en los problemas reales) 

para construir el modelo matemático correspondiente a la situación sólo 

de manera muy incipiente. 

En cuanto a la significatividad conceptual, no es raro ni casual 

que los estudiantes aun a nivel superior quieran resolver muchos 

problemas de variación, usando una "regla de tres", porque 

(hipótesis...!) el tema de razones, proporciones y sus aplicaciones, es 

uno de los pocos terras a los que se les dió la atención pertinente en el 



nivel básico y medio básico hasta un nivel funcional al resolver gran 

cantidad de problemas prácticos con él. 

Con lo anterior no me estoy pronunciando por una versión 

utilitarista del currfculurn matemático, sólamente estoy estableciendo la 

terrible escasez de momentos en los que el curul culo puede resultar 

significativo en ténninos concretos, sin excluir con ello, el que lo 

abstracto tenga también un lugar de primera linea en la formación 

matemática integral de un estudiante. 

Al respecto de la competencia en el tratamiento de la temática de 

la variación, es de recordarse la limitación con Ja que se aborda, a mi 

parecer, en los libros de texto para la formación de profesores de los 

niveles básico y medio básico.. Se señala este,  hecho como una de las 

posibles causales de la impertinente aplicación de la "regla de. tres" a 

una casuística que aunque lineal, está fiera del contexto que le es 

propio, este es, el de la variación proporcional dii-eta. 

Por otro lado, el avance logrado en el nivel básico en la temática 

de variación proporcional se malogra de cierta manera, pues al no 

abordar -en este nivel- el concepto de flmción en una variedad 

importante de manifestaciones morfológicas (tabular, gráfica, analítica 

cuando son posibles) y conteitualeg reales (mdivióhes, poblaciones, 
• cóstos, temperaturas, fuerza, ...) s desperdicia la bbrtunidad en todo 

un nivel educativo de dar continuidad, extensión y profundidad al 

trabajo emprendido en el nivel inmediato anterior y dé cubrir su 

declarado propósito` fundamental: el defrarrolló de las hahili1adez 

operatorias, de comunicación y de descubrimiento en los alumnos. 

Desde mi punto de vista, no es tan importante la mera inclusión en 

el currículo  escolar de las difereiites forms de representación del 

concepto de función, cotuo lo es el irticuhur las significaciohe eh una 

12 Cfr: SEP., Llro para el Maestro EducacIón Secundarla., MéxIco 1994, Pág. 12 



concepción integral de lo que está ocurriendo con la situación 

representada 

Así pues, a pesar de que en este nivel la "mesa está servida", el 

concepto de función es abordado de una manera inconexa no sólo en lo 

relacionado a sus aplicaciones para resolver problemas reales, sino 

también en sus formas de representación, sin explotar al parecer, la 

posibilidad de concretar patrones más generales cuando menos de los 

tipos correspondientes al nivel, como: y = ax + b , y = ax - c)2  + b 

y = ab , en donde a, b y c son parámetros. 

Una de las limitaciones más comunes en el estudio de las 

relaciones cuantitativas es el abordar en momentos muy distantes e 

inconexos, las instancias fricotómicas (y <f(x), y = f(x,), y > 

cuando el hacerlo puede sugerir potentes y diversas estrategias para 

resolver problemas y aún, para disefi arlos. 

Otro de los aspectos que es posible abordar en el nivel y que no 

se hace, es el relacionado con él modelar seriarnénte situaciones 

problema no deterministas. Lo que se hace comúnmente, es poner un 
énfasis excesivo en la combinatoria y en los problemas de conteo'3  que 

generan, en el mejor de los casos, cuasialgoritmos para ello, dejando de 
lado las ideas más importantes como son la de variable aleatoria'" y la 

de función de probabilidad. 

Para concluir con los comentarios en este nivel, sólo diré que las 

funciones trigonométricas, están tratadas de una manera estática; en 

cuanto que con ellas se aborda. la  determinación de los elementos de 

triángulos rectángulos particulares, e inconexa con el concepto de 

función -a pesar de que se les denomina de esa manera- pues su estudio 

se limita como tales, a considerarlas como razones entre las medidas 

de los lados de un triángulo rectángulo, sin abordar el contexto de los 

esta rorma de proceder es común Incluso a los cursos universitarios de probabilidad 
14 Ver: Hernández L, Víctor  M.,  Una Introducción al  Estudio  de las Variables Aleatorias. 
UNISON., NFOMES 90-27-03. NMAT W 149., Hermosillo, Sonora,. 1990. 



situaciones dinámicas y fenómenos periódicos 'que les dieron necesidad 

y razón de ser", entre las que podemos incluir asuntos tan cotidianos 

como la variación de la temperatura en un día del mes de abril en 

Hermosillo, Sonora 

Me permito establecerla estricta necesidad de que en este nivel y 

el inmediato anterior -ambos denominados como básicos- se generen 

las ideas seminales (de variación) eh estricto apego a su corrección 
matemática, procurando con, ello, que en su calidad -seminal- se 

constituyan en bases sanas y fuertes para el desflrrollo de las etapas más 

avanzadas en el currículo integral de los estudiantes. 

En este sentido, no se requiere tanto la profusión de semillas 

como de su excelente constitución y vitalidad. 

Nivel de Educación Medio Superior 

Este nivel es bastanfe más dificil de curacterLar en cuanto al uso 

que en él se hace del concepto de función, púes por un lado, la génesis y 
evolución histórica` de este nivel de estudios en México 's de por sí 

accidentada, y por otro, el Estado no tiene a su cargo -como en los 
niveles antecedentes- la homogeneidad de los conleúidos y enfoques 

metodoRgicos del mismo. 

En Ortiz de 1'homné'1  (1991) enconframós el reporte de que en 

1981 se tenían 197 modalidades diferentes de planch de estudió para el 

bachillerato, un par de aflos después, en Bolaflos Martínez'5 ' (1.993) 
16 Para simulaciones que permitan Ilustrar de manera dinámica a las funciones 
trigonométricas, lecomiendo ampliamente el Soflre  Matemático de le Universidad de Mona. 
os • Ver. Ortiz de Thomé, Consuelo., Alciunas Notas Acerca del Bachillerato Universitario,. Revista 
de la Edicaclón Superior. Vol. >0<., Núm 1 (77), Enero- Marzo de 1 991 ANIMES. México: 
IT Op. cii. 

Solaflos Martínez, Víctor Hugo.. El Bechlileratg ¡Tierra de Nadiel Articulo: El Finaclero, 
Secclóq:Socledad., pág. 46., Junio 28 de 1993., Méxica, reporta: .....sin considerar siquiera la 
disposición de la SEP sobre el dlseflo programático de los bachilleratos, hoy coexisten en todo el país 
no menos de 70 planes de estudio diferentes, lo cual se agrave cuando todavía se conservan algunas 

12 



encontramos otra referencia a este hecho, en la que se consigna un 

número menor -aunque no todo lo que se quisiera- de planes de estudio, 

a saber 70. 

Este solo hecho pone en evidencia la gran dispersión que 

podríamos esperar en la preparación de los bachilleres y la 

indefinición de los objetivos del nivel o en todo caso la desviación de 

los originales. 

Para los efectos de este escrito, consideraré los trabajos de 

revisión del plan y programas de estudio para el área de matemáticas, 

realizados en el Colegio de Ciencias y Humanidades`, por un lado, 

porque en mi opinión es uno de los esfuerzos de diseflo curricular más 

documentados, por otro, porque a través de sus publicaciones internas 

se advierte una referencia explícita a organizar los contenidos bajo un 

criterio diferente a las ramas de la matemática y finalmente, por el uso 

de la resolución de problemas como metodología de acercamiento a los 

conceptos matemáticos. 

En los CCH, se han tomado como criterios para la elección y 
organización de los contenidos matemáticos a los llamados bloques de 

contenidos en lugar de la configuración tradicional en términos de las 
ramas de la matemática, cuando se afirma: 

"En vez de realizar, para la enseIanza de la matemática, una 

selección y organización de contenidos que atienda -como 

generalmente se hace- a la configuración de las ramas 

tradicionales de esta ciencia, se propone aglutinar los 

conocimientos en bloques de contenidos. 

instituciones que Imparten sólo des grados o cuatro semestres de estudios, mientras la gran mayoria 
adoptó el esquema de tres grados o seis semestres." 
19 todas las referencias relacionadas con el CCI-t, están apoyadas en los documentos: 
Comisión del Área de Matemáticas. arGUJlDA APRO)IhtCJÓN A LA REVISIÓN DEL PLAN DE 
ESTUDIOS DEL BACHILLERATP DEL CCH., Cuadernillo N° 14 del 23 de Abril de 1993 SINTESIS Y 
PRECISIÓN DE ALGUNOS ASPECTOS DE LA PROPUESTA DE LA COMISIÓN PARA LA REViSIÓN DEL 
FLAN Y LOS PROGRAMJESTUDIO DELARE&DEJ1tTEMA11CAS DEL BACHILLERADO DEL CCH 
Cuadernillo Número 10 del 1'tle Sepliembre de 1993. 
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"Los bloques de conocimiento que se proponen para la 
ense Fianza de contenidos de la ñzatemdjica en el bachillerato 

del Colegio se denominan: Desarrollo de la idea de númeroj, 

El lenguaje del óJgebr4 La, probabilidad j el tratam ento de 
dalo Las técnicas de calailar, Lógica y computación,, 

Conceptos geométricos y su representad ón Las 8r4J2  cas y 

sus ecuaciones; La na1em4zlca del cambio. ..... Los diferentes 
bloques a su vez quedan interrelacionados a través de lineas 

conceptuales y ,netodológicas de la matemática. Cada linea 
está constituida por un concepto, -por ejemplo razón, 

variable, función- o mélbdo de esta disciplina -como 

aproximación, inducción, exhaución-, qué estructura 

conocimientos mafemáticos de diversa Indle 'aritméticos, 

algebraicos, geométricos, etcéfera)." 

En cambio, cada rama de la matemática ha sido distribuida 
transversalmente a cada uno de los semestres de estudio, según se 
muestra en la tabla de ponderaciones y gráfica2°  siguientes: 

Para los erectos de ilustración en este trabajo, me he permlildd cambiar la orientación de las 
barras que en el documento original aparecen verticalmente. 

Total de Cdntenldos por Semestre 

RAMA 10 20 30 40 TOTAL 

Aritmético 30 12 4 7 53 

Álgebra 12 25 15 4 56 

Geometría y Trigonometría 8 6 6 3 23 

Geometría Analítica 2 3 21 3 29 

Cálculo 2 1 8 20 31 

Probabilidad y Estadística 1 7 0 0 8 
Computación 0 3 1 7 11 

Total: 55 57 55 44 211 
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Distribución de las Ramas por Semestre 

Complataci6n 

Probabilidad y 
Estadística 

Cálculo 

Ge orne trí a 
.1 Analítica 

Geometría y 
Trigonometría 

Álgebra 

Aritmé tica 

De esta manera los ocho bloques de conocimiento  2' en los que se 

han aglutinado siete ramas de la jnatemáJica estin organizados de 

manera tal que en cada semestre (con excepción poible.dcl primero) eo 

abordan cada uno de aquellos y cada una de estas, y así, todos los 

estudiantes abordan el estudio de un núcleo básico de conocimientos 

que atraviesa a lo largo de todos los cursos, los que se diferencian por 

los niveles de complejidad, rigor y naturaleza de las aplicaciones; 

logrados a través de las lineas metodológicas y conceptuales. 

Los estudiantes vuelven una y otra vez sobre los conceptos, los 

métodos y sus aplicaciones, avanzando de acuerdo a sus posibilidades 

y profundizando un poco más en cada ciclo. 

21 Desarrollo de la idea de número, El lenguaje del álgebra. La probabilidad y el tratamiento de 
datos, Las técnicas de calcular. Lógica y computación, Conceptos geométricos y su representación. 
Las gráficas y sus ecuaciones, La matemática del cambio. 
22 Aritmética, Álgebra, Geometría y Trigonometría, Geometría Analítica, Cálculo, Probabilidad y 
Estadística, Computación 



En resumen, podemos dar cuenta en esta propuesta, de que los 

CCH proponen log siguientes cambios en 1a selección, organización de 

los contenidos y en el trabajo docente coneuente: 

• Los contenidos se presentan enJeS bloques, y no por 

ramas separadas de la matemática'como suele hacerse 

habitualmente en los cursos tradicionales. 

• Se hace necesario el trabajar conjuntamente a los distintos 

campos matemáticos, esto es, la aritmética, la geometría, el 

álgebra, el azar, los principios del anlísis, etc.; para 

potenciar una visión globalizadora de las matemáticas 

poniendo de relieve:lar?laçión exitente entre sus conceptos 

y la riqueza de los métodós prabordar una realidad cada 

vez más compleja 

• La estructuración está basada en un eje metodológico de 

solución de problemas que incluyen hechos, fenómenos, 

aspectos de la realidad con el fin de construir a partir de 

ellas experiencias didácticas que impliquen, en el plano de 

los contenidos conceptuales y metodológicos, una propuesta 

de sistematización, prolElindización y búsqueda de 
explicaciones por parte de Los estudiantes. 

• Se hace necesaria la consideración del nivel de madurez 

conceptual de los estudiantes y lia correspondencia entre sus 

estructuras cognitivas y los objetos de estudio propuestos de 

forma tal que estos se constituyan en verdaderos problemas 

matemáticos para ellos. 

• Se propone trabajar los contenidos del Área.a través de un 

curriculum central y abierto`, que posibilite integrar, en un 

plano, los conceptos y métodos de la matemática y en una 

:1 

23 Central en cuanto a que todos tos estudiantes tengan acceso a los mismos contenidos 
matemáticos a lo largo de todo el ciclo de estudios, y abierto en cuanto se hace posible la Integración 
de los contenidos matemáticos considerando las neestdades e intereses individuales de los 
estudiantes. 



dirección, entrecruzada con éste, los diferentes campos de 

estudio matemático. 

En cada clase y curso, será posible volver una y otra vez 
Pobre lo@ conceptos, los métodos y mm uplicacione, 

avanzando y profimdizando un poco más en cada ciclo, 

abordando de esta maner-4 sucesivos niveles de rigor y 

formalización en la medida.de  las exigencias planteadas por 

el problema estudiado. 

Me atrevo a dar una interpretación gráfica de la forma de 

organización propuesta, en la que quizá sean más evidentes algunos de 

los elementos de organización antes descritos: 

Bloques de 
Conocimiento 

La idea de I)úmero 
El lenguaje del Algebra 

Prob. y tratamiento de datos 
Técnicas de calcular 

Lógica y Computación 
Conceptos Geométricos 

su Representación 
Las gráficas y sus ecuaciones 

La Matemática del cambio 

razón 

nabk 

Líneas 
Metodológicas 

funcÉón 

Lineas 
Conceptuales 

Con más precisión ahora, puede afirmarse que se trata de una 

basta infiaestuctura de organización contensial, en la que no se advierte 

fácilmente la ventaja práctica que podría tener el hacerlo. 

Sin embargo, desde mi punto de vista, lo que está a la vista en el 

diagrama anterior, es la existencia de un Espacio de Estrateg1as 4  para 
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diseñar acercamientos específicos a los contenidos propuestos por las 

ramas de la matemática. 

En este sentido afirmo que lo propuesto por los Colegios de 

Ciekicas y Humanidades: 

"En vez de realizar, para la ensefhznza dé la mamáticar  una 

selección y o,anización de contenidos que atienda -como 

generalmente se hace- a la configuración de las ramas 

tradicionales de esta ciencia, se propone aglutinar los 

conocimientos en bloques de contenidos. 

no es el sustituir la forma d9 organización en ramas de la 

matemática por otra pe atienda a bloques de contenidos, como 

pudiera leerse a primera vista, sino el establecer un espacio de 

estrategias de acción que apoyándose en dos tipos de lineas 

-conceptuales y nietodológicas-, permita abordar grandes bloques de 

conocimiento que sin embargó entrañan habilidades relativamente 

comunes. 

Como ejemplos de lineas conceptuales proponen los conceptos 

de razón, variable y función. 

Una de las tesis que se sostienen en este trabajo es precisamente 
que el concepto de fimción constituye un elemento conceptual que actua 

como substrato a las diferentes ramas de la matemática, el que bajo 

diferentes lineas metodológicas de acercamiento a él, es capaz de 

generar las diferencias morfológicas que conforman a las ramas de la 

matetnática, como se verá apartado correspondiente al nivel superior. 

24 Hemndez. Víctor M ViflaIba Martha C. Un proyecto de Investigación: 'El curso de Cálculo ri 
Diferencia¡ 1 del nivel superior, con apoyo en la computadora'., memorias de la Tercera Reunión 
Centroamericana y déi carthe sobre Formación de Profesores e Investigación en Matemática 42 
Educativa., San José Costa Rica.,  Julio de 1989..  pág. 40 

oo 
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Por otro lado, en mi opinión, es precisamente la elección de una 

metodología basada en la resolución de problemas para la conducción 

de las actividades de aprendizaje, lo que llevará a desembocar, por un 

lado, en el reconocimiento del concepto de función como substrato 

conceptual independiente de la rama de la matemática que se trate, y 

por otro, en el uso de tecnología como recurso que potencia la 

articulación de sus formas de representación, agregando con ello, 

significados a los significados. 

Precisando un poco: en el comentario anterior no se niega que 

cada rama de la matemática tenga en sí cierta autonomía y razón de ser, 

pues sería tanto como negar el sentido y la importancia que tiene, en 

general, el análisis como un recurso metodológico de estudio. 

En cambio, si se afirma que el poner especial énfasis en el 

reconocimiento del concepto de función como un substrato y en 

articular las diferentes representaciones (le él, en relación con los 

problemas matemáticos escolares, potencia el enriquecimiento de la 

significación de su estudio facilitando el tratamiento didáctico de los 

contenidos y con ello la de lograr cierta competencia lingüístico 

niatemática 

No obstante haber comentado el trabajo de los Colegios de 

Ciencias y Humanidades en su carácter de avanzada (según mi plinto (le 

vista) en cuanto a organización curricular del área de matemáticas se 

refiere, advierto la necesidad de hacer algunas otras consideraciones de 

carácter más general. 

Así pues, renglón aparte, merecen comentario especial algunas 

ideas relacionada con el uso del concepto de función en este nivel, 

haciendo notar que en la medida en que se avanza en los niveles 

educativos, se hace cada vez más permisible` el uso irrestricto de 

Por alguna razin parece que en los niveles básicos de educación no lo es 

fol 
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tecnología para el aprendizaje, esto es para los fines, intereses y 

significatividad de las actividades de los estudiantes. 

El Cálculo constituye sin duda, el momento se síntesis y 
correlación articulada de buena parte de los contenidos itiaternáticos 

escolares, pues en él se intenta dar satisfacción -a estas alturas casi 

inevitable- a la ya crónica promesa de que las matemáticas sirven para 

algo, cuando tienen como muestra y referente casi (mico de illo (como 

antes comenté), a la "regla de tres". 

Desafortunadamente, para muchos de los estudiantes el momento 

de significatividad de una tal síntesis, ya ha pasado o bien, se emprende 

de una manera demasiado localizada en este curso. 

En este sentido, el haber acreditado un curso parece ser la 

autorización para olvidarse de él, y es sólo hasta el cálculo en donde se 
retoman los hilos y andamiajes de todo tipo: conceptuales, 

algorítmicos, estratégicos, metodológicos, etc.. 

Probablemente la razón fundamental para introducir la 

ivatemútica en la enseflanza, reposa en el hecho de que nos proporciona 

instrumentos de interacción con los problemas que nuestra realidad 
advertida nos propone. 

Esta actividad de resolver problemas propuestos por el mundo 

real, está en la base misma dela creación de la matemática y ha sido 

fuente de inspiración y .renovación de sus métodos, quizá porque al ser 

producto de una actividad humana conlleva a su propia naturaleza 
problematizadora, esto es, el Hombre en su interacción cósmica y su 

afan de conocer, resuelve problemas en donde los advierte y los inventa 

donde no son del todo aparentes. 

Rt 
En esta situación, me parece que todos los elementos de la comunidad matemática 

debieranos aportar a la solución del problema de darle consistencia, continuidad y unidad a los 
contenidqs dei con-/culo matemático escolar gkt.Ç esto es el que en su vida académica le toca 
examinar a cualquiera de nuestros compatriotas: inscribo este trabajo en ese esfuerzo. 



Sin exageración, puede decirse que las estructuras más abstractas 

de la matemática, fueron creadas para resolver problemas y que el 

grado de permanencia y validez de una estructura matemática, podría 
medirse, quizá, por la multiplicidad de problemas o situaciones (no 

necesariamente provenientes del exterior de la matemática) que permite 

atender, cuyos origenes y motivaciones son propuestas por el mundo 

real y cuyas eventuales soluciones reflejan una mejor comprensión de 
lo que nos rodea. 

De las razones anteriores que pertenecen a la naturaleza misma 

de la matemática, se deduce que la mejor manera de enseflarla y 

aprenderla es a través de problemas, los que deberán ser simples (no 

irrelevantes) en el caso de la matemática escolar y complejos e incluso 

abiertos en el caso de la matemática especializada y de investigación. 

Por otro lado, se advierte una excesiva diferenciación en 'tramas" 

-aunque no por razones intrínsecas de los contenidos matemáticos-, al 

punto de que cuando menos en los cursos generalizados de Álgebra, 

Geometría y Trigonometría y Geometría Analítica, no parece haber un 

elemento conceptual integrador, a tal punto, que no se reconoce ni la 

necesidad de interrelación ni la posibilidad real de hacerlo, incluyendo 

en esto aun buen número de autores de libros de texto. 

Ante esta situación, en este trabajo he tratado de ir abundando en 
ejemplos que permitan postular al concepto de fluición en el papel de 

substrato conceptual para el currículo matemático escolar, 

considerando que si se generaliza -como parece estar sucediendo- el 

tomar a la solución de problemas como metodología para acercarse a la 

matemática, éste concepto -el de función- ocupa un lugar central, lo que 

de suyo avala su postulación. 

De esta manera, los cursos de Álgebra, Trigonometría y 

Geometría Analítica pueden abordarse tornando al concepto de función 

-foy 
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como substrato conceptual, y en particular a tres fluiciones 

fundamentales y operaciones entre ellas, a saber: 

y = ax+ b, y aSen(x— c) + b y y = 

pues con ellas es posible modelar una cantidad importante de 

fenómenos cuclideanos de la matemática escolar a este nivel y en buena 

medida del siguiente, cubriendo con ellas, las variaciones lineales o 
producto de operaciones entre ellas, las situaciones de variación 

periódica y los fenómenos de crecimiento. 

Estas formas de variación, al cubrir una cantidad importante de 

situaciones problema, se constituyen en recursos didácticos para la 

motivación. En adición, la función como modelo potencia la 

transformación de una situación problema hasta el conjunto de sus 

soluciones, constituyéndose en un vinculo bidireccional entre ellos. 

En particular, las cónicas constituyen una extensión de las 

funciones siguientes: 

y=a,jr2_(x_c)2 +b, 

y =a,1r 2 +(x_c)2  +b y 

y =aJ(x_c)2 _r2  

Cabe la observación de que esto no es todo lo que hay que hacer 

en este curso, lo que es desde luego correcto, sin embargo, la postura 

que se sustenta es que con el recurso del concepto de función es 

relativamente* sencillo tener lun panorama general (a manera de mapa 

conceptual) del tipo frabájo en es disciplina, esto es, la 

correspondencia bidireccional entre los lugares geométricos y las 

expresiones algebraicas que los deftnen analÍticamente en diversos 

sistemas de referencia. 

La Geometría Silitética, merece in comentario especial: en tui 

opinión debiera integrarse a todos los cursos de matemáticas como un 
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recurso metodológico para abordar los problemas, explotándola en BUS 

recursos de visualización y para la organización de los elementos 
esenciales -susceptibles de ello- en una situación problema- 

Sin embargo, este trabajo no debiera limitarse al aspecto 

instrumental, pues tiene de suyo invaluables recursos para potenciar la 

formación mstemtica de los estudiantes, ofreciendo elmentos que en 
la parte instrumental sirven como referentes concretos para la 

organización de las ideas, pero que en sus vertientes lógico formal y 
relacional se puede avanzar a niveles de abstracción insospechados. 

Por otro lado hay, desde luego, forma de integrar la geometría 

euclidiana al quehacer cotidiano de cada una de las "ramas" de la 

matemática y aún de integrarla a esta propuesta én donde se toma al 
concepto de fbnción como substrato conceptual, abordándola desde el 

punto de vista del Prograna de ffrlagen de Klein, en el que se 
propone que: 

. la geometría euclidiana es realmente una combinación de 
dos geometrías más básicas, o sean, la geometría métrica 
plana euclidiana y la geometría plana equíforme, siendo cada 
una de ellas la teoría de los invariantes de un cierto grupo de 
transformaciones relacionado. ' 

y por este hecho, ponerla en conexión directa con los conceptos 

que anidan en el corazón de la matemática el concepto de grupo y el de 
función. 

Me parece advertir en los programas y libros de matemática 

escolar, cierta tibieza en la adopción organizada del Programa pues los 
criterios para abordar el problema de la validación de afirmaciones 

relacionadas con longitudes, áreas, congruencias, puntos medios, 
paralelismo, perpendicularidad, colinealidad de puntos y concurrencia 

de rectas oscilan entre un criterio axiomático deductivo y el uso de 
ir Eves, 'joward Enflo de las Gejjerja. Tomo II. Pág. 140 
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transformaciones, y en esta indefinición metodológica, oscurece el 

panorama docente relacionado con la discipliña y sus objetivos en el 

contexto de la niatemtica escolar. 

Como comentario final, puede decirse que a estas alturas de la 

corriente metodológica problémico-modélica de acercamiento a los 

contenidos matemáticos escolares, es insóslayable -dada la propuesta 
conceptual e instrumenfación tecnológica de la tesis- el abordar sin 

demora, el estudio de los procesos recursivos por dos razones 

fundamentales: 

• son la entrada natural para la geometría fractal, que corno he 

afinuado en el marco teórico,., parece ser un recurso de 

modelación intrínseco a la naturaleza, o por lo menos hasta 
ahora, ha mostrado serlo. 

• en la geometría fractal confluyen notablemente la tecnología 

de cómputo y con ella la necesidad de uso de recursos 

numéricos de cálculo recursivo y ecuaciones en diferencias, 

los modelos deterministas y no deterministas, el álgebra 

abstracta y el análisis 

constituyéndose de esta manera en un campo fértil para un 
desarrollo curricular integral. 

Nivel de Educación Superior 

Un elemento importante para una aproximación a la parte 

explicada del estado actual más o menos generalizado del currículum 

estudiantil en el nivel superior es, desde luego, el tipo de trabajo 

docente que se está proponiendo y en todo caso el trabajo que se está 

haciendo en los niveles antecedentes. 

En adición al probleiná prarnático y conceptual al que -btjo el 

análisis de los niveles antecedentes- hemos podido tener tui 
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acercamiento esta, sin lugar a duda, el problema del pésimo papel de 

vinculo que parece estar jugando el nivel medio superior, en términos 

de su diversidad en planes y programas de estudio y en términos 
también de la ramificación contensial 

Pensemos en las típicas "ramas" de la matemática que suelen 

figurar en la currícula matemática comán del nivel superior -álgebra, 

álgebra lineal, geometría analítica, trigonometría, cálculo diferencial e 

integral, probabilidad, estadística y ecuaciones diferenciales- para 

tratar de caracterizar someramente su objeto de estudio 

Álgebra. Estudia las llamadas estructuras algebraicas que 

determinan una o varias operaciones en un conjunto, esto es, las 

propiedades de las operaciones que son flmciones del tipo: 
o. 
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Álgebra lineal. Estudia estructuras algebraicas llamadas 

"espacios vectoriales", así como el comportamiento de "fimciones 

lineales", es decir, aquellas cuyo dominio y confradominio son espacios 

vectoriales y que, además, tienen la propiedad de ser lineales. 

Trigonometría. Estudia a manera de síntesis de los correlatos 
entre las longitudes de los ladc.s de un triángulo general, las litnciones 
llamadas trigonométricas. 

El Cálculo Diferencial. Estudia las funciones a través del 

concepto de "límite", del cual surgen los conceptos de "continuidad" y 

"derivabilidad". 

El Cálculo Integral. Estudia las funciones a través del concepto 

de "medida" denominado como "integral de una fimción" 

Esta carar.1er1rac14n es debida a la obra de: Fregoso, Muro., LQ5ELEMLNILQS DEI. 
L.LNQI.iJE DE (J\ MATEMÁTI. N°2 funciones,, Edil. Trillas, SA de CV., Méxicq. 1986 Pág 27 
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La Probabilidad. Estudia de hecho el mismo problema anterior, 

sólo que desde un punto de vista más amplio; es decir, estudia las 

funciones bajo distintos conceptos de medida llamados "probabilidad". 

Ecuaciones Diferenciales. Estudian ecuaciones como las que 

estudiamos desde la escuela primaria, en' las cuales en vez dé intervenir 

úñicamente núMeros (fiinciines constantes) ihterViéneñ también -como 
incógnitas de la ecuación- flinciónes y sus fi.úiciofles derivadas. 

Geometría. Las distintas geometrías estudian las propiedades de 
una relación de incidencia del estilo p : P x L -+ {s! , no}, según la 
cual una recta 1 E L y. un punto P E P de dicha geometría inciden o no; 
es decirsegúnlacualp Elop 1. 

Al elaborar esta. relación de ramas de la matemática escolar, se 

advierte que todas ellas se dedican al estudio de las funciones. 

La pregunta inmediata ea: ¿Qué es entonces lo que provoca las 

diferencias morfológicas advertidas entre las rflnas, si todas se dedican 

al estudio del mismo concepto? 

En mi opinión, es sólo que el concepto de función se está usando 

en cada rama de la matemática para represe~ el comportamiento de 
distintos aspectos del mundo circundante. 

Este hecho, no es por lo general sensible en cuanto los nexos con 

las situaciones concretas que han' generado estas formas de 

representación, se han perdido al proponer en la escuela el estudio de 

objetos matemáticos que responden a una cierta denéminación formal. 

Así pues, puede afirmarse que en general, el estudio de las 

funciones constituye un invariante ante el estudio de cualquier rama de 

las matemáticas -escolares no especializadas-, mientras que la 

especificidad de éstas en términos del acercamiento conceptual que se 

propone o la visión teórico-algorítmica para su manipulación, se

¡ 
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constituye en el generador de la morfología propia de la rama de que se 

trate. 

La comunidad global de educadores en matemáticas parece estar 

acercándose a la postura descrita en el parágrafo anterior, para ello 

obsérvese el movimiento que se está dando en la enseñanza del 

Cálculo, y las salidas que esto parece estar teniendo: hacia el 

abandono de la casi exclusividad de criterios de búsqueda sintácticos 

lógico-formales y alternativamente, la adopción generalizada de 

acercamientos gráficos y numéricos -en articulación al analítico- de las 

funciones absiraidas a título de modelos de las condiciones esenciales 

de un problema 

Más aún, la factibilidad de los acercamientos numéricos y 

gráficos generados por el uso de tecnología de cómputo, parece estar 

generando movimiento no sólo en los criterios de búsqueda, sino 

también en sus criterios de 'validación (de momento en el aula), pero 

que en no demasiado tiempo podría perinear otros estrados de la 

matemática, lo que a mi ver establecería nuevas formas de hacer 

matemáticas. 

En todo esto se tiene una perspectiva cada vez más clara, en la 
que el problema y su resolución juegan un importante papel en calidad 

de medios para el acercamiento a los contenidos del currículo 

matemático, y para los que el concepto e instrumento tecnológico 

fundamentales son, respectivamente: el de finición y los recursos de 

cómputo. 

En todo esto, no se pretenden negar las bondades metodológicas 

para el análisis de los contenidos matemáticos que brindan las ramas de 

la matemática, sino redescubrir el substrato que les es inherente y desde 

esta esencia y con ella, la posibilidad de potenciar nuevas 

Para una referencia más amplia Ver: Hugbes-P-ialiet. Deborati. M. Gleason. Andrew, et al. 
CaICIJIUS. Preliminary Edition., Haivard Consortium and Nallorial Stleflce Founciation., John wflley 
Sons, Inc., USA.. 1992 



significaciones y nuevas sugerencias sobre el hacer de la - matemática 

escolar, desprendidas de la articulación entre las diversas formas de 

representación del concepto. 

Desde este punto de vista, se pretende trascender la frecuente 

confusión entre el análisis como una metodologla de aproximación a los 

contenidos y los sustratos que constituyen su esencia 

Este bjércicio de reescubrimiento de un substrato conceptual a 

la matemática escolar como el de función, permite llegar a la 

conciencia de que se eitá ante untódo conexo y articulado de maneras 

insospechadas y no ante un todo fragmentado o encipsulado en ramas 

que no permiten ver la configuración completa del árbol cuando la 

atención y el privilegio están puestos en ellas. 

Es en el ánimo de ejercitar desde esta tesis, que me propongo en 

el próximo capitulo abordar ejemplos de diversas ramas de la 

matemática abordando los asuntos planteados en ellas, en 'ormas 

cualitativamente novedosas, particulannente potentes y ricas en 

significación. 

1 
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Capítu10 3 
Algunas experiencias a manera 

de ejemplos 

En este capítulo quiero compartir algunas experiencias que en la 

dirección de la tesis me han llevado a formularla y la ejemplifican, por 
lo que en las páginas siguientes me he permitido abordar algunos temas 

tradicionales y no tradicionales en el currículo escolar, tomando como 

concepto director de la acción, en su calidad de substrato, al concepto 

de función. 

Otro propósito de este capítulo es el dejar un registro sobre el 

cómo, la tecnología de cómputo puede cambiar la forma en la que 

enseñamos matemáticas propiciada por los cambios cualitativos que se 

pueden generar por esta vía. 
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Regresión 

Encontrar la función de regresión asociada a un conlunto  de datos 

experimentales, es desde luego un problema de particular rlevancia en 

cualquier disciplina o situación problema. 

Una de las primeras experiencias sobre cómo la tecnología puede 

influir en el diseño de las actividades docentes, me tocó realizarla en el 

seno del taller "Enhancing Matheniatical Education Using TecIrnoloy', 

lamos' una attividad qu al desarrollarla, permitió 

ajustar una función (la de distribución de probabilidades) de regresión 

a. partir de datar, establecer mediant'diferencmacuón la función de 

densidad de probabilidades correspondiente verificando vía 

integración lo justo de su caracterización como tal. 

En aquella ocasión proporcionamos a los participantes un guión 

ra actividad docente: 
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Hernández L., Víctor M. & Villalba Martha C. Teleoflone Calle Universlty or Arizona 
Workshop., Aug. 1992.   

Tomados cte Hockefl, Sfliriey O. & Sternstein, Martin, Cálculo por Objetivos y Aplicaciones 
Editorial C:ECSA. México.. 1962. Pág. 479 
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Se trataba de datos reunidos por una compaftia de teléfonos sobre 

la duración de un gran conjunto de llamadas, todas de duración no 
mayor de 60 minutos, 

El encontrar que los segundos cocientes en diferencias valen 

aproximadamente cero, nos permitió apoyar la hipótesis de que la 

función de distribución F(t) era una función cuadrática de la forma 

F(t) = a(t - c)2  + b, en la que por las condiciones del problema, debe 
ocurrir que b=1 y que c60. El parámetro a fue ajustado manualmente 

en a = —.000277 hasta conseguir un error mínimo cuadrado de .01, al 

proponer a Ii'(l) = —0.000277(t — 60)2 + 1 como candidato hipotético de 

regresión. 

El ajuste conseguido a los datos puede verse en la siguiente 

gráfica: 
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Determinarnos entonces que la fimvión de densidad de 

probabilidades correspondiente, sería la derivada de 

F(t) = —0.000277(t — 60)2  + 1, es decir 1(x) = 2(-0.0002777)(x - 60), 
función que en el intervalo [0,60] debía cumplir con que 
ç O  (2(-0.000277)(x— 60))dx = 1, lo que fue posible realizar de manera 

expedita usando el programa "Integral". 
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En este ejemplo me resultó clara la necesidad de tránsito entre las 

diferentes representaciones de la función así como de la coordinación 

entre ellas con el fin de poder lograr una articulación competente para 

la solución de un problema, pues a mi juicio, no es un problema escolar 

trivial el establecer la fiunción de distribución de probabilidades, 

determinación que pudo realizare con relativa facilidad, 

0 si t<0 
P(t) = —0.000277(t— 60)2  + 1 si 0 :!E~t <60 

1 si 60<t 

para luego encontrar la función de densidad de probabilidades, 

fl){_0.0O0554(X_60) 

si 0~x<60 
- 0. si x en cualquier otro caso 

Estas funciones, desde luego permiten dar respuesta a cualquier 

declaración de probabilidad sobre la variable aleatoria, Y, número de 
minutos que tarda una llamada telefónica en el estrato de las  

consideradas en el problema- 

Esta experiencia de diseño, ha servido para construir muchas 

otras, atendiendo a estudiantes y a profesores de los cursos 

universitarios, teniendo como substrato de la discusión al concepto de 

función y sus diversas representaciones, lo que en la, medida en que esto 

es posible, permite la conformación de estrategias pertinentes y 

competentes para la solución y diseño de problemas. 
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Desigualdades 

La propiedad de tricotomía es pocas veces explotada en su 
extensión en todos los niveles educativos, esto es, casi siempre se 
abordan las igualdades y las desigualdades como si fueran asuntos 
inconexos y no una manifestación natural y obvia3  hasta cierto punto, 
resultante de la comparación ordinaria entre dos números. 

En el n'omento en que se abordan situaciones problema y su 
modelado mediante una expresión del tipo y =/(x), es posible dar 
respuesta a ciertas preguntas, las propias del tipo de relación 
establecida. 

Este momento es generalmente desaprovechado para formular 
preguntas que aborden la consideración de un contexto relacional más 
amplio, las preguntas desprendidas de la situación en que la igualdad 
no se dá, aprovechando que (aún sin quererlo) en el momento en que se 
establece la casuística de la igualdad, también se está 
-complementariamente- estableciendo la correspondiente a la 
desigualdad. 

Una situación problema típica del nivel medio de educación, 
puede ser: "Un terreno rectangular tiene un perímetro de 88 m y un área 
de 475 un2. ¿Cuáles son sus dimensiones? 

Esta situación da lugar a dos funciones que se desprenden de 
manera natural de las condiciones del problema: 

y = 44 — x; y=415  

Lo obvio no está excento de dificultad conceptual. 
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cuyas gráficas correspondientes son, 

:4,..:,.. 

en donde desde luego, los valores 44 y 475 son valores 
particulares de los parámetros de las expresiones más generales 

y =  b - x y y = , aclarándose por este solo hecho, que la situación 
planteada por el problema es sólo una situación particular entre la 
casuística infinita que es posible considerar, en donde el perímetro y el 

área del terreno dependen de su ancho. 

Continuando con el ejemplo, una pregunta inmediata es, ¿en qué 

localidad(es) de la gráfica que se presenta está localizada la conjunción 

de ambas condiciones del problema? 

Una vez localizada la respuesta a la primera, las siguientes 

preguntas, podrían ser: ¿cómo determinar la solución?, ¿la solución es 

Única? 
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Al respecto de esta última convendría hacer un acercamiento 

(Zoom in) sobre la gráfica en la región de interés, 

ffITUl. 

1, 

lo que permite visualizar la existencia de dos soluciones (que 

habría que determinar), pero en el mismo momento podemos también 
preguntarnos ¿porqué otros valores del ancho (digamos V5çhl)  del terreno 

no podrían dar satisfacción a las condiciones del problema?, o aún más, 
dejando fijo el perímetro, ¿para qué valores del área es posible 

asegurar una solución única del problema?, o la pregunta alterna 
dejando fija el úrea, ¿para qué valores del perímetro es posible 

asegurar una solución única del problema?, ¿para qué valores del área 

el problema no tiene solución?. 

La búsqueda de respuesta a este tipo de preguntas introduce en 

una casuística no trivial -de hecho permite desarrollar habilidades para 

el diseño de preguntas problema- pero que con auxilio del computador 

1 
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es relativamente sencillo visualizar y plantearse una estrategia para 

resolverla. 

Por ejemplo, veamos qué ocurre para diferentes valores del 

parámetro a que representa al área del rectángulo, cuando éste asume 

diferentes valores, digamos 475, 480, 490 y 500 cuyos efectos se 
advierten en la gráfica de la hipérbola, respectivamente de izquierda a 

derecha, 

en donde se advierte que debe existir un valor del parámetro a de 

tal forma que la intersección tenga un único punto, estaríamos entonces 

preguntándonos el valor de a para el que la solución de 

x2  -44x+a= O, es única- 

Por supuesto, la ecuación planteada inmediatamente antes, es 

también susceptible de un análisis dinámico, graficando la función 
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Y = - 44x + a para diferentes valores de a y de paso abordar la 

significación de las raíces de un polinomio de grado 2, etc., etc.. 

De esta manera la situación original planteada por el problema, 

permite abordar abordar conceptos como el de existencia y unicidad (le 

la solución, análisis de casos límite y establecer la necesidad concreta 
de cierto tipo de estrategias, que luego se desarrollan de manera 

cuasialgorítinica inconsciente y memorista, cuando se dice, por 

ejemplo: "hay que sustituir el despeje de una variable en la otra 

ecuación para obtener una ecuación con una sola incógnita y 

resolverla (,para qué? la significación que conduce a hacerlo es por lo 

general poco explotada), esto es, 

475 

expresión que se transforma en la expresión cuadrática 

equivalente; 
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x2  -44x+ 475-- 44x+ 475 0 

de donde las soluciones para la ecuación que representa las 
condiciones particulares del problema (b=44 y a475) son 

x1  = 19 y x = 25, es decir si el ancho del terreno es 19, el largo 

tendrá que ser y = 44 -19 = 25, o bien, si el ancho del terreno 25, el 
largo tendrá que ser  = 44 - 25 = 19, por lo que se tienen dos parejas 

de soluciones (19, 25) y (25, 19), lo que era de esperarse de alguna 

manera ya que la condición que representa el área del rectángulo es una 

hipérbola. 

El ejemplo anterior constituye un ejemplo del papel que pueden 

jugar las gráficas de las flmciones, al sugerimos el cómo encontrar la 

solución de una desigualdad por la vía de resolver una igualdad. En 

adición a ésto, el resolver el problema desde la perspectiva de 

representaciones gráficas del concepto de fbnción y los significados 

que en el contexto del problema éste tomó, permite no sólo su 

resolución sino el contacto con una insospechadamente amplia 

casuística desprendida de un problema convencional del nivel medio. 

Este papel de asignación de nuevos significados, ya lo habíamos 

reportado en 1991, aflo en que tomando como substrato al concepto de 

función, abordamos el problema de proporcionar una forma alternativa 

para la pesadísima casuística sintáctica relacionada con el tema de 

desigualdades. 

Así pues, el uso del concepto de función corno substrato en el 

caso de las desigualdades como contenido temático, nos permitió la 

Hernández, L, Vfctpr M., & Viflalba,. Martha C., EJ Papel _Semantlço de la Grftçaclón de 
fjçiones çjjç,po.yo Desi99atdades Maestría en Matemática Educativa, 
IJNISON., 1991 
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elaboración de estrategias alternativas competentes para. la resolución 

de desigualdades. 

Análisis Numérico 

En análisis numérico, nos encontramos una extraña forma de 

"preguntarse" por cuál podría ser la solución de una ecuación. 

Tomemos por ejemplo, -22.2222 como número inicial para 

evaluar recursivainente a la funcióny=Cos x, tenemos: 
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de nueva cuenta, después de evaluar recursivamente a la función 

y=Cosx, llegamos al número .73908... La pregunta es ¿qué raro 

secreto tiene ese número? 

Lo único que lo observado quiere decir, es que el número 

73908... tiene la propiedad de que, sin importar con qué número 

empecemos a evaluar recursivamente a la fimción y=Cosx, a partir de 

cierta etapa del proceso, siempre llegamos a que: 

Cosx = x 

Por lo que, liemos descubierto una extralla forma de preguntarse y 
de encontrar la solución de la ecuación Cosx—x= O. 

Así pues, en este proceso recursivo, hemos tomado cualquier 
valor, para xo, comq "entrada" al proceso, 
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= F(x4r), coi) r=O,1,2,3,... 

para una función F particular. 

Al realizar este proceso recursivamente, hemos llegado a un 
estado del proceso en el que Xr+1,  no se distiniie de Xr incluso PºM  
una diferencia arbitrariamente prefijada, por lo que establecemos que 
ese valor es una raíz de la ecuación 

x = F(x) 

En el fondo, lo que se tiene es una aplicación importantísima de 

la composición de funciones y de los procesos redursivos, la que al 

representar gráficamente permite dar un sentido concreto al secreto del 
número en cuestión, pues no hay más que un sitio en el que x = Cosx. 

Se muestra a continuación, la gráfica del proceso recursivo 

empleado con la función y=Cosx en el que se advierte el proceso de 
convergencia hacia la solución de la ecuación x = Cosc. 
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El pequeño "descubrimiento" ilustrado en el ejemplo, encierra sin 

embargo muchas sorpresas, intentemos aplicarlo a la solución de la 
ecuación 2x2  —4x+1= O. 

Según hemos visto antes, nos preguntaríamos si en alguna etapa 

del proceso recursivo 

Xr+1 = 
2
Xr + 

podemos considerar que x y x2  + í  son iguales. 

Dando inicio al proceso con x0  = 1 , se tiene: 

I34 
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en catorce iteraciones, una raiz de la ecuación es x = . 292893...  

Como es fácil determinar usando la fórmula por radicales 

correspondiente, las soluciones de esta ecuación son 1± Í5 , esto 

es, 
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x 1  = 1+ ki7J = 0.292893219... 

y 

x 2  =1— = 1.707106781... 

Sin embargo, iniciando el proceso con diversos valores de .x, es 
posible conjeturar que, 

cuando x (—co, —x 2) '—' (x 2, 4-̀0) el proceso diverge a +co 

------r 

-. 1 .... ............ 

1. 

 

. ..............i 
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y en cambio 
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• cuando x e (—x 2,x2), el proceso converge ax1  

nzseiw... 

1 

amenos que se dé inicio exáctamente cuando x 1 - x2 , lo cual es 
del todo improbable. 

Sin notarlo, estamos inmersos dentro de uno de los aspectos más 
interesantes en todos los niveles de la matemática actual e) relacionado 

con la modelación de fenómenos dinámicos. 

Para ello, el uso de los procesos recursivos y la computadora o 
en su caso la calculadora constituyen dos recursos insoslayables. 

A pesar de que se incluyen procesos recursivos y la calculadora 

en la cunícula matemática, no parece haber una corriente que 

proporcione a los primeros el ambiente natural de la segunda, con el fin 

de incursionar en una matemática viva, interesante y actual, no limitada 

al uso de la calculalora (o computadora en su caso) como una simple 

colección de tablas de valores, sino como un poderoso recurso de 

Y27 



búsqueda, investigación y contraste de hipótesis, y muy frecuentemente, 

como recurso para la generación de otras. 

No es dificil abordar conceptos como: órbita, puntos fijos, puntos 

fijos atractores, puntos fijos repulsores, órbitas estables e inestables, 

etc., usando una calculadora de bolsillo. 

En este ejemplo, se ha realizado un paseo por tres formas de 

representación del concepto de función, y en ese paseo, unas formas de 

representación han generado nuevas significaciones a las que se 

desprendian originalmente de otras, de esta manera creo que el abordar 

una misma situación desde distintas posturas de representación, es lo 

que permite enriquecer las significaciones, realizar nuevas 

construcciones sintácticas y asignarles nuevos significados. 

De nueva cuenta, el concepto de función ha permitido aglutinar a 

gran cantidad de contenidos de apariencia morfológica disimbola y 

generar situaciones de competencia lingüístico matemática en términos 

del agregado de nuevos significados propiciados por las articulaciones 
sintáctico conceptuales generadas por las diferentes formas de 

representación del concepto. 

El proceso de Verhulst 

El crecimiento demográfico es un tema que interesa a la Biología, 

a la Ecología, a la Epidemiología, pero también a los matemáticos, 

pues detrás de las fórmulas engaflosarente simples del crecimiento 

demográfico, se oculta una rica y variada conducta que va desde el 

ordefl más simple hasta el caos. 
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La historia abunda en poblaciones fiera de control: la liberación 

de una pequeña colonia de conejos en Australia cuyos descendientes se 

expandió por todo el mundo; la conquista del nordeste de los Estados 

Unidos por la oruga de la 'lagarta" que escapé de un laboratorio en 

Boston; la marca migratoria de abejas asesinas, las oleadas de gripe 

que parecen donnir durante años y luego atraviesan el globo como 

epidemias, sólo para agonizar antes del siguiente ciclo. 

Algunas poblaciones se multiplican de prisa, otras se extinguen 

rápidamente, algunas más crecen y decrecen con periodicidad regular, 

otras se ColilpOrtali de acuerdo con las leyes de atractores de diversa 

índole y aún caótica. 

Toitiemos corno ejemplo el estudio demográfico de un parásito 

que vive en verano y muere con el frio después de poner los huevos. 

Dando por sentado que un porcentaje similar de larvas de lagarta 

se empollan y sobreviven cada año, el tamaño de una colonia de larvas 

de este año está relacionado con la cantidad de larvas que se 

metamorfosearon en mariposas y desovaron el año anterior. 

Supongamos que el tamaño de una colonia es (le 100 lagartas y 

que la colonia se duplica cada año. Si el tamaño de la colonia es de 

200 para el segundo año, para el siguiente será de 400, etc..., es decir 

x-n+1  - ZJY•,i  

Desde luego, no todas las poblaciones se duplican, algunas 

pueden crecer con mayor velocidad. 
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De esta manera si. denominamos N a. la tasa de natalidad, cada 

colonia es Nveces mayor este año que el año anterior, es decir 

Kn+1  =1% 

En 1845, P.F. Verhulst, un científico intersqdo en la mntémtica 

del crecimiento demográfico, introdujo un Huevo término paiii describir  

el modo en que una población se desarrolla en una zona cerrada. 

Ea vez de la simple ecuación demográfica 

n+i = 1\%i 

él añadió el factor de corrección, (1 - X); de esta manera el lado 
derecho de La ecuación contiene ahora dos términos rivales: 

X 1  = ivX,1(1 —X), donde O x ~ 1 

El asunto importante es que la modificación de Verhulst ha 
encontrado aplicaciones a un rango bastante in(is amplio que el 

originalmente concebido. 

Los entomólogos han recurrido a ella para computar el efecto de 

las plagas en los huertos y los genetistas la usan para calibrar el cambio 

de frecuencia de ciertos genes en una población. 

Se le ha aplicado también al modo en que se difunde un rumor: al 

principio un rumor se expande exponencii.lmente hasta que casi todos lo 

han oído. Luego la tasa decae ve102iue111e, a medida que niés personas 

dicen: "Si hombre, ya sé que a flulanito 
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La ecuación de Verhulst también ha sido aplicada a las teorías 

M aprendizaje. El aprendizaje primero aumenta, pero al cabo de un 

cierto tiempo el estudiante se satura, de modo que los nuevos esfuerzos 

sólo producen resultados mínimos. 

Edward N. Lorenz, un nietereologista del MiT, descubrió en 1963 
que precisamente la ley de Verhulst es capaz de describir ciertos 

aspectos en el flujo de turbulencias, particularmente cuando su tasa de 
crecimiento es alta Desde entonces, los trabajos teóricos en la flsica 

del laser, hidrodinámica y la cinética de las reacciones química han 

mostrado el carácter paradigmático de esta ley, y los escenarios 

previstos por ella han sido verificados experimentalmente. 

En todas las situaciones en las cuales es aplicable la ecuación 

demográfica, acecha el potencial del Caos. 
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Por ejemplo, empecemos con una población de larvas de lagarta 

a la cual se ha impuesto una forma de control de la natalidad, por 

ejemplo rociándola con insecticida- 

Dando por sentado que estas criaturas no sufran mutaciones, la 

población de cada nflo disminuirá un poco respecto de la del filio 

anterior Si la tasa de natalidad N es 0.99, aun una población muy 

numerosa llegará eventualmente a cero. Esto es la colonia termina por 

perecer. 

L..I (.5 .. 

¿Pero qué ocurre cuando la tasa de natalidades superior a 1? 

Dado el factor no lineal de Verbulsi, una población grande al 

principio declinará pero luego se acomodará en un valor constante de 

o 66 por ciento de su tamafio original cpnforme la tasa de natalidad se 

increjuenta. 
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En la gráfica siguiente se muestra lo que ocmie para una 

población inicial del 99% de la colonia original para diferentes tasas 

de crecimiento, (en el progrnaa1.1, 1.5, 1-8 .2.3 con x=.99) 

4 
• 1 

u 

Asimismo, una población inicial muy pequeña crecerá hasta el 

mismo limite de con en la gráfica siguiente para las mismas tasas de 

crecimiento que en el cazo anterior iniciando con un 28% de la 

población original. 
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Cuando N(tasa de natalidad) es igual a 2.5, la ecuación muestra 

una ligera oscilación cuando los dos términos demográficos rivales 

entran en oposición, pero, después de eso, regresa la misma cifra 

constante de población. Parece que la cifra de 66 por ciento se ha 

convertido en mi atractor. 

••• 

.j.: 

1. 

"4 

1. 

1. 
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Subamos Na 2.98. ¿Qué ocurre ahora? 

La oscilación continua por más tiempo pero eventualmente la 

población se acomoda en un 66 por ciento de su tamaflo original: de 

vuelta al atractor. 

J•I u 

Elevemos aún más el valor de N, la tasa de natalidad. Las 

oscilaciones duran cada vez más, pero eventualmente la población llega 

a un estable 0.66. 

Sin embargo, cuando la tasa de natalidad alcanza el valor crítico 

3.0, algo nuevo ocurre. El atractor se vuelve inestable en 0.66  y se 
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divide en dos. Ahora la población comienza a oscilar alrededor de dos 

valores estables en vez de uno. 

'.1 

1: 

Traducido a lénninos reales, esto significa que la pequefia 

población de lagartas se reproduce fanáticamente, dejando una gran 

provisión de huevos para la próxima temporada Pero en la temporada 

siguiente la región está excesivamente poblada, lo cual crea un efecto 

de reducción, de modo que los escasos insectos que sobreviven dejan 

pocos huevos para el próximo ano. La población sube y baja entre 

valores altos y bajos. La conducta del sistema se ha vuelto más 

compjej a 

Cuando elevamos la tasa de natalidad  por encima de 3.4495, los 

dos puntos fijos se vuelven inestables y pe bifbrcan para producir una 

población que oscila ahora alrededor de çuatro valores. 

i36' 



Ahora la población de larvas es radicalmente diferente en cada 

iuio de cuatro aflos sucesivos. 

IPN t . 

it 

'1 

.. 

SI, 

t 

Cuando la tasa de natalidad llega a 3.56 las oscilaciones se 

vuelven nuevamente inestables. 

I.  ris' 

ti 1.1 
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En 3.596 tenemos otra bifiwcación, esta vez con dieciséis 

atractores. En este pinito es casi imposible ver algún orden en el 

ascenso y descenso de la población de larvas de nuestro jardín. Alío a 

alto el número brinca de modo cuasi-aleatorio y no podemos discernir 

ci patrón. 

r.; 

y - 

Finalmente, cuando la tasa de natalidad llega a 3.5699 , el 

número de ah-actores ha aumentado hasta el infinito. 
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Robert May, un físico de Princeton que se ha dedicado a la 

biología, es una figura clave en la historia de cómo los científicos 

aprendieron acerca de lo que hoy se denomina "ruta hacia el caos 

mediante duplicación de períodos". Un período es el tiempo que un 

sistema tarda en regresar a su estado original. 

A principios de la década de 1970 May usó un modelo basado en 

la fórmula de Verhulst que le permitía aumentar o reducir la tasa de 

natalidad alterando el suministro de alimentos. 

May descubrió que el tiempo que tardaba el sistema en volver a 

su punto de partida se duplicaba en ciertos valores críticos de la 
ecuación. 

Al cabo de varios ciclos de período duplicado, la población de 

insectos de su modelo variaba al azar, al igual que las poblaciones de 
insectos reales, y no revelaba nigún período previsible para regresar a 

su estado original. 

Pero, al menos matemáticamente, la historia no termina allí. Los 

científicos han aprendido que esta extrafía ruta hacía el caos contiene 

todo un circo de órdenes antes inimaginables. 

Varios son evidentes en la figura siguiente, un gráfico que 

representa las iteraciones sucesivas de la ecuación demográfica no 

lineal de Verhulst. 
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El gráfico anterior revela la estructura subyacente del caos, otra 
imágen de un extraño atractor. 

Ante todo, reparemos en las regiones oscuras llenas de puntos 

que representan la virtual infinitud de lugares donde se puede encontrar 

el sistema en la gama de la tasa de natalidad que va desdel 3.56999 a 

3.7 el sistema (cantidad anual de larvas) fluctúa inprevisiblemente 

dentro de cuatro amplias regiones de atracción y luego de dos. 

"Iritd, 14 o 
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Estas regiones oscuras se aproximan hasta encontrarse aquí, en el 

orden del 3.7, la población (cantidad de larvas del jardín) podría tener 

casi cualquier valor, desde muy cerca de O hasta una cifra muy alta 

(representada en el diagrama por LO), y de año a año la población 

brinca de manera local e imprevisible. Sin embargo, sólo se llena la 

totalidad del espacio de fases cuanto la tasa de natalidad llega a 4.0. 

El modo en que el gráfico se despliega en el cuadro sugiere que 

el caótico proceso mediante el cual se rellena el espacio de fases es en 

realidad extrañamente ordenado. 

Segundo, reparemos en que las lineas oscuras forman parábolas 

dentro deL abanico del caos. Estas lineas representan valores donde hay 

ff 



una probabilidad más alta de encontrar el sistema. Otra forma de orden 

dentro del caos. 

Tercero, reparemos en las bandas verticales esparcidas a través 

de la expansiva sombra del caos. Se trata de regiones -los fisicos las 

llaman "ventanas"- donde el sistema se vuelve estable. Alrededor de 

3.8 , por ejemplo, justo en el medio de este caos en expansión, la 

población se vuelve nuevamente previsible y a!lmentá en dos abs 

sucesivos y decrece en el tercero. Pero si la tasa de natalidad 

(suministro de alimentos) se eleva un poco, la ventana se abre y vuelve 

al caos. Estos perlodos de estabilidad y previsibilidad en medio de la 

fluctuación aleatoria reciben el nombre ¿le "intermitencia". 

Cabe comentar que toda la riqueza que se puede obtener con este 

ejemplo, está sustentada en el producto de dos factores lineales y en la 

1 
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recursividad, por lo que está totalmente al alcance de los escolares 

desde el nivel medio de educación. 

De esta manera se advierte cómo el concepto de finición (en 

manifestaciones tan modestas como dos factores lineales) en 

combinación con los procesos i-ecursivos permiten abordar situaciones 

sumamente novedosas y tan complejas como del orden del caos. 

Otro comentario pertinente parece ser el que en el ejeniplo se 

ilustra una forma de tránsito desde el determinismo hasta el caos de un 

comportamiento e.stocástico; sin embargo, el tránsito desde el caos de 

un proceso recursivo estocástico a una apariencia totalmente ordenada 

también es posible, como se ilustra en el siguiente ejemplo 

Intente el siguiente experimento. 

Pinte un triángulo equilátero y aleatoriamente seleccione un Punto 

sobre uno de los tres lados y únalo formando un segmento con 

cualquiera de los vértices. 

Trace el punto medio del segmento y elija ahora, aleatoriamente 

uno de los vértices del triángulo para trazar un nuevo segmento. 

Repita el proceso algunos miles de veces más, consistente en 

elegir el punto medio y aleatoriamente cualquiera de los vértices para 

volver a trazar otro segmento, etc... 

¿Qué parte del triángulo cree usted que resultara cubierta por los 

puntos elegidos por es$a construcción? 

13 



Como a mano dificiluiente se tendrá la paciencia de hacerlo, he 

aquí el resultado de la realización del proceso algunos miles de veces, 

empleando un computador para realizar la simulación: 

L 1:. 

r4 
.IL4 LI ,.f 

E E.. 

¿•4 •I4  

Sorprendente!, ¿No? 

1. Trate de explicar la apariencia del resultado. 

2. ¿Es significativo el que se parta de un triángulo equihtero? 

3. ¿Es significativo el hecho de que sea usado el punto medio 

del segmento? 
4.Estime el tamaño del área no tocada por estos puntos. 

5. ¿Qué podría usted esperar como resultado si el polígono 

regular inicial tuviera más de tres lados' 

Sin duda, el tipo de situaciones en este apartado, conllevan de 

manera natural a reconsiderar5  tanto nuestra. geometría, como las 

nociones de procesos deterministas y np deterministas, pues: ¿qué tan 

Ver; Hernández L Victor M. Algunas Noclanel sobre Geometria de Fractales., VI Semana 
Regional de Investigación y Docencia en Matemáticas. Ut\SON., Departamento de Matemáticas., 1995. 
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determinista es el determinismo y qué tan aleatorio es el resultado de ini 

proceso estocástico recursivo?. 

En el fondo me estoy preguntando por el tipo de asignaciones de 
significados que se pueden hacer si partimos desde una punta o de la 

otra, es decir por los valores que puede tomar una flmción epistémica y 

la relatividad de sus concepciones. 

Probabilidad 

Los problemas en esta área siempre resultan interesantes en 

cuanto permitan tomar decisiones con bases de incertidumbre, es decir, 

calcular probabilidades por si mismas no tiene ningún sentido. 

Por ejemplo', se ha encontrado que Ja cantidad de pan (en cientos 

de kilogramos) que cierta panadería es capaz de vender en un día, es 

una variable aleatoria con una función de densidad de probabilidades 
fy(x), dada por la expresión: 

Ax ; si0:!~x<5 

fx(x) A(10—x) ; si 5:5,x <10 
O ; en cualquier otro caso 

1. Encuentre el valor de A que hace a f1y(x)una función de 
densidad de probabilidades. 

2.Grafique laflinción de densidad de probabilidades. 

3.,Cuá1 es la probabilidad de que el número de kilogramos de 

pan que será vendido maflana sea: (a) mayor de 500, (b) 

menos de 500,, (c) entre 250 y  750 kilogramos? 

6 Ver Hernández L, Víctor M., Una Introducción al Estudio de las V 
UNISON Mmes 90-27-03, D.4AT N1149.. Hermosillo, Sonora., 1991., Pág. 116 
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4. Denote respectivamente, por,  A, B y C, los eventos 

consistentes en que el número de kilogramos de, pi 

vendidos en un día sea (a) mayor de 500, (b) menos de 500, 
(c) entre 250 y  750 kilogramos. Encuentre P(AIB), P(4/Ç). 
¿Son Ay B independientes? ¿Son A y C independientes? 

La sola inclusión de parámetros en la expresión para la función 

del problema induce de por sí una situación dinámica, que en principio 

hay que ajustar a la situación especifica del problema, es decir 

precisamente determinar el valor de A que proporciona sentido a la 
expresión en el contexto que le es propio. 

Aunque el problema puede ser resuelto sin Cálculo Integral, 

resultara conveniente que los estudiantes lo usen, no jor la dificultad 

del <cálculo sino por la oportunidad de verificar rápidamente la 

respuesta 

41vikx 
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Desde luego, una vez determinado el modelo, pueden diseñarse 

preguntas que permitan contrastar o generar tensiones para el contraste 

de las respuestas. De nueva cuenta, el concepto de fimción es el núcleo. 

Cálculo Diferencial 

Sin lugar a duda, el concepto de función es un concepto medular 
para el cálculo. Como ya he indicado en otro sitio1, las funciones tienen 
mu papel central en el quehacer del cálculo (y en general en cualquier 
otra rama de la matemática escolar) como se indica: 

Este sólo hecho abre la necesidad de que el estudiante desarrolle, 

a lápiz y papel, con auxilio de una calculadora gráfica o de un 

computador, lo que en un trabajo anterior5  he llamado un cuasialgoritmo 
de graficación de funciones, mediante dos niveles de acercamiento: 

Global  Local. 

Para el nivel de acercamiento global, trabajé formando 

inicialmente lo que llamé un catálogo de "funciones madre' o básicas, 
como: y=x,yx 2, ...,y=x" connpare impar, de manera análoga, 

Hernández L., Víctor M. Una Opinión y una Experiencia en ta Enseñanza del Cálculo.., 
Revista de Matemáticas. UNISON., Boletín riel Departamento de Matemáticas., Vol. 2 N°12.. Enero de 
1989. 

Hernández L.. Víctor M., Seis Prácticas de Graficación de Funciones j'or øarámetms. 
ITH-MiCROSEP., Hermosillo, Sonora.. Septiembre de 1989.   

0 ,- 



• tomando a la colección y = - j también con 12 par o impar, y = .j y 
y= /i,y= txl,y=Sen(x),y=COS(x),y=ex  yv=lnx 

Estas funciones sirvieron como generadoras (o madres de cada 

familia) al estudiar el efecto sobre la gráfica de cada una de ellas 

cuando se les aplicaban sucesivos valores de los parámetros a. b y c, 
primero en las expresiones por separado y = afi,c). y =j(ic) + h, y 
y =J(x - c) hasta descubrir el patrón correspondiente, para luego 
integrar el cuasialgoritmo conceptual para la. graficavión esquemática, a 
nivel de bosquejo rápido, de la expresión más general y = aJr - c) +b, 
en donde f(x) era alguna de las funciones generadoras básicas. 

En la etapa siguiente -acercamiento local-, se ampliaba el 

cuasialgoritnio abordando la construcción gráfica de la suma, 

diferencia, producto y cociente de las gráficas de las funciones 

componentes en cada caso, las que podían estar entre las flinciones 

generadoras (madres de familia) o aún colTesponderse con algún 

elemento de la familia. 

La reflexión sobre la recta y =x y la composición de funciones 
permiten ampliar notablemente al cuasialgorimo, caracterizando con los 

recursos mencionados a las gráficas de las funciones inversas. 

Las habilides logradas en el manejo de familias de flmciones 

tienen un uso también inmediato en el curso de cálculo integral y el de 

ecuaciones diferenciales. 

El hacer esto con lápiz y papel ha entrado en desuso, pero sigue 

siendo de particular relevancia que el estudiante desarrolle un 

cuasinlgoritnio de graficación de liinciois, no importa de qué recursos 

se valga para ello. 
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A manera de comentario, creo que todas las ideas para abordar 

los conceptos matemáticos expuestas aquí tuvieron de alguna u otra 

forma su génesis en el trabajo reseñado en este último ejemplo. 
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En este apartado se intenta dar una visión retrospectiva, tanto 

corno una prospectiva del trabajo que se presenta 

En la parte retrospectiva, se intenta fbndamentalmente restablecer 

los vínculos entre los extremos del trabajo, es decir, entre el marco 

teórico (Capitulo 1) y  la postura didáctica (Capítulo 3). 

En la palie prospectiva, se hace una visualización, de algunas 

formas en las que podría evolucionar el desarrollo del currículo 

matemático escolar no especializado, con algún comentario derivado 

hacia el currículo matemático especializado. 

y isióti retrospectiva 

En resumen. ... se repite la historia 

Mi problema (versión paicogenética) en esta tesis fbé el percibir 

que la diversidad de dialectos disciplinares en educación matemática 

puede convertirse eq un obstáculo docente para La recuperación del 

substrato que potenci* la competencia en el código y eventualmente la 

transferencia entre ellps. 
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Mi problema (versión operativa) fié el realizar la búsqueda, 

identificación y modelado de un substrato, lingoistico general y luego 

particular de la matemática, que cubriera tanto los requerimientos de la 

versión psicogenética del problema como los propuestos por mis 

propias aspiraciones en el transcurso del trabajo. 

De todo esto, tengo que el concepto de función constituye un 

substrato coiiceptnal, al menos, de la matemática escolar no 

especializada, con la importante propiedad de que a partir de la 

articulación (le SUS diferentes representaciones es posible lograr nuevas 

significaciones de los contenidos matemáticos, desarrollando con ellas 

formas novedosas de acercarse a los mismos. 

Respecto a la tesis de que: 

el concepto de función está subutilizado en el contexto de la 

matemática escolar cii tanto se desdeflan extensiones del 

concepto pertinentes y factibles en los niveles educativos por 

la vía de recursos de represe?21ac16n complementarios al 

sintáctico lógico Jbrmal y la significación agregada por la 

articulación de estos, 

puede couiientarse que al hacer la revisión -no exhaustiva- de la 

incidencia del concepto de fiincióui en el contexto escolar, no sólo se 
encontraron muestras de subutilización del concepto. 

En adición, al examinar los libros de texto de los programas de 

capacitación para los profesores en los niveles básico y medio básico 

se encontraron incorrecciones conceptuales en el manejo del concepto 

de variación  proporcional directa- 

Esto es particularniente grave, si consideramos que en estos 

niveles se cultivan las ideas seminales de lo que en los niveles 

subsecuentes habrá de realizarse. En adición a ello, el concepto de 

variación en general y su tipificación en términos de el análisis de los 
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cocientes en diferencias constituye sin lugar a dudas la génesis de mi 

concepto vertebral y/o medular en la formación matemática global de 

los individuos: el concepto de función. 

Por otro lado, el bachillerato -en términos generales- parece no 

estar desempefiando un papel satisfactorio en cuanto a la continuidad de 

los contenidos en el currículo matemático debido quizá a la enorme 

diversidad de planes y progr amas de estudios, normatividad a la que 

ANIJTES y otras organizaciones han podido acercarse sólo a nivel de 

recomendaciones. 

En cuanto a que: 

la pos/u lación del concepto de función como un substrato 

conceptual de la matemática escala,; permitiría potenciar la 

formulación de nuevas estrategias operativas en el desarrollo 

del currículo matemático. 

he expuesto una variedad de ejemplos procurando que al menos 

de entrada resultaran inconexos, mostrando que, en realidad, todos ellos 

exhiben al concepto de función como substrato conceptual y operativo, 

retornando fuertemente la versión operativa de la noci6u de problema 
que se sustenta en el Marco Teórico. 

En adición a esto, se dan muestras de que efectivamente el 

referirse aun substrato conceptual, en este caso el concepto de función, 

ha permitido tanto la reinterpretación de la situación problema como el 

potenciar nuevas formas de abordar el problema- 

La reinterpretación ha permitido abordar desde una casuística 

enormemente más amplia, aún partiendo de un problema aparentemente 

simple como el de las dimensiones de un terreno rectangular, hasta 

sistemas dinámicos, que no por tener como génesis a elementos 

aparentemente sencillos como un par de factores 1ine2]es, proponen 

problemas triviales de conceptualización y búsqueda 
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En todo ello se ha puesto especial énfasis en el papel modélico 

M concepto de fiuiición en ¡aversión operativa de problema, que es la 

que finalmente permite realizar las manipulaciones pertinentes y 

competentes de las relaciones entre las variables implicadas en el 

problema— 

Estas manipulaciones del modelo, -de índole diversa como 

simbolización, manipulación algorítmica, graficación, etc.- son las que 

permiten el tránsito bidireccional entre el estadio de la situación 

reconocida como problema y el estadio relacional (le la misma que 

siifica su solución. 

(]o,nentaiios consecii entes 

Por la relevancia advertida del concepto de función en el 

CulTiCulo nmatemútico escolar y las ideas expuestas en este trabajo: 

• Sugiero la necesidad de poner un especial cuidado y atención 

a la discusión de la temática de variación su tipificación y el 

concepto (le fw1CiÓfl, en los foros en los que se tenga contacto 

con profesores de todos los niveles, en particular con los de 

nivel (le educación búsico, pues es en ese nivel en el que se 

desarrolla la sinmiente del concepto (le función y sus 

manifestaciones. 

• Me permito sugerir la necesidad de que el currículo 

matemático escolar global, pudiera ser organizado tomando 

en consideración al concepto de función como substrato 

conceptual y como hijía para potenciar -por la vía de la 

producción oral y escrita- niveles superiores de competencia 

lingüístico matemática 

• Se advierte la necesidad de abordar los contenidos del 

currículo matemático escolar desde un punto de vista 

cualitativamente distinto y particularmente enfocado a lograr 

por la vía de la resolución de problemas en los que se 
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manejen datos experimentales reales, la articulación de las 

diversas formas de representación del concepto de función. 

No es posible que el trabajo docente continue haciendo 

matemáticas de 'sa1ón", con problemas tomados 

exclusivamente de los libros y números decentes (enteros) 

pero alejados de la realidad planteada por el más humilde de 
los problemas prácticos. 

• No se trata de 1111 enfoque utilitarista de la matemática 

escolar, sino de integrar articuladamente las funciones 

lingüístico matemáticas pragmática, semántica y sintáctica, a 

fin de poder estar en la posibilidad de rebasar el pobre -pero 

muy difundido esquema- de la educación como un problema 

de comunicación, de una comunicación que no enriquece 

pero si empobrece nuestras habilidades descriptivas y 

argumentativas. 

• Para ello, la oraliclad y la escritura deben cobrar el papel 
que les corresponde en este contexto, es decir el papel de 

herramientas de acción-investigación, tanto a nivel 

individual como colectivo, del grado de organización del 
pensamiento. 

Prospectiva 

En esta dirección, es insoslayable el dar satisfacción a la 

necesidad de apoyar las actividades docentes con tecnología de 
cómputo, pues es evidente que ésta constituye un recurso para abordar 

de una forma cualitativamente distinta, el espacio y el tiempo. 

Con la posibilidad que ofiece la geometría fractal y los recursos 

de cómputo para la generación de "mundos virtuales-', se abre la 

15 
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posibilidad inmediata de generación de nuevos paradigmas explicativos 

en todos los ámbitos. 

Uno de los ámbitos que me interesa comentar en este documento 

es el relacionado con La matemática y sus criterios de validación. 

Debido a la necesidad y la posibilidad real de hacer cálculos y 

representaciones conceptuales de una manera cada vez más rápida y 

eficiente (debido a la tecnología de cómputo), se abre la posibilidad de 

abordar la búsqueda al interior de la disciplina matemática en formas 

insospechadamente distintas, tanto como la de rescatar antiguos cánones 

de búsqueda y validación que en su momento se vieron limitados por la 

escasez (le recursos de cálculo. 

¿Todo esto conduce hacia una nueva matemática?, ¿Habrá manera 

de realizar una correspondencia tal que permita traducir el problema 

de la validación matemática al correspondiente en un ambiente de 

cómputo?, despues de todo, a ambas disciplinas les subyace la lógica 

bivalente y la geometría euclideana. 

4 .  
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Refielos Culturales y Tecoologia 

En un primer apartado de este capitulo, se presentan someramente 

algunos antecedentes que intentan caracterizar de manera muy general a 

nuestra contemporaneidad. 

En el siguiente apartado, se abordan los reflejos culturales de 

esta contemporaneidad y las exigencias que éstos plantean sobre un 
proyecto de desarrollo humano y/o educativo. 

En la tercera parte, se describe al Software Matemático de la 
Universidad de Arizona -a manera de muestra- del tipo de recursos 

tecnológicos que cuyo uso adecuado -en cuanto una metodología 

constructivista- representa una invaluable ayuda para el trabajo 

docente. 

Finalmente, se presentan ejemplos concretos sobre el uso de 

algunos de estos proamas para el apoyo de actividades docentes. 



Algunos antecedentes 

Siempre resulta importante considerar las peculiaridades de la 

cultura de nuestro tiempo y la forma en que estas podr1ar influir en la 

educación de nuestro país. Por tanto, en este apartado habremos de 

abordar aspectos que compartidos desde utia perspectiva mundial 

también influyen en México y en particular en nuestra región. 

La especialización científica 

Desde el punto de vista de la Teoría General de los Sistemas' 

La ciencia moderna se caracteriza por la especialización siempre 
creciente. impuesta por la inmensa cantidad de datos, la complejidad de 
las técnicas y de las estrategias teóricas de cada campo. De esta 
manera, la ciencia está escindida en innumerables disciplinas que sin 
cesar generan subdisciplinas nuevas. En consecueicia, el fisico, el 
biólogo, el psicólogo y el cienttfico social están, por así decirlo, 
encapsulados en sus universos privados, y es dificil que pasen palabras 
de uno de estos compartimentos a otros. 

Al repasar la evolución de la ciencia moderna topamos con un 
fenómeno sorprendente: han surgido problemas y concepciones 
similares en campos muy distintos, independientemente. (p 30) 

Así, existen modelos, principios y leyes aplicables a sistemas 
generalizados o a subclases, sin importar su particular género, la 
naturaleza de sus elementos componentes y las relaciones que imperan 
entre ellos. Parec' legítimo pedir una teoría no ya de sistemas de clase 
más' o menos especial, sitio de principios universales aplicables a los 
sistemas en general. De aquí que adelantemos una nueva disciplina 
llamada Teoría general de los sistemas. (p 321 

Quizá pueda resumirse como sigue la función integradora de la 
teoría general de ¡os sistemas. Hasta aqz4 se ha visto la unificación de 

BERTALJkNFFY. LUDWIG VON. ]qria Generil De Los Sistemas'. Fondo de Cultura 

EconórnIa México. Sexta reimpresión. 1987. Cap. 11 pág. 3-53, 1 
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la ciencia en la reducción de todas las ciencias a la flszca, en la 
resolución final de todos los fenómenos en acontecimientos jisicos. 
Desde nuestro punto de vista la unidad de la ciencia adquiere un 
aspecto más realista. Una concepción unitaria del mundo puede 
basarse no ya en la esperanza -acaso fútil y de fijo rebuscada- de 
reducir al fin y al cabo a todos los niveles de la realidad al de 1aflsici2, 
sino mejor en el isomorfismo de las leyes en diferentes campos. 
Hablando segun lo que se ha llamado el modo «formal» -es decir, 
contemplando las construcciones conceptuales de la ciencia- esto 
significa uniformidades estructurales en los esquemas que estamos 
planteando. En lenguaje «material», significa que el mundo, o sea 
la totalidad de los acontecimientos observables, exhibe uniformidades 
estructurales que se manifiestan por rastros isomorfos de orden en los 
diferentes niveles o ámbitos. [p 491 

Esto pone de manifiesto las metas de la teoría general de los 
sistemas: 

1. Hay una tendencia general hacia la integración en las varios 
ciencias, naturales y sociales. 

2. Tal integración parece girar en torno a una teoria general de ¿os 
sistemas. 

3. Tal teoría pudiera ser un recurso importante para buscar una 
teoría exacta en los campos nofisicos de la ciencia. 

4. A elaborar principios unificadores que corren 
«verticalmente» por el universo de las ciencias, esta teoría 
nos acerca a la meta de la unidad de la ciencia. 

5. Esto puede conducir a una integ rac1cn, que hace mucha falta, en 

la instrucción científica. [p 37- 3 8 

A decir del propio BertalanlFy, 

...la idea de la postulación del programa y nombre de la teoría 
general de los sistemas fue presentada por primera vez en 1937, en el 
seminario filosófico de charles Morris en la Universidad de Chicago. 
Sin embargo, en aquel entonces era mal visto teorizar en biología, y 
temí lo que el matemático Gauss llamaba «el damor de los 
beocios». De modo que guardé mis notas en un cajón y no fue sino 
hasta después de la guerra cuando aparecieron mis primeras 
publicaciones sobre el asunto. [p 931 
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Probablemente y a raíz de la dinámica de producción impuesta 

por la II Guerra Mundial, fue que la teoría postulada por Bertalanllr 

empezó a tener aplicaciones fabriles inmediatas, tanto como de la 

Cibernética, basada en el principio de retroalimentación o de lineas 

causales circulares, que proporciona mecanismo9 para la persecusión 

de metas y el comportamiento autoconirolado de los sistemas, 

emergiendo de ellas términos como: insumo, producto, 

retroalimentación, caja negra, etc. 

De esta manera, los procesos fabriles pueden ser esquematizados 

como sigue: 

Re ti o a me u t a ci 6 n 

1 

ri su tu o 
Proceso 

Producto 

en donde la retroalimentación del proceso de producción pudiera 
interpretarse como un proceso de control de calidad o de ajuste del 

sistema de producción, consistente en contrastar las características 

generalmente fisicas Como hirgo, ancho, resistencia a la tensión, a la 

torsión, a la compresión, etc., contra un listado de valores de las 

mismas variables, previamente especificado como las características 

deseables del producto. 

El derrumbe ideológico. 

Basta recordar la calda del muro de Berlín o las transformaciones 

cte los países del Este europeo y la más reciente crisis del socialismo 

con el derrumbe de la URSS como sistema socio-político, para 



reconocer la crisis del ideal de que desarrollar la humanidad con apoyo 

de un paradigma científico, conduciría indefectiblemente hacia el 

progreso como especie. Es claro de esta manera, el fracaso no de una 

nación, sino de un proyecto de desarrollo humano. 

La crisis generalizada del socialismo y el consiguiente triunfo 

actual del sistema liberal, no significan -sin embargo- el arribo de La 

historia al término de la injusticia. 

El así llamado derrumbe ideológico parece tener que ver con una 

necesidad cada vez más generalizada de diferenciación y de afirmación 

de los razgos particulares que con la ausencia de ella Por ello, la 

expresión "derrumbe ideológico" no debiera ser tomada en el sentido 

de ausencia ideológica, sino en cuanto la búsqueda y proliferación 

ideológica provocada por la necesidad de diferenciación de las 

colectividades. 

La transformación de los valores 

De manera paralela a como estos cambios a nivel mundial se 
suceden, la difusión de ellos y su conciencia colectiva propiciada por 

los medios masivos de comunicación, genera nuevas y más relajadas 
formas de ver y enfrentarse con el hecho cotidiano, y lo que hasta no 

hace demasiado tiempo era considerado como escandaloso, actualmente 
pudiera ser una actitud socialmente aceptada- 

De esta manera, cambian también aceleradamente las formas en el 

vestir, en el comer, en las relaciones familiares, de divertirse y de 

jugar, de vivir y de morir, sin que podamos afirmar que estos cambios 

se reflejen necesariamente en mejorías. 



Por otro lado, los medios masivos de comunicación generan sin 

duda percepciones globales o cosmovisiones que no son del todo 

nocivas, corno por ejemplo: la concepción de la tierra como un 

organismo vivo de cuyo estado de salud somos responsables como 

especie y las acciones ecológicas derivadas de ella, la percepción 

global de la miseria y los movimientos sociales, políticos y económicos 

derivados (le ello; etc., provocan la necesidad de replantear el 

correlato cósmico individual y colectivo. 

En esta dirección puede decirse que conceptos como el de 

individuo, comunidad, nacionalidad y sociedad exigen un 

replanteamiento en el concierto socioeconómico global, y con ello, la 

conceptualización del individuo y su quehacer en él, pensando más en 

un individuo societal que social, esto es en un ciudadano de la 

comunidad global o ciudadano del mundo. 

Lo antes mencionado, fomenta y permite la tendencia a la 

integración entre naciones o al menos entre comunidades cada vez más 

amplias, en virtud del arribo a una conciencia cada vez más global en la 
que no hay Jugar para el aislamiento ni fisico ni conceptual, conciencia 

a la que parece podríamos y deberíamos integrarnos en un futuro 

previsible. 

El limitado y persistente intento de hacerlo en el caso de México, 

estuvo vinculado recientemente con el Tratado de Libre Comercio, del 

que podernos afirmar ha traído inevitables nuevas emergencias en las 

forms de pensar y actuar generalizadas y compartidas; al menos, por 

aquellos que no sean expulsados del concierto de esa nueva forma 

macrQ-socio-econórnica, por alguno de los mecanismos también 

macro-excretores del nuevo sistema propuesto. 

(d~ V6111 
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La Computación 

En los últimos años, todos hemos asistido a la contundente -casi 

podríamos decir- avalancha con que las computadoras han permeado el 

ámbito de nuestras actividades cotidianas, es decir: en los medios de 

comunicación, en la elaboración de revistas, en la televisión, en los 

negocios, en las oficinas públicas y privadas, en los bancos, y por 

supuesto la educación no es la excepción. 

Aceptando entonces, que el computador es una poderosa 

herramienta tanto para la investigación científica como para las 

operaciones tecnológicas, postulamos la existencia de fuertes 

implicaciones de su uso sobre la enseñanza y él aprendizaje. 

Usándolas de forma tal que los computadores pudieran 

considerarse como prolongaciones de la mente humana, es decir, como 

extensiones sensoriales que ofrecen la posibilidad de explorar en un 

sentido cualitativa y cuantitativamente diferente el tiempo y el espacio; 

se contempla la posibilidad factible de realizar consti-uvcíone 

intelectuales que van más allá de las que actualmente se hacen. 

Por otro lado, es de hacerse notar el papel que está jugando la 

comunicación y la difusión de los resultados de la proliferación 

ideológica -vía, los servicios de cómputo global de los que se dispone 

actualmente-, ubicándonos no sólo en un contexto más amplio, sino 

también en un contexto notablemente más complejo en cuanto 

insospechadas nuevas formas diferenciadas, tal que el sólo 

conocimiento de su existencia,  hace pensar en la posibilidad factible de 

nuevas articulaciones y emergencias cualitativas, tanto en lo 

epistemológico como n lo ontológico. 
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Corno ejemplo de esto, baste la consideración sobre los 

resultados que un grupo de insurgentes como el FZLN con apoyo de 

numerosos activistas de Organizaciones No Gubernamentales (ONG's) 

mexicanas y trasnacionales, han obtenido al generar en México La 

revolución prototipo del siglo XXI consistente fundamentalmente en una 

guerra de red, social y transnacional. 

Conviene también pensar en el computador no sólo como un 

recurso de comunicación y lo que de ello es posible desprender -ver 

párrafo anterior- sino también en las emergencias provocadas por la 

posibilidad de abordar nuevas formas de representación y validación 

de hechos y actos, en los que forma, distancia y contenidos han 

cambiado radicalmente como argumentos y/o descripciones. 

Reflejos culturales y  exigencias 

Examinaremos ahora algunos reflejos y exigencias que desde el 

somero examen de los razgos culturales actuales me es posible advertir. 

Reflejos 

Curiosamente, muchos de los términos usados actualmente en 

educación, tienen su génesis en el ámbito de la producción fabril y, aún 

más, fueron inventados antes del nacimiento de las llamadas Ciencias 

de la Educación. 

A decir de Díaz Barriga3, 

2 RONFELO, DAVID Nexos aa1Jiias Mexicanas en Internet. Diciembre de 1995. p47 

DIAZ BARRIGA, ANGEL.. Perfiles Educativos ElOjernas y Retos del Campo de la Evaluación 
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Henry Fayol es quien, en su Administración general e industrial (1916), 
establece los principios generales de la administración, que pasan a 
figurar rápidamente como principios didácticos. De esta manera, en la 
actualidad se dice que los tres elementosflndamentaJesparcz el trabajo 
docente son: planear, realizar y evaluar. Esta afirmación se 
flLndamenta en los cinco pasos que establece el autor para la 
administración del trabajo: previsión, organización, dirección, 
coordinación y control. 

y un poco más adelante afirma: 

El control de tiempos y movimientos dio pauta a la Mnesis de la noción 
de objetivos de aprendizaje y a ¡a incorporación de La evaluación como 
logro de resultados. Los estudios sobre los rendimientos de los obreros 
instauraron por primera vez en la pedagogía la discusión sobre el 
aprendizaje y la formación del estudiante en términos de 
'rendimientos" académicos. El paso del control de la empresa a la 

evaluación escolar se realizó de manera imperceptible. 

Años después de fa Administración General e Industrial de 

Henry Fayol, la Teori a General de los Sistemas y la Cibernética hacen 

aportaciones conceptuales generales, las que fueron adoptadas por gran 

cantidad de disciplinas. 

De esta manera, en educación no sólo se han "pedido prestados" 

los términos sino también las formas de organización y -por ejemplo-

con la noción de insumos, pueden identificarse recursos materiales, 

ducIya. No. 37, CISE, UNAM México, D.F., 1987.   Pág. 4-5 

El renómeno se sigue dando, recientemente encontramos en: Latapi. Pablo. N DEFENSA 

E!EJA IMPERFECCIÓN Proceso 997. II de Diciembre de 1996.., .Jioy se predica una excelencia 

perversa: se transfiere a la educación, con asombrosa superficialidad, un concepto empresarial de 

'calidad", el cual puede ser una técnica exitosa para producir más tornillos por hora y venderlos a quien 

los necesite (y a quien no también), pero no es ni puede ser una filosotta del desarrollo humano Balo 

este ieme se han Introducido en las universidades aspiraciones paranoicas de perfección: "excelente" 

conlleva el halo del superlativo gramatical: con el término se cuelan varias deFormacIones humanas 

que, por serio, son también perversiones educativas: la aventura pedagógica se racionaliza en forma 

extrema, el aprendizaje se vuelve "producción de conocinhlentns', la escuela se convierte en rátMlca 

eficiente, al alumno se le enseña a no tolerarse rallas 
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profesores y alumnos; el proceso, está constituido por la 

enseñanza-aprendizaje; el control de calidad, por la evaluación 

diagnóstica, fbnnativa y suniativa la retroalimentación, con el 

seguimiento de egresados con el que se pretende restablecer el grado de 

correspondencia entre las habilidades profesionales de los egresados y 

las especificaciones prefijadas de estas en un documento que las 

concreta y que comúnmente es llamado perfil del egresado. 

En todo este devenir, no es criticable el pedir prestado elementos 

conceptuales generados en una disciplina para construir o a otra, en 

todo caso, lo criticable podría ser el transplante poco cuidadoso de 

ellos, generando extensiones de aplicación en las que eventualmente se 

ha perdido el espíritu primigenio. 

La especialización ha perneado también la actividad docente de 

los profesores y estudiantes, resultando muy común encontrarse con 
profesores que no desean hacerse cargo de una asignatura a la que no 

están acostumbrados y con instituciones que lo avalen, de tal nlnera 

que el especialista de la misma puede no tener idea del proceso 
completo a causa de su enclaustramiento conceptual, reflejo de su 

enclaustramiento laboral. 

Por otro lado, los estudiantes tampoco tienen idea del peso 

relativo ni de la contribución que hace para su carrera, cada una de las 

disciplinas que estudian en la estructura curricular en la que han 

empeñado sus esfuerzos de formación intelectual. 

Así pues, la organización para la producción de inteiectos en las 

instituciones educativas, parece estar perfectamente  bien organizada en 

la dirección de la producción fabril, hecio que por otro lado, pudiera 

no ser del todo criticable en cuanto permite -después de todo- una 1 
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forma de organización, pero sí en cuanto que parece no haberse tenido 

en cuenta que los "objetos" de la transformación en el proceso 

educativo, somos Humanos. 

Es también criticable la aplicación sistemática de los principios 

fabriles en educación pues, subyacente a ello, está una concepción 

reduccionista del Hombre, que pese a ser llamado "animal de 

costumbres" no es ni con mucho algo que pueda ser predeterminado, no 

obstante la sistematización de las actividades docentes de enseñanza 

No me opongo, sin embargo, a que el proceso o evento educativo 
pudiera ser conceptuado desde un punto de vista sistémico, es decir 

como un sistema en el que los objetos de transformación son Humanos, 

aunque agregarla al sustantivo sistema, un par de adjetivos como 
complejo y dinámico. 

En el correlato descriptivo de la variable de interés de un evento 

respecto a otra variable comúnmente llamada independiente, uno 

pudiera esperar que a pequeflos cambios en esta última, 
colTespondieran también pequeños cambios en el comportamiento de Ja 

variable estudiada, dando por resultado un comportamiento que en 
términos generales podríamos denominar "suave". 

Esto no es necesariamente cierto en los sistemas complejos en 

los que, pequefios cambios en la variable independiente pueden generar 

catástrofes en la variable de interés. 

En este tenor, inscríbase la posición influyente de los profesores 

y el correlato de esta influencia en el estudiante. El simple comentario 
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de un profesor puede entonces generar una catástrofe (armónica o 

desordenada), en el Ser de un estudiante. 

La característica de dinámica es más clara, pues en cuanto 

manifestación humana, adquiere su manife8tación sincrónico-social 

desde su dincronía histórica. 

En otra dirección, la especialización de las disciplinas ha 

provocado también, una especialización de los lenguajes, lo que trae 

consigo que los profesionales que las sustentan eventualmente no se 

entiendan o, al menos, no les sea fácil interrelacionarse. 

Es decir, la forma en la que las disciplinas cientfficas han 

pretendido dar explicación a los eventos que nos rodean ha ido 

tradicionalmente en la dirección de una ramificación abierta, en cada 

una de cuyas puntas encontramos un especialista, con los resultados 

antes descritos. 

Como consecuencia de ello, no parece suceder que la ciencia -en 

la dirección de la especialización- esté cada vez más cerca de 

explicaciones yio recursos que permitan al individuo en general o 

cuando menos al estudioso, una interacción más sencilla con lo que le 

rodea- 

Otra de las consecuencias de la especialización de las disciplinas 

es el cúmulo de información generado por ellas, de las que podríamos 

decir que en los sistemas electrónicos de información se pueden 

cuantificar por decenas y aún en centenas diarias de megas, entre 

repor les de investigación, artículos y ensayos especulativos; lo que 
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hace humanamente imposible el mantenerse informado, del diario 

acontecer en la disciplina que -a título personal- hemos elegido. 

De esta manera, podemos afirmar que comparando la 

acumulación de información en el área disciplinar de nuestro interés 

con la parte de la que estamos enterados, resulta que aonios, por 

estudiosos que seamos, cada vez más ignorantes. 

El corolario anterior tiene relación directa con dos cosas: el 

volútnen de información disciplinar generado diariamente y la 

complejidad inherente a ella, de las que podríamos afirmar no sólo que 

son crecientes, sino que además, tienen una tasa de crecimiento 

creciente. 

Si como antes he afirmado, la información disciplinar crece y se 

desarrolla con grados de complejidad creciente, con tasas de 

crecimiento también crecientes y asumimos la imposibilidad humana de 

mantenerse actualizado en los inés recientes informes y aportaciones de 

la especialidad elegida como el campo disciplinar en el que habremos 

de desarrollarnos intelectualmente, resulta claro que: estarnos ante un 

problema de elección tanto de los fines de la educación como de los 

contenidos y recursos de los que habremos de valernos para ello. 

De esta manera, es ilusorio tratar de enseñar de todo al 

estudiante, incluso si nos propusieramos el enseñar un todo tan pequefio 

como podría ser lo relacionado con alguna especialidad disciplinar. 

Aún más, en el caso en que fiera posible abordar el conocimiento 

del todo -cualquiera que fiera su taniaflo-, el mero abordaje desde una 
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perspectiva stunativa, no asegura necesariamente la articulación de los 
contenidos en una dirección pertinente y competente. 

Este hecho resulta bastante claro cuando examinamos los 
problemas que tienen las empresas con los profesionales que en ella 
laboran, al presentarse la necesidad de innovar sus formas de 
organización para el trabajo, sus formas de interrelación laborales y 
administrativas, etc., entre los que es posible advertir como el principal 
problema, la relativa lentitud del personal -frente a la urgencia de la 
empresa- para aprender las nuevas formas de organización. 

Frente a este problema.grandes empresas se han derrumbado en la 
imposibilidad de sus trabajadores para aprender a aprender de una 
manera continua y autónoma, a pesar de que la práctica tiene, con 
mucho, superioridad lógica sobre una formación teórica escolar en la 
que usualmente no se promueve el uso práctico de los conocimientos 
adquiridos. 

Quiero establecer como un reflejo fundamental de las 
consideraciones hechas en los parágrafos anteriores, el hecho de que la 
sociedad y las comunidades modernas exigen individuos con 
capacidades epistémicas cualitativamente novedosas y sustancialmente 
diferentes, es decir no individuos que posean grandes cúmulos de 
información sino individuos que tengan las habilidades para operar, 
comprender, interpretar y procesar objetos de distintos saberes para 
transferir lo aprendido a otros problemas y a otros campos. 

La postulación anterior, refleja 14 inherente necesidad actual de 
diselo y realización de tina nueva ecología epistémica para lo que 
podr(amos disponer de adelantos tecnológicos como las calculadoras y 
las computadoras, instrumentos que permiten realizar con gran 
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economf a de tiempo y energía psíquica para los docentes -estudiantes y 

profesores-, cantidades masivas de cálculos y procedimientos 

mecanicistas de repetición, dejando el tiempo y la energía 

economizados, para una construcción intelectual más relevante. 

Exigencias advertidas 

Habilidades de acción-Investigación intelectijal. 

La superespecialización de las disciplinas y el consecuente 

correlato de ello en los lenguajes especiales, pone de relieve la urgente 

necesidad de una cultura lingflística más amplia que la que el 

patrimonio social nos lega de manera natural. 

Es un hecho que en nuestro país no hay una tradición de 

lecto-escritura generalizada y que el patrimonio lingiiistico de la 

mayoría de nuestros estudiantes suele ser muy pobre, de tal forma que 

el suponer como en la mayoría de los casos se hace: que estos poseen 

un gran vocabulario, costumbre de leer libros, habilidades para 
abstraer conceptos a partir de una lectura, habilidad para extraer 

información a partir de un texto dado resulta del todo inadecuado, pues 

se está partiendo de una suposición intiuidada, motivo por el cual -entre 

otros- tenemos tan bajos rendimientos escolares. 

Las grandes ausentes de las actividades docentes sistematizadas 

suelen ser las relacionadas con el cultivo de las habilidades 

lingüísticas de oralidad y escritura. 

Las consecuencias de esto se hacen sentir en el aula y en lo 

cotidiano cuando se intenta una socialización mínima de las ideas, 

conceptos, inquietudes, etc., recibiendo como interlocución una 
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oralidad paupérrima y una escritura, que más pareciera la. foto-estática 

de algunos fragmentos de pizarrones, que la expresión genuina e inédita 

-hasta ese iiiomento- del grado de maduración y organización 

conceptual alcanzado por el estudiante que la sustenta. 

La situación se hace desesperada cuando se advierte que cada mm 

de las disciplinas tiene por así decirlo, su propio lenguaje y, además, 

que éste, es no natural. 

No obstante, el recurso primigenio para interactuar con cada uno 

de ellos es sin duda la lengua materna, de cuyo nivel de competencia 

depende con mucho el correspondiente a la interacción con otros 

lenguajes especiales o no naturales. 

Es observable que el problema de la capacitación en las 

habilidades lingüísticas no se aborda de manera sistemática y son 

dejadas más bien al gusto y/o a las casualidades socioculturales, 

resultando más en la miseria que en el enriquecimiento, en lo dialectal 

que en lo general, en lo superficial e inmediato que en lo abstracto. 

En esta situación, es insoslayable la urgente necesidad de asumir 

sisténicarnente la tarea de habilitar a nuestros estudiantes en el uso de 
su lengua materna hasta un nivel funcional y en una gama de habilidades 

lingüísticas, necesarias para el desempeño de estos en su interacción 

con otros lenguajes. 

Algunas de estas habilidades son: leer y comprender diversos 

tipos de textos (científicos, literarios, pol íticos,. etc.); uso adecuado de 

obras de consulta como diccionarios diversos, prontuarios, mapas, etc.; 

rescatur información de los centros especializados  como las bibliotecas 
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y de una manera más general de los bancos de información, lo que 

supone algunas otras habilidades subordinadas como el uso de software 

especializado para el acceso a ellos o bien sobre el uso de tecnología 

diversa como CD-ROM, consultas en hipertexto en Internet, o algunas 

otras de uso más generalizado como consultar ficheros, seleccionar 

lecturas a partir de la información propia para ello como los Indices, 

texto de las solapas, introducción, etc.; de tomar notas, de resumir y 

esquematizar los contenidos de una lectura rara efectos de la 

exposición oral; de elaborar fichas de contenidos, reseflas y ensayos; de 

comprender y elaborar cuadros estadísticos; del manejo de los 

diferentes cuadros retóricos para la producción de escritos escolares en 

lo inmediato y más delante escritos relacionados con su interacción 

social como cartas, discursos, anuncios, comunicados, recados, etc.. 

A estas alturas reitero que la oralidad y la escritura constituyen 

sin lugar a duda, instrumentos poderosísimos para la investigación 

personal y colectiva del grado de organización conceptual alcanzado 

por un individuo o colectivo de trabajo. 

Podría decirse que la competencia de un individuo en su 

expresión oral yio escrita, asegura y garantiza la competencia en el 
nivel de organización conceptual alcanzado por este. 

Por otro lado, la oralidad y la escritura cotnpetentes son 

instrumentos o habilidades de acción-investigación sobre las 

construcciones intelectuales, de donde, podemos afirmar que un 

individuo sabe algo sobre algún objeto de conocimiento cuando es 

capaz de hablar o escribir -con ciertas características como claridad, 

concreción, consistencia lógica, estilo literario, etc.-  sobre ello. 
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• Habilidades para la demarcación y métodos de trabajo 
disciplinares. 

En un nivel jerárquico de aplicación subordinada, están las 

habilidades desprendidas de los lenguajes particulares de las 

disciplinas, refiriéndome con ello a las particularidadés propias del 

discurso en cada disciplina- 

Este renglón es también motivo de desatención 1ingü1sti1co 

funcional generalizada en nuestro sistema educativo, puesto que en las 

actividades docentes no se abordan explícita y sistemáticamente las 

particularidades lingüísticas propias de cada una de las disciplinas 

objeto de estudio. 

Por otro lado, en la mayoría de las actividades docentes se 

aborda el uso del lenguaje especializado de una manera muy pobre en 

lo que se refiere a sus componentes lingüísticas, a decir, sólo en la 

componente sintáctica. 

Este hecho no es casual, sino el resultado -por un lado- de una 

inconciencia colectiva relacionada con las componentes lingüísticas 
básicas y -por otro- de la relativa facilidad que se obtiene al hacerlo de 

esta manera, dejando de lado una componentes semántica y por 
supuesto, una pragtnática ya que es poco probable realizar esta última 

-al menos de manera competente y autónoma- cuando no se sabe de qué 
e habla o se escribe. 

El no tener en cuenta estos invariantes lingüísticos y las 

diferencias morfológicas propias de los lenguajes especiales de las 

disciplinas, trae como corolario natural en la práctica docente un 

abordaje por demás inadecuado de los contenidos propios de cada 



disciplina, pues no es posible estudiar del mismo modo matemSticas 

rque literatura; por otro lado, es todavía menos probable el hacer 

transferencias (le un lenguaje disciplinar a otro, como por ejemplo es,:-

necesario hacer entre la conceptuación desde el punto de vista de la. 

fisica respecto a un fenómeno y la expresión matemática que lo modela- 

Aprender a aprender desde esta perspectiva, supone una 

competencia lingfitstica -tanto de la lengua materna como de los 

lenguajes disciplinares especiales-, constituyéndose el ejercicio 

continuo de la oralidad y escritura en estrategias (le 

acción-investigación para el aprendizaje y la propioceptividad del 

evento constituido por el propio aprendizaje o bien, como un elemento 

de exo-referencia. 

En relación a los métodos de trabajo disciplinares podemos 

íiimar, que corno producto de no abordar sistemáticamente el estudio 

de los invariantes lingtifsticos y las diferencias morfológicas 1nopias de 

las disciplinas, no hay una exhibición de los recursos de los que un 

estudiante puede hechar mano para construir su discurso. 

De esta manera, el aprendizaje (le las regularidades y diferencias 

propias de las disciplinas en el uso (le las funciones lingftísticas COtflO 

medios para acercarse a un objeto de conocimiento especial, quedan 

ocultos en la miseria del discurso docente, que como ante.,; indiqué, esWi 

eneralniente limitado a la componente sintáctica en la mención y uso 

de las concepciones, categorfas, procedimientos y técnicas de las 

disciplinas que se abordan. 

En resumen, la ensefiariza de los métodos debiera darse en el 

ejercicio de la oralidad y escritura en los diversos campos 

(lisciplinares, buscando el uso de los lenguajes especiales y maleruo en 



una dirección abai-cante de sus componentes, a saber: sintáctica, 

semántica y pragmática. 

Finalmente, el aprendizaje individual dé los métodos se logra 

bajo las condiciones del párrafo anterior, en cuanto se logran 

explicaciones conceptuales y/o categoriales; en cuanto se es capaz de 

plantear y resolver problemas propios del nivel escolar; en cuanto se es 

capaz de reportar los diferentes momentos del trabajo de investigación, 

experimental en el laboratorio, bibliográfica o de campo: en cuanto a 

definir condiciones y requerimientos de un problema, de formular 

hipótesis, conjeturas, de demarcar un problema conceptualmente, de 

verificar y/o evaluar la validez de un resultado y defenderlo con una 

argumentación; en suma cuando se es capaz de comunicar y argumentar 

oralmente y por escrito de una manera competente, transformando en 

este saber y hacer su ecología epistémica. 

Es así, que podría postularse el que los fines y compromios de 
las organizaciones e instituciones educativas tuvieran una tarea quizá 

más modesta pero realista y no menos importante: la de asegurar el que 
las actividades docentes de profesores y estudiantes se desarrollen en 

un entorno lingüísticamente rico (competente) y/o en contacto con el 

mayor número de lenguajes posible. 

So/M'are Matemático de la 

Universidad de Arizona 

Los antecedentes, resefia y descripción de mi contacto con este 

software tiene que ver con la necesidad de compartir la existencia de un 
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recurso tecnológico que en mi opinión, puede resultar de invaluable 

ayuda para la docencia en matemáticas en todos los niveles educativos. 

Antedecentes 

En Agosto de 1992, la Universidad de Arizona ofreció dentro del 

programa auspiciado por la National Science Foundation para la 

introducción de tecnología en apoyo a la enseflana de las matemáticas, 

un primer taller para dar a conocer y compartir el Software creado y 

probado por esa universidad a otras universidades en el Consorcio de 

la Universidad de Harvard y colegios de Estados Unidos de 

Norteamérica así como de las regiones aledañas. 

Entre las regiones aledañas se encuentra Sonora, siendo en esa 

ocasión invitada especial la Universidad de Sonora, a la que asistí 

como uno de los dos representantes de ésta última y desde entonces en 

auxilio de los Dres. David Lovelock y David Lomen en la difusión de 

este software al interior de nuestro país. 

A la fecha se ha participado en la organización de dos talleres al 

interior de nuestra universidad y auxiliado a los autores en 

presentaciones en el Centro de Supercómputo del Instituto Politécnico 

Nacional, en el Centro de Ciencias de Sinaloa y en la Universidad 

Autónoma de Yucatán. 

Descripción 

Fliosofla 

La intención de los autores no ha sido crear un "gran paquete" que 

pueda hacer muchas cosas sino el crear un conjunto de programas 



independientes tales que aunque cada uno de ellos sólo permita abordar 

una temática específica, ésta sea atendida de manera realmente amplia y 

eficiente. 

Olio de los aspectos especialmente atendidos es el relacionado 

con la presentación de la interfase gráfica de interacción con el usuario 
en menús homogéneos, de tal manera que basta invertir entre treinta y 

cuarenta y cinco minutos en la capacitación de interacción con uno de 
ellos para que el usuario pueda explorar de manera autónoma cualquier 

otro programa de la colección. 

Las dos ideas anteriores tienen su motivación en el problema que 

se tiene con los grandes paquetes multiusos en los que se emplea 

demasiado tiempo en aprender sus comandos, sólo para que en la 

próxima ocasión se nos hayan olvidado y tengamos que consultar el 

manual. 

En el desarrollo de estos programas, los autores han puesto 

especial énfasis en que las temáticas puedan ser abordadas en la 
medida de lo posible, atendiendo en las representaciones a través de 

los programas, lo que ellos llaman la regla de tres: representación 
gráfica, numérica y analítica. 

Por otro lado las tareas elegidas como problemas de realización 

de software adicional o características especiales para alguno de los 

progininas ya hechos, se obtienen invariablemente de las necesidades 

planteadas por los profesores: a raiz de un problema docente relevante 

o a partir de una idea prometedorti para impulsar tal o cual 

conceptuación en el aula. 
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Es así, que el Software Matemático de la Universidad de 
Arizona, compila la solución de gran cantidad de problemas docentes 

de representación y cómputo matemático. 

Programas 

A la fecha, este software cuenta con alrededor de cincuenta 

programas que permiten apoyar el trabajo de ensflanza y aprendizaje. 

En su organización general podemos precisar tres grandes 
apartados: ARE YOU RIEADY?, SLIDE SHOWS y TOOLKITS; los 
cuales se describen a continuación: 

ARE YOU READY? 

El propósito de este apartado es el poner a disposición de los 
estudiantes una colección de programas de cómputo para que revisen 
aquellos materiales de los cursos anteriores que son esenciales para el 
éxito en el curso que actualmente están llevando. Aún más, los 
programas identifican las áreas débiles y recomiendan una acción 
apropiada (usualmente referenciadas a la colección Schauin, ya que son 
obras de fácil acceso económico y además porque permanecen más o 
menos estables) 

SLIDE SHOWS 

Esta es una colección de imágenes pregrabadas accesibles a 
cualquiera que lo desee, o imágenes de flmciones que usualmente es 
dificil o imposible graficar en el pizarrón. Algunas de ellas están 
animadas y algunas otras hacen acercamientos ("Zoom") sobre la 
gráfica de la fi.mción. 

• TOOLKITS 

Estos son programas que permiten apoyar el trabajo de los 
profesores y los estudiantes tanto al interior como al exterior de las 
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clases. Algunos de ellos alientan el trabajo autónomo proponiendo 
actividades. Todos ellos tiene menús de cortina y están documentados 
en sí mismos con ayudas en línea sensibles al contexto. 

Algunos Ejemplos De Uso 

Fortune 

Uno de los programas más útiles en el Software Matemático de la 

Universidad de Arizona es el denominado P'ortune. 

Su nombre es la contracción de dos palabras del habla inglesa, 

Forn2uia-I'une, (le tal manera que atendiendo al sentido que esta 

contracción pudiera tener, el nombre habla de la posibilidad real de 

"sintonizar" fórmulas. 

Lo antes descrito permite abordar con éxito el problema de la 

determinación de patrones generales de representación gráfica, usando 

el recurso de tornar como semilla generadora a la gráfica de twa 

fimción y =f(x) y a continuación estudiar el patrón de los efectos que 

sobre la gráfica de esta semilla son generados por los parámetros a, b y 

C.  

Enesta dirección, es posible intróducir hasta un máximo de dos 

fiincjones a manera de senmillas genera4oras y estudiar los efectos que 

sobre sus gráficas realizan los cambios  en los valores de los 

parámetros a, b y c. 

En resumen, a partir (le la gráfica de y =j(x), es posible estudiar 

el patrón de efectos sobre la gráfica de ésta, a través del estudio 

dinámico sobre los parámetros de la expresiónyai7-c)+h. 



En el cuadro anterior, la fimción que actué como semilla 

generadora fue la función y = sen .x a la que se ha cambiado de manera 
aislada los valores de a, haciendo que el valor de b y c sea nulo en la 
expresión  = a*sen(xc) +b. 

De manera análoga. es  posible "aislar el efecto de b haciendo 
que a = 1 y  el de c = O, y finalmente para el caso de c, haciendo que b 

0ya =1. 

En las siguientes dos pantallas se presenta lo antes descrito: 



En general, de esta manera es posible desarrollar en los 
estudiantes un cuasialgorihno de graficación de funciones, pCur la vía de 
tomar como semillas generadoras a las gráficas de una. colección 
amplia de funciones, y =1(x), e investigar el efecto tanto local como 
global que ejerce cada uno de los parlunekos a, b y c sobre la gráfica 
de y ---jr.x. ) en la expresión general: y = atf(x-c)+b. 

Otra de las características notables de este programa, es la 
posibilidad de estudiar operaciones entre funciones desde un punto de 
vista gráfico. Esto permite también abordar la creación en el estudiante, 
de otro cuasialgoritmo de graficación de funciones, el correspondiente 
a la graficación de ffinciones a partir de las operaciones propuestas 
entre ellas. 

Como antes se indicó, el programa acepta en memoria la 
definición de un máximo de dos funciones. En una parte del menú del 
programa, es posible elegir alguna de las operaciones entre las dos 
funciones cuya definición ha aceptado, como se ilustra enseguida: 

~o mes.  
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en donde aparecen las gráficas de ftx)  =x, g(x) = y la de 
f(x)—g(x)=x— 

Nótese el menú en el que es posible hacer elecciones, que 

incluyen los casos de conmutación de la diferencia y el cociente así 

como la composición gráfica de funciones. 

Cabe comentar que el desarrollo de cuasialgoritmos de 

graficación no es posible sin la observación de gran cantidad de casos 
y la posibilidad de interacción con ellos en un corto tiempo. 

En este tipo de actividad la computadora resulta de ayuda 

invaluable, pues al reallizar la "aritmética" de valuación de las 

funciones y su representación en el plano, tenemos tiempo de usar el 

cerebro para atender asuntos más relevantes. 



Otra. de sus características de uso es la relacionada con el uso de 
los parámetros para modelar gráficamente el comporamiento límite de 
los cocientes diferenciales, por ejemplo: 

Grafique f(x) = Sen(x+a
a
)-Sen(x)  para diferentes valores de a entre 

-/ y ], excluyendo el a Cuando el valor de a es muy cercano a O, ¿A 
qué función se parece la. gráfica en la pantalla?. Valiéndose de esta 
construcción, graficar la derivada de X 3 . 

En resumen, con este programa es posible desarrollar actividades 
tendientes al abordaje del efecto de los parámetros, identidades, 
desigualdades, derivadas, funciones inversas, aproximación de 
funciones, etc. 

Para concluir, a pesar -por ejemplo- de que el programa no 
proporciona la derivada de la fruición propuesta por uno, es posible 
abordar el concepto de límite y el de derivada ¿cómo? abordando el 
problema de su construcción. 

Así pues, en este (y en cualquiera del apartado Toolkits) 
programa del Software Matemático de la Universidad de Arizona, no 
basta pedir cosas: la mayoria de las veces hay que construirlas, y lo 
importante (ami juicio) es que con ellos, es posible. 

Twiddle 

Este programa permite, al isual que Fortune, graficar 
y=a*fpc-c)-1-b. La diferencia reside eir que Twiddle acepta dalos 
experimentales. 

tAir;fta 188 



Jzew! 

Es posible introducir los datos manualmente o a través de una 

interfase electrónica entre los sensores -que permiten medir distancia, 

temperatura, PH, luminosidad, etc. 
— 

y la computadora 

Este programa permite hacer análisis tanto gráfico como 

analítico, lo que permite formular una hipótesis sobre el modelo 

funcional que podría tener el compórtamiento proporcionado por los 

datos experimentales y verificarlo gráficamente. En resumen, permite 

ajustar una función a. un conjunto de datos. 

En el siguiente cuadro aparecen los datos experimentales 

relacionados con la temperatura de una taza de café conforme transcurre 

el tiempo. En el cuadro aparece también un comentario que permite 

recordar la procedencia de los datos y las condiciones de realización 

M experimento. 
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Una vez "cargados" los datos, es posible representarlos en un 

sistema de coordenadas con el fin de tener una primera impresión de 
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los mismos y explorar la. posibilidad de formular una hipótesis acerca 

del "modelo" de comportamiento. 

; 

De entrada, la opción join (une los puntos con segmentos 

rectilineos) me permite descartar la hipótesis de un modelo lineal, 
puesto que me proporciona una poligonal. 

Sin embargo quedan por explorar -al menos- la posibilidad de 

ajuste de una hipérbola, de una parábola o de una exponencial. A juzgar 

por el tipo (le datos que estamos intentando modelar (temperatura de 

una taza de café conforme pasa el tiempo) no podría ser una parábola 

(concavidad positiva), pues no esperaríamos que dejando enfriar una 

taza de café, su temperalura se incrementara pasado un cierto tiempo. 

Más bien, se esperaría un comportamiento asintótico a la 

tempejatura anibiente conforme transpurre el tiempo, es decir 91) 
92 

esperaríamos que el modelo tuviera una asíntota horizontal a la altura 

lQO 
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de 22 C, por lo que quedan como candidatos una hipérbola o una 

exponencial 

Para este efecto, es posible manipular los datos y analizar los 

primeros los primeros dos cocientes de diferencias tanto de los datos 

tal y como han sido introducidos, como bajo cualquier otra 

transformación sobre ellos, ya que ed posible manipular los de ambas 

variables. 

Consideremos entonces que los datos se comportan de acuerdo al 
modelo hipotético y =ae"+c. 

De los tres parámetros que concurren en la expresión anterior, el 

.más sencillo de determinar es posiblemente c, ya que como antes hemos 

dicho, por la naturaleza del correlato estudiado (temperatura va 

tiempo), es de esperarse que tenga un comportamiento asintótico 

horizontal en c = 22 (lá temperatura ambiente), por lo que ya no nos 

preocuparemos por él. 

Si los datos experimentales se comportan según un modelo del 
tipo y = ae , entonces los primeros cocientes de diferencias del 
correlato logy vs. x, deben acusar un comportamiento más o menos 
constante, lo que es posible verificar inmediatamente, como se muestra: 
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Así pues, dado el comportamiento aproximadamente constante de 

los primeros cocientes de diferencias del correlato logy vs X, nos 

permite apoyar la hipótesis de que el comportamiento de general de los 

datos es de la forma y =ae+c, en la que como antes indicamos c 
debe ser igual a 22 por la naturaleza de los datos. 

Por otro lado, en x = 0, y debe ser igual a 83 según los datos, por 

lo que tenemos que a = 61. 

Para encontrar el valor del parútuetro b, basta sustituir cualquiera 

de las parejas de datos y los valores de los parámetros a y c. De donde 

al sustituir x y y por 14 y  57.8 respectivamente, obtenemos que b = 

-0.038. 

Pe aquí que se proponga como modelo  de comportamiento de los 

datos experimentales, el proporcionado por la función 
y = 6le 0°3 + 22. Con este modelo ep mente, podemos definir la 

1 
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función y graficarla simultáneamente a los datos experimentales para 

visualizar el nivel de ajuste logrado por el modelo propuesto, como se 

muestra enseguida- 

•4 4111 

-. 

Esta primera aproximación se puede mejorar si en lugar de 
introducir el valor de los parámetros calculados algorftmicamente, 
introducimos la expresión general y

, 
y aprovechando que 

ya conocemos de manera muy aproximada sus valores, podemos 

menearlos (twiddle thein) y obtener un mejor ajuste. 

Esto último lo podemos jiiar por la medida del error cuadrático 

medio que aparece a la izquierda de la pantalla, mismo que en la 

gráfica anterior ha sido cuantificado en 8.94. 

La siguiente gráfica fié ajustada manualmente, aunque tomando 

como gula los valores antes calculados, y el modelo obtenido fue 



1 

y = 58e_0 645x + 22, 

para la que el error cuadr1ico medio fié cuantificado por el 

propio programa en 4.09. 

.1 
. .;. 

De donde jn7gam05 que, este modelo proporciona un mejor ajuste 

general que el anteriormente propuesto con base en cálculo algorftmico 

y que, sin lugar a dudas pueden obtenerse mejores. 

Los programas antes resellados, permiten desarrollar modelos 

matemáticos funcionales para gran cantidad de situaciones problema 

Lo que es mejor, ya es posible trauisitr desde la captura. de datos 

experimentales hasta la función que modela ese comportamiento, para 

luego dar respuesta (usando el modelp) a las preguntas que nos 

hagamos en relacion con las variables de interés en el experimento. 



Iterate 

Inicialmente debe ser introducida una función a la memoria de la 

computadora, lo que supone el que la función fix) sea definida, 

proporcionando el valor de x que va a servir como semilla de la 

iteración del proceso, proporcionadndo el valor máximo y mínimo que 

se desea examinar, y, si la definición de J(x) incluye a o b, se espera 
que usted proporcione sus valores. Por ejemplo si usted define la 
función fi'x) = ax(1 - x), podría indicar ax = .9, como el valor inicial, 
el valor mínimo de  = O, el máximo  = 1 y  el valor inicial de a = 2.2. 

El programa dispone de ocho rutinas de iteración, llamadas 
Numen cal Iterates, Piot Iterates, Successive Iterates, GraphicoJ 

Analyzis, Attractors, Densuty Distnibution Analysis, Initial Data 

Dependence y Orbit Diagrwns. 

Numen cal Iterates. Esta rutina genera los valores de las 
recursiones del proceso definido porfl), empezando con el valor de x 
propuesto como semilla inicial. 
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Plot iterates. Esta rutina construye una gráfica del correlato entre 
la n-ésima iteración de j(x) valuada en xo  denotada comúnmente por f 
(x0 ) y x. En ella, las cruces representan las coordenadas de ( n , f (x0 ) 
). Para la función ejemplificada antes, es sencillo mostrar que después 
de un cierto número de iteraciones, las siguientes convergen a un valor 
entre .5 y .6. 

• 

u 

A continuación pueden construirse las gráficas corespondientes a 
grupos sucesivos de cien en cien iteraciones. Los valores de x, a y b, 
pueden ser cambiados y obtener lá nueva gráfica En particular, si 
cambiamos el valor de a a 3.2 y repetimos este proceso, tenemos un 
ejemplo de duplicación de periodo. 

• A • 
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Successive iterates. Esta es una rutina que construye la gráfica de 

J(x) donde el rango y el dominio han sido seleccionados 

automáticamente. El valor incial de x x0, no es usado. Superimpuesta a 

esta gráfica estarán las gráficas de las sucesivas composiciones deJ(x). 

Para la función en el ejemplo, se puede observar fácilmente que 

la parábola inicial está siendo "achatada" más y más, est2bilizándose la 

"mesa" a la altura de un valor entre .5 y  .6. Pata la gráfica de las 

iteraciones sucesivas fue usado el valor inicial de x = . 9.  

It 

:)M ' 

Finalmente si cambiamos a = 3.2 y repetimos ete proceso, 

tenemos otra representación visual de un ejemplo de duplicación de 

Periodo. 

'Y 

'e 
Y.' 
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Graphi cal Analysis. Esta rutina construye una gráfica. inicial de 

j(x), donde el rango ha sido seleccionado automáticamente igual al 

dominio y superimpuesto a todo esto la gráfica de la línea y = x. Su 

valor inicial es usado ahora para generar la suceción de composiciones 

de f(), usando un diagrama de "telaraña (cobweb-like diagram). Para 

la fimvión del ejemplo, la "telaraña" converge rápidamente a un número 

entre .5 y  .6. 

Si cambiamos a = 3.2 y repetimos este proceso, la rutina nos 

proporciona otra representación de la duplicación de periodo. 

WkOil-Y.98 
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Attractors. Esta rutina grafica los "atractores" de una función, 

esto es, una gráfica de .x (horizontalmente) vs f(x) (verticalmente). Da 

inicio con los valores unciales de a y x, itera 200 veces la función y 

luego grafica los siguientes 50 valores de la iteración en la pantalla 

J*'nzity Distribution Aíialyzis. Esta rutina grafica la "densidad de 

la distribución" usando el valor inicial .x0. El usuario es requerido por 

el número de subintervalos que desea usar (de 2 a 250). Conforme cada 

iteración es calculada, esta es puesta en los subintervalos del dominio 

construyendo de esta manera un histograma Esta operación continúa 

hasta que uno de los subintrevalos contiene 200 datos. Después de que 

el histograma es construido, usted puede iterar un conjunto de puntos 

tomado de esta distribución. 

La computadora cuenta el número de puntos que hay en cada uno 

de los subintervalos. Enseguida hace una iteración sobre estos puntos, 

donde cada punto es tomado de los subintervalos originales en 

proporción a la altura de cada barra en los subintervalos. En la parte 

media superior se muestra el histograma viejo y el la mitad inferior se 

muestra el histograma iterado. Esto es usado para ilustrar el concepto 

de invariancia de la medida 

Initial Data Dependence.. Esta rutina está diseñada para 

demostrar la "sensitividacl" a las condiciones iniciales. Se espera que 

usted proporcione dos valores iniciales (x1  y x2) y entonces estos y sus 

iteraciones son graficadas una contra otra 

Orbif Diagrams. En esta rutina, si la función definic$a contiene al 

parámetro a, le será requerido el valor mínimo y máximo de a. El valor 

inicial de a será ignorido. A continuación se obtiene una gráfica de y 

contra a (a lo largo del eje x). Empezundo con su valor injial de x, son 
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calculadas las primeras 200 iteraciones pero no se grafican sino las 

siguientes 50 para cada valor de a. Si para la función del ejemplo, 

usted escoge a desde 2 hasta 4, se puede ver en la gráfica que en 2.2 las 

50 iteraciones están todas en el mismo punto, entre .5 y .6., mientras 

que en 3.2 oscilan entre dos valores diferentes. 

e f4,ir11, 

Otras rautas del Me,,ú principal 

Los programas que hasta aquí han sido someramente comentados, 

corresponden a la opción a. Toolkits en el menú principal del Software 

Matemático de la Universidad de Arizona 

La segunda opción en ese menú, b.Are You Ready?, agrupa a 

ocho programas que ponen a prueba al estudiante al proporcionarle una 

batería de diez cuestiones en el formato de opción multiple, con el fin 

de que auxilíandose de lápiz y papel elija alguna de las respuestas 

propuestas. Los programas son denominados genéricamente "R U 

Ready For, y los hay para intermediate Álgebra?, College 

200 
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Álgebra?, Calculus 1?, Bussines Calculus?, AP Calculus (AB)?, 

Calculus II?, Calculus 111?, ODEs?.. 

La pantalla carátula, típica para esta sección de programas, es 
como la que se muestra enseguida en la que aparece desde una frase 

célebre para inspirar al trabajo hasta un menú de epciones para 
emprenderlo. 

La siguiente pantalla corresponde al formato tlpicc de las 
preuntas que se hacen, en este caso de Calculo ifi, en su opción de 

flrncones. 
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En la opción e. Mide Shows del menú principal, se encuentran 

pregrabaclas (es decir no interactivas) algunas deinóstraciones de 

algunos tenias frecuentes en educación matemática Entre ellos podemos 

encontrar la exhibición de una argumentación gráfica plausible para la 

regla de la cadena. En la siguiente figura, desafortunadamente se ha 

perdido el sentido dinámico de la demostración. 

En la opción d. Teacher Aids, encontramos algunas 

demostraciones interactivas, entre las que se cuenta la demostración 
dinámica de la variación de los valores del seno y el coseno conforme 

varía el angulo central en un un círculo unitario. 

= = 

1 
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No obstante mi esfuerzo, la riqueza de lo dinniico se ha perdido 

en la figura estática anterior, as¡ que lo mejor es que el lector consiga y 

use el programa. 

Comentarws 

En este capitulo se han mostrado argumentos que evidencian tanto 

la necesidad de nuevos recursos tecnológicos en eucación matemática, 

como la existencia. de satisfactores para esta necesidad. 

En esta situación en la que necesidad y satisfactores están 

identificados en su existencia y factibilidad, queda pendiente la 

existencia del eslabón que les daría sentido a ambas cosas: el usuario. 
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Auexo  
THE UNIVERSITY OF 

ARJZONA 
TUCON ARIZONA 

Software matemático do la 

Universidad de Arizona 

Podemos ubicarlo dentro de tres apartados: ARE YOU 
REAI)Y?; SLLDE SHOWS y TOOLKITS 

ARE YOU READY? 

El propósito de estas series es el poner a disposición de los 
estudiantes una colección de programas de cómputo para que revisen 
aquellos materiales de los cursos anteriores que son esenciales para el 

.O5 
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éxito en el curso que actualmente están llevando. Aún más, los 
programas identifican las áreas débiles y recomiendan una acción 
apropiada. (usualmente referenciadas a la colección Schauzn, ya que son 
obras de fácil acceso económióo y además porque no son revisadas 
periódicamente). Programas disponibles: 

ARE YOU READY FOR INTERMEDIATE ÁLGEBRA? 

ARE YOU READY FOR COLLEGE ÁLGEBRA? 

ARE YOU READY FOR CALCULUS? 

ARE YOU READY FOR BUSINESS CALCULUS? 

ARE YOU READY FOR AP CALCULUS (AB)? 

ARE YOU READY FOR CALCULUS II? 

ARE YOU READY FOR CALCULUS ifi? 

ARE YOU READY FOR ODES? 

SLLDE SHOWS 

Esta es una colección de imágenes pregrabadas accesibles a 
cualquiera que lo desee. Estas son imágenes de funciones que 
usualmente es dificil o imposible grafloar en el pizarrón. Algunas de 
estas están animadas y algunas otras hcen acercamientos ("Zoom") 
sobre la gráfica de la función: Programan disponibles: 
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FUNCTIOINS. Este consiste de gráficas de fimciones usadas 
frecuentemente en cálculo, tales como Sen(1/x), xSen(1/x), Sen xix, y 
aquel viejo discurso de una función continua en todas partes pero no 
diferenciable en parte alguna. 

TROUBLE. Este programa demuestra el peligro asociado al 
graficar una función mediante el recurso de ubicar un número 
"suficiente" de puntos y luego juntarlos con una línea. 

NEWTON'S METHOD. Muestra la aplicación del Método de 
Newton gráficamente. Algunas imágenes muestran como funciona, 
mientras que otras ejemplifican casos donde se obtienen errores. 

TAYLOR SERIES (SLI]JE SHOW). Se muestran imágenes de las 
expansiones polinomiales de varios grados correspondientes a exp x, 
Sen x, Cos x, etc. Contiene también algunas demostraciones visuales de 
convergencia y divergencia 

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS. Contiene ejemplos 
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, incluyendo una familia 
uniparamétrica de curvas, la población de US y el crecimiento 
logístico, el etifriimniento del café y la ley de Newton, los métodos de 
Euler y Runge Kutta y su fiabilidad, vibraciones no amortiguadas, 
construyendo una función a partir de su serie de soluciones y funciones 
de Bessel. 

SERIES DE FOURIER (SLIDE SHOW). Se muestran las sumas 
parciales de Series de Fourier para la onda triangular, la onda 
cuadrada, la onda de dientes de sierra, la expansión en cosenos del Sen 
x, y una onda cuadrada interrumpida- Se muestran el fenómeno de Gibbs 
y otros de convergencia no uniforme. 

VIBRATING STRING. Este es un conjunto animado de imágenes 
que muestran cómo se genera una onda estacionaria a partir de dos 
ondas que se desplazan. 
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PDE1, PDE2 Y Pl)E3 (Tres discos) Se muestra la solución 
exacta de una ecuación de onda para tres condiciones iniciales 
diferentes. (PDE1 una joroba suave, PDE2 una función escalón, PDE3 
una joroba triangular). A continuación son superimpuestas varias 
aproximaciones numéricas sobre la solución exacta de tal forma que 
pueden ser vizualizadas la precisión y estabilidad del esquema 
numérico. 

TOOLKLTS. 

Estos son programas que permiten apoyar el trabajo docente de 
los profesores y los estudiantes tanto al interior como al exterior de las 
clases. Algunos de ellos alientan el trabajo autónomo proponiendo 
actividades. Todos ellos tiene menús de cortina y están documentados 
en sí mismos con ayudas en línea que son sensibles al contexto. 

BAYES'S THEOREM. Tiene que ver con probabilidades, con 
probabilidades condicionales y con el Teorema de Bayes y cómo 
pueden ser usados para la Búsqueda y Rescate de un individuo perdido 
en un ambiente hostil. 

COMPLEX NUMBERS. Despliega gráficamente la suma, el 
producto, el cociente, el conjugado, etc. de números complejos. 
También posee un apartado lúdico para probar el entendimiento del 
usuario sobre estos conceptos. 

CONICS. Este programa proporciona las gráficas de las cónicas 

como casos particulares de la ecuación general de segundo grado. Las 

constantes que se usan usualmente en esta fórmula, pueden ser 

cambiadas y las curvas pueden serexhibidas de nueva cuenta. Contiene 

también demostraciones que muestran la construcción de las cónicas. 

DIVISION ALGOR1THM. El usuario propone polinomios reales 
con coeficientes enteros. Este paquete le ayudará a encontrar el MCD, y 
también a ejecutar el algoritmo de Sturni y la identidad de Bezout. Los 
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coeficientes de todos los polinomios son almacenados y mostrados 
como números racionales. 

FEUIRBACH'S THEOREM. Le permite experimentar con el 
tamaño de un triángulo y ver los círculos inscritos, excritos, 
circumscritos y el círculo de los nueve puntos. Está digefiado para dar 
una representación pictórica del Teorema de Feurbach. 

F1NDPOLY. Le proporciona al estudiante cualquier información 
acerca del polinomio seleccionado (su gráfica, su derivada, sus ceros, 
su valor) excepto cuál polinomio es. El estudiante tiene que identificar 
el polinomio. Diseñado para Cálculo 1. 

FORTUNE. Este paquete permite ver simultáneamente las 
gráficas de f(x) y de g(x) con parámetros a, b y c. Enseguida los 
parámetros pueden ser sintoni7idos ("tuned") y las gráficas 
reconstruidas con los nuevos valores de los parámetros. Contiene 
algunas actividades. 

FOURIER SERIES (TOOLKIT). Construye los primeros 20 
"polinomios" de Fourier de las series de Fourier de f(x). El programa 
computa los coeficientes de Fourier numéricamente o bien, el usuario 
puede proporcionarlos explícitamente. 

HISTOORAM. Calcula la media, mediana y desviación estándar 
de un conjunto de datos. Genera también un histograma, una gráfica de 
barras, una gráfica de caja y bigotes (box and whisker piot) y una 
gráfica de tallo y hojas (stem and leafplot). 

IDENTIFY. Un programa que permite probar cuándo un 
estudiante puede identificar firnciones polinomiales, funciones 
racionales, funciones trigonométricas, funciones exponenciales y 
logarítmicas. La computadora proporciona la gráfica de una función 
elegida del banco de flinciones del programa El estudiante debe 
identificar esta función. Disefiado para pre-cálculo. 
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IMPLICIT FUNC'IIONS. Proporciona la i1fica de hi inc1one 
implícitas de la fomagx,y)Q y las e.wv de nivel pni Rupet-ficieg tic 
la forma zfx,y). 

INTEGRAL. Ejecuta la integración numérica de fx) usando 
varias técnicas (extremo izquierdo, extremo derecho, punto medio, 
trapezoidal, Simpson, Romberg, Gauss y Monte Carlo). 

INTERPOL. Puede ser introducido un conjunto de datos y 
entonces pueden ser superimpuestas las gráficas de diversas 
interpolaciones (incluyendo la interpolación de Lagrange y la de tiras 
cubicas [cubic splines]). 

I11RATE Proporciona iteraciones de f(x) definidas hasta con 
dos parámetros a y b. El programa proporciona respuesta numérica y 
gráfica. Permite graficar los diagramas de órbitas y el análisis gráfico. 
Contiene actividades con algunas ideas. 

LIMITS. Este programa permite evaluar (por abajo, por arriba y 
bilnternlmeiite) el limito de f(x) a medida que x toma valores más 
cercanos a un número dado o a medida que x crece sin limite. 

LINALG Este es un paquete amplio de álgebra lineal que permite 
realizar manipulaciones de vectores u matrices. Contiene actividades e 
ideas. 

LINEINT. Este programa permita crear trayectorias en el plano 
xy y vn1unr numricumente integrales de linea a lo largo de las 
trtyoctorias definidas. 

LINSYS. Permite resolver gráficaipente sistemas de ecuaciones 
lineales con das incógnitas. Diseflado para College Álgebra. 

OLDES. Este programa permite graficar las soluciones numéricas 
de ecuaciones diferenciales ordinarias de 10 y 20 orden con parámetros 

2f0 
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a, b y c. Entonces estos parámetros pueden ser sintonizados ("tuned") y 
la gráfica reconstruida 

POLAR EQUATIONS. Este programa permite graficar 
ecuaciones polares y ecuaciones paramétricas bidimensionales que 
continene parámetros a, b y c. A continuación estos parámetros pueden 
ser sintonizados ("tuned") y la gráfica reconstruida 

ROOTFIND. Este programa calcula las rif ces reales de í(x) 
usando varias técnicas (bisección, Newton, secante, falsa posición). 
También proporciona la gráfica de fi(x) de tal forma que la raíz pueda 
ser determinada" a ojo". 

SEQUENCE. Este programa despliega los valores de la sucesión 
a(n) y sus sumas parciales, ambas numéricamente y gráficamente. 
Contiene un demo de la prueba del Teorema del nuevo arreglo de 
Riemann. 

S]IMPLEX. Este programa ejecuta el Método Simplex en tres 
modos diferentes, a saber: la computadora ejecuta el método y muestra 
la respuesta, la computadora ejecuta el método y muestra los pivotes o 
el usuario ejecuta el método paso a paso usando la computadora. 

SLOPES. Este programa permite graficar, los campos 
direccionales y las curvas integrales (por el Método de Euler o el de 
Runge Kutta 4) para ecuaciones diferenciales de primer orden, 
dy/dxF(x,y)/G(x,y). 

SYSTEMS. El programa grafica las soluciones numéricas de un 
sistema de hasta 6 ecuaciones diferenciales ordinarias con parámetros. 
Estos parámetros pueden ser sintonizados ("tuned") y la gráfica de la 
solución reconstruida. También pueden ser graficados una expresión y 
un conjunto de datos proporcionados por el usuario. 
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TAYLOR POLYNOMIALS (TOOLK1T) El programa permite 
graficar los primeros 20 polinomios de las series de Taylor de la 
función gx) alrededor de x0. El usuario proporciona los coeficientes 
explícitamente. 

TRUTH TABLES. Este programa. permite desplegar en pantalla 
las tablas de verdad de expresiones construidas a partir de 
propomi fjivnop miííiljlog p q y r con las operaciones: or, and, not e 
irnplies. 

TWIDDLE. Este programa permite graficar f(x) con parámetros a, 

b y c. A continuación, estos parámetros pueden ser "meneados" 

("twiddled") y lagráfica de la fimción reconstruida con los nuevos 

valores. Permite ajustar una función a un conjunto de datos. Contiene 

actividades con ideas. 

TWODMAPS. Este programa está dedicado a las 
transformaciones afines bidimensionales. El usuario puede 
experimentar con fl'actales, encontrar eigen valores "a ojo", mostrar 
los efectos de un mapeo sobre un conjunto de puntos y muestra la 
solución de un conjunto de dos ecuaciones lineales. 

UNITS. Este es un paquete numérico que permite convertir 
unidades de un sistema a otro. 

VENN DIAORAMS. Este programa despliega gráficas de 
uniones, intersecciones, complementos, etc., de las expresiones 
proporcionadas por el usuario. También posee características lúdicas mi 

que permiten probar el entendimiento del usuario sobre estos 
conceptos. 

VOTE. Este programa permite experimentar con cuatro diferentes él 
métodos de voto: el Método de Pluralidad, el Método de Conteo 
Borda, el Método de Pluralidad con Eliminación y el Método de 
Comparación de Parejas. 
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A continuación se listan algunos cursos y se identifican lo 
paquetes (toolkits) en tos que podrían apoyarse: 

ÁLGEBRA: Complex Numbera, Fortune, Itnplicit, Identifj, 
Iterate, Linalg, Linsys, Rootfind, Twiddle, Unita, Venn. 

TRIOONOMEI'RÍA: Fortune, Polar, Twiddle. 

CÁLCULO 1: Findpoly, Fortune, IdentiIj, lmplicit, Integral, 
Interpol, Iterate, Limita, Linaig, Oldes, Rootfind, Siopes, Twiddle, 
Units. 

CÁLCULO 2: Fortune, Fourier, Itnplicit, Integral, Polar, 
Sequence, Taylor, Twiddle. 

CALCULO VECTORIAL: Imp1icit, Lineint, Polar. 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: Fortune, 
Imp1icit, Integral, Oldes, Rootfind, Siopes, Systems, Taylor, Twiddle. 

ALGEBRA LINEAL: Linalg, Linsys, Simplex, TwoDMaps. 

MATEMÁTICAS FINiTAS Y DISCRETAS: Linalg, Simplex, 
Venn. 

CÁLCULO AVANZADO: Fourier, Sequence, Taylor. 

ANÁLISIS NUMÉRICO: Fourier, Implicit, Integral, Oldes, 
Rootfind, Siopes, Taylor, Twiddle. 
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MATEMÁTICAS ELEMENTALES PARA PROFESORES: 
Complex Numbera, Division Algorithm, Interpol, Venn. 

COMENTARIOS GENERALES. 

Cada uno de los paquetes relacionados en este documento han 
sido instalados en módulos independientes por lo que es posible 
accesar al directorio de interés para el usuario copiarlo directmente 
desde el servidor a su diskette para su uso personal. Se transcribe a 

continuación la leyenda que aparece en el documento original en el que 
se autoriza a cualquier usuario a copiar libremente el software además 

de algunas especificaciones relacionadas con los requerimientos 
técnicos para correr los programas. 

A!l software runs under A4,5-DOS (IBM compatible) version 3.1 
or greater, and usually requires 640 K and a CGA card. You may 
dist rl bufe this software freely as long as there is no charge invol ved 
other than a reasonable duplication and medias cozts (nat fo exceed 
$8). 

F'orfiirther information contact: 

Mathemafical Software, 

Department ofMathematics, 

University ofArizona, 

Tucson, AZ 85721. 

(602) 621-6892. 



Este documento es una traducción del documento de nombre 
SOFTWARE, que ha sido cargado en el servidor al momento de la 
instalación del Software Matemático de la Universidad de Arizona, 




