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Presentacion

El crecimiento y decaimiento exponenciales son caracteristicas esenciales de fendbmenos
naturales cuyo estudio es demandado por diferentes especialidades de las ciencias y las
ingenierias. En las mateméticas mismas, como es el caso del curso de Ecuaciones
Diferenciales, en el cual las primeras aplicaciones que se presentan de manera tradicional
son los modelos de crecimiento y decrecimiento que tienen asociados una funcién
exponencial del tipo N(t) = Nye*t, lafalta de familiaridad con el comportamiento de estas
funciones por parte de muchos estudiantes hace que el andlisis e interpretacion de los
resultados practicos descritos por el modelo no le sean significativos.

El conocimiento de este tipo de funciones se considera atal grado importante que el NCTM
(National Council of Teachers of Mathematics, 2000), ha recomendado la insercién en la
curricula matematica del bachillerato de topicos relacionados con las funciones
exponenciales y su estudio en contextos reales. el comportamiento de las funciones
exponenciales y el concepto de razdn de cambio proporcional al valor de la funcion.

El nimero e se utiliza para modelar précticamente la mayoria de los procesos naturales de
crecimiento o decrecimiento, por medio de distintas funciones relacionadas con él
(Gompertz, hiperbdlicas, logistica, etc.) y particularmente de las funciones exponenciales
del tipo N(t) = Nyekt.

El estudio de las funciones exponenciales y Iogarl’tmicas esta presente dentro de los cursos
de matemdticas basicas de nivel superior en el Areade Ciencias e Ingenieria asi como en el
Areade Ciencias Econdmicas y Administrativas de la Universidad de Sonora.

En el presente trabgjo originalmente nos propusimos disefiar una secuencia didactica parala
introduccion y desarrollo en el aula de la funcion exponencial con base e (N(t) = Nyekt),
utilizando como herramienta didéctica la calculadora Voyage 200. Este tratamiento resulta
inalcanzable si no se involucra simultdneamente el estudio de las funciones logaritmicas.
También, hemos considerado que antes de abordar el estudio de las funciones
exponenciales con base e, con €l fin de lograr que este sea significativo se recomienda en
esta propuesta estudiar las funciones exponenciales con base arbitraria (P(t) = Pyat) asi
como también las funciones logaritmicas de base arbitraria.

Por otro lado, un aspecto importante que hemos considerado se refiere a que los objetos
mateméticos son susceptibles de representarse en diferentes modos, formas o sistemas. La
nocion de representacion se utiliza sistematicamente en Educacion Matemética desde la
década de los 80's. Existen distintos enfoques tedricos que permiten un acercamiento a la
nocién de representacion: representaciones (Janvier, 1987), juegos de marcos (Douady,
1986), sistemas de notacion (Kaput, 1992, 1994), registros de representacion semidtica
(Duval, 1998), entre otros.

Aungue los primeros tres puntos de vista mencionados anteriormente explican, cada uno a
su manera, la relacion que existe entre las representaciones y el aprendizaje de las
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Presentacion

matematicas, en este trabajo nos hemos inclinado por el cuarto enfoque, conocido como
Teoria de las Representaciones Semidticas, por las razones gue se exponen mas adelante en
el Capitulo Dos.

Para el concepto de funcion existen al menos cuatro representaciones asociadas a éste: la
representacion analitica, latabular, lagréficay la verbal. La expresion analitica se relaciona
con la capacidad simbdlica, principalmente con el élgebra; la tabla se relaciona con el
pensamiento numérico; la grafica se relaciona con las capacidades de visualizacion y tiene
gue ver con el pensamiento geométrico; finalmente, la expresion verbal se relaciona con la
capacidad linglistica, fundamental tanto para interpretar y relacionar las otras
representaciones, como para el planteamiento y discusion de un problema matematico, o la

validacién y comunicacion de su solucion.

Muchos investigadores, desde perspectivas tedricas distintas, afirman que las
transformaciones entre los distintos sistemas de representacion asociados a un objeto
matematico pueden facilitar la emergencia de dichos objetos en los sujetos (Janvier, 1987;
Douady, 1984; Kaput, 1992; Font, 2000, 2001, 2002: en Del Castillo, 2004) para Duval
(1998) la conversion ente los distintos registros de representacion semidtica es
indispensable para la aprehension de los objetos mateméticos.

Numerosas investigaciones en el campo de la Matemética Educativa han puesto de
manifiesto que existen dificultades persistentes en los estudiantes, ligadas, a la construccion
del concepto de funcion. Artigue (2000) sintetiza y presenta algunos resultados de
investigaciones didacticas, y en lo que se refiere al concepto de funcién, encuentra que
existen dificultades para relacionar los diferentes registros de representacion semidtica
(Duval, 1995): verbal, tabular, grafica y expresion algebraica o analitica. La falta de
habilidad y conocimiento de los estudiantes para realizar la conversion entre los diferentes
registros de representacion ha sido identificada como una de las principales dificultades
para el aprendizaje de las matematicas.

Como consecuencia de lo anteriormente descrito, la organizacion para el desarrollo de este
trabajo de tesis la hemos clasificado en dos partes, una anterior al disefio y el disefio mismo,
cada una de éstas corresponde a tareas muy diferentes, pero como se verd, necesarias para
la realizacion del mismo. En la primera parte, con el fin de comprender con mayor
profundidad el tema y rescatar significados que han desaparecido del discurso escolar
investigamos en distintas fuentes (Maor, 2006; Ferrari, 2001; Confrey, 2000; Cantoral,
1983), el desarrollo histérico de los conceptos de logaritmo y funcidon exponencial
buscando los interrogantes y debates que se produjeron, las controversias que suscitaron, la
evolucion de sus desarrollos y su consolidacion en la estructura matematica. Nuestro interés
era identificar los momentos relevantes, significados y sentidos que pudieran haberse
diluido y que nos proporcionan bases 0 elementos para nuestros disefios.

La segunda parte de nuestro trabgjo, y propuesta central del mismo, consiste en el disefio de
la secuencia de actividades didécticas para el tratamiento de las funciones exponenciales y
logaritmicas, mediante la cual se pretende abordar el estudio de estas funciones a partir de
problemas précticos con el propdsito de estimular el interés del estudiante y de que sea
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Presentacion

capaz de desarrollar modelos mateméticos en este contexto. Segun Sierpinska (1992), la
identificacion de los cambios observados a nuestro arededor como problemas précticos a
resolver y de las regularidades en las relaciones entre cambios, como una manera de tratar
con €llos, constituyen los mas importantes “actos de entendimiento” del concepto de
funcion. Ignorarlos como condiciones necesarias para el desarrollo de esta nocion en los
estudiantes, significa estar frente a un obstéculo inherente a la concepcidn de las
matematicas, a su filosofia, pues implica considerar que a esta disciplina no le conciernen
los problemas préacticos, lo cual evidentemente acarreara connotaciones didécticas a la hora
deintroducir y desarrollar estetema en el aula

El disefio de nuestra secuencia pretende promover la articulacion dinamica de los distintos
registros de representacion: verbal, tabular, gréfico y analitico, asi como el realizar un
tratamiento adecuado en cada registro de representacion, utilizando como herramienta
didactica la calculadora Voyage 200. “Cuando un estudiante tiene acceso a todas las
representaciones de un objeto matemético, es capaz de identificarlas, darle un tratamiento
adecuado en cada registro de representacion y ademas hacer una articulacion coherente de
los diferentes registros de representacion sin contradicciones, el estudiante puede acceder a
ese conocimiento y apropiarselo” (Duval, 1998). Sin embargo, como antes se menciono,
esta articulacion entre diferentes registros de representacion no es espontanea, y debe por
tanto ser objeto explicito de ensefianza.

Esta claro que el estudio exhaustivo de los tratamientos y conversiones entre las diferentes
representaciones de una nocién matematica es una tarea demasiado complicada si se le
aborda sin contar con el apoyo en algun recurso tecnoldgico. En la actualidad, la tecnologia
computacional existente hace posible la vinculacion de distintas representaciones de los
conceptos matematicos y particularmente de las funciones. Las calculadoras simbdlicas
permiten la exploracion dinamica de todas las conexiones entre los diferentes registros de
representacion. Esto da lugar a que € estudiante haga un andlisis més detallado de los
factores que intervienen en el problema que se esté andlizando y de su significado,
centréndose asi en la interpretacion de lo que esté realizando y no en la gjecucion de
célculos repetitivos y tediosos.

Los estudiantes que usan CAS (Computer Algebra System) pueden generar fécilmente
representaciones graficas de los problemas, manipular representaciones algebraicas y
analizar representaciones numeéricas. Esto puede ayudar a los estudiantes a construir
articulaciones o interconexiones entre las diferentes formas de representacion aumentando
asi su comprension.



Capitulo 1

Introduccion

El presente documento congtituye una Tesis de Maestria en Mateméatica Educativa en la
modalidad de Desarrollo Docente. Las ideas iniciales que guiaron su elaboracion surgieron
durante el desarrollo del Diplomado “El Uso del Sistema de Computo Simbdlico Voyage
200 como Recurso Didactico”, realizado durante los semestres 2003-2 y 2004-1, como
parte del Programa de Actualizacion de Profesores del Departamento de Mateméticas de la
Universidad de Sonora, un proyecto apoyado por CONACY T y Texas Instruments.

Uno de los trabajos que como participante realizamos durante este Diplomado consistio en
el disefio de una secuencia didéactica cuyo propdésito era promover la articulacion de las
diferentes formas de representacion (verbal, tabular, grafica y analitica) en el estudio de la
variacion exponencial con base arbitraria (y(x) = a - b*, con b > 0), utilizando como
herramienta didactica la calculadora Voyage 200. En estos disefios se privilegio que el
analisis de la variacion referida surgiera de manera natural de una situacion problemética
del mundo real, con el proposito de estimular €l interés del estudiante y de que fuera capaz
de desarrollar modelos matematicos en este contexto.

Dicha secuencia const6é de ocho actividades didacticas, cuatro de crecimiento y cuatro de
decrecimiento exponencial, ya que se consideraron los siguientes cuatro casos. cuando la
informacion inicial sobre el fendmeno de variacion esta dada mediante 1) una tabla de
datos, 2) una descripcion verbal, 3) unagraficay 4) un modelo tedrico, expresado mediante
una formula. A través de cada uno de estos registros de representacion se intentd promover
la apropiacion de técnicas mateméaticas y computacionales que permitieran el cdlculo de los
pardmetros que figuran en el modelo algebraico correspondiente a este tipo de variacion.
Por lo tanto, se pretendid que los estudiantes reconocieran la variacion exponencial en
cualquiera de los cuatro registros de representacion, que fueran capaces de darle un
tratamiento adecuado en cada uno de éstos, asi como lograr la articulacién de un registro de
representacion a otro apoyados en todo momento de la calculadora smbdlica.

A partir de este trabajo surgieron otros dos trabajos similares. El primero de ellos fue una
Tesis de Maestria en Matemética Educativa desarrollada en el Departamento de
Mateméticas de la Universidad de Sonora (Rascon, 2007). El segundo fue una Tesis de
Licenciatura en Matemédticas, opcion Matematica Educativa, desarrollado en la Unidad
Académica de Matemédticas de la Universidad Auténoma de Zacatecas (Flores, 2009).
Ambos trabgjos consistieron basicamente en la adaptacion, complementacion y aplicacion
de una secuencia didéctica para el estudio de la variacion exponencial (sin incluir el
estudio de las funciones logaritmicas), tomando como base nuestro disefio del Diplomado.
Su objetivo principal fue apoyar y guiar a los estudiantes para lograr la articulacién de los
diferentes registros de representacion de la variacion exponencial con el apoyo de la
calculadora simbdlica. El primero de ellos hizo hincapié en la articulacion de las
representaciones tabular y analitica, mientras que el segundo puso énfasis en la articulacion
de las representaciones verbal y analitica. En general los resultados obtenidos en ambos
casos fueron favorables, ya que se logré que los estudiantes reconocieran la variacion
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Introduccion

exponencial en cualquiera de sus registros de representacion, asi como que realizaran la
conversion de un registro aotro.

El abordaje curricular de las funciones exponenciales como modelo de un tipo
importantisimo de variacion fisica, sin embargo, contiene un momento didéacticamente
conflictivo. Se trata de la introduccién del nimero e. Este nimero se utiliza para modelar
practicamente la mayoria de los procesos naturales de crecimiento o decaimiento, por
medio de distintas funciones relacionadas con dicho nimero (Gompertz, hiperbdlicas,
logistica, etc.) y particularmente de las funciones exponenciales del tipo N(t) = Nye*.

En los enfoques didacticos tradicionales, la introduccion del nimero e ocurre de una
manera puramente formal, sin agpoyo en ninguna motivacion practica o por o menos de
caracter l6gico. A los estudiantes simplemente se les comunica que las funciones
exponenciales son mas féciles de estudiar y de comprender si se reducen a una misma base,
y que la base que para ese proposito resulta mas adecuada es un nimero especial que se
simboliza con la letra e y que esta definido mediante un limite especial. Raramente, los
estudiantes son puestos en contacto con una serie de experienciasy vivencias, por |o menos
de carécter 16gico, que les hagan sentir y apreciar la importancia y relevancia de este
nimero en la matematica, y particularmente en el estudio de la variacién exponencial.

Fue a partir de esta consideracion que decidimos continuar nuestra propuesta didactica
sobre el estudio de la variacion exponencial, con la finalidad de introducir de una forma
significativa para los estudiantes la base e.

Habitualmente, la ensefianza tradicional trata de promover el desarrollo de las funciones
exponenciales (tanto de base arbitraria como de base e) como modelos de fenémenos
naturales, y utiliza a los logaritmos como la herramienta adecuada para resolver una
ecuacion exponencial que surge al plantear ciertas preguntas sobre tales fendmenos. Bajo
esta concepcidn, los exponentes van en primer término, de mano con las funciones
exponenciales, y los logaritmos vienen después, teniendo un papel secundario. Es
precisamente este hecho lo que permite definir a los logaritmos como “exponentes
especiales’. Esta edtrategia metodoldgica busca apoyarse generalmente sin mucho éxito,
como muestra la préactica docente y como lo evidencian las investigaciones educativas
(Tryjillo, 1995; Ferrari, 2001) en el conocimiento que los estudiantes logran desarrollar
sobre los exponentes, para luego elaborar a partir de él un nuevo conocimiento sobre los
logaritmos, considerados éstos como una clase especial de exponentes (exponentes
decimales, en una primera aproximacion).

Esta edrategia, l6gica y simple a primera vista, no est4 exenta de dificultades para los
estudiantes. Un gran obstaculo que ellos encuentran se da en el paso del estudio de los
exponentes naturales a los exponentes fraccionarios (Lezama, 1999). Cuando se estudian
por primera vez los exponentes con nimeros naturales, se desarrolla en los estudiantes el
esquema de la “multiplicacion reiterada abreviada’, o que permite que desarrollen un
significado restringido para los exponentes, que no resulta aplicable en el caso de los
nimeros fraccionarios. Para evitar este conflicto se ha intentado, también sin mucho éxito,



Introduccion

ubicar el paso de los exponentes naturales a los fraccionarios en el contexto del estudio de
la variacion exponencial, en los cursos de Precélculo o de Célculo.

Por otro lado, y completamente por separado, €l estudio de los logaritmos como exponentes
ha sido abordado habitualmente en el contexto de los cursos de Algebra. En este sentido, su
introduccion y estudio ha sido influido por algunos de los enfoques tedricos predominantes
en laintroduccion al Algebra: @ como generalizacion de la aritmética, b) como el estudio
de procedimientos o agoritmos, ¢) como el estudio de las relaciones entre cantidades
variables, y d) como el estudio de las estructuras algebraicas (Usiskin, 1988).

Cuando el Algebra es considerada como una generalizacion de la Aritmética, las literales se
usan para generalizar ciertos patrones numeéricos. Por giemplo, las relaciones 2 +3 = 3 +
2,1+6=6+1, etcétera, pueden ser generalizadas en laformaa + b = b + a. Aqui las
letras a y b no representan variables o incdgnitas, sino simples comodines que pueden ser
sustituidos por nimeros cualesquiera. Se supone que este nivel de comprension del
lenguaje algebraico por parte de los estudiantes puede servirles de apoyo para generalizar
relaciones tales como log;2 + log;4 =log; 8, log, 3 +1log,5 =log, 15, y logs2 +
logs 3 = logs 6, mediante la regla log, x + log, v = log, xy, en laque las literales x y y
no representan incdgnitas sino mas bien nimeros generalizados.

Cuando € Algebra es considerada como el estudio de procedimientos o agoritmos para
resolver cierta clase de problemas, las literales representan incognitas que deben ser
encontradas. En el caso de los logaritmos, taes problemas frecuentemente no son
planteados como problemas verbales en el sentido habitual, sino directamente como
ecuaciones, por gemplo: resolver log,(x +5) = 3. El profesor puede auxiliar a los
estudiantes parafraseando el problema: “3 es el exponente al que se debe elevar 2 para
obtener 5 mas un cierto nimero. ¢Cua es ese nUmero?’, en espera de gque los alumnos
realicen la conversion o traduccion correspondiente, 23 = x + 5, y que de ella puedan
encontrar €l valor de x.

Cuando e Algebra es considerada como e estudio de relaciones entre cantidades o
magnitudes, las literales pueden ser vistas como argumentos o como parametros. Un
cambio en una de dichas cantidades induce un cambio en la otra u otras. Los logaritmos
también pueden ser estudiados de esta forma. Por giemplo, a los estudiantes se les puede
plantear el problema de explorar el comportamiento de y = log, x cuando x se aproxima a
cero. Aqui no hay nada que resolver, de modo que x y y no pueden ser considerados como
incognitas.

Si bien el enfoque del Algebra como el estudio de las estructuras algebraicas no es comin
en el nivel medio superior, muchos de los gjercicios relativos a los logaritmos pueden ser
considerados bajo esta perspectiva. Por gemplo, en el gjercicio “Simplificar la expresion
log, 32 — 2log, 4", o bien “Simplificar log,vb”, las literales a y b tienen que ser
consideradas como objetos arbitrarios sujetos a unas ciertas reglas de manipulacion
previamente establecidas de una manera logicay consistente.
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Actualmente se tiene en claro que el Algebra es mucho més que estos cuatro enfoques, y de
ali la complejidad de su aprendizaje. Un punto importante que la investigacion educativa
en torno a aprendizaje del Algebra ha evidenciado concierne a las dificultades que
experimentan los estudiantes en relacién con el uso correcto de notacidon algebraica
compleja como “log” o “In”, “sen” y “cos’. Es frecuente que los estudiantes perciban estas
notaciones como objetos, y que cometan errores como reducir In(7x —12) = 2Inx ala
expresion 7x — 12 =2x, o escribir In(7x —12) =In7x —In12. En la enseflanza
tradicional estos simbolos se introducen tan arbitrariamente como se hace con el niUmero e.
Los estudiantes no desarrollan un significado adecuado paratales simbolos.

Cuando tomamos en cuenta las consideraciones gque acabamos de exponer, tuvimos claro
gue nuestra propuesta original debia ser reformulada: no solamente debiamos abordar el
problema de disefiar una secuencia didactica que promoviera el paso de las funciones
exponenciales de base arbitraria a las funciones exponenciales de base e, Sino que ademas
teniamos que incluir en ambos casos el tratamiento del concepto de logaritmo para
promover una aprehension conceptual en los estudiantes. Fue en este punto que nos
percatamos de la necesidad de realizar un andlisis del desarrollo conceptual de las nociones
de exponente y logaritmo.

En este punto, una de las dificultades que abordamos durante el desarrollo del presente
trabajo consistié en la notable escasez de literatura de investigacion, tanto historica como
educativa, en torno a los conceptos de exponente y logaritmo en conjunto.
Afortunadamente pudimos detectar algunos trabajos que nos aportaron elementos valiosos
para fundamentar algunas de nuestras decisiones didacticas.

El estudio histérico que realizamos nos mostro la importancia que tuvo el Algebra, pero
también la Geometria y el Célculo, en el desarrollo gradual, primero de manera
aparentemente independiente, y posteriormente la fusion o integracion de estos dos
conceptos. Una conclusion que fue tomando cada vez més fuerzay claridad fue el hecho de
que el desarrollo del concepto de logaritmo y de funcidn logaritmica histéricamente va de
la mano con el correspondiente desarrollo del concepto de funcién exponencial. La idea
clave que posibilita la integracion de estas dos funciones resulté ser el concepto de base, y
particularmente, € surgimiento de la base e. La implicacion didactica de esta conclusion
histérica consiste en la necesidad de estudiar de manera conjunta ambos conceptos, € de
funcién exponencial y el de funcion logaritmica, provocando su evolucién conjunta de una
manera semejante a lo que ocurrié en la historia.

El desarrollo conjunto de ambos conceptos, e de exponente y el de logaritmo, presenta al
menos dos facetas importantes pero complejas. En primer lugar, ambos conceptos surgen y
evolucionan como consecuencia de la comprension conjunta de las estructuras aditivas y
multiplicativas, y particularmente, de la relacion que se manifiesta entre ciertas
progresiones aritméticas y geométricas. En segundo lugar, ambos conceptos manifiestan
una multiple naturaleza. Por un lado, se presentan como numeros en el contexto de las
progresiones aritméticas y geométricas. Por otro, resulta posible definirlos como
operaciones aritméticas que permiten obtener ciertos valores, es decir, como herramientas
de célculo. En una etapa avanzada de su desarrollo, se les puede identificar como funciones,
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Introduccion

es decir, como modelos matematicos que permiten describir el comportamiento de ciertos
fendmenos naturales.

El trabgjo de Tesis que aqui se presenta no ha pretendido abarcar a profundidad todos estos
aspectos del significado de los conceptos de exponente y logaritmo, centrandose
fundamentalmente en su sentido funcional, aunque se puede percibir en la secuencia
didéctica un esfuerzo importante (aunque ciertamente insuficiente) para promover en la
medida de lo posible estos tres significados. Mas bien, su pretension ha consistido en
generar una “descomposicion epistemoldgica’ y una consiguiente “transposicion didactica’
de los conceptos de funcion exponencial y funcidn logaritmica, con la intencion explicita de
provocar en los estudiantes la génesis conceptual del nimero e. Otro aspecto importante
gue se ha tratado de considerar ha consistido en tratar de propiciar un balance entre la
comprension instrumental y la relacional (Skemp, 2005) de estos dos conceptos.



Capitulo 11

Planteamiento de la Propuesta y
Elementos Teodricos

[1.1. Objetivosdela Propuesta.

Objetivo General.

Disefiar una secuencia de actividades didacticas para promover la aprehension conceptual
de las funciones exponenciales y logaritmicas de base e mediante la vinculacion de
representaciones semioéticas, privilegiando algunas conversiones a partir del analisis de
problemas practicos y apoyandose en la calculadora Voyage 200 como recurso didactico.

A su vez, para que se lograra el objetivo que se propuso se plantearon los siguientes
objetivos especificos:

Obj etivos Especificos.

- Incorporar elementos histéricos al planteamiento didactico con el fin de dar mayor
sentido al disefio de la secuencia 'y a su organizacion.
Disponer de programas interactivos en la calculadora simbdlica Voyage 200 que
sean apropiados para las actividades didacticas.
Disponer de disefios especificos sustentados en el marco tedrico propuesto, es decir
con las caracteristicas propias de los tratamientos y las conversiones de los
diferentes registros de representacion semidtica.

[1.2. Elementos Teoricos

A continuacién presentamos algunos elementos de la Teoria de las Representaciones
Semiéticas de Raymond Duval, los cuales han servido como fundamento para las acciones
de disefio, seriacion y valoracion de las actividades que conforman la secuencia didactica
gue presentamos en este trabgjo. Asi mismo, estos elementos tedricos nos han permitido
formular coherentemente nuestra propuesta, describir sus componentes y evaluar los
resultados del pilotaje de la misma.

Nuestra eleccion del enfoque tedrico de Duval se justifica por la manera precisa y
sistematica en que analiza las representaciones semioticas de acuerdo con diversos criterios
esenciales como: a) las actividades cognitivas que permiten realizar, b) la manera en que
realizan ciertas funciones, ¢) las cualidades especificas de los digtintos registros de
representacion, y d) por supuesto, por presentar una explicacion clara y plausible de la
relacién que existe entre el uso de los registros de representacion y el aprendizaje de las
matematicas. Estos criterios seran objeto de andlisis en el presente Capitulo.

Siempre que hacemos mateméticas, inevitablemente usamos algun tipo de representacion,
ya sea a través del lenguaje natural o mediante los signos y gréficas propios de las
mateméticas. Un texto o un discurso, una notacién convencional, un cierto tipo de gréfica,
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las figuras geométricas, etcétera, son ejemplos de representaciones. Usamos todo ello con
el fin de que el estudiante desarrolle un significado adecuado para un cierto objeto o
concepto matematico. En este sentido, es precisamente el objeto lo que importa. Pero si es
asi, ¢podrian entonces resultar innecesarias 0 secundarias sus diferentes representaciones?
¢Podriamos eliminarlas de la ensefianza?

Ese seria el caso si los objetos mateméticos fueran directamente accesibles a la experiencia
sensorial, como los objetos fisicos. Pero desgraciadamente no es este el caso. Los objetos
matematicos no son directamente accesibles a la percepcion o a través de una experiencia
intuitiva inmediata, como lo son los objetos cominmente conocidos como “reales’ 6
“fisicos’. Los objetos matematicos son abstractos. El conocimiento matemético tiene
caracteristicas propias que hacen que no sea posible acceder directamente a él, sin tener
como recurso una variedad de representaciones. Cualquier accién sobre los objetos
mateméticos tiene que ser realizada a través de sus representaciones. En la actividad
matematica, y por tanto en la ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas, el empleo de
diversas representaciones para las ideas matematicas es inevitable.

Es importante sefialar que no se debe confundir al objeto matemético con su representacion,
ya que esta confusion provoca a mediano o largo plazo una pérdida de comprension y los
conocimientos adquiridos llegan a ser pronto inutilizables fuera de su contexto de
aprendizaje, debido a que no se les recuerda 0 porque permanecen cComo representaciones
“inertes’ que no sugieren tratamiento alguno. La distincion entre un objeto y su
representacion es indispensable para la comprension de las mateméticas (Duval, 1998).

La teoria de Duval sobre registros de representacion semidtica considera que no hay
conocimiento que pueda ser movilizado por un sujeto sin una actividad de representacion, y
gue la utilizacion de varios sistemas de representacion es esencial para el gjercicio y €l
desarrollo de las actividades cognitivas fundamentales. A continuacion se describen los
aspectos principales de estateoria.

Duval (1998) define las representaciones semiéticas como producciones humanas
congtituidas por el empleo de signos y que pertenecen a un sistema de representacion, el
cual tiene sus propias limitaciones de significacion y de funcionamiento. Un enunciado en
lengua natural, una figura geométrica, una grafica, una expresion algebraica, son
representaciones semidticas que pertenecen a sistemas semiéticos diferentes.

Seflala que para que un sistema semiético pueda ser un registro de representacion, debe
permitir tres actividades cognitivas fundamentales:

1. La formacién de una representacion identificable dentro de un registro dado. Por
gjemplo, el enunciado de una frase, la elaboraciéon de un dibujo o esquema, de una gréfica,
la escritura de una expresion algebraica, etcétera. Esta formacion debe respetar las reglas
propias del registro semidtico en el cual se produce la representacion, la funcion de estas
reglas es asegurar las condiciones de identificacion y de reconocimiento de la
representacion, asi como también la posibilidad de su utilizacion para los tratamientos.

2. El tratamiento de una representacion, que es latransformacion de esta representacion en
el registro mismo donde ha sido formada. El tratamiento es una transformacién interna
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equivalente en un registro. Por giemplo, la transformacion equivalente de una expresion
algebraica

3. Laconversién de una representacion, que es la transformacion de esta representacion en
una representacion dentro de otro registro, conservando la totalidad o solamente una parte
del contenido de la representacion inicial. Por giemplo, la transformacion de una expresion
algebraica en una gréafica, o viceversa.

Debido a la imposibilidad de un acceso directo a los objetos mateméticos, fuera de toda
representacion semidtica, la confusion es casi inevitable. ¢Como los estudiantes que estan
en el proceso de aprendizaje no van a confundir los objetos matematicos con sus
representaciones semiéticas, si s0lo se enfrentan a estas Ultimas? Y a la inversa ¢cOmo
pueden adquirir la habilidad en los procesos mateméticos necesariamente ligados a las
representaciones semiéticas, si no tienen ya una aprehension conceptual de los objetos
representados? En consecuencia, estamos en presencia de lo que Duval llama la paradoja
cognitiva del pensamiento matematico (Duval, 1998); por un lado, la aprehension de los
objetos mateméticos no puede ser otra cosa que una aprehension conceptual, y por otro
lado, solamente por medio de las representaciones semiéticas es posible una actividad sobre
los objetos matematicos.

En la ensefianza no se le presta atencion a esta paradoja, probablemente debido a que se le
da més importancia a las representaciones mentales que a las representaciones semidticas.
Segun Duval, las representaciones mentales abarcan al conjunto de imégenes y, en forma
mas general, a las concepciones que un individuo puede tener sobre un objeto, sobre una
situacion y sobre lo que les esta asociado. Por lo general, se considera a las
representaciones semiéticas como un medio de exteriorizacion de las representaciones
mentales, para volverlas visibles 0 accesibles a otros. Este punto de vista es engafioso, ya
que las representaciones semiodticas son necesarias o solamente para fines de
comunicacion, sino que también son indispensables para la actividad cognitiva del
pensamiento.

En efecto, las representaciones semidticas son indispensables para:

- El desarrollo de las representaciones mentales, ya que éste depende de una
interiorizacion de las representaciones semiéticas. Por lo cual no se puede proceder
como si las representaciones semioticas estén subordinadas a las representaciones
mentales.

La realizacién de diferentes funciones cognitivas, tales como la funcion de
tratamiento, considerada una funcion cognitiva esencial, la cual no puede llevarse a
cabo por las representaciones mentales, debido a que las actividades de tratamiento
estan directamente ligadas al uso de sistemas semiéticos; por giemplo, el dgebra.

La produccion de conocimientos, debido a que las representaciones semidticas
permiten representaciones radicalmente diferentes de un mismo objeto en la medida
en que pueden hacer surgir sistemas semiéticos totalmente diferentes (Benveniste,
1974; Bresson, 1987; citados en Duval, 1998). El desarrollo de las ciencias esta4
ligado a un desarrollo de sistemas semidticos cada vez més especificos e
independientes del lenguaje natural (Gragner, 1979; citado en Duval, 1998). Por lo
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cual se revela al funcionamiento cognitivo humano como inseparable de la
existencia de una diversidad de registros de representacion semiética.

Duval llama semiosis a la aprehension de las representaciones semidticas y noesis a la
aprehensidon conceptual de un objeto. Afirma que no hay noesis sin semiosis, lo cual
significa que no hay acceso al objeto matemético sino a través de sus representaciones
semidticas. Este hecho es la causa de la paradoja cognitiva del pensamiento matematico y
las dificultades que de €lla resultan para aprender este tipo de pensamiento, debido a que se
guiere ensefiar las mateméticas como si la semiosis fuera una operacion despreciable con
respecto alanoesis.

En la actividad matematica, la coordinacion de varios registros de representacion semidtica
(figuras, gréficas, escritura simbolica, lengua natural, etc.) es fundamental para una
aprehension conceptual de los objetos, estas conversiones entre registros de representacion
semidtica es una condicidn necesaria para que no se confunda a los objetos matematicos
Con sus representaciones y para que también se les pueda reconocer en cada una de ellas.
Esta es la clave para que una representacion funcione verdaderamente como ta y
proporcione el acceso al objeto matematico representado. Duval (1998) expone tres razones
parajustificar lo anterior:

1. La conveniencia de tratamiento; la existencia de varios registros permite hacer
cambios entre ellos, y este cambio tiene como objetivo efectuar tratamientos de una
manera mas economicay potente.

2. La complementariedad de los registros; toda representacion es cognitivamente
parcial con respecto a lo gque ella representa, y de un registro a otro no son los
mismos aspectos del contenido de una situacién los que se representan.

3. Laconceptualizacion implica una coordinacion de registros de representacion. La
comprension de un contenido conceptual se sustenta en la coordinacion de a menos
dos registros de representacion, y esta coordinacion se manifiesta por larapidez y la
espontaneidad de la actividad cognitiva de conversion.

En la ensefianza formal de las mateméticas, la actividad de conversidon se considera como
algo secundario o subordinado, ya que solo se le percibe como necesaria para elegir €l
registro que se va a utilizar y proceder a efectuar los tratamientos debidos dentro de dicho
registro, y se cree ingenuamente que ellatiene un carécter trivial, ya que al poder identificar
un objeto en algun registro, € representarlo en otro registro no deberia provocar ninguna
dificultad. Sin embargo, como Duval mismo lo explica, la actividad de conversion en
muchos casos esta lejos de ser trivial, por al menos dos razones. a) la actividad de
conversion no puede ser reducida a una simple traduccién, ni mucho menos a un algoritmo
o procedimiento estandarizado; b) toda representacion es cognitivamente parcial en relacion
con lo que ellarepresenta

A partir de este postulado de la complementariedad se puede concluir que los métodos de
ensefianza que se enfocan en o privilegian algun registro en particular, sin propiciar la
coordinacion entre los diversos registros en los que se puede representar € objeto
estudiado, propician por ello un aprendizaje parcial o restringido de dicho objeto.
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Si la formacion de conceptos mateméticos implica de manera necesaria la coordinacion de
registros de representacion, resulta entonces que el aprendizaje de las matematicas no
puede ser concebido como la automatizacibn o mecanizacion de ciertas técnicas
operatorias, sino que debe comprender también la coordinacion de diferentes registros de
representacion. Segun Duval, la coordinacion de los registros de representacion es
fundamental para la cognicion y, por lo tanto, es una condicionante para todos los
aprendizajes béasicos.

Numerosas investigaciones en el campo de la Matemética Educativa (Hitt, 1995; Duval,
1995; Kieran, 1995; Stacey, 1995; Chick & Kendal, 2004; citado en Jiménez y Hitt,
proxima publicacién) nos permiten constatar que tal coordinacion entre registros de
representacion no se da de manera natural en la mayoria de los estudiantes, ni alin después
de una ensefianza que haya utilizado frecuentemente diferentes registros como recurso
didactico.

Para un aprendizaje que considere la estrecha relacion entre la noesis y la semiosis, Duval
propone que se asignen a los alumnos tareas especificas, una de éstas se describe a
continuacion:
Tareas de variaciones comparativas relativas a la significancia de las
representaciones,
La aprehension de las representaciones semidticas supone la discriminacion de las
unidades significantes en el registro mismo donde la representacion se produce. El
tnico medio para llegar a discriminar las unidades significantes de una
representacion es el de hacer que se readlice la observacion, por una parte, de las
variaciones de representacion efectuadas sisteméticamente en un registro y, por
otro lado, de las variaciones concomitantes de representacion en otro registro.
Para poder proponer tales tareas de variacion comparativa, es necesario que se
hayan identificado previamente todos los factores de variacion sistemética.

En lo concerniente a razonamiento, en sus formas mas elaboradas, estan la argumentacion
y la deduccidn; éstas son formas de razonamiento que no pueden desligarse del registro de
la lengua natural, por lo que se considera a éste como un registro de partida. La lengua
natural debe ser considerada a la vez como un registro de partida y como uno de llegada.
Pero, y ese es el punto importante, esta conversion interna no se hace directamente sino que
pasa por representaciones intermediarias no discursivas. La explicitacion de las
representaciones intermediarias no discursivas resulta ser una condicion necesaria en el
aprendizaje del razonamiento deductivo como en el del control de una argumentaciéon
(Duval, 1992; Duval & Egret, 1993; citado en Duval, 1998). Por lo anterior, no es posible
descuidar o descartar la lengua natural en el marco de la ensefianza de las mateméticas,
pues es un registro tan fundamental como los otros y, particularmente, como los que
permiten tratamientos de tipo calculo.

I1.2.1. El tratamientoy la conversion de registros de representacion.

Parailustrar el enfoque tedrico de Duval tomaremos como ejemplo la funcion exponencial
del tipo y = ka*. A continuacion se muestra un sistema de representaciones multiples para
esta funcion exponencial.
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REGISTRO DE REPRESENTACION VERBAL

Representacion V1 Representacion V2 Representacion V3
La magnitud variable y cambia un Siempre que el valor de la variable x Siempre que los valores de |la magnitud
porcentaje constante 3 intervalos cambia en una cierta cantidad fija, el variable x formen una progresicn
iguales de la magnitud variable x. valor correspondiente de la variabley | aritmética, los valores de la magnitud

es directamente proporcicnal al valor | variable y forman una progresicn
deyinmediatamente anterior, variando geometrica.

siempre con la misma proporcion.

REGISTRO DE REPRESENTACION TABULAR

Representacion T1 Representacion T2
(Valores de la variable independiente (Valores de la variable independiente
espaciados entre si una unidad) igualmente espaciados)

X ¥ X ¥

1 12 -3 2.37
2 18 0 8

3 27 3 27
4 40.5 ] 91.125
3 60.75 9 307.55
6 91.125 12 1038

REGISTRO DE REPRESENTACION GRAFICO
_Representacion G1 Representacion G2

-

R

4+ 4 o 4 & 3 4 5 &

REGISTRO DE REPRESENTACION ANALITICO

Representacion Al Representacion A2 Representacion A3
” - | i [ e I :
Formula general: ¥ = Yya”© Formula alternativa (crecimiento): Formula con base e:
R T R a3 X
Donde @ es el factor de cambio ¥= _‘|,:,-.\l ) Y= ¥y e
fonstants of v oCacE gue X Bionee. 1 £ i Teae porteniual, Donds & es la tasa continua,
gumenta una unidad. F:= E k=Ina
i AT 5 A0Sy
:| = B '.‘1-5_1 :J- — S _r-l + i\_\: _'I-' — S eﬂ 405x
: 1007

Figura 1. Un sistema de representaciones multiples para la funcidn exponencial,
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En la Figura 1 se muestran los cuatro registros de representacion asociados al concepto de
funcién exponencial: verbal, tabular, grafico y analitico. Para cada uno de estos tipos de
registros de representacion se muestran representaciones equivalentes dentro del mismo
registro. Por gjemplo, se muestran dos representaciones las cuales denominamos G1 y G2
del registro gréfico; en la gréfica G1 se representa la situacion en la que es posible “leer”
con certeza directamente de la grafica los valores de la funcién exponencial y=f(x) en
x =0 y en algun otro punto, esta lectura proporciona informacion directa sobre € valor
inicial de la funcién. En la grafica G2 se ilustrala situacion en la que es posible leer valores
exactos de la funcién en varios puntos de abscisas x1=1, x,=2, x3=3, entre otros, los cuales
forman una progresion aritmética; con la lectura de estos otros puntos podemos saber si los
correspondientes valores de f(x) forman una progresidon geométrica, Si esto ocurre,
podemos afirmar que f(x) es una funcion exponencial y la razon constante de dicha
progresion corresponde al parametro a de la representacion analitica (y = ka”®).

No esta por demas sefialar que las representaciones equivalentes de los diferentes registros
de representacion mostradas en la Figura 1, no agotan todas las posibilidades de
representacion y tratamiento en cada registro. Por ejemplo, en €l registro de representacion
analitico es posible una representacion adicional A4 como una relacion de recurrencia:

Yn+1 = L5y, yo = 8.

En la teoria de Duval, el proceso de reformulacion o trénsito de cualquiera de las
representaciones equivalentes a cualquier otra de ellas constituye un tratamiento dentro del
mismo registro de representacion; por ejemplo, los tratamientos dentro del registro verbal,
(donde se muestran tres representaciones equivalentes, las cuales denominamos, V1, V2'y
V3) consigtirian en la reformulacién de V1 aV2 o V3 y viceversa, sin embargo ésta no es
obvia ni facil para una gran cantidad de estudiantes. La teoria de Duval, en este sentido,
aporta un elemento tedrico valioso para explicar las dificultades que experimentan los
estudiantes en la comprension conceptual: el trabajo exhaustivo dentro de los registros (el
estudio de las diferentes operaciones de tratamiento) parece ser una condiciéon necesaria
para dicha comprensién profunda, y la ensefianza tradicional se desentiende de él (Jiménez
& Hitt, en prensa).

Duval sefidla otra operacion cognitiva importante y fundamental en la construccion del
conocimiento matematico: la conversion, la cual consiste en el paso o traduccion de una
representacion en un registro dado, a otra representacion en otro registro diferente. Por
gjemplo, el paso o traduccion de cualquiera de las representaciones verbales V1, V2y V3 a
cualquiera de las representaciones tabulares T1 y T2 constituye una conversion del registro
verbal al tabular. Algunas conversiones o transformaciones se consideran més dificiles de
llevar a cabo que otras (por gjemplo, el paso de la gréfica a la expresion analitica), y ésta
puede ser una de las causas por la que los disefios de ensefianza generalmente la dejen de
lado. En este sentido, el enfoque de Duval nos permite explicar algunas de las dificultades
que los estudiantes experimentan, relacionadas con la comprension conceptual: las
conversiones entre todos los registros de representacion posibles parece ser una condicién
necesaria para el aprendizaje y la comprension conceptual, e incluso para la transferencia
de conocimientos.
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La Figura 2 muestra los cuatro registros de representacion en los que es posible estudiar un
fendbmeno concreto de variacion exponencial del tipo y = ka*: la eliminacion de una droga
por el organismo, ademés se muestra que son posibles un total de doce conversiones entre
estos cuatro tipos de registros de representacion. Estas doce conversiones son las siguientes
(Jiménez y Hitt, en proceso de publicacion):

1.

10.

11.

La conversion de la representacion verbal a la representacion tabular: dado un
problema verbal, construir una tabla de valores numéricos que represente a dicho
problema;

Inversamente, la conversion de la representacion tabular a la representacion
verbal: dada una tabla de valores numéricos que representan un cierto problema,
describir verbalmente dicho problema, en correspondencia con el conjunto de
valores numeéricos contenidos en la tabla;

La conversion de la representacion tabular a la representacion gréfica: dada una
tabla de valores numéricos que representa un cierto problema, construir la grafica
correspondiente;

Inversamente, la conversion de la representacion gréfica a la representacion
tabular: dada una gréfica que representa un cierto problema, hacer lecturas
especificas en dicha grafica y concentrar dichas lecturas en forma de tabla de
valores numéricos (sobre todo, desarrollar la habilidad para leer los puntos
“especiales’ o “claves’, que facilitan la interpretacion de la gréfica como problema
matematico);

La conversion de la representacion verbal a la representacion gréfica: dado un
problema verbal, hacer un esbozo gréfico que reflgje las caracteristicas esenciales de
dicho problema;

Inversamente, la conversion de la representacion gréfica a la representacion
verbal: dada una gréfica que representa un cierto problema, describir verbalmente
dicho problema, en correspondencia con las caracteristicas esenciales de dicha
gréfica;

La conversion de la representacion tabular a la representacion analitica: dada una
tabla de valores numéricos que representa un cierto problema, encontrar una
expresion algebraica adecuada para obtener con la mayor precision posible (en el
caso ideal, de manera exacta) todos los valores numéricos contenidos en la tabla;
Inversamente, la conversion de la representaciéon analitica a la representacion
tabular: dada una expresion algebraica (o relacion funcional) que representa un
cierto problema, obtener una tabla de valores numéricos que ilustre dicho problema;
La conversion de la representacion analitica a la representacion gréfica: dada una
expresion algebraica (o relacion funcional) que representa un cierto problema,
obtener una grafica que ilustre dicho problema;

Inversamente, la conversion de la representacion gréfica a la representacion
analitica: dada una grafica que representa un cierto problema, encontrar una
expresion algebraica (o relacion funcional) adecuada a dicha gréfica, a partir de las
caracteristicas esenciales de la graficay del problema;

La conversion de la representacion verbal a la representacion analitica: dado un
problema verbal, encontrar una expresion algebraica (o relacién funcional)
adecuada, que reflgje las caracteristicas esenciales de dicho problema;
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12. Inversamente, la conversion de la representacion analitica a la representacion
verbal: dada una expresion analitica (o relacion funcional) que reflgja las
caracteristicas esenciales de un cierto problema, formular verbalmente dicho
problema, de acuerdo con la expresion algebraica dada.

Representacion grafica

fa
%
3

19,44
11l.67

[ER O I e T B O 1R

Representacidn
Tabular

A un pacientz s= lz sumins e vaintavenos

vna dosis de 230 mg del anhbiotico ampicilina,

M- o iz = " i ﬂ 1r
la tasa 2 la que el orFanismo metsboliza v El:t:l = 250 (ﬂ'ﬁjt
elifmina esta droga es del 40% cada hora.
Representacion verbal Representacion analitica

Figura 2. Los posibles registros de representacion de un problema sobre variacion
exponencial y las doce posibles conversiones entre estos
cuatro registros de representacion.

Segun la terminologia de Duval, en una articulacion 6 vinculacion se involucran dos

registros de representacion e implicaria las conversiones en ambos sentidos. Por giemplo en
laFigura 3 se muestra una articulacion entre los registros tabular y gréfico.

Representacidon grafica

= 17| FZw (7] [ Fsw FE&™ >

[Lores e m— < f—Jzoonliracelresr aohlmatnlorEul~
e € ] Ce.mg - . .
(<] Feli] .
1 1503 ™ 200
3 0 ——————|

o 156
4 32.4 100

19.54
& 11.67 S0

Representacion 3] 1 3 - { ) 5 & t hrs
(SSLENT LAD AUTD FamNC
Tabular

Figura 3. Articulacion entre los registros tabular y gréfico.

La coordinacion involucra més de dos registros de representacion e implica las
conversiones en ambos sentidos con cada uno de éstos. En la Figura 2 se muestra que son
necesarias 12 diferentes conversiones para lograr una coordinacion entre estos registros de
representacion. Todas estas conversiones tienen un gran valor epistémico, debido a que
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ayudan a comprender profundamente la naturaleza y esencia de los problemas abordados y
de los conceptos mateméaticos involucrados en ellos. Ya que, como mencionamos
anteriormente, segun Duval, la coordinacion de los registros de representacion es
fundamental para la cognicion y, por lo tanto, es una condicionante para todos los
aprendizajes béasicos.

I1.2.2. Implicaciones didéacticas

A partir del andlisis realizado del enfoque tedrico de Duval se deriva la siguiente
implicacion didéctica: el tipo y la naturaleza de las representaciones matematicas usadas en
la ensefianza influye en €l tipo y nivel de comprensién o conceptualizacion que genera el
alumno, y reciprocamente, € tipo y nivel de comprension que desarrolla el alumno
determina el tipo de representacion que puede generar, utilizar o privilegiar al abordar un
problema (Romero, 2010).

En esta hipdtesis tedrica se fundamenta la intencion expresa de nuestra secuencia didactica,
de usar como ya hemos visto cuatro tipos de registros de representacion diferentes: tabular,
verbal, grafico y analitico, precisamente en ese orden, para representar un fendmeno de
variacion exponencial del tipo y = ka*, tanto para facilitar a alumno la comprension
conceptual como para que adquiera las habilidades paratrabajar con los diferentes registros
de representacion. La tarea planteada al alumno consiste en desarrollar todas las demas
representaciones a partir de aguella en que la situacion-problema ha sido originalmente
formulada. Més adelante presentamos una justificacion detallada para este orden en que se
presentan al estudiante las situaciones didécticas.

Justificaremos ahora la eleccion de solamente estos cuatro tipos de situaciones didacticas
basicas. Como hemos visto previamente, son doce las posibles conversiones entre los
cuatro tipos de registros de representacion mas comunes de un concepto matematico;
parecerian entonces ser necesarias doce actividades didacticas para abordar un concepto
matematico en su totalidad. Resulta evidente que un disefio tal resultaria sumamente
abultado y fragmentado.

Seguin Jiménez - Hitt (en proceso de publicacion), los disefladores de secuencias didacticas
gue han empleado el enfoque tedrico de Duval, lo han hecho de una manera simplificada,
quiza para evitar la complejidad ya sefilada, y con ello, no se han gjustado del todo al
enfoque tedrico duvaliano. Es probable que esta simplificacion tenga como base una lectura
apresurada o superficial de una frase del mismo Duval, en la que afirma gque la comprension
conceptual reposa sobre la coordinacion de al menos dos registros de representacion, pero
no dice que se requieran exclusivamente dos. Por otro lado, la ausencia de coordinacion de
diferentes registros no impide o excluye que se alcance cierta comprension, aunque
tedricamente ésta no podra ser total ni coherente. Estos autores concluyen que es necesario
buscar alternativas de disefio didactico més econémicas (en términos de la cantidad de
actividades didacticas resultantes), pero que no sacrifiquen la puesta en juego de la
articulacion de todos los registros de representacion. En este sentido, proponen cuatro casos
de situaciones didacticas basicas, que satisfacen estas articulaciones, y que un disefio
didactico fielmente basado en el acercamiento tedrico de Duval deberia de incorporar:
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Caso 1. La situacion-problema es planteada mediante una serie de datos numéricos
concentrados en unatabla.

Caso 2: Lasituacion-problema es planteada en un formato de descripcién verbal.

Caso 3: Lasituacion-problema es planteada a través de una gréfica.

Caso 4: La situacion-problema es planteada con un modelo tedrico, expresado mediante
una férmula.

Tanto e disefio (por parte del profesor), como el desarrollo (por parte del estudiante) de
cada una de estas situaciones-problema, conduce a establecer la articulacion debida con las
otras tres representaciones; lo mas importante es que a partir de la representacion inicial se
promuevan y establezcan las articulaciones respectivas hacia las otras tres representaciones.

Como ya lo indicamos antes, estos cuatro tipos de situaciones problémicas basicas son
presentadas al estudiante en el orden sefialado anteriormente, tanto en el caso de las
funciones exponenciales como en las logaritmicas. Esta decision se basa en otra de las
implicaciones didécticas derivadas del enfoque tedrico de Duval: €l registro de
representacion en el que se inicia el estudio de un objeto matematico influye de manera
determinante en el nivel de comprension conceptual que se puede llegar a tener de él, ya
sea facilitando la formacion en el estudiante de una conceptualizacion inicial adecuada o
bien obstaculizandola (Romero, 2010).

Nos decidimos iniciar €l estudio de estas funciones con Actividades cuya informacion
inicial se da através de una tabla de valores numéricos debido a las siguientes razones. €l
registro tabular nos permite realizar andlisis numéricos muy significativos para este tipo de
funciones, como son la relacion entre una progresion aritmética y una progresion
geométrica, para el caso de las funciones exponenciales; el porcentaje constante de cambio
y el factor constante de cambio, ambos facilmente calculables en la tabla; ademas, por
nuestra experiencia hemos observado que el trabgjo en este tipo de registro de
representacion es el que se les facilita a los estudiantes para explorar las caracteristicas
propias de estos tipos de funciones.

11.2.3. Conversiones que promueve la secuencia didactica.

A continuacion se muestran explicitamente las conversiones que promueve la secuencia
didactica propuesta en este trabajo. Algunas de estas conversiones representan importantes
habilidades profesionales, 0 juegan un papel importante en la aplicacion del conocimiento
matemético a los problemas del mundo real. Tal es el caso de la habilidad para encontrar
una expresion analitica que gjuste de la manera més precisa posible los datos contenidos en
una tabulacién, asi como también la habilidad para encontrar una expresion analitica que
gjuste de la manera més precisa posible una gréfica dada. Y la razdn de ello es debido a
gue, en el gercicio profesional de las mateméticas o en las aplicaciones de las mateméticas
a los distintos campos profesionales, es una situacion comun el que la informacién inicial
sobre los problemas a abordar, estudiar o resolver esté dada en forma de tabulacion o en
forma de gréfica
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Para las funciones exponenciales:

a) Conversion del registro de representacion tabular al analitico.

Para identificar cuando una funcién representada por una tabla de valores
numéricos corresponde a una funcién exponencial de la forma y = ka*, se
debera verificar en la tabla que siempre que los valores de la variable
independiente x estén igualmente espaciados —0 sea, que formen una
progresion aritmeética— entonces los valores correspondientes de la variable
dependiente y deben formar una progresion geométrica. Si éste es el caso,
entonces los valores numéricos de los pardmetros k y a pueden ser
obtenidos a partir de los nimeros contenidos en la tabla, como se describe a
continuacion.

El valor del parametro k se puede obtener del valor correspondiente de y
cuando x =0
Yo = ka® =k, esdecir, k =y,.

Cuando no se dispone de estos valores (0, y,) en latabla, se puede deducir
el valor del parametro k de la siguiente manera: una vez calculado € valor
del parametro a, se escoge de la tabla cualesquier par de valoresde x y y
respectivamente, entonces:

y, = ka*n, por lo tanto; ayT"n =k, o méshien, k = ayT"n
De hecho, este calculo puede ser realizado en cada renglon de la tabla,
obteniéndose en todos los casos € valor del parametro k.

El valor del parametro a se puede obtener directamente a calcular el

cociente 2+t 2 (cuando Ax = 1)
n
Yuas kA a o esdecir, a = 2L

Yn ka*n a*n Yn

Este célculo puede ser realizado en cada renglon de la tabla, excepto el
primero, que no tiene antecesor. En todos los renglones se obtiene un mismo
valor numérico, correspondiente al parametro a.

Para el caso cuando Ax # 1
Yn+1 _ ka*n+1 - a¥ntix — an
Yn ka*n a*n

Y por lo tanto

1
— (In+iN\—
a=(——)a
(5, )

De nuevo, este calculo puede ser realizado en cada renglon de la tabla,
excepto e primero, por no tener antecesor.
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b) Conversiéon del registro de representacion grafico al analitico.

Primeramente, se deben analizar las caracteristicas geométricas de la gréfica:
tgconcavidad, asintota horizontal, etc.

Para obtener la representacion analitica el tipo y = ka*, se “lee” en la
grafica el valor dey cuando x = 0, que corresponde al valor del parametro k
yaquey = ka® = k.
Para obtener el valor de la base a, se “lee”’ de lagréficael valor de y cuando
x=1,yaquey(l) =ka=a :%: %.
Debido a que cualitativamente el comportamiento de las funciones exponenciales crecientes
y decrecientes se puede confundir con el de otro tipo de funciones, en la secuencia se guia
a estudiante a realizar un andlisis cuantitativo en la gréfica, como se muestra a

continuacion.

Para identificar si la gréfica corresponde efectivamente a una funcién
exponencial, debemos “leer” con certeza, directamente de la gréfica, puntos
(x;, y;) cuyas abscisas formen una progresion aritmética (x;,, = x; + Ax),
y luego verificar que los correspondientes valores de la funcion formen una
progresion geométrica (M = C); S esto sucede, la razén constante C de

Yi

dicha progresién geométrica es necesaria para calcular el valor de la base a
de la expresion analitica correspondiente, de acuerdo con el procedimiento
descrito en el apartado a).

El paso siguiente serd leer de la gréfica la ordenada a origen y,, y asi
deducir laférmula de la funcién exponencial y = y,a* asociadaalagrafica

c) Conversion del registro de representacion verbal al analitico.

Al analizar una descripcion en la lengua natural de un fendmeno de variacion
exponencial del tipo y = ka*, debemos poner especial atencion a palabras claves
gue nos pueden relacionar dicho fendmeno con este tipo de variacion. Por gjemplo:
porcentgje constante de cambio, factor constante de cambio, doble cada vez, triple
cada vez, etc.; relacion de valores de una progresion aritmética a los valores de una
progresion geométrica; tasa porcentual; tasa continua; exponencial, entre otros. Una
vez identificados estos vocablos, habrd que relacionarlos con los pardmetros
correspondientes de la representacion analitica. Por eiemplo:

Porcentaje constante en el caso de crecimiento exponencial: y = y,(1 + 1(:/)—°0)", yen

el caso de un decrecimiento exponencial: y = y,(1 — 1°g—°0)x.

Tasa continua (k); si es un crecimiento, y = y,e**. Si es un decaimiento, entonces
— —kx
Y=Y .
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Factor constante de cambio, si Ax=1, corresponde éste a valor de a. En el caso de

1
gue Ax # 1, entonces a = (factor constante de cambio)ax. Este dltimo calculo
se realiza con ayuda de la calculadora.

Paralas funciones logaritmicas.

a) Conversion del registro de representacion tabular al analitico.

Para identificar cuando una funcién representada por una tabla de valores
numéricos corresponde a una funcion logaritmica del tipo y = log, x, se
debera verificar en la tabla que, siempre gque los valores de la variable

independiente x formen una progresion geométrica (% = C), los valores

correspondientes de la variable dependiente y formen una progresion
aritmética (v,,,1 = v, + Ay); Si se cumple esta condicion entonces se podra
afirmar que

y = log, x, o quetambién quiere decir que bY = x.

Esta verificacion puede ser realizada en todos los renglones de la tabla, a
excepcion del primero, que no tiene antecesor. La tarea pendiente consiste
en determinar el valor numérico de la base b de la funcidén logaritmica,
como se describe enseguida.

Cuando Ay =1, la razdn constante C de la progresion geométrica
corresponde alabase b del logaritmo:

x pyntl
n+1:: =b=C
X, byn
Es decir
b=C

Cuando Ay # 1 pero es constante, si se puede leer directamente de la tabla
el valor de x cuando y = 1, entonces dicho valor corresponde a la base del
logaritmo (b), yaque log, b = 1:

b=xly(x;) =1
Si no se dispone de esta informacion en la tabla, entonces se procede como

sigue:
X, byn
De donde se sigue que
1
Xn+1yay —
(CEyw = b
Es decir
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Este cllculo puede ser realizado en todos los renglones de la tabla, a
excepcion del primero, que no tiene antecesor.

Otra alternativa para deducir la formula correcta de la funcion logaritmica
y = log, x que se gjuste a los datos de la tabla, especialmente Gtil cuando
los valores de la variable independiente x no forman una progresion
geométrica, pero la gréfica de dispersion de los datos contenidos en la tabla
sugiere un comportamiento logaritmico, es la siguiente. Se empieza
proponiendo una funcion logaritmica de base arbitraria a, elegida a nuestro
arbitrio (puede ser la base 10), del tipo:
y =klog, x
Para calcular k se elige un par de valores (x,,,y,) de la tabla (un renglén
cualquiera). Entonces resulta que
Yn = k Ioga Xn

De donde se sigue que

_ I

"~ log, x,,

Si al realizar esta operacion en todos los renglones de la tabla (incluido el
primero) se obtiene efectivamente una constante, ello confirmara la
suposiciéon de gue los datos de la tabla se ajustan a un comportamiento
logaritmico. Entonces se puede proceder a calcular el valor de la base b
“correcta’ paralos logaritmos, como sigue. La férmula buscada es

y =log, x
mientras que la formula alterna encontrada es
y =klog, x
Usando la férmula para el cambio de base de logaritmos
log, x
log, b

log, x =

y sustituyéndola en laigualdad

log, x = klog, x
que expresa la equivalencia entre la funcién “correcta’ (buscada) y la
funcién alterna (propuesta), obtenemos que

1
" log, b
de donde;
1
log, b = %
y por lo tanto;
b =al/k
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b) Conversiéon del registro de representacion grafico al analitico.

Primeramente, se deben analizar las caracteristicas geométricas de la gréfica:
concavidad, asintota vertical, etc.

Para identificar si la gréfica corresponde efectivamente a una funcién
logaritmica, debemos “leer” con certeza, directamente de la gréafica, algunos
puntos (x;, y;) de ta manera que sus abscisas formen una progresion
geométrica (% = C), y luego verificar que los correspondientes valores y;
de la funcion formen una progresion aritmética (y;.; = y; + Ay); si esto
sucede, la razén constante C de la progresion geométrica es necesaria para
calcular el valor numérico de la base b del logaritmo, de acuerdo con €
procedimiento descrito en el punto a).

El paso siguiente sera leer de la gréfica la abscisa al origen x,. Si x, = 1,
entonces y = log,, x, porque 0= log, 1, lo que quiere decir que b° = 1.

Si x, = p, donde p es cualesquier nimero real positivo y diferente de 1,
entonces y = log, cx (donde ¢ = constante), porque 0= log, cp, de donde

cp = 1, por lotanto, ¢ = %.

Otra manera de obtener la base de la funcion logaritmica del tipo y = log,x
directamente de la gréfica, es“leer” el valor de x cuando y = 1 ya que:
y = log, x quieredecir que; bY =x=>bl=x=b

I1.2.4. Tareasde variacion comparativa que promueve la secuencia didactica.

Numerosos estudios (por gemplo; Herscovics, 1980; Clement, 1985; citado en Duval,
1995) han mostrado las dificultades de lectura y de interpretacion de las representaciones
gréficas cartesianas. La razon profunda de estas dificultades no debe buscarse en los
conceptos matematicos ligados a las funciones afines, sino al desconocimiento de las reglas
de correspondencia semidtica entre € registro de las representaciones graficas y el de la
escritura algebraica (Duval, 1995).

El conjunto trazo/gjes forma una imagen que representa un “objeto” descrito por una
ecuacion algebraica. Toda modificacidon de esta imagen que ocasione una modificacién en
la escritura de la expresion algebraica correspondiente determina una variable visual
pertinente para la interpretacion de la gréfica. Por 1o que es importante analizar todas las
modificaciones conjuntas de la imagen y de la forma de su escritura algebraica. Esto se
desprende de un andlisis de congruencia entre dos registros de representacion de un objeto
o de una informacién. De esta manera se lleva a cabo una asociacion “variable visual de la
representacion gréfica—unidad significativa de la expresion analitica’, y es esta asociacion
la que favorece una interpretacion global de las propiedades de las figuras.

Un analisis explicito y sistematico de las variaciones de las unidades visuales significativas
no solamente centra la atencién sobre la relacion entre representacion gréfica y analitica,
Sin0 que en ocasiones permite encontrar directamente la expresion analitica a partir de
propiedades geométricas.
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Duval (1995) afirma que la interpretacion de las representaciones gréficas cartesianas
depende de una identificacion precisa de todos los valores de las variables visuales
pertinentes y del reconocimiento cualitativo de las unidades de escritura simbolica que
corresponden.

Las tareas de variacion comparativas que promueve la secuencia didéctica, tanto para las
funciones exponenciales como para las logaritmicas, consisten en hacer variar una unidad
significativa de la representacion analitica manteniendo constantes las otras, y analizar 1o
gue sucede en la representacion gréfica.

En la Tabla 1 se consignan las unidades significativas en la representacion algebraicay su
relacion con las variables visuales en la representacion gréfica, para el caso de la funcion
exponencial simple y = ka*. En la Tabla 2 se hace lo mismo para las representaciones
algebraicas alternativasy = k- (1 +1)* y y = Ae**.

Tabla 1 Variables visuales y unidades significativas en la coordinacion de las
representaciones gréficay analitica parala funcion exponencial y = ka*.
Unidades significativas Variables Visuales

Parte A. Anular €
efecto de k (hacer

k=1).
Al.a>1
o o / o
a-0 , , // : II
a— +oo ” ” // ﬁll
/ o
/ /
f(x)=1.1* f(x) = 2" f(x) =12
A2.0<ax<l1
a—-0 l\\ \ j
a—1 e \
\. 4 )
\s )
\ N\
f(x) =0.1" f(x) =0.5" f(x) = 0.9"
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Parte B. Anular
efecto de a (fijar d

valor de a).

Cas0l.a>1

Bl. k>0
k-0

k-1
k —» +o0

B2. k<0

k-0
k- -1

k - —

Can2. 0<a<l1

B3. k>0

k-0
k-1
k > +o0

B4. k<0

k-0
k- -1

k - —

7

\\\

6

/-

/,7

prd

"

|

i

f(X) =5

\

f(x) =- 9"

|
/ /i
/ /]
: /
. . /
s J
a /.
_—
f(X) = 0.12" f(X) = 0.9
© / B
B 2 1/ T ~d_ B 2 ; i §
s N
N 5 A\
f(X) =-0.1" f(X) = -0.92"
\ \
\ 2 \ 2
. \ -
. N\
\ A\
N 2 2
NG N
f (X) = 0.150.4" f(X) =1.2>0.4"
\ 10 \ 10
\ \
g : ol
6 / 6
/V
10 I 10
/
f(X) =-0.10.4* f(x) =-1.150.4"
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La variacion de las unidades significativas en el registro algebraico que se consignan en la
Tabla 1, y el andlisis de su efecto en las respectivas variables visuales de la representacion
grafica, se promueven en las Actividades 1 a9 del Bloque 1V, para € caso de las funciones
exponenciales del tipo y = ka*.

Tabla 2 Unidades significativas de la representaci on analitica
dela funcién exponencial

y=k-(1+1)*

Parte A. Anular € efecto de k (hacer k = 1)

y=A-ek

Parte A. Anular € efecto de A (hacer A = 1)

Al. r>0 Al. k>0
r—0 k-0
r — 4+ k-1
k - 4+

A2.-1<r<0 A2. k<0
r—0 k-0
r- -1 k- -1
k- —

Parte B. Anular € efecto der (fijar € valor der)

Parte B. Anular € efecto de k (fijar e valor de k)

Cas0nl.r>0 Cas0l. k>0
BlL. k>0 Bl. A>0
k-0 A-0
k-1 A-1
k - 4+ A - 4+
B2. k<O B2.A<0
k-0 A-0
k- -1 A- -1
k - — A—-> —
Cas02.-1<r<0 Cas02. k<O
B3. k>0 B3. A>0
k-0 A-0
k-1 A-1
k - 4+ A - 4+
B4. k<O B4.A<0
k-0 A-0
k- -1 A- -1
k - — A - —
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Para €l caso de las funciones logaritmicas del tipo f(x) = a log,(cx) + d, se identifican
las unidades significativas correspondientes a los pardmetros a,b,c y d. Las tareas de
variacion sistemética comparativas se promueven en las Actividades 10 a 13 del Bloque 1V,
éstas se realizan apoyadas por un programa en la calculadora Voyage 200, denominado
graflog( ), seleccionando una de las opciones del menl. Por gemplo, a seleccionar
|a] > 1, setoman elementos de la familia f (x) = a log;x , haciendo variar €l parametro a
desde -6 hasta 6 con incrementos de 2 unidades. En la pantalla aparece una animacion en la
que la gréfica se dilata en direccidn vertical un nimero determinado de veces, al tiempo que
se presenta su expresion analitica correspondiente y la gréfica de la funcion béasica de
referencia, en este caso f(x) = log;x. En la Figura 4 se muestra, de manera estética por
supuesto, la secuencia de imagenes utilizadas en la animacion, éstas se encuentran
numeradas de acuerdo a su orden de aparicion.

- = |20cn|Tr ace |Resrashtath|Draul« & |if
Fixi=2log E

4_ = LLENI'R] ] FEHD

S TN I N A Y
Fixi=dlog &

ES3 FETE FEHE

1 5 L] ™ Toe T TE= TT7 [0
- Z5on|Trace |Recraphiath|Drau]> ¢ [if

Fixomelos f/_/_/_/—’/7

z = 4

B.-
Figura 4. Dilataciones en sentido vertical de la funcion logaritmica

ES3 FETE FEHE

[1.2.5. Laeleccién de CAS como recurso didactico.

Creemos que la ensefianza de las matematicas debe aprovechar las ventagjas del uso de la
tecnologia informética para apoyar a los estudiantes a avanzar en la comprension de las
ideas matematicas, a transformarse en “pensadores poderosos y reflexivos’, en buenos
comunicadores y resolutores de problemas (Waits & Demana, 1997).
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El estudio exhaustivo de los tratamientos y conversiones entre los diferentes registros de
representacion de una nocion mateméatica es una tarea demasiado complicada si se le
aborda sin contar con el apoyo en algun recurso tecnolégico. Los dispositivos portétiles
CAS (calculadoras simbdlicas) y los software CAS para computadoras, ofrecen amplias
oportunidades para utilizar e integrar multiples representaciones dindmicas del concepto de
funcién a través de software de graficacion, tabulacion, de regresion, de geometria
dindmica, etc. Gracias a esto es posible automatizar, facilitar y simplificar algunas de las
posibles conversiones entre los diferentes registros de representacion para el disefio de
secuencias didacticas distintas a las tradicionales y de este modo, crear un medio en el que
el estudiante puede explorar, conjeturar, analizar, verificar ideas, asi como desarrollar
habilidades y estrategias que le seran de gran ayuda a la hora de resolver problemas.

El uso didactico mas adecuado que se le puede dar a un dispositivo CAS consiste
justamente en utilizarlo como herramienta para explorar la conexion dindmica entre las
diferentes representaciones de un concepto matemético. El uso sistematico de los
dispositivos CAS en los cursos de mateméticas debe tener esta intencion explicita, debe
plantearse el lograr dicha conexion en las mentes de los estudiantes como su principal
objetivo (Jiménez & Hitt, proxima publicacion). Ademas, en la Universidad de Sonora se
dispone de tres laboratorios de calculadoras, equipados con calculadoras Voyage 200, dos
de éstos en la Divisién de Ingenieriay uno en el Departamento de Mateméticas.

Las Figuras 5a 'y 5b muestran un andlisis de unidades significativas en los cuatro registros
de representacion del fendmeno de variacion exponencial que hemos utilizado
anteriormente, con la intencion de mostrar e hecho de que los dispositivos CAS permiten
realizar con facilidad dicho andlisis.

Representacion grafica

Fer Fl

F4 FEr FE* 7
Zoon|Trace|Resr aghy

Math |0raw|+

4 2.4
3 1949
[ 1l.67
Representacidn g 1z 3 4 5 & thrs
ElBLEIT EAD AUTO FEMIC
Tabular

A un pacientz sz lespmins ba wa inbavenosa

vem dosis ¢<BBOMGNce! 2a tbidtico 2mpicilim,
la taza a2 la gue =l organismo metaboliza ¥ {:[I\l b 4 .ﬂ‘ ﬁ)t

elimina =5tz droga s del 40% cad ahora.

Representacion verbal Representacion analitica

Figura5a. El andlisisen los cuatro registros de representacidn de una de las unidades significativas
en ladescripcion del fendmeno estudiado: la concentracién inicial.
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Representacién grafica
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3ma dosis de 230 me del antibotico ampicilina,

2 tzga 2 1z gue =l organisme metaboliza v U(I:l = up 5‘:}-!‘
slimine esta drogass de].:a-:i.ahﬁa.
Representacion verbal Representacion analitica

Figura5h. El andlisisen los cuatro registros de representacion de otra de las unidades
significativas: € factor constante de cambio.

Debido a la facilidad de los dispositivos CAS para generar fécilmente graficas de
funciones, asi como €l realizar andlisis geométricos de éstas, en nuestra propuesta didactica
consideramos a registro de representacion grafico como agquél que permite crear un
ambiente enriquecedor para la conceptualizacion del nimero e. Tomando como €je central
la caracteristica geométrica de las gréficas (tanto de las funciones exponenciales como de
las logaritmicas) de poseer una subtangente constante, se promueve una exploracion,
primeramente con las funciones exponenciales, propiciando en los estudiantes generar la
hipétesis de que existe una base especial que hace que las gréficas de la funcion y de su
derivada coincidan, disefidndose un programa en la calculadora Voyage 200 con este fin, y
en la Actividad correspondiente se formularon preguntas que impulsan a los estudiantes a
razonar en esta direccion. También se analiza el caso de las funciones logaritmicas, en las

gue la gréfica de la funcion derivada “se asemeja’ a la de la funcion y = i y la
coincidencia se logra cuando se toma como base del logaritmo al ndimero e, disefiandose
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también un programa en la calculadora Voyage 200 con este fin y su Actividad
correspondiente. Las siguientes figuras muestran algunas pantallas de estos programas.

Para las funciones exponenciales:

Una de las opciones del menu de usuario
muestra la gréfica de la funcidn
exponencial introducida y una animacién
en la cual se trazan lineas tangentes a la
curva y las subtangentes
correspondientes, apareciendo en pantalla
el valor numérico de la subtangente.

1. 2. S 4. [ Teclal
1. [wEEiT RAD AUTO FUNC |

Subtangente de la funcién; y = 2* 1. Z. z. 4. [ENTER IConk.
3. [RECEIT KAD_AUTD FUHC JFilzE

Otra.opcion del ment de usuarios traza la y = 25% su derivada

gréficade la funcion y de su derivada.
gl=10, g'=2, "%l 42T X i
=1
4
3
2 1. zZ. z. 4. [EMTERICoRt.
i 4. |FELar FAD AUTO FUNC TS|
f— X 1
1. Z. 3. 4. [ENTERICoRL, y = 3.5y su derivada
2. |rELEIT RAD_AUTO FUHC JFALZE]

y = 2* y su derivada

Figura 6. Pantallas del programaderiexpo.

Paralas funciones logaritmicas.
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Una de las opciones del mena de usuario,
muestra la gréfica de la funcidn
logaritmica introducida y una animacion,
en la cual se trazan lineas tangentes a la
curva y las subtangentes
correspondientes, apareciendo en pantalla
el valor numérico de la subtangente.

[ Teclal
1. [RELET RO AOTO FUHE | Bz |

Subtangente de la funcién; f(x) = log, x

[EMTER IComnt.,
3. |[RELET RAD ALTO FUNC [FALEE

f(x) = log, s x y su derivada.

Otraopcion del mena de usuarios traza la
gréficade la funcion y de su derivada.

5. E.

[EMTER 1Cant.,
FUHE [F HLIZE

4. |RELET FAD ALTO

f(x) = log; x y su derivada.

[EMTER 1Cant.,
2. [RELET EAD_AUTO FUNC FALZE

f(x) = log, x y su derivada.

Figura7. Pantallas del programaderivlog.
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Capitulo 111

Elementos Metodologicos vy
Descripcion de la Secuencia
Didactica

[11.1. Objetivos Generales de la Secuencia Didéctica.

Que el estudiante reconozca la variacion exponencial y logaritmica a partir del
registro de representacion en que se le presente: verbal, tabular, gréfico o analitico.
Capacitar al estudiante pararealizar la conversion de un registro de representacion a
otro, dandole el tratamiento adecuado, apoyado en todo momento de la calculadora
simbdlica

Capacitar al estudiante para ver e interpretar la variacion exponencial y logaritmica
como modelos de problemas del mundo real y que sea capaz de desarrollar modelos
mateméticos en este contexto.

Promover la apropiacion de técnicas matematicas y computacionales para la
construcciéon del modelo matemético correspondiente, a partir de datos tabulares o
bien lecturas apropiadas en la gréfica.

Promover la apropiacion del lengugje técnico de las mateméticas para el estudio de
la variacion exponencial y logaritmica, y relacionar dicho lenguaje con tablas,
gréficas y formulas.

Aplicar diversos criterios para verificar si la solucion encontrada es correcta
Promover en el estudiante el desarrollo de habilidades para expresarse y explicar
tanto en forma oral como por escrito las mateméticas que ha aprendido.

[11.2. Caracteristicas de la Secuencia Didactica.

La principal caracteristica de nuestra secuencia didactica consiste en promover las
conversiones entre los diferentes registros de representacion semidtica, asi como el realizar
los tratamientos adecuados en cada registro de representacion. La conversion entre los
diferentes registros de representacion: verbal, tabular, gréfico y analitico, esta considerada
como una de las dificultades persistentes en los estudiantes relacionada con el aprendizaje
del concepto de funcién (Artigue, 2000), y segin Duval (1998), cuando un estudiante tiene
acceso a todas las representaciones de un objeto matemético, es capaz de identificarlas,
darle un tratamiento adecuado en cada registro de representacion y ademas hacer una
articulacion coherente de los diferentes registros de representacion sin contradicciones, en
suma, el estudiante puede acceder a ese conocimiento y apropiarselo. Como ya se ha dicho,
esta conversion entre diferentes registros de representacion no es espontanea, y debe por
tanto ser objeto explicito de ensefianza.
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El utilizar la calculadora vVoyage 200 como herramienta didactica nos permite ampliar la
posibilidad de un tratamiento mas integral del tema, sobre todo por sus capacidades para
manegjar multiples representaciones dindmicas, y por permitir el disefio de programas
interactivos para el estudiante por medio de los cuales realiza diversas exploraciones en
distintos registros de representacion.

Del andlisis histérico de los conceptos de logaritmo y funcion exponencial hemos rescatado
dos significados que estan fuera del discurso escolar actual, y que fueron de gran relevancia
en el desarrollo histérico de tales conceptos. Uno de estos significados constituyd el gje
central en el desarrollo de los logaritmos y consiste en la relacidon entre una progresion
geométrica y una progresion aritmética, el cual nosotros lo adoptamos también como eje
central de nuestra propuesta didéctica. El otro significado que rescatamos del analisis
histérico es la caracteristica geométrica de las gréficas de las funciones exponenciales y
logaritmicas que consiste en poseer una subtangente constante, la cual fue clave para la
incorporacion en el registro geométrico de este tipo de curvas, el cual era considerado en el
siglo XVII como la principal representacion en matemdticas. En nuestra secuencia
utilizamos esta caracteristica geométrica de las gréficas de las funciones exponenciales y
logaritmicas como gje central para la exploracion de la razdn de cambio de ambos tipos de
funciones, ya que esta es la causa fundamental de su importancia en las mateméticas y en
las aplicaciones en otras ciencias, y particularmente cuando la base de estas funciones es el
nimero e.

La incorporacion de algunos elementos provenientes de la historia de las mateméticas en
nuestra propuesta didactica nos ayuda a explicar el papel de las mateméticas en la sociedad,
al mostrar el desarrollo de las matematicas como una actividad humana, y ademés puede
contribuir a que el aprendizaje de las matematicas sea una experiencia significativa. Al
respecto, la postura del NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) en su
publicacion El Plan de Estudios y Normas de Evaluacion para las Matematicas Escolares
(NCTM, 1989), declar6 que “los estudiantes deben tener numerosas y variadas experiencias
relacionadas con la evolucion cultural, historica y cientifica de las mateméticas’ (p. 6).
Recomendaciones similares sobre el papel de la historia de las matematicas se encuentran
en los Principios y Normas para las Matematicas Escolares del NCTM (2000) con el
objetivo de desarrollar en los estudiantes una apreciacion de las matematicas como “uno de
los mayores logros culturales e intelectuales de la humanidad” (p. 4).

Cuando los profesores usan los problemas histéricos con los estudiantes para ejemplificar el
esfuerzo humano, y particularmente el realizado por los mateméticos, “los estudiantes son
pedagdgicamente iluminados cuando se dan cuenta que tales problemas no se crean de la
nada..., y que los matematicos también cometen errores’ (Liu, 2003, p. 419 en Clark,
2006). El reducir las contribuciones de los mateméticos (como por gemplo, lainvencién de
los logaritmos por John Napier) a una mera definicion y algunas propiedades, solo perpettia
laidea en los estudiantes que el estudio de las matematicas se obtiene de la nada'y no es el
resultado de los logros culturales e intelectuales (Clark, 2006).
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[11.3. Organizacion de la Secuencia Didactica con base en la teoria de las
repr esentaciones de Duval.

Basados en lo descrito en el apartado anterior, hemos organizado la secuencia didéctica en
cinco blogues de Actividades.

Bloque I: Lavariacion exponencial.

Propusimos este bloque de actividades didacticas como un primer acercamiento al estudio
de la variacion exponencial de base arbitraria (f(x) = ka* donde: a >0 y k > 0),
mediante la vinculacion dinamica de sus distintas representaciones y el énfasis en las
correspondientes conversiones en los diferentes registros de representacion, utilizando
como herramienta didéctica la calculadora Voyage 200.

En estos disefios se privilegio que el andlisis de la variacion surgiera de manera natural de
una situacion problemética del mundo real, con el propdsito de estimular el interés del
estudiante y de que fuera capaz de desarrollar modelos mateméticos en este contexto.

Dicha secuencia consta de nueve Actividades didéacticas; las primeras cuatro tratan sobre
fendmenos de variacidon que crecen exponencialmente, debido a que en concordancia con
nuestro enfoque tedrico se consideraron los siguientes cuatro casos.

1) Problemas tabulares, cuando la informacion inicial sobre el fendbmeno de variacion esta
dada mediante una tabla de valores numéricos. Nos decidimos iniciar con una Actividad de
este tipo debido a que el registro tabular nos permite realizar andlisis numéricos muy
significativos para este tipo de funciones, como son la relacion entre una progresion
aritmética y una geométrica, el porcentaje constante de cambio y el factor constante de
cambio, los cuales son facilmente calculables en la tabla. Ademas, por nuestra experiencia
hemos observado que € trabajo en este registro de representacion es el que se les facilitaa
los estudiantes para explorar las caracteristicas propias de este tipo de variacion.

2) Problemas verbales, cuando la informacion inicial sobre el fendmeno de variacion estq
dada mediante una descripcion verbal. Continuamos con esta Actividad con la intencién
gue el estudiante identificara vocablos claves en la descripcién verbal, relacionados con las
propiedades esenciales que exploré en la Actividad anterior.

3) Problemas graficos. Continuamos con una Actividad donde la informacion inicial sobre
el fendbmeno de variacion esta dada mediante una gréfica, con la intencién de reforzar las
exploraciones realizadas en las Actividades anteriores, para que se redlizaran lecturas
apropiadas en la gréfica y se identificaran las caracteristicas que permiten deducir una
férmula para modelar dicho fenémeno de variacion.

4) Problemas analiticos, cuando la informacion inicial sobre el fendmeno de variacion esta
dada mediante un modelo tedrico, expresado mediante la representacion analitica. El
objetivo de esta cuarta Actividad consistio en que el estudiante realizara algunas
exploraciones que le permitieran tener un primer acercamiento intuitivo al nimero e.
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Las cuatro Actividades siguientes representaron fendmenos de variacion que decaen
exponencialmente. Estas Actividades se presentaron en el mismo orden descrito
anteriormente, de acuerdo al tipo de representacion en que se plantea la informacién inicial
del fendbmeno, la justificacion de dicho orden es similar.

En este bloque se presentd una Actividad disefiada para trabajar con un programa
interactivo de la calculadora Voyage 200 denominado subtan(), asi como dos Notas
Histéricas. El resto de las Actividades fueron disefladas para trabajar con la calculadora
Voyage 200 en las diferentes Aplicaciones de las que ésta dispone, como por gemplo: el
editor de funciones, tablas, graficas, Editor de Datosy Matrices, €etc.

Bloquell: Loslogaritmos y sus propiedades.

El objetivo de este blogue consistio en que el estudiante comprendiera el concepto de
logaritmo y sus propiedades mediante la exploracion de progresiones aritméticas y
geométricas, como una forma de emular el desarrollo histérico de éstos, asi como también
los obstéculos que se presentaron, como por ejemplo; la falta del concepto de base. Este
acercamiento puede ayudar a los estudiantes a superar las dificultades habituales y permite
gue puedan comparar €l valor de las técnicas modernas (Fauvel, 1991 en Clark, 2006).

Este bloque const6 de diez Actividades didécticas, en todas éstas los estudiantes realizaron
sus exploraciones dentro del registro numérico, comenzando con ideas intuitivas de
“transformar” para facilitar operaciones, para que surgiera la definicion y las propiedades
de los logaritmos como herramienta facilitadora de ciertos célculos. Se pretendié también
traducir al registro algebraico las relaciones observadas. Al final de este bloque se presenté
una Nota Histérica. A continuacion se muestran las propiedades de los logaritmos que se
pretenden promover en este Blogue de Actividades.

logy(ac) = log,(a) + log,(c)
log,(%/c) = log,(a) — logy(c)

log,(a®) = c-log,(a)
1
logy (a'/e) = =+ logy(a)

Bloquelll: Lavariacion logaritmica

Si bien es cierto que los logaritmos han perdido su papel como pieza fundamental en los
computos mateméticos, la funcion logaritmica permanece en el centro de casi todas las
ramas de las mateméticas, puras o aplicadas. Aparece en un gran nimero de aplicaciones,
desde la fisica y la quimica hasta la biologia, la psicologia, €l arte y la musica (Maor,
2006).

Este bloque const6 de seis Actividades didacticas por medio de las cuales se propuso un
primer acercamiento ala variacion logaritmica, promoviendo exploraciones en los distintos
registros de representacion, que giraban en torno a las caracteristicas esenciales de las
funciones logaritmicas, mediante el uso explicito de la relaciéon entre las progresiones
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geométrica y aritmética, a través de problemas précticos y utilizando como herramienta la
calculadora Voyage 200. El orden en el que se presentaron las Actividades fue de acuerdo
a tipo de representacion en el que se planted la informacion inicial del fenomeno de
variacion, éste es similar al de las Actividades del Blogue | y las razones que justifican este
orden también son similares.

Bloque IV: Andlisis grafico de las funciones exponenciales y logaritmicas.

En este bloque se proponen tareas de variacion comparativa, ya que segun Duval este tipo
de tareas ayuda para promover un aprendizaje que considere la estrecha relacion entre la
noesis y la semiosis, a fin de que no se confunda a objeto matemético con sus
representaciones. Por lo que es importante analizar todas las modificaciones conjuntas de la
gréfica y de la forma de su representacion analitica. De esta manera se llevd a cabo una
asociacion “variable visual de la representacion grafica’—“unidad significativa de la
expresion analitica’, esta asociacion no solamente centra la atencidn sobre la relacion entre
representacion grafica y analitica, sino que en ocasiones permite encontrar directamente la
expresion analitica a partir de propiedades geométricas.

La variacion de las unidades significativas en el registro analitico y el analisis de su efecto
en las respectivas variables visuales de la representacion gréfica, se promovié mediante las
Actividades delal ala 9, paraéel caso de las funciones exponenciales del tipo y = ba* + d,
mientras que para €l caso de las funciones logaritmicas del tipo y = alog, cx + d, esto
mismo se hizo mediante las Actividades de la 10 a la 13, con apoyo del programa
interactivo graflog(). En la Actividad 14 el estudiante trabaj6é con el programa interactivo
expolog(), € cual tuvo el propdsito de apoyar al estudiante en el analisis grafico de las
funciones exponenciales y logaritmicas como funciones mutuamente inversas.

Bloque V: Funciones exponenciales y logaritmicas con base e.

En este grupo de actividades didacticas, el estudiante explord las caracteristicas de las
funciones exponenciales y logaritmicas de base e y el por qué de su importancia en las
matematicas y en las ciencias aplicadas, a partir del estudio de la razon de cambio de la
funcion exponencial, y particularmente de la funcion y = e*, ya que esta es la fuente de
todas las propiedades de la funcion exponencial y la razén basica de su importancia en las
aplicaciones. En este blogue se parti6 del registro de representacion grafico como aquél que
permite crear un ambiente enriquecedor para la conceptualizacion del nimero e,
convencidos de que la visualizacién resulta ser un componente esencial del aprendizaje,
debido a que ésta “no solo da a los datos disponibles una estructura significativa, sino que
también constituye un factor importante como guia del desarrollo analitico de una solucion”
(Fischbein, 1987, p.101; citado en Arcavi & Hadas, 2000). Tomando como eje central la
caracteristica geométrica de las gréficas (tanto de las funciones exponenciales como de las
logaritmicas) de poseer una subtangente constante, se promovié la exploracion dinamica,
primeramente con las funciones exponenciales, propiciando generar en los estudiantes la
hipétesis de que existe una base especial que hace gue las gréficas de la funcion y de su
derivada coincidan, disefiandose un programa interactivo en la calculadora Voyage 200 con
este fin, que denominamos deriexpo(), y en la Actividad 1 se formularon preguntas que
impulsaron a los estudiantes a razonar en esta direccion. También se analizo el caso de las
funciones logaritmicas, en las que la gréfica de la funcion derivada “se asemejd’ alade la

34



Elementos Metodol 6gicos y Descripcion de la Secuencia Didéactica

-, 1 . . . .
funciony = —y la coincidencia con ella se logra cuando se toma como base del logaritmo

al nimero e, disefidndose con este fin un programa interactivo en la calculadora que
denominamos derivlog() y la Actividad 4 correspondiente. En la Actividad 5 el estudiante
exploro (apoyado en un software de geometria dindmica) el problema de la cuadratura de la
hipérbola equilatera, debido a que pensamos que es pedagdgicamente estimulante para los
estudiantes trabajar en los mismos problemas en los que trabajaron matematicos famosos y
en los cuales tuvieron muchas dificultades para resolverlos. En este bloque se presentaron
también dos Notas Historicas.

[11.4. Descripcion delas Actividades que conforman la Secuencia
Didactica.

En esta seccion presentamos la descripcion y el andlisis de las Actividades que conforman
la secuencia didéactica, la cual fue disefiada con el prop6sito de introducir de manera
significativa las funciones exponenciales y logaritmicas de base e. Esta secuencia pretende
promover la articulacion coherente entre los diferentes registros de representacion
semidtica: verbal, tabular, gréfico y analitico, utilizando la calculadora Voyage 200 como
herramienta didactica. Todas estas Actividades se han incluido en el Anexo 2.

Consideramos importante aclarar la definicion de base que se promueve en la secuencia
didactica tanto para las funciones exponenciales como para las logaritmicas: base es la
razén constante de la progresion geométrica cuando la diferencia constante de la progresion

aritmética es igual a 1 (para y = kb*; b :% gy solo s x,;,; —x,=1, paa
y=log,x; b= %

n

s ysolos Yn+1 = Yn = 1)
I11.4.1. Bloquel: Lavariacion exponencial.

Actividad 1 (Problema tabular) Crecimiento de una poblacién de bacterias. Se plantea el
crecimiento de una poblacion de bacterias a través de una representacion tabular.
Objetivos:
- ldentificar cudndo una tabla de datos corresponde a un crecimiento exponencial; al
analizar que cuando los valores numéricos de la variable independiente forman una
sucesion aritmética, los correspondientes valores numéricos de la variable
dependiente forman una sucesion geométrica creciente. Es importante también que
los estudiantes observen esta caracteristica para facilitar més delante la comprension
de larelacion entre las funciones exponenciales y logaritmicas.
Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados en el registro tabular para la
construccion del modelo matemético (representacion analitica) correspondiente.
Analizar algunas caracteristicas particulares del crecimiento exponencial como el
factor constante de cambio, porcentaje de crecimiento y tiempo de duplicacion.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
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Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico X | Registro verbal — Registro numérico
Registro grafico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

Actividad 2 (Problema verbal) La leyenda del ajedrez. En esta Actividad la informacion
inicial se presenta através de una descripcion verbal de la situacion a analizar.

Objetivos:
- ldentificar cudndo una descripcion verbal de un problema planteado corresponde a

un crecimiento exponencial.

Analizar el comportamiento de la funcion exponencial creciente del tipo y = ka*,

gue aungue empieza creciendo lentamente, al hacerlo en forma acelerada, termina

creciendo extremadamente rapido.

Conver siones entre representaciones semiéticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico
Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico X
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro verbal — Registro numérico

Actividad 3 (Problema grafico) Crecimiento Poblacional. La informacion inicial sobre este
fendbmeno de variacion se da através de una gréfica.

Objetivos:
- ldentificar cudndo una representacion gréfica corresponde a un crecimiento

exponencial.

Andlizar caracteristicas particulares del crecimiento exponencial; tiempo de

duplicacién, factor constante de cambio, porcentaje de crecimiento.

Realizar lecturas apropiadas en la grafica.

Conver siones entre representaciones semiéticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico
Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico X | Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro gréfico — Registro numérico
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Actividad 4 (Problema analitico) Asuntos financieros. En esta Actividad el fenébmeno de
variacion se presenta por medio de la representacion analitica; se trata de la formula del
interés compuesto.

Objetivos:
- Identificar cuando una férmula corresponde a un crecimiento exponencial.
Andlizar las caracteristicas particulares del crecimiento exponencial, como la
relacién entre una progresion aritmética y una progresion geomeétrica, y el tiempo de
duplicacion.
Reforzar € significado fisico de los pardmetros involucrados en la férmula.
Estimular la capacidad para examinar una representacion analitica, con el fin de
hacer una estimacion general del patron que surgiria en una representacion tabular o
gréfica
|dentificar la necesidad de una herramienta matemética para calcular el tiempo de la
inversion para un saldo dado (resolucién de una ecuacion exponencial).
Experimentar un acercamiento intuitivo a la base e, simulando lo que ocurre en la
génesis de algunos objetos mateméticos, los cuales surgen de forma natural y
comienzan a ser manipulados sin que se tenga conciencia plena de ellos.

Conver siones entre representaciones semiéticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal

Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico
Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico X

Conversion privilegiada: Registro analitico — Registro numérico

Después de esta Actividad se presenta una Nota Histérica sobre el nimero e.

Actividad 5 (Problema tabular) Restablecimiento del ritmo cardiaco. La informacion
inicial sobre este fendbmeno de variacion se presenta a través de una tabla de valores
numeéricos.

Objetivos:
- ldentificar cuando una tabla de datos numéricos corresponde a un decaimiento

exponencial: al verificar el hecho de que cuando los valores numéricos de la

variable independiente forman una sucesion aritmética, los valores numéricos de la

variable dependiente forman una sucesién geométrica decreciente.

Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados en el registro tabular para la

construccion del modelo matematico (representacion analitica) correspondiente.
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Analizar las caracteristicas particulares del decaimiento exponencial, como factor
constante de cambio y porcentaje de decaimiento.

Realizar un andlisis descriptivo del comportamiento de las familias de funciones
exponenciales decrecientes.

Reforzar € significado fisico de los pardmetros involucrados en la férmula.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal

Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico X
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

Actividad 6 (Problema verbal) Eliminacién de contaminantes del combustible de aviones a
reaccion. Esta Actividad inicia con una descripcion verbal del fendmeno de variacion.

Objetivos:
- ldentificar cudndo una descripcion verbal de un problema planteado corresponde a

un decaimiento exponencial (identificar en la descripcidon verbal términos clave

referidos al decrecimiento exponencial).

Andlizar las caracteristicas particulares del decaimiento exponencial, como la

relacién entre una progresion aritmética y una progresion geométrica, el factor de

cambio constante y el porcentaje de decaimiento.

Realizar un andlisis descriptivo del comportamiento de las familias de funciones

exponenciales decrecientes del tipo y = ka*.

Reforzar € significado fisico de los pardmetros involucrados en la férmula.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico X
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico X
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Actividad 7 (Problema gréfico) Eliminacion de una droga por € organismo. Este
fendbmeno de variacion se presenta através de una gréfica.

Objetivos:
- ldentificar cudndo una representacion grafica corresponde a un decaimiento

exponencial del tipo y = ka”*.

Analizar algunas caracteristicas particulares del decaimiento exponencial, tales

como la relacion entre una progresion aritmética y una progresion geométrica y la

vida media

Realizar lecturas apropiadas en la grafica

Explorar el comportamiento de las subtangentes en diferentes tipos de funciones, y

en especial en las funciones exponenciales.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico

Registro analitico — Registro numérico

Registro numérico — Registro analitico

Registro analitico — Registro gréfico

Registro numérico — Registro verbal

Registro analitico — Registro verbal

Registro verbal — Registro numérico
Registro verbal — Registro gréfico
Registro verbal — Registro analitico

Registro gréfico — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico
Registro gréfico — Registro verbal

XXX X | X

Conversion privilegiada: Registro gréfico — Registro analitico

En esta Actividad se presenta una Nota Histérica sobre la importancia que tuvo la
caracteristica geométrica de este tipo de curvas de poseer una subtangente constante.

La exploracion del comportamiento de las subtangentes se realiza con ayuda del programa
subtan(), como se muestra a continuacion. El propdsito de este programa es que €l
estudiante explore el comportamiento de las subtangentes para diferentes tipos de
funciones, con la intencion de que observe el comportamiento singular de las subtangentes
en las funciones exponenciales. Empezamos con €l caso de una funcion cuadrética simple,
y = x2, definida en la ventana de graficacion que se muestra en la siguiente pantalla del
programa:

k- INTRODUCIE FUNCION Flx N

Dar Funcion, fix)=: A |
Limite inferior =min: |'5
Limite superior xzmaxi |5
Limite inferior umin: |'3
Limite zuperior dmaxi |25
| Enters0k__> (ESC=CARHEEL )

Figura8.
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En estas condiciones, al presionar ENTER aparecera la pantalla graficay se trazara la gréfica
de la funcién introducida.

Cont inuar [EMTER ]
[F ALl

RELEIT EAD AUTO FUMC

Figura9.

Para continuar, se debe presionar ENTER, apareciendo de nuevo € menl de usuario, pero en
la pantalla aparecera también la representacion analitica de la funcion graficada y el
intervalo de graficacion, ademés de que se activara una barra de herramientas.

F1 B T F3 ]
[ Introd. Funcidh T Subtangentes | Salir

Funcidn Actual:
z

g=x
Interwvalo-=i [-5. .. 5.1
Intervalo—g: [-3. .. 25.1
RELEIT FAD ALTO FUNE 0750
Figura 10.

Al seleccionar la opcién Subtangentes con latecla F2 de nuevo aparecera la gréficatrazada
previamente y se apreciara en pantalla una animacion en donde se trazarén lineas tangentes
a la curva y las correspondientes subtangentes, apareciendo también en pantalla el valor
numérico de éstas. El estudiante puede detener la animacion presionando latecla de la letra
S y hacer que ésta continlie presionando cualquier otra tecla. Enseguida se muestran (en
forma estética, por supuesto) algunas pantallas de dicha animacion.

subtan= Z.03 subtan= 1.45

Y

\ N

[ Teclal
LEL:|

\|‘

[ Teclal
LEL:|

1_ RELEIT FAD AUTO . [RELEIT FAD AUTO

subtan= 1.03%

e

EHO AUTO

3. [wEem

FUMC

[ Teclal
LELL: |
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i I I
subtan= 1.7 / subtan= 2.33

[ Teclal [ Teclal
5. RELEIT EAD_AUTO FINEC | sy 6 FELETT FAT AOTE FIRE  Euzt |

Figura 11. Pantallas correspondientes ala animacion de la opcidn subtangentes del programa subtan().

Una vez concluida la animacion se debe presionar ENTER para regresar al menu de usuario,
ya sea para introducir una nueva funcién o para salir del programa, seleccionando la opcion
Salir con lateclaF3, (ver figura 10).

A continuacion se muestran diferentes pantallas del programa, para ejemplificar el caso de
una funcién exponencial, que es uno de los propdésitos principales de este programa: que €l
estudiante observe para estos casos e comportamiento de las subtangentes.

L INTROOUCIE FUNCION Fix) N

Dar Funcion. o= YR |

Limite inferior =min: |[-3.
Limite superior x=max: |&.
Limite inferior umin: |[-5.
Limite superior Jdmax: |5EI
ESC=CAHCEL

1.

1| Few Tv [ FE™

F= & F
 f=|Zoom|Trace|Rearaph|Math|DFaw|-

] _'_Fg-—' "
Cont inuar [EMTER ] " |
FUNE JFiu:E

[ Teclal
LEv: |

2. [mET RAD_ALTO 4 |mEEr FAD AUTD FIONE

F1 3 A
[ Introd. Funcidn TSubtangentes T Salir ]
Furcisn Actual:

u=5(1.5)%
Intervalo-x: [-3. .. 6.1
Intervalo-y: [-5. SE. ]
I— -
3 [ Teclal
. [RELEIT FAD_AUTD FUNE 0750 5. [mm AN AUTH FORE Bt |

subtar= 2.47 subtan= 2,47 /
__________,,__—-‘:::;;:ﬁﬁf! ‘ I
[ Teclal [ Teclal
6. [ FAD AUTD FUHE e | 7. o FAD AUTD FINC | ELy |

Figura 12. Pantallas del programa subtan( ) parael caso de una funcién exponencia del tipoy = ka”*.
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Actividad 8 (Problema analitico) Disminucion de la Presion Atmosférica. En esta
Actividad el fendbmeno de variacion se presenta a través de la representacion analitica,
donde la presién atmosférica P depende de la altura h sobre la superficie de la Tierra. Pero
esta representacion analitica es diferente a las que se habia estado analizando en
Actividades anteriores (P = Pya™), en ésta se le presenta la representacion analitica de una
funcion exponencial decreciente con base e.

Objetivos:
- ldentificar que este tipo de representacion analitica también representa un

decaimiento exponencial.

Analizar la caracteristica particular del decaimiento exponencial como es larelacion

entre una progresion aritmética y una progresion geométrica.

|dentificar la necesidad de una herramienta matemética para calcular la altura sobre

el nivel del mar para una presion atmosférica dada (resolucion de una ecuacion

exponencial).

Conver siones entre representaciones semiéticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal

Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro analitico — Registro gréfico

Actividad 9 (Problema tabular) Tablas de funciones exponenciales. En esta Actividad la
informacion inicial se presenta através de representaciones tabulares.

Objetivos:
- Establecer el siguiente criterio para identificar cudndo una tabla de datos numeéricos
corresponde a una variacion exponencial: a verificar que cuando los valores
numeéricos de la variable independiente forman una sucesion aritmética, los valores
numéricos de la variable dependiente forman una sucesion geométrica.
Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados en el registro tabular para la
congtruccion del modelo matemético (representacion analitica) correspondiente,
para los casos en que los intervalos de variacion de la variable independiente
registrados en latabla sean diferentesde 1 (Ax # 1).

Conversiones entre representaciones semiéticas que se promueven:
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Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico
Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

[11.4.2. Bloquell: Loslogaritmosy sus propiedades.

Actividad 1 (Problema tabular) Exploracion previa. La informacion inicial se presenta a
través de una serie de tablas numéricas.

Objetivos:
Identificar las secuencias 0 sucesiones numéricas que se presentan en las tablas,
como potencias sucesivas de un cierto nimero (a™), y que a partir de dicha
identificacion el estudiante pueda continuar la secuencia tanto como desee, ya sea
usando la calculadora o una hoja de célculo como Excel. (Eneste caso a = 2, 3,5).

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro numérico — Registro analitico, Registro numérico — Registro verbal

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

Actividad 2 (Problema tabular) Introduccion a los logaritmos. La informacion inicial se
presenta a través de una serie de tres tablas numéricas.

Objetivos:

- Formular los conceptos de progresion aritmética y progresién geométrica.
Formular, primero en sus propias palabras y usando sus propios simbolos, y luego
usando un lenguaje mas técnico y una simbologia méas precisa, las reglas que
definen las propiedades esenciales de los logaritmos, a saber:

E(an ' am) = E(an) + E(am)
E (™) = Eam) - E(ay)
E(a,™) =m-E(a,)
E(anl/m) — % E(a,)
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donde E representa a indice (0 mas precisamente, al exponente) del término de la
sucesion gue se indica entre paréntesis, y que numéricamente es igual al resultado
de la(s) operacion(es) involucrada(s).

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro numérico — Registro verbal, Registro numérico — Registro analitico, Registro
verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro verbal

Actividad 3 (Problema tabular) Extendiendo el poder de las tablas. La informacién inicial
se presenta a través de una serie de tres tablas de valores numéricos.

Objetivos:
Expandir el poder de las tablas para poder calcular productos, cocientes, potencias y
raices de nimeros que, si bien no estan contenidos directamente en las Tablas
numeéricas, se pueden obtener a partir de ellas mediante su reescritura en la forma
a, < 107%,

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro analitico — Registro numérico, Registro numérico — Registro verbal

Conversion privilegiada: Registro analitico — Registro numérico

Actividad 4 (Problema tabular) Actividad previa. La informacién inicial se presenta a
través de una serie de tablas de valores numéricos.

Objetivos:
Identificar las secuencias o sucesiones numéricas que se le presentan en las tablas,
como potencias constantes de los nimeros naturales n, y que a partir de dicha
identificacion pueda continuar la secuencia tanto como desee, ya sea usando la
calculadora o una hoja de calculo como Excel.
Formular una representacion del tipo n* para generar los nimeros de las Tablas (en
estecaso a = 2,3,5).

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro numérico — Registro analitico, Registro numérico — Registro verbal

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

Actividad 5 (Problema tabular) ¢Nuevas tablas de logaritmos? La informacion inicial se
presenta a través de una serie de tablas de datos numéricos.

44



Elementos Metodol 6gicos y Descripcion de la Secuencia Didéactica

Objetivos:
Formular el concepto de funcion potencia y correlacionarlo con el de progresion
geométrica
Explicar por qué las reglas formuladas previamente para simplificar los calculos en
la Actividad 2 no se aplican en este caso.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro numérico — Registro verbal, Registro numérico — Registro analitico, Registro
verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro verbal

Actividad 6 (Problema tabular) Extendiendo el poder de las reglas. La informacion inicial
se presenta a través de una serie de tablas de valores numéricos.

Objetivos:
Analizar el comportamiento de una progresion geométrica cuando el exponente es
un nimero negativo.
Verificar si las reglas formuladas previamente en la Actividad 2 para simplificar los
calculos se aplican en estos casos.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro numérico — Registro verbal, Registro analitico — Registro numérico

Conversion privilegiada: Registro analitico — Registro numérico

Actividad 7 (Problema tabular) Verificando consistencia y precisiéon de las reglas
logaritmicas. La informacion inicial se presenta a través de una serie de tablas de valores
NUMEricos.

Objetivos:
- Comprobar que las reglas formuladas previamente en la Actividad 2 se aplican para
elementos de una misma progresion geométrica, y no se aplican para elementos de
progresiones geométricas diferentes.
|dentificar una primera idea de la necesidad del concepto de base (o razdn) paralas
progresiones geométricas.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro numérico — Registro verbal, Registro analitico — Registro verbal

Conversion privilegiada: Registro analitico — Registro verbal
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Actividad 8 (Problema tabular) Smbolizacién adecuada de las reglas de los logaritmos.
Lainformacion inicial se presenta através de una serie de tablas numéricas.

Objetivos:
Utilizar las reglas formuladas previamente en la Actividad 2 como herramienta para
completar los datos que faltan en las tablas.

Hacer més evidente la necesidad del concepto de base para las progresiones
geométricas.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro analitico — Registro numérico, Registro numérico — Registro verbal

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro verbal
Actividad 9 (Problema tabular) El concepto de logaritmo. La informacidn inicial se
presenta a través de una serie de tablas numeéricas.
Objetivos:
Introducir el concepto y la notacion moderna para los logaritmos.
Expresar las propiedades bésicas de los logaritmos, las cuales fueron formuladas en

la Actividad 2, usando la notacién moderna.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro numérico — Registro analitico, Registro analitico — Registro numérico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico
Actividad 10 (Problematabular) Formula para el cambio de base. La informacién inicial
se presenta a través de tablas numéricas.
Objetivos:
Analizar y generalizar larelacion entre logaritmos de distintas bases.

Establecer laférmula para el cambio de base de los logaritmos.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
Registro numérico — Registro analitico, Registro numérico — Registro verbal

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

Al final de este Bloque de Actividades se presenta una Nota Histérica sobre los logaritmos.
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111.4.3. Bloquelll: Lavariacion logaritmica.

Actividad 1 (Problema tabular) El orden de magnitud. La informacion inicial sobre el
fendbmeno de variacion se presenta a través de una tabla de valores numéricos.
Objetivos:

Identificar cuando una tabla de datos numéricos representa una variacion
logaritmica: a verificar que cuando los valores numéricos de la variable
independiente forman una sucesién geométrica, los valores numéricos de la variable
dependiente forman una sucesion aritmética.

Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados en el registro tabular para la
construccion del modelo matemético (representacion analitica) correspondiente.
Analizar las caracteristicas de la representacion grafica de esta funcion logaritmica.
Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados para obtener la
representacion analitica de la funcién logaritmica como tratamiento “inverso” del
caso exponencial.

Mostrar la utilidad préctica de una escala logaritmica.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico

Registro analitico — Registro numérica | X

X
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico
X

Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

Actividad 2 (Problema gréfico) La ley de crecimiento de un érbol. En esta Actividad la
informacion inicial sobre el fendbmeno de variacion se presenta através de una grafica

Objeti

VOS:

Analizar las caracteristicas de la representacion grafica de la funcién logaritmica
Hacer lecturas apropiadas en la gréfica.

Identificar una caracteristica esencial de la variacion logaritmica, como es la
relacion entre una progresion geométrica y una progresion aritmética, tanto en la
representacion tabular como en la representacion grafica

Realizar un andlisis descriptivo del comportamiento de las familias de funciones
logaritmicas.

Conver siones entre representaciones semiéticas que se promueven:
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Registro numérico — Registro gréfico Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico X | Registro verbal — Registro numérico
Registro grafico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro gréfico — Registro numérico

Actividad 3 (Problema analitico) Multiplicacion por una constante. La informacion inicial
se presenta através de la representacion analitica

Objetivos:

Visualizar en la grafica el efecto de multiplicar por una constante (diferente de 1)
una funcion logaritmicadel tipo (f(x) = ¢ logyx).

Visualizar en la gréfica el efecto de multiplicar por una constante diferente de 1, la
variable independiente (f (x) = log, cx).

Realizar un andlisis descriptivo del comportamiento de las familias de funciones
logaritmicas.

Deducir una férmula para cambiar la base del logaritmo.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal

Registro gréfico — Registro numérico X | Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico X | Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro gréfico — Registro analitico

Actividad 4 (Problema tabular) Inversiones financieras. La informacion inicial de la
situacion a analizar se presenta através de la representacion tabular.

Objetivos:

Discriminar entre los datos de la tabla aquellos que le permitan identificar que se
trata de una variacion logaritmica.

Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados para deducir la
representacion analitica correspondiente parala funcion logaritmica

Identificar una caracteristica esencial de la variacion logaritmica, como es la
relaciéon entre una progresion geométrica 'y una progresion aritmética.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
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Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico
X

Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro grafico — Registro analitico X | Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

Actividad 5 (Problema tabular) Una dieta experimental. La informacion inicial sobre el
fendbmeno de variacion se presenta através de una tabla de valores numéricos.

Objetivos:
- Concluir en este caso que los datos de la tabla no proporcionan informacién

suficiente para afirmar que se trata de una variacion logaritmica.

Analizar los datos de latabla en el registro gréfico.

Utilizar la calculadora Voyage 200 para calcular mediante regresion logaritmica la

representacion analitica que mejor se gjusta a los datos de la tabla.

Identificar el tipo de logaritmo en la representacion analitica que utiliz6 la

calculadora voyage 200 para el gjuste de los datos (logaritmo base €).

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico Registro analitico — Registro gréfico
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico X | Registro verbal — Registro gréfico
Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro numérico — Registro analitico

Actividad 6 (Problema analitico) La Escala de Richter. En esta Actividad la informacion
inicial se presenta por medio de la representacion analitica

Objetivos:
- Promover la apropiacién de los tratamientos adecuados para despejar las variables

involucradas en la representacion analitica de la funcién logaritmica.

Identificar la caracteristica esencial de la variacidn logaritmica, como es la relacion

entre una progresion geométrica y una progresion aritmética.

Describir el comportamiento de la Escala de Richter através de preguntas dirigidas

en este contexto.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:
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Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico Registro analitico — Registro gréfico
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal

Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro grafico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro analitico — Registro numérico

I11.4.4. BloquelV: Andlisis grafico de las funciones exponencialesy logaritmicas.

Las Actividades de la 1 ala 9 fueron disefiadas para explorar el comportamiento grafico de
las funciones exponenciales, todas éstas tienen un formato de disefio similar, analizandose
en cada una de ellas un caso diferente. Todas constituyen problemas gréaficos.

Actividad 1. f(x) = a* cuando a=2, 3,4,5,6,7,8, 10, 12.

Actividad 2. f(x) = a* cuando a=1.1,1.2,13, ..., 1.9.

Actividad 3. f(x) = a* cuando a=0.1,0.2,0.3, ..., 0.9.

Actividad 4. f(x) = k a* cuando k=1, 2,3, ..., 9,y lafuncién de referenciaes 1.3*.
Actividad 5. f(x) = ka* cuando k= 0.1, 0.2, 0.3,..., 0.9, y la funcién de referencia es
2%,

Actividad 6. f(x) = k a* cuando k=-0.1,-0.2, -0.3, ..., -0.9, y la funcién de referencia
es2*.

Actividad 7. f(x) = k a* cuando k=-1,-2,-3, ..., -9,y lafuncién de referencia es 2*.
Actividad 8. f(x) = a*+¢ cuando c= -1, -2, -3, ..., -9, y la funcién de referencia es
1.4*.

Actividad 9. f(x) = a*+ ¢ cuando ¢c=1, 2 3, ..., 9,y lafuncién de referenciaes 1.4*.

Objetivos:
- |dentificar las unidades significativas de la representacion analitica y las variables

visuales de la representacion grafica que cambian, asi como también las que no

cambian.

Analizar el efecto en la grafica de los diferentes parametros involucrados en la

representacion analitica.

Conver siones entre representaciones semioticas que se promueven en estas Actividades:

Registro numérico — Registro gréfico Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico X | Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversiones privilegiadas. Registro grafico — Registro analitico, Registro analitico —
Registro gréfico
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Las Actividades de la 10 a la 13 fueron disefiadas para ayudar al estudiante a explorar las
representaciones gréficas y analiticas de las funciones logaritmicas. En estas Actividades se
propone el uso del programa graflog(), especialmente disefiado para tal fin. Todas ellas
son problemas gréficos.

Objetivos:
- Promover la articulacion entre la representacion gréfica y la representacion
analitica, a través del andlisis de la secuencia de gréficas que congtituyen la
animacion presentada por € programa, asi como las representaciones analiticas
correspondientes a cada imagen.
Identificar la relacion gque existe entre ciertas transformaciones particulares de las
graficasy el valor del parametro que esta variando en la representacion analitica
|dentificar cuales pardmetros de la representacion analitica tienen un efecto similar
en larepresentacion grafica.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven en estas Actividades:

Registro numérico — Registro gréfico Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico X | Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversiones privilegiadas. Registro grafico — Registro analitico, Registro analitico —
Registro gréfico

El programa graflog().

El objetivo de este programa es promover las tareas de variacion sistemética comparativa
para el caso de las funciones logaritmicas. El programa muestra representaciones gréficas y
analiticas dinamicamente vinculadas de la familia de funciones f(x) = a log,(cx) + d.
Estas representaciones dindmicas se logran desplegando en pantalla una secuencia de
imagenes relacionadas de manera especial, de modo que al aparecer automéaticamente una
tras otra, crean la ilusion de movimiento. Con esta puesta en correspondencia de las
representaciones gréfica y analitica se busca favorecer la articulacion de estos dos registros
de representacion.

[ EXPID;;;= a,b T EXPID;;;= .o T S;ﬁir ]

fixa= a*logb(c*x) +d

HELEIT RAD BUTO FUNC 4/%0

Figura13.
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Actividad 10. En esta Actividad se utiliza la opcién Explorar: a,b del menl de usuario, y
especificamente se consideran las opciones 1: b>1 y 2: 0<b<1 del submenl que se muestra
al seleccionar dicha opcion. Se pretende promover la articulacion entre las representaciones
gréficas presentadas en pantalla con la representacion analitica del tipo f(x) = log, x.

Al seleccionar la opcion Explorar: a,b, presionando F1, aparecera el siguiente submend:

Fev T [E ]
Explorar: c.d Salir

fiwh= a*lngb(c*x) + d

RELEIT FAD AUTO FUMC E/30

Figura 14.

Opcion 1: b>1. En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica se estira 'y
encoge en sentido vertical de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo
tiempo que se presenta su expresion analitica correspondiente. Para e disefio de la
animacion se tomaron elementos de la familia f(x) = log,x, haciendo variar el parametro
b desde 1.5 hasta 4 con incrementos de 0.5, lo cual hace un total de 6 imagenes en la
secuencia. A continuacién se muestran (de manera estéica por supuesto), las iméagenes
utilizadas en la animacion, numeradas de acuerdo a su orden de aparicion.

Foosloa, o Foi=loa,
oL p -
2 2
[g] 2 3 4 S = i g [g] 1 2 3 4 S ] v g
-2 -2
-4 -4
1. [EEET FAD_AUTO FIINL 2. |meLEm FAD AUTH FIINE
-F(><5=1092.§ F(><5=1n:|93.>c:
4 4
2 2
[£] 1 2 3 E} 5 & 7 =] [g] 1 2 3 4 5 & 7 2
-2 -2
-4 -4
3. |meLET FAD AITH FUNE 4. [wELET FAD AUTH FIINE
f‘(ﬁ5=1-:-93.§ F(>f=1c\g4.x
2 2
o] 1 2 3 EY 5 & v 2 o] 1 2 3 EY S & v 2
-5 -2
-4 -4
5. [&eLeir FAD AUTO FUNL 0. [RELET FAD AITO FIINE

Figura 15. Familiaf (x) = log, x dondeb > 1.
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Opciodn 2: 0<b<1. En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica se estira 'y
encoge en sentido vertical de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo
tiempo que se presenta su expresion analitica correspondiente. Para e disefio de la
animacion se tomaron elementos de la familia f(x) = log,x, haciendo variar el parametro
b desde 0.1 hasta 0.7 con incrementos de 0.1, lo cual hace un total de 7 iméagenes en la
secuencia. A continuacién se muestran (de manera estéica por supuesto), las imagenes
utilizadas en la animacion. Estas se encuentran numeradas de acuerdo a su orden de
aparicion.

fixi=log i fixi=log %

1. [eEm FiD AUTO FOHLC 2. [ FiD AUTO FOHLC
.F(FJ j=l1 L 2 Lotk L b .F(FJ j=l1 L 2 L L
xa=lod _x xa=lod
[g] 23— =] [ T =] [g] 4 = [ T ]
3. |meLEm FiD AUTO FOHLC 4 |meEm FiD AUTO FOHLC

fi x%t:q “ ' fi XKG

5. |meEr FAD AUTO FONL 6. [ET FAD AUTO FONL

7. [eeLEm FAD ADTD FUML

Figura 16. Familiaf (x) = log, x donde0 < b < 1.
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Actividad 11. En esta Actividad se usa la opcion del mend Explorar: a,b y
especificamente las opciones 3: |a|>1 y 4: -1<a<1 del submenl desplegado. Se pretende
promover la articulacion entre las representaciones gréaficas presentadas en pantalla con la
representacion analitica del tipo f(x) = alogs x.

Opcion 3: |aj>1. En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica se estira en
sentido vertical con respecto ala grafica de referencia, la cual esta remarcada, y en algunos
casos ademaés de estirarse verticalmente también se refleja con respecto a €e x. Esta
animacion se lleva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, a mismo
tiempo que se presenta también en pantalla la representacion analitica correspondiente. Para
el disefio de la animacion se €ligi6 como funciéon de referencia a f(x) = logs x y se
tomaron elementos de la familia f (x) = a logs x, haciendo variar €l parametro a desde -6
hasta 6 con incrementos de 2, lo cual hace un total de 7 iméagenes en la secuencia. A
continuacion se muestran las imagenes utilizadas en la animacion.

-F‘ﬂx')='61cu%>< Fﬂk)='4ln%x
4 4
[e] 2 3 4 Z 3 E)
-4
- -8
1. e RAD_AUTO FIIALC 2. [aeer RAD_AITO FURT
Fﬂx)='210%x f‘ﬂx)=Elngg<
4K 4'
B ~— % & | ] 5 3 i
-4 -4
-3 &

hrrer—rrrare—y havmgmere
3. RELEIT ERD AUTO FUHC 4. RELEIT EAD AUTO FUMC

Ta— Ty
5. RELEIT RAD AUTD FUHE 6 RELEIT KAD AUTO FUHC

F'fx)=61-:-gg<

] 3 z q
-4
-3

rrererrrrarr—y
7. RELEIT EAD AUTO FUMC

Figural7. Familiaf(x) = alog; x donde |a| > 1y lafuncién dereferenciaes f(x) = log, x.
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Opcidn 4: -1<a<1. En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica se encoge
en sentido vertical con respecto a la grafica de referencia, la cual esta remarcada, y en
algunos casos ademés de encogerse verticalmente también se refleja con respecto d eje x.
Esta animacion se lleva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, a
mismo tiempo que se presenta también en pantalla la representacion analitica
correspondiente. Para el disefio de la animacion se eligio como funcion de referencia a
f(x) = log; x y se tomaron elementos de la familia f(x) = a log; x, haciendo variar €l
pardmetro a desde -0.7 hasta 0.7 con incrementos de 0.2, lo cual hace un total de 8
imagenes en la secuencia. A continuacion se muestra (de manera estatica por supuesto), la
secuencia de imégenes utilizadas en la animacion. Estas se encuentran numeradas de
acuerdo a su orden de aparicion.
rc'§<5='-.?1n"%;<

F(x5='.510% ™

r——— tmmrite s
l_ RELEIT FAD AUTO FUNC 2 RELEIT FAD AUTO FUNC

F(x5='.310%x F(x5='.110%x

3. |mELET FAD_AUTH FIIHL 4 |miem FAD_AUTH FIIHL
F(x5=.110g§< F(x5=.310g§<

] 2 3 E} 5 & T g ] 2 3 E} 5 & T g
-1 -1
5. |meLET FAD_AUTH FIIHL 6. [meLer FAD_AUTH FIIHL
F(x5=.510g§< F(x5=.?lng§<

o 2 3 E] 5 = T =] o 2 3 E] 5 = T =]
-1 -1
7. |meLEm FiD AUTO FOHLC 8. e FiD AUTO FOHLC

Figura18. Familiaf(x) = alog; x donde —1 < a < 1y lafuncién dereferenciaes f(x) = log; x.
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Actividad 12. En esta Actividad se emplea la opcion del mend Explorar: c,d y
especificamente las opciones 1: ¢c>1 y 2: 0<c<1 del submenl desplegado. Se pretende
promover la articulacién entre las representaciones gréaficas presentadas en pantalla con la
representacion analitica del tipo f(x) = log, cx.

Al seleccionar la opcién Explorar: c,d presionando F2, se tiene acceso al submenu
mostrado en la siguiente pantalla.

Fi=

Explorar:

TYFE OF USE €314 + [EMTERISOK AMD [EZCISCAMCEL

Figura 19.

Opcion 1. c>1. En la pantalla aparecerd una animacion en la que la gréfica se desplaza
hacia arriba con respecto a la gréfica de referencia, la cual esta remarcada. Esta animacion
se lleva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo tiempo que se
presenta también en pantalla la representacion analitica correspondiente. Para el disefio de
la animacion se eligié como funcién de referenciaa f(x) = log, x y se tomaron elementos
de la familia f(x) =log, (cx), haciendo variar €l pardmetro c desde 2 hasta 5 con
incrementos de 1, lo cual hace un total de 4 imégenes en la secuencia. A continuacion se
muestra de manera esté@tica por supuesto, la secuencia de imégenes utilizadas en la
animacion. Estas se encuentran numeradas de acuerdo a su orden de aparicion.

L= 10a, (2

fxi= log, (3w

f_____________ 2

2

[5] 2 3 [5] 2 3
-2 -2
-4 =4

P X
1. [reLEIT FAD ADTD FUML 2. [rELEIT FAD ADTD FUML

fix= log, l4) fxi= log, (5w

e

] z 3 ] z 3
-2 -2
-4 -4

r——— tmmrite s
3_ RELEIT FAD AUTO FUNC 4 RELEIT FAD AUTO FUNC

Figura20. Familiaf(x) = log, (cx) donde ¢ > 1y lafuncién dereferenciaes f(x) = log, x.
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Opciodn 2: 0<c<1. En la pantalla aparecera una animacién en la que la gréfica se desplaza
hacia abajo con respecto a la gréfica de referencia, la cual esta remarcada. Esta animacion
se lleva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo tiempo que se
presenta también en pantalla la representacion analitica correspondiente. Para el disefio de
la animacion se eligié como funcién de referenciaa f (x) = log, x y se tomaron elementos
de la familia f(x) = log, (cx), haciendo variar €l pardmetro ¢ desde 0.1 hasta 0.5 con
incrementos de 0.1, lo cua hace un total de 5 iméagenes en la secuencia. A continuacion se
muestra de manera esté@tica por supuesto, la secuencia de imégenes utilizadas en la
animacion. Estas se encuentran numeradas de acuerdo a su orden de aparicion.

L= log, (1) L= 1og, (. 2x)
z z
E S 11 13 al A1 s ¢ 9 11 13
-z -z
-4 -4
1. [ELEIT i FAD AUTO FUME 2. [mELEIT i FAD AUTO FUME
fLx= 109,03 fFLx= log, (o d)
al A1 s ¢ 9 11 13 a fi-"3% 5 ¢ 9 11 i3
-2 -2
-4 -4
3. |reLET i FAD AUTO FUME 4. |seLET i FAD AUTO FUME

1 I 1 Fy

[e] 3 o 7 El 11 13

2

-4

5. [meem FAD ADTD FUML

Figura2l. Familiaf(x) = log, (cx) donde 0 < ¢ < 1 ylafuncién dereferenciaes f(x) = log, x.

Actividad 13. En esta Actividad se emplea la opcion del mend Explorar: c,d y
especificamente las opciones 3: d>0 y 4: d<0 del submenl respectivo. Se pretende
promover la articulacién entre las representaciones gréaficas presentadas en pantalla con la
representacion analitica del tipo f(x) = log; x + d.

Opcion 3: d>0. En la pantalla aparecera una animacion en la que la grafica se desplaza
hacia arriba con respecto a la gréfica de referencia, la cual estd remarcada. Esta animacion
se lleva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo tiempo que se
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presenta también en pantalla la representacion analitica correspondiente. Para el disefio de
la animacion se eligié como funcion de referenciaa f (x) = log, x y se tomaron elementos
de la familia f(x) = log, x + d, haciendo variar el pardmetro d desde 0.5 hasta 3 con
incrementos de 0.5, lo cual hace un total de 5 imagenes en la secuencia. A continuacion se
muestran de manera estética las imégenes utilizadas en la animacion. Estas se encuentran
numeradas de acuerdo a su orden de aparicion.

e e
F§r><31= lngzx + .5 F§r><31= lngzx + 1
_-‘-_’___,_._——'—'___—__ g _-‘-_’_____,_,_.——‘—'_'___

Z2 3

2

] i 3 ]
-2 -2
-4 -4

= —— == —— ...

1. [RELEIT RO ALTO FUME 1730 2. |RELEIT FAD ALTO FUME _&/50
e = —~ e = —~
F§r><31= lngzx + 1.5 F§r><31= lngzx + 2.

f_____________ 2

2

] i 3 ]
-2 -2
-4 -4

—

== —— ... == —— ...
3. |HELEIT FAD ALTO FUME _&/50 4. |ReLE FAD ALTO FUME _&/50
e = —~ e
F§r><31= lngzx + 2.5 F§r><31= lngzx + 3.
2[ /;_’_______——/———_t 2[ __‘#_________————
o Z2 3 o Z2 3
-2 -2
-4 =4

FAD AUTO FUNC 5430 FAD AUTO FUNC 5430

N o a— 6. i

Figura22. Familiaf(x) = log, x +d donde d > 0 y lafuncién dereferenciaes f(x) = log, x.

Opciodn 4: d<O0. En la pantalla aparecerd una animacion en la que la gréfica se desplaza
hacia abajo con respecto a la gréfica de referencia, la cual esta remarcada. Esta animacion
se lleva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo tiempo que se
presenta también en pantalla la representacion analitica correspondiente. Para el disefio de
la animacion se eligié como funcion de referenciaa f (x) = log, x y se tomaron elementos
de la familia f(x) = log, x + d, haciendo variar €l pardmetro d desde -3 hasta -0.5 con
incrementos de 0.5, lo cual hace un total de 5 imagenes en la secuencia. A continuacion se
muestran de manera estética las imégenes utilizadas en la animacion. Estas se encuentran
numeradas de acuerdo a su orden de aparicion.
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e = —~ e = —~
fixd= lngzx 3 fixd= lngzx 2.3
2 2
]
o 1 3 E] 11 13 o 1 7 E] 11 13
-2 -2
-4 -4

1|im.=zﬁ==

FRO AUTO FUMC E/30 2 RELEIT FRO AUTO FUMC E/30

e
F_Ex)= log =-1.5

e
F_Ex)— log = -2, o

2
o #1 5 T El 11 13 o #1 3 5 T El 11 13
-2 -2
-4 -4
== —— ... == —— ...
3. [RELEIT FAD ALTO FUME _&/50 4. [RELET FAD ALTO FUME _&/50
e = —~ e = —~
F_Ex)— lngzx 1. F_Ex)— lngzx .5
o] 3 3 T El 11 13 o] 3 3 T El 11 13
-2 -2
-4 -4

L= — = —— —-. = - = — — o -
5_ |LBLEIT FAD AUTO FUNC 5430 6 |LBLEIT FAD AUTO FUNC 1430

Figura23. Familiaf(x) = log, x +d donde d < 0 ylafunciéon dereferenciaes f(x) = log, x.

Actividad 14. Explorando las representaciones graficas de las funciones exponenciales y
logaritmicas. Para esta Actividad se propone el uso del programa expolog().

Objetivos:
Analizar el comportamiento gréfico (simetria, reflexion de puntos) de las funciones
exponenciales y logaritmicas de la forma; f(x) =log, x y g(x) =b*, en los
mismos gjes y cuyo valor de la base en ambas funciones es igual.
Identificar alas funciones exponenciales y logaritmicas como funciones inversas.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico X | Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro analitico — Registro gréfico
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El programa expolog( ).

El propdsito de este programa es que €l estudiante explore algunas caracteristicas gréaficas
de las funciones exponenciales y logaritmicas cuando los valores de las bases de ambas
funciones son iguales y éstas son graficadas en los mismos ejes coordenados. En este
programa se cuido6 que las escalas de los gjes fueran iguales y de igual tamario, ya que éstas
son condiciones indispensables para que se aprecie la simetria entre ambas representaciones
graficas, asi como la reflexion de puntos de una funcién en la otra con respecto a la recta

y = X.
Para que el programa pueda trazar las graficas correspondientes, es necesario que se

introduzca un nimero positivo y diferente de uno como valor para la base, como se muestra
en lasiguiente pantalla.

hntroéﬁcir b Enn{EnuaPT ]

Fara graficar las siguientes funciones.
Asfgrnale un walor a b,

Fiwy = B®

gy = lngbx

b=z

RELEIT FAD AUTO FUHC 0420

Figura 24.

Al presionar la opcién del menu Continuar F2, aparecera la pantalla gréfica en la que se
aprecian los gjes con su respectiva cuadricula y el trazado de ambas funciones, al terminar
éste aparecerd con egtilo remarcado la gréfica de la linea y = x y una traza, la cual puede
moverse a través de cualquiera de las gréficas trazadas con las teclas del cursor <, asi
como por medio del teclado numérico, asignandole un valor a x, y también pasar de una
funcion aotra con lasteclas del cursor AyV.

I‘Fi T Fer T Fz T 4 FE= [ _FG™
- E Zoom|Trace|Regraph[Math|Draw |«
I =

uci 2. 58496 TIESE]
RELEIT EAD AUTO FLUMLC

Figura 25.
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111.4.5. Bloque V: Funciones exponencialesy logaritmicas con basee.

Actividad 1 (Problema gréfico) La derivada de la funcién exponencial (y = a*). Edetema
se aborda desde una perspectiva diferente a como la abordan los libros de Célculo
tradicionales, que consiste en el desarrollo de un limite bastante complicado (desde el punto
de vista cognitivo) y carente de significado para los estudiantes. En esta propuesta
aprovechamos las ventgjas de los dispositivos CAS como la Voyage 200, los cuales nos
facilitan acercamientos geométricos para abordar esta problematica. En esta Actividad se
propone el uso del programaderiexpo( ).

Objetivos:
- Utilizar el registro grafico para crear un ambiente enriquecedor para la

conceptualizacion del nimero e.
Explorar e comportamiento de las subtangentes en las funciones exponenciales.
Promover una exploracién que propicie generar la hipétesis de que existe una base
especial que hace que las gréficas de la funcion y de su derivada coincidan, y
estimar el valor concreto de dicha base.
Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados para deducir la
representacion analitica de la derivada de la funcidn exponencial (y = a*).

Conver siones entre representaciones semiéticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico

Registro analitico — Registro numérico

Registro numérico — Registro analitico

Registro analitico — Registro gréfico

Registro numérico — Registro verbal

Registro analitico — Registro verbal

XXX

Registro gréfico — Registro numérico

Registro verbal — Registro numérico

Registro gréfico — Registro analitico

Registro verbal — Registro gréfico

XXX X | XX

Registro gréfico — Registro verbal Registro verbal — Registro analitico
Conversiones privilegiadas. Registro grafico — Registro analitico, Registro numérico —
Registro analitico

Después de esta Actividad se presenta una Nota Historicade la funcion y = e*.

El programa deriexpo( ).

El proposito de este programa es que el estudiante explore el comportamiento de la
derivada o razén de cambio de las funciones exponenciales simples, particularmente
cuando la base es el nimero e.

F1 B E T Y ]
hntrFuncSubtangenteFuncDeriuada Salir

[F11 Introducir Funcidn.

[FZ21 Subtangentes.

[FZ]1 Funcidn Deriwada.

[F41 Para =alir del programa.

RELEIT FAD AUTO FUNC 0s/30

Figura 26.
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El estudiante debera elegir la opcién Introducir Funcién, presionando F1, ya que las
opciones Subtangentes, [F2] y Funcion Derivada, [F3] no estdn disponibles si no se
introduce la funcién primero.

[IHtr‘DdFLj:IC-iI"‘ A Enntﬁ nuaPT ]

Fara graficar la siguiente funcidn.
Asfgnale un walor a A.

RELEIT FAD AUTO FUNC 0s/30

Figura 27.

Al presionar la opcion del menu Continuar con la tecla F2, aparecera la pantalla gréfica
donde se trazara la gréfica correspondiente; una vez trazada ésta se debera presionar ENTER
para continuar.

RELEIT FRO AUTO FUK

1. z2 &R 4. [EMTERICont.
C [F LI ZE]

Figura 28.

Aparecera de nuevo el menl principal y también se mostrara en pantalla la expresion
analitica de la funcion graficada. Una vez introducida la funcién, todas las opciones del
menU de usuario estarén disponibles.

F1 B E T Y ]
[Intr‘Func, Subtangent.e|Funcherivadal Salir

Funcidn Actual:

'=|=I,':2.j}‘c

RELEIT FAD AUTO FUNC 0s/30

Figura 29.

Al seleccionar la opcién Subtangentes con latecla F2 de nuevo aparecera la gréficatrazada
previamente, y se apreciard en pantalla una animacion donde se trazarén lineas tangentes a
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la curva y las correspondientes subtangentes, mostrandose también en pantalla el valor
numérico de éstas. Durante la animacion, el estudiante tendrd la opcion de detenerla,
presionando lateclade laletra s, y continuarla a presionar cualquier otratecla. Enseguida
se muestran algunas pantallas de esta animacion.

FIE R subtan= 1.4427 Ep=10 subtan= 1.4427
=1 =1
4 4
3 3
2 2
1 1 -
LN |
1. 2 3 4. [ Teclal 1. 2 Fa 4. [ Teclal
1. [FEEr FAD_AUTO FINC | 2. [t FAD_AUTO FINC

FIE R subtan= 1.4427 FIE R subtan= 1.4427
=1 / =1
4 4
3 3
2 2
1 1

1. z. Zu 4 [ Teclal 1.
3. [FEET FAL_AITO |

. . 3. 4. [ Teclal
FUNL 4. [FEET FRD_AUTD FUNL | ELEY |

Figura 30. Pantallas correspondientes a la animacion de la opcién Subtangente del programa deriexpo( ).

Una vez concluida dicha animacion, se debera presionar ENTER para volver al menu
principal, (ver figura 29). Después de haber explorado la opcion Subtangente, €l estudiante
puede elegir cualquiera de las opciones del menu anterior.

Al seleccionar la opcidn Funcion Derivada con la tecla F3, aparecera la gréfica de la
funcion trazada previamente y comenzard a trazarse la gréfica de su funcién derivada; una
vez concluida ésta, aparecera en pantalla la expresion analitica de la funcién derivada.

Gl=10. y'=02, sl 4427
5
4
3
2
1
1. 2. 3. 4. [EWTERICont.
RELEIT FAD_AUTO FUNL JFAUZE]
Figura 31.

Al presionar ENTER aparecera de nuevo el menu principal (ver figura 29), donde el
estudiante podra repetir las exploraciones anteriores con otra funcion, seleccionando de
nuevo la opcion Introducir Funcion con latecla F1, o salir del programa presionando la
teclaF4.
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Actividad 2 (Problema analitico) Transformando una funcion de laformay = A a* a una
funcién exponencial simple con base ey viceversa. En esta Actividad la informacién inicial
se presenta através de la representacion analitica.

Objetivos:
- Promover una exploracion para analizar tanto en el registro grafico como en el

registro tabular el hecho de que dos representaciones analiticas diferentes

representan una misma funcion.

Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados para transformar una

expresion analiticade laformay = Aa* aunadelaforma y = Ae** y viceversa.

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Se fomenta el tratamiento en el registro analitico.

Actividad 3 (Problema verbal) Contaminacién radiactiva. La informacion inicial sobre
este fendmeno de variacion se presenta a través de una descripcion verbal.

Objetivos:
- Reforzar el significado fisico de los parametros involucrados en la formula

Identificar la caracteristica esencial tanto de las funciones exponenciales como de

las logaritmicas, como es la relacion entre una progresion geométrica y una

progresion aritmética.

Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados para despejar las variables

involucradas en la expresion analitica respectiva.

Conver siones entre representaciones semiéticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico Registro analitico — Registro numérica | X
Registro numérico — Registro analitico Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal

Registro gréfico — Registro numérico Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal Registro verbal — Registro analitico X

Conversion privilegiada: Registro verbal — Registro analitico
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Actividad 4 (Problema gréfico) La derivada de la funcion logaritmica. Al igual que en la

Actividad 1, este topico se aborda desde una perspectiva geométrica. En esta Actividad se

propone el uso del programa deriviog( ).

Objetivos:
- Utilizar el registro grafico para crear un ambiente enriquecedor para la

conceptualizacion del nimero e.

Explorar el comportamiento de las subtangentes en las funciones logaritmicas.

Promover una exploracion para andlizar la funcién derivada de la funcién

logaritmo, y particularmente cuando la base del logaritmo es el nimero e.

Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados para deducir la expresion

analitica de la derivada de la funcién logaritmica (y = log,, x).

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro analitico X

Registro analitico — Registro numérico
Registro analitico — Registro gréfico

Registro numérico — Registro verbal

Registro analitico — Registro verbal

XXX

Registro gréfico — Registro numérico

Registro verbal — Registro numérico

Registro gréfico — Registro analitico

X
X | Registro verbal — Registro gréfico
X

Registro gréfico — Registro verbal Registro verbal — Registro analitico

Conversiones privilegiadas. Registro grafico — Registro analitico, Registro numérico —
Registro analitico

El programa derivlog().

El objetivo de este programa es que el estudiante explore el comportamiento de la derivada
de las funciones logaritmicas del tipo y = log, x particularmente cuando la base del
logaritmo es el nimero e.

FL Fz F5 ]
hntPFun;Eubtangenté#uncDeriuadalSalir

[F1] Introducir Funcidn.

[F2] Subtangentes.

[F3] Funcidn Derivada.

[F4] Para salir del programa.

RELEIT EAD AUTOD FUNC 1,20

Figura 32.
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El estudiante debera elegir la opcidn Introducir Funcion con la tecla F1, ya que las

opciones Subtangentes [F2] y Funcion Derivada [F3] no estaran disponibles si primero no
se introduce la funcion.

I’Intr*cnzmcir* b |I3nh+fihuar*T 1

Para graficar la siguiente funcidn.
Azfanale un wvalor a b,

fimas = lngbx

b = 3.

HELEIT EAD AUTOD FUMC 0/20

Figura 33.

Al presionar la opcion del menl Continuar con la tecla F2, aparecera la pantalla gréfica
donde se trazara la gréfica correspondiente, una vez trazada ésta se deberd presionar ENTER
para continuar.

|F I ] Fz I FE* |_FG™ [F7

- E Ecuzrm Trace Eegraph Math|Draw|«

4,

2.

2.

1.

I 2 3 4, 5 3
[EHTER]CDht
RELEIT RAD_AUTO ;|
Figura 34.

Aparecera de nuevo el menu principal y también la representacion analitica de la funcion
graficada. Una vez introducida la funcion, todas las opciones del menu estaran disponibles.

Fi Fz FE T ] 1
[Intr*Fur‘u: Subt.angente|Funcherivada) Salir
Funcidn Actual:

Flix:l=1-:--5|3x

HELEIT EAD AUTOD FUMC 0/20

Figura 35.
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Al seleccionar la opcién Subtangente con latecla F2, de nuevo aparecera la gréficatrazada
previamente y se apreciara en pantalla una animacion donde se trazaran lineas tangentes a
la curva y las correspondientes subtangentes, mostrandose también el valor numérico de
éstas. En € transcurso de la animacion, el estudiante puede detener ésta, presionando la
tecla de la letra s, y a presionar cualquier otra tecla, la animacion continuara. A
continuacion se muestran algunas pantallas de esta animacion. Las subtangentes se grafican
en el ge vertical, para que éstas sean constantes.

1 Fzr B
- - E Zoom|Trace Regr‘aph Math|Draw |« ‘99
. subtan= . 9LRE . subtan= .9102
3. 5.
2 » %
1. 1. .-
T 3 3 3 g z 1= 3 3 5 3
[ Teclal [ Teclal
1. |mELeEm RAD_AUTD FURC | 2. [RELET FAD ALTO FUHC  EL2 |

4. subtan= .9102 4. subtan= .9102
3. 3.
2. o 2. . .-
1. = 1. =
—'—'_'_'_,_'-'-"_"F=-°_
1. Z. 3 4 5 & T z 3 4 5 &
[ Teclal [ Teclal
3. [FELET RAD AUTO FUNC | 4 |5ELem RAD AUTO FUNC |

Figura 36. Pantallas correspondientes ala animacion de la opcidn subtangente del programaderiviog().

Una vez concluida dicha animacion se deberd presionar ENTER para volver al menu
principal (ver figura 35). Después de haber explorado la opcion Subtangente, €l estudiante
podra elegir cualquiera de las opciones del menu anterior.

Al seleccionar la opcidn Funcién Derivada, con la tecla F3, aparecera la gréfica de la
funcion trazada previamente y comenzara a trazarse la gréfica de su funcion derivada, una
vez concluida ésta, aparecera en pantalla la expresion analitica de la funcién derivada.

[EMTER IComnt.,
RELEIT FRD_AUTD HE [F LI ZE]

Figura 37.
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Al presionar ENTER aparecerd de nuevo el mena principal (ver figura 35) donde el
estudiante podra repetir las exploraciones anteriores con otra funcion, seleccionando de
nuevo la opcion Introducir Funcion con latecla F1, o salir del programa presionando la
teclaF4.

Actividad 5 (Problema grafico) La cuadratura de la hipérbola rectangular. Un elemento
importante y ausente en las clases de mateméticas es el quiebre en el patrén de cuadratura
para las funciones potencia, y €l consecuente desafio de encontrar la cuadratura de la
hipérbola equilatera. Ferrari (2001) considera como elemento fundamental para incorporar
en un disefio cuyo propdsito es dotar de significado a la funcion logaritmo esta situacion
gue se aborda en esta Actividad, cuya resolucion demand6 que varios de los méas grandes
matematicos de todos los tiempos la encararan. Esta idea admite el trabajo en varios
registros de representacion y toma como gje la relacion entre una progresion geométrica 'y
una progresion aritmeética. La importancia de los logaritmos en el desarrollo histérico del
Célculo radica en la vinculacion de los logaritmos con la cuadratura de la hipérbola
equilétera; esta vinculacion también fue la causa de que los logaritmos se despegaran de
sus origenes aritméticos para hallar cabida en otros registros como el geométrico-grafico,
considerado en €l siglo XVII la principal representacion en mateméaticas. Por estas razones
consideramos incluir esta Actividad en la secuencia, y justamente en este lugar.

Antes de iniciar la Actividad se presenta una Nota Historica con el propésito de dar sentido
a este problema. En esta Actividad el estudiante realiza las exploraciones apoyado en un
software de geometria dindmica (GeoGebra).

Objetivos:
- Utilizar el registro grafico para crear un ambiente enriquecedor para la

conceptualizacion del nimero e.

Promover una exploracion para identificar la relacion entre una progresion

geométrica 'y una progresion aritmeética.

Promover la apropiacion de los tratamientos adecuados para deducir la expresion

analitica para calcular el area bajo la hipérbola equilétera

Conver siones entre representaciones semidticas que se promueven:

Registro numérico — Registro gréfico Registro analitico — Registro numérico
Registro numérico — Registro analitico X | Registro analitico — Registro gréfico X
Registro numérico — Registro verbal X | Registro analitico — Registro verbal X
Registro gréfico — Registro numérico X | Registro verbal — Registro numérico
Registro gréfico — Registro analitico Registro verbal — Registro gréfico

Registro gréfico — Registro verbal X | Registro verbal — Registro analitico

Conversion privilegiada: Registro gréfico — Registro numérico

68



Elementos Metodol 6gicos y Descripcion de la Secuencia Didéactica

[11.5. Metodologia para la organizacion del trabajo de los estudiantes con
la secuencia didactica.

La metodologia propuesta es la siguiente:
- Seorganiza el grupo paratrabajar en equipos de 3 6 4 estudiantes.

Se procede a laresolucién de la hoja de trabajo por equipos.
Se solicita el registro escrito del trabajo realizado en los equipos, y se asignan tareas
individuales, para dar la oportunidad de que el alumno pueda reflexionar sobre lo
gue se hizo en el equipo y tenga a su vez la oportunidad de tomar decisiones
personales.
El papel del profesor durante el desarrollo de la actividad consiste en facilitar las
discusiones de los estudiantes en el equipo o en lo personal.
Después de cada bloque de Actividades es necesario un debate con el grupo
completo, para la ingtitucionalizacion de los procedimientos adecuados y los
conceptos aprendidos.
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Capitulo 1V

Resultados del Pilotaje

IV.1. Aspectosgeneralesdel Pilotaje.

La aplicacion de las Actividades del Blogue | correspondientes a la variacion exponencial,
se llevd a cabo en el semestre 2010-2 con un grupo de estudiantes universitarios inscritos
en un curso de Céculo Diferencial e Integral | del Area de Ciencias e Ingenieria de la
Universidad de Sonora, Unidad Centro, que siguid una innovacion curricular, la cual
consiste en la redlizacion sistemédtica de actividades didécticas cuyos disefios son
tedricamente fundamentados, y que involucran el uso de la calculadora simbdlica. Vale la
pena aclarar que este grupo de estudiantes se distinguié durante todo el semestre por su
dedicacion, responsabilidad y entusiasmo, ademas cuando se aplicaron estas Actividades,
ya habian adquirido las habilidades para un excelente manejo de la calculadora Voyage 200.
Antes de iniciar este pilotaje, y como resultado de la organizacion para el trabajo en su
curso, los estudiantes ya habian formado equipos de trabajo; en total eran 9 equipos de 3
estudiantes y 3 equipos de 2 estudiantes.

La exploracion de este Blogue de Actividades por parte de los estudiantes, fue su primer
acercamiento a estudio de la variacion exponencial, el tiempo de realizacion de las
primeras dos Actividades fue mayor que el de las subsecuentes, el Bloque completo (8
Actividades) lo terminaron en una semana de clases (5 horas, 1 hora diaria), el maestro
titular y el investigador estuvieron presentes en el transcurso de ésta, para mediar las
discusiones entre los integrantes de los equipos, asi como también guiarlos cuando éstos se
lo requirieran. Todos los equipos entregaron resueltas en forma escrita todas las
Actividades.

Por o mismo, a la hora de seleccionar los equipos para realizar el andlisis de las respuestas
a las Actividades, nos encontramos con que el desempefio de todos los equipos era muy
similar, por lo que optamos por seleccionar para dicho analisis al grupo completo.

IV.2. Andlisisderesultados de las Actividades del Bloquell.

Actividad 1: El crecimiento de una poblacion bacteriana.

En esta Actividad la informacion inicial se presentd en una tabla de valores numéricos.

En el Apartado 1, a los equipos se les pidié que dibujaran una grafica que ilustrara el
crecimiento del nimero de bacterias con respecto a tiempo. Cuatro de los equipos
localizaron los puntos en la cuadricula, pero no los unieron, ademés de que no sefialaron
ninguna escala para los gjes, por lo que consideramos que en estos casos no realizaron una
conversion correcta dd registro tabular al grafico.
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Figura 38.

L os equipos restantes seleccionaron correctamente las escalas para los gjes (aunque no los
etiquetaron) y trazaron la gréfica en forma correcta por lo que consideramos que estos
equipos realizaron la conversion del registro numérico al grafico correctamente.

N E'- i o5 ‘i lﬂ'“
Figura 39.

Apartado 2. Todos los equipos contestaron de manera similar a la pregunta planteada,
afirmando que la cantidad de bacterias crece de forma acelerada, la intencion de esta
pregunta era que observaran dicha caracteristica.
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Figura 40.

Apartado 3. Todos los equipos completaron correctamente la tabla donde se les pidid que
calcularan larelacion del nimero de bacterias de cada hora entre el nimero de bacterias de
la hora anterior. Mediante la observacién pudimos percatarnos que estos valores los
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obtuvieron utilizando la Aplicacion de Datos y Matrices de la calculadora, generando una
nueva columna para obtenerlos no tuvieron dificultades para esto.

Complete Lo tabla sipuicnie dividiendo el mimers
de bwderins e coda hora entre el de Ia hora
amberior, {LUsn el mode apeosdmadn pars cabos

caleulas),
Tohln 2
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2ai .Y
iad ST N
1ad -
Sah R
6a7 EET
Tak T
Eald Y|
R T
Figura4l

En el Apartado 4 se les solicitd una explicacion sobre los valores obtenidos en la tabla
anterior, las respuestas de 5 de los equipos fueron excelentes.

4. tut:ﬁm EREICAL (U5 LIRS GRERNEE 0 Tﬁ kcan A, pPucces esplicar los nimeros sbeenidas en esta
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F gura 42,

Las respuestas de los 7 equipos restantes fueron similares a las que se muestran en la Figura
42, siendo éstas las que se esperaba que contestaran, observamos que algunos equipos
tuvieron cierto conflicto en aceptar que los valores obtenidos en la Tabla 2 son iguales.

4. ;Puedes oxplicer los nimeros ohtenidos ca csm + é—FL'-J'ﬂlfH explicar s nieeres obiestidos a0 esta
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Figura43.

Apartado 5. En éste se les preguntd sobre el tipo de sucesion que forman los valores del
tiempo y los valores del nUmero de bacterias, consignados en la Tabla inicial. Con estas
preguntas nos dimos cuenta que ninguno de los equipos conocia los conceptos de sucesion
aritmética'y sucesion geométrica, sin embargo 6 de los equipos contestaron correctamente a
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éstas preguntas,; esto se debié a que pidieron apoyo ya sea al maestro o a investigador,
quienes les proporcionaron los nombres de estos tipos de sucesion, pero sdlo en los casos
en que los equipos ya habian identificado el patron de comportamiento de estas sucesiones.

5. Al analizar la Tabla |, probablemonts advortiste
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Figura44.

L os seis equipos restantes reportaron respuestas similares a las siguientes.
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Figura 45.

En el Apartado 6 se les pidi6 completar una tabla. Debieron calcular el porcentgje de
crecimiento por hora del cultivo bacteriano. Al igual que la Tabla 2, estos valores los
calcularon generando una nueva columna en la tabla de datos de la Aplicacion de Datos 'y

Matrices.
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Figura 46.
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Dos equipos contestaron de forma similar incorrectamente.
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Figura47.

En el Apartado 7 se les pidié una interpretacion de los valores obtenidos en la tabla 3.
Todos los equipos contestaron en forma correcta; en las respuestas que se muestran a
continuacion, se puede observar que dos de estos equipos no parecen aceptar que los
valores que obtuvieron en la Tabla 3 son iguales.
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7. Interpreta los valores obenidos en la Tabla 3.
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Figura48.

La pregunta del Apartado 8 referente a la relacion que existe entre la razén constante,
calculada en la Tabla 2 y el porcentaje de crecimiento por hora de las bacterias, calculado
en la Tabla 3, ningln equipo la contest6 correctamente, algunas respuestas representativas
son las siguientes:
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Figura 49.

Los Apartados 9 y 10 tenian el proposito de gque el estudiante completara una tabla, en la
cual se le sugeria que realizara tratamientos en el registro numérico con el fin de que
generalizar estos datos numéricos, para deducir la expresion analitica que modela este
crecimiento bacteriano, la cual se solicitd en el Apartado 11.

Los resultados obtenidos en estos Apartados son los siguientes. 6 equipos completaron
ambas columnas de la Tabla 4 correctamente, identificaron el patron de repeticion, por lo
cual pudieron generalizar y deducir la representacion analitica correcta.
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eapresd ol nwnere de basterias on s de la
nesmt consiante gque obluviste ez la Table 2.

Tihlie 4
; # Bactering | - 8 Baclermss |
#ihrs) =10 (i
o 27 27
1 (90l P i () I
| z L ATl 4] Wi )T
2 Gl CETEY N IREF TETIER
4 i 2elr3ad) | e T
TR EL AREC T
& R A TR T
7 lehlaagd fmw(l3d)T
B PR e AELY
] zoneli 729y T v G395
10 el L =2%e) ha ko)

1. Co la lercera columma de Ia Tabda 4 expresy el
nimere de hactesies on rmimos de la vazan
constamte v do la cantidad inicial do bactonas.

1], jPuedes toproscnlar mediunie wow rmoka Ty
rxlacidn entre ol nimern de baelenies v ol tomps
transesarido? (ol es 1a Benoolat?

FN e Lk
NG AT A (1.
% 3 hoay (1)

Figura 50.

Dos equipos completaron la segunda columna de la Tabla 4 correctamente, aunque no
siguieron las instrucciones indicadas para completar la tercera columna, pero los valores
numeéricos reportados en ésta son correctos. La formula que se pide en el Apartado 11 es
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correcta, hubiera sido interesante preguntarles como la obtuvieron (a juzgar por el formato
de larespuesta parece que la obtuvieron por regresién exponencial con la calculadora).
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L os cuatro equipos restantes no completaron la tabla 4 correctamente y todo parece indicar
gue la férmula que escribieron la obtuvieron por regresion exponencial con la calculadora.
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Figura52.

En el Apartado 12 se les preguntd qué podian hacer para verificar que la formula que
encontraron es correcta. Once equipos eligieron verificar en el registro algebraico, sdlo un
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equipo €ligio el registro grafico. Esto nos muestra las précticas de los estudiantes, el
privilegiar el registro algebraico, consecuencia de los procesos previos de ensefianza.
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Los Apartados 13 y 14 tuvieron el propésito de que el estudiante identificara que la
cantidad de bacterias se duplica cada cierto periodo de tiempo. Ninguno de los equipos
observo esta situacion, debido a esto, se modificd posteriormente el formato del Apartado
13. Contestaron correctamente el Apartado 13 utilizando la férmula que obtuvieron
anteriormente, pero en el Apartado 14 no contestaron lo que se esperaba.
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Actividad 2: El problema del tablero de ajedrez.
En esta Actividad la informacion inicial se present6 a través de una descripcion verbal del

fendbmeno de variacion.
Todos los equipos realizaron la conversion del registro de representacion verbal al registro

de representacién numérico.
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Figura 55.
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Lo mismo sucedio con la conversion del registro de representacion tabular al registro de
representacion gréfico. Para €l caso de la conversion del registro numérico a analitico, 9
equipos reportaron expresiones analiticas como la siguiente.

4. Deduce una thrmula pera calsular o] ndmery de
granas de trign pard cualesquier casilla.

T=2°"
TrH & grana & g ol
Figura 56.

Los tres equipos restantes reportaron las siguientes expresiones (Figura 57) lo cual nos
sugiere que utilizaron la calculadora (regresion exponencial) para obtenerlas. Observamos
también en estas respuestas que, las letras asignadas a las variables no son las correctas.
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Figura57.

Cuando se les solicité la forma en que podrian verificar si la formula obtenida es correcta,
solo 2 equipos eligieron el registro gréfico, € resto de los equipos €ligié €l registro

algebraico.
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Figura58.

Actividad 3. Crecimiento poblacional.

La informacidn inicial se presentd através de una gréfica. Todos los equipos describieron
esta gréfica como un crecimiento acelerado, pero dos de estos equipos fueron mas
especificos en su descripcion.

1. Dlescribe lus caracieristicas de csta prafies. 1. Drescribe las caracteristicas de esta grifica.
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Figura 59.
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En el Apartado 3 se les pidi6 completar una tabla haciendo una lectura de la gréfica, todos
los equipos seleccionaron los puntos adecuados de la gréfica, como se muestra a
continuacion.

1, Hacleade mpa lectura de la grafica, complela la

Labla sizuiente.
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{afio {Hatk.]

L S
2 [

= -Telal w8

lf.l;{r ! S T

ol | SO

Figura 60.

Nueve equipos realizaron la conversion del registro de representacion tabular al registro de
representacion analitico, aunque no describieron el procedimiento por € cual larealizaron,
debido a que no se les solicité (esta pregunta se modificd posteriormente).
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Figura 61.

Los 3 equipos restantes, reportaron una expresion analitica similar, la cual es incorrecta.
Probablemente los estudiantes no tradujeron de manera adecuada el resultado de la
calculadora

1.

Puedes representar mediantz we formula Ja
relacidr cug exisie enlre ¢l nimero de habitantes
¥ ol tiernpo transcurido? G Cudl ex Ja frmula?

4.: - haepe o iy
i- Dobisedal Hutd}
Figura 62.

En el Apartado 6 se les pregunté por €l porcentaje de crecimiento anual de la poblacion, en

esta parte 7 equipos contestaron correctamente y en forma similar a ejemplo que se
muestra a continuacion.
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A continuacion se muestran las respuestas representativas de los 5 equipos que no
respondieron acertadamente.
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Figura 64.

Once equipos identificaron el tiempo de duplicacidn de esta poblacién; de éstos, 5 equipos
lo obtuvieron a partir de la gréficay los equipos restantes através de la tabla.
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Figura 65.

Actividad 4. Asuntos Financieros.

En esta Actividad la informacion inicial se proporciond a través de la representacion
analitica (la formula del interés compuesto). Todos los equipos realizaron la conversion del
registro de representacion analitico al registro de representacion tabular, al igual que la
conversion del registro tabular al gréfico; eligieron adecuadamente las escalas de los gjes y
trazaron la grafica uniendo los puntos obtenidos en la gréfica de dispersion generada por la
tabla, la cual describieron como un crecimiento acelerado.
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En el Apartado 4 se les pidié completar unatabla, pero en esta ocasion debieron calcular el
tiempo de inversion para ciertos saldos dados. Todos los equipos completaron la tabla
correctamente; cuando se les pregunté como obtuvieron esos valores, hubo dos tipos de
respuestas, las cuales se muestran a continuacion:
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Figura 66.

Durante nuestra observacion de los estudiantes en la clase tuvimos especial atencion en esta
parte; los estudiantes primero trataron de despejar la variable tiempo manualmente, dandose
cuenta de que no podian, por lo que optaron por utilizar la calculadora (con el comando
solve(ecuacion, var)). Por esto, consideramos que uno de los propdsitos de esta tabla se
cumplid, a concientizar al estudiante de la necesidad de una herramienta matemética para
despejar la variable, que se localiza en el exponente de la representacion analitica. Otro
propdsito de esta tabla era que el estudiante analizara los Ultimos cuatro renglones de ésta,
con la intencién de que descubriera el tiempo de duplicacion de la inversion, logrando que
nueve equipos identificaran tal situacion, mostrandose a continuacion las respuestas
representativas.
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Figura 67.

Las respuestas de dos de los equipos restantes nos indicaron gque solo se fijaron en los
valores calculados del tiempo de inversion y no los relacionaron con los saldos respectivos,
como se muestraen la Figura 68.
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Figura 68.

Larespuesta del equipo restante fue completamente diferente a las anteriores e incorrecta.

3. Orbserva Jos ceatro Ollmes dates de la Tahla 2
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Figura 69.

Los Apartados restantes de esta Actividad tenian el proposito de que €l estudiante realizara
exploraciones para promover un primer acercamiento al nimero e. Primeramente a través
de una tabla, la cual tenia la finalidad de analizar el efecto en el saldo (S) para diferentes
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periodos de conversion (n). Ningun equipo tuvo dificultades para completar esta tabla. En
la pregunta correspondiente referente a los resultados de dicha tabla, las respuestas
obtenidas mostraron que cinco equipos contestaron que el periodo de conversién no era un
factor decisivo; esta respuesta erala esperada.

4, ;Cress que o periodo di converstm lendmi gran
infloemeia pere devidic en o cearita i.'uvﬁi:li.t':'
No pore (05 resulizdos 0 vananen
_eg B enrdnd

Figura 70.

Los siete equipos restantes contestaron lo contrario; de éstos, cinco equipos explicaron su
decision con argumentos similares a los siguientes:
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Figura71.

Estas respuestas son correctas, aunque la intencidn de la pregunta era otra. Los otros dos
equipos aparentemente no entendieron la pregunta, asi como tampoco € significado de los
pardmetros involucrados en la formula.
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Figura72.

En la siguiente parte se le planted a estudiante una situacion especial, con la intencién de
gue explorara el comportamiento del saldo compuesto (S); para esto, debidé completar una

tabla donde tenia que calcular €l valor de la expresion (1 + %)” para valores de n cada vez

mayores, obteniéndose una aproximacion al nimero e. Todos los equipos completaron esta
tabla de forma correcta.
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Figura73.

En cuanto ala descripcion de los resultados de la tabla anterior, encontramos que todos los
equipos coincidieron; algunas respuestas representativas se muestran a continuacion:
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Con relacion a ultimo Apartado de esta Actividad, donde se pretendié que escribiera la
férmula del interés compuesto continuo, el cual se describid previamente en qué consistia,
s6lo un equipo reporto la formula que se esperaba (ver Figura 75).

T, Comn gueda entonees Le frrmole para celeular

F para el caso cn que ¢l bierds anval es del LO005%
compuests conlinuumente?

s=_ (1. tigeal)

1enemen de afom .
o5 ':.-':;:I';-.!'lf.l.ll'l. L L\C“-\., o

Figura 75.

Los demés equipos no realizaron con éxito esta conversion del registro de representacion
tabular al registro de representacion analitico. A continuacion se muestran las respuestas
representativas de estos equipos.
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Actividad 5. El problema del restablecimiento del ritmo cardiaco.

A partir de esta Actividad inicio la exploracion de fenémenos de variacion exponencial
decrecientes particularmente en esta Actividad se present6 la informacion inicial através de
unatabla de valores numéricos.

Todos los equipos coincidieron con las respuestas del Apartado 1, como se muestra en las
siguientes respuestas representativas.
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Todos los equipos realizaron la conversion del registro de representacion tabular al registro
de representacion gréfico; eligieron las escalas correctamente, obtuvieron la gréfica de
dispersion a partir de los datos de latabla y unieron los puntos resultantes.
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Figura 78.

Cuando se les preguntd por € tipo de sucesion que forman los valores numéricos del
tiempo (t) y del nimero de latidos (L), diez de los equipos respondieron que se trataba de
una sucesion aritmética y geométrica respectivamente, y describieron las caracteristicas de
éstas. Los dos equipos restantes identificaron la caracteristica de una sucesion aritmética
pero no la reconocieron como ta, ademés tuvieron dificultades para identificar la
caracteristica de la sucesion geométrica.
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Figura 79.
Todos los equipos calcularon el factor de cambio constante en forma correcta. Con respecto

al porcentgje de disminucién, sblo tres equipos lo calcularon en forma incorrecta, por lo que

la pregunta siguiente también la respondieron incorrectamente, como se muestra en la
figura 80.
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En el Apartado 6 ningun equipo respondid correctamente, lo cual indicd que aunque
calcularon bien el porcentaje de decaimiento y el factor constante de cambio, no
encontraron larelacion entre ellos, como se muestra a continuacion.
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Figura 81.

En los Apartados 7 y 8 completaron correctamente la tabla sin ninguna dificultad. En los
Apartados 9 y 10 tampoco hubo problemas, reportaron en forma correcta la expresion
analitica, por lo que realizaron la conversion del registro numérico al registro analitico; y en
cuanto ala verificacion de la expresion analitica, diez equipos coincidieron en que se deben
sustituir distintos valores del tiempo y que los resultados deben coincidir con los datos de la
tabla, sdlo un equipo prefirid el registro gréfico para verificar (Figura 82).
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Figura 82.

Los Apartados del 11 al 16 tenian la intencidén de reforzar el significado fisico de los
pardmetros involucrados en la formula, asi como también gue los estudiantes visualizaran
el efecto de éstos en la grafica. Todos los equipos completaron correctamente las tablas que
se les indicaron y dedujeron una expresion analitica para cada una de ellas, asimismo,
dibujaron correctamente las graficas correspondientes. Al analizar estas graficas nos dimos
cuenta que once de los equipos seleccionaron el mismo dominio: [0,10]. Por lo que nos
surgié la duda; ¢sera que estaban pensando en el contexto? 6 ¢sera porgue son los valores
asignados en las tablas? Al analizar la respuesta de uno de los equipos (figura 86) parece
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indicar que si tomaron en cuenta el contexto, pero las respuestas de los demés equipos no 1o
especifican. A continuacion se muestra una de estas gréaficas.
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Este mismo equipo en el Apartado 17 expuso las siguientes razones para las gréficas

trazadas.
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Transcripcion: El valor inicial de la variable
independiente es e valor del coeficiente “a”, €
cociente de cierto momento y e anterior da una
cierta constante que es“b” elevado ala“t”, osease
lavariable independiente.

Si fuera logico decir que los latidos de un ser
humano pueden ser tan bajo cuando “t” tiende a «
el no. de latidos tiende a cero, ignorando las
restricciones.

Figura 85.
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L os equipos restantes coincidieron en la respuesta del Apartado 17, al afirmar que todas las
gréficas describen un decrecimiento desacelerado. A continuacion se muestra una de estas
respuestas, que corresponde al equipo que trazé la gréfica de la Figura 83.
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Actividad 6. Eliminacion de contaminantes del combustible de aviones a reaccion.

Al analizar los resultados de esta Actividad reportados por los equipos, se observd con
mayor claridad su avance en la identificacion de las caracteristicas de este tipo de variacion,
asi como en el desarrollo de las habilidades de conversion entre los diferentes registros de
representacion.

A partir de la descripcion verbal del fendbmeno de variacion, todos los equipos completaron
correctamente la tabla o sea que realizaron la conversion del registro verbal a registro
numérico, trazaron la gréfica correspondiente en forma correcta (conversion del registro
numérico al registro grafico) y obtuvieron la expresion analitica adecuada (conversion del
registro numérico al registro analitico).

2 Dl Vind s goe dustoe la disrcinuein o B
crmeeifacion de conraminantes del coenhosible
oon oespects 2l mamers de pics o b de ceolin
o el gque se o b pesar,

ol A
.:i:-.__\_ o ol — !
L Comaleo: 213 - -
Cp =y ) (1R - IR T -t
O = Sk ) . 3 » A B
OiZi-Co Lo ERL 08Y - -—"-"ll."-'i"] 1 'L"_ YT O R H A |
G5 - Cate i, 2liceh Lo le &) 4 - ] . o
riz) - Lol g lte. €= e eds (o (o8] 5 fg 11 P 1 il
s = (alpElis B sl e glle )= & ploal® . 173 i r
DO =l £ e 8501 0 BN e 2y 1 B, 20 Caden ] I -
En general, despuée de sirveanr ¥ pice de caolin, In 2 | i‘\.,,q__
zomcenmacion resilenl de conlaminanis es: [ = 4 Fom—
. 2 2
cixr=Co o) ) R
Bl o123 25 38 9w

G Bepre et modiante woa emala boetaciio eote
|z Jnopirad mtal X (=n poes) de rubn de canke v
concentrais residval C0x) de comsmsianies

clxd=20 (0817
Figura 87.
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En cuanto a la verificacion de la férmula, se siguié observando que sblo cuatro equipos
seleccionaron el registro gréfico pararealizarla, aunque este nimero ha ido en aumento, los
demas se inclinaron por €l registro analitico.
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Figura 88.

Todos los equipos tuvieron dificultades para encontrar la relacion entre el factor constante
de cambio y el porcentaje de cambio, como se muestraen la Figura 89.
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Figura 89.

Los Apartados del 8 al 14 tenian la intencion de reforzar el significado fisico de los
pardmetros involucrados en la formula, asi como visualizar el efecto de éstos en la gréfica.
Todos los equipos completaron correctamente las tablas que se les pedian y dedujeron una
expresion analitica para cada una de ellas; asimismo, dibujaron correctamente las gréficas
correspondientes. Analizando estas graficas nos dimos cuenta que 7 equipos seleccionaron
el dominio de [0,6], que coincide con los valores asignados a las tablas; los 5 equipos
restantes seleccionaron un dominio mayor.
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Actividad 7. Eliminacion de una droga por €l organismo.

En esta Actividad lainformacién inicial se presenté através de la representacion grafica

En los primeros dos Apartados los alumnos debieron describir las caracteristicas de la
gréfica, asi como la forma en que disminuye la concentracion de ampicilina. Todos los
equipos coincidieron en afirmar que se trata de una grafica de decrecimiento desacelerado,
tres equipos hicieron una descripcion mas detallada, como se observa en la figura 91.
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Todos los equipos realizaron lecturas apropiadas en la gréfica
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Por lo datos reportados, todo parece indicar que para completar la tabla, algunos equipos
utilizaron también la formula (ver Figura 93).
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Todos los equipos reportaron la formula en forma correcta y coincidieron también en la
forma de verificar la veracidad de ésta.

5. (Cdmo puedes verificar que esta formula es
correcis!

ot IJ*LH.-}E nd.u e wolC 2 S de

£ oen e foedulo ww e tamﬂiﬂwﬂ“
avie g e tee we

[

F| gura 94,

=

Todos los equipos completaron la Tabla 2 correctamente y sefialaron que lo hicieron
utilizando la férmula. Con respecto a edta tabla, se les pregunt6 € tipo de sucesion que
forman los valores numéricos de las variables t y C, ocho equipos identificaron que se
trataba de una sucesion aritmética y geométrica respectivamente. En la Figura 95 se
muestra una respuesta representativa de los tres equipos restantes.
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Figura 95.

También de la Tabla 2 se les preguntd sobre lo que observaban que estaba sucediendo, con
laintencion que identificaran la vida media de este medicamento. Solo un equipo identificd
tal situacion (ver Figura 96).
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Figura 9.
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Las respuestas reportadas por 10s equipos restantes son similares a las que se muestran en la
Figura 97.
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El Apartado 10 se asignd0 como tarea extraclase; el estudiante debid investigar el
significado del concepto subtangente. Solo seis equipos reportaron los resultados de lo
investigado. A partir de esta parte de la Actividad el estudiante realizd sus exploraciones
apoyado en el programa interactivo llamado subtan().

Los Apartados 12 y 13 tenian el propésito de que € estudiante explorara el comportamiento
constante de las subtangentes en las funciones exponenciales. En la Figura 98 se muestran

las respuestas representativas de los equipos que investigaron sobre la subtangente (que
[lamaremos grupo 1).
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feass x Mota Higtdrica,

A continuacion se muestran las respuestas de los equipos que no realizaron la tarea de

investigar (grupo 2), las cuales nos indicaron que no visualizaron las subtangentes en la
gréfica
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Figura 99.

Por Ultimo, en el Apartado 14 el estudiante explord € comportamiento de las subtangentes
para otros tipos de funciones, con el propdsito de que identificara que éstas no son
constantes. En la Figura 100 se muestran respuestas representativas del grupo 1.
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A continuacion se muestra una respuesta representativa del grupo 2.
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IV.3. A manera de conclusion.

De acuerdo con estos resultados, identificamos que estos estudiantes desconocian los
conceptos de sucesion aritmética y sucesion geométrica, y en consecuencia las relaciones
entre éstas, por 1o que consideramos promover en todas las Actividades de este Bloque, que
el estudiante explore las caracteristicas de estas sucesiones numéricas, para que cuando
explore las relaciones entre estas progresiones en el Bloque I, ya no tenga dificultades para
identificarlas. Ademés, buscamos promover que el estudiante identificara la relacion entre
este tipo de variacion y el hecho de que cuando los valores de la variable independiente
forman una progresion aritmética en la tabla, los valores de la variable dependiente forman
una progresion geométrica.

También a partir de estos resultados consideramos que antes de que los estudiantes realicen
las exploraciones con el programa subtan( ), debe haber una discusion con el grupo
completo para clarificar el concepto de subtangente y se pueda lograr la identificacion de
ésta en la grafica, a fin de que al trabajar con dicho programa, éste cumpla con el objetivo
para el cual fue disefiado: que el estudiante identifique el comportamiento constante de las
subtangentes en las funciones exponenciales.

Después de este andlisis, se decidié incluir una nueva Actividad (la Actividad 9), la cual
tiene el propdsito de promover la apropiacion de los tratamientos adecuados en el registro
numérico para la construccion del modelo matematico (representacion analitica)
correspondiente, para los casos cuando los intervalos de variacidn de la variable
independiente registrados en latabla sean diferentesde 1 (Ax # 1).

También se detecté que algunas de las Actividades requerian ciertas modificaciones (de
redaccion, de formato, agregar nuevas preguntas). Por g emplo:

De la Actividad 1 se reporté un analisis del pilotaje més detallado debido a que ésta es la
primera de la secuencia; también fue a la que se le realizaron més modificaciones, las
cuales consistieron en:

Se elimind el ultimo rengléon de la Tabla 1, que contiene la informacién inicial, para
gue los datos se gjusten mejor a una variacion exponencial del tipo y = ca*, aunque
esto no provoco un conflicto en este grupo de estudiantes.

En el Apartado 12, se agregd una pregunta con el propésito de que el estudiante
observe la ubicacion de la variable independiente en la representacion analitica

Se cambi6 el formato del Apartado 13 y se agregaron dos nuevas preguntas, con la
intencion gque el estudiante se percate de que la cantidad de bacterias se duplica cada
cierto periodo de tiempo, y que no importa cuando se inicia el conteo, transcurrido
dicho periodo de tiempo, la cantidad de bacterias se duplica

Se agregaron nuevas tablas para que el estudiante las complete, algunas apoyado en
la formula y otras a partir de lecturas en la gréfica. También se agregaron las
preguntas correspondientes del andlisis de estas tablas, con la intencion de que el
estudiante identifique el hecho de que cuando los valores de la variable
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independiente forman una progresion aritmética, los valores de la variable
dependiente forman una progresion geometrica.

En general, consideramos que durante el desarrollo de este Bloque de Actividades, los
estudiantes realizaron las conversiones y los tratamientos que se promovieron, observando
con esta experimentacion que los estudiantes adquirieron habilidades para identificar la
variacion exponencial del tipo y = ca* en cualesquier registro de representacion que se les
presente.

94



Capitulo V

Conclusiones

El propdsito de este trabajo ha consistido en disefiar una secuencia didactica para el estudio
de las funciones exponenciales y logaritmicas, y en particular, para promover la
introduccion de una manera intuitiva para los estudiantes de la base e en ambos tipos de
funciones, apoyado este disefio desde una perspectiva tedrica basada en la Teoria de las
Representaciones Semidticas de Raymond Duval y utilizando como herramienta didactica
la calculadora vVoyage 200.

Paralograr este propdsito nos planteamos la tarea de investigar el desarrollo histérico de los
conceptos de logaritmo y funcion exponencial, con el propdsito de conocer con mayor
profundidad el tema, asi como también rescatar significados que pudieran haberse diluido
del discurso escolar actual, dicha tarea nos proporciond elementos fundamentales para la
realizacion de nuestro disefio. Estos son los siguientes:

- La relacion entre una progresion aritmética y una progresion geomeétrica; esta

relacion constituyo el eje central en el desarrollo de los logaritmos, la cual nosotros
adoptamos también como gje central de nuestra propuesta didactica.
La caracteristica geométrica de las gréficas de las funciones exponenciales y
logaritmicas de poseer una subtangente constante; dicha caracteristica fue clave para
la incorporacion al registro geométrico de este tipo de curvas, e cua era
considerado en €l siglo XVII la principal representacion en mateméticas. En nuestra
secuencia utilizamos esta caracteristica geométrica de las gréficas de las funciones
exponenciales y logaritmicas como gje central para la exploracion de la razén de
cambio (derivada) de ambos tipos de funciones, ya que ésta es la causa fundamental
de su importancia en las mateméticas y en las aplicaciones en otras ciencias,
particularmente cuando la base de estas funciones es el nimero e.

Debido a esto y de acuerdo a enfoque tedrico que sustenta esta propuesta (Teoria de las
Representaciones Semiodticas) se organizd la secuencia didactica en cinco bloques de
Actividades:
Bloque I: Lavariacion exponencial.
Propusimos este bloque de Actividades didacticas como un primer acercamiento a
estudio de la variacion exponencial del tipo (y = ca* donde: a >0y ¢ > 0).
Bloquell: Loslogaritmos y sus propiedades.
El objetivo de este blogue consistio en que el estudiante comprendiera el concepto
de logaritmo y sus propiedades, mediante la exploracidn de progresiones aritméticas
y geométricas, como una forma de emular el desarrollo histérico de éstos, asi como
también algunos de los obstaculos que se presentaron en su evolucion, como por
gjemplo lafalta del concepto de base.
Bloquelll: Lavariacion logaritmica
Por medio de este bloque de Actividades didécticas se propuso un primer
acercamiento a la variacion logaritmica, promoviendo exploraciones en los distintos
registros de representacion, que giran en torno a descubrir las caracteristicas
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logaritmicas, mediante el uso explicito de la relacion entre las progresiones
geométrica y aritmética, a través de problemas précticos y utilizando como
herramienta la calculadora vVoyage 200.

Bloque IV: Andlisis grafico de las funciones exponenciales y logaritmicas.

En este Bloque se llevd a cabo una asociacion “variable visual de la representacion
gréfica-unidad significativa de la expresion analitica’ tanto para las funciones
exponenciales como para las logaritmicas. Esta asociacién no solamente centra la
atencion sobre la relacion entre representacion gréfica y representacion analitica,
Sino que en ocasiones permite encontrar directamente la expresion analitica a partir
de propiedades geométricas.

Blogque V: Funciones exponenciales y logaritmicas con base e.

Tomando como eje central la caracteristica geométrica de las gréficas (tanto de las
funciones exponenciales como de las logaritmicas) de poseer una subtangente
constante, se promueve una exploracion, primeramente con las funciones
exponenciales, propiciando en los estudiantes generar la hipétesis de que existe una
base especial que hace que las graficas de la funcion y de su derivada coincidan.
También se analiza el caso de las funciones logaritmicas, en las que la gréficade la

., . « - ., 1 L. .
funcion derivada “se asemeja’ ala de la funcion y = —.y la coincidencia se logra
cuando se toma como base del logaritmo a nimero e.

En las Actividades que conforman la secuencia didéctica se promueven todas las
conversiones posibles entre los diferentes registros de representacion: verbal, gréafico,
numeérico y analitico, con el fin de que el estudiante logre coordinar éstos. Sin embargo se
privilegian algunas de estas conversiones como son; la conversion del registro numérico a
registro analitico y la conversion del registro grafico a analitico, la razon de esto es debido
a gue éstas juegan un papel importante en la aplicacion del conocimiento mateméatico a los
problemas del mundo real ya que en el gercicio profesional de las mateméticas o en las
aplicaciones de las mateméticas a los distintos campos profesionales, es una situacion
comun el que la informacion inicial sobre los problemas a abordar, estudiar o resolver esté
dada en forma de tabulacion o en forma de gréfica

Se llevd a cabo €l pilotgje de las Actividades del Bloque | con un grupo de estudiantes
universitarios inscritos en un curso de Célculo Diferencial e Integral | del Area de Ciencias
e Ingenieria de la Universidad de Sonora, que siguié una innovaciéon curricular, la cual
consiste en la redlizacion sistemédtica de actividades didacticas cuyos disefios son
tedricamente fundamentados, y que involucran el uso de la calculadora simbdlica. A través
de este pilotgje pudimos identificar que los estudiantes realizaron los tratamientos y las
conversiones gue se promovieron en estas Actividades, por lo que consideramos que los
estudiantes lograron una aprehension de los conceptos promovidos en este Blogue, al
observar que desarrollaron habilidades para identificar la variacion exponencial del tipo
y = ca® en cualesquier registro de representacion que se les presente. Este pilotgje nos
ayudo también para darnos cuenta de ciertos cambios que requerian algunas Actividades
con el fin de mejorarlas. Esto sugiere que el proceso de disefio de secuencias didacticas es
iterativo, pues con cada implementacion, existe la posibilidad de detectar nuevos conflictos,
lo cual sugiere una modificacidn, adaptacion 6 reorganizacion de la secuencia, 10 que nos
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Ileva a disefios cada vez mejor fundamentados, pero siempre perfectibles. Para realizar el
analisis del pilotaje nos basamos en las respuestas que los estudiantes escribieron en sus
hojas de trabajo (Actividades), pero consideramos que para una mejor interpretacion de
estas respuestas, hizo falta una etapa de entrevistas con ellos, con la intencién de
preguntarles sobre ciertas respuestas gque reportaron y saber realmente lo que quisieron
expresar o lo que entendieron.

El estudio exhaustivo de los tratamientos y conversiones entre las diferentes
representaciones de una nocién matematica es una tarea demasiado complicada si se le
aborda sin contar con el apoyo en algin recurso tecnoldgico. El utilizar la calculadora
Voyage 200 como herramienta didactica nos permitio automatizar, facilitar y simplificar
algunas de las posibles conversiones entre los diferentes registros de representacion que se
promueven en la secuencia didéactica, con el propésito de crear un medio en el que €l
estudiante pueda explorar, conjeturar, analizar, verificar ideas, asi como desarrollar
habilidades y estrategias que le seran de gran ayuda a la hora de resolver problemas.
También, debido a la facilidad de los dispositivos CAS para generar facilmente graficas de
funciones, asi como €l realizar andlisis geométricos de éstas; en nuestra propuesta didactica
consideramos a registro de representacion grafico como agquél que permite crear un
ambiente enriquecedor para la conceptualizacion del nimero e. Durante la experimentacion
Ilevada a cabo, pudimos constatar que la calculadora simbdlica efectivamente actué como
una herramienta didactica, cumpliendo con los propdsitos anteriormente mencionados, por
lo que comprobamos las ventajas de utilizar éste recurso tecnologico en la ensefianza de las
mateméticas.

Consideramos que resultaria interesante un trabajo de investigacion posterior con el
propdsito de investigar como evolucionan las actuaciones de los estudiantes en el andlisis y
resolucion de las Actividades de esta secuencia didéctica, asi como también identificar las
modificaciones requeridas de ésta, con el fin de mejorarla'y que se logre €l objetivo para el
cual fue disefiada

Como disefiadores de esta secuencia de Actividades y conscientes de las dificultades para
adaptar ésta a los tiempos asignados a estas nociones en un curso tradicional de
mateméticas, proponemos una seleccion de Actividades de cada uno de los Bloques. Se
recomienda que los estudiantes trabajen con Actividades de cada uno de los bloques, en el
orden en que éstos estan numerados.

Actividades del Bloque I: 1, 6, 7, 4. El criterio de seleccion de estas Actividades consistié
en escoger cuatro Actividades en las cuales la informacion inicial se presenta a través de;
una tabla de datos, una descripcion verbal, una gréfica y una expresion analitica,
presentandose en este orden debido a la justificacion dada en el Capitulo I1l. De estas
Actividades, dos representan un crecimiento exponencial y las otras dos representan un
decrecimiento exponencial. En este Bloque se incluyeron dos Notas Histérica, una de éstas
referente a laimportancia que tuvo en el siglo XVI1I la caracteristica geométrica de este tipo
de curvas de poseer una subtangente constante, la otra Nota Historica es referente al
nimero e.
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Actividades del Bloque ll: 2, 7, 8, 9. Consideramos que al seleccionar estas Actividades, el
estudiante va a explorar caracteristicas importantes y necesarias para la construccion del
concepto de logaritmo como herramienta facilitadora de operaciones, las cuales fueron de
gran relevancia en su desarrollo histérico. Al final de estas Actividades se presenta una
Nota Historica sobre los logaritmos.

Actividades del Blogue I11: 1, 2, 3. En la primera de estas Actividades seleccionadas la
informacion inicial se presentd por medio de una tabla de datos, y las dos Actividades
restantes la informacion se presentd a través de una representacion grafica. Consideramos
gue el andlisis de estos dos registros de representacion es indispensable para la aprehension
del carécter funcional de los logaritmos.

Actividades del Bloque IV: 1 — 14. En este Bloque se seleccionaron todas las Actividades
debido a que las tareas de variacion comparativa que se promueven en éstas, tanto para las
funciones exponenciales como para las logaritmicas, son necesarias para andlizar las
modificaciones conjuntas de la gréfica y de la forma de su representacion analitica y para
gue dichas tareas cumplan su objetivo: promover un aprendizaje que considere la estrecha
relacion entre la noesis y la semiosis, a fin de que no se confunda al objeto mateméatico con
Sus representaciones.

Actividades del Bloque V: 1, 2, 4. En las Actividades 1 y 4 se explora la razon de cambio
de las funciones exponenciales y de las funciones logaritmicas respectivamente, surgiendo
en ambas exploraciones la base e. En la Actividad 2 se exploran para las funciones
exponenciales los tratamientos en el registro analitico para transformar una expresion
analitica con base arbitraria (y = Aa*) a una de base e (y = Ae’¥) y viceversa. En este
Blogue se presenta una Nota Historica sobre la funcion y = e*.

Consideramos conveniente enlistar algunos aspectos del estudio de estas nociones los
cuales el presente trabajo no ha pretendido promover:
- Todos los aspectos del significado de las funciones exponenciales y logaritmicas.

La definicion rigurosa del nimero e, ni mucho menos investigar o establecer sus

propiedades analiticas (nmero irracional, nUmero trascendente).

En el caso particular de las funciones y expresiones logaritmicas, no se ha

pretendido promover una comprension profunda de ellas, en particular algunos

aspectos de la comprension instrumental, para o cual habria que discutir tareas

como las siguientes:

Simplificar: log; 54 — log; 8 + log; 4
Resolver: log,, (83 —x) +log;, 2—x) =1
¢Qué es mayor, 25°2° 6 26°2°? ;Por qué?
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Anexo 1

Resumen historico del desarrollo de
los conceptos de funcion exponencial y
funcion logaritmica

“Todo objeto matemético, para consolidarse como tal, necesariamente pasa por varias etapas o
momentos. Comienza por ser utilizado sin mayor conciencia de su presencia, siendo manipulado,
extendido, formulado, dotado de representaciones y significados més precisos hasta ser insertado
en unateoria con caracteristicas propias’ (Brousseau, 1986).

Las dificultades que se presentan, tanto en la apropiacion de la nocion de funcién en general,
como la de logaritmo y la exponencial en particular, pueden explicarse indagando sobre la
génesis de tales conceptos. Con este fin investigamos en distintas fuentes el desarrollo de los
conceptos de logaritmo y exponente, con €l fin de lograr una comprension cabal de las
dificultades relacionadas con su aprendizaje.

La importancia del andlisis epistemolégico de los conceptos matematicos consiste en que nos
permite comprender con mayor profundidad el tema estudiado y rescatar significados que hayan
desaparecido del discurso escolar y que eventualmente pudieran proporcionar elementos para
enriquecer la presenciay tratamiento de dicho temaen el aula.

Consideramos que la importancia de este andlisis recae en la posibilidad de dar un significado
mas amplio a las nociones de interés, en este caso, de las funciones exponencial y logaritmica, en
la busqueda de los interrogantes y debates que produjeron, de las controversias que suscitaron, de
losiresy venires de sus desarrollos y consolidacion en la estructura matematica.

En el caso especifico de las funciones exponenciales y logaritmicas, hemos identificado diez
etapas 0 momentos notables en su desarrollo histérico, que a continuacion describimos de
manera sucinta.

1. Establecimiento en la Grecia Antigua del “Postulado de Arquimedes’, que
sefidla una propiedad fundamental de las progresiones geométricas. Esta propiedad puede ser
enunciada en el lenguaje moderno como sigue: en una progresion geométrica, el producto de un
nimero de rango n por otro nimero de rango m da como resultado € nimero de rango n + m.
En la notacién moderna, este postulado es equivalente alaidentidad a™ - a™ = a™*™.

Arquimedes enuncié esta propiedad en el Arenario. llustraremos su utilidad practica mediante un
gjemplo. Tomemos las siguientes dos sucesiones de nimeros consignados en una tabla:

1

2 4 5 6 7 8 9
2 4

16 32 64 128 | 256 | 512

3
8
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La primera sucesion de nimeros (renglén superior) corresponde a una progresion aritmética; en
ésta la diferencia entre términos sucesivos es constante, en este caso igual a 1. La segunda
sucesion de nimeros (renglédn inferior) corresponde a una progresion geométrica, que consiste en
una sucesion de nimeros con una razon fija entre términos sucesivos, en este caso particular la
razon comun es 2.

Para calcular 8" 32 haciendo uso de estas sucesiones se suma 3 + 5= 8 y debajo del 8 que
figuraen el primer renglén setiene el resultado de la multiplicacidn, 256.

Otro giemplo un poco més complicado. Para calcular 243~ 81 dada la tabla de abajo, se suman
5+4=9, por lo tanto € resultado es 19683.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 9 27 8l | 243 | 729 | 2187 | 6561 | 19683

En el siglo XVI el matemético aeman Miguel Stifel refind la relacion entre las progresiones
aritméticas y geométricas desde una perspectiva aritmética. Stifel publicd en 1544 “la primera
tabla de logaritmos’ que existe, aunque en forma muy rudimentaria. Contiene solo los nimeros
enteros desde -3 hasta 6, y las correspondientes potencias de 2:

-3 -2 -1 0 1

2 4 5 6
8 | V4 | 12 1 2 4

16 32 64

3
8

A los nimeros de la sucesion superior Stifel los denominé exponentes.

En estas ideas de Arquimedes y Stifel se encuentra e germen de los conceptos de exponente y
logaritmo. En nuestra secuencia didactica las hemos recuperado para iniciar el estudio de ambos
tipos de funciones, exponenciales y logaritmicas.

2. El descubrimiento delasreglasdela“prosthapheresis’.
El conocimiento y uso de estas reglas ayudd y facilito la tarea de realizar elaborados célculos
requeridos en la Astronomia del siglo X V1.

La palabra prostaféresis proviene de las raices griegas prosthesis: adicién, agregado y apheresis:
sustraccion, resta, reduccion. Estas reglas utilizan identidades trigonométricas que relacionan
productos de funciones trigonométricas con sumas o restas, tales como las siguientes:

SinAsinB = %[cos(A—B)—cos(A+B)]
COSACOSB = % [cos(A—B)+cos(A+B)]
SiINAcosB = %[sin(A+B)+sin(A—B)]
COSAsSinB = %[sin(A+B)—sin(A—B)]

103



En estas reglas observamos la transformacidn de un producto en la mitad de una suma o resta, un
célculo relativamente més sencillo, a condicion de conocer los sumandos correspondientes.

Por gemplo, para multiplicar 105 por 720 utilizando la segunda de estas reglas se puede
proceder como sigue.

1.

Escalar las cantidades dadas, desplazando el punto decimal de ambas a la izquierda o
a la derecha hasta que estén comprendidas entre-1y 1.

0.105y 0.720

Obtener el arcocoseno correspondiente. Con una tabla de arcocosenos, se procede a
buscar dos angulos cuyos respectivos cosenos sean los valores dados. Si sdlo se dispone
de una tabla de cosenos, se puede emplear para calcular los arcocosenos mediante el
procedimiento de buscar el angulo con el valor del coseno mas préximo al que se tiene.

cos (84°) es aproximadamente 0.105, cos(44°) es aproximadamente 0.720.
Sumay diferencia: Realizar lasumay ladiferencia de los dos angulos.
84+44=128, 84-44=40

Obtener la media de los cosenos. Evaluar los cosenos del angulo suma y del angulo
diferencia con una tabla de cosenos; después, calcular la media de estos cosenos.

12[c0s(128°) + cos(40°)] es aproximadamente igual a2[-0.616 + 0.766]= 0.075

Reescalar. Desplazar de nuevo el punto decimal tantos lugares como se hizo en el primer
paso para cada uno de los factores, pero ahora en sentido inverso. Como antes se
desplazé el punto tres lugares a la izquierda para cada uno de los factores, ahora se debe
hacerlo 6 lugares a la derecha. El resultado final es 75000, bastante cercano al producto
real, 75060.

Si se quiere obtener el producto de los cosenos de los dos valores iniciales (un dato Util para
algunos de los célculos astrondmicos de la época) basta con seguir los pasos 3y 4.

Es posible emplear la prostaféresis para realizar divisiones. Se necesita una tabla de secantes
para estos célculos. Para dividir 3746 entre 82.05, se reducen los nimeros a 0.3746 y 8.205. El
primero es aproximadamente el coseno de 68 grados, y el segundo la secante de 83 grados.
Sabiendo que la secante se define como la inversa del coseno, el procedimiento es analogo al
empleado para multiplicar: calcular la suma de los angulos, 151, asi como la diferencia de éstos,
-15, después calcular la media de los cosenos de estos angulos:

14 cos(151°) + cos(-15°)] es aproximadamente igual a%2[-0.875 + 0.966] = 0.046

Ahora basta con reescalar apropiadamente para obtener un resultado aproximado de 46.
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Los procedimientos que usan las deméas formulas son similares, pero cada uno requiere de tablas
distintas; seno, arcoseno, coseno y arcocoseno.

Es importante entender que la “ cultura calculista’ generada por estas formulas realmente prepard
el terreno para la busqueda de otros métodos mas simples y exactos para realizar ese mismo tipo
de célculos. Por lo mismo, también es importante observar la similitud existente entre este
algoritmo y el procedimiento de multiplicar mediante logaritmos, ya que este Ultimo consiste en
escalar, tomar logaritmos, sumar, tomar la inversa del logaritmo y volver a escalar. No es
ninguna sorpresa que quienes desarrollaron el céalculo con logaritmos hubieran utilizado
previamente las reglas de la prostaféresis de manera intensiva.

Por tratarse de un procedimiento relativamente complicado y que no proporciona un alto grado
de precision, y que tampoco contribuye sustancialmente al desarrollo de los conceptos que nos
interesan, la prostaféresis no esta incorporada a nuestro disefio didactico.

3. Lainvencion deloslogaritmos por Napier.
Basado en la idea de “hacer continua la serie geométrica’ como una estrategia de calculo similar
alaprogtaféresis, pero presumiblemente mas exacta y sencilla.

Napier definid y construyo sus tablas a partir de un exhaustivo estudio de las relaciones entre las
series geométrica y aritmética asociadas, ideando un modelo cinético que le permitiera “hacer
continua’ su tabla, utilizando los valores discretos que el proceso anterior le proporcionaba.
Podemos observar que esta idea surge en el contexto aritmético pero con auxilio del geométrico
y del fisico para establecer significados.

En una primera aproximacion, el problema de “hacer continua la serie’ se puede abordar de dos
maneras. usando exponentes fraccionarios, o digiendo como base un nimero suficientemente
pequefio tal que sus potencias crezcan suficientemente despacio. Los exponentes fraccionarios,
definidos como a™" = ™/a™ , no eran todavia plenamente comprendidos en la época de Napier,
por lo que él no tuvo méas opcidn que la segunda. ¢Pero una base qué tan pequefia? Tras afios de
luchar con este problema, Napier se decidié por la cantidad 1 — 10, 0 0.9999999 (Maor, 2006).

¢Pero por qué esta eleccion en especial ? La respuesta parece estar en la preocupacion de Napier
de minimizar el uso de fracciones decimales. Como su principal objetivo era reducir el tremendo
trabajo manual involucrado en los célculos trigonométricos, siguid la practica utilizada entonces
en trigonometria de dividir el radio de una circulo unitario en 10 000 000 o 10’ partes. Por lo
tanto, si restamos de la unidad su 10’-ésima parte, obtenemos el niimero més cercano a 1 en este
sistema, 1 —10 7 0 0.9999999. Esta fue, entonces, la razén comdn (“proporcion”, en sus propias
palabras) que utiliz6 Napier para construir su tabla.

Ademas, en esta época las funciones trigonométricas no eran consideradas estrictamente como
razones, sino gque el seno, por gemplo, era la semicuerda de un circulo, en tanto que su radio era
llamado sinus totus, y a cual Napier escogié como 10’ por las razones antes mencionadas,
eleccion gue redundd directamente en la cantidad de cifras significativas de sus calculos.
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De este modo, Napier introdujo los logaritmos mediante una concepcion cinemética, cuyo origen
segun él se imaginaba, era un movimiento sincrénico, una especie de fluctuacion entre dos
sucesiones. EI modelo al que ingeniosamente recurrié involucra el desplazamiento de un punto
gue se mueve con velocidad constante, es decir, recorriendo espacios iguales en tiempos iguales,
describiendo por tanto una progresion aritmética, en correspondencia con el movimiento de otro
punto, el cual se mueve con velocidad proporcional al desplazamiento, en progresion geométrica.

El término logaritmo tiene sus raices etimolégicas en los vocablos griegos “logos’ (razén) y
“arithmos’ (nimero), es decir, se refiere a unarazdén numérica.

Hay que enfatizar la ambigliedad que en esa época tenia el concepto de logaritmo, a no precisar
una base en especifico. Todos los nimeros que se generaran bajo la idea de continuar la serie
geométrica eran considerados logaritmos, y por lo tanto un mismo niimero podia tener muchos
logaritmos, dependiendo de la serie geométrica que se tomara como referencia. En este sentido,
los logaritmos eran percibidos como algo circunstancial, no necesariamente relacionado con cada
nimero en particular. Mas que nada, en esta etapa los logaritmos eran considerados como un
simple truco, como una herramienta facilitadora de operaciones aritméticas que resultaban
engorrosas mediante el procedimiento habitual que hoy denominamos “de lapiz y papel”, es
decir, mediante el calculo directo. Especificamente se trataba de la multiplicacion division y
extraccion de raices de nimeros.

Como es sabido, esta idea original de Napier fue retomada por Blirgi y perfeccionada por Briggs,
guien se decidid por tomar como base el numero 10, dando lugar a los llamados logaritmos
decimales. En notacion moderna, los logaritmos empleados por cada uno de ellos se expresarian
COmMo Sigue:

Napier (1614)  N=10"(1-10")"
Biirgi (1620) N=10° (1 + 104"
Briggs (1624) N= 10"

Un punto fundamental en el desarrollo de la idea de logaritmo reside en el hecho de que las
propiedades de las series numéricas para simplificar las operaciones de multiplicacion, divisién y
extraccion de raices de nimeros que forman parte de esas series se cumplen solo cuando la serie
misma es geométrica. El andlisis de esta idea esta incluido en una Actividad especifica de nuestra
secuencia didéctica.
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Un avance importante en el desarrollo del concepto de logaritmo sucedié cuando Halley hizo
notar que los logaritmos obtenidos a partir de diferentes series geométricas (es decir, usando
diferentes bases, segiin la terminologia moderna) son proporcionales, esto es, se obtienen unos de
otros mediante la multiplicacion por un factor constante. De hecho, Halley intuy6 la formula para
el cambio de base de los logaritmos. Esta idea quisimos rescatarla en nuestra secuencia didactica,
incluyendo una Actividad que pretende hacer tomar conciencia a los estudiantes de esta notable
propiedad descubierta por Halley, e incluso de formularla en el lenguaje algebraico.

4. El “descubrimiento” dela curva logaritmica.
Lagréficade lafuncion logaritmica no fue producto de la tabulacion de sus valores, sino temade
variadas exploraciones en el contexto geométrico.

Es interesante sefialar €l hecho de que este descubrimiento se realizé alin sin contar con la nocion
de base, es decir, bajo esa idea ambigua del concepto de logaritmo, a través de las propiedades
geométricas fundamentales de la curva, expresadas en el problema de “encontrar una curva que
tenga una subtangente constante”. La solucion de este problema, atribuida a Descartes, es la
curva hoy conocida como curva logaritmica. Descartes no asocié dicha curva con los logaritmos,
su interés se centré en determinar sus propiedades, encontrando que admitia una asintota y que
su subtangente es constante. Esta curva es tal, que si la abcisa de un punto que se mueve sobre
ella se incrementa en progresion aritmética, su ordenada lo hace en progresion geométrica. En
este caso podemos decir que las abcisas son los logaritmos de las ordenadas.

Las mas importantes investigaciones que realizé Torricelli sobre este tema fueron el trazado y
estudio de la curva logaritmicay de la espiral logaritmica. El trazado de la curvalo realizd ala
manera antigua, inspirdndose en la idea intuitiva que en esa época se tenia de los logaritmos.
Sobre un gje trazd segmentos iguales (AM=MN=NP=...), y en consecuencia las longitudes AM,
AN, AP, ... crecen en progresion aritmética. Por los puntos A, M, N, P,... levantd las
perpendiculares al eje AD, ME, NF,... que decrecen en progresion geométrica. Esta construccion
respeta las relaciones fundamentales de las progresiones que definen a los logaritmos.

Concluy6 entonces, respecto a la curva, que es concava, que admite una rama infinita que se
aproxima asintéticamente a ee AB, por lo que le denomind “hemyperbola” y que su
subtangente es constante. (Ferrari, 2001)
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Torricelli se dedic6 a estudiar las caracteristicas de una curva logaritmica pero en realidad
explord la curva que hoy conocemos como exponencial. Eso se debe a que los mateméticos del
siglo XVII denominaban genéricamente curva logaritmica a aquella que relaciona progresiones
aritméticas y geométricas, sin realizar la distincion que hoy hacemos entre estas dos curvas.

Actualmente se entiende que ambas curvas, la exponencial y la logaritmica, comparten la
propiedad comln de poseer una subtangente constante, por supuesto, referida a diferentes gjes.
Esta propiedad geométrica esta considerada en nuestro disefio, incluyendo en la secuencia
didactica una Actividad que se propone auxiliar al estudiante a explicitar esta propiedad para
ambas curvas.

5. La resolucion del problema de la cuadratura de la hipérbola equilatera
y zi o xy =1. Més generalmente, el problema de la cuadratura de la

hipérbola xy = a.

Desde el siglo X1V, el problema de encontrar €l area bajo una curva habia cobrado importancia
debido a que las curvas representan las magnitudes de las velocidades en el tiempo. El area bajo
una curva representa, entonces, el cambio total en cuanto a la posicion y por tanto se torna una
herramienta importante en la fisica matemética que comenzaba entonces a desarrollarse. Las
exploraciones respecto a la cuadratura de la hipérbola no parecen originarse en ideas fisicas sino
geométricas, tal como se observaen el trabajo de Saint Vincent.

En laresolucion de este problema jugé un papel importante el “postulado de Saint Vincent”: “si
las paralelas de una asintota son trazadas entre la hipérbola y la otra asintota, de tal forma que las
areas sucesivas de los cuadrildteros mixtilineos asi formados sean iguales, entonces las
longitudes de tales paralelas forman una progresién geométrica’.

Este postulado puede traducirse en otra equivalente: “Si las abcisas de una hipérbola equilétera
crecen en progresion geométrica, las éreas de las superficies determinadas por las ordenadas
correspondientes crecen en progresion aritmética’.

Si bien Saint Vincent no asocié sus postulados con las propiedades logaritmicas, sentd bases
importantes para el desarrollo de estas nociones en el marco geométrico gréfico, considerado en
el siglo XVI1 segun Confrey (2000) como la principal representacion en matematicas.

Retomada por varios matematicos, entre ellos Fermat y Torricelli, laexploracién de la cuadratura
de la hipérbola dio lugar al descubrimiento y formulacion de nuevas caracteristicas de la funcion
logaritmica en el campo de la geometria, que enriquecieron su significado. Los logaritmos se
despegaron entonces de sus origenes aritméticos y se les considerd desde un enfoque geomeétrico.

6. Lainvencion delos“ hiperlogaritmos’ e “hipologaritmos”.

Mengoli le confiri6 a los logaritmos un nuevo significado, pues postulé que, utilizando
solamente conocimientos aritméticos, se pueden definir, mediante series de fracciones, nUmeros
gue cumplan con las caracteristicas de los logaritmos. Construy6 para ello un modelo utilizando
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dos elementos fundamentales, los hiperlogaritmos “hyperlogarithme’ (que aqui simbolizaremos
Hyl) y los hipologaritmos “hypologarithme” (simbolizados mediante hyl), definiéndolos de la
siguiente manera:

Hyl —1+ ! + . + -+ !
y”a_n n+1 n+2  na-—1

i 1 1 1 +1
y"a_n+1 n+2  na—-1 na

Estos nimeros satisfacen larelacion
vl o gt Lt _la-1
yna y”a_n na_n a

y por lo tanto, su diferencia tiende a cero cuando n crece indefinidamente. De aqui se infiere la
existencia de un limite que satisface larelacion:

hyl a<A< Hyl a
donde A =loga.

Esto llevd a Mengoli a la siguiente definicion: “el logaritmo es aquél nimero hacia el cual
tienden los hiperlogaritmos disminuyendo continuamente unos después de los otros y los
hipologaritmos en aumento sin cesar unos después de los otros’, o lo que es lo mismo, que “es el
mas grande de los hipologaritmos y el més pequefio de los hiperlogaritmos’. Este desarrollo
permite una analogia con el area bajo la hipérbola equilétera.

.-.‘.TJ =

Sean OA=4, OB=8, AM=MN=NP=PB=1. Entonces la suma de las areas de los rectangulos
circunscritos alacurvaes, utilizando notacion moderna

1 1 1 1
S4= L+ o+ —+- =0759524 — S, = Hyl, 2

mientras que la suma de las é&reas de los rectangulos inscritos bajo la curva es

1 1 1 1
54,: §+ g"‘ ;"‘g = 0.634524 —>S4:hy|42

Seguin la definicion de Mengoli, el area ABCD es el logaritmo de 2. Aunque en esta época no se
conocia el concepto de base, si se tenia conocimiento de las propiedades esenciales de los
logaritmos.

Area ABCD =log 8 —log 4 = log g =log 2
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Para n=8, lo cual significa que OA=8, OB=16, y dividiendo el segmento AB en 8 segmentos de
longitud 1 tenemos que las sumas de las éreas de los ocho rectangulos, en cada caso, son las
siguientes:

1 1 1 1 1 1 1

Sg= s+ -+ —+—+—+— 4+ + = =0725372 — S5 = Hylg 2
8 9 10 11 12 13 14 15

Sg= t+ —+ —+—+—+—+—+= = 0662872 — Sz = hylg 2
9 10 11 12 13 14 15 16

Cuando n=50, OA=50, OB=100, s el segmento AB se divide en 50 segmentos de longitud 1,
obtenemos lo siguiente:

|’F1 T Fz T F= T 4 T FE T G T F? ]
- E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat
DATH | 1=50 Hylz hglz
cl c2 o [et=] cE
1 S a0 | 698251 <51 |.6B82
2 51 <51 52 <52
3 52 <52 53 <53
4 53 <03 S ~ S
=] L] L) 55 <5
) 55 <55 SE )
7 S5 <56 57 <57
cl=sumCapproxtc2> _1_50>
RELEIT RAD ALTO FLUNC

Observamos que entre mayor es el valor de n, los valores del hiperlogaritmo e hipologaritmo
convergen al valor del logaritmo natural de 2 (In2 = 0.693147).

Utilizando el modelo de Mengoli, si queremos calcular el a&rea ABCD, cuando OA=3 y OB=9,
gue corresponderiaal log 3:

Area ABCD =log 9—log 3= Iogg =log 3

En este caso n=3, y dividiendo el segmento AB en 6 segmentos de longitud 1 obtenemos:

S;= s+ ;+ cH-+-+2=1217857 —S; = Hyl, 3
S3= s+ s+ = +-+-+-=0995635 —S; = hyl, 3

4 5 6 7

Cuando n=100, OA=100, OB=300, si el segmento AB se divide en 200 segmentos de longitud 1,

entonces obtenemos que:
|’F1 T Fz T F= T 4 T FE T G T F? ]
- E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat
DATH (p=1010 Hyl3 hgl3
cl c2 o3 [et=] cE
1 [olo] Alogll.iez{ial ~1601]1.895
2 1 <1061 oz #1062
3 [oh <182 a3 ~1E3)
4 o3 <103 o4 <104
=] [oE} <1004 [0s] ~1E5)
) [ois] <105 [} <1 EIE)
7 o < 1S [oFd A1E7]
cd=szeqin.n_ 101 _300>
RELEIT FAD ALTO FUNC

Observando que los valores del hiperlogaritmo y del hipologaritmo (calculados en c3 y c6
respectivamente) convergen al valor del In3.

Esta definicion de logaritmo es quizas una de las primeras veces en donde se evidencia que el
logaritmo estd en funcion del nimero. Una conclusién importante de todo esto es que jlos
logaritmos son simplemente unos nimeros que tienen unas propiedades especiales!
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Dado que las nociones de hipologaritmo e hiperlogaritmo no resultan simples y no aportan algo
esencial para la comprension de los conceptos de exponente y logaritmo, no han sido incluidos
en nuestra secuencia didéactica, consignandolos agqui solamente como una curiosidad histérica,
gue contribuy6 a afianzar la comprension de los logaritmos como nimeros con pleno derecho.

7. Los logaritmos como model os de fendOmenos de la natur aleza.

Otra aportacion importante de Mengoli consistio en el estudio de las vibraciones del timpano
mediante el empleo de los nimeros conocidos hasta entonces como logaritmos, mientras que
Huyghens y Newton estudiaron la caida de los cuerpos en un medio con resistencia empleando la
misma herramienta. Aqui los logaritmos resultaron un instrumento Gtil para “arrancarle secretos
a la naturaleza’. Galileo afirmaba que tales secretos estaban escritos en el lenguge de las
matematicas. El uso de los logaritmos para modelar fendmenos de la naturalezareforzé € estatus
de dichos nimeros al interior de la matemética, abriendo el camino al desarrollo de la nocién de
funcion logaritmica. Esta fase esta incluida en nuestra secuencia didéctica, en donde un blogue
de Actividades pretende modificar la imagen que los estudiantes se habian estado formando
sobre los logaritmos como nimeros, para que pasen a concebirlos como variables en un contexto
funcional.

8. La expansion en serie para loslogaritmos.
Esta etapatranscurrio en dos pasos. En el primero, Mercator y Newton por separado extendieron

el algoritmo de ladivision aritmética a la algebraica:
1

1+a

=l-a+a*—a®+--

En el segundo paso, al extender Newton la expansion de (a + b)" para valores de n negativos, se
comprendié que para estos casos la expansion involucraba una infinidad de términos, se
transformaba en una serie infinita. Para ver esto tenemos el tridngulo de Pascal en forma
“escalonada’.

n=-4 1 4 10 -20 35 -56 8&4..
n=-3 1 -3 6 -10 15 -21 28..
n=-2 1 -2 3 -4 5 -6 7...
n=-1 1 -1 1 -1 1 -1 1...
n=0 1 0 0 0 0 0 0...
n=1 1 1 0 0 0 0 0...
n=2 1 2 1 0 0 0 0...
n=3 1 3 3 1 0 0 0...
n=4 1 4 6 4 1 0 0...

Si utilizamos estos coeficientes para expandir la expresion (1 + x)~! en potencias de x,
obtenemos la serie infinita:

1+x:(1+x)‘1:1—x+x2—x3+---
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Observamos que la division algebraica se convirtié en una serie geométrica infinita, con término

inicial igual a 1y razén comun —x. El dgebra elemental nos dice que, asumiendo que la razén
comun estdentre -1y 1, la serie converge precisamente a 1/(1 + x).

La gréfica de la ecuacion y = 1/(1 + x), es la hipérbola mostrada en la siguiente figura, es
idénticaalagraficadey = 1/ x, pero tradadada una unidad hacia la izquierda. Al estar enterado
Newton del descubrimiento de Saint-Vincent de que el area acotada por la hipérbolay = 1/ x, €l
gje x y las ordenadas x=1y x=t eralog t, no le resultd dificil concluir que el area acotada por la
hipérbola y = 1/(1 + x), €l gje x y las ordenadas x=0y x=t eslog (t+1).

A diferencia de Mercartor que analizd el caso particular de la hipérbola equildtera, Newton

aa

desarroll6 su método utilizando también la expresion mas general de una hipérbola, y = —
gue al dividir en fracciones decimales es:

aa aa aa aa aa
— = ———x+ —xx— x>+ ..
b+x b bb b3 b*

Mediante su teoria de fluxiones para la determinacion de éreas, y aplicando a cadatérmino de la
serie la formula de Fermat x"**/(n + 1) (en lenguaje moderno, integrando término a término), y
considerando € resultado como una igualdad entre &reas, Newton obtuvo la notable serie:

1

1 1 1 :
loglb+x)=-x——=x*+—=x>——x*+.- da=1
0g( ) b 2b2 3p3 4b* S

Aungue este desarrollo en serie de potencias contribuyd a enriquecer el concepto de logaritmo
como funcion durante el siglo XV1I, no estaincluido en nuestra propuesta didéctica

9. Las exploraciones realizadas por Leibniz y Bernoulli sobre las relaciones
entre exponentesy logaritmos.

Estos grandes cientificos del siglo XVII comenzaron a explorar la vinculacién entre los
exponentes y los logaritmos, en una época en la cual se empezaba a pensar en la posibilidad de
expresar los exponentes como variables. Las consideraciones respecto atal uso de los exponentes
se profundizaron con Chuquet y Wallis. Comenzé asi a aceptarse como natural que el exponente
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pueda ser cualquier nimero, por tanto aparecieron en el seno del lenguaje algebraico las
expresiones del tipo a* y x*.

En el siglo XVIII con Euler inici6 una nueva etapa, en la cual se vinculé claramente a los
logaritmos con la funcion exponencial, se les definié como funciones inversas unade laotray se
les relaciond con el modelgje de fendmenos de la naturaleza. Ambas funciones se erigieron como
fundamentales en el desarrollo de nuevos entes matematicos, como las ecuaciones diferenciales,
las exploraciones de nUmeros complejos, el estudio de las funciones de variable compleja, entre
otros. Se les incorporé a campo de las funciones analiticas, es decir, aquellas que se pueden
expresar mediante series de potencias.

Podriamos considerar a esta etapa como de simbolizacion debido a que se estabilizo el aparato
algoritmico-simbdlico para el tratamiento de los exponentes y logaritmos como variables.

10. Las ideas de Cauchy sobre exponentesy logaritmos y su formalizacion, en

su Curso de Andlisis.

Esta es una etapa de rigurosidad, de formalismo, donde las funciones exponenciales jugaron un
papel relevante en la descripcion de variados problemas vinculados con la naturaleza, asi como
también dentro del abstracto aparato matemético para darle coherencia. Los logaritmos se
incorporaron definitivamente al aparato matemético, volviéndose un objeto matematico
formalmente definido con un espacio propio en la teoria mateméatica, aunque quizas en algunos
momentos opacados por las funciones exponencial es.

Resumen

A manera de resumen sobre el desarrollo histérico de los exponentes y logaritmos, hemos
observado como los logaritmos en particular encontraron un lugar en cada registro de
representacion. Se adecuaron a la aritmética en sus origenes facilitando calculos laboriosos al
transformar multiplicaciones en sumas y divisiones en restas. Sobrevivieron al calculo integro-
diferencial hallando en la cuadratura de la hipérbola equiléatera otra manera de ser representados.
Se adecuaron y hallaron caracteristicas propias en la geometria al poseer una subtangente
congtante. Adquirieron el estatus euleriano de funcion a admitir ser desarrollados en series de
potencias. Se convirtieron en una herramienta importante para la descripcién de fenémenos
fisicos y lograron ser incluidos en la estructura mateméatica de hoy al soportar una definicion
rigurosay abstracta que respeta sus caracteristicas esenciales.

A partir de este andlisis historico, observamos que las relaciones entre series aritméticas y
geométricas se convirtieron en el gje central del desarrollo de los logaritmos, debido a que éstas
estan presentes en las diferentes exploraciones de los logaritmos en distintos contextos y
registros. Estas relaciones son la idea clave de la definicion de los logaritmos de Napier; son las
gue permiten determinar la cuadratura de la hipérbola equilatera lograda por Saint Vincent y su
discipulo Sarasa; son las que posibilitaron la descripcion de fendmenos fisicos realizadas por
Mengoli, Newton y Huygens; son las que permitieron distinguir y reconocer de entre otras
construcciones la gréfica de una curva como logaritmica; las que evidenciaron que el desarrollo
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en serie, utilizando el méodo de fluxiones para la cuadratura de la hipérbola equilétera,
determinan una curva logaritmica.

Todos estos argumentos y exploraciones, que giran en torno a descubrir las caracteristicas
logaritmicas en distintos contextos, mediante el uso explicito de la relacion entre una progresion
aritmética y una progresion geométrica, estd absolutamente fuera del discurso matemético
escolar de nuestros dias. Hemos intentado recuperar algunas de estas diferentes visiones en
nuestro disefio didactico.

Otro elemento importante y también ausente en las clases de mateméticas es el andlisis de la
caracteristica geométrica de las gréficas de las funciones exponenciales y logaritmicas de poseer
una subtangente constante; dicha caracteristica fue clave para la incorporacion al registro
geométrico de este tipo de curvas, el cual era considerado en el siglo XVII la principal
representacion en matematicas. Estos analisis permiten un acercamiento geométrico alarazon de
cambio (derivada) de ambos tipos de funciones, ya que ésta es la causa fundamental de su
importancia en las mateméaticas y en las aplicaciones en otras ciencias, particularmente cuando la
base de estas funciones es el nimero e.
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Anexo 2

La Secuencia Didactica
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B I.J\rl-'_: 1
o

(i

BLOQUE 1

El estudio de la variacion EI
exponencial d
e
. . .
Baj o condi ci ones i deal es de
| aboratorio, el nunero de bacterias 3.
en un cultivo crece con el tienpo
conb se indica en la siguiente
t abl a.
Tablal
Tiempo NUmer o de bacterias
t, hrs N~ 10°
0 27
1 47
2 82
3 143
4 250
5 437
6 760
7 1322 4,
8 2300
9 4000

1. Dibuja una gréfica que ilustre @ crecimiento de la
poblacién de bacterias con @ tiempo.

5.
6.
0 .

2. ¢Crees que la poblacién de bacterias crece
uniformemente, o lo hace de dgin otro modo?
Argumenta tu respuesta.

7.
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i ACTI VI DAD No. 1
crecimento de una pobl aci 6n

bact eri as

Completa la tabla siguiente dividiendo € nimero

de bacterias de cada hora entre € de la hora

anterior. (Usa € modo aproximado para estos

calculos).

Tabla?2
Relacion

Oal
la?
2a3
3a4d
4a5
5a6
6a’
7a8
8a9
¢Puedes explicar los nimeros obtenidos en la
Tabla2?

Al andizar la Tabla 1, probablemente advertiste

gue los nlimeros que aparecen en ambas

columnas de la tabla forman una secuencia o

sucesi on.

a) ¢Qué clase de sucesion forman los valores
det en la primera columna de la tabla?

b) ¢Qué clase de sucesidn forman los valores
de N en la segunda columna de la misma
tabla?

En la siguiente tabla, calcula € porcentaje de
crecimiento por hora de este cultivo bacteriano.

Tabla3

t Porcentaje, %
Oail
la2
2a3
3a4
4ab
5a6
6a7
7a8
8a9

Interpreta los valores obtenidos en la Tabla 3.



¢Como puedes relacionar la razén constante
encontrada en la Tabla 2 con € porcentaje de
crecimiento por hora de este cultivo bacteriano,
calculado en la Tabla 3?

En la segunda columna de la siguiente tabla
expresa € nimero de bacterias en términos de la
razon constante que obtuviste en la Tabla 2.

Tabla4

t (hrs)

# Bacterias
(" 10%

# Bacterias
(" 10%

0

27

27

27 ( )

27 ( )

47 ( ) 27 ( )

OO (N[OOI |W|IN| -

[y
o

10.

11.

12.

En la tercera columna de la Tabla 4 expresa €
nimero de bacterias en términos de la razon
constante y de la cantidad inicial de bacterias.

¢Puedes representar mediante una férmula la
relacion entre e ndmero de bacterias y e tiempo
transcurrido? ¢Cuadl eslaférmula?

a) ¢Como puedes verificar que esta formula es
correcta?

b)¢En qué parte de esta férmula se ubica la
variable independiente?
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al cabo de:

13. ¢Cud sera e tamafio de la poblacion de bacterias

Tablab

t (hrs.)

B (10°)

1.25

2.5

3.75

5.0

Tabla6

t (hrs.)

B (10°)

8.10

9.35

10.60

14.- Andlizalos valores de las variablest y B de las
tablas5y 6, contesta:

a) ¢Qué tipo de suceson forman los valores
numéricos det?

b) ¢Qué tipo de suceson forman los valores
numéricos de B?

15.- De acuerdo con los resultados obtenidos en las
tablas5y 6 ¢Puedes explicar qué esta sucediendo?

16.- Utiliza la férmula que obtuviste que modela este
crecimiento bacteriano, para completar las siguientes
tablas:

Tabla7

B (10°)

t (hrs.)
0

3
6
9

Tabla8
B (10%)

t (hrs.)
15
3.0
4.5
6.0
7.5
9.0




17.- Con la calculadora voyage 200, sdlecciona la
aplicacién; Editor de Funciones, edita la formula
anterior y graficala, una vez trazada ésta, dige la
opcion del mend [F3], aparecera una traza, la cud
utilizaras para completar las siguientestabl as:

Tabla9
t (hrs.) B (10%)
0

([N

Tabla10
t (hrs.) B (10%)
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0

18.- Redliza un andlisis de los valores obtenidos en
lastablas 7, 8,9y 10y contesta:
a) ¢Qué tipo de sucesion son los valores
numéricos de lavariablet de cada unadelas
tablas?

b) ¢Qué tipo de suceson son los valores
numéricos de la variable B de cada una de
|astablas?

c) Describe tus observaciones de estos andlisis
guerealizage.

118



A Fw kA
LAAAL

& B e
B Sir A

[

ACTI VI DAD No. 2

BLOQUE 1
El estudio de Ia\_/ariacic')n EI pl‘ Obl enma del t abl ero de
exponencial aj edl‘ ez

LalLeyendadel Ajedrez

Lainvencion del gedrez se ha atribuido a los hindles, &abes, persas, egipcios, chinos, griegos,
entre otros. Las lagunas historicas respecto a su origen contribuyeron al florecimiento de diversas
leyendasy entre dlas podemos destacar |a ddl joven Sissa

Cuenta esa leyenda que hace mucho tiempo reinaba en cierta parte de la India un rey llamado
Sheram. En una de las batallas en las que participé su gército perdié a su hijo, y eso le dgo
profundamente consternado. Nada delo que le ofrecian sus stbditos lograba alegrarle.

Un buen dia un tal Sissa se presentd en su corte y pidi6 audiencia. El rey la acepté y Sissa le
presentd un juego que, asegurd, conseguiria divertirle y alegrarle de nuevo: @ gedrez. En pocas
horas después de explicarle las reglas, d soberano comenzo a jugar fascinado por € nuevo
pasatiempo. En determinado momento € rey hizo notar, con gran sorpresa, que la posicion de sus
piezas parecia reproducir la batalla en la que murio su hijo. Intervino entonces Sissa para decirle:
—Piensa que para d triunfo es imprescindible que sacrifiques este dfil, pero te has empefiado
inGtilmente, Sefior, en defenderlo y conservarlo. Con esta aguda observacion € monarca
comprendié que, en ciertas circunstancias, la muerte de un principe es una fatalidad que puede
conducir alalibertad y la paz de un pueblo.

Sheram, agradecido por tan preciado regalo, le dijo a Sissa que como recompensa pidiera lo que
deseara. Este rechaz0 esarecompensa, pero d rey insistio y Sissa pidio lo siguiente:

—Deseo que ponga un grano de trigo en € primer cuadro dd tablero, dos, en & segundo, cuatro
en d tercero, y asi sucesivamente, doblando € nimero de granos en cada cuadro, y que me
entregue la cantidad de granos de trigo resultante.

El rey se sorprendié bastante con la peticion creyendo que era una recompensa demasiado
pequefia para tan importante regal o y aceptd. Mand6 a los calculistas més expertos de la corte que
cacularan la cantidad exacta de granos de trigo. jCud fue su sorpresa cuando éstos le
comunicaron que no podia entregar esa cantidad de trigo!

El rey se quedd sorprendido. Pero en ese momento Sissa renuncio a obsequio. Tenia suficiente
con haber conseguido que € rey volviera a estar fdiz y ademés les habia dado una leccion
matemética que no se esperaban.
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1. Completala siguiente tabla.

Tablal
Casllla, c Numero de
granosdetrigo, T
1 1
2 2
3 (2)(2=4
4 (2(2)(2)=8
5
6
7
8

2. Andiza los valores numéricos de la Tabla 1 y
contesta:
a) ¢Qué clase de suceson forman los
valores det en la primera columna de la
tabla?

b) ¢Qué clase de sucesidén forman los
valores de N en la segunda columna de la
misma tabla?

3. Traza la gréfica utilizando los datos de la tabla
anterior.

0

4. Describe las caracteristicas de la gréfica.

5. Deduce una formula para calcular € niimero de
granos de trigo para cualesguier casilla

6. a) ¢Como puedes verificar que esta formula es
correcta?

b) ¢En qué parte de esta férmula se ubica la
variable independiente?

7. Asume que € nimero aproximado de granos
de trigo por kilo es de 21,000. Completa la
siguientetabla.

Tabla2
c T

10
20
30
40
50
60
64

Kg. Aprox.

8. ¢Podrias calcular |la masa de todo € trigo sobre
el tablero de gjedrez? ¢Cudl es?

9. ¢Cémo la obtuviste?

10. S € rendimiento de la cosecha de trigo por
hectarea es de 3.5 Ton., ¢cudntas hectareas se
requieren sembrar para pagarle la recompensa a
Sissa?

Este g emplo nos ilustra e comportamiento
esencial de estetipo de funciones, que empiezan
creciendo lentamente, pero luego lo hacen en
forma acelerada y terminan creciendo
extremadamente r apido.



ACTI VI DAD No. 3

Pobiaciih

BLOQUE 1 Creci m ent o pobl aci onal

El estudio de la variacion
exponencial

En la grafica siguiente se representa el crecimiento

poblacional de determinada regién geogréfica. 5. @ ¢Como puedes verificar que esta formula es
correcta?
90000
580000
I 70000
= 60000
§ 50000
8 ;‘gggg b) ¢En qué parte de esta formula se ubica la variable
20000 independiente?
10000
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo (Afios) 6. ¢Puedes calcular @ porcentaje de crecimiento
_ _ _ anual de esta poblacion? ¢Cud es'y como lo
1. Describelas caracteridticas de esta grafica obtuviste?

7. ¢Cudl sera tiempo de duplicacion de esta
poblacion? ¢Coémo lo supiste?
2. ¢DPe qué forma crees que esta creciendo la
poblacién? Argumenta tu respuesta.

3. Haciendo una lectura de la gréfica, completa la
tabla siguiente.

po, t Pablacion, P
(afios (Hab.)

4. ¢Puedes representar mediante una formula la
relacion que exigte entre e niimero de habitantes
y @ tiempo transcurrido? ¢Cud es la formula 'y
cdmo la obtuviste?
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Al 5 5 $

BLOQUE 1
El estudio de la variacion
exponencial

Un concepto central en cualquier consideracion
monetaria esel deinterés, o el dinero pagado sobre
unainversion.

Un tipo de interés es el interés compuesto; el cual se
obtiene cuando al capital que se ha invertido se le
suman periddicamente los intereses producidos.
Asi, no solo el capital devenga un interés, sino
también el interés del capital, de ahi su nombre de
interés compuesto.

En el sector bancario uno encuentra muchos tipos
de esquemas de composicion: anual, semestral,
cuatrimestral, mensual, etc.

La siguiente formula es la base de préacticamente
todo célculo financiero, ya sea que se aplique a
cuentas bancarias, préstamos, hipotecas o
inversiones. Un capital C despuésdet afiosrendira
un total de:

Ss=c(1+rn)"
Donde:
S Monto o Saldo Compuesto.
C- Capital inicial.
r- tasa deinterésanual (% interésanual / 100).
n- veces al afio que se efectlia la composicion
(periodo de conversion).
t- afios, entonces nt es e nimero de periodos de
conversion.

1. Supongase que se han invertido 100 délares en un
banco de ahorro, € cua paga un interés compuesto
anualmente, a una tasa del 12% anual. ¢Cual serd
saldo en la cuenta después de...? Completa la
siguiente tabla. Escribe la formula que utilizaras para
estos calcul os.

S=

Inversion 1

t
afnos S (ddlar es)

0
5

10
15
20
25
30

Tablal

ACTI VI DAD No. 4

122

Asunt os fi nanci er os

2. ¢Qué tipo de sucesion forman los valoresde Sy t
respectivamente?

3. Representa con una gréfica lainformacion anterior.

0

4. Describe las caracteristicas de la gréfica trazada

5. ¢Cudl debe ser e plazo de la inversion para que
los $100.00 dlls se conviertan en...? Completa la
siguientetabla.

S (ddlares)
130
150
180
250
500

1000
2000

Tabla2

¢Coémo lo supiste?

6. Observa los cuatro Ultimos datos de la Tabla 2.
¢Qué eslo que ocurre?



Al 5 5 $

BLOQUE! ACTI VI DAD No. 4
e e erer Asunt os fi nanci er os

7. Seriainteresante comparar los totales de dinero que rendird un cierto capital después de un afio para diferentes
periodos de conversion. Para esto, completa la sguiente tabla. Asume que la tasa de interés anud esdel 5% y €
capital inicial es de 10000 ddlares.
Tabla3

Periodo de conversién n r/n Formulade S 1)
Anua
Semestra
Trimestral
Mensual
Semanal
Diaric

8. ¢Creesque € periodo de conversion tendrd gran influencia para decidir en qué cuentainvertir?

9. Ahoravas a explorar con mas detalle @ por qué de |os resultados anteriores. Considera € caso cuando € interés
anual es del 100%, entonces r = 1, seguramente ningln banco ha aparecido nunca con una oferta tan generosa como
ésta. Parasimplificar esta exploracion asumeque C=$1 y t=1afio. Entonceslaférmulaqueda

S=(1+1n)"
El objetivo es investigar e comportamiento de esta formula para valores crecientes de n. Para esto completa la
siguiente tabla. Configurala calculadora VVoyage 200 para que en pantalla aparezcan 8 cifras decimales.

Tablab
n (1+1n)"
1
5
10
50
100
1000
10000
100000
10000000
100000000
1000000000

10. Describe los resultados obtenidos en la Tabla 5.

Como se mencionod anteriormente, existen en la industria bancaria muchos tipos de esquemas de composicion; uno
de éstos muy particular es el interés compuesto continuo: € interés compuesto devengado por un capital C alatasa
de interésr cuando € nimero de veces al afio que se efectlia la composicién (n) es muy grande y puede suponerse
infinito.

11. ¢Cdmo queda entonces la férmula para calcular S para cualesquier tiempo t, para el caso en que € interés anual
es del 100% compuesto continuamente?

123



e
NOTA HI STORI CA
BLOQUE 1

El estudio de la variacion EI N u nero e. Par t e 1 ;

exponencial

Desde tiempos inmemoriales los asuntos monetarios han estado en el centro de las
inquietudes humanas. A principios del siglo XVII, hubo un enorme crecimiento en el
comercio internacional, por lo que proliferaron las transacciones financieras de toda clase;
como resultado se le dedicd mucha atencion a laley del interés compuesto, y es posible que
el nimero e recibiera su primer reconocimiento en este contexto, por lo que tuvo que haber
sido una sorpresa para un anénimo matematico, o tal vez un comerciante o un prestamista
haber notado el hecho curioso de que, dado un capital inicial C compuesto n veces al afio a
una tasa de interés anual r invertido durante t afios, S se permite que n crezca
indefinidamente, el monto final de dinero S, obtenido de laféormula s=c@ + %)"t, parece
aproximarse a un cierto limite.  Este limite, para € =1, r=1 y t=1, es
aproximadamente 2.7182. Este descubrimiento debe haber sorprendido a los mateméaticos
de la época, para los cuales el concepto de limite alin no era conocido. Sin embargo, otro
problema, relacionado con el calculo del édea bajo la hipérbola y =§, condujo

independientemente al nimero e, lo que deja el origen de éste cubierto de misterio.

El papel mucho mas familiar de e como la base “natural” tuvo que esperar hasta que €
trabajo de Leonhard Euler en la primera mitad del siglo XVIII hizo de la funcién
exponencial uno de los protagonistas del Calculo. Es tan numerosa la notacion matemética
actual que le debemos a Euler, que no sorprende descubrir que la notaciéon e para este
nimero se la debemos a él. Euler hizo varios descubrimientos relacionados con el nimero
e, con la publicacién en 1748 de Introductio in Analysis Infinitorum, en el que dio un
tratamiento completo alas ideas alrededor de e. Demostroé que:
. 1\"
e = ||I'nn_>oo (1 + ;)
Ademaés, demostro que:
1 1 1

Euler demostré también que todo numero racional puede escribirse como una fraccion
continua finita, y a la inversa. Luego, una fraccién continua infinita siempre representa a
un nimero irracional. Descubrié muchas fracciones continuas infinitas que involucran a e,

una de éstas es
1
e=2+
1+ 1

2 g Z
4+ i
5+...

Hermite demostré en 1873 que e es un nimero trascendente, lo que significa que no es un
nimero algebraico (un nimero real que satisface una ecuacion polindmica con coeficientes
enteros).

124



BLOQUE 1
El estudio de la variacion
exponencial
de
— — —
Al practicar algun ejercicio o someter al organismo 3.
a un esfuerzo prolongado, el ritmo normal del
corazon se altera, aumentando considerablemente.
La tabla siguiente muestra datos relativos al
restablecimiento de los latidos del corazén a su
valor normal de una persona que realiza ejercicio 4
fisico regularmente, después de una determinada
rutina de ejercicios.
Tablal
Tiempotranscurrido T, Rutina 1
min L, Latidos por minuto
0 140
1 126
2 113
3 102 S.
4 92
5 83
6 75
7 68
8 61
6.
1. ¢Crees que d ndmero de latidos por minuto
disminuye uniformemente, o lo hace de aguin
otro modo? Argumentatu respuesta.
7.
2. Representacon unagréficalos datos delatabla.
0 8.

ACTI VI DAD No. 5
probl ena del

El
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rest abl eci mento

ritno cardi aco

a) ¢Qué tipo de sucesion forman los valores
numéricosdet delaTabla1?
b) ¢Qué tipo de sucesiéon forman los valores
numéricosde L delaTabla1?

¢Existe un factor de cambio constante al dividir
d nlmero de latidos de un minuto entre €
ndmero de latidos del minuto anterior?

Si larespuesta es afirmativa ¢Cudl es?

¢Cudl es e porcentaje de disminucién o
decaimiento en d nimero de latidos de un
minuto a otro?

¢Puedes encontrar alguna relacion entre €
porcentaje de decaimiento del nimero de latidos
y d factor de cambio de constante? ;Cud es?

En la tabla siguiente expresa en la segunda
columna € numero de latidos en términos del
factor constante que obtuviste.

Tabla?2
t (mim #Latidos, L | #Latidos, L
0 140 140
1 140( ) 140( )
2 126( ) 140( )
3
4
5
6
7
8

En latercera columna de la tabla anterior expresa
el nimero de latidos en términos del factor
constante y del nimero inicial de latidos.



ACTI VI DAD No. 5

El
9.

10.

11.

12.

13.

rest abl eci m ento del

¢Puedes representar mediante una férmula la
relacion entre e nimero de latidos del corazén
por minuto y € tiempo transcurrido? ¢Cué esla
formula?

¢Como puedes verificar que esta férmula es
correcta?

Suponiendo que se somete a la misma persona a
diferentes rutinas de gercicio, completa la tabla
siguiente.

Rutina 2 Rutina 3
t (mim #Latidos, L | #Latidos, L
0 120 160
1
2
3
4
5
6
7
8

Deduce una formula para € restablecimiento del
nuimero de latidos L(t) para cadatipo de rutina de
gercicio.

Rutina 2

Rutina 3

Con la ayuda de la calculadora voyage 200 traza
las gréficas ddl nimero de latidos en funcion del
tiempo para estas rutinas.
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14.

ritnmo cardi aco

Completa la tabla siguiente con los valores
correspondientes del nimero de latidos con
respecto al tiempo de dos personas con diferente
capacidad de recuperacion del ritmo cardiaco: un
deportista de alto rendimiento y una persona
sedentaria.

t (mia.)

Deportista
Decae 20%
#latidos/min

Sedentaria
Decae 5%
#latidog/min

140

140

15.

16.

17.

D (N[O B[W[NF[O

Deduce una férmula para L(t) para cada uno.

Deportista:

Sedentaria

Con la ayuda de la calculadora voyage 200 traza
las gréficas ddl nimero de latidos en funcion del
tiempo para estas personas.

0

Describe ampliamente las caracteristicas de
todas las gréficas.



BLOQUE 1
El estudio de la variacion
exponencial

Para que el queroseno se pueda usar como
combustible en los motores a reacciéon, los
Reglamentos Federales de los E.U. establecen que
se le deben eliminar contaminantes haciéndolo
pasar a través de un material poroso llamado caolin.
Supondremos que el caolin esta depositado en un
tubo y que cada pie (aprox. 30.5 cm.) de tubo
elimina el 20% de los contaminantes que le lleguen.
Por consiguiente, de cada pie de tubo sale 80% de
la contaminacion. Si C, es la cantidad inicial de
contaminantes que contiene el queroseno y C(x) es
la cantidad de contaminantes que le queda después
de pasar por x pies de tubo, entonces:

1. Completa:

C(0) = Cy

C(1) = C, (0.8)
C(2) =
C(3)
C(4)
C(5)
C(6)

En genera, despuésde atravesar X piesde cadlin, la
concentracion residual de contaminantes es:

C(X) =

2. Suponiendo que Co = 20 mg/ft3,
tabla siguiente.

completa la

Concentracion residual
Cantl de contaminantes

detubo, C(x), mgrt®
0 20

e pies

OO BR|IWIN|F-

3. Describe qué clase de sucesiones numéricas
forman los valores de X y los valores de C(X),
respectivamente.

ACTI VI DAD No. 6
El i m naci 6n de

cont am nant es del
conbusti bl e de avi ones a

reacci on.

4, (Cudl es la relacion entre el porcentaje de
eliminacion de contaminantes y la raz6n constante?

5. Dibuja una gréfica que ilustre la disminucién de la
concentracion de contaminantes del combustible
con respecto al nimero de pies de tubo de caolin
por el que se le hace pasar.

0

6. Representa mediante una férmula la relacion entre
la longitud total X (en pies) de tubo de caoliny la

concentracion residual C(X) de contaminantes.

7. ¢COmo puedes verificar que esta formula es
correcta?
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ACTI VI DAD No. 6
El i m naci 6n de cont am nant es

8. Suponiendo que para el mismo proceso de
eliminacion se esta experimentando con otros tipos
de materiales porosos, los cuales tienen eficiencias
diferentes, completa la tabla siguiente.

Material 2 Material 3 Material 4
clpie clpie clpie
elimina elimina elimina
X 10% de 40% de 80% de
(# ple) contam. contam. contam.
0 20 20 20
1
2
3
4
5
6
9. Deduce una formula para la cantidad residual de
contaminantes que deja cada material.
Material 2:
Material 3:
Material 4:
10. Con la ayuda de la calculadora voyage 200 grafica

las formulas encontradas y comparalas con la del
material original.

0

11. Describe ampliamente las caracteristicas de las
gréficas.
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12.

Suponiendo que, de acuerdo con el tipo de
combustible elegido (querosén, turbosina, etc.), la
cantidad inicial de contaminantes puede variar,
completa la tabla siguiente (en todos los casos el
material poroso es caolin).

X Comb. 2 Comb. 3 Comb. 4
(#Fpi C() C() C()
mg/ft> mg/ft> mg/ft>
0 10 50 100
1
2
3
4
5
6
13. Deduce una formula para cada tipo de
combustible.
Combustible 2:
Combustible 3:
Combustible 4:
14. Con la ayuda de la calculadora voyage 200 grafica

15.

las formulas encontradas y comparalas con las del
combustible original.

0

Describe ampliamente las caracteristicas de las
gréficas.



BLOQUE 1
El estudio de la variacion
exponencial
e e

ACTI VI DAD No. 7

El i m naci on de una droga por el

or gani sno

Cuando a un paciente se le suministra una droga, ésta entra al torrente sanguineo. L a gr &fica siguiente
muestra para € caso del antibiético ampicilina, como el organismo la metaboliza y elimina en €
transcur so del tiempo, a un paciente al que le fueron suministrados mediante una inyeccién 250 mg. de

dicha droga.

e s e

i n% i B HE ih ] KD

1. Describelas caracterigticas de esta gréafica.

2. ¢De qué forma crees que esta disminuyendo la
concentracién de ampicilina? Argumenta tu
respuesta.

3. Haciendo unalecturadelagréfica, completala
siguientetabla.

Tablal
Tiempo Conc.
t ampicilina
(hrs) C, (mg)

H=nee)

4. ¢Puedes representar mediante una formula la
relacion entre la concentracion de ampicilinay €
tiempo transcurrido? ¢Cud es laformula?

5. ¢Cdmo puedes verificar que esta formula es
correcta?

6. ¢Qué cantidad de droga permanecera en la
sangre después de:
Tabla2

t (hrs)
0.4
1.8
3.2
4.5

C(mg)

¢Como lo supiste?

129



7. Andizalos valores det de la Tabla 2. ¢{Qué
tipo de sucesion forman estos valores?

8. Analiza los valores de C de la Tabla 2. ¢{Qué
tipo de sucesion forman estos valores?

9. De acuerdo con los resultados que encontraste
en la Tabla 2, ¢puedes explicar qué esta
sucediendo?

Ant es de cont i nuar, vas a
investigar lo que significa el
térm no “subtangente”. Descri be

| 0 que encontraste.

10. Presiona la tecla 3 y asegirate que las
siguientes opciones de configuracion estén
seleccionadas.

a. Current Folder
b. Language

CALCI_G3
English

11. Ejecuta en la pantalla HOME € programa
subtan(). En la pantala aparecerd un menu de
usuario. Selecciona F1 paraintroducir la formula
gue encontraste en e apartado 4. Introduce
ademés los siguientes valores de: xmin=-0.1,
xmax=6, ymin=-20, ymax=250

12. Selecciona la opcién F2 Subtangentes.
Describe o que observaste.

Nota Histérica.

En d siglo XVII, e marco geométrico-grafico era
considerado como la principal representacion en
matemdticas, ya que tanto la aritmética como €
algebra eran consideradas como las formas de
lenguaje escrito para la discusion de la verdad
geométrica.  En esa época existia un gran interés
por explorar y determinar tangentes, puntos
singulares 'y areas bajo curvas, asi como € trazado
delas mismas.

Las subtangentes eran estudiadas para € andisis
de lasimetriay de lainvariancia cuando un punto
se mueve a lo largo de la curva. Estos andisis
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desempefiaron un papel muy importante tanto en
el estudio de las curvas, como en & desarrollo del
concepto de funcion.

La gréfica de las funciones exponenciales no fue
producto de la tabulacion de sus valores, como las
hemos generado en estas Actividades, ya que no
existian este tipo de funciones, no se concebia la
posibilidad de que la potencia fuera una variable.
Este tipo de gréficas fue tema de variadas
exploraciones.

El comportamiento de las subtangentes en las
curvas exponenciaes, que observaste con €
programa subtan(), fue un resultado importante
de las investigaciones que realizo Torricelli sobre
este tema.

Torricelli realizd € trazado de la curva de la
siguiente manera: sobre un ge trazd segmentos
iguaes (AM=MN=NP=...) y donde las longitudes
de AM, AN, AP,.. crecian en progresion
aritmética. Por los puntos A, M, N, P, ... levant6
las perpendiculares ad e AD, ME, NF, ... que
decrecen en progresion geométrica.  Explico la
relacion entre coordenadas de la siguiente manera:
ME= kAD; NF= kME= k’AD; PG= kNF=k’AD
NF PG

etc. Por tanto; ME_ MK
A ME NF

AMMTPTTHB

Concluy6 que esta curva es concava hacia arriba,
gue admite una rama infinita que se aproxima
asintGticamente a gje AB y que su subtangente es
constante. A estas curvas les |lamaban
logaritmicas, después descubrirasd por qué.

13. Con € programa subtan() explora €
comportamiento de las subtangentes con las
formulas que obtuviste en las seis Actividades
anteriores. Describe o que observaste.

14. Explora con € mismo programa €
comportamiento de las subtangentes con formulas
de funciones que no sean exponenciales.
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BLOQUE 1
El estudio de la variacion
exponencial

La preson atmosférica, P, disminuye en funcion de la
altura h sobrela superficie de la tierra, de acuerdo con
lasiguiente formula:

P = PO e—0.000th
en laque Py esla presion atmosférica a nivel del mar y h
estd en metros.

Analizalaférmulaanterior y contesta:
a) ¢En qué parte de la férmula se ubica la variable
independiente?

b) ¢Cudl es el valor de la base de esta representacion
analitica?

1. Con la férmula anterior completa la tabla

siguiente:
Tablal
h P, Presién
(mts) Atmosférica
(mmHg)
Bahia Kino 0 760
Hermosillo 250
Cd. México 2243
Pico de Orizaba 5747
Monte McKinley 6198
Monte Everest 8848

2.  Representa con una grafica la informacion
anterior.

ACTI VI DAD No. 8

Di sm nuci on de | a presion

at nosf éri ca
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3. Describelas caracteristicas dela gréfica trazada.

4, (Cud serd la dtura sobre € nivel dd mar en
lugares donde se tienen la sSiguiente presion
atmosférica:

Tabla?2

Presién
Atmosférica
(mmHg
700
630
560

h (mts.)

¢Como lo supiste?

5. Representa estos datos en la gréfica
6. ¢Qué tipo de suceson numérica forman los

valoresde P delaTabla2?

7. ¢Qué tipo de suceson numérica forman los
valores de h en esamisma Tabla?



BLOQUE 1
El estudio de la variacion
exponencial
- B

Considera la dguiente tabla de valores de cierta
funcion f(x).

x y=fx)
-6 94.06
-4 76.19
-2 61.72
0 50

2 40.50

1. Traza la gréfica de esta funcion en la siguiente
cuadricula.

2. ¢Como crees que esta variando f(x)?

3. Deduce una férmula de f(x) para cuaesquier
valor dex.

fl) =

4. Escribe los argumentos que respaldan la
formula que obtuviste.

5. ¢Como puedes verificar que laférmula anterior
es correcta?

ACTI VI DAD No. 9

Tabl as de funci ones

exponenci al es
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A continuacién se presenta la siguiente tabla de
valores de ciertafuncion g(x).

x y=gx)
35 315.87
4.0 468.51
45 694.91
5.0 1030.73
55 1528.81

6. Trazalagrédfica de esta funcion en la siguiente
cuadricula.

7. ¢Como crees que esta variando g(x)?

8. Deduce una formula de g(x) para cuaesquier
valor dex.

glx) =

9. Escribe los argumentos que respaldan la
formula que obtuviste.

10. ¢Como puedes verificar que esta formula es
correcta?



BLOQUE 2

Introduccion al estudio de los

Analiza los datos numéricos que aparecen concentrados en las tres siguientes tabulaciones y

logaritmos

ACTI VI DAD No. 1
Expl oraci on previ a.

complétalas, agregando los datos faltantes.

TablaA TablaB TablaC

n a(n) n b(n) n c(n)
0 1 0 1 0 1
1 2 1 3 1 5
2 4 2 9 2 25
3 8 3 27 3 125
4 16 4 81 4 625
5 32 5 243 5 3125
6 64 6 729 6 15625
7 128 7 2187 7 78125
8 256 8 6561 8 390625
9 512 9 19683 9 1953125
10 1024 10 59049 10 | 9765625
11 2048 11 177147 11 | 48828125
12 4096 12 531441 12 | 244140625
13 8192 13 1594323 13 | 1220703125
14 16384 14 4782968 14 | 6103515625
15 32768 15 14348907 15 | 30517578125
16 65536 16 43046721 16 | 152587890625
17 131072 17 129140163 17 | 762939453125
18 262144 18 38742048S 18 | 3814697265625
19 524288 19 1162261467 19 | 19073486328125
20 1048576 20 3486784401 20 | 95367431640625
21 21 21
22 22 22
23 23 23
24 24 24
25 25 25
26 26 26
27 27 27
28 28 28
29 29 29
30 30 30

Explica como obtuviste los datos faltantes. ¢Estas seguro que no es una mera casualidad?

Argumentatu explicacion.
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- ACTI VI DAD No. 2
BLOQUE 2 .,
IntroduccliOn a_Itestudiode los I nt rOdUCC| On a. | OS
ogaritmos

| ogarit nos.

Considera los datos numéricos que aparecen concentrados en las tres siguientes
tabulaciones.

Tabla A TablaB TablaC
n a(n) n b(n) n c(n)
0 1 0 1 0 |1
1 2 1 3 115
2 4 2 9 2 |25
3 8 3 27 3 | 125
4 16 4 81 4 | 625
5 32 5 243 5 | 3125
6 64 6 729 6 | 15625
7 128 7 2187 7 | 78125
8 256 8 6561 8 | 390625
9 512 9 19683 9 | 1953125
10 1024 10 59049 10 | 9765625
11 2048 11 177147 11 | 48828125
12 4096 12 531441 12 | 244140625
13 8192 13 1594323 13 | 1220703125
14 16384 14 4782968 14 | 6103515625
15 32768 15 14348907 15 | 30517578125
16 65536 16 43046721 16 | 152587890625
17 131072 17 129140163 17 | 762939453125
18 262144 18 38742048S 18 | 3814697265625
19 524288 19 1162261467 19 | 19073486328125
20 1048576 20 3486784401 20 | 95367431640625
21 2097152 21 10460353203 21 | 476837158203125
22 4194304 22 31381059608 22 | 2384185791015625
23 8388608 23 94143178827 23 | 11920928955078125
24 16777216 24 282429536481 24 | 59604644775390625
25 33554432 25 847288609443 25 | 298023223876953125
26 67108864 26 254186582832S 26 | 1490116119384765625
27 134217728 27 7625597484987 27 | 7450580596923828125
28 268435456 28 22876792454961 28 | 37252902984619140625
29 536870912 29 68630377364883 29 | 186264514923095703125
30 1073741824 30 20589113209464S 30 | 931322574615478515625

Por supuesto que seria posible continuar agregando méas datos a cada una de estas
tabulaciones. Seguramente ya sabes como hacerlo. Al trabajar con estas tabulaciones
advertiste que los nimeros en cada columna forman una secuencia o sucesion.

¢QUEé clase de sucesion forman los nimeros n de la primera columna en cada Tabla?
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¢Qué clase de sucesion forman los nimeros a(n), b(n) y c(n)de la segunda columna en
cada Tabla?

EXPLORACION No. 1 Multiplicaciones

Junto con tu(s) compariero(s) de equipo, analizay discute las tareas de exploracion que mas
delante se te indican. Trata de formular respuestas claras y concisas a lo que se te pregunta.
De ser posible, trata de usar €l lenguaje simbdlico del dlgebra para dar méas claridad y
precision a tus respuestas.

1.1 Escribe una formula que permita generar todos los valores numeéricos de las secuencias
a(n), b(n) o c(n).
a(n) =
b(n) =
c(n) =

1.2 Escoge algunos pares de nimeros de a(n), b(n) o c(n) y multiplicalos, usando la
calculadora. ¢Es el producto de dos cualesguiera de los términos de a(n), b(n) o c(n)
un término de la misma secuencia? ¢Por qué? Proporciona una justificacion clara a tu
respuesta. (Es probable que tengas que extender las secuencias para verificar tus
conclusiones. En ese caso, usala calculadora).

1.3 Suponiendo que las Tablas A, B y C pudieran ser extendidas y publicadas como
folletos, conteniendo una gran cantidad de valores consignados, ¢podrian ser usadas por
separado como tablas de multiplicacion? ¢De qué modo? ¢Cudles serian las
instrucciones para usarlas?

1.4 Trata de usar €l lenguaje simbdlico del algebra para resumir las instrucciones que
formulaste en el punto anterior. Igualmente, usa dicho lenguaje para explicar por qué
dichas instrucciones funcionan.

Ya hemos examinado las relaciones entre las dos secuencias de nimeros en las Tablas,
cuando el producto de dos términos cualesquiera de las sucesiones es también un término
de dicha sucesion. Veamos ahora qué pasa si intentamos con otras operaciones.
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EXPLORACION No. 2 Divisiones

2.1 Trabajando con tu(s) compafieros de equipo, toma dos términos cualesquiera de las
sucesionesa(n), b(n) o c(n), y divide el término mayor entre el menor, usando la
calculadora. El resultado de la division, ¢es también un término de la sucesion
correspondiente a(n), b(n) o c¢(n)? ¢Por qué? Argumenta claramente tu respuesta.

2.2 Al igual que en la Exploraciéon No. 1, supongamos que las Tablas A, B y C pueden ser
extendidas y publicadas como folletos, conteniendo una gran cantidad de valores
consignados. ¢Podrian ser usadas por separado como tablas de division? ¢De qué
modo? ¢Bajo qué condiciones? ¢;Cuales serian las instrucciones para usarlas?

2.3 Trata de usar €l lengugje simbolico del algebra para resumir las instrucciones que
formulaste en el punto anterior. Igualmente, usa dicho lenguaje para explicar por qué
dichas instrucciones funcionan.

EXPLORACION No. 3 Potencias

3.1 Trabagjando con tu(s) compafieros de equipo, toma un término cualesquiera de las
sucesionesa(n), b(n) o c(n), y elévalo a un exponente natural, usando la calculadora.
El resultado de la potenciacion, ¢es también un término de la sucesion
correspondientea(n), b(n) o c(n)? ¢Por qué? Argumenta claramente tu respuesta.

3.2 Al igua que en las Exploraciones No. 1y 2, supongamos que las Tablas A, By C
pueden ser extendidas y publicadas como folletos, conteniendo una gran cantidad de
valores consignados. ¢Podrian ser usadas por separado como tablas de potencias? ¢De
gué modo? ¢Bajo qué condiciones? ¢Cudles serian las instrucciones para usarlas?

3.3 Trata de usar €l lengugje simbolico del algebra para resumir las instrucciones que
formulaste en el punto anterior. Igualmente, usa dicho lenguaje para explicar por qué
dichas instrucciones funcionan.
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EXPLORACION No. 4 Raices

4.1 Trabajando con tu(s) compariero(s) de equipo, toma un término cualesquiera de las
sucesionesa(n), b(n) o c(n), y calcula su raiz cuadrada o ctbica (o cualquier otra, s te
es posible), usando la calculadora. El resultado de la radicacion, ¢estambién un término
de la sucesion correspondientea(n), b(n) o c(n)? ¢Por qué? Argumenta claramente tu
respuesta.

4.2 Al igual gue en las Exploraciones anteriores, supongamos que las Tablas A, By C
pueden ser extendidas y publicadas como folletos, conteniendo una gran cantidad de
valores consignados. ¢Podrian ser usadas por separado como tablas de raices? ¢De qué
modo? ¢Bajo qué condiciones? ¢Cuales serian las instrucciones para usarlas?

4.3 Trata de usar el lenguaje simbdlico del algebra para resumir las instrucciones que
formulaste en el punto anterior. Igualmente, usa dicho lenguaje para explicar por qué
dichas instrucciones funcionan.

SUMARIO
En las cuatro Exploraciones anteriores has investigado como multiplicar, dividir, elevar a
un exponente natural y extraer raiz atérminos de una misma sucesion del tipo a(n), b(n) o
c(n). Suponiendo que no tuvieras acceso a una calculadora o computadora, sino solamente
a Tablas de valores numéricos de a(n), b(n) o c(n) como las que has estado usando en
estas Exploraciones, describe como tendrias que usar estas Tablas para realizar los clculos
referidos:

a) Multiplicacion:

b) Division:

c) Potenciacion:

d) Radicacion:

Cada una de las operaciones aritméticas que has explorado se reduce a
una anterior en la jerarquia de las operaciones, disminuyendo en gran
medida la dificultad de los calculos numéricos.
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Apdyate en las siguientes tabulaciones que ya has estado usando, para resolver algunos
gjercicios de calculos mas complicados.

Tabla A TablaB TablaC

n a(n) n b(n) n c(n)
0 1 0 1 0 |1
1 2 1 3 115
2 4 2 9 2 |25
3 8 3 27 3 | 125
4 16 4 81 4 | 625
5 32 5 243 5 | 3125
6 64 6 729 6 | 15625
7 128 7 2187 7 | 78125
8 256 8 6561 8 | 390625
9 512 9 19683 9 | 1953125
10 1024 10 59049 10 | 9765625
11 2048 11 177147 11 | 48828125
12 4096 12 531441 12 | 244140625
13 8192 13 1594323 13 | 1220703125
14 1638 14 4782968 14 | 6103515625
15 32768 15 14348907 15 | 30517578125
16 65536 16 43046721 16 | 152587890625
17 131072 17 129140163 17 | 762939453125
18 262144 18 38742048S 18 | 3814697265625
19 524288 19 1162261467 19 | 19073486328125
20 1048576 20 3486784401 20 | 9536743140625
21 2097152 21 10460353203 21 | 476837158203125
22 4194304 22 31381059608 22 | 2384185791015625
23 8388608 23 94143178827 23 | 11920928955078125
24 16777216 24 282429536481 24 | 59604644775390625
25 33554432 25 847288609443 25 | 298023223876953125
26 67108864 26 254186582832S 26 | 1490116119384765625
27 134217728 27 7625597484987 27 | 7450580596923828125
28 268435456 28 22876792454961 28 | 37252902984619140625
29 536870912 29 68630377364883 29 | 186264514923095703125
30 1073741824 30 20589113209464S 30 | 931322574615478515625

En los siguientes gjercicios sobre calculos, usa solamente lo que ya has aprendido sobre €l
manejo de las Tablas (y también un poco de ingenio!) para obtener los resultados que se te
piden. Explica la estrategia que usaste para ampliar el poder de las tabulaciones, de modo
gue te permita obtener nuevos resultados. Usa la calculadora solamente para verificar que tu
estrategia es correcta.
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1. Multiplicaciones

1.28 x 137.072 = 7.29 x 59.049 = 6.25 x 78.125 =
102.4 x 2097.152 = 177.147 x 4782.969 = 781.25 x 9765.625 =
33554432 x 8192 = 3486.784401 x 159.4323 = | 61035.15625 x 19.53125 =
2. Divisiones
8192 _ 531441 _ 78125 _
512 59.049 6.25
1048576 _ 43046721 _ 48828125 _

1024 65.61 156.25
3. Potencias
(32.768)° = (7.29)% = (6.25)° =
(1.28)* = (478.2969)° = (976.5625)° =
4. Raices
/6710.8864 = J7.29 = J15.625 =
3134217.728 = 3/531.441 = 3/1953.125 =
/268435456 = 1/34.86784401 = 1/1525.87890625 =

¢Cuales son las ventgjas y limitaciones de estas Tablas?
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Analizalos datos numéricos que aparecen concentrados en las tres siguientes tabulaciones y
complétalas, agregando los datos faltantes.

TablaA TablaB TablaC

n a(n) n b(n) n c(n)
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
2 4 2 8 2 32
3 9 3 27 3 243
4 16 4 64 4 1024
5 25 5 125 5 3125
6 36 6 216 6 7776
7 49 7 343 7 16807
8 64 8 512 8 32768
9 81 9 729 9 59049
10 100 10 1000 10 | 100000
11 121 11 1331 11 | 161051
12 144 12 1728 12 | 248832
13 169 13 2197 13 | 371293
14 196 14 2744 14 | 537824
15 225 15 3375 15 | 759375
16 256 16 4096 16 | 1048576
17 289 17 4913 17 | 1419857
18 324 18 5832 18 | 1889568
19 361 19 6859 19 | 2476099
20 400 20 8000 20 | 3200000
21 21 21
22 22 22
23 23 23
24 24 24
25 25 25
26 26 26
27 27 27
28 28 28
29 29 29
30 30 30

Explica como obtuviste los datos faltantes. ¢Estas seguro que no es una mera casualidad?
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Considera los datos numéricos que aparecen concentrados en las tres siguientes
tabulaciones.

Tabla A TablaB TablaC

n a(n) n b(n) n c(n)
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
2 4 2 8 2 32
3 9 3 27 3 243
4 16 4 64 4 1024
5 25 5 125 5 3125
6 36 6 216 6 7776
7 49 7 343 7 16807
8 64 8 512 8 32768
9 81 9 729 9 59049
10 100 10 1000 10 | 100000
11 121 11 1331 11 | 161051
12 144 12 1728 12 | 248832
13 169 13 2197 13 | 371293
14 196 14 2744 14 | 537824
15 225 15 3375 15 | 759375
16 256 16 4096 16 | 1048576
17 289 17 4913 17 | 1419857
18 324 18 5832 18 | 1889568
19 361 19 6859 19 | 2476099
20 400 20 8000 20 | 3200000
21 441 21 9261 21 | 4084101
22 484 22 10648 22 | 5153632
23 529 23 12167 23 | 6436343
24 576 24 13824 24 | 7962624
25 625 25 15625 25 | 9765625
26 676 26 17576 26 | 11881376
27 729 27 19683 27 | 14348907
28 784 28 21952 28 | 17210368
29 841 29 24389 29 | 20511149
30 900 30 27000 30 | 24300000

Por supuesto que seria posible continuar agregando méas datos a cada una de estas
tabulaciones. Seguramente ya sabes como hacerlo. Al trabajar con estas tabulaciones
advertiste que los nimeros en cada columna forman una secuencia o sucesion.

¢QUE clase de sucesion forman los nimeros n de la primera columna en cada Tabla?
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¢Qué clase de sucesion forman los nimeros a(n), b(n) y c¢(n) de la segunda columna?

EXPLORACION No. 1 Multiplicaciones

Junto con tu(s) compariero(s) de equipo, analiza y discute las tareas de exploracion que mas
delante se te indican. Trata de formular respuestas claras y concisas a lo que se te pregunta.
De ser posible, trata de usar €l lenguaje simbdlico del dlgebra para dar méas claridad y
precision a tus respuestas.

1.1 Escribe una férmula que permita generar todos los valores numéricos de las secuencias
a(n), b(n)y c(n).
a(n) =
b(n) =
c(n) =
1.2 ¢Es el producto de dos cualesquiera de los términos de a(n), b(n) y c¢(n) un término de
la misma secuencia? ¢Por qué? Proporciona una justificacion clara a tu respuesta. (Es
probable que tengas que extender las secuencias para verificar tus conclusiones. En ese
caso, usala calculadora).

1.3 ¢Qué operaciones aritméticas tendrias que realizar para obtener el producto de dos
términos cualesquiera de a(n), b(n) y c(n), sin tener que multiplicar directamente
tales términos? ¢Se trata de operaciones mas simples que la multiplicacion?

1.4 Suponiendo que las Tablas A, B y C pudieran ser extendidas y publicadas como
folletos, conteniendo una gran cantidad de valores consignados, ¢podrian ser usadas
como tablas de multiplicacion? ¢Por qué si o por qué no?

EXPLORACION No. 2 Divisiones

2.1 Trabajando con tu(s) compafieros de equipo, toma dos términos cualesquiera de las
sucesiones a(n), b(n) o c(n), y divide el término mayor entre el menor, usando la
calculadora. El resultado de la division, ¢es también un término de a(n), b(n) o c(n)?
¢Por qué? Argumenta claramente tu respuesta.

2.2 (Qué operaciones aritméticas tendrias que realizar para obtener el cociente de dos
términos cualesquiera de a(n), b(n) y c(n), sin tener que dividir directamente tales
términos? ¢Se trata de operaciones méas simples que la division?
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2.3 Al igual que en la Exploracién No. 1, supongamos que las Tablas A, B y C pueden ser
extendidas y publicadas como folletos, conteniendo una gran cantidad de valores
consignados. ¢Podrian ser usadas como tablas de division? ¢Por qué?

EXPLORACION No. 3 Potencias

3.1 Trabgjando con tu(s) compafieros de equipo, toma un término cualesquiera de las
sucesiones a(n), b(n) o c¢(n), y elévalo a un exponente natural, usando la calculadora.
El resultado de la potenciacion, ¢es también un término de a(n), b(n) o c¢(n)? ¢Por
gué? Argumenta claramente tu respuesta.

3.2 (Qué operaciones aritméticas tendrias que realizar para obtener la potencia de un
término cualquiera de a(n), b(n) o c(n), sin tener que calcular directamente tal
potencia? ¢Se trata de operaciones mas simples que la potenciacion?

3.3 Al igua que en las Exploraciones No. 1y 2, supongamos que las Tablas A, By C
pueden ser extendidas y publicadas como folletos, conteniendo una gran cantidad de
valores consignados. ¢Podrian ser usadas como tablas de potencias? ¢Por qué?

EXPLORACION No. 4 Raices

4.1 Trabajando con tu(s) compafiero(s) de equipo, toma un término cualquiera de las
sucesiones a(n), b(n) o c¢(n), y calcula su raiz cuadrada o clbica (o cualquier otra, si
te es posible), usando la calculadora. El resultado de la radicacion, ¢es también un
término de a(n), b(n) o c(n)? ¢Por qué? Argumenta claramente tu respuesta.

4.2 ¢Qué operaciones aritméticas tendrias que realizar para obtener la raiz de u término
cualquiera de a(n), b(n) o c(n), sin tener que calcular directamente tal raiz? ¢Se trata
de operaciones mas simples gque la radicacion?

4.3 Al igual gue en las Exploraciones anteriores, supongamos que las Tablas A, By C
pueden ser extendidas y publicadas como folletos, conteniendo una gran cantidad de
valores consignados. ¢Podrian ser usadas como tablas de raices? ¢Por qué?
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Considera los datos numéricos que aparecen concentrados en las tres siguientes
tabulaciones.

Tabla A TablaB TablaC
n a(n) n b(n) n c(n)
-10 1/1024 -10 1/59048 -10 | /9765625
-9 1/512 -9 1/19683 -9 1/1953125
-8 1/256 -8 1/6561 -8 1/390625
-7 1/128 -7 1/2187 -7 1/78125
-6 1e4 -6 1/729 -6 1/15625
-5 132 -5 1/243 -5 1/3125
-4 1/16 -4 1/81 -4 1/625
-3 1/8 -3 127 -3 1/125
-2 14 -2 1/9 -2 1/25
-1 1/2 -1 13 -1 1/5
0 1 0 1 0 1
1 2 1 3 1 5
2 4 2 9 2 25
3 8 3 27 3 125
4 16 4 81 4 625
5 32 5 243 5 3125
6 64 6 729 6 15625
7 128 7 2187 7 78125
8 256 8 6561 8 390625
9 512 9 19683 9 1953125
10 1024 10 59049 10 | 9765625
11 2048 11 177147 11 | 48828125
12 4096 12 531441 12 | 244140625
13 8192 13 1594323 13 | 1220703125
14 16384 14 4782968 14 | 6103515625
15 32768 15 14348907 15 | 30517578125
16 65536 16 43046721 16 | 152587890625
17 131072 17 129140163 17 | 762939453125
18 262144 18 38742048S 18 | 3814697265625
19 524288 19 1162261467 19 | 19073486328125
20 1048576 20 3486784401 20 | 95367431640625

4.1. Describe qué es lo que sucede con los valores de a(n), b(n) y c(n) para valores
enteros negativos de n mas pequefios que los considerados en las Tablas de la Actividad
anterior.
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4.2. ¢Existe dgun valor de n para € cual el valor de a(n), b(n) o c(n) sea cero?
Argumentatu respuesta.

4.3. ¢Existe algun valor de n para €l cual el valor de a(n), b(n) o c¢(n) sea negativo?
Argumentatu respuesta.

4.4. Junto con tus comparieros de equipo explorasi las reglas que obtuviste en la Actividad
No. 10 para las operaciones de multiplicacion, division, potenciacion y radicacion, se
cumplen también cuando los valores de n son negativos. (Se recomienda el uso de la
calculadora Voyage 200 configurada en el modo exacto). Es probable que tengas que
extender las secuencias para verificar tus conclusiones, en ese caso, usa la calculadora
Escribe el resultado de tus exploraciones.
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Considera los datos numéricos que aparecen concentrados en las tres siguientes

tabulaciones.
TablaA TablaB TablaC
n a(n) n b(n) n c(n)
0 1 0 1 0 |1
1 2 1 3 1 1|5
2 4 2 9 2 |25
3 8 3 27 3 | 125
4 16 4 81 4 | 625
5 32 5 243 5 | 3125
6 64 6 729 6 | 15625
7 128 7 2187 7 | 78125
8 256 8 6561 8 | 390625
9 512 9 19683 9 | 1953125
10 1024 10 50049 10 | 9765625
11 2048 11 177147 11 | 48828125
12 4096 12 531441 12 | 244140625
13 8192 13 1594323 13 | 1220703125
14 16384 14 4782969 14 | 6103515625
15 32768 15 14348907 15 | 30517578125
16 65536 16 43046721 16 | 152587890625
17 131072 17 129140163 17 | 762939453125
18 262144 18 387420489 18 | 3814697265625
19 524288 19 1162261467 19 | 19073486328125
20 1048576 20 3486784401 20 | 95367431640625
21 2097152 21 10460353203 21 | 476837158203125
22 4194304 22 31381059608 22 | 2384185791015625
23 8388608 23 94143178827 23 | 11920928955078125
24 16777216 24 282429536481 24 | 59604644775390625
25 33554432 25 847288609443 25 | 298023223876953125
26 67108864 26 2541865828329 26 | 1490116119384765625
27 134217728 27 7625597484987 27 | 7450580596923828125
28 268435456 28 22876792454961 28 | 37252902984619140625
29 536870912 29 68630377364883 29 | 186264514923095703125
30 1073741824 30 205891132094649 30 | 931322574615478515625

EXPLORACION No. 1 Multiplicaciones
Escoge algunos pares de nimeros de a(n), b(n) o c(n)detal modo que & primero de estos
nimeros sea de una de las Tablas y el segundo de una Tabla diferente y multiplicalos,
usando la calculadora. ¢Es el producto de dos cualesquiera de los términos de estas
secuencias un término de alguna de las tres secuencias? ¢Este producto se puede calcular
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usando las Tablas por medio de las reglas que formulaste en la Actividad No. 10? ¢Por
gué? Proporciona una justificacion clara a tu respuesta. (Es probable que tengas que
extender las secuencias para verificar tus conclusiones. En ese caso, usa la calculadora).

EXPLORACION No. 2 Divisiones

Trabajando con tu(s) comparieros de equipo, toma dos términos cualesquiera de distintas
sucesiones a(n), b(n) o c(n), y divide el término mayor entre e menor, usando la
calculadora. El resultado de la division, ¢estambién un término de alguna de las sucesiones
a(n), b(n) o c(n)? ¢Este cociente se puede calcular usando las Tablas por medio de las
reglas que formulaste en la Actividad No. 10? ¢Por qué? Argumenta claramente tu
respuesta.

EXPLORACION No. 3 Potenciasy raices

Realiza exploraciones andlogas con los términos de las sucesiones a(n), b(n) y c(n) para
las operaciones de potenciacion y radicacion. ¢Se pueden realizar estas operaciones con los
nimeros de las Tablas usando las reglas formuladas en la Actividad 10?

¢Qué condiciones es necesario precisar para una correcta formulacion de las reglas?
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Considera los datos numéricos que aparecen concentrados en las tres siguientes tabulaciones. Completa los

datos que faltan en las celdas de color.

Tabla A TablaB TablaC
n a(n) = 2" n b(n) =3" c(n) =5"
0] 1 0] 1 0] 1
1 2 1 3 1 5
2 4 2 9 10
3 8 10 2 25
10 3 27 100
4 16 4 81 3 125
5 32 100 4 625
6 64 5 243 1000
100 6 729 5 3125
7 128 1000 10000
8 256 7 2187 6 15625
9 512 8 6561 7 78125
1000 10000 100000
10 1024 9 19683 8 390625
11 2048 10 50049 1000000
12 4096 100000 9 1953125
13 8192 11 177147 10 9765625
10000 12 531441 10000000
14 16384 1000000 11 48828125
15 32768 13 1594323 100000000
16 65536 14 4782969 12 244140625
100000 10000000 13 1220703125
17 137072 15 14348907 14 6103515625
18 262144 16 43046721 15 30517578125
19 524288 100000000
1000000 17 129140163
20 1048576 18 387420489
21 2097152 19 1162261467
22 419434 20 3486784401
23 8388608
10000000
24 16777216
25 33554432
26 67108864
100000000
27 134217728
28 268435456
29 536870912
30 1073741824
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Al completar los datos faltantes en las Tablas de las sucesiones a(n), b(n) y c(n), llegaste
aobtener los siguientes resultados importantes:

Tabla A TablaB Tabla C

E(10) = E(10) = E(10) =
E(100) = E(100) = E(100) =
E(1000) = E(1000) = E(1000) =
E(10000) = E(10000) = E(10000) =
E(100000) = E(100000) = E(100000) =
etcétera etcétera etcétera

¢No crees que esto es algo confuso? Trata de completar o siguiente:
E(1000000) =
E(100000000) =

¢Podrias proponer algo para evitar la confusion?
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Al desarrollar todas las Actividades previas, en las que usaste las sucesiones a(n) = 27,

b(n) = 3"y c(n) = 5", llegaste a obtener los siguientes resultados importantes:

Notacion exponencial

Notacion cologuial previa

Notacion moder na

2=21 EQ2)=1 log,2=1
3=31 ER)=1 log,3=1
5=51 E(B)=1 log:5=1
4 =22 E(4)=2 log, 4 =2
9=32 E() =2 log,9 =2
25 = 52 E(25) =2 log, 25 = 2
8 =23 E(B)=3 log,8 =3
27 =33 EQ27)=3 log,27 =3
125 =53 E(125) =3 log, 125 = 3

1. Completa los dos renglones vacios de la Tabla de arriba con algunos ejemplos a fin de
gue empieces a usar la notacion moderna para los logaritmos.

2. Usa los resultados que obtuviste en la Actividad 14 para completar las siguientes
igualdades.
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— — 1 _
Iog25 = Iog35 = IogSE =

_ _ 1
|092 128 Iog3 243 I095 78125

3. Completa las siguientes igualdades y explicalas. ¢Hay algunaldgica en ellas?

log, 1= log,1 = log, 1 =

4. Usando la notacién moderna, expresa las propiedades basicas de los logaritmos que ya
has advertido alo largo de las Actividades previas. Enuncia estas propiedades de manera
general.

a) El logaritmo de un producto.
log,a-B =

b) El logaritmo de un cociente.
Iogb% =

c) El logaritmo de una potencia
log, a™ =

d) € logaritmo de unaraiz.

log, Va =
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Considera la siguiente tabla de logaritmos de diferentes bases, tomadas con cinco decimales.

x log, x log, x log, x log,, x

1 0 0 0 0

2 1 0.63093 0.43068 0.30103
3 1.58496 1 0.68261 0.47712
4 2 1.26186 0.86135 0.60206
5 2.32193 1.46497 1 0.69897
6 2.58496 1.63093 1.11328 0.77815
7 2.80735 1.77124 1.20906 0.84509
8 3 1.89279 1.29203 0.90309
9 3.16993 2 1.36521 0.95424
10 3.32193 2.09590 1.43068 1

Usa esta tabla para realizar los siguientes calculos en todos los renglones (cuando sea posible).

log,x log,x log,x
log, x log,x loggx
logc x logc x log,x
log, x log,x loggx
log,,x log,,x log,,x
log, x log,x loggx

Los valores que obtuviste al realizar estos calculos, ¢se corresponden con alguno de los valores
contenidos en la Tabla de logaritmos?

Sin realizar ningun célculo y usando solamente la Tabla de Logaritmos, ;podrias decir cual es el
resultado de las siguientes operaciones?

log, x _ log, x _ log, x _
log,, x log,, x log,, x

En general, ;qué se puede afirmar en relacion con los siguientes cocientes de logaritmos?
log,, x _ log, x _
log, x log, x

152



Gz

2 § NOTA H STORI CA
Introducglc';r?ggs%uzdiode los Br eve hl St Ori a de I oS
logaritmos I Ogar | t nos.

El siglo XV1 y el principio del XVII vieron una enorme expansion del conocimiento cientifico
en todas las areas. La geografia, la fisica y la astronomia, liberadas al fin de antiguos dogmas,
cambiaron rapidamente la percepcion humana del universo. El sistema heliocéntrico de
Copérnico finalmente comenzd a encontrar aceptacion. La circunnavegacion del globo en 1521
por Fernando de Magallanes y Juan Sebastian Elcano inauguré una nueva era de exploracion
de los mares que dificilmente dejé un rincon del mundo sin ser visitado. En 1569 Gerhard
Mercator public6 su mapa del nuevo mundo, un acontecimiento que tendria un impacto
decisivo en el arte de la navegacion. En Italia, Galileo Galilei sentaba los fundamentos de la
mecanica y en Alemania Johannes Kepler formulaba sus tres leyes del movimiento planetario,
liberando a la astronomia de una vez por todas del universo geocéntrico de los griegos. Estos
desarrollos involucraban cantidades de datos numéricos cada vez mayores, forzando a los
cientificos a dedicar mucho tiempo a tediosos cOmputos numéricos.

Estos grandes descubrimientos geograficos propiciaron una gran expansion econdémica y
comercial, permitiendo que algunos puertos de Europa se convirtieran en pequefas capitales
financieras y bancarias. Por consiguiente, habia una necesidad social de facilitar las operaciones
con magnitudes grandes; el escocés John Napier y el suizo Jobst Biirgi enfrentaron este reto
por separado: crear una herramienta para facilitar los célculos.

Tanto Napier como Birgi inventaron los logaritmos antes que el uso de la actual notacion
exponencial se hubiera consolidado en el algebra de la época. No utilizaron la notacion
exponencial ni se familiarizaron con el concepto de exponencial, el cual juega hoy un papel
fundamental en el desarrollo de la teoria logaritmica.

Las reglas que descubriste en las Actividades anteriores sobre la relacion existente entre los
términos de una progresién geométrica y los exponentes correspondientes de la razén comdn,
para las operaciones de multiplicacion, division, potenciacion y radicacion, ya eran conocidas
en esta época. Esta relacion entre una progresion geomeétrica y una aritmética es la idea clave
detras de la invencion y desarrollo de las tablas de logaritmos. Como has observado, para que
estas tablas sean utiles para simplificar la tarea de realizar las operaciones aritméticas con
numeros grandes, se deben de llenar los amplios huecos entre las entradas de nuestras tablas;
ésta también fue una de las ideas de Napier, “hacer continua la serie geométrica”.

Se puede hacer lo anterior de dos maneras: usando exponentes fraccionarios, o eligiendo como
razon comun (base) un numero suficientemente pequefio tal que sus potencias crezcan
suficientemente despacio. Los exponentes fraccionarios, definidos como a™" = "“Ja™ , no
eran todavia plenamente comprendidos en la época de Napier, por lo que él no tuvo mas
opcion que la segunda. ;Pero qué tan pequefia debe ser esta razon? Si es demasiado pequefia, sus
potencias crecerian demasiado lentamente, de nuevo haciendo al sistema de poca utilidad
practica. Parece que un nimero cercano a 1, pero no demasiado cercano, seria una posicion
intermedia razonable. Tras afios de luchar con este problema, Napier se decidié por 1 -107, o
0.9999999. Esta fue, entonces, la razén comun (“proporcion”, en sus propias palabras) que
utiliz6 Napier para construir su tabla.

153



az

2 fE NOTA H STORI CA
Introducglc';r?ggs%uzdiode los Br eve hl St Ori a de I oS
logaritmos I Ogar | t nos.

Y entonces se impuso la tarea de hallar, mediante tediosas restas, los términos sucesivos de su
progresion. Esta debié haber sido una de las tareas menos creativas que haya enfrentado un
cientifico: Napier dedicé veinte afios a completar el trabajo. Una vez completada esta
monumental tarea a Napier le faltaba bautizar su creacion, y decidié adoptar la palabra griega
logaritmo, compuesta por los vocablos logos (raz6n o cociente) y arithmos (ndmero), es decir,
namero de razones.

El descubrimiento de los logaritmos es un claro ejemplo de lo habituales que resultan las
duplicidades en las innovaciones. Hoy se sabe que el relojero y constructor de instrumentos
suizo Jobst Blrgi se hallaba en posesion de este conocimiento antes que Napier, incluso se
afirma que concibid la idea del logaritmo ya en el afio 1586, pero, segun se dice, fue por falta
de tiempo que no lo publicé.

Las tablas de logaritmos de Napier, aparecidas en 1614, causaron un gran impacto en toda
Europa, pero especialmente en Henry Briggs, profesor de geometria de Oxford. Briggs visito a
Napier en Edimburgo y, después de una discusion, llegaron a la conclusion de que el logaritmo
de 1 debia ser igual a 0, mientras que el logaritmo de 10 debia ser igual a 1. Asi nacen los
logaritmos de "base comun" o logaritmos de Briggs.

No solamente la definicion de logaritmo de Napier es diferente en muchos aspectos de la
definicion moderna introducida por Leonhard Euler en 1728, sino que también la nocion de
base es inaplicable a su sistema. Euler introdujo el concepto de logaritmo diciendo que, si
a > 1, el logaritmo de x en base a es el exponente z tal que a? = x, siendo esta la primera vez
que se presentaba el logaritmo interpretado como un exponente.

log, x = z es lo mismo que a” = x.

Algunos innovadores comprendieron que podia construirse un instrumento mecanico para
efectuar los célculos con los logaritmos. La idea de utilizar dos escalas logaritmicas que
pudieran ser movidas una a lo largo de la otra se origind con William Oughtred (1574-1660), el
cual fue el inventor de la “Regla de célculo”.

La “Regla de célculo”, en sus multiples variantes, seria la fiel compafiera de todo cientifico e
ingeniero por los siguientes 350 afios. A principios de la década de 1970, las primeras
calculadoras electrénicas de mano aparecieron en el mercado, y en los siguientes diez afios la
“Regla de célculo” se volvio obsoleta.

Pero si los logaritmos han perdido su papel como pieza fundamental en los cémputos
matematicos, la funcion logaritmica permanece en el centro de casi todas las ramas de las
matematicas, puras o aplicadas. Aparece en un gran nimero de aplicaciones, desde la fisica y la
quimica hasta la biologia, la psicologia, el arte y la mdsica.
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En la naturaleza se dan situaciones en que
se tienen que utilizar medidas de 6rdenes
muy diferentes. Por gemplo, si hablamos
del peso de los seres vivos:

Un hombre puede pesar 90 kg. = 90000 gr.

Un rotifero (el animal pluricdlular méas
pequefio) pesa 0.00000000603 gr.

Una ballena (d méas grande de todos los
animales) pesa 120Ton.= 120 000 000gr.

Asi pues, s tenemos que referirnos a
diferentes animales por sus pesos o hacer
una gréfica con los mismos, es un gran
inconveniente que haya tan enormes
diferencias entre unos y otros valores
numéricos. Para evitar tal inconveniente,
se le asigna a cada animal el orden de
magnitud correspondiente a su peso.

En la siguiente tabla se muestra para
algunos casos, de acuerdo con el peso del
animal, el orden de magnitud que le
corresponde.

Peso, p Orden de
[or] M agnitud, M
0.01 -2
0.1 -1

1 0

10 1

100 2
Tablal

1. ¢Qué tipo de sucesién numérica forman
los valores del peso, p?

2. ¢Qué tipo de sucesion numérica forman
los valores del orden de magnitud, M?
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3. ¢Cudl es la relaciéon entre € orden de
magnitud M y el peso p del animal?
Argumentatu respuesta.

4. En la cuadricula siguiente traza una
graficacon los datos dela Tabla 1.

5. Describe ampliamente las caracteris-
ticas de esta gréfica.

6. ¢Podrias deducir una férmula para
calcular el orden de magnitud M para
cualesquier peso p? ¢Cudl es la formula?

7. ¢COmMo puedes verificar que esta
férmula es correcta?



8. Completalasiguiente Tabla

Animal Peso, p [or] Orden de
M agnitud, M
Rotifero 0.00000000603
Globio (pez més pequefio) 0.001995
Escarabajo gigante (insecto mas grande) 100
Hombre 90 000
Cocodrilo 1778 280
Ballena 120 000 000
Tabla2
9. Completa la siguiente Tabla.
Animal Orden de M agnitud, Peso, p [or]
M
Mosca -5.30
P4jaro mosca (ave més pequefia) 0.30
Langosta 4.19
Avestruz 5.20
Elefante 6.99
Tabla3

10. ¢COmo obtuviste el peso en cada caso?

11. El hecho de que el orden de magnitud del peso de una ballena sea 8 y el de una
langosta sea 4, ¢significa que la ballena pesa el doble que lalangosta? Argumenta tu

respuesta.

12. ¢Cual esladiferenciaen el peso de un animal de orden 3y otro de orden 2?

13. Ahora ya podemos hacer una escala con
los pesos de todos los animales que no sea
complicada. El orden de magnitud del peso de
cada animal sera un nimero entre -8 y 8, esto
es lo que se llama una escala logaritmica. En
un rango pequefio, en este caso de -8 a 8, se
consigue expresar realidades muy diferentes.
Usando esta escala, representa gréficamente la
informacién contenidaen las Tablas2y 3.
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ACTI VI DAD No. 2
Ley de crecimento de un

ar bol
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Figural

Sedetermind laley de crecimiento de un &bol con base en varias medi ciones de su alturaredizadas
en un periodo de 250 dias, para diferentes tipos de érboles. De esta manera que se logré obtener una
representacion gréafica de la variacion de la atura del &rbol y d tiempo transcurrido. Considera at
como € tiempo transcurrido en diasy A laalturade arbol en dm. La gréfica de la Figura 2 muestra
d crecimiento de un cierto tipo de pino.

—D————ff——. ————— L e B -1 ™
z L] o s} 1z 14 16

Altura del arbol (dm)

e lee T
Tiempo (dias)

Figura2

1. Describelas caracteristicas de esta gréfica
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2. Utilizando la gréfica de la Figura 2,
completala siguiente tabla.

Alturadel arbol,
A (dm)

Tiempo, t
(dias)
1
2
4
8
16

3. ¢Quétipo de sucesion numérica forman los
valores del tiempo, t?

4. ;Qué tipo de sucesion numérica forman los
valores delaaltura, A?

5. ¢De qué forma crees que esta aumentando
la atura de éste pino? Argumenta tu
respuesta.

6. ¢Puedes representar por medio de una
formula la relacién entre la altura de pino y
el tiempo transcurrido? ¢Cudl es la formula?

7. ¢COmMo puedes verificar que esta formula
es correcta?

Lasiguiente gréfica muestra d crecimiento de una benjamina.

E)
Al el kol {drn;

T
an

T T T T
EL il olu} EN

| erpo (dias)

Figura 3

8. Utilizando la gréfica de la Figura 3,
completala siguiente tabla.

Alturadel arbol,
A (dm)

Tiempo, t
(dias)
1
3
9
27
81
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9. ¢Quétipo de sucesion numérica forman los
valores del tiempo, t?

10. ¢Qué tipo de sucesion numérica forman
losvalores delaaltura, A?
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Variacion logaritmica z
’ ar bol .
11. ¢Pe qué forma crees que estéa aumentando 14. Con la férmula que encontraste completa
la altura de la benjamina? Argumenta tu lasiguientetabla.
respuesta Tiempo, t Alturadel
(dias) arbal, A (dm)
1
12. ¢Puedes representar por medio de una 2
formula la reacion entre la dtura de éste g
arbol y d tiempo transcurrido? ¢Cudl es la 16

formula?

15. ¢Qué tipo de sucesiones numeéricas
formanlosvaloresde t y deA?

13. ¢Cdmo puedes verificar que esta formula
es correcta?

La siguiente gréfica muestrad crecimiento de un mezquite.

Altura d=sl a-bol 1dm)

an
Ti=n=a fdiz=

Figura4
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16. Utilizando la gréfica de la Figura 4,
completala siguiente tabla.

Alturadel arbol,
A (dm)

Tiempo, t
(dias)

17. ¢De qué forma crees que estd aumentado
la altura de mezquite? Argumenta tu
respuesta.

18. ¢Puedes representar mediante una
formula la relacion entre la atura de
mezquite y € tiempo transcurrido? ¢Cud es
laférmula?

19. ¢Cémo puedes verificar que esta formula
es correcta?

20. Con laférmula que encontraste completa
lasiguientetabla.

Alturadel
arbol, A (dm)

Tiempo, t
(dias)
1
2
4
8
16

21. ¢(Qué tipo de sucesiones numéricas
forman losvaloresde t y de A?
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22. ¢Podrias hacer alguna conjetura acerca de
coémo se comportan los cambios en y en las
funciones logaritmicas, y explicar bajo qué
circunstancias eso ocurre?

23. Con la ayuda de la calculadora voyage 200
grafica en los mismos ges las expresiones
analiticas que modelan € crecimiento de
estos tres tipos de arboles. Trazalas gréficas.

0

24. Describe las caracteristicas comunes de
estas gréficas.

25. Si durante un afio se les dieron los
cuidados necesarios a estos tres tipos de
arboles, contesta lo siguiente.

a) ¢Cudl de estos arboles tendra una mayor
alturaal cabo de un afio, y por qué?

b) ¢Cudl tendra una menor aturay por qué?
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A maneraderecordatorio.

Cuando una funcién f(x) se multiplica por
una constante k > 1, ¢qué le sucede a la
gréficade f(x)?

Cuando una funcién f(x) se multiplica por
una constante 0 < k < 1, ¢qué le sucede a
lagréficade f(x)?

1. ¢Crees que aplicando esta operacion a la
gréficade logs t sele puedetransformar en la
gréficadelog, t?

2. Para este caso en particular: log, t = k -
logs t, ¢cOMo debedeser € vaor dek?

3. Caculad vaor dek.

log, t = logs t

4. Con la calculadora voyage 200 grafica
ambas funciones en los mismos ges.
Describe la gréfica resultante.

ACTI VI DAD No. 3
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Mul tiplicaci on por una
const ant e.

5. Andliza con la calculadora voyage 200 la
tabla de valores de las funciones graficadas.
Describelos valores delatabla

6. Para transformer la gréfica de log, t en la
gréfica de logs t, ¢cOmMo debe de ser d vaor
dek?

7. Caculad vaor dek.

logst = log, t

8. Con la calculadora voyage 200 grafica
ambas funciones en los mismos gesy andliza
la tabla de valores de estas funciones.
Describe tus observaciones.

Continlia explorando € comportamiento de
estas funciones a partir de una visudizacion
gréfica. Enseguida vas a explorar d efecto
que produce @ multiplicar la variable
independiente x por una constante k # 1:
y =log,(kx), donde a es la base dd

logaritmo.

9. Considera los siguientes casos:

a) y = log, x
b) y = log, 2x
c)y = log, 4x



Con la calculadora voyage 200 grafica estas
tres funciones en los mismos ges. Traza las
gréficas.

0

10. Describe las caracteristicas de las gréficas
anteriores.

11. Con la calculadora voyage 200 grafica las
siguientes funciones en los mismos €es y
trazalas gréficas.

a) y =log, x
b) ¥ = log, (ix)

c) y = log, (%x)
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12. Describe las caracteristicas de estas
gréficas.

13. Redliza una lectura de la gréfica de la
Figura 1 de la Actividad 2 y completa la
siguiente tabla.

Alturadel arbol,
A (cm)

Tiempo, t
(dias)

14. Utiliza la aplicacion patasmatrix Editor
de la calculadora voyage 200. Introduce los
datos de la tabla anterior y grafical os.

0

15. Deduce una formula que modele €
crecimiento de este &rbol.

A(t) =




16. ¢Como puedes verificar que esta formula es correcta?

17. Parafinalizar, completa e siguiente cuadro con €l respectivo valor de k.

k-log, x k-log; x k-logs x
log, x = 1
logs x = 1
lOgs X = 1
En general:

log, x = klog, x
donde k =
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Una persona desea invertir cierta cantidad
de dinero a plazo fijo en un banco, paralo
cual solicitoé informacion sobre como va a
aumentar su capital y por cuanto tiempo
tiene que dgar su dinero en e banco. El
banco le ha presentado dos planes de
inversion, proporcionandole una tabla de
valores en la que se le indica la cantidad a
invertir, el saldo en su cuentay € tiempo
necesario par a obtenerlo.

Opcidn 1.
Saldo en la cuenta Tiempo dela
de inversion, § inversion, t
(miles de pesos) (meses)
1 0
2 9
2.5 12
4 18
5 21
8 27
10 30
16 36
20 39
235 41
29.5 44
32 45
35.5 46
40 48
47 50
69 55
Tablal

1. ¢Cudl esd capital inicial queseinvierte?

2. Enla Aplicacion patasmatrix Editor dela
calculadoravoyage 200, introduce los datos de
la Tabla 1 y graficalos, en d ge x a los
valores dd saldo y en d e y d tiempo de

ACTI VI DAD No. 4
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| nver si ones fi nanci er as.

inversion requerido para obtener dicho saldo.
Trazalagréafica

0

3. ¢En qué forma crees que et aumentando
el tiempo requerido de inversion con relacion
a sddo en la cuenta? Argumenta tu
respuesta.

4. ;Qué vaores de la Tabla 1 te ayudan para
asegurar que € tiempo esta variando de la
forma que crees?

Saldo en la cuenta Tiempo dela
deinversion, S inversion, t
(miles de pesos) (meses)

Tabla2



5. ¢De qué manera escogiste los valores de la
Tabla 2y por qué?

6. Deduce una férmula para @ tiempo de
inversion requerido en funcion del saldo en la
cuenta.

t(s) =

7. ¢COmMo puedes verificar que esta formula
es correcta?

La otra opcion que € banco le ofrece al
clienteesla siguiente.

Opcidn 2.
Saldo en la cuenta Tiempo dela
de inversion, § inversion, t
(miles de pesos) (meses)
2 0
4 7
5 9
6 11
8 14
10 16
12 18
15 20
16 21
20 23
24 25
30 27
40 30
45 31
Tabla3

8. ¢Cull esd capital inicial que seinvierte?
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9. Paraidentificar si en esta opcion e tiempo
de la inversion esta variando con respecto al
saldo de la misma forma que en la opcion
anterior, ¢qué valores de la Tabla 3 te ayudan
para determinar S es que se trata de un
comportamiento de este mismo tipo?

Saldo en la cuenta Tiempo dela
deinversion, S inversion, t
(miles de pesos) (meses)

Tabla4d

10. ¢De qué manera escogiste los valores de
laTabla4y por qué?

11. Deduce una férmula para € tiempo de
inversion requerido en funcion del saldo en la
cuenta para esta segunda opcion de inversion
financiera.

t(s) =

12. ¢COmo puedes verificar que esta férmula
es correcta?

13. ¢Cudl de estas dos opciones le
aconsgarias a esta persona que aceptara para
invertir su dineroy por qué?
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Se realizd6 un experimento en el que cinco
grupos de ratas se mantuvieron con una
dieta deficiente en vitamina A, y después se
les proporcionaron raciones suplementa-
rias de esta vitamina en for ma de aceite de
higado de bacalao. La dosis de aceite de
higado de bacalao suministrada a cada
grupo de ratas y € aumento promedio de
peso correspondiente, se muestra en la
siguiente tabla.

Dosis, d Aumento de peso, 4
(mg) (ar)
0.25 -10.8
1.00 13.5
1.50 20.2
2.50 29.7
7.50 50.3

1. Andliza los datos de la tabla anterior,
JPodrias afirmar que € aumento promedio de
peso de estas ratas con relacion a la dosis de
aceite de higado de bacalab suministrado,
corresponde a una variacion logaritmica?
Argumenta tu respuesta.

2. Enla Aplicacion Data/lMatrix Editor de la
calculadora VVoyage 200 introduce los valores
delatablay graficalos. Trazalagréafica

ACTI VI DAD No. 5
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Una di eta experinental.

0

3. ¢Crees que los puntos graficados se pueden
gjustar a una curva logaritmica? Argumenta
tu respuesta.

4. De nuevo en la Aplicacion patasmatrix
Editor de la caculadora voyage 200
selecciona la opcion Fs cale, para que la
caculadora guste autométicamente los
puntos graficados a una curva logaritmica
Completad cuadro de didlogo de la siguiente
maneray para continuar oprime ENTER.

- ableit'arbol Calculate K
Calculation Tupe..

LnEeg +

|, tEnter=SAUE ESC=CAHCEL » )




5. Escribe en d siguiente espacio los datos
desplegados en la pantalla de |la calculadora.

6. Para gjustar estos puntos a una curva
logaritmica, ¢qué base para los logaritmos
utilizo la calculadora?

7. ¢Podrias explicar por qué la calculadora
automaticamente  utiliza este tipo de
logaritmos para @ gjuste automatico?

8. La formula anterior quedd grabada en €
editor de funciones como y1(x), despliega la
pantalla gréfica para que se trace la gréfica de
esta funcion. Describe tus observaci ones.
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Al conocer €l tipo de variacion al cual se
gjustan los datos experimentales podemos
describir el comportamiento esperado de
las variables involucradas.

Con la expresion analitica podemos
predecir e valor numérico de la variable
dependiente para valores de la variable
independiente con los cuales no se realizd
la experimentacion, y s ésta se lleva a
cabo, comprobar si dicho modelo sigue
siendo valido.

9. Como parte del equipo de investigadores,
escribe aqui un reporte de andlisis de los
resultados de este trabajo de experimentacion.



ACTI VI DAD No. 6
BLOQUE 3 La Escal a de Richter.

Variacion logaritmica

La aplicacién més conocida de las escalas logaritmicas a fendmenos naturales es la escala de Richter, utilizada para
medir la intensidad de los terremotos.

El gran mérito de su inventor, el Dr. Charles F. Richter, consistié en asociar la magnitud del terremoto con la
“amplitud” de la onda sismica (llamada “S”), lo que redunda en propagacion del movimiento en un darea
determinada.

Richter desarrollé su escala en la década de 1930. Calculd que la magnitud de un terremoto o sismo puede ser
medida conociendo el tiempo transcurrido entre la aparicion de las ondas P (Primarias) y las ondas S
(Secundarias), y la amplitud méaxima de éstas Ultimas. Las ondas P hacen vibrar el medio en la misma direccion
que la del desplazamiento de la onda; son ondas de compresion y dilatacién, su velocidad de propagacion es muy
rapida (5 a 11 Km/hr), y son las primeras que aparecen en un sismograma. A continuacion llegan las ondas S,
ondas de cizalla, que hacen vibrar el medio en sentido perpendicular a la direccién de su desplazamiento.
Basandose en estos hechos, Richter desarrollo la siguiente ecuacion:
M = log A + 3log(8At) — 2.92

donde M es una magnitud arbitraria pero constante para terremotos que liberan la misma cantidad de energia, A
es la amplitud de las ondas S en milimetros, medida directamente en el sismograma, y At el tiempo en segundos
desde el inicio de las ondas P al de las ondas S. Dado que llega a haber diferencias enormes entre unos y otros
casos, se define la magnitud M del terremoto o sismo utilizando logaritmos. De manera que cada unidad que
aumente M puede significar un aumento diez 0 més veces mayor de la amplitud de las ondas (vibracion de la
Tierra).

Como se muestra en esta reproduccién de un
sismograma, las ondas P se registran antes que las
ondas S, el tiempo transcurrido entre ambos

P S A ) )
l At l instantes es At; este valor y el de la amplitud
maxima (A) de las ondas S, le permitieron a Richter
—AFMW’; o calcular la magnitud de un terremoto.
omm———————————
tiempo

La Magnitud de Escala Richter M se expresa en nimeros arabigos y se basa en el registro sismografico. Aunque cada
terremoto tiene una magnitud Unica, su efecto variara grandemente segln la distancia al epicentro, la condicion
del terreno, los estandares de construccion y otros factores. A continuacion se describen los efectos tipicos de los
sismos de diversas magnitudes, cerca del epicentro.

Magnitud en Escala Efectos del terremoto

Richter

Menos de 3.5 Generalmente no se siente, pero es registrado
35-54 A menudo se siente, pero sélo causa dafios menores
55-6.0 Ocasiona dafios ligeros a edificios
6.1-6.9 Puede ocasionar dafios severos en areas muy pobladas.
70-79 Terremoto mayor. Causa graves dafios

8 0 mayor Gran terremoto. Destruccién total a comunidades cercanas.
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Resulta més Util catalogar cada terremoto
seglin su energia intrinseca. Esta clasificacion
debe ser un nimero Unico para cada evento, y
este nUmero no debe verse afectado por las
consecuencias causadas, que varian mucho de
un lugar aotro. Se mide la energia liberada en
un terremoto de acuerdo con la siguiente
formula:
logF =15M —1.74

donde E es la energia liberada y M es la
magnitud del sismo.

1. Calcula la energia liberada E para sismos
de diferentes magnitudes M. Completa la
tabla siguiente.

E

S HGIENIMINS

2. ¢COmo crees que estd variando E con
respecto a M ? Argumenta tu respuesta.

3. Traza en la siguiente cuadricula la gréfica
de la energia E liberada por un sismo
dependiendo de la magnitud M de éste.

0
4. Describe las caracteristicas de la gréfica

trazada.
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5. Por cada unidad que aumenta la magnitud
en escala Richter de un sismo, ¢cuanto
aumenta la energia liberada por éste?
Argumenta tu respuesta.

6. ¢Cuantas veces es mas intenso un sismo de
magnitud 4 en la escala de Richter que un
sismo de magnitud 2? ¢Por qué?

7. Con ayuda de imagenes satelitales, la
NASA ha podido comprobar que € terremoto
ocurrido € 11 de marzo del 2011 en Japon,
de magnitud 9 en la escala de Richter, pudo
haber movido la isla japonesa aproximada-
mente 2.4 metros, y alterd € ge terrestre en
aproximadamente 10cm. ¢Cuéntas veces fue
més intenso € mayor terremoto que ha
podido ser medido, ocurrido en la ciudad de
Valdivia, Chile, € 22 de mayo de 1960, €
cud acanz6 una magnitud de 9.5?
Argumenta tu respuesta.

8. El terremoto ocurrido en México d 19 de
Septiembre de 1985 registré una magnitud de
8.1 en la escala Richter. Una de las diversas
apreciaciones en cuanto a la energia que se
liberd en dicho movimiento fue su equivalen-
te a 1114 bombas atomicas de 20 kilotones
cada una Suponiendo que otro terremoto
ocurrido es la mitad de poderoso que € de
México en 1985, ¢cud hubiera sido su
magnitud en la escala Richter? Argumenta tu
respuesta.



ACTI VI DAD No. 1

BLOQUE 4 Comportamiento grafico de una funcion

Graficas de funciones exponencial. Caso 1.
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2 EJEMPLO 3
f9=2" f(x)=3" f(x)=4"
n n T n T
° ° / ° [
. . / B
5 5 / 5 I
; T/ 1/
3 3 / 3 /
T/ T/ T/
EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
f (x) =5 f(x) =6" f(x)=7"
T ] T ] T ]
T T T
T T T 1
I o o
4- / 4 / 4 I
T/ T/ N
T/ T/ T/
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
f (x) =8 f (x) =10* f(x) =12*
T ] T ] T ]
a4 A4 A4
a1 g g
o1 T T
A 4 1
T/ 1/ T/
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¢Qué tienen en comuln todas las graficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.




ACTI VI DAD No. 2

BLOQUE 4 Comportamiento grafico de una funcion
Graflc_as de funuo}nes_ eXponenciaI. Caso 2.
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1 EJEMPLO 2 EJEMPLO 3
f(x)=1.1* f(x) =1.2 f(x)=1.3"
. . . /
3 3 1 3 /
i N - N rd
/
-5 -4 -3 -2 -1 12 3 4 5 6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 -5 -4 -3 -2 -1 12 3 4 5 6

EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
f(x)=1.4" f(x)=15" f(x)=1.6"
s o / 5 /
: / ; / ; /
. / . / 6 /
5 / 5 / 5 /
; // . // . //
1T 1T/ 1/
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
f(x)=17" f(x)=18" f(x)=1.9"
- 7 - 7 - 7
, / , / , /
. / . / . /
T 4 o
. / 4/ T/
5 / N4 N
1/ 4 1/

¢Qué tienen en comuln todas las gréficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.
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ACTI VI DAD No. 3

BLOQUE 4 Comportamiento grafico de una funcion
Graflc_as de fun(:lo,nes_ eXponenciaI. Caso 3.
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1 EJEMPLO 2 EJEMPLO 3
f(x)=0.1" f(x) = 0.2" f(x)=0.3"
- T . .
| 5 \ \ :
\ \ \
\ 5 \ 5 \ 5
\ . \ . \ .
\2 \ - \ -
\ \o \ >
EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
f(x) = 0.4" f(x) = 0.5 f(x) = 0.6*
\ 6 \ 6 6
\ : \ , :
\ 6 \ 6 6
\ 5 \ 5 5
\ ° LN \ ;
AN N - N -
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
f(x) =0.7" f(x) = 0.8 f(x) = 0.9%
~ N N N
\ 5. f— 5. 5.
\

¢Qué tienen en comuln todas las gréficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.
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ACTI VI DAD No. 4

Comportamiento grafico de una funcion
exponencial. Caso 4.

BLOQUE 4
Graficas de funciones
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1 EJEMPLO 2 EJEMPLO 3
f(x) =13 £ () = 243" f(X) = 3%.3"
8 8 8 P
: ‘ : /
5 5 5 yd
) . d
3 3 —~ 3
5. " 5.
o /
EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
F(X) = 4X.3" f(X) = 53" f(X) = 63"
- 7 T T
. / o .
5 pd 5 5
) f e
| __— N N
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
F(x) = 743" f(X) = 803" f(X) = 93"
8 / g B
, /.
s / 6 / 6
b i e
. e 4 pd &
'/ 3 / 3 ~ 3

¢Qué tienen en comuin todas las gréficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.
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ACTI VI DAD No. 5

BLOQUE 4 Comportamiento grafico de una funcion
Graflc_as de fun(:lo,nes_ eXponenciaI. Caso 5.
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1 EJEMPLO 2

EJEMPLO 3
f(x) = 0.1 f(x) = 0.252" f (X) = 0.3
o / o / o /
; / . / ; /
/ ; / ; /
5 / 5 / 5 /
/ . / ) /
. 5 / 5 Ay
i Jd 7 ) i /
/ /
j/ F'_-__’__/
EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
f(x) = 0.4 f(x) = 0.552" f (X) = 0.6 2"
. / . / . /
/ / /
6 / . / . /
i / . / . /]
. /A . / [/ . / /
> / q / > /
// L~ _—~
-3 -2 g_»T— 1 2 3 -3 »2-—»-]—._— 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
f(X) =0.7 X" f(x) = 0.8x2* f(x) =0.9x"
. / . / . /f
° / ° // ° /
. // . // . Vi
. // . // . /
. // . // . y/4
5 / 5 /4 5 y4
> / q /4 4

¢Qué tienen en comuln todas las gréficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.
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ACTI VI DAD No. 6

BLOQUE 4 Comportamiento grafico de una funcion
Gréficas_ de las func!ongs exponencial. Caso 6.
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1 EJEMPLO 2 EJEMPLO 3
f(x) =-0.1¢" f(X) =-0.25" f(X) =-0.3%"
7 7 7

i
|
B d o &R \N Ao oo B

| [
B oo &N oA P o B

i
|
B d o &R ‘\N ~A oo B

3 2 1 ~—Z_ 3 ~3 4 3 2 —=2_ 3 4
N ™~ ™,
N AN
\
EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
f(X) = - 042" f(X) =-0.5%" f(X) =-0.6%2"
" 7 - 7 " 7
- - -
3 2 11 [ —1~2_ 4 3 2 11 4 3 2 1T T 2 4
4 N 4 4 \\
6 A 6 6 AN
8 \ 8 8 \
° \ © ° \
') \ o \ ')
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
f(X) =-0.7 " f(X) =-0.8%" f(X) =- 09"
" 7 - 7 n 7
- - -
3 2 1T T~—~L_2 4 3 b ~_ 2 4 3 2 To~l 2 4
4 N AN 4N\
6 N\ 6 AN 6 N\
s \ o \ s \
° \ © \ ° \
%) o \ ') \

¢Qué tienen en comuln todas las gréficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.
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ACTI VI DAD No. 7

BLOQUE 4 Comportamiento grafico de una funcion
Gréficas_ de las func!ongs exponencial. Caso 7.
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1 EJEMPLO 2 EJEMPLO 3
f(X) = - 1" f(X) = - 22" f(x) = - 35
8 2 Tl 2 A B T . A Bl 12 A
4 4 ‘2\
o - o\
L \ i \ L \
EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
f(X) = - 42" f(X) = - 5% f(X) = - 62"
- 7 - 7 - 7
- - -
[ B—~—=.1 | 1 2 A B~ 1 1 2 A S~2_ 1 | 1 2 A
‘ % NG
o\ S
8 8 \ 8
° © ol \
B \ 10 01\
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
f(X) =-7 %" f () = - 85 f (X) = - 9"
- 7 - 7 - 7
- - -
\3\2\1 o L 2 A 82 1, 1 2 A \K—Z\-l o L 2 A
N\ -4 y)) y))
N N
8N\ 8 \e,\
ol \ © o\
o} \ BTy L

¢Qué tienen en comuln todas las gréficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.
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ACTI VI DAD No. 8

BLOQUE 4 Comportamiento grafico de una funcion
Gréficas_ de las func!ongs exponencial. Caso 8.
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1 EJEMPLO 2 EJEMPLO 3
f(x)=14"-1 f(x)=14"- 2 f(x)=14"- 3
2 7 2 2
I e I — I —
=2 1. 1 2 4 3 - ——T 2 4 B 2 1 - 4
EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
f(x)=14"- 4 f(x)=14"-5 f(x)=1.4"- 6
: : R
4 — ) —— ——
B 2 1 1 2 4 B 2 1 1 2 3 & B 2 1 1 2 4_A
2 1= 2
4 . —
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
f(x)=14"-7 f(x)=14"-8 f(x)=14"-9
8 2 1] L 2 4 B 2 1 1 3 4 8 2 1] L 2 4
4 —~ 4 4
— 6 6 1
- :_.—-— © sy

¢Qué tienen en comuin todas las graficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.
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ACTI VI DAD No. 9

BLOQUE 4 Comportamiento grafico de una funcion

Graficas de [as funciones exponencial. Caso 9.
exponenciales y logaritmicas

INSTRUCCIONES. Analiza atentamente cada una de las gréficas que se presentan en esta Hoja. ¢ Qué tienen en comun todas ellas,
desde el punto de vista de su comportamiento matematico? Intenta dar una respuesta lo mas concreta posible.

EJEMPLO 1 EJEMPLO 2 EJEMPLO 3
F(x) =14 +1 f(X)=14%+2 f(x)=14"+3
d —’_/ _—_;’d N |
B 2 1| 1 2 4 B 2 1| 1 ¢ 4 B 2 1| 1 2 4
EJEMPLO 4 EJEMPLO 5 EJEMPLO 6
f(x) =14 +4 f(x)=14" +5 f(x)=14"+6
0 1 £ ~
5 5 1 5
° R o
o — 6
B2 1] L2 4 B 2 & I 4 B2 1] L2 4
EJEMPLO 7 EJEMPLO 8 EJEMPLO 9
F(X)=14" +7 f(x)=1.4"+8 f(x)=1.4% +9
© | © —
o — 5
B2 1] L2 4 B 2 & I 4 B2 1] L2 4

¢Qué tienen en comuln todas las graficas de las funciones en los ejemplos anteriores? Expresa las propiedades generales y el
comportamiento de cada una de las funciones anteriores mediante una caracterizacion general.

178



BLOQUE 4
Gréficas de las funciones
exponenciales y logaritmicas

NOTA: Antes de iniciar esta Actividad gecuta
en la pantallaHoME el programa creagraf().

1. Ejecuta en la pantalla HoME € programa
graflog(), aparecera la férmula general de la
funcion logaritmicay un mend de usuario como se
muestra abajo.

[ Explorir: s.b | Explorir: c.d | Shlir |

fixa= a*logb(-:*x) +d

HELEIT EAD AUTO FUMC 4730

2. En eda Actividad vas a explorar €
comportamiento de la familia de funciones
f(x) =log, x. Para estafamilia, scudl ese valor
de los otros parametros de la formula genera?

a= ) c= _ y

= . Estos valores permaneceran

3. Dd menl F1 Explorar:a,b Selecciona la
opcion 1:b>1, observa la secuencia de gréficas en
pantallay contestalo siguiente.

a) Describe las caracterigticas de estas gréficas.

b) ¢Qué cambia en la secuencia de gréficas?

¢) ¢Qué permanece sin cambio?

4. Sedecciona nuevamente la opcion 1:b>1 y
observa detenidamente las expresiones analiticas
correspondientes a cada una de las gréficas en la
secuenciay contesta:

a) ¢Qué le sucede a la gréfica conforme aumenta
e valor deb?

ACTI VI DAD No.

Explorando las representaciones grafica y
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analitica de las funciones logaritmicas.

b) ¢Cémo explicas este hecho?

c) ¢Qué le sucede ala gréfica conforme e valor de
b seacercaal?

d) ¢Cdmo explicas este hecho?

5. Dd mend F1 Explorar:a,b Selecciona la
opcion 2:0<b<1, observa la secuencia de gréficas
en pantallay contesta:

a) Describe las caracterigticas de estas gréficas.

b) ¢Qué cambia en la secuencia de gréficas?

¢) ¢Qué permanece sin cambio?

6. Selecciona nuevamente la opcidon 2:0<b<i,
observa detenidamente las expresiones analiticas
correspondientes a cada una de las gréficas en la
secuenciay contesta:

a) ¢Qué le sucede a la gréfica conforme aumenta
el valor de b (acercandoseal)?

b) ¢Cémo explicas este hecho?

c) ¢Quéle sucede ala gréfica conformed valor de
b seacercaa0?

d) ¢Cdmo explicas este hecho?

7. Explica ampliamente o que aprendiste en esta
Actividad.






BLOQUE 4
Gréficas de las funciones
exponenciales y logaritmicas

1. Eecuta en la pantalla Hove € programa
graflog(), aparecera la formula genera de la
funcién logaritmica y un ment de usuario
como se muestra abagjo.

Fir Fer
[Explnrar: a b T Explorar: c,d

shlir ]

fima= a*lngb(c*x) + d

RELEIT FAD AUTO FUMC 430

2. En esta Actividad vas a explorar €
comportamiento de la familia de funciones
f(x) = alogz x. Paa eta familia, ¢cudl es
e valor delos otros pardmetros de la formula
genera? b = , C=
y d= Estos
permaneceran constantes.

valores

3. Dd mendl F1 Explorar:a,b Selecciona la
opcion 3:lal>1. Observa la secuencia de
gréficas en pantalla; en ésta aparecera como
funcién de referencia una gréfica remarcada
que corresponde a y =logz x, en la cud
a= . Contesta lo siguiente:

a) ¢Qué cambia en la secuencia de gréficas?

b) ¢Qué permanece sin cambio?

ACTI VI DAD No.

Explorando las representaciones grafica y
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analitica de las funciones logaritmicas.

4. Sdecciona nuevamente la opcion 3:-1>a>1,
observa deenidamente las  expresiones
analiticas correspondientes a cada una de las
gréficas en la secuenciay contesta:

a) ¢Como cambialagraficacuandoa > 1?

b) ¢Como explicas este hecho?

c) ¢Como cambialagréficacuando a < —17?

d) ¢Como explicas este hecho?

5. Dd mendl F1 Explorar:a,b Sdlecciona la
opcion 4:-1<a<1, Observa la secuencia de
gréficas en pantalla; la gréfica remarcada
corresponde a la misma funcion dereferencia.
Contesta lo siguiente:

a) ¢Qué cambia en la secuencia de gréficas?

b) ¢Qué permanece sin cambio?

6. Sdecciona nuevamente la opcion 4: -1<a<1,
observa deenidamente las  expresiones



analiticas correspondientes a cada una de las
gréficas en la secuenciay contesta:

a) ¢Como cambia
O<a<l1?

la gréfica cuando

b) ¢Cémo explicas este hecho?

c) ¢Cémo cambia
-1<a<0?

la gréfica cuando

d) ¢Como explicas este hecho?
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7. Explica ampliamente lo que aprendiste en
estaHojade Trabgjo.

8. Compara € efecto que tienen en las
gréficas los parametros a y b. Describe
ampliamente tus observaciones.



BLOQUE 4
Gréficas de las funciones
exponenciales y logaritmicas

1. Ejecuta en la pantalla HoME € programa
graflog(), aparecera la férmula general de la
funcion logaritmicay un mend de usuario como se
muestra abajo.

Fiwr Fzw
[Explnrar: a, b T Explorar: c,d

Shlir ]

fiwxa= a*lngb(c*x) + d

RELEIT RRD AUTO FUMC 420

2. En eda Actividad vas a explorar €
comportamiento de la familia de funciones
f(x) =log, cx. Para esta familia, ¢cudl es d
valor de los otros parametros de la formula

general? a = , b= y
d= . Estos valores permaneceran
constantes.

3. Dd menl F2 Explorar:c,d Selecciona la
opcion 1:c>1, y observa la secuencia de gréficas
en pantalla; en ésta aparecera como funcién de
referencia una grafica remarcada que corresponde
la cua

a y=log,x, en c=

Contestalo siguiente:

a) ¢Qué cambia en la secuencia de gréficas?

b) ¢Qué permanece sin cambio?

4. Sedecciona nuevamente la opcidn 1:c>1,
observa detenidamente las expresiones analiticas
correspondientes a cada una de las gréficas en la
secuenciay contesta:

ACTI VI DAD No.
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analitica de las funciones logaritmicas.

a) ¢Qué le sucede a la gréfica conforme aumenta
el valor dec?

b) ¢Cémo explicas este hecho?

5. Dd mend F2 Explorar:c,d Selecciona la
opcion 2:0<c<1 Yy observa la secuencia de gréficas
en pantala; la grafica remarcada corresponde a la
misma funcion anterior de referencia. Contesta lo
siguiente:

a) ¢Qué cambia en la secuencia de gréficas?

b) ¢Qué permanece sin cambio?

6. Selecciona nuevamente la opcidn 2:0<c<1,
observa detenidamente las expresiones analiticas
correspondientes a cada una de las gréficas en la
secuenciay contesta:

a) ¢Qué le sucede a la gréfica conforme aumenta
el valor dec (acercandose a 1)?

b) ¢Cémo explicas este hecho?

7. Explica ampliamente o que aprendiste en esta
Actividad.



BLOQUE 4
Gréficas de las funciones
exponenciales y logaritmicas

1. Ejecuta en la pantalla HoME € programa
graflog(), aparecera la férmula general de la
funcion logaritmicay un mend de usuario como se
muestra abajo.

Fi-r Fzw
[Explurar: a.b T Explorar: c,d

sfir |

fima= a*lngb(c*x) + d

RELEIT FAD AUTO FUMC 430

2. En eda Actividad vas a explorar €
comportamiento de la familia de funciones
f(x) =log, x + d. Para esta familia, ¢cuél es €
valor de los otros parametros de la formula
general? a = , b= y
c= . Estos valores permanecerdn
constantes.

3.- Dd menl F2 Explorar:c,d Sdecciona la
opcion 3:d>0, y observa la secuencia de gréficas
en pantalla; en ésta aparecera como funcién de
referencia una grafica remarcada que corresponde
a y=log,x, en la cua d=

Contestalo siguiente:

Fzr
Exploraric,d

a) ¢Qué cambia en la secuencia de gréficas?

b) ¢Qué permanece sin cambio?

4. Sedecciona nuevamente la opcidn 3:d>0,
observa detenidamente las expresiones analiticas
correspondientes a cada una de las gréficas en la
secuenciay contesta:

a) ¢Qué le sucede a la gréfica conforme aumenta
el valor del pardmetro d?

ACTI VI DAD No.

Explorando las representaciones grafica y
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analitica de las funciones logaritmicas.

b) ¢Cémo explicas este hecho?

5. Dd menld F2 Explorar:c,d Selecciona la
opcion 4:d<o, y observa la secuencia de gréficas
en pantala; la grafica remarcada corresponde a la
misma funcion anterior de referencia. Contesta lo
siguiente:

a) ¢Qué cambia en la secuencia de gréficas?

b) ¢Qué permanece sin cambio?

6. Selecciona nuevamente la opcidn 4:d<o,
observa detenidamente las expresiones analiticas
correspondientes a cada una de las gréficas en la
secuenciay contesta:

a) ¢Qué le sucede a la gréfica conforme € valor
del pardmetro d disminuye?

b) ¢Cémo explicas este hecho?

7. Explica ampliamente o que aprendiste en esta
Hoja de Trabajo.

8. Compara € efecto quetienen en las gréficaslos
parametros c y d. Describe tus observaciones.



BLOQUE 4
Gréficas de las funciones
exponenciales y logaritmicas

1. Ejecuta en la pantalla HoME € programa
expolog(), aparecera en pantalla informacion de
lo que hace este programay un menud de usuario
Ccomo se muestra abgjo.

hntroéﬁcir Ja] Eon{%nuarT ]

Fara graficar las siguientes funciones.
Asfgnale un walor a b,

fixy = B&

gix) = lnghx

b =

RELEIT EAD AUTO FUMC 1720

2. Selecciona la opcion F1 Introducir b, Yy
asignale e vaor b=2. Enseguida selecciona la
opcion F2 Continuar, para que se grafiquen f(x)
y g(x); aparecera también en pantalla una gréafica
remarcada que corresponde alalineay = x.

3. Describe las escalas de los ges.

4. Describe las gréficas de f(x) y g(x) que
aparecen en pantalla

5. ¢(Observas alguna simetria entre ellas?

6. Observa detenidamente € lugar geométrico que
ocupan los siguientes puntos:

Localiza con la traza  punto (1,0) de la funcién
logaritmica, con la tecla del cursor A, mueve la
traza a la funcion exponencial y localiza € punto
(0,2).

Explora también con los siguientes pares de
puntos, pero antes escribe @ valor de la ordenada
de cada uno de dlos.

f(x) = 2*.
l, )
(2, )
€ )

g(x) =log, x
(2, )
(4, )
(8, )

ACTI VI DAD No.

Explorando las representaciones gréafica y analitica
de las funciones exponenciales y logaritmicas.
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7. ¢Qué caracteristicas numéricas y geométricas
tienen estos pares de puntos?

8. Ejecuta de nuevo en la pantalla Hove €
programa expolog(), pero estavez asigna e valor
b=0.5.

9. Destribe las gréficas de f(x) y g(x) que
aparecen en pantalla

10. ¢Observas aguna simetria entre ellas?

11. Observa detenidamente € lugar geométrico
gue ocupan los siguientes puntos, pero antes
escribe € valor de la ordenada de cada uno de
elos.

f(x) = 0.5*.
(3, )
(-2, )

g(x) =logysx
(8, )
(4, )
(2, ) (-1, )
(1, ) o, )

12. (Qué caracteristicas numéricas y geométricas
tienen estos pares de puntos?

13. Asignale otros valores ala base b y explora s
lo que observaste anteriormente se cumple
también para otros casos. Escribe  tus
observaciones.

14. Explicalo que aprendiste en esta Actividad..



ACTI VI DAD No. 1

BLOQUE 5
El nimero e

1. En la Actividad 7 de Bloque I
exploraste una caracteristica geométrica de las
gréficas de las funciones exponenciales,
relacionada con la subtangente. Describe tus
observaciones al respecto.

2. Una de las aplicaciones del andlisis de las
subtangentes es que nos permite calcular la
pendiente de la recta tangente (derivada), a partir
dd tridngulo caracteristico.

Donde: f'(x) = i—z observa que para cualesquier
valor de x, la magnitud de Ay =
y la magnitud de Ax corresponde al valor de

Por lo tanto: f'(x) =

3. Ejecuta en la pantalla HovE de la calculadora
Voyage 200 € programa deriexpo(). Elige la
opcion F1 Introducir funcion, e introduce un
valor de la base A=2. Enseguida se trazard la
gréfica de la funcién y = 2*. Contesta lo que
sigue.

a) ¢Qué comportamiento tiene la funcion?

b) ¢Qué signo tienen los valores de las derivadas?

¢) ¢Qué concavidad tienelafuncion?

d) ¢Qué comportamiento tienela derivada?

4. Elige la opcion F2 Subtangente para explorar
las subtangentes de lafuncién y = 2* y calcular la

derivada en los siguientes puntos. Completa la
tabla:

185

La derivada de la funcidon exponencial (y = A%).

f'(x)

®

Operaciones que realizaste
para obtener f'(x)

BAIWIN|F

Tablal

5. AndlizalosvaloresdelaTabla 1y contesta:

a) ¢Qué tipo de sucesion numérica forman los
valoresde x?

b) ¢Qué tipo de sucesion numérica forman los
valoresde f'(x)?

c) ¢Como esta variando f'(x) con respecto de x?
Argumenta tu respuesta.

d) En general, para cuaesguier valor de x, la
derivadadey = 2% es.

y' =
6. En la cuadricula siguiente traza la grafica de
f'(x) apartir delosdatos delaTabla 1.

H
1
t
H

a

7. Describe las
anterior.

caracteristicas de la gréfica




8. Con la ayuda del programa deriexpo() vas a explorar e comportamiento de la funcién derivada de las
siguientes funciones exponenciales. Completa latabla

. Lagréficade y'esta
A y = A* | Subtangente Fgrmulla arriba o debajo de
ey — ax
y=A4A
15
2
3
4
Tabla2

9. Analizalosresultados dela Tabla 2 y contesta.

a) ¢Habra alguna base A paralacual la gréfica de
y = A* y de su derivada sean iguales, es decir,

da* x
= ?
= A7

b) ¢Cud debe ser e valor de la subtangente para
gue suceda o anterior?

¢) Con laayuda del programa deriexpo() trata de
encontrar esta base (por tanteo, por gempl o).

d X __ x
" ) = ( )

10. Observa que para cada valor de la base A
existe un solo valor de la subtangente. Vas a
explorar a continuacion la relacién que existe
entre A y la subtangente constante. Completa la
siguientetabla.

A 1 _
subtangente
1.2
2.4
4.8
9.6
Tabla3

11. Andliza los valores obtenidos en la Tabla 3 y
contesta:

a) ¢Qué tipo de sucesion numérica forman los
valoresde A?
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b) ¢Qué tipo de sucesion numérica forman los
valoresde k?

c) De acuerdo a lo que observaste, ¢cOmo crees
gue estd variando la constante k con relacién a A?
Argumenta tu respuesta.

12. Ahora vas a investigar la base del logaritmo
gquerelacionaa Ay k. Contestalo siguiente:

log,2 =
log;3 =
logs5 =
log, b =

Entonces, ¢cud es la base de este logaritmo y
porqué?

13. En genera, para cuaquier funcién
exponencial y = A%, la férmula de su derivada
sera

!

y:

14. Delo anterior, ¢qué puedes decir de la funcién
derivada de la funcion exponencial ?



NOTA HI STORI CA Parte 2

BLOQUE 5 El nUmero e.

El nimero e

La gréfica que se muestra abajo es |a tipica gréfica de todas las funciones exponenciales dd tipo
y = kb*, sin importar sus bases (3 la base es un nimero entre 0 y 1, la gréfica es una imagen
reflgada en d ge y delaque se muestra). Su smplicidad es sorprendente: carece de muchos de los
rasgos comunes a las funciones algebraicas, tales como intersecciones con € ge X, puntos maximos
y minimas, y puntos de inflexion. Ademas la gréfica no tiene asintotas verticales. De hecho, es tan
smple la gréfica de una exponencial que cas podriamaos considerarla como exenta de interés s no
fuerapor una caracteristica que la hace tnica: su razon de cambio.

EnlaActi vi dad anterior exploraste e comportamiento de la derivada de la funcién exponencial,
concluyendo que la derivada de una funcion exponencial dd tipo y = b* es proporcional a la
funcion misma.

Si y = b*, entonces Z—x =kb* = ky
El nimero e eslabase con la cual esa constante de proporcionalidad resultaigual al. Por lo tanto,
S & nimero e es eegido como base, |a funcion exponencial esigual a su propia derivada.

Si y = e*, entonces Z—i; = e*
Pero hay més sobre este resultado. No sdlo la funcién e* esigual a su propia derivada, Sino que es
la Unica funcion (a excepcion de sus miltiplos por una constante) que posee esta propiedad. El
pape protagonico de esta funcidn, en las mateméticas y en otras ciencias, es una consecuencia
directa de este hecho.

Euler en su dbra Introductio in Analys's Infinitorum publicada en 1748, llamé por primera vez la
atencion sobre € protagonismo del nimero e y de lafuncién e* en é Andlisis. Hasta la época de
Euler la funcion exponencial era considerada como la funcion inversa de la funcion logaritmica,
poniendo éste a ambas funciones en un plano de igualdad, definiéndola como:

e* = lim (1+f)n

n—oo n

Euler utilizo la definicion anterior paradesarrollarla en una serie de potencias infinita

xX\" x x> x°
e =lim(1+2) =1+ +5 4+
n—oo n : .
Es a partir de esta serie que por lo general se obtienen valores numéricos de e* ; los primeros
términos suelen ser suficientes para obtener la precision buscada ya que |as denominadores crecen
répidamente y hacen que la serie converja velozmente.
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BLOQUE 5
El nimero e

1. Contesta las siguientes preguntas:
a) ¢Como identificas que una formula del tipo
y = A - a* representa un crecimiento?

b) ¢Como identificas que una formula del
tipo y = A - a* representa un decaimiento?

2. Con la ayuda de la calculadora voyage 200
traza en la siguiente cuadricula la gréfica de
y= eO.Sx

3. Describe las caracteristicas de la gréfica
trazada.

4. Con la ayuda de la calculadora voyage 200
traza en la siguiente cuadricula la gréfica de
y= e—0.2x

5. Describe las caracteristicas de la gréfica
trazada.
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ACTI VI DAD No. 2

Transformando una funcion de la formay =A4-a* a
una funcién exponencial de base e (y = 4e*¥), y

viceversa

6. En € editor de funciones (¢W) de la
calculadora introduce las siguientes funciones
para graficarlas en los mismos ges, y traza
las gréficas en la cuadricula de abajo:

i)y =20(1.1%) i) y = 20¢009521%

7. En la Aplicacion Table (#Y) de la
calculadora, analiza los valores numéricos de
estas dos funciones. Describe  tus
observaciones.

8. En d editor de funciones (W) de la
calculadora introduce las siguientes funciones
para graficarlas en los mismos ges, y traza
las gréficas en la cuadricula de abajo:

i) y =50(0.55)* ii)y = 50e~0-597837x




9. En la Aplicacién Table (oY) de la
calculadora, analiza los valores numéricos de
ambas funciones. Describe tus observaciones.

10.- De acuerdo a lo anterior, se puede
demostrar que cualquier representacion
analitica de la funcién exponencial de la
formay = A - a* se puede transformar en una
representacion analitica también exponencial,
pero cuya base es & nimero e. O sea que:

A-a* = A(e®)*

Loquesugiereque: a =
y, de acuerdo a la definicidn de logaritmo:

k =
donde k es una constante llamada tasa
continua. Por gemplo, k = 0.3 corresponde a
una tasa continua de 3%.

11. Convierte las siguientes funciones a la
forma P = Pya® ¢Cudles representan un

crecimiento 'y cudles un decaimiento
exponencial? Completa la tabla.
P =P,k | P=pya’ | Representa
1580'25t
79e~25¢
1080'917t
Te ™
12. ¢COmo puedes verificar que estas

transformaciones son correctas?
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13. Convierte las siguientes funciones a la
forma P = Pye*t. Completalatabla.

P =p,at
25(1.5)*
174(0.9)*
4(0.6)"
10(2.7)¢

P = Pje*t

14. ¢Como puedes verificar que estas
transformaciones son correctas?
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Fi ACTI VI DAD No. 2
i Transformando una funcién de la formay =A-a* a

., . — kx
BLOQUE 5 una funcidon exponencial de base e (y = 4e™), y

El niimero e Viceversa.
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BLOQUE 5
El nimero e

La Agencia de Proteccion Ambiental (APA)
de Estados Unidos investigo recientemente un
derrame de yodo radiactivo. El nivel de
radiacion en € sitio era de aproximadamente
2.4 milirrems/hora (cuatro veces més € limite
méaximo aceptable de 0.6 milirrems/hora), por
lo que la APA orden6 una evacuacion del
area circundante. Se sabe que e nivel de
radiacion de una fuente de yodo decrece a
una tasa continua por hora de k = —0.004.

1. Deduce una formula para calcular € nivel
de radiacion (R, milirrems/hora) en funcion
del tiempo (¢, hrs.)

R=

2. Escribe los argumentos por los cuales
obtuviste la formula anterior.

3. Con la ayuda de la calculadora voyage 200
traza en la siguiente cuadricula la
representacion gréfica de la férmula que
obtuviste.

4.- Describe las caracteristicas de la gréfica
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ACTI VI DAD No. 3

Contaminacion radiactiva.

5. Calculad nivel deradiacion para e tiempo
dado. Completalatabla.

t, hrs.
0
6
12
18
24

R, milirremg/hr.

Tablal

6. Contesta las siguientes preguntas:

a) ¢Queé tipo de sucesion numérica forman los
valoresdet delaTabla1?

b) ¢Qué tipo de sucesion numérica forman los
valoresde R dela Tabla 1?

7. Deduce una férmula para calcular €
tiempo que tiene que transcurrir para un nivel
de radiacién dado.

t =

8. Escribe los argumentos y €l procedimiento
por los cuales obtuviste la formula anterior.

9. Con la ayuda de la calculadora voyage 200
traza en la siguiente cuadricula la
representacion gréfica de la férmula que
obtuviste.



10. Describe las caracteristicas de la gréfica.

11. Calcula e tiempo que tiene que
transcurrir para € nivel de radiacion dado.
Completa la tabla:

R, milirremg/hr. t, hrs.
2.40
1.20
0.60
0.30

0.15

Tabla2

12.- Contesta las siguientes preguntas:

a) ¢Queé tipo de sucesion numérica forman los
valores de R dela Tabla 2?

b) ¢Qué tipo de sucesion numérica forman los
valores det delaTabla 2?

13. ¢Cuénto tiempo tiene que transcurrir para
que € nivel de radiacion haya acanzado €
l[imite méximo aceptable y los habitantes
puedan regresar?
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14. ¢Como calculaste este valor? Argumenta
tu procedimiento.

15. ¢Cudl es la vida media de este material
radiactivo? Argumenta tu respuesta.



BLOQUE 5
El nimero e

1. Ejecuta en la pantala Hove de la calculadora
Voyage 200 € programa derivlog(). Elige la
opcion F1 Introducir Funcién e introduce €
valor b=2 para la base de logaritmo. Una vez
trazada la gréfica de la funcién f(x) = log, x,
elige la opcibn F2 subtangente. Describe
ampliamente lo que observaste.

2. A continuacion se muestra la gréfica de una
funcion logaritmicay la linea tangente a un punto
de ésta, cuya pendiente representa la derivada o
razon de cambio de la funcién en ese punto.
Traza en la gréfica la subtangente y sefida, en €
tridngulo caracteristico formado, las magnitudes
correspondientesaAx y Ay.

3. De acuerdo ala gréfica anterior, contesta:

Para cualesquier punto sobre la gréfica de la
funcion logaritmica, se tiene que la magnitud de
Ax = y la magnitud de Ay
Edas magnitudes
nos permiten calcular la pendiente de la linea
tangente,

A
f@=5=
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ACTI VI DAD No. 4

La derivada de la funcién logaritmica (y = log, x).

4. Para la funcion f(x) =log, x, completa la
tabla siguiente.

; Operaciones que realizaste

x f() para obtener f'(x)
0.5

1

15

2

3

4

5

Tablal

Por lo tanto, la funcién derivada de f(x) = log, x
S

f(x)=

5. En la siguiente cuadricula traza la grafica de
f'(x) apartir delosdatos delaTabla 1.

I
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6. Describe las
anterior.

caracteristicas de la gréfica



7. Explora con la ayuda del programa deriviog()
diferentes funciones logaritmicas. Completa la
siguientetabla

b | f(x)=log, x | Subtangente Fér]rr\?(u;?de
15
2
4
8

Tabla2

8. @) ¢Habra algin valor de la base del logaritmo
(b) parad cual lasubtangente seaigual a1?

b) S esto sucede, entonces

iIo =
dx 9y *=

¢) Con la ayuda de programa derivliogQ)
encuentra esa base.

iIo
dx g—x

9. Deduce la relacion que existe entre la base del
logaritmo y la subtangente. ¢Cud es? Argumenta
tu respuesta.

10. En geneal, la derivada de la funcion
logaritmicasimple es:

d
alogbx_
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ACTI VI DAD No. 5

BLOQUE 5 La cuadratura de la hipérbola equilatera.

El nimero e

Nota Historica. El problema de encontrar @ 4rea de una figura cerrada plana es conocido
historicamente como cuadratura. La palabra se refiere a la esencia misma del problema: expresar
un area en términos de unidades de &rea, esto es cuadrados. Para los griegos esto significaba que la
figura dada debia ser transformada en una equivalente cuya &rea pudiera encontrarse mediante
principios fundamentales. La cuadratura de cualquier poligono se obtiene de inmediato, porque un
poligono siempre puede disectarse en tridngulos. Con d transcurso dd tiempo, este aspecto
exclusivamente geomérico de problema de la cuadratura dio paso a una verson méas
computacional.

En d siglo XIV con Oresme, @ problema de como halar d area bajo una curva habia cobrado
importancia debido a que las curvas representaban las magnitudes de las vel ocidades en € tiempo.
El &rea bgjo una curva representaba, entonces, € canmbio total en cuanto ala posicion 'y por tanto se
torna una herramienta importante en la fisica matemética que comenzaba a desarrollarse

Alrededor del afio 1640, & matemédtico francés Pierre de Fermat obtuvo la formula para calcular €
area bajo curvas cuya ecuacion general esy = x™ (donde n es un entero paositivo), entre los puntos
x=0yx=a.

’ S Formula de Fermeat:
/.--""Jf qntl
e A=
e n+1

El trabajo de Fermat fue un descubrimiento significativo porque logro la cuadratura no solo de una
curva, sino de una familia entera de curvas. Ademas, con una pequefia modificacion de su
procedimiento, Fermat mostré que la férmula anterior continlia siendo verdadera para potencias
negativas, asumiendo que ahora setoma d &rea desde x =« (donde o> 0) hastainfinito. Cuando la
potencia es un entero negativo, se tiene la familia de curvas y = x™", llamadas a menudo
hipérbolas generalizadas. Que la formula de Fermat funcionara incluso en este caso es notable, ya
que las ecuaciones y = x™ y y = x™ ", pese a su aparente similitud, representan tipos de curvas
bastante distintos.

Ah, pero habia un inesperado obstaculo. La formula de Fermat fallaba para la curva de la cual la
familia entera tomaba su nombre: la hipé&bola equilétera y = % = x~1. Esto es asl porque, para
n = —1, d denominador n + 1 delaférmula se haceO.

Entre las figuras que obstinadamente habian resistido todos los intentos de cuadratura estaba la
hipérbola equilatera. Fué @ jesuita bega Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667) & primero en
resolver esteinflexible caso excepcional.
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1. En la siguiente cuadricula traza la
gréficade lafuncion y = 1/x.

2. Describe ampliamente las caracteris-
ticasde la gréfica.

Antes de continuar debemos aclarar qué significa la cuadratura para este caso de la

hipérbola equilatera

La figura muestra una rama de la
hipérbola y = 1/x. En el gje de las x se
marca un punto fijo (x = 1) y un punto
arbitrario x = t. Por area bajo la hipér-
bola entendemos €l érea entre la grafica
y =1/x, € ge x y las lineas verticales
x =1y x =t. Por supuesto que € valor
numérico de esta area dependera de
nuestra eleccién de t, y por lo tanto sera
una funcién de t. El problema de cuadrar
la hipérbola consiste en encontrar esta
funcién, esto es, expresar €l area como
una formula que involucre lavariable t.

3. Abre el archivo hiperbola[1].ggb. En la pantalla veras la gréfica de la hipérbola
rectangular. “Arrastra’ el punto t del deslizador y describe lo que sucede.
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4. Completa las siguientes tablas con el apoyo de este archivo.

Area, A(t)

=
ij-bl\)HH

5. Abre el archivo hiperbola[2].ggb.
“Arrastra’ el punto t del deslizador y
completa la siguiente tabla.

t Area, A(t)
1
15
2.25
3.375
Analizando las tablas anteriores,

contesta:

6. ¢Qué tipo de sucesion numérica forman
los valoresde t?

7. ¢Qué tipo de sucesion numérica forman
los valores del area?

8. De acuerdo a lo que observaste, ¢cOmMo
crees que esta variando el area bajo la
hipérbola con relacién at?
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Area, A(t)

O W |+

N
~

Ahora vas a investigar el tipo de
logaritmo que esta relacionado con esta
area

9. Contestalo siguiente:
log, 2 =
logs 3=
logs 5=
log.a=

10. Abre el archivo hiperbola[3].ggb.
“Arrastra’ el punto t del deslizador y
explora para encontrar cuél es la base de
este logaritmo.

11. ;Cudl eslabase del logaritmo?

12. ;Como lo supiste?

13. Escribe la férmula para calcular €l
area bajo la hipérbola rectangular.

A@t) =

14. ¢Como puedes verificar que esta
férmula es correcta?



Anexo 3

Descripcion de los programas
interactivos para la calculadora
Voyage 200

El programasubtan().

El propdsito de este programa es que el estudiante explore el comportamiento de las
subtangentes para diferentes tipos de funciones, con la intencion de que observe el
comportamiento singular de las subtangentes en las funciones exponenciales.

Operacién de programa.

Para iniciar la corrida de este programa se escribe subtan() en la linea de comando de la
pantalla principal HOME, cuidando que el folder actua sea aquél en que se encuentra
almacenado dicho programa, como se muestra a continuacion.

T FE™ T FE™ ]’ Fiv FE [
- ﬂ AlgebralCalc Dther‘TPr‘ngDTClean Upﬁ

subtan{)

HELEIT ERD AUTOD FUMC 0/%0

Figural.

Al presionar ENTER aparecera la siguiente pantalla, que describe brevemente lo que hace el
programa.

Este programa traza automdticamente
laz =subtangentes de la grdafica de una
funcidn g muestra el wvalor numérico
de dstas

Para continuar presiona [EMTER]

RELEIT FAD AUTO FUHE 1730 |FauzE

Figura 2.

Al presionar ENTER aparecera un menu de usuario como se muestra en la siguiente pantalla.

FL Fz T = ]
[ Introd. Funcidh T Subtangentes | Salir

[F1]1 Introducir la funcidn.
[F2] Subtangentes
[F3]1 Salir

HELEIT KRD AUTO FUNC 1/50

Figura 3.
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El estudiante debera seleccionar la opcion Introducir funcion con latecla[F1], debido a
gue la opcidon Subtangentes [F2] no estara disponible si primero no se introduce la
funcién. En este caso, a presionar F2 aparecera €l siguiente mensaje.

i o
Introducir funcisn.
Enter=0E
Figura4.

Al presionar F1 aparecera una ventana de didlogo como la que se muestra abajo, para que €l
estudiante introduzca la férmula de la funcion que desea graficar y los extremos de los
intervalos de x y y que definirén la ventana de graficacion.

hl INTRODUCIR FUMCION Fixd R

Dar Funcion, foxr=s [

Limite inferior xmin:
Limite superior xmax:
Limite inferior gmin:
Limite superior gmax:

|, “Enter=0K ESC=CAMCEL » )

Figurab.

Este es un punto delicado del programa, pues debe tratar de preverse cualquier situacion
andbmala en la introduccién de los datos, y controlarla para evitar la interrupcion del
programa. Lo gue se espera es que se introduzca la expresion analitica de una funcion cuya
variable sea x. Sin embargo, puede suceder que, orientado por e contexto de la situacion
gue se analice, el estudiante introduzca una expresion analitica cuya variable sea diferente
de x, o también puede suceder que introduzca una serie de simbolos extrafios a los que no
pueda asignarseles ninguin sentido adecuado al contexto, como se ilustra en las siguientes
pantallas.

IMTRODUCIE FUMCION Fixd b INTEODUCIE FUMCION Fix)

Dar Funcion, f{x»=: Dar Funcion, fix)=:
Limite inferior xzmin: |[-5 Limite inferior xmin: [-5
Limite superior =max: |3 Limite superior =zmaxi: |3
Limite inferior amin: [-3 Limite inferior dmin: [-3
Limite superior amax: [25 Limite superior dmax: [25

Figura 6.

En éstos casos aparecera € mensgje de error que se muestra en la siguiente figura.

f ™y
La wvariable debe ser x.
Enter=0E

Figura7.

El estudiante también debera introducir los valores de los extremos de los intervalos de x y
y, para definir las dimensiones de la ventana de graficacion. En este caso consideramos los
siguientes posibles errores, por giemplo: introducir un nimero negativo presionando latecla
de la operacion de resta seguida del nimero.
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INTRODUCIE FUMCION fixh

Dar Funcion, fi{xi=:

Limite inferior xzmin: [-5
Limite superior zmaxi: |3
Limite inferior gmin: [-5
Limite superior dmax: [25

Figura8.

Cuando lo anterior suceda, aparecera el mensgje de error que se muestra en la siguiente
figura

i ™y
Ertor de sintaxis.
Ent.er=0k
Figura9.

Otros casos de situaciones anémalas que se consideraron fueron los siguientes.

INTRODUCIE FUNCION Fx) ; 3 INTRODUCIE FUNCION fix)

Dar Funcion, fixi=: Dar Funcion. fixi=:
Limite inferior xmin: [5 Limite inferior xmint [ghil
Limite superior xzmax: -5 Limite superior =zmaxi: |3

Limite inferior gmin: [-5 Limite inferior gmin: [-5

Limite superior dmax: [25 Limite superior dmax: [25

Enter=0E ESC=CAHCEL Enter=0kK ESC=CAHCEL
Figura 10.

En estos casos aparecera € siguiente mensaje de error.

& ™y
Error de dominio.
Figurall.

Para que el programa pueda graficar la funcion correspondiente, es necesario que se
introduzca su expresion analitica cuya variable independiente sea x, y que los extremos de
los intervalos (dominio y rango) sean escritos correctamente, como se muestra en la
siguiente figura.

IMTRODUCIE FUMCION Fix)

Dar Funcion, fixo=: BEW |

Limite inferior =xzmin:

-5

Limite superior =max: |3
(2 ]
5]

Limite inferior amin: [-3
Limite superior gmax: =]
Enter=0K ESC=CAHCEL
Figura12.

En estas condiciones, al presionar ENTER aparecera la pantalla graficay se trazara la gréfica
de la funcién introducida.
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RELEIT EAD AUTO FLUMC

Figura13.

Continuar[EMTER]
[FU:E

Para continuar, se debera presionar ENTER, apareciendo de nuevo el menu de usuario, pero
en la pantalla aparecera también la expresion analitica de la funcion graficaday el intervalo
de graficacion, ademas de que se activara una barra de herramientas.

Fi Fz T 5 ]
[ Introd. Funcidn T Subt.angentes | Salir

Funcidn Actual:
2

H==x
Interwalo—xi [-3. .. 5.1
Interwalo—g! [-3. .. 25.1
RELEIT FAD ALTO FUME 0750
Figura 14.

Al seleccionar la opcién Subtangentes con latecla F2 de nuevo aparecera la gréficatrazada
previamente y se apreciara en pantalla una animacion en donde se trazarén lineas tangentes
alacurvay las correspondientes subtangentes, mostrandose también el valor numérico de
éstas. El estudiante podra detener la animacion presionando la tecla de la letra s, y hacer
gue continte presionando cualquier otra tecla. Enseguida se muestran (en forma estética,
por supuesto) algunas pantallas de dicha animacion.

subtan= 1.45

[ Teclal
FUNC | 2.

[ Teclal
LEL: |

1_ RELEIT FAD AUTO RELEIT FAD AUTO FUNC

subtan= 1,03

[

3. |mEE

FAD AUTO

FUNC

[ Teclal
LEL: |
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subtan= .86

4. | e

FAD AUTO

[ Teclal
FUNL | ELEY |




T3 & i =
subtan= 1.7 / subtan= 2.33

[ Teclal [ Teclal
5. (e EAD AUTO FONC LEU: | 6. [FEET FAD AUTO FIRL |

Figura 15. Pantallas correspondientes ala animacion de la opcidn subtangente del programa subtan().

Una vez concluida la animacién se debera presionar ENTER para regresar al menu principal,

ya sea para introducir una nueva funcién o para salir del programa, seleccionando la opcion
Salir conlateclaF3 (ver figura 20).

A continuacion se muestran diferentes pantallas del programa, para ejemplificar el caso de
una funcién exponencial simple, gue es uno de los propdsitos principales de este programa:
gue el estudiante observe para estos casos €l comportamiento de las subtangentes.

INTRODUCIE FUMCION Fix)

Oar Funcioh, fox)=:

Limite inferior xmin: [-3.
Limite superior =zmax: |&.
Limite inferior gmin: [-5.
Limite superior dmax: [0
1.

] T
Continuar [EMTER]
FUNC [Fril:E

2. [mEET FAD ADTD

[ Teclal
4., [7ECeT AL AUTO FUNL L ]

F1 FZ B

[ Introd. Funcish T Subtangentes T Salir ]
Funcian Actual:

u=5(1.51%
Interuwalo-x: [-3. .. B.]
Interwalo-yg: [-5. 36,1

=
[ Teclal
3_ RELEIT FAD ALTO FUNL 0720 5 RELEIT FAD ALTD FUNL LEL: |

| -

[ Teclal [ Teclal
6_ RELEIT FAD_ALTO FUNC Ly | 7 RELEIT EAD_AUTO FUNL | sy

Figura 16. Pantallas del programa subtan() para €l caso de una funcidn exponencial simple.
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El programaderiexpo().

El propésito de este programa consiste en auxiliar a estudiante en la exploracion del
comportamiento de la derivada o razdn de cambio de las funciones exponenciales simples,
particularmente cuando su base es el nimero e.

Operacién del programa.

Para iniciar la corrida de este programa se debera escribir deriexpo() en la linea de
comando de la pantalla principal HOME, cuidando que el folder actual sea el mismo en que
se encuentra almacenado €l programa, como se muestra a continuacion.

|’F1 T Fev Trzv‘l’ruv‘l’ FS T FE T]
- E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

derdiexpo ]
RELEIT FAD AUTO FUMC 0/30

Figura17.

Al presionar ENTER aparecera un menu de usuario, como se muestra enseguida

F1 F: F¥ T Y ]
[Ihtr‘FuncTSuhtahgenteTFuther‘iuada Salir

[F11 Introducir Funcidn.

[F21 Subtangentes.

[F3]1 Funcidn Deriwvada.

[F41 Para =alir del programa.

RELEIT FRO AUTO FUMC 0/30

Figura18.

El estudiante debera elegir la opcién Introducir Funcién presionando F1, ya que las
opciones Subtangentes [F2] y Funcion Derivada [F3] no estardn disponibles si no se
introduce la funcidn primero. Si el estudiante no elige dicha opcidn, aparecera el siguiente

mensaje.

& ™y
Introducir funcidn.
Ent.er=0K
Figura 19.

Al presionar F1 aparecerala siguiente pantalla.
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hhtrné&cir A CDH{%huaPT ]

Para graticar la siguiente funcidn.
Asfgnale un walor a A.

u=le

RELEIT FRO AUTO FUMC 0/30

Figura 20.

En esta parte € estudiante deberd introducir un valor para la base A, siendo ésta la parte
delicada del programa, pues deben preverse las situaciones anomalas en la introduccion de
este dato, y controlarlas para evitar la interrupcion del programa. Para introducir este dato
se debera seleccionar la opcidon del mend Introducir A con latecla F1, apareciendo en
pantalla un cuadro de didlogo como se muestra a continuacion.

=
T Introducit «1ualor de A ™

Aol |
L Erter=0E ESC=CAHCEL J

Figura21.

El estudiante debera introducir el valor numérico de A, € cual debe estar sujeto a las
restricciones A>0 y A#1. En el caso de que introduzca un valor que no cumpla con estas
caracteristicas, como se muestra en las siguientes pantallas, por gjemplo:

FL Fz FL Fz
hntrnducir 5l EnntinuaPT ] hntrnducir 5l EnntinuaPT ]
Fara graficar la siguiente funcidn. Fara graficar la siguiente funcidn.
Asfgnale un walor a A. Asfgnale un walor a A.
b b
4 =H 4 =H
A = -&. A = querty
RELEIT FAD ALTO FUME 0750 RELEIT FAD ALTO FUME 0750
Figura 22.

al presionar la opcion Continuar [F2], aparecera €l siguiente mensaje de error:

d ~
A debe ser: A0 g ARl
Ent.er=0K
Figura 23.

Otra situacion anémala considerada es cuando se introduce un nimero negativo o positivo
y se presiona la tecla de la operacién de resta 0 suma respectivamente, seguida del nimero.
En las siguientes pantallas se muestra dicha situacién, asi como también el mensaje de error

desplegado.
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F Introducic &1 valor de A ™ il K
A: [ ] Ertror de sintaxis
Enter=0K ESC=CHHCEL Enter=0kK

Figura 24.

Para que e programa pueda trazar la grafica, es necesario que se introduzca un niimero
mayor gue cero y diferente de uno, como se muestra en la pantalla siguiente.

[IHtr‘DdFLj:IC-iI"‘ A Enntﬁ nuaPT ]

Fara graficar la siguiente funcidn.
Asfgnale un walor a A.

RELEIT FAD AUTO FUNC 0s/30

Figura 25.

Al presionar la opcion del menl Continuar con la tecla F2, aparecera la pantalla gréfica
donde se trazaré la gréfica correspondiente; una vez trazada ésta se debera presiona ENTER
para continuar.

=10,

Lol U P I ) B ey

1. Z. 3. 4. [EWTERICont.,
RELEIT FAD_AUTO FUNL [F LI ZE]

Figura 26.

Aparecera de nuevo el menl principal y también se mostrara en pantalla la expresion
analitica de la funcion graficada. Una vez introducida la funcién, todas las opciones del
menu estaran disponibles.

F1 B E T Y ]
[Intr‘Func, Subtangent.e|Funcherivadal Salir

Funcidn Actual:

'=|=I,':2.j}‘c

RELEIT FAD AUTO FUNC 0s/30

Figura 27.

Al seleccionar la opcién Subtangentes con la tecla F2, de nuevo aparecera la grafica
trazada previamente, y se apreciard en pantalla una animacién donde se trazaran lineas
tangentes a la curva y las correspondientes subtangentes, mostrandose también el valor
numérico de éstas. Durante la animacion, el estudiante tendrd la opcidn de detenerla,
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presionando la tecla de la letra s, y al presionar cualquier otra tecla, la animacion

continuara. Enseguida se muestran algunas pantall as de esta animacion.

FIE R subtan= 1.4427 FIE R subtan= 1.4427
=1 =1
4 4
3 3
2 2
1 1 -
— " I T —'—'_'_'__,-T""-F_'_nﬂ- |
1. 2 Fa 4. [ Teclal 1. 2 Fa 4. [ Teclal
1. (e FiAD AUTD FORE 2. [t FiAD AUTD FORE

subtan= 1.4427

=N 4.

El=10. subtan= 1.4427 Eel=10.
5 / 5
4 4
3 3
z z
1 1
1. z. z. 4, [ Teclsl 1. 2.
3. |rEET RAD AUTD FUNC | ELEY | 4. |mEEt RAD AUTD

[ Teclal
FUNL | ELEY |

Figura 28. Pantallas correspondientes ala animacion de la opcidn subtangente del programaderiexpo().

Una vez concluida dicha animacion, se debera presionar ENTER para volver al menu
principal (ver figura 27). Después de haber explorado la opcion Subtangentes, € estudiante
podra elegir cualquiera de las opciones del menu anterior.

Al seleccionar la opcidn Funcion Derivada con la tecla F3, aparecera la gréfica de la
funcion trazada previamente y comenzard a trazarse la gréfica de su funcién derivada; una
vez concluida ésta, aparecera en pantalla la expresion analitica de la funcién derivada.

FIE R y'=02, sl 4427
=1
4
3
2
1
1. 2. 3. 4. [EMTER1Cont.
RELEIT FRD_AUTD FUNL IF UZE]
Figura 29.

Al presionar ENTER aparecera de nuevo el menu principal (ver figura 18), donde el
estudiante podra repetir las exploraciones anteriores con otra funcion, seleccionando de
nuevo la opcion Introducir Funcion con latecla F1, o salir del programa presionando la

teclaFa4.
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El programaderiviog().

El objetivo de este programa es que el estudiante explore el comportamiento de la derivada
de las funciones logaritmicas simples, particularmente cuando la base del logaritmo es €l
nimero e.

Operacién del programa.

La operacidon de este programa por parte del estudiante es similar a la del programa
deriexpo(). Parainiciar la corrida de este programa se debera escribir derivlog() en la
linea de comando de la pantalla principal HOME, cuidando que el félder actual sea el mismo
en gque se encuentra almacenado el programa, como se muestra en la siguiente pantalla.

|’F1 T Fev TrgvTruvT F§ T FE~ T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

derivlog(l]
RELEIT FAD AUTO FUMC 0./30

Figura 30.

Al presionar ENTER aparecera un menu de usuario, como se muestra a continuacion.

F1 F: F¥ T Y ]
[Ihtr‘FuncTSuhtahgenteTFuther‘iuada Salir

[F11 Introducir Funcidn.

[F21 Subtangentes.

[F3]1 Funcidn Deriwvada.

[F41 Para =alir del programa.

RELEIT FRO AUTO FUMC 1730

Figura 31.

El estudiante debera elegir la opcidn Introducir Funcion con la tecla F1, ya que las
opciones Subtangentes [F2] y Funcion Derivada [F3] no estardn disponibles si no se
introduce la funcion primero. Si el estudiante no elige dicha opcidn, aparecera el siguiente
mensaje.

& ™y
Introducir funcidn.
Enter=0k
Figura 32.

Al presionar F1 aparecerala siguiente pantalla.
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[Intr*odFLi,lc.ir* b Enntﬁnuarﬂ]’ ]

Fara graficar la siguiente funcidn.
Asfgnale un walor a b.

fiwd = lngbx

b =

RELEIT FAD AUTO FUMC 0/50

Figura 33.

En esta parte el estudiante debera introducir un valor para la base del logaritmo b, siendo
ésta la parte delicada del programa, pues deberan preverse las situaciones andbmalas en la
introduccion de este dato, y controlarlas para evitar la interrupcion del programa. Para
introducir este dato se debera seleccionar la opcién del mend Introducir b con la tecla
F1, apareciendo en pantalla un cuadro de dialogo, como se muestra a continuacion.

=
“ Introducit &1 valer de b ™y

b | |
L Enter=0E ESC=CAMNCEL J

Figura 34.

El estudiante debera introducir €l valor numérico de b, € cual debe de estar sujeto a las
restricciones b>0 y b#1. En caso de que el alumno introduzca un valor que no cumpla con
estas caracteristicas, como se muestra en las siguientes pantallas:

FL Fz FL Fz
[Intr*nduc,ir* [} Enntinuar:l’ ] [Intr*nduc,ir* [} Enntinuar:l’ ]
Fara graficar la siguiente funcidn. Fara graficar la siguiente funcidn.
Asfgnale un walor a b. Asfgnale un walor a b.

fiwd = logbx fiwd = logbx

b = -10. b = gal

RELEIT FAD ALTO FUME 0750 RELEIT FAD ALTO FUME 0750
Figura 35.

ocurrird que al presionar la opcién del meni Continuar con la tecla F2, aparecera el
siguiente mensaje de error:

il ™y
El walor de b debe ser: bi:d
g b#l

Figura 36.

Otra situacion anémala considerada es cuando se introduce un nimero negativo o positivo
y se presiona la tecla de la operacién de resta 0 suma respectivamente, seguida del nimero.
En las siguientes pantallas se muestra dicha situacién, asi como también el mensaje de error

desplegado.

T Introducic &1 valor de b ™ il K
R I | ] Ertror de sintaxis
Enter=0K ESC=CHHCEL Enter=0kK

Figura 37.
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Para que e programa pueda trazar la grafica, es necesario que se introduzca un niimero
mayor gue cero y diferente de uno, como se muestra en la pantalla siguiente.

[IHtr‘DdFLj:IC-iI"‘ 4] Enntﬁ nuaPT ]

Fara graficar la siguiente funcidn.
Asfgnale un walor a b.

fiwd = logbx

b = 3.

RELEIT FAD AUTO FUNC 0s/30

Figura 38.

Al presionar la opcion del menl Continuar con la tecla F2, aparecera la pantalla gréfica
donde se trazara la gréfica correspondiente; una vez trazada ésta se debera presionar ENTER
para continuar.

1 Fev & 7
E Zoon|Trace [Regraph|Math (Oraw| -

[EMTER IComnt.,
RELEIT FRD_AUTD FUNL [F LI ZE]

Figura 39.

Aparecera de nuevo el menu principal y también la expresion analitica de la funcion
graficada. Una vez introducida la funcion, todas las opciones del menu estaran disponibles.

F1 B E T Y ]
[Intr‘Func, Subtangent.e|Funcherivadal Salir

Funcidn Actual:

F(x)=1n:|93>c:

RELEIT FAD AUTO FUNC 0s/30

Figura 40.

Al seleccionar la opcién Subtangentes con la tecla F2, de nuevo aparecera la grafica
trazada previamente y se apreciara en pantalla una animacién donde se trazarén lineas
tangentes a la curva y las correspondientes subtangentes, mostrandose también el valor
numérico de éstas. En el transcurso de la animacidn, el estudiante la podra detener
presionando la tecla de la letra s, y al presionar cualquier otra tecla la animacion
continuara. Enseguida se muestran algunas pantallas de esta animacion. Las subtangentes
se grafican en el gje vertical, lo que se corresponde con el hecho de que la funcién
logaritmica es la inversa de la exponencial.
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1 ™ _Fzr F4 7

§—|Zoom|Trace [Rearaph|Math|Draw) -

4. subtan= .9102
kN
N %
1. .
=T 3 3 3 5. @ = 3 3 5 g
[ Teclal [ Teclal
1. [FELET FAD_AUTO FUNL B | 2. [FELET FAD_AUTO FUNL B |

1 ™ _Fzr F4 7

§—|Zoom|Trace [Rearaph|Math|Draw) -

. subtan= .2102 . subtan= .2102
kN kN
2. . 2. . -
1. = 1. =
_'____;_—_:-a—
I. 2. 3 E) 5 -8 I 2 3 E) 5 &
[ Teclal [ Teclal
3. [FELET FAD_AUTO FUNL B | 4. [FELET FAD_AUTO FUNL B |

Figura 41. Pantallas correspondientes ala animacion de la opcidn subtangente del programaderiviog().

Una vez concluida dicha animacion se deberd presionar ENTER para volver al menu
principal (ver figura 40). Después de haber explorado la opcion Subtangentes, € estudiante
podra elegir cualquiera de las opciones del menu anterior.

Al seleccionar la opcién Funcién Derivada con la tecla F3, aparecera la grafica de la
funcion trazada previamente y comenzard a trazarse la gréfica de su funcién derivada; una
vez concluida ésta, aparecera en pantalla la expresion analitica de la funcién derivada.

[EMTER IComnt.,
FUNL [F LI ZE]

RELEIT FAD AUTO

Figura42.

Al presionar ENTER aparecera de nuevo el menu principal (ver figura 31), donde el
estudiante podra repetir las exploraciones anteriores con otra funcion, seleccionando de

nuevo la opcion Introducir Funcion con latecla F1, o salir del programa presionando la
teclaF4.

El programa graflog().

El objetivo de este programa es promover las tareas de variacion sisteméatica para el caso de
las funciones logaritmicas. El programa muestra representaciones gréficas y analiticas
dindmicamente vinculadas de la familia de funciones f(x) = alog,(cx) +d. Edas
representaciones dinamicas se logran desplegando en pantalla una secuencia de iméagenes

209



relacionadas de manera especial, de modo que al aparecer automaticamente una tras otra,
crean lailusion de movimiento. Con esta puesta en correspondencia de las representaciones
gréficas y analiticas se busca favorecer la articulacion de estos dos registros de
representacion.

Este programa requiere de varias secuencias de iméagenes graficas, las cuales deben ser
creadas antes de que el programa sea utilizado por primera vez. Para ello se emplea un
programa auxiliar llamado creagraf(), que debe de estar en el mismo folder que el
programa graflog( ).

Operacién del programa.

Parainiciar la corrida de este programa se escribe creagraf( ) en lalinea de comando de la
pantalla principal HOME y se presiona ENTER. A continuacion se construiran y guardaran
automaticamente una a una las gréficas para las animaciones. Este proceso tarda algo de
tiempo. SOlo se necesitara correr de nuevo el programa creagraf() en €l caso de que las
imégenes sean borradas.

Una vez creadas las gréficas, el programa graflog() puede ser utilizado. Para €l inicio de
éste, se escribe graflog() en la linea de comando de la pantalla principal HOME, como se

muestra a continuacion.
] e T R S T

graflog(>
RELEIT FAD AUTO FUMC 0./30

Figura43.

Al presionar ENTER aparecera la siguiente pantalla, que describe brevemente lo que hace el
programa.

Representaciones Graficas 4
Analiticas Dindmicamente winculadas
de una Funcidn Logaritmica

fima= a*lngb(c*x) + d

FPara continuar: [EMTER]
RELEIT FAD_AUTO FUHL 0750 [F LI ZE]

Figura44.

A continuacién, al presionar ENTER aparecera la siguiente pantalla, que muestra la
expresion analitica general de la funcion logaritmica, y el menu principal del programa.
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Fiv Few B
[Explc\r‘ar*: a, b T Explorar: c,d Salir ]

fiwxa= a*lngb(c*x) + d

RELEIT FAD AUTO FUNC 4430

Figura 45.

Laopcion Explorar: a,b
Al seleccionar la opcion Explorar: a,b presionando F1, se tendra acceso a submenu
mostrado en la siguiente pantalla.

Few B
Explorar: c,d Salir ]

fiwxa= a*lngb(c*x) + d

RELEIT FAD AUTO FUNC 5430

Figura 46.

A continuacién se describen cada una de las opciones de este submend, las cuales se
seleccionan con lasteclasdel cursor A, V.

Opcién 1: b>1. Para seleccionar esta opcion se sefidla ésta con el cursor, seguido
de ENTER (ver figura51). En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica
se estira'y encoge en sentido vertical de manera ciclica un nimero determinado de
veces, al mismo tiempo que se muestra su expresion analitica correspondiente. Para
el disefio de la animacién se tomaron elementos de la familia f(x) = log,x,
haciendo variar el pardmetro b desde 1.5 hasta 4 con incrementos de 0.5, lo cual
hace un total de 6 imagenes en la secuencia. A continuacion se muestran (de manera
estética por supuesto), las imégenes utilizadas en la animacion. Estas se encuentran
numeradas de acuerdo a su orden de aparicion. Para la construccidon de estas
imagenes se utiliza el subprograma grafb(), € cual es llamado por € programa

creagraf().
Foelon oo Fooelog, o
Y- Y
2 2
g Z 5 4 5 & * =% g ~1 2 = 4 %5 & ¥ =%
-z -z
-4 -4
1. leEEm FAD AUTO FUNC 2 |mELEm FAD AUTO FUNC
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-2
-4

F(>f=lngz ¥ F(>f=lngz. ¥
2 2
[c] 1 2 3 o & [c] 1 2 3 4 o & 7 =]
-2 -2
-4 -4
L EET FAD AUTD FIINE 4, [aELENT FAD AUTD FIINE
F(><5=1|:|93.§ F(><5=1|:|g4. ¥
4 4
2 2
] 1 2 3 ] 3 ] 1 2 3 4 ] 3 7 2

-2
-4

—————
. LRELEIT FRO AUTO

FUMC

6. [RELEIT

Opcibn 2:

FRO AUTO FUMC

Figura47. Familiaf (x) = log, x dondeb > 1.

O<b<1. Para seleccionar esta opcion se sefiala ésta con el cursor,

seguido de ENTER como se muestra en la siguiente figura

Explorar: a,b

e OEd ot

3 -1<ad4

Fer
Explorar: c,d

=

fiwxa= a*lngb(c*x) + d

RELEIT

FAD AUTO FUNC 5430

Figura48.

En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica se estira y encoge en
sentido vertical de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo
tiempo que se muestra su expresion analitica correspondiente. Para el disefio de la
animacion se tomaron elementos de la familia f(x) = log,x, haciendo variar €l
pardmetro b desde 0.1 hasta 0.7 con incrementos de 0.1, lo cual hace un total de 7
imagenes en la secuencia. A continuacion se muestran (de manera estética, por
supuesto) las imagenes utilizadas en la animacion. Estas se encuentran numeradas
de acuerdo a su orden de aparicion. Para la construccion de estas imégenes se utiliza
el subprograma grafb2(), € cual esllamado por el programa creagraf().
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Tin 5='1 ;
# Cn;l. 2 H#

seguido de ENTER como se muestra en la siguiente figura

Few B
Explorar: c,d Salir ]

fiwxa= a*lngb(c*x) + d

RELEIT

FAD AUTO FUNC 5430

Figura 50.
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. LRELEIT FAD AUTO FUMC 2 RELEIT FAD AUTO FUMC
F(x5=1n:u;|.3x F(x5=lng.4x
B 1 w4 5 & 7 & ] £+ &
. LRELEIT FAD AUTO FUMC 4 RELEIT FAD AUTO FUMC
F(x%tnq } FCXKH: }
j ¥ 5 & r 8 j R
. LRELEIT FAD AUTO FUMC 6 RELEIT FAD AUTO FUMC
f j ig. 2%
] Z 5 4 5 & 1 8
7 . |RELEIT RAD_AUTO FUNL
Figura49. Familiaf (x) = log, x donde0 <b < 1.
Opcién 3: |a]>1. Para seleccionar esta opcion se sefiala ésta con el cursor,




En la pantalla aparecerd una animacion en la que la gréfica se estira en sentido
vertical con respecto a la gréfica de referencia, la cual esta remarcada, y en algunos
casos, ademas de egtirarse verticalmente también se refleja con respecto a gje x.
Esta animacion se lleva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces,
a mismo tiempo que se muestra la expresion analitica correspondiente. Para €l
disefio de la animacion se eligié como funcion de referencia a f(x) = log; x y se
tomaron elementos de la familia f(x) = a log; x, haciendo variar € pardmetro a
desde -6 hasta 6 con incrementos de 2, 1o cual hace un total de 7 imagenes en la
secuencia. A continuacion se muestran (de manera estética, por supuesto) las
imégenes utilizadas en la animacion. Estas se encuentran numeradas de acuerdo a su
orden de aparicion. Para la construccion de estas imégenes se utiliza el subprograma
grafa(), €l cual esllamado por el programa creagraf().

rd';‘.n:'-sln%: vy Fio= -41.:-_:; vy
4 4
o z z q o z 3 q
-4 -4
-3 -3
. m— FAD AUTO FUNC 2. m— i FAD AUTO FUNC

2 L 1 L 1

t x)='210% x

fixir=@log #

=

. [RELEIT

4k
g == % & | g % 5 T
-4

—————
FAD AUTO FUNC 4 RELEIT FAD AUTO FUNC

fix1=21og #

fixi=dlog #

[5] 2 3 4
-4
-3
N FAD AT FUNC 6. [T FAD AT FUNC

rdr§<>='e.1cug§< e '

“'

@ 5 ; T

-4

-3

7. [EEr FAD ALTO FIMLC

Figura51. Familiaf(x) = alog; x donde |a| > 1y lafuncién dereferenciaes f(x) = log; x.
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Opcidén 4: -1<a<l. Para seleccionar esta opcion se sefiala ésta con el cursor,
seguido de ENTER como se muestra en la siguiente figura

Few F¥
Explorar: c,d Salir ]

fiwd= a*lugb(c*x) + d

RELEIT FRO AUTO FUMC E/30

Figura52.

En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica se encoge en sentido
vertical con respecto a la gréfica de referencia, la cual esta remarcada, y en algunos
casos, ademés de encogerse verticalmente también se refleja con respecto a gje x.
Esta animacion se lleva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces,
a mismo tiempo que se muestra la expresion analitica correspondiente. Para €l
disefio de la animacion se eligié como funcion de referenciaa f(x) = log; x y se
tomaron elementos de la familia f(x) = a log; x, haciendo variar € pardmetro a
desde -0.7 hasta 0.7 con incrementos de 0.2, lo cual hace un total de 8 imégenes en
la secuencia. A continuacion se muestra (de manera estética, por supuesto) la
secuencia de imégenes utilizadas en la animacion. Estas se encuentran numeradas
de acuerdo a su orden de aparicion. Para la construccion de estas imégenes se utiliza
el subprograma grafa2(), € cual esllamado por el programa creagraf().

F(x5='.?ln%x F(x5='.510%x

r——— tmmrite s
. LRELEIT FAD AUTO FUNC 2 RELEIT FAD AUTO FUNC

F(x5='.310%x F(x5='.110%x

r——— tmmrite s
. LRELEIT FAD AUTO FUNC 4 RELEIT FAD AUTO FUNC
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r——— tmmrite s
5_ RELEIT FRO AUTO FUMC 6 RELEIT FRO AUTO FUMC

F 1 F 1

F(><5=.51c|g§< F(x5=.?lng§<

r——— tmmrite s
7_ RELEIT FRO AUTO FUMC 8 RELEIT FRO AUTO FUMC

Figura53. Familiaf(x) = alog; x donde —1 < a < 1y lafuncién dereferenciaes f(x) = log; x.

Laopcion Explorar: c,d
Al seleccionar la opcién Explorar: c,d presionando F2, se tiene acceso al submenu
mostrado en la siguiente pantalla.

-

Explorar:

:

a, b

fiwma= a*lngb(c*x) + d

TYFE OF USE €314 + [EMTERISOK AMD [EZCISCAMCEL

Figura54.

A continuacién se describen cada una de las opciones de este submend, las cuales se
seleccionan con lasteclas del cursor A, V.

Opcidén 1: c>1. Para seleccionar esta opcion se sefidla ésta con el cursor, seguido
de ENTER (ver figura59). En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica
se desplaza hacia arriba con respecto a la gréfica de referencia, la cual esta
remarcada. Esta animacién se lleva a cabo de manera ciclica un namero
determinado de veces, al mismo tiempo que se muestra la expresion analitica
correspondiente. Para el disefio de la animacion se eligid6 como funcion de
referencia a f(x) = log, x y se tomaron elementos de la familia f(x) = log, (cx),
haciendo variar el pardmetro ¢ desde 2 hasta 5 con incrementos de 1, lo cual hace un
total de 4 imégenes en la secuencia. A continuacion se muestra (de manera estética,
por supuesto) la secuencia de imégenes utilizadas en la animacion. Estas se
encuentran numeradas de acuerdo a su orden de aparicidn. Para la construccion de
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estas imagenes se utiliza el subprograma grafc(), €l cua es llamado por el
programa creagraf( ).

F§r§<)= 1092(2x) F§r><31= 1092(3x)
: _-‘-_’____,_.——'—'—_____ g _-‘-_’_____,_,_.——‘—'_'___

T
. [RELEIT

FAD AUTO FUNC 2 RELEIT i FAD AUTO FUNC

fix= log, l4)

fxi= log, (5w

e R L—

T
. |RELEIT

2 3 o 2 3

-4

—————
FAD AUTO FUNC 4 RELEIT FAD AUTO FUNC

Figura55. Familia f (x) = log, (cx) donde ¢ > 1y lafuncién dereferenciaes f(x) = log, x.

Opcién 2: 0O<c<l. Para seleccionar esta opcion se sefiala ésta con el cursor,
seguido de ENTER como se muestra en la siguiente figura

Fi=

Fer
Explorar: Explorar: c,d

a, b

fiwma= a*lngb(c*x) + d

RELEIT FAD AUTO FUNC 5430

Figura 56.

En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica se desplaza hacia abajo
con respecto a la grafica de referencia, la cual estd remarcada. Esta animacion se
Ileva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo tiempo
gue se muestra la expresion analitica correspondiente. Para €l disefio de la
animacion se eligio como funcién de referencia a f(x) = log, x y se tomaron
elementos de la familia f(x) = log, (cx), haciendo variar el pardmetro ¢ desde 0.1
hasta 0.5 con incrementos de 0.1, lo cual hace un tota de 5 imagenes en la
secuencia. A continuacion se muestra (de manera estética, por supuesto) la
secuencia de imégenes utilizadas en la animacion. Estas se encuentran numeradas
de acuerdo a su orden de aparicion. Para la construccion de estas imégenes se utiliza
el subprograma grafc2(), € cual esllamado por el programa creagraf().
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L= log, (1) fLx= 1og, (. 2x)
2 2
g /T 3 5 11 13 al A1 s ¢ 9 11 13
-2 -2
-4 -4
. [RELEIT i FAD AUTO FUME 2. [ELEIT i FAD AUTO FUME
fLx= 109,03 fFLx= log, (o d)
al A1 s ¢ 9 11 13 a fi-"3% 5 ¢ 9 11 i3
-2 -2
-4 -4
. [RELEIT i FAD AUTO FUME 4. |seLEm i FAD AUTO FUME

L= 1og, (5w
5 /
[g] 3 5 T El 11 13
-2
-4
5. |aeLermr FAD AOTO FONL

Figura57. Familia f (x) = log, (cx) donde 0 < ¢ < 1y lafuncién dereferenciaes f(x) = log, x.

Opcién 3: d>0. Para seleccionar esta opcion se sefidla ésta con el cursor, seguido
de ENTER como se muestra en la siguiente figura

Fiv
Explorar:

Fe=r

FM-l Exrplorar: c.d

fiwma= a*lngb(c*x) + d

RELEIT FAD AUTO FUNC 5430

Figura 58.

En la pantalla aparecera una animacién en la que la gréfica se desplaza hacia arriba
con respecto a la grafica de referencia, la cual estd remarcada. Esta animacion se
Ileva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo tiempo
gue se muestra la expresion analitica correspondiente. Para €l disefio de la
animacion se eligio como funcién de referencia a f(x) = log, x y se tomaron
elementos de la familia f(x) = log, x + d, haciendo variar el pardametro d desde
0.5 hasta 3 con incrementos de 0.5, lo cual hace un total de 5 imagenes en la
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secuencia. A continuacion se muestran de manera estética las imagenes utilizadas en
la animacion. Estas se encuentran numeradas de acuerdo a su orden de aparicion.
Para su construccion se utiliza el subprograma grafd(), €l cual es [lamado por €

programa creagraf().
e = —~ e = —~
F§r><31= lngzx + .5 F§r><31= lngzx + 1

f_____________ 2

2

] z 3 ]
-2 -2
-4 -4

B

= —— == —— ...

1. [RELEIT RO ALTO FUME 1730 2. |RELEIT FAD ALTO FUME _&/50
e = —~ e = —~
F§r><31= lngzx + 1.5 F§r><31= lngzx + 2.

f_____________ z

2

o] 2 3 o]
-2 -2
-4 =4

—

== —— ... == —— ...
3. |HELEIT FAD ALTO FUME _&/50 4. |ReLE FAD ALTO FUME _&/50
e = —~ e
F§r><31= lngzx + 2.5 F§r><31= lngzx + 3.
2[ /__‘__,___-———-—/—___t 2[ __‘#__________———
[d] Z2 3 [d] Z2 3
-2 -2
-4 =4
5. |LBLEIT FAD ALTO FUME _&/50 6. |LBLEIT FAD ALTO FUME _&/50

Figura59. Familiaf(x) = log, x + d donde d > 0 ylafuncién dereferenciaes f(x) = log, x.

Opcién 4: d<0. Para seleccionar esta opcion se sefidla ésta con el cursor, seguido
de ENTER como se muestra en la siguiente figura

Fzr
Explorar: c,d

Fir
Explarar: a,b

RELEIT EAD AUTO FUMC E/30

Figura 60.

En la pantalla aparecera una animacion en la que la gréfica se desplaza hacia abajo
con respecto a la grafica de referencia, la cual estd remarcada. Esta animacion se
Ileva a cabo de manera ciclica un nimero determinado de veces, al mismo tiempo
gue se muestra la expresion analitica correspondiente. Para €l disefio de la
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animacion se eligio como funcién de referencia a f(x) = log, x y se tomaron
elementos de la familia f (x) = log, x + d, haciendo variar el parametro d desde -3
hasta -0.5 con incrementos de 0.5, lo cual hace un total de 5 imégenes en la
secuencia. A continuacion se muestran de manera estética las imagenes utilizadas en
la animacion. Estas se encuentran numeradas de acuerdo a su orden de aparicion.
Para su construccion se utiliza el subprograma grafd2(), el cual es llamado por €

programa creagraf().
e = —~ e = —~
F_Ex)— lngzx 3 F_Ex)— lngzx 2.5
[ ————
o #1 3 El 11 13 o #1 T El 11 13
-2 -2
-4 -4

1|is|.=zﬁ==

FAD AUTO FUNC 5430 . RELEIT FAD AUTO FUNC 5430

e
F_Ex)= log =-1.5

e
F_Ex)— log = -2, o

— — [

|

Z
ol 1 5 T El 11 13 [2] 3 5 T El 11 13
-2 -2
-4 =4
|- —— —— .. |- —— —— ..
3. |HELEIT FRD_AUTD FUHL 5750 4. |ReLE FRD_AUTD FUHL 5750
N e —~ —~ N e —~ —~
F_Ex)— lngzx 1. F_Ex)— lngzx .5
o 3 5 T El 11 13 o 3 5 T El 11 13
-2 -2
-4 =4
|- —— —— .. |- ——
5. |LBLEIT FRD_AUTD FUHL 5750 0. |LBLEIT FRD_AUTO FUNHL 1750

Figura61. Familiaf(x) = log, x + d donde d <0 ylafuncién dereferenciaes f(x) = log, x.

Paraterminar la ejecucion del programa debera elegirse la opcidn del menu principal Salir
con lateclaF3, como se muestra a continuacion, y se volvera autométicamente ala lineade
comando de la pantalla HOME.

Fir Fzw
[Explnrar: EM T Explorar: c,d

fixa= a*lngb(c*x) + d

RELEIT EAD AUTO FUME 1./20

Figura 62.
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El programaexpolog().

El propdsito de este programa consiste en auxiliar al estudiante en la exploracion de
algunas caracteristicas graficas de las funciones exponenciales y logaritmicas, cuando los
valores de las bases de ambas funciones son iguales y éstas son graficadas en los mismos
gjes coordenados. En este programa se cuidd gue las escalas de los gjes fueran de igual
tamafio, ya que es una condicion indispensable para que se aprecie la simetria entre ambas
graficas, asi como la reflexion de puntos de una funcién en la otra con respecto a la recta

y = Xx.

Operacion del programa

Parainiciar la corrida de este programa se debera escribir expolog() en lalinea de comando
de la pantalla principal HOME, cuidando que el folder actual sea el mismo en el que se
encuentra guardado el programa, Como se muestra a continuacion.

|’F1 T Fev Trzv‘l’ruv‘l’ FS T FE T]
- E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

expolog (>
RELEIT FAD AUTO FUMC 0/30

Figura 63.

Al presionar ENTER aparecera en pantalla un menu de usuario y unas breves instrucciones
de lo que se debe hacer para que el programa continde.

[IHtr‘DdFLj:IC-iI"‘ 4] Enntﬁ nuaPT ]

Fara graficar las siguientes funciones.
Asfgnale un walor a b.

Fixy = BT

gixd = logbx

b =

RELEIT FAD AUTO FUNC 0s/30

Figura 64.

Al seleccionar el estudiante la opcion del mend Introducir b presionando Fi1, aparecera
la ventana de dialogo que se muestra abajo, para que éste introduzca un valor para la base
b, a efecto de que se grafiquen ambas funciones. Esta es la parte delicada del programa,
pues se debe controlar cualquier situacién anébmala en la introduccion del dato para evitar la
interrupcion del programa.

=
T Introducic &1 valor de b ™

S | |
L Enter=0K ESC=CHHCEL J

Figura 65.

221



Lo que se espera es gue se introduzca un valor numérico positivo y diferente de uno. En el
caso de que el estudiante introduzca un dato que no cumple con las caracteristicas
anteriores, como se muestra por gemplo en las siguientes pantallas:

F1 Fz F1 Fz
hntroducir b EontinuaPT ] hntroducir a] EnntinuaPT ]
Fara graficar las siguientes funciones. Fara graficar las siguientes funciones.
Asfgnale un walor a b. Asfgnale un walor a b,
Fixy = BT fixdy = B
glxy = lngbx Quxd = logbx
b =1. b = -4,
RELEIT FAD AUTO FUNC 0/50 RELEIT RAD AUTD FUNC_0/30

hntrnéﬁcir b Enn{inuaPT ]

Fara araticar las siguientes funciones.
Asfgnale un wvalor a b

Fimy = B&

Qlx) = logbx

b = =0l

RELEIT KAD AUTO FUNC 0/30

Figura 66.

ocurrirdque al presionar la opcidn Continuar con lateclaF2 aparecera el siguiente mensaje
de error:

K ™y
El wvalor de b debe ser: biQ
g b#l
Enter=0K

Figura 67.

Otra situacion anémala considerada es cuando se introduce un nimero negativo o positivo
y se presiona la tecla de la operacién de resta 0 suma respectivamente, seguida del nimero.
En las siguientes pantallas se muestra dicha situacién, asi como también el mensaje de error

desplegado.

T Introducir &1 ualor de b ™ & ™
b [& ] Error de sintaxis
Enter=0K ESC=CHHCEL Enter=0k

Figura 68.

Para que el programa pueda trazar las graficas correspondientes, es necesario que se
introduzca un nimero positivo y diferente de uno, como se muestra en la siguiente pantalla.

hntrné&cir b Enn{%nuaPT ]

Para graticar las siguientes funciones.
Asfgnale un walor a b.

Fixy = BT

Qi) = lngbx

b =z

RELEIT EAD AUTO FUMC 0/20

Figura 69.
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Al presionar la opcion del menl Continuar F2, aparecera la pantalla grafica en la que se
aprecian los gjes con su respectiva cuadricula y el trazado de ambas funciones; al terminar
éste aparecerd con egtilo remarcado la gréfica de la linea y = x y una traza, la cual puede
moverse a través de cualquiera de las gréficas con las teclas del cursor <, »asi como por
medio del teclado numérico, asignandole un valor a x, y también pasar de una funcién a
otracon lasteclas del cursor AyY.

1™ |_Fzr Fz F! FE» Fa* TF?

m
+ f—|Zoon|Trace [Regraph|Math |Draw|-

- uciZ. 58496 IESC]
RELEIT FAD AUTO FUMEC

Figura 70.

Para salir del programa se debera presionar ESC y Se regresara automaticamente a la linea
de comando de la pantalla HOME.
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Anexo 4

Codigos de los programas para la
calculadora Voyage 200

A continuacion se presenta el codigo del programa subtan( ), asi como también se
presentan los cddigos de los subprogramas introfun( ) Yy subtg( ).

El programa subtan( ).

subtan()
Prgm

" Limpieza

FnOTT

PlotsOff

ClrGraph

ClrDraw

CIrlo

setMode("'Display Digits',"FLOAT
3")

setMode (""Exact/Approx’,"AUTO™)
setMode("'Graph™,""FUNCTION')
setMode (""Exponential
Format™,"*Normal™)
setMode(""Angle™,"Radian'")
setMode("Complex Format',"Real™)
setMode(*"Pretty Print',"”0n')
setMode(*"Split Screen™,"Full')

setGraph(’coordinates™, " rect'")
setGraph('Grid”,"Off")
setGraph(*'Axes™,"0On™)

Disp "

Disp ' Este programa traza
automaticamente"

Disp ' las subtangentes de la
grafica de una"

Disp " TFunciOn y muestra el
valor numérico"

Disp " de éstas"

Disp "
Disp ™
[ENTER]"
Pause
CIrlo

Lbl s
CIrlo
IT getType(F)="FUNC" Then
Disp "Funcion Actual:"
Output 15,30,glch
Disp "

Para continuar presiona
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Disp "Intervalo-x:
[&string(xmin)&™ ..
"&string(xmax)&™]"

Disp "Intervalo-y:
[&string(ymin)&™ ..
"&string(ymax)&™]"

Else

Disp

Disp

Disp ™
funcion.”

Disp ™

Disp ™

EndIf

[F1] Introducir la

[F2] Subtangentes™
[F3] Salir”

Toolbar
Title " Introd. Funcién ",hl
Title " Subtangentes ™",h2
Title "™ Salir ",h3
EndTBar

Goto s

Lbl hi
introfun():Goto s

Lbl h2

IT getType(F)="FUNC" Then
subtg(Q)
Else
Text ™
EndIf
Goto s

Introducir funcioén.

Lbl h3

FnOTT

CIrlo

ClrHome

ClrDraw

ClrGraph

setMode(*"Split 1 App',"*Home™)
Delvar f,fu,glch

DispHome

EndPrgm



El programa introfun( ).

introfun()
Prgm

ClrGraph:ClrHome
Local xmi,xma,ymi,yma
string(xmin)»xmi :string(xmax)»xma
string(ymin)»ymi :string(ymax)»yma
Lbl deri
Delvar T
Dialog
Title "INTRODUCIR FUNCION F()™
Request "‘Dar Funcion, T(x)=",fu
Text "'
Request "Limite
xmin® ,xmi
Request "Limite
Xmax'" , Xxma
Request "Limite
ymin®,ymi
Request "Limite
ymax'',yma
EndDlog

inferior
superior
inferior

superior

1T ok=0:Goto fin
IT fu="":Goto fin

Try
expr(fu)»f(x)
expr(xmi) zexpr(xma) expr(ymi):exp
r(yma)
Else
I errornum# Then
CIrErr
Text " Error de sintaxis."
DelvVar fu
Goto deri
EndIf
EndTry

Try

expr(fu)»f(x) :y=F(x)»glch
expr(xmi)»xmin:zexpr(xma)»xmax
expr(ymi)»ymin:zexpr(yma)»ymax
Else

IT getType(xmi)#'NUM" Then
CIrErr

Text "Error de dominio™

El programa subtg( ).
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Goto deri
EndIf

IT getType(xma)#'NUM" Then
CIrErr

Text "Error de dominio”
Goto deri

EndIf

IT getType(ymi)#'NUM" Then
CIrErr

Text "Error de dominio"
Goto deri

EndIf

IT getType(yma)#'NUM" Then
CIrErr

Text "Error de dominio”
Goto deri

EndIf

EndTry

IT xmaxexmin or ymaxeymin Then
Text " Error de dominio."
Goto deri

EndIf

Try

Graph f(x)

Else

CIrErr

Text " La variable debe ser x."
DelvVar fu

Goto deri

EndTry

PxIText "Continuar[ENTER]",95,142
Pause
PxIText ™ ",95,142
Lbl fin

EndPrgm



subtg(Q)
Prgm

Local x1,m ,xe,st,i,k,tx,pa,px

10»px:150»pa

PxIText "[S]Parar',95,185
For x1,xmin,xmax, (xmax-
Xxmin)/238*px

Try
Limit(T(F(x),x),x,x1,21)
Else
IT errornum#0:Cycle
EndTry

Limit(T(F(X) ,X) ,X,Xx1,31)»m_

X1-F(x1)/m_»xe
abs(x1-xe)»st

PxIText tx,2,50
"subtan=
"&string(round(st, 3))»tx
PxIText tx,2,50

»tX

IT f(x1)=0 Then

If m_<0 and xeerxmax Then
Line xmin,f(x1)+(xmin-
x1)*m_,xe,0,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

IT m_>0 and xezxmin Then
Line xe,0,xmax,f(x1)+(xmax-
x1)*m_,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

For 1,1,pa:EndFor
getkey(OQ»k

IT k=115 Then

PxIText "[ Tecla]",95,185
O»k

While k=0:getKey()»k:EndWhile

PxIText "[S]Parar',95,185
EndIf

If m_<0 and xeexxmax Then
Line xmin,f(x1)+(xmin-
x1)*m_,xe,0,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

IT m_>0 and xezxmin Then
Line xe,0,xmax,f(x1)+(xmax-
x1)*m_,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

EndIf

IT f(x1)<0 Then

IT m_<0 and xezxmin Then
Line xe,0,xmax,f(x1)+(xmax-
x1)*m_,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

If m_ >0 and xeexmax Then
Line xmin,f(x1)+(xmin-
x1)*m_,xe,0,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

For 1,1,pa:EndFor
getkey(OQ»k
IT k=115 Then
PxIText "[ Tecla]",95,185
O»k

While k=0:getKey()»k:EndWhile

PxIText "[S]Parar',95,185
EndIf

IT m_<0 and xezxmin Then
Line xe,0,xmax,f(x1)+(xmax-
x1)*m_,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

If m_ >0 and xeexmax Then
Line xmin,f(x1)+(xmin-
x1)*m_,xe,0,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

EndIf
EndFor

" ""»tx
Px1Text tx,2,50

PxIText "[ENTER]Cont.",95,170

DelVar stpx,stpa:Pause
PxIText tx,95,170
EndPrgm



Se presenta a continuacion el cddigo del programa deriexpo( ) y del subprograma
subta( ).

El programa deriexpo( ).

deriexpo() Lbl hil
Prgm ClrGraph
CIrlo
" Limpieza Output 1,5,"Para graficar la
ClrHome siguiente funcilOn."
Output 11,5,"Asignale un valor a
Lbl reg AT
FnOffF Output 38,118,"x"
PlotsOff Output 45,70," 'y = A"
ClrGraph Output 70,30,"A = "'
ClrDraw
CIrlo Lbl tbarl
setMode("'Display Digits',"FLOAT Toolbar
5 Title "Introducir A *,introda
setMode (""Exact/Approx’,"AUTO™) Title "Continuar™,nxt
setMode(*"Graph™,""FUNCTION'") EndTBar
setMode(*"Complex Format',"Real™)
setMode(*"Pretty Print',"”0n') Lbl introda
setMode(*"Split Screen™,"Full') Dialog
Title " Introducir el valor de A"
setGraph(’coordinates™, " rect'") Request "A ',strna
setGraph('Grid™,"Off'") EndDlog
setGraph(*Axes™,"0On™)
Try
expr(strna)»coefa
Lbl s Else
CIrlo IT errornum#0 Then
IT getType(F)="FUNC" Then CIrErr
Disp "FunciOn Actual:" Text " Error de sintaxis"
Output 20,30, fpp DelvVar strna
Else Goto hl
Disp " EndIf
Disp " EndTry
Disp ™ [F1] Introducir
FunciOn." Output 70,53,approx(coefa)
Disp ™ [F2] Subtangentes. Goto tbarl
Disp " [F3] FunciOn
Derivada." Lbl nxt
Disp ™ [F4] Para salir del approx(coefa)»aa
programa."
EndIf IT getType(aa)#'NUM" Then
CIrErr
Toolbar Text "A debe ser: A>0 y A?1"
Title "IntrFunc™,hl DelvVar aa
Title "Subtangente™,h2 Goto hl
Title "FuncDerivada™,h3 EndIf
Title ™ Salir”,h4
EndTBar IT aae0 or aa=1 Then
Goto s Text A debe ser: A>0 y A?1"
DelvVar aa
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Goto hl
EndIf

" Definir funcion
aa™»T(x)
1/(In(aa))»la
y=F()»Tpp

" Dimensionar la pantalla
IT aa=1.45 Then

a_b5»xmin

6. 3»xmax

1»xscl

T(6)»ymax
aint(ymax/9)»ymin
dim(string(int(exact(f(6)))))-
1»dimy

10ndimy»yscl

EndIf

If 1<aa<1.45 Then

al»xmin

20 .5»xmax

2»xscl

T(20)»ymax

2int(ymax/9)»ymin
dim(string(int(exact(f(20)))))-
1»dimy

10Adimy»yscl

EndIf

If .5caa<l Then
a_b5»xmin

7 . 3»Xmax

1»xscl

a_5»ymin
1.1»ymax

1»yscl

EndIf

If O<aa<.5 Then
a_2»xmin

3»Xmax

1»xscl

a_5»ymin
1.1»ymax

1»yscl

EndIf

Graph f(x)

int(xmax/xscl)»numx

For i,1,numx

PtText string(i*xscl),i*xscl-
5%,,X,82%,)y

EndFor
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int(ymax/yscl)»numy

For 1,1,numy

PtText

string(i),&8*,x, 1*yscl+5*,y
EndFor

PtText

"3v&string(yscl), 3*,,x,ymax-,,y

PxIText "[ENTER]Cont.",95,170

string(aa)»para
Pause

. "tex
PxIText tex,95,170

Goto s

Lbl h2

IT getType(F)="FUNC" Then
subta()
Else
Text ™
EndIf
Goto s

Introducir funcioén.”

Lbl h3
IT getType(F)="FUNC" Then
Graph T(f(x),x)

"y ="&string(F(x))&""/"&string(rou

nd(la,5))»deri

PxIText deri,2,65

PxIText "[ENTER]Cont.",95,170
Pause

PxIText tex,95,170

PxIText tex,2,65

Else
Text ™
EndIf

Introducir funcioén.”

Delvar f,fpp
Goto s

Lbl h4

FnOTT

CIrlo

ClrHome

ClrDraw

ClrGraph

setMode(*"Split 1 App',"*Home™)
Delvar para,fpp,aa,f,deri
DispHome

EndPrgm



El programa subta( ).

subta()
Prgm

Local x1,m ,xe,st,i,k,tx,pa,px
13»px:150»pa

PxIText "[S]Parar™,95,185
For x1,xmin,xmax, (xmax-
Xmin)/238*px
Try
Limit(T(F(x),x),x,x1,21)
Else
IT errornum?0:Cycle
EndTry

Limit(T(F(X) , %) ,X,Xx1,31)»m_
X1-F(x1)/m_»xe
abs(x1-xe)»st

PxIText tx,2,65
"subtan=
"&string(round(st,4))»tx
PxIText tx,2,65

»tX

If m_<0 and xeerxmax Then
Line xmin,f(x1)+(xmin-
x1)*m_,xe,0,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

IT m_>0 and xezxmin Then
Line xe,0,xmax,f(x1)+(xmax-
x1)*m_,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

For 1,1,pa:EndFor

getkey(OQ»k

IT k=115 Then

PxIText "[ Tecla]",95,185

O»k

While k=0:getKey()»k:EndWhile
PxIText "[S]Parar',95,185
EndIf

If m_<0 and xeerxmax Then
Line xmin,f(x1)+(xmin-
x1)*m_,xe,0,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

IT m_>0 and xezxmin Then
Line xe,0,xmax,f(x1)+(xmax-
x1)*m_,21

Line x1,f(x1),x1,0,21
EndIf

EndFor

PxIText tx,2,65

PxI1Text "[ENTER]Cont.",95,170
Pause

PxIText tx,95,170

EndPrgm

»tX

A continuacion se presenta el codigo del programa derivlog( ) y del subprograma

subtg2( ).-
Programa derivlog( ).

derivlog(Q)
Prgm

" Limpieza
ClrHome

Lbl reg
FnOTT
PlotsOff
ClrGraph
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ClrDraw

CIrlo

setMode("'Display Digits',"FLOAT
5")

setMode (""Exact/Approx’,"AUTO™)
setMode(*'Graph™,""FUNCTION')
setMode(*"Complex Format',"Real™)
setMode(*"Pretty Print',"”0n')
setMode(*"Split Screen™,"Full')



setGraph(*’coordinates™, " rect')
setGraph('Grid™,"Off'")
setGraph(*'Axes™,"0On™)

Lbl s

CIrlo

IT getType(F)="FUNC" Then
Disp "FunciOn Actual:"
Output 15,30,"Ff(x)=log x"
Output 22,77,parab

Else
Disp
Disp
Disp ™ [F1] Introducir
FunciOn."

Disp ™ [F2] Subtangentes.
Disp " [F3] FunciOn
Derivada."

Disp ™ [F4] Para salir del
programa."

EndIf

Toolbar
Title "IntrFunc',hl
Title "Subtangente'™, h2
Title "FuncDerivada',h3
Title "™ Salir'",h4
EndTBar

Goto s

Lbl hi

ClrGraph

CIrlo

Output 1,5,"Para graficar la
siguiente funcilOn."

Output 11,5,"Asignale un valor a

b-ll

Output 50,50,"F(x) = log X"
Output 55,110,"b"

Output 75,30,"b = "

Lbl tbarl

Toolbar

Title "Introducir b ",introdb
Title "Continuar',nxt
EndTBar

Lbl introdb
Dialog

Title " Introducir el valor de b"

Request "b " ,strnb

EndDlog

Try

expr(strnb)»coefb

Else

I errornum# Then

CIrErr

Text " Error de sintaxis"
DelVar strnb

Goto hl

EndIf

EndTry

Output 75,53,approx(coefth)
Goto tharl

Lbl nxt
approx(coefb)»bb

IT getType(bb)#'NUM"™ Then
CIrErr

Text "EI valor de b debe ser:
y b?1"

DelVar bb

Goto hl

EndIf

If bbeO or bb=1 Then

Text "EI valor de b debe ser:
y b?1"

DelVar bb

Goto hil

EndIf

" Definir funcion
log(x,bb)»F(x)

“Dimensionar pantalla
IT 1_.3ebbe3 Then
a_3»xmin

6. 3»xmax

1»xscl

a3»ymin

4 _5»ymax

1»yscl

EndIf

1T O<bb<1.3 Then
a_3»xmin

6. 3»Xmax

1»xscl

aB»ymin

10»ymax

3»yscl

EndIf

b>0

b>0



1 bb>3 Then
al»xmin

20 .5»xmax
2»xscl
a1._.5»ymin

2 _6»ymax
1»yscl

EndIf

Graph f(x)
int(xmax/xscl)»numx

For i,1,numx

PtText string(i*xscl),1*xscl-

5%,,X,82%,)y

EndFor

int(ymax/yscl)»numy

For 1,1,numy

PtText
string(i*yscl) ,212* x,i*yscl+5*,y
EndFor

PxIText "[ENTER]Cont.",95,170
string(bb)»parab

Pause

' "»tex

PxIText tex,95,170

Goto s

Lbl h2

IT getType(F)="FUNC" Then
subtg2()

Else

El programa subtg2( ).

subtg2()
Prgm

Local
x1,xmi,m_,ye,st,i,k,tx,pa,px
15»px:150»pa

0.5»xmi

PxIText "[S]Parar',95,185
For x1,xmi,xmax,(Xmax-
Xxmin)/238*px

Try
Limit(T(F(x),x),x,x1,21)
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Text "
EndIf
Goto s

Introducir funcioén."

Lbl h3

IT getType(F)="FUNC" Then
Graph (f(x),x)
approx(T(F(x),x))»deri
PxIText

T (x)="&string(deri),2,50
PxIText "[ENTER]Cont.",95,170
Pause

PxIText tex,95,170

PxIText tex,2,50

Else
Text "'
EndIf
Delvar f
Goto s

Introducir funcioén.”

Lbl h4
FnOff
Cirlo
ClrHome
ClrDraw
ClrGraph

setMode(*"Split 1 App',"*Home™)
DelVar parab,bb,f,deri
DispHome

EndPrgm

Else
IT errornum?0:Cycle
EndTry

Limit(T(F(X) , %) ,X,x1,31)»m_
T(X1)-x1*m_»ye
abs(f(x1)-ye)»st

PxIText tx,2,50
"subtan=
"&string(round(st,4))»tx
PxIText tx,2,50

»tX



IT m_<0 and yerymax and
Tf(x1)=ymin Then

Line 0,ye,x1+(ymin-
f(x1))/m_,ymin,21

Line 0,f(x1),x1,f(x1),&21
EndIf

IT m_>0 and yezymin and
T(x1)eymax Then

Line 0,ye,x1+(ymax-
f(x1))/m_,ymax,&1

Line 0,f(x1),x1,f(x1),&21
EndIf

For 1,1,pa:EndFor

getkey(OQ»k

IT k=115 Then

PxIText "[ Tecla]",95,185

O»k

While k=0:getKey()»k:EndWhile
PxIText "[S]Parar',95,185
EndIf

IT m_<0 and yerymax and
Tf(x1)=ymin Then

Line 0,ye,x1+(ymin-
f(x1))/m_,ymin,21

Line 0,f(x1),x1,f(x1),21
EndIf

IT m_>0 and yezymin and
T(x1)eymax Then

Line 0,ye,x1+(ymax-
f(x1))/m_,ymax,21

Line 0,f(x1),x1,f(x1),&21
EndIf

EndFor

Px1Text tx,2,50

»tX

PxIText "[ENTER]Cont.",95,170

Pause
Px1Text tx,95,170

EndPrgm

Se muestra a continuacioén el codigo del programa graflog( ).

graflog(Q)
Prgm

ClrDraw

ClrGraph

CIrlo

PlotsOff

FnOTT
setMode(*'Graph™,""FUNCTION')
setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode(*"Complex Format',"Real™)
setMode(*"Pretty Print',"”0n')
setGraph(’coordinates™, " rect'")
setGraph('Axes™,"0ff'")

Disp "
Disp ™
Graficas y"
Disp " Anallticas Dinamicamente
vinculadas"
Disp ™
Logaritmica"
Disp "

Disp ™

(c*x) + d"

Representaciones

de una Funcién

f(x)= a*log
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Output 67,133,"b"

Disp "
Disp ™ Para
continuar:[ENTER]™
Pause
CIrlo
Lbl s
ClrDraw
Output 30,80,"F(x)= a*log (c*x) +
d-
Output 37,146,"b"
Toolbar
Title " Explorar: a,b ™
Item "b>1",h1
Item "O<b<1",h2
Item "]a]>1",h3
Item "&l<a<1",h4
Title " Explorar: c,d "
Item ""c>1",h5
Item "0O<c<1",h6
Item "d>0",h7
Item "d<0",h8
Title "™ Salir ",h9



EndTBar

Lbl hi

ClrDraw

CIrlo

CyclePic "base"™,6,1.7,3,21
Goto s

Lbl h2

ClrDraw

CIrlo

CyclePic "base2',7,1.7,3,21
Goto s

Lbl h3

ClrDraw

CIrlo

CyclePic "dilat",7,1.7,3,21
Goto s

Lbl h4

ClrDraw

CIrlo

CyclePic "contrac™,8,1.7,3,21
Goto s

Lbl h5

ClrDraw

CIrlo

CyclePic "trasl',4,1.7,3,21

Goto s

Lbl h6

ClrDraw

CIrlo

CyclePic "trasl2",5,1.7,3,21
Goto s

Lbl h7

ClrDraw

CIrlo

CyclePic "trasl3",6,1.7,3,21
Goto s

Lbl h8

ClrDraw

CIrlo

CyclePic "trasl4",6,1.7,3,21
Goto s

Lbl h9

ClrDraw

CIrlo

Delvar
para,parb,parc,pard,pard2,i,a,b,c
,d2,d3,a2,b2,d,para2,parb2,parc2
setGraph(*'Axes™,"0On™)

DispHome

EndPrgm

Programa creagraf( ). Este programa se utiliza para la construccion de las gréficas que
se utilizan en las animaciones del programa graflog( ), utiliza varios subprogramas los

cuales se incluyen a continuacion.

El programa creagraf().

creagraf(Q
Prgm

ClrHome

ClrDraw

ClrGraph

CIrlo

PlotsOff

FnOTT
setMode("'Graph™,""FUNCTION'")
setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode(*"Complex Format',"Real™)
setMode(*"Pretty Print',"”0n')
setGraph(’coordinates™, " rect')
setGraph('Axes™,"0ff'")
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grafa()
grafa2()
grafbQ
grafb2()
grafc(Q)
grafc2()
grafdQ)
grafd2()

setGraph(*'Axes™,"0On™)
DispHome

EndPrgm



El programa grafa( ). El programa grafa2( ).

grafa(Q) grafa2()
Prgm Prgm
Local 1 Local 1
a_3»xmin al»xmin
5»xmax 9»xmax
ag»ymin az2»ymin
9»ymax 2»ymax
ClrDraw ClrDraw
ClrGraph ClrGraph
PlotsOff PlotsOff
FnOTT FnOTT
CIrlo CIrlo
se*tmode("'Split Screen™,"FULL™) setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode("'Graph™,""FUNCTION™) setMode(*"'Graph™,""FUNCTION™)
O»i O»i
For a,#6,6,2 For a2,=2.7,.7,.2
ClrDraw ClrDraw
ClrGraph ClrGraph
Graph a*log(x,3),x Graph a2*log(x,3),X
DispG DispG
RclPic dibh3 RclPic dibh4
a»para a2»para2
PxIText PxIText
"f(x)="&string(para)&”log x",2,3 "f(x)="&string(para2)&Tlog x",2,3
PxIText "3",8,60 PxIText "3",8,66
i+1»1 i+1»1
StoPic #('dilat"&string(i)) StoPic #('contrac™&string(i))
Archive #('dilat"&string(i)) Archive #('contrac”&string(i))
EndFor EndFor
EndPrgm EndPrgm

B & 7
Trace|Regraph|Math|Draw|

EI//’-T 2 3 4 ] 2z 4 3 & ¥ 8
-4 -1

-2
RELEIT FRD AUTO FUNC RELEIT FRD AUTO FUNC

dibh3 dibh4
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El programa grafb().

grafbQ)
Prgm
Local 1

al»xmin

O»xmax

aB»ymin

6»ymax

ClrDraw

ClrGraph

PlotsOff

FnOTT

CIrlo

setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode("'Graph™,""FUNCTION™)

O»1i

For b,1.5,4,.5
ClrDraw

ClrGraph

Graph log(x,b),x
DispG

RclPic dibh2
b»parb

PxIText "f(x)=log x",2,3
string(parb)»parab
PxIText parab,9,50
i+1»i

StoPic #('base"&string(i))
Archive #('base"&string(i))
EndFor
EndPrgm

T Fev FEw | Fav

- f—|[Zoom Tr*ac,e Regr‘aph Math|Oraw] -

RELEIT FRO AUTO FUMC

dibh2
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El programa grafb2( ).

grafb2()
Prgm
Local 1

al»xmin

O»xmax

ag»ymin

8»ymax

ClrDraw

ClrGraph

PlotsOff

FnOTT

CIrlo

setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode(""Graph™,""FUNCTION™)

O»1i

For b2,.1,.7,.1

ClrDraw

ClrGraph

Graph log(x,b2),x

DispG

RclPic dibhl

b2»parb2

PxIText "f(x)=log x",2,3
string(parb2)»parab2
Px1Text parab2,9,49

i+1»i

StoPic #('base2"&string(i))
Archive #('base2"&string(i))
EndFor
EndPrgm

17 Fer FEwr Far

- f—|[Zoom Tr*ac,e Regr‘aph Math|Oraw] -

RELEIT FRO AUTO FUMC

dibhl



El programa grafc( ).

grafc(Q
Prgm

Local 1
a_3»xmin
4»xmax
aS»ymin
5»ymax
ClrDraw
ClrGraph
PlotsOff
FnOTT
CIrlo
setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode("'Graph™,""FUNCTION™)
O»1i
For c,2,5,1
ClrDraw
ClrGraph
Graph log(c*x,2),x
DispG
RclPic dibh5
c»parc
PxIText "f(x)= log
('&string(parc)&'x)”,2,3
PxIText 2" ,8,57
i+1»i
StoPic #('trasl'&string(i))
Archive #('trasl&string(i))
EndFor
EndPrgm

1 Fer FE=- Fa*
- E =T Tr*ac,e Regr‘aph Math|Oraw] -

RELEIT FRO AUTO FUMC

dibh5

El programa grafc2( ).

grafc2()
Prgm

Local 1

al»xmin

15»xmax

aS»ymin

5»ymax

ClrDraw

ClrGraph

PlotsOff

FnOTT

CIrlo

setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode("'Graph™,""FUNCTION')
O»1i

For d,.1,.5,.1

ClrDraw

ClrGraph

Graph log(d*x,2),x

DispG

RclPic dibh6

d»parc?2

PxIText "f(x)= log
"&string(parc2)&'x)',2,3
PxIText "2",8,57

i+1»i

StoPic #('trasl2"&string(i))
Archive #('trasl2"&string(i))
EndFor

EndPrgm

~

1 Fer FE=- Fa*
- E =T Tr*ac,e Regr‘aph Math|Oraw] -

El/l 3 a T El 11 13
-2

RELEIT FRO AUTO FUMC

dibh6



El programa grafd( ).

grafdQ)
Prgm

Local 1

a_3»xmin

4»xmax

aS»ymin

5»ymax

ClrDraw

ClrGraph

PlotsOff

FnOff

CIrlo

setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode("'Graph™,""FUNCTION')
O»1i

El programa grafd2( ).

grafd2()
Prgm

Local 1

al»xmin

15»xmax

aS»ymin

5»ymax

ClrDraw

ClrGraph

PlotsOff

FnOff

CIrlo

setMode(*"Split Screen™,"FULL'™)
setMode("'Graph™,""FUNCTION')
O»1i

Cdbdigo de programa expolog( )-

expolog()
Prgm

" Limpieza
ClrHome

Lbl reg
FnOff
PlotsOff
ClrGraph
ClrDraw

For d3,0.5,3,0.5

ClrDraw

ClrGraph

Graph log(x,2)+d3,x
DispG

RclPic dibh5

d3»pard

PxIText "f(x)= log x +
"&string(pard),2,3
PxIText "2",8,57

i+1»i

StoPic #('trasl3"&string(i))
Archive #('trasl3"&string(i))
EndFor
EndPrgm

For d2,23,20.5,0.5

ClrDraw

ClrGraph

Graph log(x,2)+d2,x

DispG

RclPic dibh6

d2»pard2

PxIText "f(x)= log
x"'&string(pard2),2,3

PxIText "2",8,57

i+1»i

StoPic #('trasl4”&string(i))
Archive #('trasl4”&string(i))
EndFor
EndPrgm

CIrlo

setMode("'Display Digits',"FLOAT
6")

setMode (""Exact/Approx’,""AUTO™)
setMode(*'Graph™,""FUNCTION')
setMode(*"Complex Format',"Real™)
setMode(*"Pretty Print',"”0n')
setMode(*"Split Screen™,"Full')

setGraph(’coordinates™, " rect')
setGraph('Grid™,"0On™)



setGraph(*'Axes™,"0On™)

all»xmin
23»xmax
a5»ymin
10»ymax

" Introducir funcioén

Lbl intfn
CIrlo

Output 1,5,"Para graficar las

siguientes funciones."

Output 11,5,"Asignale un valor a

b."

Output 25,105, "x"
Output 30,50,"F(X)

n
o

Output 50,50,"g(x)
Output 55,110,"b"
Output 75,30, "b ="

log x"

Lbl tbarl
Toolbar

Title "Introducir b ",introdb

Title "Continuar',nxt
EndTBar

Lbl introdb
Dialog

Title " Introducir el valor de b"

Request "b",strnb
EndDlog

Try

expr(strnb)»coefb

Else

I errornum# Then

CIrErr

Text " Error de sintaxis"
DelVar strnb

Goto iIntfn

EndIf

EndTry

Output 75,53,approx(coefth)
Goto tharl

Lbl nxt
approx(coefb)»bb

" Definir funciones
bbx»y99(x)

238

log(x,bb)»y98(x)

IT getType(bb) £#'NUM"™ Then
CIrErr

Text "EI valor de b debe ser: b>0

y b#1"
DelVar bb
Goto intfn
EndIf

1T bbeO0 or bb=1 Then

Text "EI valor de b debe ser:

b>0 y b#1"
DelVar bb
Goto intfn
EndIf

RclPic grafeje4

" Dimensionar la pantalla
all»xmin

23»xmax

1»xscl

aS»ymin

10»ymax

1»yscl

DispG
Trace
Goto fin

Lbl fin

FnOff

CIrlo

ClrHome

ClrDraw

ClrGraph
setGraph('Grid”,"Off'")

setMode("Split 1 App',"*Home™)

EndPrgm
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