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INTRODUCCION

La disciplina matemética actual es poseedora de una estructura Unica, construida
en torno a métodos especificos de razonamiento que privilegian la naturaleza
“ideal” de los objetos con los que trabaja, sin que tal caracteristica sea del
conocimiento del resto de los usuarios de la disciplina. La intencion de dicha
disposicion es el fruto de siglos de cambios y reorganizaciones del conocimiento
matematico, con la finalidad de crear una ciencia ordenada, estable y sobre todo
confiable (primeramente dentro de la comunidad de mateméaticos y posteriormente
fuera de ella). La demostracion de las distintas afirmaciones en la ciencia
matematica es parte vital en el desarrollo estructural antes mencionado, al ser la

precursora del vinculo intrinseco de las Mateméticas y la Logica.

Cuando hablamos de “Demostracién”, en la comunidad Matematica resulta natural
el asociarlo con la formalidad y rigor propio de la disciplina actual, es por ello
conveniente aclarar dos elementos relevantes: El primero es que la demostracion
en cada area cientifica varia segun la ontologia® de los objetos en los que se
sustenta y los objetivos que persigue. El segundo punto a clarificar, y ain mas
relevante por las pretensiones del trabajo, es que los inicios de las matematicas no
se escaparon de la ingenuidad que sustentaba las bases del conocimiento de las
sociedades antiguas. Los primeros 3000 afios de la disciplina se caracterizaron
por un motor basado en intereses pragmaticos, utiles en las problematicas de
medida y areas, donde el uso de dichos conocimientos se respaldaba en los
resultados coherentes y estables que arrojaba, marginando el por qué de los

mismos.

En lo concerniente a las distintas formas de probar’, es necesario hacer una
distincién entre las ciencias facticas y formales; las primeras tienen como obijetivo
el buscar la coherencia de los hechos con una explicacion plausible de los mismos

(entre sus principales exponentes estan: la Fisica, Biologia, Quimica, etc.),

! Una ontologia define el vocabulario de un area mediante un conjunto de términos basicos y relaciones entre dichos
términos, asi como las reglas que los combinan y relaciones que amplian las definiciones dadas en el vocabulario.

2 En este momento usaremos los términos probar y demostrar como sinénimos, pero aclararemos esta terminologia méas
adelante.



encargandose de generar teorias para comprender el universo que habitamos a
partir de los hechos (cosas que se perciben con los sentidos, directa o
indirectamente). Las ciencias formales (Matematicas, Ldgica y otras), en cambio,
se interesan por las formas de razonamiento y no solamente el contenido de los
saberes, es por ello que el ideal metodoldgico se basa en un sistema axiomatico
formado por premisas (llamados axiomas dentro de la matematica), reglas de
formacion, reglas de transformacién (de inferencia, en el caso particular de las
Matematicas y la Légica) y teoremas. La estructura y el alcance de cada sistema

axiomatico estan determinados por sus axiomas.

El segundo punto a clarificar es el inicio y transiciéon de la demostracién en
matematicas, con la firme conviccion de obtener una congruencia entre los
cambios en las pruebas aceptadas por la comunidad Matematica y las formas de
argumentar utilizadas por los estudiantes, mientras avanzan en su formacion
escolar. La relacion entre la evolucion disciplinar y los argumentos en el salén de
clases, se convierten en el motor del presente trabajo; incorporando el apoyo de
distintas investigaciones de Matematica Educativa como facilitadores de la tarea

asumida.

El trabajo ha sido organizado en cinco capitulos, los cuales se resumen a

continuacion:

CAPITULO 1. Se exponen los antecedentes que originaron la presente
investigacion (gestados en la disciplina matematica y con repercusiones en el
ambiente escolar). Concluyendo con el planteamiento del problema, las preguntas

de investigacion, la justificacion y los objetivos perseguidos en el trabajo.

CAPITULO 2. Donde se aclaran las referencias tedricas, tanto aquellas que
aportan lineamientos especificos como las consideradas como antecedentes del
trabajo. En las primeras partes del capitulo, se expone una vision en torno a lo que
podemos entender por “Demostracibn Matematica” y sugerencias de su
tratamiento en el aula. Finalmente, en un Ultimo apartado, se hace referencia a los

elementos concretos que guian la investigacion, enfatizando las aportaciones
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hechas por Van Hiele (1957) y Rodriguez (2006), las cuales respaldan nuestra

postura durante la realizacion del trabajo.

CAPITULO 3. Se presentan los aspectos metodolégicos, donde se describen las
actividades realizadas para el desarrollo de la investigacion y se da una breve
explicacion del por qué de cada una y los objetivos perseguidos. También se
describen los instrumentos utilizados para obtener la informacion y las

caracteristicas de los individuos de prueba.

CAPITULO 4. Contiene el andlisis de resultados, donde se presentan organizadas
y detalladas todas las observaciones y reflexiones obtenidas. Los analisis
elaborados se presentan en dos etapas: La primera representa un estudio del
rendimiento de los estudiantes durante la realizacién de actividades disefiadas vy,
en una segunda instancia, se presenta un resumen de resultados y su

interpretacion para la investigacion.

CAPITULO 5. Para terminar, se ofrecen resumidas conclusiones del trabajo y, en
comparacién con el capitulo anterior, en ésta seccion se presentan los resultados
globales y centrados en el objeto de interés. Ademas se incluye una revaloracion

de los objetivos alcanzados y recomendaciones para continuar la investigacion.



CAPITULO 1
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

ANTECEDENTES

La seleccion del tema y la probleméatica en general, obligan a tener en cuenta los
diversos antecedentes, gestados en la disciplina matematica y con repercusiones
en el ambiente escolar; de ahi la conveniencia de recrear el panorama global del
escenario en el que se desenvuelve el tema de interés. El conocer el contexto que
condicion6 la evolucion del concepto de prueba en matematicas, nos permite
revalorar la necesidad de argumentar, su papel en el plano cientifico y sus efectos
en el salén de clases. Como cierre del capitulo, se relaciona el escenario con las
razones para plantear el problema de investigacién, su justificacién y los objetivos

perseguidos.

CONSIDERACIONES CIENTIFICAS (DISCIPLINA MATEMATICA)

Como fruto de la concepcion filosoéfica del “Circulo de Viena™, la objetividad de los
criterios de verificacion y de confirmacion en las ciencias toma un rol protagénico,
al grado de que, tan pronto una teoria o explicacion se convierte en conocimiento
probado o confirmado, surge la nueva dificultad de justificar el método que da
legitimidad a las inferencias realizadas.

En el ambito de las ciencias, todo conocimiento que pretendemos sea respetado o
qgue aspiremos a llamarlo “cientifico”, tiene la necesidad de estar apropiadamente
fundamentado, en el sentido de que sus bases sean firmes y sus resultados

% Movimiento iniciado en Viena por Moritz Schilck, entre 1922-1936, interesado en distinguir lo que es una ciencia y lo que
no, ademas de elaborar un lenguaje comudn a todas las ciencias. Las 4 tesis que definen el circulo son: La posibilidad de
diferenciar al conocimiento cientifico o ciencia del resto de conocimientos, la capacidad de expresar una observacion
cientifica a través de simbolos y relacionarse con otras observaciones mediante el mismo lenguaje, la realidad es Unica
para todos los conocimientos (critica a la metafisica) y, por ultimo, todo estudio cientifico se compone de fases de
observacion, procesamiento y conclusiones finales (o leyes generalistas).



consistentes. Aunque la fundamentacion de cada conocimiento esta condicionada
por los lineamientos de la comunidad a la que esta dirigido, realmente son los
argumentos y pruebas las que determinaran si dicho saber perdura a través del
tiempo.

El hablar de “pruebas” es un tema complejo, bajo la premisa que éstas son las
transmisoras de la verdad y omitiendo el trasfondo filoséfico de definir el
significado de “verdad”, el simple hecho de discutir si alguna ciencia estd 6 no
apropiadamente fundamentada a partir de los argumentos y pruebas en los que se
basa, implica creer que nuestro razonamiento es inmune de perderse en el
proceso de verificacion. Aunque la confiabilidad y complejidad de las pruebas
estan condicionadas por la comunidad que se desea convencer, también podemos
clasificar a las ciencias segun el papel que desempefan las pruebas, ya que los
mismos objetivos que éstas persiguen varian segun los intereses primarios de la
disciplina en la que estan inmersos. En la clasificacibn en ciencias facticas y
formales, presentada previamente, podemos distinguir un rol significativamente
distinto de las pruebas, en las factuales por ejemplo, la confiabilidad de una
prueba se basa en un control de parametros de tipo experimental, ya que
recordemos que sus intereses se concentran en crear teorias que expliquen de
manera eficiente los fendbmenos que nos rodean. En cambio, en las ciencias
formales (dado la naturaleza de los objetos que las conforman y sus
pretensiones), la forma de probar juega un papel aun mas relevante, al no
limitarse en el reconocimiento de la consistencia del saber que persigue sino,
ademas, cuestionar los métodos de razonamiento utilizados para conseguir dicha

estabilidad (analizando a las pruebas mismas).

Especificamente en el contexto matematico, las pruebas reconocidas como
validas reciben el nombre de “demostracion” y es la comunidad de matematicos,
como fruto de un constante replanteamiento y fundamentacion de la disciplina, la
que delimita las caracteristicas que deben contener. Entre las directrices
fundamentales, podemos mencionar dos consideraciones necesarias para

reconocer una prueba como demostracion matematica: Primeramente, al



razonamiento deductivo basado en los principios de la l6gica aristotélica (al menos
en sus origenes y considerando la evolucion de la l6gica misma), y en segunda
instancia, la naturaleza ideal de los objetos (la cuél es necesaria para no ser
influenciados por los sentidos y la intuicion).

El auge de las demostraciones matematicas con este esquema se alcanzé en el
siglo XX, bajo la escuela Bourbaki*, donde el grupo se encargé de sistematizar las
relaciones entre distintas teorias matematicas, mediante el método axiomatico y
replanteando completamente la disciplina. El punto de partida fue la redaccion de
un tratado como herramienta indispensable para la comunidad matematica, con el
objetivo de partir de una base comun y légicamente ordenada, la teoria de
Conjuntos se convirti6 en el elemento unificador, con la cual se esperaba
conseguir la mayor generalidad y utilidad posible para los usuarios en distintas
tareas, descartando por ello las referencias intuitivas de lo real. Es en 1938 que se
elige el titulo de su obra: “Eléments de Mathématique”, haciendo alusién a los
Elementos de Euclides, omitiendo la letra “s” de Mathématiques para reafirmar el

objetivo de unificar a la disciplina.

CONSIDERACIONES ESCOLARES

En los afos cincuenta surgié un movimiento europeo, con la firme intencién de
introducir la nueva Matematica en la ensefianza escolar de los distintos niveles
educativos, bajo la premisa que los cambios en la matematica se debian reflejar
también en su ensefianza elemental. Estados Unidos fue el primero en América en
interesarse por actualizar sus programas de matematicas, deslumbrado por la
precision del lenguaje que ofrecian las llamadas “Mateméticas Modernas”,
publicando varios libros de texto y material educativo dirigidos a profesores de

enseflanza media. Fue hasta los setentas cuando México se incorporé a la

* Pseudonimo de una sociedad de matematicos franceses, responsables de la reestructuracion de las Matematicas durante
el primer tercio del siglo XX, cuya aportacion consisti6 en homogeneizar los fundamentos de las distintas ramas de la
disciplina, mediante el apoyo de la teoria de conjuntos como una base comun a todas.
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corriente modernista, utilizando como material educativo una mezcla de los

usados por la comunidad francesa y estadounidense, en sus respectivos paises.

La reforma educativa se implementé en 1971, modificando considerablemente el
curriculo matematico escolar, con la intencion de unificar el lenguaje y promover el
formalismo adoptado por la disciplina a finales del siglo XIX. La transformacion
alcanzé los niveles de primaria y el medio superior, para después ser acogidos por
instituciones privadas. La nueva prioridad en la matematica escolar era la
comprension de las relaciones entre los objetos ideales, bajo la premisa de que los
estudiantes podrian aterrizar las estructuras abstractas en sus practicas

habituales.

Se necesitaron casi 20 afios para reconocer que ni alumnos ni profesores estaban
preparados para enfrentar la nueva propuesta curricular, las razones del fracaso
pueden ser el desconocimiento de los docentes de la teoria de conjuntos y el rigor
de su estructura, la cual estaba fuera del alcance del estudiante. Al fracasar los
intentos unificadores, los Conjuntos y la Ldgica, elementos importantes de la
nueva concepcion de las Mateméaticas, mantuvieron su presencia en el curriculo

escolar pero se convirtieron en elementos aislados del resto de las ciencias.

Con la intencién de corregir el rumbo y subsanar el dafio de las Matematicas
Modernas en el &mbito escolar, aparece la reforma educativa de 1992 con el claro
objetivo de reorientar el rumbo hacia una matematica aplicable en la vida real. En
este periodo de transicibn en la matematica escolar, y como producto de la
confrontacién de las 2 reformas, la practica mayoritaria en el salén de clases fue
influenciada por alguno de los extremos, el formado por docentes que limita la
capacidad formativa de la disciplina Matematica, reduciendo sus clases a un
recetario de técnicas de resolucion de problemas (de tipo algoritmico) o, en caso
contrario, aquellos profesores que manejan una matematica lejos de la zona de

desarrollo préximo® de sus estudiantes, priorizando la formalidad y convenciendo

® Entendida como la zona que separa el nivel real de un alumno y el nivel de desarrollo potencial, determinado por la
capacidad del individuo de resolver un problema bajo la supervisién de un guia o de un compafiero mas capaz.
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con ello al alumno de su imposibilidad de generar, de forma independiente, tales

razonamientos.

Aunque el panorama se torn6 menos gris y la modificacion estaba dando
resultados, la iniciativa federal sélo se preocup6 por incluir en el movimiento a la
educacion publica, marginando a las escuelas privadas y la educacién abierta. Los
sectores privados utilizaron sus propios fondos para actualizar sus programas,
mientras que la educacién abierta mantiene a la fecha (2010), los programas
implementados en los afios 70°s.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

Fruto de nuestro trabajo dentro del sistema abierto, bajo las condiciones globales
antes mencionadas, aparecieron varias interrogantes relacionadas con la
demostracién y su relacién con el movimiento de las Matematicas Modernas.
Tomando en cuenta que en los textos de preparatoria abierta aparece un apartado
dedicado a las demostraciones, bajo los axiomas de los numeros reales y en su
presentacion formal (propio de la influencia Bourbaki), surgieron cuestionamientos
como: ¢ Esta el alumno de preparatoria preparado para comprender la necesidad
de la formalidad en las demostraciones matematicas? ¢Qué requisitos
(habilidades, conocimientos previos, capacidades argumentativas, competencias,
etc.) son necesarios para que el estudiante pueda aprender significativamente el
papel de las demostraciones matematicas? Aterrizando éstas preguntas en la
practica profesional ¢Cual es la metodologia apropiada para presentar la

demostracién (implicita o explicitamente) en clase?

Es un acuerdo generalizado en la comunidad docente, la importancia de la
“Demostracion” en la formacién matematica de los estudiantes (Crespo, 2007;
p.18-21), pero es pertinente una aclaracion sobre la variedad de significados
asociados al término. En los niveles escolares previos a la formacién profesional,

incluso en esta Ultima, podemos encontrar una concepcién mas abierta y menos
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rigurosa que la asignada dentro de la disciplina matematica, razén por la cual es
necesario seleccionar modelos curriculares adecuados, (dadas las pretensiones
del trabajo, que consideren necesario y relevante la comprension del papel de las
pruebas en matematicas y avance en la complejidad de éstas, con el objetivo de

alcanzar los requisitos de una “Demostracion Matematica”).

Aunque el planteamiento original surge de la experiencia en el sistema abierto, no
representa un escenario ideal por diversas complicaciones, tales como: Los
tiempos asignados a tépicos complejos, la metodologia implementada
(autodidacta en la mayoria de los casos) y la propuesta educativa que lo sustenta;
los resultados de una investigacion con éstas limitantes, restringen la aplicacion
del trabajo a otros escenarios. La medida tomada consiste en adaptar las
interrogantes a un modelo educativo que considere relevante el desarrollo de
capacidades argumentativas y, ademas, implemente el uso de demostraciones

formales.

Por la importancia de trabajar con instituciones que recurren al uso de
demostraciones formales, la Licenciatura en Matematicas es la opcion idonea
como escenario de trabajo, intentando mantener como filtro la experimentacion
con alumnos que inicien su formacion matematica; ya que trabajar con estudiantes
de semestres avanzados puede significar una contaminacion en el tipo de pruebas
gue ellos consideran convincentes (por la alta influencia del formalismo en sus
cursos). Una ventaja distinta, es el reconocimiento del tipo de argumentos que les
resultaron satisfactorios durante su formacion preparatoria (la cual es relevante
por ser considerada como la etapa de transicion entre la ensefianza intuitiva y

racional).

Por las caracteristicas del tipo de estudiantes y los intereses originales que
motivaron este trabajo, las preguntas de investigacion que se plantean como guia

son las siguientes:

0 ¢Quétipo de pruebas aparecen en el salén de clases?

12



0 ¢Qué tipo de pruebas utilizan los estudiantes cuando aumenta la
complejidad del contenido matematico?
o Relacionado con la pregunta anterior ¢Los métodos de validacion

utilizados por los estudiantes tienen un orden de transicion?

Las herramientas para estar en condiciones de plantear una respuesta a estas
interrogantes, se apoyan en distintas investigaciones hechas por miembros de la
comunidad de Matematica Educativa, éstas pueden ser clasificadas en dos tipos:
Primeramente los trabajos de corte historico, que permiten comprender el
nacimiento y evolucion de la demostracion dentro de la disciplina matemética, con
la intencion de identificar los cambios de paradigma sobre las formas de
argumentar, sus razones y caracteristicas. Como segunda herramienta, esta un
contraste del andlisis histérico con metodologias de diversas investigaciones
dentro de un contexto escolar, con el fin de asociarlos apropiadamente para

disefar herramientas aplicables en el salon de clases.

Un riesgo latente en el trabajo sobre la “Demostracion Matematica” consiste en el
trabajo implicito que se le asigna dentro del salon de clases; limitando los
requerimientos y la naturaleza logica de las pruebas al desarrollo de habitos en la
forma de actuar de los estudiantes. Es por ello conveniente asignar un papel
protagdénico a la demostracion matematica y sus caracteristicas, centrando la
atencion en generar una toma de conciencia sobre los métodos de razonamiento
utilizados. Aunque no es de interés del trabajo la discusion de alternativas para
lograr tales objetivos, Murillo (2006) presenta varios métodos y los clasifica segun
el papel que desempefian, el estudio de paradojas, por ejemplo, permite
exteriorizar de manera evidente el razonamiento empleado, ademas de cooperar
con el desarrollo de los procesos deductivos, implicaciones informales y las bases
para la construccion de la nocion de “consistencia’, la cual es elemental en el

estudio de sistemas axiomaticos.
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JUSTIFICACION Y OBJETIVOS

Al margen de la importancia de la argumentacién en la vida cotidiana, uno de los
intereses pretendidos en la formacion escolar consiste en desarrollar en los
estudiantes un pensamiento reflexivo y de carécter conjetural, pensando en
generar un entrenamiento en la mentalidad critica del individuo, capaz de
cuestionar no solo los fenbmenos de su alrededor sino que, ademas, le permite
estar en condiciones de exigir y adaptarse a los lineamientos de una nueva
comunidad con mayor estatus académico y/o social. En el contexto matematico no
es la excepcion, y aunque la mayoria de los estudiantes no se convertirdn en
futuros matematicos, es indispensable que las distintas formas de justificar, al
igual que el resto de los conocimientos de la disciplina, se desarrollen de manera
ascendente durante su formacion escolar, permitiéndoles convertirse en usuarios

competentes de la ciencia.

Concretamente, uno de los objetivos de la Licenciatura en Matematicas es el
desarrollo de la capacidad argumentativa del estudiante y su maestria en la
construccién de demostraciones formales. La practica docente, da por sentado
que el alumno acepta las demostraciones matematicas como contundentes e
irrefutables, sin dedicar mucho tiempo a la descripcién de las caracteristicas que
avalan tal afirmacion. Una aplicacion adicional del trabajo es contrastar la realidad
con lo esperado por los docentes de la Licenciatura en Matematicas, considerando
el tipo de argumentos usados en las aulas y la influencia de la metodologia de
ensefanza aplicada por los maestros. Por lo anterior, los objetivos declarados en
el trabajo son los siguientes:

o Identificar los métodos de validacién utilizados por los estudiantes.
o Analizar los cambios de las pruebas matematicas utilizadas,

considerando un avance en la complejidad del contenido matemaético.
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CAPITULO 2
REFERENCIAS TEORICAS

En la primera parte del capitulo, se expone la visién en torno a lo que podemos
entender por “Demostracion Matematica”, esta referencia se considera necesaria
no sélo para dar claridad a nuestra investigacion, sino para apoyar los analisis,
observaciones y recomendaciones. En una segunda parte y con la intencion de
exponer los antecedentes teoricos del trabajo, se presentan de forma sintética
distintos trabajos que nos han permitido crear una concepcién propia sobre las
argumentaciones en matematicas y el papel que desempefian en el salén de

clases.

Finalmente en un tercer apartado, se hace referencia a los elementos particulares
gue guian la investigacion, enfatizando las aportaciones de Van Hiele (1957) y
Rodriguez (2006), las cuales respaldan nuestra vision sobre la demostracion
matematica y lineamientos a seguir para su tratamiento en el aula. Como
conclusién de este apartado, se incluye una interpretacion sobre la incorporaciéon

conjunta de tales aportaciones y su uso en la investigacion.

LA DEMOSTRACION MATEMATICA

En cuanto al concepto de demostracién, se asume la version de N. Balacheff
presentada por Acufia (2006, pp. 95) que dice: “prueba es una explicacion
aceptada por una comunidad dada en un momento dado. En la comunidad
matematica soOlo pueden ser aceptadas como pruebas las explicaciones que
adoptan una forma peculiar, son una serie de enunciados organizados segun
reglas determinadas, un enunciado se conoce como verdadero o bien se deduce
de los que lo preceden a través de una regla de deduccion tomada de un grupo de

reglas bien definidas, llamamos demostracion a estas pruebas”.
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Pensando en los objetivos perseguidos por la investigacion, es necesario tener
claridad sobre dos conceptos que parecen entremezclase en el salon de clases:
demostracién y argumentacién. La argumentacion no es una demostracion, su
distincién se basa en el objetivo que persigue; mientras la argumentacién pretende
ser plausible y lograr convencer a los demas (presentandose por ello como una
practica discursiva espontanea, en la mayoria de los casos), una demostracion
tiene la intencion de mostrar la veracidad de una proposicion (de ahi proviene la
necesidad de estar respaldado por pruebas con encadenamientos légicos, por la

validez implicita que conllevan).

La distincion de los términos, no sélo aportan precision a la terminologia; sino que
ademds dan claridad en cuanto a los objetos de interés para el presente trabajo.
Los argumentos se convierten en el antecedente relevante de las demostraciones
matematicas, siendo estas ultimas el producto final esperado. En las siguientes
secciones se presentan, de manera sintética, los antecedentes tedricos del
trabajo; los cuales nos han permitido crear una concepcién propia sobre las
argumentaciones en matematicas y el papel que desempefian en el salén de

clases.

Proceso Exploracion-Conjetura-Demostracion

Por la complejidad de las pruebas aceptadas en la comunidad Matematica, es
conveniente asumir una postura sobre los elementos que entran en juego durante
la construccion de las demostraciones. Trabajos de Acufia (1996) y Rodriguez
(2006) consideran la no linealidad de la construccién de pruebas, identificando a la
demostracion como el producto final de un arduo proceso cognitivo. Una
descripcion comun de los momentos que anteceden a la construccién de una

demostracion, es la presentada en el siguiente esquema:

‘ Exploracion ’_,{ Conjetura ‘ > ‘ Demostracion

T |
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El diagrama reconoce a las fases de Exploracion y Conjetura como antecesoras
de la construccion de demostraciones, ademas de considerar a la exploracion
como un apoyo recurrente que facilita el salto entre la elaboracién de conjeturas y

construccion de demostraciones.

Dependiendo de los objetivos perseguidos en clase o el nivel educativo, alguno de
los momentos mencionados puede tomar un rol protagénico o, en su defecto,
puede quedar excluido de las actividades promovidas; un ejemplo es la diferencia
entre la educacion media superior y las licenciaturas en ciencias exactas,
considerando que en el nivel de preparatoria la matematica es una herramienta
para resolver problemas, razén por la cual el interés esta en las fases de
exploracion y conjetura de enunciados matematicos, descartando la validez

irrefutable de los mismos.

El papel y las funciones de la demostracién

De Villiers (1993) considera distintas funciones de la demostracién en el salén de
clases, al no limitarla a procesos de verificacion, asignada dentro de la disciplina
matematica por sus lineamientos l6gicos, o como metodologia de explicacion de
resultados matematicos, atribuida por los profesores durante su practica laboral;
ademas, considera la importancia de las demostraciones en el descubrimiento de
nuevos resultados matematicos (construidos por el estudiante), la comunicacion
de éstos entre los involucrados en la actividad escolar (maestro-alumno o, de
mayor relevancia para nuestro estudio, alumno-alumno y alumno-maestro) y la

organizacién sistematica de los resultados (propios de la influencia de Euclides).

Para realizar un trabajo que involucra demostraciones, es necesario rescatar los
papeles relacionados al descubrimiento y comunicacion de resultados
matematicos, intentando ademas identificar la organizacién sistematica utilizada
por los estudiantes (explicita o implicitamente), permitiéndonos ver su concepcién
del conocimiento mateméatico (mediante el reconocimiento de los axiomas y lemas
usados en la resolucion de problemas). Aclarando la reflexién anterior, el manejo

sugerido para el tratamiento de la demostracién en el salon de clases, no debe
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omitir los papeles de verificacion y explicacion, usualmente trabajados, tan sélo no
demeritar el resto de funciones de la demostracion matematica en la formacién

escolar.
Estadios de la Demostracién Mateméatica

Vargas (1998), plantea en su trabajo una vision retrospectiva del tipo de pruebas
usadas en geometria, marcando tres grandes etapas de las demostraciones
utilizadas por la comunidad matematica y claramente influenciadas por los
objetivos perseguidos en cada momento histérico, las cuales son: Etapa intuitiva o
ingenua (Siglo XXX al Il A.C.), axiomética material (Siglo Ill A.C. al XIX D.C.) y
axiomatica formal (Siglo XIXC D.C. hasta hoy). Posteriormente, presenta
argumentos convincentes para generalizar las etapas a distintas ramas de la

Matematica, ejemplificando con el algebra y la evolucién de sus pruebas.

El criterio para la asignacion de las fechas de corte entre las etapas, consiste en
identificar los momentos claves de la disciplina que desembocaron en un cambio
en los paradigmas de prueba aceptados. En un primer momento se hablan de
pruebas empiricas, posteriormente aparece Euclides y la estructura deductiva
influenciada por la intuicion y el empirismo, y las Ultimas estrategias de prueba,
mantenidas en la actualidad, son las utilizadas por la escuela Bourbaki, las cuales
plantean una estrategia axiomatica (leyes de inferencia a expresiones formales

abstractas y sin contenido).

La forma de interpretar la evolucion del concepto “demostracion” se toma como
influencia central de la presente investigacion y las etapas como las fases
prototipo para organizar un desarrollo plausible del tipo de demostraciones
utilizadas por los estudiantes.
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ELEMENTOS TEORICOS CONCRETOS

Las corrientes teodricas que podemos destacar son: La teoria de Van Hiele (1957)
y las aportaciones de los tipos de demostracién de Rodriguez (2006). Van Hiele
presenta en su trabajo (traducido e interpretado por Angel Gutiérrez) una
descripcién sobre distintos niveles de comprension en geometria, a partir de
habilidades medibles de los estudiantes. En la actualidad, la teoria de Van Hiele
ha sido generalizada a otras ramas de la Matematica y enriquecida con diversos
principios cognitivos de corrientes educativas modernas, particularmente nos
interesa resaltar la version de Chacara (2004), quien ha trabajado con los niveles
de razonamiento con principios constructivistas y a partir de los cuales
fundamentamos el esquema del trabajo, tanto para explicar los resultados de las

actividades como para organizar una manera adecuada de presentarlas.

Rodriguez presenta, por su parte, tipos de demostracién para diferenciar los
argumentos de los estudiantes en escenarios de lapiz y papel y software de
geometria dinamica, los cuales representan, implicitamente, un avance gradual y

de gran utilidad como clasificacién de pruebas matematicas.
Teoria de Van Hiele (Van Hiele, 1957)

En el afio de 1957 surge la teoria de Van Hiele, a partir de los trabajos de los
esposos holandeses Pierre y Dina Van Hiele, en la cual aportan reflexiones sobre
el por qué los alumnos tienen problemas para la comprensién de la geometria,
sugerencias sobre el orden del contenido geométrico y las caracteristicas de las
actividades de aprendizaje de los alumnos. Las aportaciones mas significativas de
la teoria son: La distincion de cinco niveles de razonamiento por los que transita
un estudiante durante el desarrollo de la comprensién geométrica y las fases de

aprendizaje que permiten una apropiacion de cada nivel.

A partir de las publicaciones originales, se presentaron varios trabajos donde se
modificaba la versién tradicional del modelo, con la intencion de hacer practica su

aplicacion (Jaime, 1993; Gutiérrez et al, 1991), enriquecerlo con paradigmas
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propios de la época (Chacara, 2004) o generalizar su alcance a topicos ajenos de
la geometria (Navarro, 2002). Dado que consideramos que se rescatan los
elementos fundamentales de la Teoria de Van Hiele, hemos decidido presentar la
interpretacion hecha por Chacara (2004), particularmente por la influencia del
constructivismo que declara. Las caracteristicas generales de cada nivel, son las

siguientes:

Nivel 1 (Reconocimiento)
Los alumnos reconocen figuras visualmente por su apariencia global y se

caracterizan por:

X/
°e

Percibir los objetos en su totalidad y como unidades.

X/
°e

Describir los objetos por su aspecto fisico y los diferencia o clasifica con base
a semejanzas o diferencias fisicas globales entre ellos.

X/
°e

No reconocer explicitamente las componentes o propiedades de los objetos.

X/
°e

A menudo usar propiedades visuales irrelevantes para identificar, comparar,

clasificar o describir objetos.

X/
°e

Una incapacidad para pensar en una variacion infinita de un tipo particular de
objetos (incapaces de generalizar resultados)

X/
°e

Clasificar inconscientemente los objetos: por ejemplo, usando propiedades no

comunes o irrelevantes para clasificarlos.

X/
°e

Describir de manera incompleta a los objetos (en un intento de definir), como
consecuencia de tomar condiciones necesarias (generalmente visuales) como

condiciones suficientes.

Nivel 2 (Analisis)

Los alumnos comienzan a analizar las propiedades de los objetos y aprenden la
terminologia técnica apropiada para describirlos, pero no relacionan los objetos o
las propiedades de éstos. Dentro de las caracteristicas relevantes, los alumnos:

< Perciben los objetos como formados por partes y dotados de propiedades,

aunque no identifican las relaciones entre ellas.
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)
L X4

)
L X4

)
L X4

)
L X4

)
L X4

)
L X4

)
L X4

)
L X4

Pueden describir los objetos de manera informal mediante el reconocimiento
de sus componentes y propiedades, pero no es capaz de hacer clasificaciones
l6gicas.

Deducen nuevas relaciones entre componentes o nuevas propiedades de
manera informal a partir de la experimentacion.

Comparan explicitamente a los objetos en términos de sus propiedades.

Evitan las inclusiones entre diferentes clases de objetos, con base en
propiedades visuales.

Clasificacion de objetos Unicamente en términos de una propiedad, por
ejemplo, propiedades de los lados, ignorando otras propiedades como
simetrias, angulos y diagonales.

Exhibicién de un uso no econdmico de las propiedades de los objetos para
describirlos (definirlos), en lugar de usar las propiedades suficientes.

Un rechazo explicito de definiciones dadas por otros, por ejemplo el profesor o
el libro de texto, en favor de sus propias definiciones.

Un enfoque empirico para establecer la veracidad de una proposicion, como el
uso de la observacioén y la medicion de diferentes dibujos.

Nivel 3 (Clasificacion)

Los alumnos ordenan de manera légica las propiedades de los objetos, utilizando

cadenas cortas de deduccion y comprenden las relaciones entre las figuras. El

alumno de este nivel:

7
0.0

)
°

)
°

Por medio del razonamiento informal, realiza clasificaciones légicas de los
objetos y descubre nuevas propiedades con base en propiedades o relaciones
ya conocidas.

Describe las figuras de manera formal, es decir que comprende el papel de las
definiciones y los requisitos de una definicion correcta (incluso es capaz de
transformar definiciones incompletas en definiciones completas o formular
definiciones econdmicas y correctas para un objeto).

Hace uso explicito de la forma légica "Si...entonces" en la formulacion y
tratamiento de conjeturas, asi como el uso implicito de reglas légicas como el

modus ponendo ponens (Comprende los pasos individuales de un
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razonamiento légico de forma aislada, pero sin comprender el
encadenamiento de estos pasos ni la estructura de una demostracion).

< No es capaz de realizar razonamientos logicos formales, ni siente su
necesidad. Por tal motivo, tampoco puede comprender la estructura
axiomatica de las matematicas.

% Acepta y usa de manera espontanea conceptos nuevos.

Nivel 4 (Deduccion)
Los alumnos comienzan a desarrollar secuencias largas de proposiciones y
comienzan a comprender el significado de la deduccion, el rol de los axiomas, los

teoremas y las demostraciones. El alumno de este nivel se caracterizan por:

)
L X4

Ser capaz de realizar razonamientos logicos formales.

)
L X4

Comprender la estructura axiomatica de las matematicas.

)
L X4

Aceptar la posibilidad de llegar al mismo resultado desde distintas premisas

(definiciones equivalentes, etc.)

)
L X4

Producir conjeturas de manera espontanea y esfuerzos autbnomos por

verificarlas deductivamente.

En la descripcion hecha por Van Hiele, se plantea la existencia de un quinto nivel,
cuya principal caracteristica es la capacidad para manejar, analizar y comparar
distintos sistemas axiomaticos. La consideracién del nivel 5 de Van Hiele fue
descuidada por distintas investigaciones ya que so6lo era del alcance de
profesionales en matematicas y algunos estudiantes adelantados, lo restrictivo del
publico hizo poco practica su incorporacién en algunos trabajos.

Caracteristicas de los niveles de razonamiento de Van Hiele
Dentro de las consideraciones que deben tomarse en cuenta al utilizar la Teoria
de Van Hiele como modelo metodoldgico, es necesario mencionar las siguientes:

% El orden de avance de los alumnos es fijo; es decir, no se puede alcanzar un
determinado nivel sin antes haber pasado por el anterior.
s Para situarse en un determinado nivel de pensamiento, es necesario

exteriorizar los elementos que se manejaban como internos en el nivel
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X/
°e

X/
°e

anterior. En otras palabras, lo que era intrinseco en el nivel precedente se
vuelve extrinseco en el nivel actual.

Cada nivel tiene su propio lenguaje, tanto en simbolos linglisticos como en el
tipo de relaciones que conectan esos simbolos, esto complica el
entendimiento entre dos personas que se encuentran en niveles diferentes.
Aunque la intencién de los niveles es clasificar, los 5 niveles son
caracteristicas generales de las capacidades de los estudiantes, lo cual no
guiere decir que si dos alumnos se sitian en un mismo nivel tengan el mismo
conocimiento, sino que son capaces de entenderse por la similar forma de

razonar.

Fases de Aprendizaje

Como recomendacion prescriptiva para los profesores, en cada nivel de Van Hiele

se presentan 5 fases de aprendizaje que apoyan la concrecion del nivel, ademas

de

promover un avance gradual al interior de cada uno de ellos. Las fases

representan un esquema para organizar la ensefianza, con la intencion de facilitar

el alcance de un nivel de razonamiento de Van Hiele superior. Las fases a las que

nos referimos son:

R/
A X4

X/
°e

X/
°e

Informacion: En esta instancia el estudiante es informado sobre el panorama
general de las actividades a realizar, es decir, se plantean los objetivos
buscados en el tema, el campo de investigacion y el tipo de problemas a
resolver (en términos que el alumno comprenda). En cuanto al profesor, esta
fase es Util para averiguar los conocimientos previos con los que cuentan los
alumnos (o su nivel de razonamiento), para reconocer su capacidad de
desenvolvimiento ante determinadas tareas.

Orientacién dirigida: Por medio de material suministrado por el profesor y una
serie de instrucciones definidas, se promueven diversas actividades para que
el estudiante explore y descubra ciertos conceptos Yy propiedades
fundamentales del area de estudio.

Explicitacion: Uno de los problemas de una exploracion como la que se

recomienda, es la variedad de simbolos y técnicas utilizadas, en esta instancia
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X/
°e

X/
°e

es necesario acordar la simbologia permitida y fomentar la expresion precisa
de los alumnos. La fase 3 corresponde a la discusion grupal sobre la validez
del trabajo hecho, es importante que la evaluaciébn sea por parte de los
alumnos con la menor interaccion del profesor, ya que les permite reflexionar
con mayor intensidad sobre la problematica en cuestion.

Orientacion Libre: Para afianzar y completar las reflexiones hechas, es
necesaria la elaboracion de tareas que pongan en juego los conocimientos
adquiridos, este tipo de problemas son mas libres que los planteados en la
fase de orientacion dirigida, con la finalidad de que los estudiantes apliquen
Sus nuevos conocimientos, ademas de aprender propiedades (mas complejas)
y que logren relacionarlas con otras.

Integracién: Con la finalidad de obtener una perspectiva global y uniforme en
el salén de clases, el profesor debe solicitar un resumen de lo explorado (ya
sea con discusiones, actividades o discursos propios) con la firme intencion
de lograr una integracion completa de lo aprendido. Como su nombre lo indica,
en esta fase se espera que el estudiante logre integrar los conocimientos
adquiridos, marginando las propiedades que representen una novedad para
los estudiantes; la pretension de la fase es la acumulacién global de lo

trabajado.

Aunqgue las fases tienen un caracter ciclico; en otras palabras, son las mismas y

siguen el mismo orden para cada uno de los niveles; existe una diferencia

sustancial entre los contenidos, el lenguaje, los argumentos y los procedimientos

de

cada nivel (sugiriendo una metodologia de trabajo, pero modificando el

contenido involucrado en cada nivel).

Una vez descrita la teoria de Van Hiele, debemos recordar que la primera

motivacion del trabajo consisti6 en la identificacion de tipos de argumentacién

(junto con una evolucion implicita de los mismos), razén por la cual es necesario

incorporar una corriente teérica auxiliar que no se oponga a las ideas de Van Hiele

y, ademas, aporte reflexiones previas a la investigacion y una amplia tipologia de

argumentos esperados por parte de los estudiantes.
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Categorias de demostraciéon (Rodriguez, 2006)

Pensando en promover un escenario que contemple el avance gradual de las
formas de argumentar, hemos tomado como referencia las 3 grandes etapas
histéricas de argumentacion en matematica: Empirica, Axiomatica material y

Axiomatica formal (Vargas, 1998).

Un trabajo auxiliar para la investigacion, es el presentado por Rodriguez (2006),
donde define distintas categorias de demostracién, las cuales han sido
seleccionadas por dos razones: La primera es la congruencia entre las etapas
histéricas mencionadas y las categorias primarias de los tipos de demostracién
(empirica y deductiva, esta Ultima a su vez, permite una distincibn entre la
axiomatica material y formal). La segunda aportacion es la diversidad de matices
que se le asignan a los criterios de prueba en mateméaticas, lo fino de estas
clasificaciones nos permitiran precisar los argumentos usados por los estudiantes,
bajo la premisa del salto intuitivo—racional que representa el nivel preparatorio (lo
que implica esperar de ellos respuestas de este estilo). A modo de sintesis, se

comentan las categorias de demostracion mencionadas.

En una primera instancia se diferencian las demostraciones influenciadas por
agentes externos a la propia persona y aquellos que son gestados en el interior
del sujeto, en conviccion externa y conviccion propia respectivamente. La
categoria de conviccion externa podemos clasificarla a su vez, dependiendo del

origen de la influencia, en:

Rituales Cuando la fuente de conviccibn se basa en una cierta

apariencia de los argumentos (plausibles).

Simbélicas Cuando la conviccion es fruto de manipulacién simbdélica de

diversas expresiones.

Autoritarias Cuando la creencia se basa en la autoridad asignada a otra
persona, un libro de texto o cualquier otro elemento que

represente un conocimiento superior.
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Los argumentos de conviccién propia, a su vez, se clasifican en empiricos o
deductivos. A los de tipo empirico podemos diferenciarlos dependiendo de la
fuente de conviccidn entre los que provienen de ejemplos (inductiva), experiencias
(perceptiva) o generalizaciones inductivas. Otros criterios para clasificarlas son
segun la forma de escoger los ejemplos representativos (Empirismo naif,
Experimento crucial, Ejemplo genérico y Exhaustivo. La terminologia es la utilizada
en el trabajo original y sera aclarada durante el avance del apartado) y el grado de
abstraccion involucrado (Pura o Con inferencia). A grosso modo ilustramos en la
siguiente tabla, una explicacion sobre las clasificaciones planteadas, con base en
las caracteristicas generales.

Segun la forma de escoger los ejemplos

Empirismo naif Cuando la conjetura se verifica en algunos ejemplos

seleccionados al azar y sin un criterio especifico.

Experimento crucial | Si se verifica en un ejemplo escogido de manera que sea

“lo menos particular posible”.

Ejemplo genérico Si se verifica en un ejemplo al que se le da el caracter de
representante de su clase (genérico).

Exhaustivo Si la conjetura hecha se verifica en todos los casos
posibles (aplicable anicamente en conjuntos finitos).

Segun el grado de abstraccién

Pura Si la justificacion consiste en realizar comprobaciones

empiricas de que la propiedad se cumple.

Con inferencia Cuando a pesar de seguir basandose en ejemplos, se
realizan razonamientos mas alla de las comprobaciones

empiricas, como el uso de propiedades aceptadas o

relaciones entre elementos matematicos del ejemplo.

Las argumentaciones deductivas son fruto de una argumentacion logico-deductiva
y, de modo similar, se puede realizar con base en dos aspectos: El uso o no de
ejemplos (Experimento mental o Formal) y el tipo de razonamiento utilizado

(Transformativa o Axiomatica). llustrado en la siguiente tabla:
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Segun el uso o no de ejemplos

) Si aun siendo deductiva y abstracta, esta organizada con
Experimento mental )
la ayuda de ejemplos.

Formal Si la demostracion esta basada sin la ayuda de ejemplos.

Segun el tipo de razonamiento involucrado

Si estd basada en operaciones mentales que producen

Transformativa » _

una transformacion del problema en otro equivalente.

Si para demostrar la tesis, se parte de los datos del
Axiomatica problema, términos definidos y axiomas que se organizan

en una cadena deductiva.

Como apoyo al lector y para ilustrar las relaciones entre las categorias, se

presenta el esquema que aparece en Rodriguez (2006, pp.26).

Dado que la naturaleza de las clasificaciones se basa en aspectos independientes,
podemos catalogar una demostracién empirica en inductiva de experimento crucial
con inferencia 0 wuna demostracion deductiva en experimento mental

transformativa.

Una reflexion importante de Rodriguez, relacionada con la tipologia presentada, es
que los alumnos no poseen una determinada categoria, sino que razonan
influenciados por varias de ellas y utilizan una u otra en funcion de lo solicitado al
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elaborar una demostracion o, simplemente, entender una que se les propone.
Basados en la variedad de categorias a considerar, es conveniente definir
modalidades de los esquemas de demostracion segun el papel que desempefan,

proponiéndose los siguientes:

O Esquema utilizado: Es el utilizado por el estudiante para resolver un
problema.

O Esquema aceptado: Si un razonamiento presentado es aceptado como
demostracion.

O Esquema adherido: Si el estudiante, ademas de aceptar la demostracion
presentada, rechaza explicitamente las anteriores.

O Esquema declarado: Cuando un estudiante expone su interpretacion de lo

gue significa demostrar.

Como ultima herramienta teorica, pensando en el proceso de exploracion-
conjetura-demostracion, es conveniente aclarar los lineamientos para analizar los
distintos momentos por los que transita un estudiante durante la resolucion de
problemas, considerando la observacion de Marrades y Gutiérrez (2000), citada en
Rodriguez (2006, p.27-28):

“Las diferentes clasificaciones de demostraciones descritas...asumen que
los estudiantes trabajan de una forma lineal y coherente desde el principio
hasta el final de la solucién del problema. Sin embargo, la realidad es, en
muchos casos, diferente. Normalmente, muchos estudiantes comienzan
realizando comprobaciones empiricas y, cuando han entendido el problema
y la manera de demostrar la conjetura, continlan escribiendo una
justificacion deductiva. También es habitual realizar varios saltos entre

métodos empiricos y deductivos durante la resolucién de un problema.”

Considerando la cita de Gutiérrez, se declaran dos posibles saltos en el proceso
exploracion-conjetura-demostracién como herramientas de andlisis del estadio en

la resolucion del problema, dependiendo del interés que persiguen, y son:
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O Fase ascendente: Actividad que ayuda a entender el problema, generar
conjeturas y verificarlas.

O Fase descendente: Actividad encaminada a construir una argumentacion
deductiva, desde la perspectiva del estudiante, sobre la conjetura

elaborada.

ELEMENTOS DE MODIFICACION PROPUESTOS

En esta instancia ya hemos mencionado las 2 influencias centrales del trabajo, en
el presente apartado se pretende hablar de las modificaciones necesarias para
amalgamar ambas corrientes teoricas. Dentro de las consideraciones, esté el uso
de una metodologia apropiada que permita asignar un nivel de Van Hiele. Una
segunda consideracién, es enfatizar las caracteristicas de tipo l6gico dentro de
cada nivel de razonamiento, lo cual representa un vinculo implicito con las

categorias de demostracién presentadas por Rodriguez.

Ante la difusion del modelo de Van Hiele, diversos autores incorporaron
consideraciones que hicieran practico su uso. Se tomé como modelo metodoldgico
la version moderna de la Teoria de Van Hiele planteada por Angel Gutiérrez, ya
gue nos permite fundamentar el cémo, cuando y qué preguntar (Gtiles en el disefio
de un problemario que capture las pruebas matematicas), ademas de que sus
investigaciones consideran mecanismos de evaluacion de los niveles de
razonamiento de Van Hiele y es compatible con el trabajo de Chacara (2004). En
cuanto al uso de las categorias de demostracion presentadas por Rodriguez
(2006), han sido seleccionadas por los diversos matices que le asignan a las
pruebas de tipo empirico y deductivo, lo fino de estas clasificaciones nos permitira

precisar los tipos de argumentos usados por los estudiantes.

Una de las razones para basarnos en la version de Gutiérrez, es por su amplio
trabajo al respecto y aportaciones relacionadas con métodos para evaluar la
adquisicion de los Niveles de razonamiento. El paradigma particular al que hemos
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recurrido defiende la existencia de subniveles, basados en la observacion de
respuestas de estudiantes donde aparecen influencias de distintos niveles de
razonamiento (Gutiérrez, 1991, p. 237). Este tipo de descubrimientos hizo
necesario una re-definicion de las escalas para medir los niveles, con la finalidad
de obtener una visibn mas completa del nivel real de razonamiento de cada

estudiante y mantener una continuidad inherente de su avance.

La metodologia para cuantificar la adquisicion de cada subnivel, es posible
ilustrarla con la representacion de un segmento graduado de 0 a 100, asignando a
los distintos intervalos un grado de dominio de cada nivel, sin la intencion de
considerar discontinuo el avance dentro de un nivel sino con el objetivo de facilitar

la clasificacién y su estudio.

El criterio para definir tal escala tiene su fundamento en el tipo de practica
realizada por los estudiantes durante la resolucion de problemas, particularmente,
un alumno que intenta pasar de un determinado nivel de razonamiento N al
consecuente N+1, comienza sin una consciencia de la existencia o necesidad de
métodos especificos de razonamiento propios del siguiente (en este caso, se dice

gue el estudiante tiene una adquisicion nula del nivel de razonamiento “N+1").

Un escenario distinto, se da cuando los estudiantes estan conscientes de la
necesidad de nuevos métodos de resolucién, ante la imposibilidad de resolver el
problema con las herramientas conocidas, y al intentar disefiarlos o utilizarlos, su
poca experiencia hace que fallen y se vean en la necesidad de trabajar de nuevo
con las herramientas que resultaron ineficientes pero conocidas (el intento de

avanzar hace que el estudiante tenga una adquisicion parcial del siguiente nivel,
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pero por su desempefio y las caracteristicas de este periodo se le asigna la
etiqueta de adquisicion baja).

Cuando los estudiantes cuentan con mas practica en la resolucion de un campo
de problemas, generan experiencia en el uso de nuevas herramientas
(particularmente algunas pertenecientes al siguiente nivel de razonamiento), pero
sin dejar de utilizar las ya conocidas del nivel anterior, a este periodo donde se
utilizan indistintamente métodos de distintos niveles se asigna la adquisicion

intermedia del nivel.

Un siguiente paso, consiste en un dominio cada vez mayor de las herramientas del
siguiente nivel de razonamiento y una necesidad cada vez menor de métodos de
resolucién utilizados en el nivel anterior, cuando el estudiante presenta este tipo

de caracteristicas diremos que ha logrado una adquisicién alta del nivel.

Finalmente, los estudiantes reciben el titulo de adquisicion completa si cuentan
con una completa maestria en el nuevo nivel y no presentan dificultades que

comprometan su dominio del mismo.

Para fines practicos, presentamos la siguiente tabla con equivalencias que
relacionan los niveles y subniveles de Van Hiele con las categorias de
demostracion:

Nivel de | Adauisicion , y
Van Hiele de Nl.vel Categoria de Demostracion
(Subnivel)
— | Nua |Auortaa |
Baja Ritual
1 Intermedia | Simbdlica
Alta
Completa Perceptivo experimento naif puro
2 Nula Perceptivo exhaustiva pura
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Baja Perceptivo experimento crucial puro

Intermedia | Perceptivo ejemplo genérico puro

Alta

Completa Inductivo puro

Nula Perceptivo con inferencia
Baja Inductivo con inferencia
3 Intermedia
Alta
Completa De experimgnto mental
Transformativa
Nula
Baja
4 Intermedia Formal transformativa
Alta De experimento mental axiomatica

Completa Formal axiomética

Por las distintas connotaciones del término “fase”, durante el andlisis de resultados
nos referiremos a la fase ascendente en los momentos de exploracién y fase

descendente para las asignaciones de las categorias de demostracion.
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CAPITULO 3
ASPECTOS METODOLOGICOS

La intencién del siguiente apartado se concentra en dos direcciones: La primera,
es la descripcion general de los elementos utilizados para evaluar el pensamiento
geométrico de los estudiantes, asignado con ello un subnivel de Van Hiele. El
segundo foco de interés, contempla los medios para realizar el andlisis de la
informacion, las estrategias para recolectarla y los fines perseguidos por cada

instrumento.

ESTRATEGIAS PARA EL DESARROLLO DEL TRABAJO

El interés de la investigacion es identificar las pruebas usadas para justificar
afirmaciones en matematicas, es por ello conveniente una metodologia de
investigacion con un enfoque cualitativo de los resultados, apoyada en un estudio
de casos. La dindmica planteada es la elaboracion e implementacién de diversas
hojas de trabajo, con el fin de conseguir informacion sobre la nocion de prueba

utilizada por los estudiantes.

Considerando que la herramienta de recopilacion no se puede limitar a un examen
o prueba (ya que nuestro interés no son las soluciones de los problemas sino las
estrategias de resolucion y los intentos para validar afirmaciones), fue necesario el
disefio de distintas hojas de trabajo, que promuevan la elaboracién de conjeturas
concretas y la oportunidad de validarlas. Con la finalidad de evitar la monotonia y
facilitar exploraciones, en algunas actividades se utilizaron hojas de plastico
trasparente y archivos predisefiados en software de geometria dindmica
(GeoGebra).
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Hojas de trabajo

Para la tematica de las hojas de trabajo se seleccioné el tépico de isometrias en el
plano, por las familiaridades visuales que ofrece y el enfoque formal que permite
abordar. Los problemas seleccionados se relacionan con la construccion del grupo
de isometrias en el plano, mediante un acercamiento que permita al estudiante
involucrarse en el proceso exploracién-conjetura-demostracion de distintas

propiedades.

El disefio de las actividades imita el modelo de trabajo presentado por Chacara
(2004), el cual esquematiza cuadros globales de cada nivel de razonamiento de
Van Hiele (donde se detallan las fases de aprendizaje para temas concretos) y
acordes a principios constructivistas (donde los estudiantes son activos en la
realizacion de actividades y el uso de discusiones constantes para promover

asimilaciones y reacomodos del conocimiento).

El tema que hemos seleccionado para trabajar es el grupo de isometrias en el
plano, partiendo del concepto de traslacion. Enseguida mostramos un par de
tablas comparativas, donde la primera presenta el desarrollo del primer nivel para
el tema de “Reflexion”, en los términos de Chacara; mientras que en la segunda,
aparece el cuadro esquematico para el mismo primer nivel, pero sobre el tema de

“traslacion”, el cual es utilizado para definir nuestra propuesta.
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TRANSFORMACIONES EN EL PLANO

Estudiadas por medio del Modelo de Van Hiele y principios del constructivismo.

TEMA: “Reflexién” (Nivel 1)

NIVEL FASE ACTIVIDAD

El estudiante se observa a través de un espejo.

Fase 1 |Sigue observandose en el espejo pero ahora haciendo algunos
movimientos frente a él.
Lo mismo hace utilizando otros objetos y figuras.
El profesor pide a los alumnos otros ejemplos de objetos que
parecieran reflejarse en un espejo (por ejemplo, el uso del papel

Fase 2 C"?‘rbé”?'. . - _
Sin utilizar el espejo (sustituirlo por un marco con vidrio
transparente) observarse entre parejas y hacer movimientos
haciendo de cuenta que uno es la imagen del otro (frente al

Nivel 1 supuesto espejo).

Fase 3 |Los estudiantes discuten entre si lo observado y cada uno escribe
sus conclusiones.
Se les da a los estudiantes una hoja con varias figuras. Los

Fase 4 |alumnos deben aparear las que pueden tomarse una como
imagen reflejada de la otra, con respecto a un espejo imaginario.
El alumno debera justificar sus respuestas.
El profesor induce que el estudiante resuma Ilo que se ha
observado:

Fase 5

- En qué forma estan colocadas las figuras.
- Qué caracteristicas mensurables tienen los objetos y sus
reflejos.
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ISOMETRIAS EN EL PLANO
Estudiadas por medio del Modelo de Van Hiele.
TEMA: “Traslacion” (Nivel 1)

NIVEL FASE ACTIVIDAD

El estudiante manipula imagenes hechas sobre hojas de plastico
transparente (y hojas blancas, en algunos casos), deslizando y
reflexionando sobre las direcciones del desplazamiento.

Fase 1

El profesor pide a los alumnos que manipulen las hojas de
plastico, deslizadndolas en distintas direcciones para identificar
patrones de traslacion, ademas de cuestionar sus observaciones.

Fase 2

Los estudiantes discuten sobre estrategias para discriminar entre
figuras trasladadas y no trasladadas, con la finalidad de identificar
propiedades de manera visual.

Fase 3

Mediante el uso de hojas de papel y figuras que teselan, se le
pide a los estudiantes que completen el cuadro deslizando las
Nivel 1 hojas en distintas direcciones.

Fase 4

El profesor induce al estudiante a resumir lo observado,
enfatizando:

- El uso de traslaciones para la construccion de figuras.

- La conservacion del tamafio y la forma de las figuras.

- La capacidad de realizar traslaciones de manera directa,
Fase 5 |mediante el deslizamiento de acetatos y hojas.

- lIdentificaciébn y realizacion de traslaciones en distintas
direcciones.

- La utilizacién de la terminologia basica: traslacion, vector, recta,
etc.

- La diferenciacion entre figuras trasladadas y no trasladadas
(mediante justificaciones visuales).

El resto de cuadros esqueméticos fueron remitidos al anexo 1, las tablas son las
correspondientes a los niveles 2, 3y 4.

La evaluacion del nivel de Van Hiele fue considerada en el disefio de las distintas
actividades, con la clara finalidad de interpretar apropiadamente el modelo y
generar un instrumento testigo de la actividad mental realizada por el estudiante.
En la tabla que relaciona las corrientes teoricas centrales, es notorio encontrar
varios vacios que pueden ser interpretados como la inexistente correspondencia
entre subniveles de Van Hiele y las categorias de demostracién de Rodriguez; por
ello aclaramos que los huecos seran llenados mediante los distintos matices

observables en cada categoria de demostracion.
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El trabajo de Gutiérrez (1991) es usado como guia para la asignacion de los
subniveles de Van Hiele, la estrategia consiste en plantear actividades y catalogar
las respuestas de los estudiantes con base en lo percibido en las mismas. Las

distintas opciones esperadas son:

0. No se responde la pregunta o la respuesta no puede ser codificada (no se
entiende).

1. La respuesta indica que el estudiante es principiante en la problematica y
no da informacion de un nivel superior.

2. Trabajo insuficiente o errébneo para responder a la pregunta, en sus
respuestas se perciben razonamientos y resultados reducidos o incorrectos.

3. Las respuestas son correctas pero el trabajo para resolverlas fue escaso,
deja ver un nivel de razonamiento inferior al nivel esperado. Las
explicaciones, procesos de razonamiento y resultados son insuficientes
(incompletos).

4. Mezcla de respuestas correctas e incorrectas, que reflejan caracteristicas
de dos niveles de Van Hiele consecutivos (con procesos claros de
razonamiento y justificaciones aceptables).

5. Sus respuestas son incorrectas, manteniéndose solamente en un nivel de
razonamiento, las respuestas que presenta son razonamientos completos
pero incorrectos o correctos que no llegan a la solucion del problema
indicado.

6. Las respuestas son correctas dentro de un nivel de razonamiento, pero con
justificaciones escasas.

7. Las respuestas son correctas, completas y suficientemente justificadas,

reflejando la apropiacién de un nivel de razonamiento.

Es notorio que las respuestas han sido enumeradas segun el grado de
satisfaccion identificado, las cuales se relacionan con la adquisicion de los niveles
de Van Hiele de la siguiente manera: Tipo 0 y 1 para adquisicién nula, 2 y 3 para
la adquisicion baja, el tipo 4 para representar la fase intermedia, 5 y 6 para la

adquisicion alta y el tipo 7 para la adquisicion completa del nivel.
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Software de Geometria Dindmica

Pensando en generar un ambiente apropiado para la elaboracién de conjeturas,
se optd por el uso de GeoGebra, con la intencion de facilitar una exploracion de
numerosos ejemplos que permitan a los estudiantes desarrollar sus habilidades
de visualizacién. Otra de las ventajas del uso del software consiste en la rapidez,

comparada con escenarios de “lapiz y papel”, para realizar las manipulaciones.

Dentro de las desventajas para la investigacion, Romero (2010, pp. 21-22)

menciona lo siguiente:

“Otro efecto secundario del uso de representaciones dinamicas es que al
proveer a los estudiantes de evidencias muy directas de los hechos
analizados, se inhibe la necesidad de demostraciones y argumentaciones.
Es frecuente que los estudiantes, principiantes o avanzados, perciban
muchas situaciones como evidentes por si mismas y afirmen que éstas no
necesitan demostracion alguna ya que la proposicion que se les pide
demostrar se ve en pantalla que es cierta... [ ]... Los estudiantes suelen
tomar como suficiente una exploracién, muchas veces no sisteméatica, para

decidir si una proposicion es verdadera o no”.

Tomando en cuenta la afirmacion de Romero, se opté por incluir como
herramienta metodoldgica el uso de GeoGebra, con el propdsito de facilitar las
fases de exploracion y conjetura, pensando en promover la busqueda de los

elementos necesarios para elaborar demostraciones.

38



UBICACION DE LAS HOJAS DE TRABAJO POR NIVELES Y FASES

Nivel 1

Las hojas de trabajo 1 y 2 son actividades que se encuentran ubicadas en el
primer nivel de razonamiento, representan a una primera etapa de exploracion, en
donde se promueve un acercamiento a las traslaciones mediante experiencias
fisicas (traduciendo la nocién de traslacion a deslizamientos en el plano). Durante
la Hoja de trabajo 2 se cuestiona al estudiante sobre caracteristicas visuales
(desde una perspectiva global), en un intento de describir las traslaciones y
diferenciarlas de “otras” trasformaciones (o combinaciones de ellas). Las hojas de
trabajo 1 y 2 tienen como objetivo que el alumno pueda observar:

% A los segmentos de recta como una forma manual de trasladar figuras,
identificando a los segmentos como rieles que guian el deslizamiento.

% Las caracteristicas mensurables entre los objetos y su traslacion (enfatizando
en el mantenimiento de la inclinacion de las figuras y el orden de los
elementos que las conforman).

% A las traslaciones como isometrias (mediante la conservacién del tamafio y
forma).

En cuanto a las fases del modelo de Van Hiele, podemos describirlas mediante el

uso de la siguiente tabla. En la primera columna se menciona la hoja de trabajo a

la que nos referimos y en la segunda hacemos una breve descripcion de las fases

trabajadas en cada hoja, asi como los objetivos perseguidos (a partir de ahora

utilizaremos una tabla para describir cada nivel).

HOJA DE DESCRIPCION DE ACTIVIDADES Y FASES DE
TRABAJO APRENDIZAJE

La hoja de trabajo 1 no habla de traslaciones, sin embargo
presenta problemas sobre deslizamientos y cuestiona a los
estudiantes sobre movimientos que permiten generarlos

(haciendo alusion a traslaciones de manera implicita).
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Para esta seccion las fases abordadas son las etiquetadas como
1, 2 y 3 (Aclarando que la fase de explicitacion no se concluye,
sino hasta el final de la Hoja de trabajo 2).

En las Ultimas preguntas se espera que abonen en la integracion
(fase 5), registrando las bases por escrito de observaciones

importantes.

Una vez concretadas las estrategias para identificar
deslizamientos simples que generen traslaciones especificas, se
ponen a prueba los métodos creados por los estudiantes e
inician con el uso de notacién y reflexion sobre caracteristicas

gue permiten identificar las traslaciones visualmente.

2 La hoja se corresponde con las fases 3, 4 y 5, dando
seguimiento a las reflexiones de la Hoja de trabajo 1 (en cuanto
a las fases 3 y 5). Para la orientacion libre (fase 4), se plantea el
problema inverso a la primer hoja de trabajo, el cual consiste en
disefiar un método de trasladar figuras a través de un vector
dado (todo el trabajo esta planteado para resolverse solamente

con el uso de geometria sintética).

Nivel 2
Las hojas de trabajo 3, 4 y 5 (ademas de la actividad 5b, incorporada para verificar

las conclusiones de las hojas anteriores) son actividades que se encuentran
ubicadas en el segundo nivel de razonamiento y pretenden enfatizar las
propiedades concretas de las traslaciones (las cuales fueron utlizadas
implicitamente en las actividades anteriores), también se utiliza el GeoGebra con
la intencién de permitir al estudiante la elaboracién de conjeturas sobre el papel
del vector de traslacion (a través de la manipulacion libre en archivos disefiados y
no limitando la exploracién a trabajo de lapiz y papel) y cerrando con la
introduccion y desarrollo de notacibn matematica con mayor potencial para el
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desarrollo matemético de los estudiantes. Las hojas de trabajo 3, 4 y 5 tienen
como objetivo que el alumno descubra la importancia del vector de traslacion, y

con ello:

s Descubra el paralelismo entre segmentos formados por cada punto P y su
homologo P’ (de la figura trasladada) y la congruencia entre los segmentos y

el vector de traslacion.

X/
°e

Confirme que la inclinacion de las figuras no cambia, mediante un estudio del

paralelismo de segmentos homdélogos de un objeto y su traslacién.

X/
°e

Realice traslaciones mediante las coordenadas de un vector, ademas de
composiciones de traslaciones. Identificando la conmutatividad de Ila

composicion.
HOJA DE DESCRIPCION DE ACTIVIDADES Y FASES DE
TRABAJO APRENDIZAJE

En la actividad, el estudiante confirma caracteristicas basicas de
las traslaciones como: La inclinacién de las figuras es respetada
por la transformacion (ya que se solicita la atencion del alumno al
paralelismo de segmentos homdlogos) y la autonomia del vector
de traslacion (omitiendo el trabajo practico elaborado por el

3 estudiante en el nivel anterior).

Corresponde a las fases 1, 2, 3y 4 del nivel 2 (con la aclaracién
de que las fases de explicitacion y orientacion libre se inician en
el plano sintético y se concluyen en el plano cartesiano, para la
finalidad de explorar y responder las interrogantes planteadas
mediante el uso de una notacién mas apropiada).

En la mayor parte de la actividad se trabaja con geometria
4 dinamica. El archivo de GeoGebra asociado, permite verificar las
observaciones hechas en el plano sintético y redefinirlas

mediante el uso de los valores numéricos del vector de
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traslacion.

Se trabaja la fase 4 del nivel con mayor profundidad, orientando
las observaciones a caracteristicas que puedan verificarse con el
uso de la geometria analitica. Ademas, aporta reflexiones de la
fase 3y 5.

Se pone a prueba la identificacién de traslaciones mediante el
uso de las caracteristicas solicitadas previamente, ademas de

iniciarse en el analisis de la propiedad de cerradura para la

5 composicion de traslaciones.
Se concluyen con las fases 3 y 4, ademas de orientar la etapa
de integracion (fase 5) en términos de geometria analitica.
Por medio de la manipulacion del archivo de GeoGebra, se

Eb concreta la fase 5 en dos direcciones: La primera es el uso de
coordenadas para los vectores y la elaboracién de conjeturas
sobre la composicién de traslaciones es una traslacion.

Nivel 3

Para el nivel 3, se disefiaron 6 hojas de trabajo (de la nimero 6 a la 11) que
comparten algunos elementos, tales como: la elaboracion de conjeturas
auténomas (fruto de exploraciones dirigidas), el poco trabajo en escenarios
concretos, cuestionamientos de tipo tedrico planteados a partir de ejemplos
generales y el uso sistematico de software de geometria dindmica (GeoGebra)
para la exploracion de nuevos escenarios y verificacibn de conjeturas hechas
previamente. Las hojas de trabajo tienen como objetivo que el alumno conozca las
distintas transformaciones en el plano y descubra lo que permite caracterizar a

cada una, con la intencion de profundizar en:

42



% La capacidad de identificar vectores de traslacion, ejes de reflexion o centros
de giro (segun sea el caso), ademas del efecto de alteraciones de dichos

elementos en las transformaciones en el plano.

X/
°e

La cerradura como propiedad del conjunto de traslaciones en el plano y la
exploracion de dicha propiedad en el resto de las trasformaciones, con la
finalidad de promover la construccion de condiciones necesarias para que una
transformacion sea cerrada bajo la composicién, o bien, la construccién de

contraejemplos que no lo sean.

X/
°e

El uso de justificaciones mas elaboradas en sus observaciones (con respecto
a las hechas previamente), ademas de expresarlas de una manera mas

formal. (Considerando los recursos del nivel).

HOJA DE DESCRIPCION DE ACTIVIDADES Y FASES DE
TRABAJO APRENDIZAJE

Se solicita una reflexion profunda sobre la cerradura de la
composicion de traslaciones, sin el uso de ejemplos. La presente
hoja de trabajo es considerada como fase 1 del nivel por la
6 pretension de plasmar por escrito los antecedentes del
estudiante, concluidos a partir de las hojas de trabajo anteriores.
De manera similar a las hojas anteriores, aporta reflexiones que

seran reutilizadas para fundamentar y enriquecer las fases 3y 5.

Se presenta otro tipo de transformaciones, con la finalidad de
7 hacer una depuracion de aquellas que conservan tamafio y

forma (isometrias). Las fases trabajadas sonla 1y 5.

Trabaja la transformacion de rotacion, enfatizando los elementos
que la definen.

Las fases contempladas para esta hoja de trabajo parten de la
exploracion de ciertos elementos (fase 2), culminando en la

elaboracién de una definicion para la transformacion, refinada de

43



manera individual (fase 4) y grupal (fase 3).

La hoja de trabajo culmina con la definicion final que se asume

para resolver el examen final (fase 5).

Trabaja la transformacion de reflexion y el rol que juegan los

elementos que la definen.

9 Las fases contempladas para esta hoja de trabajo van desde
aportar informacion que pueda ser utilizada como: Antecedente
(fase 1), resumen para definir la transformacién de reflexion (fase

5) y una exploracion guiada (fase 2).

Representa la fase 4 por las intenciones de generar
10 incertidumbre en los estudiantes a través del estudio de la
composicion de reflexiones en escenarios desconocidos para

ellos.

Se generalizan las observaciones hechas sobre la composicion
de reflexiones en distintos escenarios y se espera que el
11 estudiante sea capaz de resumir sus hallazgos con un lenguaje
apropiado, la fase 5 es abordada por la hoja de trabajo 11; ya
gue pretende ser el punto de partida para el siguiente nivel.

Nivel 4

Por las caracteristicas de este nivel, es necesario evaluar comprensiones
generales de las transformaciones en el plano, razén por la cual se utiliza
solamente una actividad para evaluar el nivel (hoja de trabajo 12). Dicha hoja de
trabajo utiliza el concepto de grupo como unidad integradora de las
transformaciones en el plano, las cuales habian sido trabajadas de manera aislada
hasta el momento. Las preguntas hechas durante la actividad concentran su
atencion en la verificacion de las propiedades que definen el concepto algebraico
de Grupo, el cual es solicitado a los estudiantes como punto de partida para ser
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utilizado como guia de un analisis estructural. La hoja de trabajo 12 tiene como
objetivo que el alumno profundice en el estudio de transformaciones en el plano,

propiciando con ello:

% La vinculacion de las isometrias en el plano mediante el concepto de Grupo,
bajo la operacion composicion.
% La capacidad para definir las condiciones de cada transformacion, las cuales

permiten construir subgrupos del Grupo de Isometrias en el Plano.

HOJA DE DESCRIPCION DE ACTIVIDADES Y FASES DE
TRABAJO APRENDIZAJE

Las fases de aprendizaje trabajadas durante la resolucion de la
hoja de trabajo llevan un orden secuencial congruente con las
preguntas planteadas a través de la misma. La primer pregunta
tiene la intencién de verificar el dominio requerido para resolver
la hoja de trabajo (fase 1), las fases 2 y 4 se trabajan en las
12 siguientes preguntas (por las instrucciones concretas dadas, en
una primera instancia y la reflexion solicitada para la
construccién de subgrupos), la fase 5 es contemplada en la
pregunta sobre la verificacién de las propiedades de Grupo en el
conjunto de isometrias en el plano y la fase 3 se trabaja al
enriquecer las conclusiones con la pregunta final de la actividad.

HERRAMIENTAS PARA LA RECOPILACION DE INFORMACION

Otras herramientas metodoldgicas, para recolectar y analizar la informacién

(producto de la implementacion del problemario), son las siguientes instrumentos:

e Observacion Directa: El salon de clases es el medio ideal para observar y
reflexionar sobre las acciones de los estudiantes con respecto al objeto de
estudio. Como parte de la investigacion se decidié hacer uso de la observacion
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en un ambiente real y para verificar el punto de partida contemplado y
desempefos no considerados en los objetivos del trabajo.

Sobre las caracteristicas de la observacion, se considera participativa, por
diversas intervenciones para orientar las discusiones y cuestionamientos a
estudiantes en especifico (para obtener mayor claridad sobre sus respuestas),
y estructurada, por enfatizar la observacion en las distintas afirmaciones y

comentarios al respecto.

e Videograbaciones: Con el fin de evaluar y revalorar el desempefio de los
estudiantes durante la aplicaciéon de las distintas hojas de trabajo se recurrié a
videograbaciones. Su inclusion en el proyecto radica en la captura de acciones
y actitudes no expresables en las hojas entregadas. Ademas resulta de gran
utilidad para contrastar las respuestas por escrito con la fase 3 (explicitacion),
complementandolas y facilitando un andlisis objetivo.

Una vez hecha la seleccion de la muestra, la aplicacion de las distintas
actividades y simultdneamente la recopilacién de informacion, el analisis debera
considerar la interpretacion y contrastacion conjunta de la informacion ofrecida por

todos los instrumentos.

Como parte importante de las acciones metodologicas y previas a las de
observacion, se incorporaron en el capitulo anterior (capitulo 3), referencias
documentales en dos sentidos: El primero, de corte histérico, con la finalidad de
identificar las caracteristicas de los distintos tipos de argumentacion empleados a
través del tiempo (dentro de la disciplina matematica), con la intencion de
relacionar los estadios con los niveles académicos transitados por el estudiante.
Posteriormente, la revision se concentré en las distintas concepciones de
investigadores y profesores, en torno a la demostracion y su papel en el salon de
clases, con el objetivo de estar en condiciones de plantear una postura propia.
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CONTEXTO DE LA INVESTIGACION Y CRITERIO DE SELECCION DE CASOS

El estudio se realiz6 con los 8 alumnos de la clase de Geometria Moderna de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad de Sonora (ciclo escolar 2010-2).

Con la finalidad de presentar un andlisis representativo de la variedad de
escenarios, se opté por un enfoque cualitativo de los resultados, apoyado en un
estudio de casos. Para definir los casos concretos, con la aclaracion que no se
excluyeron al resto de los alumnos de las dinAmicas planteadas en el grupo, se
recurrio a los resultados de las hojas de trabajo (mediante la evaluacién declarada
en la metodologia, utilizando los criterios sefialados para asignar los subniveles de
Van Hiele). La asignacién de un subnivel especifico a cada estudiante nos permitio
generar estratos de acuerdo a su desempefio, eligiéndose 4 casos para la

realizacion de un andlisis detallado. Los criterios utilizados fueron los siguientes:

a) Nivel de desempefo de los estudiantes para los dos primeros niveles
del modelo de Van Hiele. El escenario para la exploracion nos podria
predisponer al supuesto de que estudiantes de la licenciatura en
matematicas de 4to a 6to semestre se mueven con relativa facilidad entre
los niveles 3 y 4 de Van Hiele, pero por los intereses de la investigacion no
era apropiado suponer tal afirmacion, es por ello que se considerd
necesario partir de una etapa propedéutica que valide el nivel de Van Hiele
en el que se encuentra, al menos para los primeros dos niveles. Para
consideramos dos opciones: La primera es que los estudiantes hayan
realizado las hojas de trabajo asignadas a dichos niveles (abarcando desde
la hoja de trabajo 1 hasta la hoja 5b) o en su defecto, que las hojas
completadas muestren una adquisicion completa de los niveles 1 y 2 (lo
cual sera interpretado como un dominio de los mismos y facilidad para

abordar el nivel 3).
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b) Estratos basados en el desempeiio. Para que el panorama contemple las
caracteristicas de los distintos estudiantes que componen un grupo, se
seleccioné un miembro de cada estrato (uno de bajo desempefio, uno de
desempefio medio-bajo, uno de medio-alto y un ultimo de alto desempefio),

esperando facilitar la realizacion de analisis individuales y comparativos.

Decidimos omitir sus nombres, etiquetandolos con las letras A, B, C y D

progresivamente.
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CAPITULO 4
DESCRIPCION Y ANALISIS DE LA INFORMACION

Para el presente capitulo describiremos tres elementos: Las asignaciones de los
subniveles de Van Hiele, las categorias de demostracion utilizadas por cada
estudiante y una valoracion global sobre la relacion entre el subnivel de Van Hiele
y las categorias de demostracion usadas, incluyendo un resumen de los apartados

anteriores (entre otros componentes).

Los analisis puntuales se presentaran a la par de la revision de cada hoja de
trabajo, haciendo notar que el objetivo central de las actividades fue la asignacion
de un determinado subnivel de Van Hiele. Los dos elementos de interés son: El
subnivel asignado y el tipo de argumentacion que aparece en la hoja de trabajo.
En cuanto a la interpretacion de la argumentacion usada para validar las
conjeturas, se utilizo la estrategia de contrastar las respuestas de las hojas de
trabajo con la revisibn de su postura durante las discusiones grupales (con el
apoyo de las grabaciones de video y, en ocasiones, mediante cuestionamientos
directos al estudiante sobre el argumento utilizado al final de la sesién, con la

intencién de no influir en la fase 3).

A manera de resumen, se incorpora una seccion donde se ilustran los perfiles de
los estudiantes seleccionados, con la intencién de ampliar la panordmica del
escenario y que la investigacion logre ser de mayor utilidad para el lector. Entre las
caracteristicas de mayor relevancia, estan las modificaciones de las formas de
probar y argumentar usadas por los alumnos escogidos, asi que aprovecharemos
la seccion final para integrar los distintos tipos de prueba, relacionandolos con los
subniveles de Van Hiele durante el desarrollo de las actividades.
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PRESENTACION DE RESULTADOS

El mecanismo de exploracién consistié en la aplicacién de un examen diagndstico
(con el fin de hacer la seleccion de casos de la manera mas objetiva posible), la
realizacion de las 12 hojas de trabajo y un examen final (donde se solicitaban
demostraciones de manera explicita). Para organizar los resultados obtenidos de

la exploracion, los presentaremos de la siguiente manera:

% Distribuimos 5 apartados de andlisis, los primeros 4 abordan cada nivel de
Van Hiele de manera independiente y el Ultimo se concentra en las
demostraciones de las conjeturas hechas por los estudiantes, durante la
resolucién de las hojas de trabajo. Podemos afirmar que el analisis final es
considerado el de mayor relevancia para la investigacion, por el tipo de

actividades que fueron solicitadas a los estudiantes.

X/
°e

Para cada apartado, iniciamos con una breve descripcion del tipo de
actividades a realizar, observaciones sobre las respuestas obtenidas (grosso
modo) y cerramos con una valoracién individual sobre el rendimiento de cada
caso (en esta seccion se presenta la asignacion de los subniveles y los tipos

de argumentacion utilizados).

ANALISIS DEL PRIMER NIVEL DE VAN HIELE
(Hojas de trabajo No.1y No. 2).

El tipo de actividades solicitadas se limitan al manejo de la traslacion como
manipulacion de figuras y la caracterizacion de la misma con base en elementos
visuales. Las acciones concretas que se solicitan al estudiante son: La
identificacion de figuras e imagenes superpuestas que coinciden al hacer
deslizamientos rectos y la discriminacidén entre parejas de figuras trasladadas y no
trasladadas, en vias de caracterizar la transformacién (mediante elementos de tipo
visual). El papel de estas hojas de trabajo consiste en facilitar una primera
percepcion del concepto de traslacion.
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Entre las observaciones generales, podemos mencionar las pocas ocasiones en la
gue fue utilizado un lenguaje disciplinar, postura que era necesario asumir para
ser congruentes con las exigencias del primer nivel de Van Hiele. Con respecto al
rol asumido por los estudiantes, durante la resolucién de las primeras hojas de
trabajo, un par de estudiantes intentd mantener un lenguaje matematico (uno de
ellos esta entre los casos seleccionados, el cual corresponde al individuo
etiqguetado con la letra “C” y sus intervenciones las discutiremos posteriormente),

pero desecharon esa postura al involucrarse en las discusiones grupales.

Para el primer nivel de Van Hiele, uno de los utilizados como filtro para la
seleccion de los casos, se observo una variedad de respuestas pero sin una
diferencia significativa entre las conclusiones a las que llegaron los estudiantes, lo
cual tiene relacion con la libertad de la exploracion solicitada y el tipo de
exigencias. En cuanto al andlisis de esta seccidon y considerando la similitud de las
respuestas, nos limitaremos a desglosar lo relacionado a las fases 3, 4 y 5 del
nivel (las cuales corresponden a la hoja de trabajo No. 2).

Para la realizacion de la hoja de trabajo No. 2, los estudiantes tenian la libertad de
solicitar lo que consideraran necesario para cumplir con las actividades (dentro de
las opciones escritas en sus hojas de trabajo), la actividad se llevo a cabo durante

la tercera sesion y no fue necesario recurrir a tiempo adicional.

Caso A:

Fue el primer estudiante en presentarse y por ello inicio la actividad antes que el
resto de sus compafieros, solicité una regla hasta después que sus compafieros la
pidieron (por los trazos elaborados, es evidente que completo la primera actividad

sin el uso de este instrumento).
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Fig. N1.A.1°
La actividad 2 corresponde a experimentaciones adicionales de traslacion (con
escenarios similares a la actividad 1, pero incorporando trazos curvos), con la
finalidad de que puedan desarrollar una estrategia manual para realizar la

transformacion.

® Para facilitar revisiones posteriores, se utilizard nomenclatura con e siguiente formato: Nivel de
Razonamiento. Caso de Estudio. NUmero de imagen. Es decir; la figura N1.A.1 representa la primera
figuradel caso A, parae Nive 1.
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Fig. N1.A.2
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La actividad final, la cual corresponde a la fase 5 del nivel, consisti6 en la
clasificacion de parejas de figuras entre traslaciones y no traslaciones. La
estrategia usada como criterio para aparear las figuras es similar a la presentada
en la primer actividad de la hoja de trabajo; podemos observar el uso de
segmentos de recta punteados (los cuales representan la direccion del vector de
traslacion y un vector resaltado sobre el segmento, para evidenciar la magnitud y
el sentido). Al observar las construcciones de los segmentos de recta (con los que
se avalan las parejas de figuras trasladadas), es posible observar una estrategia
recurrente, la cual consiste en la selecciébn de puntos homodlogos de manera
intuitiva (es notorio en los puntos marcados para relacionar las imagenes del
“lebn” y la “hamburguesa”), este método nos hace suponer que su discriminacion
de parejas no se basa en la construccibn de los segmentos sino en la
comparacioén global de las duplas de imagenes (el trazado de las rectas pretendia
cumplir un papel de verificacion, en un intento de imitar las herramientas utilizadas

por el profesor y las planteadas en las hojas de trabajo).

El estudiante se mostré pasivo durante las discusiones grupales del nivel, pero sus
estrategias para la resolucién de las hojas de trabajo siguientes se vieron
altamente influenciadas por comentarios de sus compaferos. En cuanto a los
fases 4 y 5 (exploracién libre e integracién, respectivamente), se mantuvo
apegado a los requisitos del nivel y no puso en juego herramientas propias de su
formacion, esto ultimo puede ser interpretado de tres maneras; La primera opcion
es el cambio en la dinamica de clase utilizada (comparada con el trabajo
tradicional en los cursos de la carrera), una segunda alternativa es que no cuenta
con herramientas que faciliten las exploraciones propuestas o, en su defecto, las
actividades fueron tan poco desafiantes que no demandaron el uso de métodos

mas complejos.

Como resumen, el estudiante cumple satisfactoriamente con las primeras hojas de
trabajo (considerando los elementos que se evallan), pero con algunos detalles
de lenguaje que pueden complicar las discusiones grupales en niveles de

razonamiento posteriores; por ejemplo, durante la discusion (y también lo declara

54



en la respuesta a la pregunta 5) utilizé recurrentemente el término “direccién” para
referirse a la inclinacion de las figuras, ya que al momento de compartir su
estrategia con el resto de sus compaferos, dijo que era necesario que “los
animales estuvieran en la misma direccién” y cuando se le pidié que clarificara tal
idea dijo: “Es como si los animales vieran hacia el mismo lado”, por ello podemos
asumir que se refiere a la inclinacion. En cuanto a las categorias de demostracion,

no habra evaluacion al respecto dado que no fue solicitada prueba alguna.

Caso B:

Para la resolucion de la hoja de trabajo, solicito regla y papel carbén (pensando en
acelerar la exploracién y el uso que le daria a la hoja de carbén, se le entregd una
copia en blanco de su hoja de trabajo).
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Fig. N1.B.1
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Fig. N1.B.2
En las actividades relacionadas con el apareamiento de figuras trasladadas y no

trasladadas, notamos una confusion generalizada en cuanto al significado del
término “direccion”, el cual es utilizado para referirse a la inclinacion de las figuras
trasladadas. Otro elemento recurrente es el impacto de la presentacion de
traslacion como deslizamiento de figuras; para ejemplificar esta afirmacion
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utilizaremos las respuestas del caso “B”, donde el estudiante elabora segmentos
de recta (similares a los utilizados en la primera pregunta de la hoja de trabajo 2),
pero la diferencia significativa consiste en el papel que desempefia en las
afirmaciones del estudiante, ya que los segmentos no sustentan sus afirmaciones
hechas y podemos comprobarlo al observar la construccion del vector que
relaciona las imagenes de la “hamburguesa”, los segmentos de recta no estan
anclados en la figura y tan so6lo pretenden modelar un movimiento tentativo para
relacionarlas. De manera similar al caso “A”, el estudiante sustenta sus
afirmaciones en las relaciones que percibe visualmente y, en una segunda
instancia, utiliza los segmentos de recta para responder a la pregunta, sin que

éstos ultimos desempefien un papel de peso en sus conclusiones.

El estudiante manifestd un perfil introvertido durante las sesiones, lo cual se vio
reflejado en su poca participacion durante las discusiones grupales. En lo
concerniente a las siguientes fases de aprendizaje, la actividad logr6 mantenerla
dentro los objetivos del nivel y aunque no se involucré demasiado en la fase 3, las
discusiones fueron bastante enriquecedoras para su trabajo en las siguientes
actividades.

Revalorando su desempefio en las actividades, cumple con los objetivos de la hoja
de trabajo, con respuestas apropiadas (considerando el nivel), pero de manera
similar al Caso “A”, mostré estar altamente influenciado por elementos perceptivos
y una revisiébn minuciosa de sus hojas de trabajo posteriores, permitira evaluar el

posible traslado de las confusiones observadas en sus respuestas.

Caso C:

El estudiante C, no utilizé regla y para sus construcciones solo requirié copias de
las hojas de trabajo.
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Fig. N1.C.1

En cuanto a la estrategia utilizada, durante la discusién grupal se le pidi6 que
compartiera el método para realizar las primeras tres actividades de la hoja de
trabajo, pero la redaccion de la pregunta a la pregunta uno deja ver que se
confundié entre la estrategia utilizada y un método general. Sin embargo, la parte
rescatable es que nos permite conocer sus técnicas de exploracion (en este caso,
aparentemente siente mayor comodidad en el plano analitico comparado con un

escenario de geometria sintética).
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Fig. N1.C.2
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En cuanto a la seleccién de figuras trasladadas, fue el Gnico en mencionar durante
la discusion grupal a las transformaciones distintas de la traslacion (en la pregunta
3 habla de reflexién y rotacion), aunque de manera superficial y sin una solicitud

de tal informacion.

Considerando el rol que asumi6 en las fases de aprendizaje, el estudiante
manifestd las condiciones ideales de un alumno, mostrandose participativo en la
discusién e interesado en los comentarios de sus comparfieros, constantemente
generando un ambiente de debate, uno de los cuales se centré en la estrategia

para verificar que una figura es traslacién de otra.

Evaluando sus respuestas de manera integral (considerando las distintas fases de
aprendizaje), cumple con los objetivos del nivel y, aunque utilizé elementos
puramente visuales en la discriminacion de figuras, la fase de explicitacion le

permitid mostrar relaciones y propiedades de la transformacion.

Caso D:

Utilizé regla y copias de las hoja de trabajo y constantemente se preocup6 por la
precisién de sus respuestas, en mas de una ocasion no se retird del saléon hasta
completar las hojas de trabajo (en los analisis posteriores sera notorio el tiempo
dedicado a sus respuestas).
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Fig. N1.D.1
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Fig. N1.D.2

Al margen de su declaracion sobre las transformaciones de las figuras que no son
traslaciones, la respuesta tres incluye caracteristicas de las traslaciones que
distintos pares de figuras no contienen. Estas afirmaciones son mantenidas para

hacer una discriminacién de figuras trasladadas y estan contempladas en la
respuesta 4.
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Fig. N1.D.3

A diferencia del resto de comparieros, no sélo utiliza elementos visuales, ademas
incorpora caracteristicas que conoce de la transformacién involucrada, los
elementos evidentes son el paralelismo entre los segmentos formados por puntos
homodlogos y la longitud Unica de los mismos (en las esquinas superiores de la
hoja aparecen tercias de numeros, los cuales parecen representar un segundo
criterio para la discriminacion), esto ultimo relacionado con la magnitud del vector

de traslacion. Observando los segmentos utilizados como apoyo, se evidencia el
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uso de una estrategia perceptiva, ya que no aparecen los trazos auxiliares para
describir a los pares de figuras que si son una traslacion.

Durante la fase de explicitacion, el estudiante estaba més interesado en escuchar
las afirmaciones de sus compafieros que en compartir las propias, cuidaba que
sus aportaciones fueran pertinentes, en los momentos en los que no contribuia,
constantemente utilizaba gestos (muecas de aprobacion, desaprobacién,
confusion, etc.). En lo concerniente a la fase de integracién, involucré propiedades
de manera explicita en sus respuestas, lo cual nos hace afirmar que no sélo

cumplio con los objetivos del nivel sino que fueron superados.

OBSERVACIONES DEL NIVEL 1

Como estrategia didactica y dado que la mayoria utiliz6 un sélo segmento para
discriminar entre figuras trasladadas y no trasladadas (salvo el caso D),
consideramos apropiado cuestionarlos sobre la posibilidad de que las figuras
estuvieran inclinadas 1°, de tal manera que fuera imperceptible a la vista y cémo
se verian afectadas sus respuestas al considerar tal reflexién. Durante la discusion
grupal, los casos B y C hablaron (complementandose) sobre construir mas de un
segmento y usar el paralelismo (entre los segmentos formados por puntos
homdlogos), fue en este momento cuando el caso D compartié su estrategia, la
cual fue aprobada por su practicidad.

Los casos seleccionados cumplieron con los requerimientos del nivel, todos son
capaces de construir traslaciones mediante la manipulacion de figuras
(concretamente con el deslizamiento sobre una recta, una distancia dada) y de
discriminar visualmente pares de figuras trasladadas de figuras no trasladadas.
Considerando lo poco exigente de las pruebas solicitadas en las actividades, las

categorias de demostracidn no tienen cabida en el apartado.
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ANALISIS DEL SEGUNDO NIVEL DE VAN HIELE
(Hojas de trabajo No.3, No. 4, No.5 y No-5b).

Pensando en dar seguimiento a las hojas de trabajo anteriores y el cierre de la
discusion grupal, sobre la necesidad de verificar para mas de un segmento, las
hojas correspondientes al segundo nivel de Van Hiele incorporan caracteristicas
aisladas de la traslacion, con la intencién de asignar un papel relevante al vector
de traslacion. Con la finalidad de reorientar la afirmacién sobre deslizamientos
para identificar traslaciones, se realizan exploraciones que pretenden encaminar al
estudiante a descubrir distintas propiedades como: el paralelismo entre los
segmentos formados por puntos homodlogos, la inclinacibn de las figuras
(utilizando el paralelismo de segmentos homélogos) y relacion de las
caracteristicas con los elementos definitorios de los vectores en el plano.

Por las expectativas del nivel, en algunas ocasiones se incorporan exploraciones
dirigidas en un ambiente de geometria dinamica y con un lenguaje matematico
mas extenso. Dos de las actividades fueron realizadas en el centro de computo y
el resto en el salén de clases, se incorporé una sesiéon adicional (posterior a la
hoja de trabajo 5-b, para que los estudiantes tuvieran la oportunidad de construir

una definicion de traslacion en el plano sintético).

Para responder a las hojas trabajadas en el salén de clases, a los estudiantes se
les proporcion6 una regla y hojas blancas. Considerando las actividades
solicitadas en la presente seccion, los elementos incorporados para el analisis se
enfocan en las respuestas donde realiza alguna afirmacién de peso o conjetura
concreta, aclarando que la interpretacion de las estrategias de argumentacion
usadas por los estudiantes son las observaciones de interés.
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Caso A:

Fig. N2.A.1

Siguiendo las instrucciones, el estudiante mide los segmentos construidos y
compara las longitudes con la magnitud del vector de traslacion original (dado que
la pregunta incide en la estrategia del estudiante, seria poco objetivo evaluar la

argumentacion en este momento).
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Fig. N2.A.2

De manera complementaria, se le solicita que verifique su afirmacion para distintos
puntos (sin tener acceso al software de Geometria Dinamica), la comprobacion
elaborada puede interpretarse como un primer acercamiento a la definicion
puntual de traslacion. Las consideraciones expresadas por el alumno son
abandonadas posteriormente durante la sesion destinada a la construccion de una
definicion de traslacion por el salon (correspondientes a la fase 5 del segundo

nivel).
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Fig. N2.A.3

Nuevamente aparece la confusién con el término “direccién” (obsérvese las
preguntas 3, 4 y 5). Al margen de la recurrencia de la confusion con el término,
para la presente hoja de trabajo el estudiante declara dos afirmaciones de peso
para la transformacién de traslacion, la cuales son: “Los lados son iguales (son
congruentes)” y “los lados/...] estdn en la misma direccion (son paralelos)”
reiterando la conclusién en el inciso final de la pregunta 4. Una aclaracién sobre la
estrategia de argumentacién, es el uso de mediciones marcadas en su hoja de
trabajo para redactar las conjeturas. En la terminologia de Rodriguez aparece un
argumento inductivo de ejemplo genérico, por basarse en mediciones y ejemplos
especificos, tomados bajo la premisa de ser representativos (nuevamente se hace
la aclaracién de la influencia de la exploracién guiada, asi que asumiremos una
postura de especulacion hasta contrastar las afirmaciones con las respuestas

obtenidas en el examen final).
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Fig. N2.A.4
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Fig. N2.A.5

Al observar la hoja de trabajo 5, el estudiante elabora trazos auxiliares para
verificar que una figura es traslacion de otra. En los cuadros 1, 3 y 6 incorpora
segmentos entre vértices representativos para realizar las comparaciones
(utilizando la estrategia presentada por sus compafieros en la discusion grupal del
primer nivel). En un par de ocasiones aparece una confusién sobre el sentido del

vector de traslacion, pero fue corregido durante la discusion grupal.
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Fig. N2.A.6

Incorporando una version alternativa del tratamiento de la cerradura de
traslaciones, la actividad 5 es considerada concluida hasta resolver la hoja de
trabajo 5b, en la cual se relacionan los vectores de traslacion de distintas figuras
(con la intencion de promover el uso de la composicion de traslaciones para

describir nuevas traslaciones).

72



Fig. N2.A.7
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Fig. N2.A.8

Las discusiones grupales del segundo nivel de razonamiento contaron con una
mayor participaciéon del estudiante, aunque el rol que asumié nuevamente fue
pasivo y se limitaba a escuchar las estrategias usadas por sus compaferos, sin
tener mucho interés en compartir las propias. No logré completar la fase de
exploracion libre en una sesién (correspondiente a la hoja de trabajo 5 y 5b), asi
gue tuvo que recurrir a tiempo de la siguiente clase (la pérdida de la secuencia
influyé considerablemente en sus conclusiones, esta afirmacion es evidente al
evaluar las respuestas 1 y 2, por lo contradictorio de las mismas). Para evaluar la
fase 5, a los estudiantes se les plante6 el desafio de disefiar una definicion
“correcta” de traslacion, el estudiante “A” considero las propiedades de paralelismo
de segmentos entre puntos homélogos y la longitud de los trazos, resaltando en su
definicion elementos de tipo visual, pero sin el uso de herramientas que le
permitan asegurarlas (particularmente con la propiedad de paralelismo). El
argumento fuerte en el que sustenta la definicién es de tipo perceptivo, sin llegar a

enriquecerlo con el uso de mediciones.

Resumiendo el desempefio del caso “A”, identificamos una adaptacién en cuanto
al lenguaje y una mejora significativa con respecto a las estrategias de

exploracion. Aungue no tenemos evidencia de que asimile los métodos de manera
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apropiada su uso es aceptable. Las respuestas son evaluadas de manera
satisfactoria, considerando los requisitos del segundo nivel.

Caso B:
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Fig. N2.B.1

Fig. N2.B.2

De manera similar al caso anterior, el estudiante resuelve la actividad mediante el

uso de mediciones de los trazos elaborados, construyendo una conjetura
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aceptable sobre las caracteristicas de los segmentos formados por puntos
homologos.

Fig. N2.B.3

77



Fig. N2.B.3

En la hoja de trabajo niumero 5 aparece una correccion en cuanto al término
“direccion”, sustituyéndolo por la palabra “orientaciéon” al describir las
transformaciones del segundo y quinto cuadro (nuevamente hacemos la
aclaracion sobre la interpretacion del término “orientacion”, al ser utilizada para
referirse a la inclinacion de las figuras). La herramienta para asegurar que una
figura es traslacion de otra, consistié en marcar puntos homélogos y hacer conteos
de las unidades en direccion vertical y horizontal, si los desplazamientos
coincidian para al menos 2 puntos (y sus correspondientes homélogos) se tomaba

como una traslacion y se utilizaba un método similar para marcar el vector.
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Fig. N2.B.4

El estudiante no realiz6 la hoja de trabajo 5b, cumpliendo solamente con las fases
3y 5, sin asumir un papel de peso en ninguna de ellas. Durante la ultima sesién,
donde construyen la definicion de traslacion, fue la primera en llegar y por ello
construyd una primera version del término (el cual fue aprobado y asumido como
propio por los estudiantes “A” y “C”, este Ultimo lo enriquecié considerablemente
en mas de una ocasion), la definicibn tomaba como pilar a la inclinacion de las
figuras (manifestando constantemente como sinénimos a “orientacion”, “direccion”

e “inclinacion”).

El desempefio del estudiante es aceptable, considerando que es capaz de
identificar propiedades de manera parcial, sin relacionarlas apropiadamente, pero
los elementos de su definicion muestran una fuerte influencia perceptiva, ademas

del traslado de confusiones en la terminologia utilizada.
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Caso C:

Fig. N2.C.1
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3. Discute con tus compaiieros lo que observaste y anota tus conclusiones:

. - [ [ - }
' - A e ; : s CFe g

{voe loriod

4. Sefiala (remarcando con tu lapiz) uno de los lados de la figura original (F), de igual
manera indica el correspondiente “lado” de la figura trasladada (F’). ;Qué angulo
forman los segmentos sefialados?

v Ma O Soa

- Mide los lados sefialados (el de la figura original y su correspondiente de la figura
trasladada) y compara las medidas ;Como son enure ellas?
- Elabora una conclusidn sobre los angulos y medidas de lados homélogos

!

i - " [« er 0 f
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- Nuevamente, experimenta con otro par de lados de la figura F. ;Mantienes tu conjetura?
i Por qué? . o _ -
c.,‘ Wpo qg d { /8 f’-. A 4y Ag 2 e Choe?? ¢ 1] & (A

= =

5. Utilizando tu exploracidn anterior, elabora una conclusién sobre las caracteristicas que
comparten los objetos v sus traslaciones; es decir, define cuando una figura F” es una
traslacién de otra.

pe
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Fig. N2.C.2

El la pregunta final de la hoja de trabajo 3, se les cuestiona sobre las
caracteristicas que comparten los elementos y sus traslaciones (con la intencion
de mejorar los criterios declarados en la actividad anterior). El estudiante “C”

menciona el paralelismo de los vectores de traslacion (en plural, manifestando una

diferencia entre vectores al cambiar su punto de aplicacion).
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Fig. N2.C.3
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Fig. N2.C.4

Reitera el criterio basado en el paralelismo de los vectores, para distinguir a las
traslaciones. Esta postura se arraigben las creencias del estudiante al grado de
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utilizarla como elemento definitorio para la transformacion de traslacion, a

continuacion se incluye la versién que redact6 para referirse a la traslacion:

Fig. N2.C.5

El estudiante asocia de manera aislada distintas propiedades de la traslacién, pero
se siente en condiciones para elaborar una definicion y presentarla para el
consenso del grupo. La definicibn menciona propiedades, pero con una aparente
inclinacion al uso del paralelismo como elemento central (la aparente tendencia
puede ser interpretada como redundante, ya que el hablar de “vectores iguales”
implica el paralelismo), durante las discusiones enriquecio distintas definiciones de
sus companferos al incluir el paralelismo. El descuido constante del vector de
traslacion como propiedad definitoria no fue compartido por 3 de sus compafieros
(entre los cuales destaca el caso D) y el escenario permitié construir dos equipos
con la intencion de refutar las definiciones elaboradas por el equipo contrario.

Las respuestas de la hoja de trabajo, muestran su conocimiento sobre
propiedades de la transformacion, aunque sin llegar a relacionarlas de manera
apropiada (elemento central para el nivel 2). En cuanto a los sustentos de sus
afirmaciones, por el peso de la propiedad de paralelismo y la omisién del papel del
vector, muestran una categoria de induccion con ejemplo genérico pura. El
estudiante se desenvolvi6 apropiadamente y se considera que cumple los

requisitos para continuar con el siguiente nivel.

Caso D:

Aunque el estudiante tuvo repetidas faltas durante las actividades del segundo
nivel, participé en la resolucién de la hoja de trabajo 5-b y la sesion dedicada a la

definicidon de traslacion.
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La definicion presentada a la clase fue la siguiente y, a diferencia del caso C,
construyd la transformacion a través de la manipulacién puntual (con esto ya no se
consideraban la figuras como un todo, la cual se convirtié en una técnica usada de

manera recurrente por algunos de sus comparieros).

Fig. N2.D.1

Las hojas de trabajo son satisfactorias y aunque no se completaron todas las
actividades, fue bastante eficiente y activo durante las fases 3 y 5. El estudiante
asumio el papel de lider en el debate donde se compararon las definiciones
creadas por dos equipos y su prioridad fue la consistencia de su definicion (en la
hoja que incluye su version personal aparece, en la parte superior derecha, un
dibujo que aparenta ser una verificacién del enunciado). Comparando la definicion
con el “caso C”, en ésta version podemos observar a la trasformacion como una
instruccion puntual, lo cual facilita su uso. Cuando se discutié sobre las diferencias
entre los enunciados, el estudiante fue capaz de generar un contraejemplo

convincente para refutar la definicion basada en paralelismo.

El estudiante no sélo puso en evidencia la identificacion de distintas propiedades,

ademas fue capaz de relacionarlas apropiadamente y generar conclusiones mas

85



complejas, los componentes de sus afirmaciones muestran un razonamiento

inductivo (por partir de experiencias dadas por ciertas).

OBSERVACIONES DEL NIVEL 2

Los casos C y D cumplieron con los requerimientos del nivel, todos son capaces
de identificar traslaciones a través de caracteristicas puntuales, en cuanto a los
casos A y B discriminan apropiadamente, pero sus respuestas exhiben carencias
heredadas del nivel anterior, 0 que nos hace suponer que siguen influenciados por
los elementos del primer nivel (al grado de que mantienen sus confusiones

originales).

En cuanto a la sesion dedicada a la definicion de traslacion fueron marcados dos
equipos, el formado por los estudiantes que interpretaban a la traslacion como una
funcién (donde a cada punto se le asigna un correspondiente, con la ayuda de un
vector fijo) y aquellos que consideraban necesario incorporar propiedades de la
transformacion (las mas recurrentes fueron el paralelismo y la congruencia de los
segmentos formados por puntos homélogos). Como cierre de la discusion y con la
finalidad de generar polémica, se les cuestion6 a ambos equipos sobre figuras con
trazos curvos y las modificaciones que implicaria en sus definiciones, el equipo
gue uso los vectores en la definicién no se vio afectado; mientras que el grupo que
defendia el paralelismo como elemento central mantuvo su escrito pero replante6
la idea de paralelismo (hablando de paralelismo de curvas en términos de las
rectas tangentes de puntos homélogos). El contraejemplo que dio por terminada la
discusién fue aportado por el caso “D”, el cual hablo de figuras como una
coleccion de puntos aislados (con la intencién de omitir trazos continuos, que
puedan ser relacionados con paralelismo), tal afirmacién no logré ser refutada por

el grupo contrario y se dio por terminada la sesion.
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ANALISIS DEL TERCER NIVEL DE VAN HIELE
(Hojas de trabajo No.6, No. 7, No.8, N0.9, No.10 y No.11).

Con miras de integrar las distintas transformaciones, se afladen hojas de trabajo
donde se exploran distintas propiedades de la reflexién y rotacion, ademas de
sesiones destinadas a la construccion de sus respectivas definiciones. Los
objetivos perseguidos por el tercer nivel, no soélo se limitan a la exploracion y
definicion de las trasformaciones en el plano, sino que ademas pretenden evaluar
la cerradura de la traslacion de manera general (sin el uso de escenarios

concretos y promoviendo una cambio en el tipo de pruebas permitidas).

De manera similar al nivel de razonamiento anterior, las hojas de trabajo incluian
actividades para ser resueltas en el centro de cdmputo, particularmente las hojas
de trabajo 9 y 10 fueron elaboradas para implementarse con esos requisitos, pero
complicaciones temporales obligaron a sustituirlas por un par de sesiones en el

salén de clases.

Caso A:

Fig. N3.A.1

La pregunta estaba orientada a describir a la composicién de traslaciones como la
diagonal de un paralelogramo, omitiendo la version analitica de los vectores con
el fin de agotar los elementos que la geometria sintética nos ofrece para el
tratamiento de las transformaciones. Considerando la respuesta del estudiante,
podemos suponer que no comprendio la pregunta (lo cual es bastante probable,
ya que varios estudiantes mostraron confusion sobre lo que se solicitaba).
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Fig. N3.A.2

Las preguntas omiten casos particulares y estan dirigidas a promover la relacion
de los vectores en la composicidén de traslaciones. En las respuestas presentadas
son notorias las reflexiones sobre casos generales, particularmente en la pregunta
2 muestra una prueba deductiva de experimento mental. La etiqueta se asigna
después de considerar el comportamiento del estudiante durante la fase 3 del
nivel, ya que usaba flechas (refiriéndose a ellas como vectores) para ejemplificar

su afirmacion.

Fig. N3.A.3

Considerando la respuesta de la pregunta dos, donde verifica la relacion entre la
composiciéon de traslaciones y los valores de los componentes de vectores
asociados, la afirmacion a la pregunta 5 resulta confusa y la justificacion con el

uso de la suma de los componentes de los vectores no fue requerida.
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Fig. N3.A.4

Entre las preguntas de las primeras hojas de trabajo del nivel, se solicita el disefio
de una definicion final para traslacion (considerando que la actividad de cierre del
nivel de razonamiento anterior correspondia a la discusion conjunta para crear una
version grupal), para la construccidn del enunciado se otorgd la libertad para
incorporar elementos de geometria sintética o analitica. En la definicion se
observa una influencia de la instruccién puntual elaborada por el caso D, aunque
sin mencionar el término vector y sustituirlo al mencionar algunas de sus

componentes (de manera incompleta).

En otro orden de ideas, en la redaccion de la pregunta aparece la indicacién
“Enuncia una definicion formal de la traslacion en el plano” entre signos de
interrogacion y aunque el error es significativo en cuanto a lo solicitado, no generé
confusion entre los compafieros (aparentemente pasd desapercibido durante la
resoluciéon de la hoja de trabajo). Relacionado con la misma actividad, el
enunciado contiene la palabra “formal”; este dato resulta irrelevante para el

estudiante y pasa inadvertido 6, al menos, no es considerado como relevante.

Fig. N3.A.5
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Al completar la fase 3 (explicitacién) comenta de manera explicita’ la influencia del
caso D, basta ver la respuesta a la pregunta 8 donde da las razones que
considerd para aprobar su version. A partir de las siguientes hojas de trabajo, se
deja de lado la exploracién de traslaciones y se abordan las transformaciones de

rotacion y reflexion, con los siguientes resultados:

Fig. N3.A.6

La primera actividad corresponde a la identificacién de elementos que caracterizan
a distintas transformaciones (equivalente al papel que desempefian los vectores
en la traslacion). En el cuadro inicial aparecen trazos de apoyo, los cuales se
mencionan como vectores, el papel que desempefian en la trasformacion no
resulta muy claro. Durante la discusion grupal se le pidi6 al estudiante una version
mas amplia de respuesta, en sus aportaciones hablé de cdmo era su estrategia de
verificacion, la cual consistia en construir vectores (entre puntos homélogos) y
comparar su inclinacion. En este caso en particular menciond que el paralelismo

se mantenia y era suficiente para definir la trasformacion.

" Laredaccion original incluia e nombre del estudiante asignado al “caso D”, pero fue editada por cuestiones
de confidencialidad.

90



Ante la postura del estudiante se le presentd un escenario hipotético, donde
desconoce la imagen de la figura azul bajo la transformacién (la figura roja), y no
logré concretar una respuesta durante el resto de la sesion (aproximadamente 15
minutos), terminando por asumir la respuesta del caso C. La exploraciéon del caso
A, se interpreta por inductiva por ejemplo genérico puro (en este caso, los
ejemplos “genéricos” son los puntos representativos que seleccioné para la

verificacion).

Fig. N3.A.7

Nuevamente recurre a la construccion de segmentos entre puntos “homadlogos”,
pero de manera errénea (salvo para el vértice que se encuentra mas cercano al
origen), dado que su estrategia no fue de mucho apoyo, opta por hablar de

rotacion sin ninguna exploracion que lo avale (tan solo lo perceptivo).
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Fig. N3.A.8

Al describir las transformaciones siguientes muestra una confusion importante, el
estudiante asume que las imagenes (con las transformaciones) son contra-
ejemplos de traslaciones (esto es notorio en las 3 transformaciones finales, las
cuales son rotaciones y no respetan ni el paralelismo de segmentos formados por
puntos homélogos ni la magnitud de los mismos). La confusién del estudiante se
presenta en sus palabras en el caso 4 de la hoja de trabajo, ya que inicia con la
frase “en esta traslacion /...J'. Considerando su desempefio en las hojas de
trabajo anterior, es normal suponer que sus respuestas fueron afectadas por las
hojas de trabajo previas, aparentemente la hoja 7 representé un cambio brusco de
la linealidad de las actividades.
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Fig. N3.A.9

Nuevamente expresa un comparativo con la traslacién, y en su respuesta
menciona los elementos que no comparte la trasformacion presentada con la
traslacion. Durante la discusion grupal, el estudiante participd sélo para aclarar
dudas sobre las estrategias utilizadas por sus compaferos, por una aparente

desconfianza de sus afirmaciones.

Una caracteristica fundamental de la traslacion es que respeta tamafio v forma ;Qué otras
transformaciones conservan estas propiedades?
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Discute con tus compafieros sobre sus respuestas en el punto anterior y anota aqui fus
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Fig. N3.A.10

Para enriquecer la fase 3 y considerando que la sesion anterior no fue suficiente
para terminar la hoja de trabajo 7, se inicié la siguiente clase con la discusion
grupal, apoyados en un archivo GeoGebra con las distintas transformaciones
construidas. El objetivo era enriquecer las estrategias de los estudiantes al

considerar elementos dinamicos y contrarrestando con lo limitado del estudio de la
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version estética, en las que se trabajé previamente. El apoyo del archivo generd
un mejor ambiente de discusion, tanto para afirmar como para refutar las

respuestas de los estudiantes.

Las preguntas finales de la hoja de trabajo cumplen su labor al presentar la
relacion entre traslaciones, rotaciones y reflexiones (isometria), procediendo con

ello al estudio individual de cada transformacion.

Fig. N3.A.11

La exploracion dirigida promueve la identificacion de ciertas propiedades de
rotacion, con la finalidad de estar en condiciones de elaborar una definicidén
mediante el uso de sus construcciones e intentando omitir aspectos visuales de la
trasformacion (aprovechando el trabajo dedicado a los niveles 1 y 2, en la
traslacion). Las respuestas muestran un desempefio aceptable del caso “A”,

aunque constantemente redacta de manera incompleta sus respuestas.

Fig. N3.A.12
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En la pregunta donde se pide una definicion, menciona “un eje” para la
construccion, y las definiciones fueron tan variadas que se tomé la decision de
incluir una sesion adicional para ampliar la discusion sobre las definiciones.
Durante la clase dedicada a unificar las definiciones, el estudiante mantiene la
afirmacion sobre el eje, pero es hasta que sus compafieros comparten sus
afirmaciones personales, éste opta por realizar modificaciones. La primera version

gue presento en la discusion grupal fue la siguiente:
“Girar una figura con respecto a un eje, punto y angulo”

La correccion mas significativa, como fruto de los comentarios fue la omisién del
eje en la definicidn, fue entonces cuando el estudiante dio su version final y la

escribio en el pizarron de la siguiente forma:

“Girar cada punto (P) de F, con respecto a un punto y un angulo,
preservando la distancia de P a O.”

Durante la discusion grupal se utilizaron distintas terminologias, en un afan de
facilitar el debate se incorporé una terminologia comun, donde “P” representa
puntos, “F” a una figura que los contiene, “O” al centro de giro y “a” al angulo de
rotacion. Evaluando solamente la definicién final, la cual incluye modificaciones
por observaciones de sus compafieros, notamos un enunciado superficial y poco
representativo de la transformacion. La primer carencia es el uso de la palabra
“Girar”, ya que el término es un sinénimo de rotacién y resulta redundante el usarlo
en ésta definicion (el caso B también usé el término de manera similar y durante la
discusion grupal se les hizo la observacion, aparentemente no fue considerado
como relevante). Una segunda observacion es la apariencia de los enunciados; la
version del caso “A” se asemeja mas a una descripcion de la transformacién que a
una definicion representativa, tomando como precedente la discusién grupal previo
a la hoja de trabajo 6 (donde se construyé la definicién de traslacién) y los

elementos aprobados por el consenso, tales como: Una instruccion puntual para
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construir la transformacion, la inclusion de los elementos definitorios en el previo al

enunciado, consistencia y economia de las afirmaciones.

Como se menciond en la descripcion del nivel, las hojas de trabajo 9 y 10 fueron
sustituidas por sesiones en el salén de clases (en contra del disefio original), la
dindmica consistio en explorar la reflexion, con la intencion de generar una
estrategia para construir los puntos homélogos de una figura, a partir de la imagen
original y el eje de reflexion. El estudiante no asistio a la sesidén y su inasistencia

seria contraproducente en su rendimiento posterior.

Fig. N3.A.13

Como actividad de cierre para el nivel, se realiza una exploracion sobre la
composicion de reflexiones y el estudiante no logra identificar una transformacién
familiar, incluso durante la discusion grupal mostré confusion sobre las
afirmaciones de sus comparferos. Cabe aclarar que los elementos que aparecen
en el archivo GeoGebra utilizado, se platicaron con los estudiantes (incluyendo la
forma de construirlo), incluso se declaré que las figuras eran el producto de la

composicion de reflexiones, con los ejes marcados (visibles en pantalla).

Durante la realizacion de las distintas hojas de trabajo, el estudiante mostré

confusiones constantes y requiri6 de mayor tiempo que sus comparferos para
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completar las actividades. Sus participaciones en la fase 3 bajaron
considerablemente, comparando su desempefio en los niveles anteriores, y sus

conclusiones y definiciones (fase 5) resultan incompletas.

Las estrategias de argumentacién son variadas, pero se apoya de manera
recurrente en elementos preceptivos (por el enfoque visual que plante6 en su
definicion y la discriminacién de transformaciones con los mismos medios) o en
mediciones y generalizaciones a partir de éstas (inductivo de ejemplo genérico

puro).

El desempeiio del estudiante no es suficiente para considerarlo como candidato
de la evaluacion del nivel 4, sus respuestas fueron erroneas o insuficientes en
varias preguntas; indicando que el estudiante es principiante en la problematica y
por ello se le etiqueta con un nivel 3 con adquisicion baja. La evaluacién del
estudiante lo descarta para darle continuidad a su trabajo y realizar la hoja de
trabajo 12, pero si solicitarle la resolucién del examen final.

Caso B:

I. Si la figura F es trasladada por el vector v y la imagen a su vez por el vector w
(TwoTy). (Se puede simplificar la traslacion a un sélo movimiento? Sin utilizar
vectores, ;,Cémo ptxede determinar graficamente el movimiento de dicha composicién?

zopdo \a ‘l:ggqa £

Fig. N3.B.1

Nuevamente aparece una confusion con la pregunta 1 y es respondida de manera
similar al caso anterior, el problema aparente es el significado de la palabra
“movimiento” y la restriccion del uso de vectores, los que generan una redaccion

confusa.

3. Dada una traslacion Ty ¢Es posible descomponerla en un producto de dos traslaciones?
En caso afirmativo ;La solucidn es tnica? jPor qué?
2 n, NO es InicQ eQq me.é-eh Sev vectores

d”f— oYy es
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4. Dada una traslacion Ty, donde v=(vj, v;) ;De cudntas maneras se puede descomponer
esta traslacion en un producto de dos traslaciones? Decir qué condiciones deben
+ cumplir las coordenadas de los vectores que intcrvienen en la traslacion. Suponga que
W=(W;, W) ¥ 7z=(z), ;) son los vectores de las traslaciones que intervienen en la
descomposicion (Ty = T,0Ty), expresa la relacidn entre los vectores v, w v z.
Pe o th@s ., Log verdowes debe s dere, dosCOm-
poxentes, edor en§2 y ser diferentes de

Fig. N3.B.2

La seccion donde se aborda la composicién de traslaciones en casos generales se
responde apropiadamente, pero sin una justificaciéon apropiada para el nivel. Los
elementos de mayor influencia fueron comentarios de sus compaferos durante la
fase dos (exploracion dirigida), donde exteriorizaron algunas confusiones y
estrategias. Las justificaciones hechas consideran ejemplos genéricos, pero sin
una forma clara de organizarlos y, por lo tanto, no es objetivo asignar una

categoria de demostracion particular, sino una influencia perceptiva e inductiva.

Fig. N3.B.3

Para finalizar la hoja de trabajo 6, se solicita la version personal de traslacion
(recordando que el cierre del nivel de razonamiento anterior incluia la construccién
de una definicién grupal del término). La definicién del estudiante no considera las
aportaciones de sus comparfieros durante la discusion previa y se limita a describir
la transformacion mediante una estrategia visual para identificarla, lo cual resulta

poco practica y ambigua.
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Fig. N3.B.4

En la pregunta final de la hoja de trabajo 6, equivalente a la fase 5, el estudiante
sigue respondiendo apropiadamente pero sin mostrar un antecedente claro de sus

afirmaciones.

Fig. N3.B.5

El primer escenario de las transformaciones es abordado aceptablemente v,
ademas, el estudiante incluye una estrategia puntual para realizar la construccion
a partir de la figura original y el eje de reflexion (el cual se presenta de manera

implicita como el eje y).
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Fig. N3.B.6

El hablar de vectores sin mencionar la magnitud, direccion o sentido resulta
confuso, pero dio mayor claridad a sus métodos durante la discusion grupal.
Cuando se le solicité explicar su respuesta (estrategia), construyo en el pizarrén el

vector OP (donde O es el origen del plano cartesiano y P es un punto arbitrario de
la figura azul) e identificé el punto homélogo a P (P’) mediante el cambio de
sentido del vector y el uso del Origen como punto de partida; lo cual clarifica el
significado de la frase “...cambiandole la direccion” como el cambio en el sentido

del vector original.

Fig. N3.B.7
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Fig. N3.B.8

Para las rotaciones distintas de 180° (los casos 3 y 4), el estudiante declara una
repeticion de la misma estrategia del caso anterior, pero sin detallar el significado
gue cobra la expresién: “cambiandole la direccion”. En el contexto alternativo, el
estudiante no logré reproducir una explicacidbn equivalente de la estrategia
presentada para el caso 2, al no lograr definir con claridad el método para
construir la imagen bajo la transformacion de la figura azul con apoyo de vectores,
la complicaciéon principal se adjudica a la direccion (y sentido) de los vectores

auxiliares.

Considerando las limitaciones de los casos expuestos, el estudiante asume una
categoria de demostracion basada en elementos inductivos puros, donde el error
radica en usar un ejemplo poco representativo de las rotaciones en el plano (giro
de 180°).
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Fig. N3.B.9

El dltimo caso de transformacion fue resuelto sobre el final de la sesion, asi que el
estudiante no logré percibir la reflexiébn visualmente, en un primer intento, ni
diseflar una estrategia de verificacion (la diferencia significativa entre la reflexion
presentada en el caso 1y la del cuadro anterior es el eje de reflexion no vertical).
Se omite el caso 6 de la transformacion, donde aparece una transformacién

homotética, ya que no fue respondida por el estudiante.

Fig. N3.B.10

En la hoja de trabajo 8 solamente respondio a la pregunta 3, donde se solicita una
definicion de rotacion, debido a un retardo para llegar a clase. Como
consecuencia, la poca exploracion fue notoria en la sesién dedicada a la discusion
de definiciones (programada para el dia siguiente). Al iniciar la siguiente clase y
sin el apoyo de las versiones hechas el dia anterior, el estudiante redactd la

siguiente definicién de rotacion:
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“Cambiar el sentido y la posicién de una figura, mediante un punto y un angulo”

De manera similar al caso A, muestra una influencia de elementos perceptivos y
poca claridad sobre el papel de la frase “Cambiar el sentido y posicion de una
figura /...J, ante los cuestionamientos de sus compafieros sobre el significado de

la frase, opta por modificar su enunciado de la siguiente manera:
“Girar una figura mediante un punto y un angulo”

La nueva expresion aparenta ser una descripcion de la transformacion mas que
una definicién, al no mostrar el papel que cumple cada elemento mencionado
(dngulo y punto, este ultimo se refiere al centro de giro). Nuevamente se menciona
el término “girar” como pilar del enunciado, sustituyendo la construccion puntual en

las definiciones aprobadas para traslacion y la practicidad de las mismas.

Un cambio considerable se da durante la sesion dedicada a la construccion grupal
de la definicion de reflexion. En la fase de explicitacion, el estudiante sugirié el uso
de vectores de igual magnitud y direccién pero con sentido contrario, anclados en
el eje de reflexion; la estrategia resultd efectiva y convincente para la mayoria de
los compafieros pero fueron incapaces (incluso el caso B) de usar la estrategia
para redactar la definicion. El método se sustenta en induccién a través de
ejemplos genéricos con inferencia (relacionando las propiedades de los vectores),
pero sin mucha claridad para mejorarlo.
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Fig. N3.B.11

Al presentar las conjeturas sobre la composicién de reflexiones, el estudiante
mostré confusiones similares a las planteadas por el caso A (cuando la
composicion de reflexiones es con ejes de reflexiébn no paralelos), salvo que en
esta ocasion logré reorientar el rumbo durante la discusion grupal. Durante la
explicitacién, el estudiante fue el primero en compartir sus resultados, se le
cuestiono por su respuesta en el segundo inciso y, observando la imagenes en la
pantalla de la computadora, comenté “parece una rotacion”, fue entonces cuando
se le pregunt6 sobre el centro de giro y el angulo de rotacién sin obtener una
respuesta de su parte.

Aunque es normal que la percepcion represente la primera justificacion para los
incisos 2 y 3, seria mas apropiado llamarlos como una estrategia de exploracion y

restringir el término de categoria de demostracion a la asumida para validacién
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final del enunciado. Con esta aclaracion, el estudiante B se limita a construir una
conjetura sin un interés en transformarla en teorema o sin herramientas para

hacerlo.

La pregunta final, donde se cuestiona sobre el resultado de la composicion de
reflexiones con ejes paralelos, el estudiante responde “Es una traslacion” y al
solicitarle el vector de traslacion o sus componentes, no fue capaz de responder.
En ésta ocasion, si es posible asegurar que la justificacion perceptiva fue la
considerada como suficiente para avalar la conjetura. En un intento de organizar la
idea planteada, se le solicitd al estudiante redactar una conjetura completa sobre
la composicién de reflexiones con ejes paralelos, pero no concretd la tarea y
requirié el apoyo del caso C (aportando sugerencias y una redaccion tentativa). Al

margen de eso, la version durante la discusién grupal fue:

“La composicion de reflexiones con ejes paralelos equivale a una traslacion
de magnitud igual al doble de la distancia entre los ejes de reflexion, sentido
del primer eje al segundo y direccién perpendicular a los ejes.”

Como resumen del desempefio en este nivel, el estudiante dej6é en blanco varias
preguntas de las hojas de trabajo y mantuvo una postura perceptiva para la
construccién de las definiciones. Durante la fase 3 tuvo altibajos en sus
participaciones, mostrandose pasivo en las sesiones dedicadas a la construccion
de definiciones. Las categorias de demostracion que utilizd son de tipo perceptivo
o inductivo (en ambos casos se realizan generalizaciones a partir de exploraciones

con ejemplos representativos, al menos en apariencia).

El estudiante exhibié un desempefio aceptable durante la exploracién de
composiciones de reflexiones (fase 5), mostrando mayor eficiencia en la discusion
grupal. Sin embargo, el factor que hace cuestionable la apropiacion del nivel es la
cantidad de preguntas que no fueron respondidas y las justificaciones perceptivas
para las conjeturas de la hoja de trabajo 11. El estudiante muestra una mezcla de
distintos niveles de razonamiento, aunque las caracteristicas del segundo

aparecen con mayor frecuencia; las principales capacidades que ha mostrado son
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las siguientes:

% Percepcion de objetos como un todo y formados por propiedades aisladas.
% Comparacion de objetos mediante propiedades especificas.
% Enfoques empiricos de la veracidad de las proposiciones.

En contraparte el estudiante no mostré su habilidad para construir definiciones
econdmicas (ademas de identificar definiciones equivalentes) y la transformacién
de definiciones incompletas en completas. La evaluacion del estudiante puede
dividirse en dos facetas; la asumida durante la exploracion y elaboracién de
definiciones, y la presentada para la elaboracibn de conjeturas sobre las
composiciones de reflexiones (donde fue capaz de generar nuevas propiedades a
partir de las conocidas anteriormente, al menos de manera visual). La
construccién de definiciones evidencid carencias en las estrategias de exploracion,
al grado de presentar hojas de trabajo incompletas, en cambio, el desempefio de
la hoja de trabajo 11 fue aceptable, aunque con respuestas incompletas o
escasas. En general, el desempefio del estudiante es considerado dentro del nivel
3, y por las generalizaciones perceptivas exhibidas se le asigné un grado de
adquisicion baja del nivel, el resultado excluye al estudiante de la continuidad de
las hojas de trabajo y la resolucion la actividad 12.

Caso C:

PJ

Si la figura F sc le aplica la composicién T,oT,0Ty, donde los vectores tienen
coordenadas u= (uy, uz), v= (v1, V2), W= (W, W3). ;Se puede simplificar la expresion?
Si su respuesta es afirmativa diga c6mo, si considera que no es posible justifique por
qué y qué elementos necesita para que lo sea.

—~ lag, L Ao -J . = bl e
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El primer acercamiento a la composicion de traslaciones muestra una influencia de
la hoja de trabajo 5b, donde las relacion identificada se presenté como una resta
de vectores. Previo a la discusion grupal, incluso durante la fase de 2 (exploracion
dirigida), el estudiante menciond su respuesta y el caso D corrigi6 su método

(dirigiéndose al profesor).

4. Dada una traslaciéon T,, donde v=(v,, v;) ;De cuintas maneras se puede descomponer
esta traslacién en un producto de dos traslaciones? Decir qué condiciones deben
cumplir las coordenadas de los vectores que intervienen en la traslacién. Suponga que
w=(W|, Wy) y z=(z|, z;) son los vectores de las traslaciones que intervienen en la
descomposicion (T = T,0T.), expresa la relacion entre los vectores v, wy z.

AT N IR, Aag Lm0 J ~ o S CLO e

- ™ ~ - S+ £ | —

L a2 MNeg s we 4 7. A e (Ah=7F+w Ne=Za T i

Fig. N3.C.2

Los comentarios del caso “D” durante la exploracién dirigida se perciben en las
respuestas siguientes, donde se muestra una relacion en términos de la suma de
vectores explicitamente (pregunta 4). El argumento original tuvo una influencia
inductiva y la confusién entre el escenario de la hoja 5b y la actividad 6, pero en
esta ocasion aparecen elementos deductivos, sin despegarse del ejemplo que lo
genera y con una modificacion del ambiente a partir del cual realiza sus
inferencias (sustituyendo el registro Geométrico por el escenario Analitico). Los
elementos sugieren una categoria de demostracién “de experimento mental

transformativa”.
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Fig. N3.C.3

Las siguientes respuestas se plantean en un escenario general y, en la pregunta
6, exhibe a los vectores como los elementos centrales de la transformacion,
incorporando su postura sobre la resta de vectores para describir composiciones
(aunque sin aportar mucha informacion al respecto, ni métodos para discriminar el

uso de sumas 0 restas).

Fig. N3.C.4

La propuesta para definicion formal de traslacion incorpora, aunque de manera
incompleta, el papel de los vectores en la transformacion; incluso tacha la palabra
“vector” y opta por referirse a ellos como “trayectorias rectas”. El enunciado
muestra una influencia perceptiva y, de manera similar a los casos A y B, pueden
ser considerados superficiales, pero representa un intento de definicion puntual de
la transformacion (comentario hecho a todos durante la discusion grupal). El
estudiante incorpora las observaciones e intenta precisar su definicion,

respondiendo a la pregunta 8 de la siguiente manera:
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Fig. N3.C.5

La modificacidon posterior a la fase 3, es el andlisis de la transformacion punto a
punto (pero sin aportar mucha informacion sobre su aplicacion). Podemos
considerarla como una definicion incompleta, donde la mayor confusién es por
hablar de “trayectorias rectas”, lo cual puede ser interpretado errobneamente al

usar el enunciado.

Fig. N3.C.6

En la hoja de trabajo 7 el estudiante asumié un rol mas participativo y presenté
varias estrategias para definir las transformaciones, las cuales resultaron

convincentes para los casos A y B. Las componentes de traslacion mencionadas
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fueron: El eje de reflexién y algunas propiedades relacionadas a la construccion
(perpendicularidad de los segmentos formados por puntos homdlogos,
equidistancia entre el eje y puntos correspondientes). Durante la discusién grupal
utilizd herramientas de geometria sintética para justificar sus argumentos

(experimento mental transformativo).

Fig. N3.C.7

Para explicar la rotacion durante la fase de explicitacion, construyd circunferencias
con el foco en el centro de giro (exteriorizando la consideracién) y radio de
magnitud igual al segmento que une al centro de giro y un punto P arbitrario. Para
marcar al correspondiente P’ utilizd la interseccion de la circunferencia con la
figura (depurando de manera intuitiva). Posteriormente, el profesor realizé la
construccién en un archivo de GeoGebra, para comprobar la consistencia de la
misma (verificando en distintos puntos P y siguiendo las instrucciones del
estudiante). Los alumnos escucharon los comentarios del caso C y no hubo
replicas sobre su trabajo. Por la estrategia utilizada, nuevamente tenemos una
demostracién inductiva con ejemplo genérico con inferencia, donde pone en juego

las propiedades implicitas que asigna a la construccion.
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Fig. N3.C.8

No consider6 necesario ampliar su respuesta en los escenarios que identifica

rotaciones, extrapolando la estrategia disefada.

Fig. N3.C.9
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La transformacion incluida en la hoja de trabajo que no representa una isometria
fue abordada por el estudiante, en su respuesta habla de “puntos y vectores”
como indispensables para definir la transformacion, pero sin mucha claridad de su
papel. En el ambiente geométrico muestra una relacion homotética, la cual no
logré ser concretada ni aprovechada en su respuesta final. La categoria se basa
en la percepcion de relaciones geométricas, con inferencia y ejemplo genérico.

Fig. N3.C.10

En el dltimo caso, aparece una confusion entre la reflexion y rotacién; el estudiante
realiza algunos trazos de apoyo y durante la discusion grupal coment6 que el caso
6 puede ser definido como una rotacién o una reflexién. Atribuimos el desconcierto
a la primera impresion de la imagen y el uso incorrecto de su estrategia original.
Cabe sefalar, que la discusion lo hizo reconsiderar su respuesta y opté por
desecharla.

Fig. N3.C.11
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Las isometrias es un término que aparece en las respuestas de los estudiantes,
posiblemente por incluirlo en el examen diagndéstico realizado previo a las

actividades.

Fig. N3.C.12

Durante las exploraciones de la hoja de trabajo 8, incorpor6é su estrategia para
definir transformaciones como justificacion (hablando de “circunferencia” en el

segundo inciso de la pregunta 1).

Fig. N3.C.13

Su estrategia de construccion de rotaciones sigue influenciando las respuestas de
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la hoja de trabajo 8, inclusive es notorio en la definiciébn que plantea. Con respecto
al enunciado que presenta, aflade los elementos de construccion de la

circunferencia.

La siguiente sesion se dedico a la discusion sobre las definiciones y, el estudiante
mantuvo su postura de incluir a la circunferencia para enfatizar la construccién

puntual de la transformacion, la version presentada fue la siguiente:

“Girar la figura a lo largo de la circunferencia de centro O y radio r=0P,
cada uno de los puntos (un cierto &ngulo)”

Al observar su trabajo, fue conveniente hablar con el salon sobre el problema
técnico de usar la palabra “girar” en la definicion. Ademas, una observacion
puntual para el estudiante fue la sugerencia de sustituir el papel de la
circunferencia por las propiedades que avalan su inclusién en la definicién. El
estudiante “E™, afiadio las observaciones sugeridas para el caso C y present6 la

siguiente version:

“Mover la figura un angulo a respecto a un punto O, respetando las
distancias entre los puntos de la figuray O”

El caso C compartié la version del estudiante E, entonces les fue solicitada una
version formal de su definicién, usando la siguiente oracién: “¢4,Cémo creen que
apareceria en un libro de geometria?, de los usados en la licenciatura”, los
estudiantes se sentaron juntos por unos minutos (mientras el resto de compafieros
hablaba de sus definiciones) y presentaron la siguiente definicién para el consenso
del salon:

“Sean F, Oy a. F' sera una rotacién de F con respecto a O, si:
[PZF entonces OP=0OP’ y a es igual al &ngulo entre los segmentos OP y

opP”

Con el afan de aprovechar el avance presentado en la definicidn, se les dio la

8 EI caso E no se encuentra dentro de |os casos sel eccionados por su constante inasistencia, pero tuvo
importantes aportaciones en € nivel 1y 3.
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sugerencia de sustituir la afirmacion sobre la igualdad de a con el angulo formado
por los segmentos por el enunciado “a=POP’, la propuesta no resultd
problematica y se aprob6é como versién grupal. Un par de observaciones sobre la
definicién sugerida son: La biyeccién de la transformacion no es contemplada y la
falta de informacion sobre el punto P’ (interpretado como la imagen del punto P
bajo la transformacion), este ultimo cumple el rol central en el enunciado. La
definicién cuenta con una justificacién aparentemente formal transformativa, pero
con carencias de estructura, como la afirmacion de existencia de P’. Una version
corregida implica usar la existencia de P’ como criterio para cumplir con el
enunciado ( /P£F entonces [P/, tal que OP=0OP’y a=POP’).

Un escenario similar se dio durante la definicién grupal de reflexion, en este caso
el estudiante incorporé la estrategia de construccién de reflexiones; al incluir un
punto auxiliar “X” formado por la interseccion entre el eje de reflexion y el
segmento PP’ (donde P’ es la imagen de P bajo la transformacién). Por cuestiones
de tiempo, se le solicitd para el dia siguiente una versidn mas economica de su

definicion, e influenciado por el trabajo en la rotacién, presenté lo siguiente:

“Sean F y |. F’ ser4 una reflexion de F con respecto a l, si:
[P¢F entonces d(I,P)=d(l,P") y I[PP"”

La estructura formal de la definicion no es completa (de manera similar a la
presentada en la construccion de la definicibn de rotacidén), pero representa un
acercamiento significativo, con influencias mas apegadas a un experimento mental

transformativo.

La hoja de trabajo 11, también capturd un buen desempefio del estudiante durante
las fases 2 y 3; realizando exploraciones sistematicas que le facilitaron la
generacion de conjeturas y modificaciones constantes para perfeccionar su

redaccion.
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Fig. N3.C.13

La pregunta relaciona con la composicion de reflexiones fue respondida
apropiadamente y durante la discusion grupal fue el segundo en compartir sus
respuestas (el caso B fue su antecesor) y logrd precisar su respuesta (en cuanto al
centro de giro y el &ngulo de rotacién). El enunciado completo, redactado por el

estudiante en el pizarrén, durante la discusion grupal, fue el siguiente:

“La composicion de reflexiones con ejes no paralelos, son una rotaciéon con
centro de giro en el cruce de los ejes y un angulo de rotacién igual al doble
del formado por los ejes de reflexion.”

Para redactar la version final, fue necesaria la medicioén de los distintos 4ngulos
gue aparecen en un archivo GeoGebra, disefiado para la exploracion y discusion
de dudas tales como: ¢, Donde se encuentra el centro de giro? ¢ Existe uno distinto

al anterior? ¢, Por qué? ¢, Cuadl es el valor de a para este caso?, etc.

La conjetura sobre la composicion de reflexiones con ejes paralelos, no fue
redactada por el estudiante, pero se involucr6 en la redaccion al realizar
sugerencias constantes (apoyando al caso B). Las comprobaciones que realizé
para justificar ambas afirmaciones fue la medicion de segmentos, angulos y

consideraciones perceptivas.

El estudiante mostré disposicion para abordar las problematicas del nivel, sus
respuestas muestran exploraciones concretas y un arraigo de estrategias
personales. Tuvo mayor participacion durante la fase de explicitacion y realiz6é
aportaciones significativas para el avance de la discusion grupal. Las categorias
de demostracién fueron inductivas con ejemplos genéricos, experimento mental

transformativo y algunos intentos de construir una afirmacion formal
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transformativa, las justificaciones de este estilo resultaron incompletas y el

estudiante utilizo las pruebas que domina para compensar las limitantes.

Las definiciones son presentadas como construcciones puntuales, pero en
ocasiones los enunciados resultaron poco econdmicos. Las actividades
adicionales asignadas al estudiante, relacionadas con la economia de las
definiciones, fueron abordadas apropiadamente, ya que modificé sustancialmente

Sus respuestas.

El estudiante cumple con los requerimientos del nivel, siendo capaz de describir
nuevas propiedades a partir de otras ya conocidas (informalmente) y construir
definiciones aceptables. Las habilidades mostradas lo convierten en candidato
para realizar la hoja de trabajo 12 (correspondiente al cuarto nivel de Van Hiele) y

no solo alel examen, como los casos Ay B.

Caso D:

Fig. N3.D.1
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De acuerdo a la respuesta de la pregunta 1 (sobre la composicién de
traslaciones), el estudiante muestra una confusién distinta a la observada en el
resto de sus comparfieros, el caso D asocia la palabra “movimiento” con una
descripcion de la composicion en términos de los deslizamientos asociados a cada
vector (con consideraciones adicionales como el acomodo de los vectores y las
figuras involucradas, con el fin de precisar la instruccién), para responder a la
pregunta, el estudiante apoyo6 su construccién en el dibujo que aparece en la parte
superior izquierda de la pagina (donde reproduce la informacién del archivo
utilizado en la hoja de trabajo anterior y rescata informacion del mismo). En la
pregunta No. 2, en cambio, aprovecha la herramienta de vectores para justificar el
producto de la composicidon de traslaciones y utiliza su estrategia para replicar la
respuesta del Caso “C” (influyendo de manera positiva en el rendimiento de este

Gltimo, con la distinta informacion mencionada).

Fig. N3.D.2

Considerando su trabajo anterior, el estudiante sigue utilizando a los vectores y
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sus propiedades para justificar sus observaciones. Las pruebas manejadas por el
caso D, parten de métodos perceptivos y culminan en justificaciones deductivas
(en la parte superior derecha observamos un dibujo de apoyo, utilizado para
justificar la afirmacién de las preguntas 2, 3y 4).

Los argumentos presentados en la hoja de trabajo sugieren una categoria de
demostracién “formal transformativa”; ya que parten de la definicion de traslacion
declarada por el estudiante en las distintas oportunidades (de manera implicita) e
infiere conclusiones sin apoyarse en ejemplos (al menos en la mayoria de los
casos). Sin embargo, las justificaciones no alcanzan la condicién de “Axiomatica”
por la abstraccion parcial que muestra al realizar trazos de apoyo o dibujos para
plantear las afirmaciones complejas.

Fig. N3.D.3

El estudiante responde de manera general en las preguntas que asi lo solicitan;
particularmente en la respuesta 3, la justificacién es tan amplia que su conclusion

se usa como referencia para las preguntas siguientes.
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Fig. N3.D.4

Aunque el estudiante no deja de lado las actividades solicitadas, muestra una
influencia en su respuesta por parte del caso C; al grado de compartir su versiéon

de la discusion grupal (ya mencionada en los apartados anteriores).

Fig. N3.D.5

El caso D redacta una definicion de traslacion con un lenguaje formal, que
considera las observaciones planteadas durante las sesiones anteriores y la
siguiente (posterior a las discusiones grupales de la hoja de trabajo). Incluyendo,
no solo su respuesta, sino que ademas plantea los problemas percibidos en las
versiones de sus compaferos. Las respuestas 7 y 8, muestran la importancia que
el estudiante asigna al vector de traslacion en la redaccion de la definicion y un
intento de construir una definiciéon equivalente con el uso de las coordenadas del
vector (aunque el mismo estudiante percibe una version descriptiva de los

vectores, que mantiene las propiedades necesarias en la definicién).
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Las estrategias utilizadas en las justificaciones, muestran conclusiones directas a
partir de las propiedades conocidas de la transformacion (deductivas) y
planteando un escenario general (descartando ejemplos concretos), lo cual es

suficiente para asignar una categoria de demostracion “formal transformativa”.

Fig. N3.D.6

Para responder a la siguiente hoja de trabajo, el estudiante utiliza un lenguaje
funcional (presentando, en algunos casos, la “regla de correspondencia” que
vincula la figura original y su imagen). En el caso 1, lo define como una reflexion y
menciona al eje de reflexién como “un elemento necesario” para elaborar la
construccién (equivalente al papel de los vectores en la construccién de
traslaciones). Las justificaciones parten de exploraciones perceptivas, pero se
presentan con una apariencia deductiva; todo esto surgido al reorganizar la
informacion recopilada en la fase 2 con la construccién funciéon analitica que

vincula a las figuras del cuadro presentado.
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Fig. N3.D.7

Para el “caso 2” se percibié un adelanto considerable en cuanto a la organizacién
de las actividades; en la imagen presentada aparece una rotacion de 180° con
centro de giro en el origen, la mayoria de los estudiantes percibié la
transformaciéon con este modelo (0 muy cercano a él), el caso D en contraparte,
describid la transformacion como una composicién de reflexiones (donde los ejes
de reflexidn son los ejes cartesianos) y redacta en la parte izquierda de la hoja una
interrogante personal: “¢, Se valen otros ejes?” haciendo alusion a ejes de reflexiéon
distintos a los ejes del plano; tal interrogante fue compartida durante la discusiéon
grupal y el estudiante concluyé que “los ejes deberian estar a 90°". Cuando se le
pregunto sobre el efecto de no tener angulos rectos entre los ejes de reflexion no

logré concretar una respuesta.
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Fig. N3.D.8

Para resolver los casos 3 y 4 utiliza las matrices de rotacibn como método de
justificacion; aunque originalmente realiza las exploraciones con herramientas
perceptivas. El caso 3, particularmente, muestra un primer intento de manipulacién
de las figuras dentro del plano (respaldado con construcciones intuitivas) e incluso
explica la trasformacién durante la discusién grupal mediante la composicion de
una rotacién y una traslacion (en el plano aparece un vector auxiliar que
representa la traslacion tentativa), este acercamiento fue desechado por el
estudiante y opté por usar la matriz de rotacibn en los casos siguientes (la
explicacion con matrices aparece en la parte superior de la hoja, respondiendo a

los casos 3y 4).

Fig. N3.D.9

Para el caso 4 realiza mediciones de lados claves del poligono, con la intencién de
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identificar el angulo de rotacion y generaliza la observacion a la figura completa;
los célculos que aparecen en los renglones los utiliza para justificar el por qué del
angulo utilizado en la matriz de rotacion. El primer argumento que aparece en la
transformacion es de tipo perceptivo, ya que se deduce el angulo de 126° a partir
de la seleccién de vértices aparentes del poligono y el céalculo de las pendientes
de las rectas que los contienen, completando la respuesta con la presentacion de
la transformaciéon de manera analitica a partir del trabajo sobre la matriz de
rotacién. La organizacién de las pruebas elaboradas, se interpretan como una
demostracién transformativa de experimento mental; donde se realiza una
conversion del ambiente geométrico al analitico, con una referencia de peso sobre
los segmentos de la figura presentada y culminando en la matriz de rotacién

declarada como pilar del argumento.

Para el caso 5, la representa como la composicién de una traslacion y una
contraccion (en ese orden), pero sus dudas y comentarios durante la fase 3
mostraron poca claridad sobre los elementos requeridos, incluso deja incompleta
su respuesta final en la hoja de trabajo.
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Fig. N3.D.10

La dltima transformacién permite observar una confusion en el caso 6 y donde, de
manera similar al caso C, el estudiante no percibe el cambio de orientacién de la
figura y redacta en su version final una rotacion erroneamente. Las respuestas
describen la impresion del trabajo del caso A y una explicacion plausible del por
gué de su rendimiento (“una compafiera que se quedo con la idea de que todo se
hacia con vectores”). La respuesta final fue obtenida de internet durante la fase 3
y, contrario a sus compafieros, incluye la reflexion con deslizamiento;

refiriéndose a ella como “simetria con deslizamiento”.

Fig. N3.D.11
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Las observaciones de la hoja de trabajo 8 las podemos resumir a la relacion de
una circunferencia imaginaria con la transformacién de rotacion; lo cual aparece
implicitamente en el segundo inciso de la pregunta 1, donde el estudiante elabora

la siguiente conjetura:

“OP=0P’. Asi que podriamos decir que O es el centro de una circunferencia

de radio r=OP=0P’ donde P y P’ son puntos de la circunferencia”

Reconsiderando lo solicitado en la pregunta 2, el estudiante explica la congruencia
de los segmentos formados por OP y OP’ mediante la construccion de la
circunferencia, considerando a la rotacion como un movimiento a través de
circunferencias de distinto radio (una estrategia muy similar a la utilizada por el
estudiante “C”). Aunque la conclusién es antecedida por mediciones concretas de
segmentos, éstas parecieran solo ser utilizadas como recurso de exploracion; ya
gue considerando la conclusion, las mediciones son explicadas como “aparentes”
propiedades de la transformacion, es por ello que la categoria de demostraciéon
asignada es deductiva de experimento mental.

Fig. N3.D.12

La pregunta final solicita una definicion de la transformacién, donde el alumno
menciona la condicion de equidistancia de los puntos homélogos y el centro de
giro, pero sin incluir informacion sobre el angulo de rotacién, ni su papel en la
transformacion. Las siguientes sesiones, donde se comparten y discuten las
definiciones de rotacion y reflexiébn no contaron con la participacion del caso D (por

inasistencia).
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Como consideraciones del escenario para la resolucion de la hoja de trabajo 11, el
estudiante llegé tarde al inicio de la sesion y contd con poco tiempo para construir
las conjeturas, al grado de no concretarlas; es por ello que las respuestas
presentadas fueron elaboradas al final de la discusion grupal y no a la par de sus
compafieros. En cuanto al papel del estudiante durante la fase 3, fue bastante
activo y sus intervenciones se orientaron a aportar algunas propiedades que
observaba durante la exploracion grupal (particularmente en el caso de reflexiones
con ejes paralelos) y precisar las respuestas de sus compafneros (considerando
posibles contraejemplos de sus afirmaciones). La hoja de trabajo presentada fue la

siguiente:
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Fig. N3.D.13

Para analizar las actividades realizadas, el interés se concentra en el significado
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de los “garabatos” que aparecen alrededor de las respuestas planteadas
(considerando a éstas ultimas como el producto terminado de la exploracion). Asi
gue a continuacion se reorganizan e interpretan elementos auxiliares utilizados por

el estudiante.

Dado que las respuestas se redactaron durante la discusion grupal, la
construcciéon de figuras y calculos se convierten en un intento de validar las
conjeturas elaboradas durante la sesion. Durante la fase 3, el estudiante declaré
gue cuando los ejes de reflexion son paralelos entonces la composicion es “una
traslacion”; pero se mostrd incrédulo ante su propia afirmacién y cuestionandola,
como estrategia de exploracion optdé por hacer un andlisis por casos (usando
como criterio la posicién de la figura original y su imagen con respecto a los ejes
de reflexion).

Fig. N3.D.14

En las comprobaciones con herramientas del plano sintético, se relaciona los
puntos homologos de las reflexiones (mediante la equidistancia al eje de reflexion)
y las diferencias entre las tres construcciones muestran una seleccion de casos;
en el primer cuadro aparece la imagen inicial entre los ejes de reflexion, en un
segundo intento se construye por encima de ambos ejes y en el cuadro final
aparece un caso extremo al sobreponer la imagen con respecto al primer eje de
reflexion. En los tres escenarios realiza las comparaciones de las medidas vy, no
conforme con la exploracidn, realiza intentos de justificacion en el registro

analitico.
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Fig. N3.D.15

En los cuadros siguientes se realizan calculos algebraicos para longitudes
especificas (primer cuadro) y son utilizados para reorganizar los distintos
acomodos de las transformaciones. En la imagen central aparecen tres triadas de
nameros, los cuales representan el acomodo de las figuras, sefialando el orden de
las transformaciones. En el cuadro final aparece la conclusién de “d(v,r)-
d(v,a)=d(a,v)” y es consecuencia de un error en el acomodo de la informacion. Al
margen de los resultados, es notorio el cambio de rol en cuanto a la funcion de la
demostraciéon (al menos al utlizado por el estudiante en las actividades
anteriores). Las caracteristicas de las justificaciones no permiten asignar una

categoria de demostracion deductiva con experimento mental transformativa.

Fig. N3.D.16

Para la composicion de reflexiones con ejes no paralelos realiza una
comprobacién de experimento mental transformativa. Con el fin de facilitar la
construccién marca la circunferencia auxiliar (mencionada en la hoja de trabajo 8),
pero la relacion de los angulos que utiliza como punto de partida no le permite

avanzar de manera significativa en la prueba.

Como resumen del desempefio del estudiante, se observan exploraciones y
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demostraciones inductivas con ejemplos genéricos, experimento mental
transformativo (con mayor recurrencia) y deductivas formales transformativas.
Aunqgue la construccion de definiciones no fue completada, el estudiante presenta
construcciones puntuales como guia y enunciados econémicos, ademas de la
transformacion de definiciones incorrectas en correctas. Las respuestas y las
habilidades mostradas lo convierten en candidato para darle seguimiento al nivel 4
(con la hoja de trabajo 12).

OBSERVACIONES DEL NIVEL 3

Los criterios de evaluacién marcan a los estudiantes C y D como candidatos para
continuar con la secuencia de actividades, en cambio los estudiantes Ay B no
cumplen con los requisitos del tercer nivel; por lo tanto, se opta por omitirlos como
elementos de estudio para la hoja de trabajo 12. Entre las carencias de los
estudiantes A y B estd la construccion de definiciones poco econdmicas e
incompletas (influenciadas por elementos preceptivos y enfoques empiricos)
ademas de respuestas influenciadas por niveles distintos. Esto ultimo resultd
definitorio para la asignacion de los subniveles.

En cuanto a los estudiantes C y D, muestran un avance significativo en las
técnicas de exploracion y presentacion de resultados, ademas de cumplir con los
requerimientos matematicos para la resolucién de la hoja de trabajo siguiente. Una
medida apropiada para la continuacion de las actividades es la incorporacion de
herramientas analiticas para la resolucion de las hojas de trabajo, razén por la cual
se suspende la secuencia y durante las siguientes sesiones se abordan las

transformaciones con métodos analiticos.

ANALISIS DEL CUARTO NIVEL DE VAN HIELE
(Hoja de trabajo No.12).
Contemplando la variedad de elementos necesarios para trabajar apropiadamente

el cuarto nivel, el seguimiento de las hojas de trabajo perdié continuidad, con la

intencién de promover un recordatorio de elementos de algebra lineal, algebra
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moderna y geometria analitica necesarios para evaluar la estructura de grupo de
las isometrias en el plano. Previo a la aplicacién de la hoja de trabajo No. 12, los
estudiantes trabajaron la version analitica de las transformaciones, en el caso de
la rotacion se profundizé en el tema de la matriz de rotacion, su construccion y las
consideraciones a incluir si la rotacion tiene como centro de giro a un punto
distinto del origen. Otro elemento del contexto para la aplicacion de la actividad es
gue solo fueron requeridos los estudiantes que superaron los primeros 3 niveles
de Van Hiele, eso nos limita a estudiar las respuestas de 2 de los casos
seleccionados (C y D).

A los estudiantes se les cité fuera del horario de clases, ambos tenian a la mano
una computadora con GeoGebra instalado y acceso a internet, para realizar

consultas en caso de que lo consideraran necesario.

Caso C:

Fig. N4.C.1

El estudiante confes6 no recordar la definicion de “Grupo”, por lo cual se le
permitié consultar fuentes de internet (conviccion externa) y, previo a responder a
la pregunta uno, revisO un par de paginas web, para después realizar su

redaccion.
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Fig. N4.C.2

Para cubrir lo referente a la estructura de Grupo, el estudiante se limité a utilizar la
cerradura como definitoria. Mientras que para el tipo de transformaciones que no
satisfacen la cerradura bajo la composicién (rotacion y reflexion) manejé una
estrategia de contraejemplos. El escenario contrastante, es cuando asegura que el
conjunto de traslaciones forman un Grupo al evaluar solamente la propiedad de

cerradura.

Fig. N4.C.3

El reconocimiento de estructura de grupo se evalla en la pregunta siguiente, en la
cual se solicita a los estudiantes la definicion de un subconjunto de elementos,
para cada transformacion, donde se cumplan las condiciones de grupo. En el caso

de las reflexiones, el estudiante define a:
“Composicion de (2n+1) reflexiones”

Considerando los valores n como cualquier niumero Natural, al profundizar en la
respuesta del estudiante, éste declara durante la fase 3: “los elementos del
conjunto son todas reflexiones impares de un (con respecto a...) eje de reflexion” y

construye su conjunto en el pizarrén; dibujando una figura inicial y la imagen de la
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misma después de 2 reflexiones sobre un eje particular (los objetos construidos
son figuras superpuestas a la original). Las indicaciones sefaladas para la
construccién, muestran una confusion sobre la operacién definida en el Grupo (la
reflexion, en este caso) y un desconcierto en cuanto a los elementos de interés,
siendo de mayor relevancia las figuras transformadas que los elementos que

definen a la transformacion.

Para la construccion del subconjunto de Rotaciones, el estudiante explora con
ayuda de un archivo de GeoGebra, pero durante la sesién se limita a especular
sobre la composicién (evaluando la propiedad de cerradura) y omite una respuesta

al respecto.

Fig. N4.C.4

Para la pregunta final se solicita una justificacion para el término “Grupo de
Isometrias”, al responderla el estudiante requiere replantear la respuesta anterior
(relacionada con la composicién de rotaciones) y no logra construir una respuesta
aceptable. Al hablar de la composicién de rotaciones menciona “la traslacién” y “la
doble reflexion”, esta ultima representa una transformacion no permitida en el
grupo (o al menos no permite asegurar la cerradura del grupo bajo la operacion

composicion).

Las categorias de demostracion usadas para responder a las distintas actividades
del nivel se pueden separar en dos conjuntos: primeramente, las inductivas de
ejemplo genérico con inferencia (asumidas como fruto de las exploraciones de las
hojas de trabajo anteriores) y las perceptivas, éstas ultimas usadas al interpretar a

las transformaciones como movimientos aparentes de figuras geométricas.
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Las distintas respuestas no muestran una visibn estructural de las
transformaciones; el estudiante se limita a explorarlas con el apoyo de figuras
concretas, no permitiendo concebirlas como objetos independientes con respecto
a los elementos que transforman. Durante la fase 3 el estudiante mostrd
confusiones relacionadas con ésa vision estructural, particularmente en el inciso 3;
donde se solicita la construccién independiente de subgrupos para cada
transformacion. Cabe sefalar, que en mas de una ocasion fue necesario
replantear las actividades en términos del efecto en las figuras. Un ejemplo
relacionado con sus desconciertos se da durante la construccion del subgrupo de
reflexién, donde preguntd como podria asegurar la existencia de un elemento
neutro, dando lugar a la intervencién del caso D diciéndole: “tienes que encontrar
una reflexion que deje inmovil a cualquier figura en el plano”, esta respuesta fue
interpretada errébneamente y el estudiante confundié la existencia del elemento

neutro con la existencia de inversos bajo la composicién®.

Las fases consecuentes fueron afectadas por las distintas confusiones acarreadas
y el desempefio durante la hoja de trabajo 12 fue significativamente inferior al
mostrado en los niveles antecesores, sus resultados muestran una mezcla de
respuestas correctas e incorrectas;, ademas de razonamientos y resultados
escasos. Las actividades requerian la comprension de la estructura axiomatica de
las transformaciones y ser capaz de realizar comprobaciones formales; sin
embargo, no aparecié evidencia suficiente del dominio del estudiante en tales
aspectos. Por lo tanto, el desenvolvimiento del caso C indica un dominio parcial
del cuarto nivel de razonamiento y, siendo congruentes con lo percibido en las

respuestas, se le asigna una adquisiciéon baja-intermedia del nivel.

Caso D:

El estudiante recurri6 al uso de la maquina sélo para explorar sobre la

composicion de rotaciones.

® La conversacion delos estudiantes fue indispensable parainterpretar larespuestadel tercer inciso delahoja
de trabajo 12; considerando que laredaccion resulté insuficiente y poco ilustrativa.
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Fig. N4.D.1

Cuando el caso C recurri6 a la investigacion en paginas de internet para responder
a la pregunta, el estudiante D comentd estar inscrito en la materia de Algebra
Moderna (elemento a considerar al evaluar la variedad de herramientas

matematicas y la maestria en el uso de algunas de ellas).

Fig. N4.D.2

La definicibn de traslacibn en términos de vectores fue capitalizado en la

organizacion de su respuesta para el inciso 2, para verificar la cerradura elabora
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un trabajo considerando los vectores como pieza y hereda a la transformacion la
propiedad de asociatividad, a partir de los nUmeros reales.

Fig. N4.D.3

Considerando la afirmacion sobre los axiomas de los nUmeros reales y su
conocimiento al respecto, resulta confuso el por qué el estudiante no recurre a
ellos para evidenciar las propiedades siguientes (tal y como lo hizo para la
asociatividad). En ésta ocasion, construye y organiza deductivamente la existencia
del elemento neutro y los inversos para cada traslaciéon del conjunto, presentando
la informacion en un lenguaje analitico (siendo este ambiente, donde el estudiante
muestra mayor comodidad) y con demostraciones formales transformativas (no se
asigna el grado de axioméatica por recurrir a postulados de los numeros reales de

manera explicita, tal consideracion limita el alcance en geometrias alternativas).
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Fig. N4.D.4

Para refutar la estructura de grupo para la reflexion, el estudiante evoca los
resultados de la hoja de trabajo anterior.

Fig. N4.D.5

La poca exploracién dedicada a la composicién de rotaciones es evidente en las
respuestas de los estudiantes C y D, la Unica diferencia radica en el poco riesgo
que asume el caso D al responder entre paréntesis la palabra “conjetura” (en la
parte baja de la hoja de trabajo mostrada anteriormente), haciendo alusién a lo
superficial de su exploracién y el poco peso que asigna a su propia afirmacion. Las
justificaciones elaboradas resultan insuficientes, incluso para el alumno. Una
posible conclusion al respecto, es la forma en que el estudiante demerita su
resultado al no lograr estructurar una respuesta con los lineamientos usados para

la evaluacion de traslacion.
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Fig. N4.D.6

El comentario hecho por el estudiante para disipar la confusién del caso C,
muestra su antecedente en la respuesta del tercer inciso; donde el alumno afirma
la no existencia de un subconjunto de reflexiones que formen un grupo. El
fundamento parte de la inexistencia de un elemento neutro, lo cual implica la
evaluacion de las trasformaciones de manera independiente a las figuras o
imagenes que transforman (en contraste a la version del caso C, para la misma

pregunta).

La exploracién sobre rotaciones no es incluida en la respuesta, posiblemente por
el desconocimiento del resultado de la composicién de rotaciones y las pocas
herramientas para abordarlo. En el anverso de la hoja siguiente aparece un intento
de expresar el resultado de la composicion de rotaciones mediante el uso de
matrices, pero fue tachado por el estudiante por lo poco ilustrativo de la respuesta
obtenida.
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Fig. N4.D.7

Al final de la sesidn, el estudiante pregunt6 sobre identidades trigonométricas que
pudieran ser de utilidad para abordar la pregunta, evidenciando lo poco claro de la

respuesta obtenida e intentando recuperar el trabajo avanzado en el ambiente
analitico.
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Fig. N4.D.8

La pregunta final de la hoja de trabajo, solicita al estudiante justificaciones del
término “Grupo de Isometrias”, para responder a la actividad, el caso D afirma
realizar comprobaciones independientes para cada propiedad de Grupo. La
primera en verificarse es la cerradura; para la cual separa las composiciones

vistas anteriormente de las no exploradas (al menos durante la clase).

Fig. N4.D.9

Las categorias de demostracion usadas para afirmar la cerradura son de tipo
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perceptivo, al ser producto de exploraciones en GeoGebra (e incluso las
redactadas en la imagen anterior, donde inicia el parrafo diciendo “ya vimos
gue...”, son sélo conjeturas de la actividad No. 11 y producto de las exploraciones
en los archivos correspondientes).

Las distintas composiciones son apoyadas con trazos y construcciones en
“SketchPad™°, evidenciando el tratamiento empirico de las afirmaciones; al grado

de resultar insuficiente para describir la composicion de reflexién y traslacion.
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Fig. N4.D.10

Dentro de la valoracion de cerradura, el estudiante profundiza en la composicion

de reflexion y traslacién, al usar un ejemplo genérico e involucrar las propiedades

19 E| software de Geometria dinamica estaba instalado en la maguinas del centro de computo y la preferencia
dd estudiante esta influenciada por la maestria en su mangjo, € profesor titular de la clase utilizé la
paqueteria de manera recurrentemente en sesiones anteriores al pilotaje.

142



de la trasformaciones (demostracién inductiva de ejemplo genérico con inferencia),
llegando a la conclusion de que “No es un Grupo” y evita entrar en especulacion al
respecto. Las construcciones del estudiante no fueron compartidas durante la fase
3y las exterioriz6 fuera del horario de clases, por una aparente curiosidad.

Antes de continuar con las generalidades en las que se vio involucrado el caso D,
es conveniente recordar una de sus respuestas de la hoja de trabajo 7.

Fig. N4.D.11

Esta respuesta diferencia al estudiante del resto de sus compafieros, al ser el
anico en incluir 4 transformaciones distintas (en contraste con el resto de los
alumnos, quienes se limitan a mencionar rotacion, reflexion y traslacion), la
transformacion adicional fue la reflexion con deslizamiento, misma que no fue
usada como una explicacion de la “no cerradura” del conjunto de

transformaciones.

Fig. N4.D.12

Para asegurar la propiedad de existencia del elemento neutro, el estudiante se
apoya en la rotacion y traslacion y, a diferencia del caso C, describe los elementos
inversos para cada transformacion de manera global y sin requerir del uso de

figuras concretas para relacionar las transformaciones.
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Fig. N4.D.13

El estudiante se mostraba consciente de la ausencia de informacion relevante,
manifestando que no estaba en condiciones de continuar con sus afirmaciones

hasta asegurar la cerradura.

[l )

Fig. N4.D.14

El avance es parcial y la confusién del caso D, se puede atribuir a la redaccion de

la pregunta misma, la cual dice:

Bajo la operacion composicion, el conjunto formado por las
transformaciones isométricas (rotacion, reflexion y traslacion) es llamado
“Grupo de isometrias”. Verifica que efectivamente es un Grupo,

justificando ampliamente tu respuesta.

En la parte final de la pregunta se afirma la estructura de Grupo para el conjunto
de transformaciones, lo cual puede inhibir las respuestas originales del estudiante
(al influir en la redaccidn por presentarse una respuesta de manera autoritaria en
la pregunta). Al margen de la respuesta, el estudiante no indaga al respecto y no
utiliza la transformacién adicional que declara en la hoja de trabajo 7 (reflexion con
deslizamiento).
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Evaluando las préacticas hechas por el caso analizado, el estudiante utiliza de
manera sistematica categorias de demostracion deductivas y las afirmaciones con
antecedentes empiricos no las considera validas. En varias hojas de trabajo,
cuestiono las conjeturas de sus compafieros, mediante el uso de contraejemplos

(casos extremos generalmente), 6 intentd validarlas con encadenamientos

deductivos.

Aunque aparecen algunas confusiones relacionadas al término “Grupo de
isometrias” (comentadas anteriormente), el estudiante muestra un dominio de las
propiedades de Grupo y su tratamiento. Las dudas planteadas por el estudiante
fueron exteriorizadas después de culminadas las actividades; como una aparente
curiosidad matematica, afectando el alcance de las fases 4 y 5 (al no tener un
objetivo concreto a cual dirigirse). La integracion fue la mas disminuida en cuanto
a potencial, ya que el tipo de demostraciones tomé un giro considerable, con
respecto al tipo de trabajo presentado con anterioridad.

Las respuestas de las hojas de trabajo son correctas, pero no llegan a la solucién
del problema indicado o cuenta con justificaciones escasas. Considerando el nivel
de razonamiento y las facultades mostradas, se asigna un nivel 4 con adquisicion

alta (sin llegar a ser completo).

OBSERVACIONES DEL NIVEL 4

En las hojas de trabajo anteriores al nivel 4, los estudiantes C y D mostraron un
desempeio por encima del rendimiento de sus comparferos; asumiendo un rol
protagénico y guia para el resto del salén (ya sea por la iniciativa durante las
exploraciones sugeridas o por la precision en las afirmaciones, mostrados por los
casos C y D respectivamente). En cuanto a lo percibido en la hoja de trabajo 12, el
caso C muestra carencias, que pueden estar relacionadas con las pocas
exploraciones promovidas o complicaciones relacionadas con la concrecién de las
exploraciones previas, en un ambiente de mayor generalidad. Por otro lado, el
caso D se ve menos afectado por el tipo de actividades, aprovechando su
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aparente dominio de tépicos de Algebra Moderna para el estudio de la estructura
de Grupo, las complicaciones a las que se enfrenta son promovidas por la
redaccion de la Hoja de trabajo 12 y confusiones encadenadas a las preguntas

iniciales.

Considerando las categorias de demostraciéon, los estudiantes utilizan métodos
similares de exploracion, pero sin asignar un peso similar a las conclusiones
obtenidas; el caso C por ejemplo, usa exploraciones inductivas para responder a
las distintas actividades y el caso D las restringe como comprobaciones,
utilizandolas solamente para organizar el material en una demostracion deductiva

(al menos en los casos que cuenta con la exploracion suficiente).

En un afan de contrastar las categorias de demostracion utilizadas durante la
resolucién de las distintas hojas de trabajo, la actividad siguiente consistié en la
aplicacion de un examen final, donde se solicitan (explicitamente) demostraciones

de las conjeturas elaboradas durante las distintas actividades.

ANALISIS DE EXAMEN

(Hoja final)

Durante la realizacion de las primeras hojas de trabajo fue notoria la irrelevancia
gue los estudiantes asignaron a la justificacibn de sus afirmaciones, en una
primera instancia no fue un problema para la investigacion (considerando la
variedad de respuestas de las primeras actividades y la libertad proporcionada
para las exploraciones). La medida tomada, con un exceso de optimismo,
consistié en dar el beneficio de la duda y esperar que las justificaciones de los
estudiantes asumieran un rol protagonico en las afirmaciones de mayor
complejidad. Al ver que las hojas no lograban capturar los argumentos utilizados,
se optd por incorporar, como actividad final, la resolucion de un examen, donde se
solicitan de manera explicita las afirmaciones hechas por los estudiantes durante
la resolucion de las distintas hojas de trabajo.

La aplicacion del examen contrasta con el mecanismo usado de las hojas de

trabajo, éstas Ultimas tienen un seguimiento natural y estan influenciadas por un
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trabajo de grupo o atendidas por el profesor. EIl examen en cambio, fue una
especie de concrecion de los resultados trabajados y fue aplicado de manera
individual (los estudiantes B y C lo resolvieron de manera conjunta por iniciativa
propia), pero el poco tiempo restante obligd a permitir su entrega en los siguientes
dias.

En un afan de presentar un anadlisis minucioso sobre los métodos de
argumentacion, para cada caso de estudio se presenta una interpretacion de las
categorias de demostracion usadas en cada pregunta. La hoja final, entregada a
los estudiantes, fue la siguiente:

Examen

Nombre: Fecha:

1.- Fruto de tu exploracion, descubriste distintas propiedades de las traslaciones en el
plano. Demuestra las sigimentes conjeturas, utihzando la defimicion de traslacion
elaborada en clase (entiéndase Ty como la traslacion a traves del vector v):

# 51 [ ezuna recta (o segmento de recta) en el plano, entonces T || {

#% Demuestra que &l conjunto de Traslaciones en el plano ez cerrado bajo la

COMposicion.
2.- Una transfonmacion ¢ e una isometria (en el plana) si:
¢:R* - R? vp.q € R?: d(p.q) = d(p(p). ¢(g))

Siendo d(p.g) la distancia euclidiana. Demuestra que cada unma de las
transfonmaciones vistas en clase (traslacion, rotacion v reflexion) son isometrias,
utihzando las definiciones elaboradas.

3.- Enuncia una conjetura (corpleta) sobre la composicion de reflexiones con respecto a
gjes no paralelos v las rotaciones en el plano. Demueéstrala.

4 .- Enuneia una conjetura (conmpleta) sobre la composicion de reflexiones con respecto a

gjes paralelos v las traslaciones en ¢l plano. Demuéstrala.
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Caso A:

El caso A no entrego la hoja correspondiente al examen final.

Caso B:

La revision de los examenes muestra una similitud en las respuestas de los
estudiantes B y C, asi que el analisis se hara bajo el supuesto de que la
elaboracién del examen fue de manera conjunta. La medida tomada consistié en
la evaluacion de los resultados de manera independiente y en enfatizar las
diferencias en la redaccion (las cuales muestran elementos personales que cada

estudiante considera necesario incluir en una demostracion).
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Las afirmaciones relacionadas con la traslacion se presentaron en 2 incisos, en la
primer seccion se hace alusion al paralelismo de vectores y en un segundo
momento se pide la comprobacion de cerradura de la transformacién de
traslacion. Para responder al primer apartado, el estudiante recurre al enunciado
“la distancia de un punto P a P’ se conserva para todo punto sobre la recta”,
deducido a partir de declarar la existencia de vectores paralelos (aungque
solamente hace uso del concepto de magnitud, asociado con los vectores). El
cierre de la demostracion habla de paralelismo de | y T\(l), partiendo de la premisa
de que P y P’ se encuentran a la misma distancia, por lo tanto, la definicién de

paralelismo utilizada se podria redactar como:

1 En este momento, & andlisis ya no esta ordenado por Niveles de razonamiento, es por dlo quee nuevo
formato para enumerar las figuras es: Examen. Caso de Estudio. NUmer o de | magen
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Las rectas [,y [, son paralelas si:
VPyQtalqueP el yQ el, =d(P,,)=d(Q,[,)
Las justificaciones presentadas en el primer inciso resultan incompletas y, por las
inferencias presentadas sin un encadenamiento deductivo explicito, asumimos que
el argumento esta influenciado por la exploracion promovida en la hoja de trabajo
3, razdn por la cual se asigna una demostracion inductiva de ejemplo genérico con
inferencia (esto Ultimo al considerar las distintas propiedades declaradas,

relacionadas de manera implicita).
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Fig. E.B.2

Para el inciso b), el estudiante se apoya en una afirmacién de algebra lineal, al
parecer le resulta natural el manejo de la composicion de traslaciones como la
suma de los vectores que las definen. Ante el uso del teorema auxiliar para validar
la conjetura seria inapropiado asignar una categoria de demostracién con estas
condiciones (aunque se desconozcan las razones para incorporar elementos de
naturaleza distinta).

La pregunta 2 exige al estudiante un tratamiento de las transformaciones como
isometrias y la hoja entregada por el caso B no muestra intento alguno para
resolverlo.
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Las conjeturas de cierre de la hoja de trabajo 11 se replantean en el examen, con
la intencion de evaluar el tipo de justificaciones que aparecen en un escenario de
mayor exigencia (comparado con una sesion de clases convencional). Para
responder a la relacién de la composicién de reflexiones (ejes no paralelos) y las
rotaciones en el plano, el estudiante evoca caracteristicas perceptivas, pero sin un
interés en validarlas apropiadamente (a partir de las definiciones hechas o
propiedades verificadas); por ejemplo, parte del supuesto de que los ejes de
reflexion son las bisectrices de los angulos POP’ (donde P y P’ son los puntos
correspondientes bajo la transformacién y O el punto donde se intersectan los
ejes). Al margen de lo fuerte de la afirmacion y lo improvisado de su inclusién en la
demostracidn, el estudiante no cuenta con una exploracion que lo sustente, por lo

cual se basa en elementos visuales (perceptivos).

Evaluando la organizacion de la respuesta en el examen, el caso B presenta un
intento de demostracién de experimento mental transformativa; por lo tanto, se
asigna la categoria de experimento mental, debido a la omisién de informacion de
los elementos que utiliza como premisas (V, F, V', F, I3, |5, las transformaciones
gue los relacionan, etc.) para lo cual parte de una imagen mental del objeto en un

ambiente geométrico. Otra carencia del trabajo, es que no relaciona su conclusion
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con los elementos definitorios de la rotacion en el plano; atendiendo parcialmente
el angulo de rotacién y excluyendo la equidistancia de puntos homdélogos con el

centro de giro.
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Fig. E.B.4

La pregunta final del examen solicita una justificacion para la conjetura sobre
composicion de reflexiones con ejes paralelos. De manera similar a la pregunta 3,
el estudiante realiza una comprobacién parcial, partiendo de la propiedad de
equidistancia de puntos homélogos con respecto al eje de reflexion y, en esta

ocasion, sin recurrir a teoremas auxiliares (como la biseccidén de angulos).

La presentacion de su respuesta, se identifica como un intento de demostracion de
experimento mental transformativa (por razones similares a la respuesta de la
pregunta 3) y la consideramos inconclusa por la informacion nula sobre el vector

de traslacion asociado a la composicion de reflexiones.

Considerando lo incompleto de las respuestas presentadas, el estudiante sigue
influenciado por las exploraciones promovidas en las hojas de trabajo; utilizando
de manera recurrente elementos visuales (no demostrados, ni mencionados

durante las sesiones).

151



Caso C:

Fig. E.C.1

Las respuestas a los primeros dos incisos del examen son idénticos al caso B,
incluso en los elementos mencionados para la redaccion. Las categorias de
demostracién asignadas para el caso C fueron perceptivos de ejemplo genérico
con inferencia, pero disfrazados con un intento de experimento mental
transformativo (no concluido apropiadamente). La pregunta 2 del examen, donde
se abordan las transformaciones mediante su relacibn con el concepto de

isometria tampoco es respondida.

“~
Q\;‘
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Fig. E.C.2

La primer diferencia entre los casos B y C se da en la respuesta de la pregunta 3,
donde el caso C incluye un dibujo que ilustra el significado de los elementos
utilizados (el caso B se limitdé a mencionarlo en la redaccién sin un antecedente
claro de su significado). Aunque incluye componentes adicionales en su

respuesta, los trazos auxiliares no representan un antecedente claro de la
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afirmacion de la bisectriz (para la composicion de ejes de reflexion no paralelos,
los ejes de reflexion son la bisectriz del &ngulo POP’, donde P y P’ son puntos
homdlogos bajo la transformacion y O es el punto de cruce de los ejes). La
categoria de demostracion establecida es perceptiva de ejemplo genérico con
inferencia; por utilizar la propiedad de los angulos como apoyo (aunque sin
elementos para afirmarla) y por no realizar mediciones concretas, limitandose a la

aparente igualdad de los angulos involucrados.

Fig. E.C.3

La respuesta final representa un experimento mental transformativo, por
modificarse la pregunta original a un problema de algebra (sin desprenderse del
ambiente gréfico, al mencionar la relacion del sentido de los ejes con el orden de
la operacién). La respuesta no recurre a propiedades definitorias de reflexion, ni
concluye su respuesta con los detalles del vector de traslacion; es por ello que
aparece una demostracion perceptiva de ejemplo genérico con inferencia (al incluir
la propiedad distancia de la reflexion), pero con una apariencia de experimento

mental transformativo (el cual es incompleto).

Caso D:
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Fig. E.D.1

El paralelismo de segmentos homologos bajo la traslacion se demuestra mediante
el uso de herramientas de geometria analitica mediante el uso de la definicion de

la transformacion en términos de vectores, respondiendo al problema al comparar
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las pendientes de los segmentos, antes y después de ser trasladados. Dado que
no utiliza una imagen grafica del problema para organizar su argumento, se
considera una demostracién formal transformativa; considerando que no recurre al
apoyo de imagenes o modelos geométricos de la traslacion y el tratamiento no es
puramente axiomatico (al utilizar la referencia visual del plano y las pendientes de

la recta).

Fig. E.D.2

La comprobacion de que la traslacién es cerrada bajo la composicién solicita la
revision de la hoja de trabajo 12, la cual fue asignada como una demostracion

formal transformativa.
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Fig. E.D.3

De los 8 estudiantes a los que se les entregd el examen, fue el Unico en abordar la
pregunta 2; utilizando las versiones analiticas de las transformaciones. La

sugerencia del uso de la distancia euclidiana fue utilizada por el estudiante.

Para la traslacién, se confirma que cumple con la definicibn de isometria
calculando la distancia para un par de puntos arbitrarios en el plano; las etiquetas
utilizadas son P=(Xp, Yp), Q=(Xg, Yq) Y Sus correspondientes puntos homologos
Tv(P) y Tv(Q). La resolucion del problema se concluye al asegurar la igualdad de
las distancias mediante manipulaciones algebraicas, haciendo uso de una

demostracion formal transformativa.
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Fig. E.D.4
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Fig. E.D.5
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La definicion de las transformaciones como funcién es informacién que aparece de
manera recurrente para la pregunta 2, inclusive mencionando la regla de
correspondencia (con el aparente fin de justificar el método para obtener la
imagen de los puntos arbitrarios). El tratamiento para comprobar la isometria de la
rotacion es similar al utilizado para la comprobacion en la traslacién, la diferencia
sustancial es lo arduo de la manipulacion algebraica utilizada para este caso. El
primer paso es la construccion de la matriz de rotacion para casos generales;
replanteando el problema geométrico como un problema algebraico,
posteriormente se verifica la igualdad de las distancias mediante las
comparaciones con puntos arbitrarios y sus respectivas imagenes bajo la
transformacion (similar a la traslacién). La conclusién requirio6 el uso de
identidades trigonomeétricas (simples, pero no utilizadas hasta el momento), y se

percibe una demostracion formal transformativa.

Fig. E.D.6
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Fig. E.D.7

La respuesta para la reflexion es similar a sus antecesores, las complicaciones
adicionales son la manipulacién de un mayor nimero de términos en la matriz de
reflexion. Los calculos se llevan de manera adecuada en la primera hoja de

respuestas, pero el estudiante no realiza las cancelaciones apropiadas.

Fig. E.D.8

Lo poco claro de su resultado lo obliga a replantear la estrategia y en la parte final
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de la hoja redacta lo siguiente:

Fig. E.D.9

El estudiante replantea el problema y en esta ocasion identifica los coeficientes
que tentativamente debe obtener para la cancelacion correcta, esta nueva
estrategia es puesta en practica en la hoja siguiente y obtiene una respuesta que

le resulta satisfactoria.
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Fig. E.D.10

Observando las respuestas a la pregunta 2, el método de resolucion es constante;

podemos describirlo como una manipulacién simbdlica de las versiones analiticas
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de las transformaciones (el registro utilizado aparenta ser el de mayor comodidad
para el estudiante, al menos para organizar sus afirmaciones) y se etiqueta como

una demostracion formal transformativa.

Fig. E.D.11

Las preguntas 3 y 4 del examen, solicitan una justificacion sobre la composicion
de reflexiones. Para el caso de ejes no paralelos, nuevamente recurre al plano
analitico, donde elabora un escenario genérico y de donde surgen los elementos
en los que basa su justificacion. Comparando la estrategia con las utilizadas
anteriormente, aqui se observa una intento de demostracion de experimento

mental transformativa (sin concretarse) y con respecto a sus compafieros, el
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estudiante parece tener claridad sobre los elementos faltantes (declarado en el

enunciado “faltaria verificar[...]”) y desconocemos el por qué de su omision.

Fig. E.D.12

En cuanto a la composicion de reflexiones con ejes paralelos, el estudiante
plantea una demostracion que no parte de la definicién de reflexién y sélo se limita
a utilizar la propiedad de equidistancia de puntos homologos al eje de reflexién. La
justificacion es incompleta al no incluir informacién sobre la direccion y sentido del
vector de traslacién (al menos no explicitamente), de manera similar a los casos B
y C, se asigna una categoria de perceptiva de ejemplo genérico con inferencia,

pero con una presentacion de experimento mental transformativa.
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El rendimiento del estudiante se clasifica en dos etapas, la primera es la
evaluacion de las preguntas 1 y 2 del examen; donde muestra interés en la
precision y generalidad de sus resultados. La segunda etapa se da en las
preguntas 3 y 4, donde realiza una comprobacién parcial (mencionando los
elementos faltantes y sin un interés en culminar el trabajo). Al margen del
contraste de los momentos, el estudiante respondié todo el examen con
herramientas analiticas; convirtiéndose el registro donde muestra mayor

comodidad.

OBSERVACIONES DEL EXAMEN

Las categorias de demostracion usadas por los tres alumnos (B, C y D) son
cualitativamente superiores a las usadas en las hojas de trabajo; los casos By C
especificamente, organizan sus afirmaciones con categorias deductivas
(contrastando con las influencias empiricas utilizadas durante la resolucion de las
hojas de trabajo), las cuales aparecen de manera parcial e incompleta en la
mayoria de los casos. Para el caso D, la presentacién de las respuestas es la
misma que la usada en las hojas de trabajo, con categorias deductivas en la

mayoria de las preguntas.

La presentacion deductiva de las demostraciones elaboradas, es un
comportamiento explicado por Rodriguez (2006) mediante los esquemas de
demostracién; los cuales muestran una diferencia marcada entre los esquemas

adheridos (influenciados en gran parte por la formacién académica) y utilizados.

ESTRATEGIAS DE ARGUMENTACION

Los andlisis de las hojas de trabajo representan una descripcion del contexto en el
cual fueron respondidas las actividades. En el siguiente apartado nos limitamos al
uso de las categorias de demostracién y la incorporacion con los niveles de Van
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Hiele.

Los criterios para la relacion de las demostraciones de Rodriguez con los niveles
de Van Hiele, consisten en una comparaciéon entre las categorias utilizadas por los
estudiantes (ya mencionadas en el apartado anterior) y las categorias esperadas,
estas ultimas por la influencia del tipo de exploraciones propuestas y la redaccion
de las preguntas en las hojas de trabajo. En el siguiente cuadro, aparecen las
categorias de demostracién promovidas en el disefio de cada hoja de trabajo.
Para facilitar la lectura de la tabla, se incluye en las primeras columnas el Nivel de

Van Hiele y la hoja de trabajo correspondiente.

Nivel de Hoja de
Van : Categorias de demostraciéon esperadas
. trabajo
Hiele
1 1 Perceptivo empirismo Naif puro
2 Perceptivo de experimento crucial puro
Inductivo de experimento crucial puro
3 Inductivo de ejemplo genérico puro
Inductivo de ejemplo genérico con inferencia
2 4 Perceptivo de ejemplo genérico con inferencia
Inductivo de ejemplo genérico con inferencia
5 , . - . .
5h Inductiva de ejemplo genérico con inferencia
6 Experimento mental transformativa
- Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
Experimento mental transformativa
8 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*

Experimento mental transformativa
9 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
3 Experimento mental transformativa
Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*

10 Experimento mental transformativa
Inductiva de empirismo Naif con inferencia*
11 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*

Experimento mental transformativa
Formal transformativa

4 12 Formal transformativa
Formal axioméatica
1-2-3 | Examen | LIBRE

(*) Categorias de demostracion de apoyo (utilizadas para exploraciones)
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Para usar la tabla como herramienta de andlisis, es conveniente diferenciar entre
las categorias de demostracion y las técnicas de exploracibn en preguntas
concretas, con la expectativa de generar incertidumbre en las conclusiones de los
estudiantes y la construccion de una categoria de demostracion apropiada para el

nivel.

Considerando la organizacion de las demostraciones, los estudiantes tienen un
desempenio distinto para cada Nivel. Siendo consistentes con los andlisis de las
hojas de trabajo, a continuacién se presentan los resimenes de las categorias de
demostracién usadas por los estudiantes y comparadas con las categorias pre-
establecidas; ademas se incluye informacion sobre los perfiles de los alumnos y
comportamientos sistematicos, con la intencion de ampliar la panoramica del

trabajo y presentar una investigacién de mayor utilidad para el lector.

Caso A

El estudiante fue asignado con adquisicion baja del nivel 3, las categorias de
demostracién utilizadas fueron de tipo empirico, salvo una plasmada en el nivel
anteriormente mencionado (Experimento mental transformativo). Una actitud
sistematica del estudiante durante la fase tres de cada nivel, fue lo poco
participativo y las modificaciones constantes de las técnicas de exploracion.
Relacionado con éste comportamiento, el estudiante imitaba de manera recurrente
las estrategias de exploracion utilizadas por sus comparieros, sin una claridad en
cuanto a la pertinencia de su uso ni las limitantes que implicaban. Las categorias
de demostracion usadas en cada nivel, las podemos organizar de la siguiente

manera.

Nivel 1 ] Perceptivo de ejemplo genérico puro*

. Perceptivo de ejemplo genérico puro*
Nivel 2 i . Lo
CASO Inductivo de ejemplo genérico puro

A Perceptivo de ejemplo genérico puro*

. Experimento mental transformativa

Nivel 3 : ; i .
Inductiva de ejemplo genérico puro
Inductiva de ejemplo genérico con inferencia
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Nivel 4 | EXCLUIDO DE LA EXPLORACION
Examen | NO ENTREGO

(*) Categorias de demostracion no promovidas en el Nivel
(**) Categorias utilizadas parcialmente, iniciadas y no concretadas

Las categorias muestran la inclinacion hacia el trabajo de tipo empirico y la no
entrega del examen nos impide contrastar su trabajo en un escenario de mayor

exigencia.

Caso B

El estudiante fue el mas afectado por la grabacién de las sesiones, ya que en la
mayoria de las ocasiones preferia esconderse tras sus comparfieros o utilizando
objetos (hojas de papel, mochilas, etc.), su inhibicion es una posible justificacion
del bajo rendimiento en la fase 3. Las discusiones grupales contaron con poca
participacion del estudiante (sobre todo en las sesiones destinadas a la
construccién de definiciones). Por lo tanto, para evaluar el comportamiento del

alumno, seria conveniente observarlo en una sesion ordinaria.

El caso B fue asignado con adquisicion baja del nivel 3, sus demostraciones son
de tipo empirico durante la resolucion de las hojas de trabajo. EI desempefio del
estudiante se vio modificado al responder el examen final, ya que el tipo de
pruebas muestra intentos superiores a los usados en las hojas de trabajo, pero sin
dejar de ser influenciado por sus respuestas originales. El tipo de pruebas para

cada nivel (y el examen), fueron las siguientes:

Nivel 1 Perceptivo de ejemplo genérico puro
Perceptivo de ejemplo genérico puro*

Nivel 2 i . -
Inductivo de ejemplo genérico puro
CASO Perceptivo de ejemplo genérico puro*
Nivel 3 Inductiva de ejemplo genérico puro*

B Inductiva de ejemplo genérico con inferencia
Nivel 4 EXCLUIDO DE LA EXPLORACION
Perceptivo de ejemplo genérico con
Examen | inferencia

Experimento mental transformativo**
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(*) Categorias de demostracion no promovidas en el Nivel
(**) Categorias utilizadas parcialmente, iniciadas y no concretadas

Durante el examen, evidencia la diferencia entre los esquemas adheridos y
usados, reservando la organizacion deductiva y la declaracién de implicaciones
como necesarias en una “Demostracion”. Este papel posiblemente se debe a la
influencia de sus cursos avanzados de licenciatura (durante la exploracién era

estudiante activo de “ Analisis Matematico 1”).

Caso C

El estudiante se mostr6 interesado en las actividades, constantemente
participativo y con la mejor disposicion para completar las hojas de trabajo. En la
mayoria de las discusiones grupales asumia el rol de lider, involucrandose tanto
para compartir sus respuestas como para comprender las usadas por sus

compafieros.

Las pruebas usadas en la resolucion de las hojas de trabajo y el examen fueron

las siguientes:

Nivel 1 Perceptivo de ejemplo genérico puro
Nivel 2 Perceptivo de e_jemplo genérico puro*
Inductivo con ejemplo genérico puro
Perceptivo de ejemplo genérico con inferencia*
Experimento mental transformativa
CASO Nivel 3 Inductiva de ejemplo genérico puro*

C Inductiva de ejemplo genérico con inferencia
Formal transformativa**
Autoritarias-Rituales (internet)*
Nivel 4 Perceptivo de ejemplo genérico puro*
Inductivas de ejemplo genérico con inferencia*
Perceptivo de ejemplo genérico con inferencia
Experimento mental transformativo**

(*) Categorias de demostracion no promovidas en el Nivel
(**) Categorias utilizadas parcialmente, iniciadas y no concretadas

Examen
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Su caracteristica en el desarrollo de las hojas de trabajo es lo sisteméatico de sus
exploraciones y la iniciativa ante los desafios; incluso asumia las preguntas
hechas al grupo como propias. La constante exploracion y los resultados
satisfactorios obtenidos, influy6 en las categorias de demostracion presentadas en
las hojas de trabajo y, de manera similar al caso B, en su examen organiza sus
pruebas de manera contrastante e inconclusa por las influencias de las

exploraciones, o la no interiorizacién de éstas.

Aunque alcanzé una adquisicion baja-media del nivel 4, las exploraciones
(empiricas en su mayoria) eran la base de sus afirmaciones, pero con una

variedad de estrategias considerable.

Caso D

La variedad de herramientas matematicas y el compromiso constante de precision
fueron sus caracteristicas centrales en las distintas sesiones, el estudiante no se
limitaba al tipo de herramientas requeridas en las hojas de trabajo e incorporaba
herramientas de mayor alcance o de niveles de razonamiento superior. Las
discusiones grupales no contaron con mucha participacién, pero cuando fue
requerida lo hacia de manera aceptable y muy atinada, dandole claridad al resto

de sus comparfieros.

El alcance de su trabajo fue etiquetado como adquisicién alta de nivel 4 y su
desempefio fue bastante prometedor desde la aplicacion del examen de
diagndstico. Las exploraciones eran planteadas en un ambiente gréafico (con trazos
de apoyo o dibujos ilustrativos), pero el estudiante plasmaba sus resultados en

demostraciones deductivas, en su mayoria. Las categorias utilizadas fueron las

siguientes:
CASO Nivel 1 Perceptivo con ejemplo genérico puro
D Inductiva de ejemplo genérico con inferencia**?
Nivel 2 Inductivo con ejemplo genérico con inferencia

12 |_a categoria de demostracion es superior alarequerida pararesponder alahoja de trabajo
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Perceptivo con ejemplo genérico puro*
Experimento mental transformativa

Inductiva de ejemplo genérico con inferencia**
Formal transformativa

Perceptivo de ejemplo genérico puro*

Nivel 4 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
Formal transformativa

Perceptiva de ejemplo genérico con inferencia
Examen | Formal transformativa

Experimento mental transformativa**

(*) Categorias de demostracion no promovidas en el Nivel
(**) Categorias utilizadas parcialmente, iniciadas y no concretadas

Nivel 3

El estudiante fue el Unico en utilizar demostraciones formales transformativas y
muy cerca de manejar axiomaticas (categoria de mayor complejidad, entre las
opciones). El rendimiento del caso D fue superior a sus compafieros en la mayoria
de las sesiones, inclusive durante el diagnostico aplicado. Su aprovechamiento en
el examen y las aportaciones en las primeras discusiones grupales fueron
determinantes para incluirlo como objeto de estudio (considerando los criterios de
seleccién de casos). A continuacion se incluyen algunas conjeturas redactadas en

el examen diagnastico.

La composicién de reflexiones se trabaja de manera visual y relacionada con el eje
de abscisas. El caso D fue el Unico estudiante en identificar dicha composicién (e
inclusive utilizarla en la hoja de trabajo 7), con apoyo de distintas construcciones.
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Los trazos se mantienen durante la aplicacion de la secuencia, pero sélo en el
examen de diagnostico el estudiante usa argumentos de naturaleza perceptiva

como suficientes.

EVALUACION FINAL SOBRE LAS DEMOSTRACIONES SOLICITADAS

Las categorias de demostracion utilizadas en los primeros Niveles de
razonamiento, fueron consistentes con las esperadas, previo a la aplicacion de la
secuencia. El cambio surgi6 a partir del Nivel 3, donde los estudiantes mostraban
mayor comodidad con las pruebas empiricas, sin importar la modificacion de la
redaccion de las hojas de trabajo. El caso D fue el Unico en superar las
expectativas sobre las categorias de demostracion, con incorporaciones
constantes de propiedades de las transformaciones y herramientas matematicas
ajenas al trabajo propuesto. El resto del salén limitaba sus justificaciones a las
exploraciones sugeridas.

A partir del tercer Nivel de razonamiento, se observa una diversificacion entre las
categorias de demostracion, relacionadas con el manejo de las herramientas
matematicas y la discriminacién de su uso. Aunque las exploraciones parten de
categorias de demostracion similares, solamente el caso D recurrié a argumentos
deductivos para concretar sus respuestas (el estudiante estaba en mejores
condiciones por la variedad de objetos matematicos con los que dispone y
mostraba preferencia hacia los métodos analiticos). Por otra parte, el desempefio
de los casos A, B y C, se vio afectado por las pocas herramientas matematicas y
la poca claridad de las que dispone.
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Particularmente, la hoja de examen mostr6 variedades de lenguaje, ya que
durante la resolucion del examen combinaron encadenamientos puramente
deductivos (axiomatica material y formal, en ocasiénes indistintamente con
experiencias de la exploracién (equivalente a argumentos plausibles, muy
similares a los usados durante las discusiones grupales o para compartir sus
exploraciones). Ante la variedad de la naturaleza de los argumentos, resulta
complejo diferenciar las demostraciones de las exploraciones (para el estudiante) .

En la terminologia de Rodriguez (2006) el problema se describe como una
diferencia entre los esquemas de demostracion, particularmente el esquema
adherido y el utilizado. El estudiante con mejor desempefio (caso D), es el Unico
en mostrar una similitud entre dichos esquemas; mientras que los casos By C
utilizaron categorias deductivas solamente en las actividades del examen,
recurriendo a estrategias empiricas para responder en las hojas de trabajo. El
cambio de rol del tipo de estrategias y organizaciéon esta relacionado con el peso
que los estudiantes le asignaron a la palabra “demostracion”, lo cual influye
directamente en el tipo de tarea que realizan y el como es validada (un explicacion
plausible es la formacion escolar de la Licenciatura en Matematicas y el tipo de

pruebas que han asumido como validas en sus distintos cursos).
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CAPITULO 5
CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

En el siguiente apartado resumiremos lo realizado durante la investigacion, con la

intencién de presentar elementos para enunciar las conclusiones del trabajo.

Iniciamos cuestionandonos sobre la variedad de métodos de justificacién y la
posibilidad de identificar un encadenamiento de éstos, mediante la reflexion sobre
la evolucidn de las pruebas en matematicas. Considerando el hecho de que la
comunidad Mateméatica modifico el tipo de pruebas aceptables a través del tiempo,
la investigacion realizada pretendio identificar las pruebas utilizadas por los
estudiantes en el salon de clases y analizar los cambios en las estrategias de
validacién (equivalente a un estudio de la evolucién de las pruebas usadas en un

ambiente escolar).

Una vez ubicado el contexto de interés, la investigacion consistio en la
identificacion de los argumentos utilizados por los estudiantes ante topicos cada
vez mas complejos (imitando el avance gradual de la disciplina mateméatica) y el
estudio de estos.

Como parte de la comunidad de Matemética Educativa, requerimos del uso de
herramientas tedricas provistas por la disciplina. En ese sentido, el apoyo fue
extraido de la Teoria de Van Hiele, como pilar de disefio y metodologia en clase;
ademas de los constructos tedricos planteados por Rodriguez en su
categorizacién de los métodos de argumentaciéon (con la finalidad de diferenciar
las estrategias de justificacién arraigadas en los estudiantes). Ambas teorias nos
indicaron las acciones a seguir para alcanzar los objetivos declarados: La
seleccién y disefio de actividades (incorporando el avance gradual y diversas
formas de justificacion), la evaluacion de los resultados y la sintesis de los
productos de analisis.

En la presente investigacion, los resultados obtenidos no son suficientes para

asegurar una evolucién en las formas de argumentacién, pero si para caracterizar
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las estrategias de argumentacion de los estudiantes, particularmente en el cambio

de las formas de exploracion.

Las estrategias de busqueda y exploracion de conjeturas evolucionan, ganando
precision y veracidad. Los estudiantes con los que se trabajé muestran cambios
en el tipo de pruebas a las que recurren (en ocasiones erraticos), pero todos
tienen una categoria que no logran superar. La categoria limite de cada estudiante
estd condicionada por las herramientas matematicas de las que dispone y la
consciencia del momento exploracion-conjetura-demostracién en el que se
encuentran (equivalente a la discriminacion consciente entre los esquemas de

demostracién planteados por Rodriguez).

Al margen de las diferencias entre los niveles de razonamiento de los estudiantes,
en todos los niveles aparecen exploraciones empiricas, las cuales se modifican
para tener un mayor alcance; inclusive el estudiante D (asignado con una
adquisicion alta del cuarto nivel), parte de exploraciones con estas caracteristicas
y posteriormente organiza sus afirmaciones en un escenario deductivo (utilizando
categorias intermedias para identificar elementos adicionales de sus pruebas). El
comportamiento observado nos da razones para inferir una modificacion
sistematica de las pruebas, donde algunas categorias de demostracion se utilizan
como métodos auxiliares o con algun fin concreto. Por el papel que juegan las
distintas categorias de demostracién utilizadas, una organizacion sugerida para la
elaboracion de los disefios de actividades seria el que aparece en el siguiente

esquema:
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[ Perceptivo de empirismo naif puro® ]

g

[ Perceptivo de experimento crucial puro® ]

g

[ Perceptivo de ejemplo genérico puro ]

Inductivo de ejemplo genérico puro ]

i

[ Perceptivo de ejemplo genérico con inferencia

Inductivo de ejemplo genérico con inferencia ]

u

[ Experimento mental transformativo J

g

l Formal transformativo ]

g

{ Formal axiomatico™®* ]

En el diagrama se observan los saltos en las formas de argumentacién de los
estudiantes, ademas de categorias de demostracién autbnomas, pero que fueron
utilizadas como exploraciones auxiliares (al no presentarse en la evaluacion final);
éstas son las demostraciones inductivas y su ausencia en el examen esta
relacionada con el convencimiento en los estudiantes de realizar afirmaciones
para “casos genéricos”. Un complemento del esquema es la incorporacion de tres
categorias que no aparecen en los resultados de la investigacion (empirismo naif,
experimento crucial y formal axioméatica), estos se incorporan al considerar tanto a
estudiantes ajenos a la disciplina mateméatica o que la usan como herramienta (*)
como a aquellos matematicos que pretenden alcanzar la categoria de mayor

complejidad (**); por ejemplo, estudiantes de posgrado en Matematicas o con
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caracteristicas similares.

FORMAS PLAUSIBLES DE CONTINUAR LA INVESTIGACION

El trabajo realizado, se convierte en una aportacion metodoldgica para el estudio
de las pruebas en matematicas, incorporando algunos elementos para facilitar la
elaboracion de disefios didacticos. Considerando el contexto de la investigacion y
lo acotado del escenario seleccionado, es posible identificar algunas directrices en
las que podria continuarse con el presente trabajo (sin ser exhaustivo). Algunos de

ellas serian:

» Realizar las correcciones en las distintas hojas de trabajo, con el fin de
contrastar los resultados con los ofrecidos en la presente investigacion. Entre
las modificaciones, debemos destacar: El uso de la palabra “producto” como
sinbnimo de “composicién” (generando algunas confusiones durante la
exploracion) y mayor precision al referirnos a tratamientos geométricos (como
en la pregunta 1 de la hoja de trabajo 6).

> Aplicar la investigacion a topicos alternativos, disefiando nuevas secuencias
de actividades. El alcance de investigaciones con este perfil puede extenderse
a distintas ramas de las matematicas, tan sélo invitando al lector a realizar
una depuracion apropiada de las categorias de demostraciéon presentadas en
el trabajo; ya que la investigacion utilizada como guia fue disefiada para
analisis en escenarios de geometria.

» Realizar un estudio méas profundo de las formas de argumentacion,
considerando adaptaciones de los temas matematicos superiores al nivel de
Van Hiele que los estudiantes muestran durante las sesiones. Una exploracion
con estas condiciones pondria a prueba las estrategias de exploracion y
resolucion, permitiéndonos observar una modificacion significativa en los
esquemas de demostracion usados.

» La re-valoracién de la secuencia de actividades presentada en el anexo 1y
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posibles modificaciones para utilizarlas como actividades didacticas. Dentro de
las pretensiones del trabajo, el papel de la secuencia presentada se limitd a
promover conjeturas concretas del tema matematico y como estrategia para
asignar un “subnivel de Van Hiele”. Un proyecto alternativo seria replantear las
actividades considerando las caracteristicas de los elementos de prueba
(desechando una exploracion de algun nivel concreto de Van Hiele o, en su
defecto, incorporando un andlisis mas profundo de niveles especificos).
Incluso es viable modificar las hojas de trabajo mediante el uso de influencias
tedricas alternativas.

Contrastar los resultados de la exploracidbn con estudiantes de distintas
carreras o0 niveles previos (este Ultimo caso solo es factible en el estudio del
antecedente inmediato, nivel preparatoria, y con adecuaciones en las hojas de
trabajo para facilitar la comprensiéon de las actividades). Exploraciones con
estas caracteristicas pueden permitir un analisis de los argumentos
construidos por los estudiantes para validar sus conjeturas, es de esperarse
gue las exigencias que los alumnos imponen a sus pruebas varian mientras
avanzan en su formacion escolar o en la especializacibn que su carrera
requiere; sin embargo, es conveniente preguntarnos en qué medida lo son.
Relacionado con el punto anterior y considerando un aprovechamiento comun
(y no so6lo para los fines de la investigacion), las condiciones ideales del
escenario serian con estudiantes de distintos semestres de una carrera en
matematicas o afin, con la intencién de afectar en menor medida los tiempos
asignados a topicos matematicos declarados en su plan de estudios y las
expectativas generales que se tienen sobre sus habilidades de argumentacion
y el desarrollo de las mismas.

Dentro de los puntos mas ambiciosos, podemos destacar un estudio sobre las
equivalencias de los niveles de Van Hiele y los niveles escolares (desde
primaria hasta la formacién profesional), pensando en disefiar metodologias
de exploracion y argumentacion, con el fin de desarrollar tales capacidades en
los estudiantes de cada nivel y siendo congruentes con las expectativas

escolares.
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A partir de las investigaciones propuestas en los puntos sefialados, seria posible
el disefio de secuencias didacticas para distintos destinatarios y tematicas,

acordes con las formas de argumentar que se esperan de los estudiantes
involucrados.
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ANEXO 1
Tablas Metodologicas



ISOMETRIAS EN EL PLANO

Estudiadas por medio del Modelo de Van Hiele.

TEMA: “Traslacion” (Nivel 1)

IVEL

FASE

ACTIVIDAD

ivel 1

Fasel

El estudiante manipula imagenes hechas sobre hojas de plas
trasparente (y hojas blancas, en agunos casos). Deslizandc
reflexionando sobre las direcciones del desplazamiento.

Fase 2

El profesor pide a los alumnos que manipulen los artefactos, deslize
en distintas direcciones las hojas de pléstico para identificar patrone
tradlacion, ademas de cuestionar sus observaciones.

Fase 3

Los estudiantes discuten sobre estrategias para discriminar entre fig
tradadadas y no trasladadas, con la finalidad de identificar propiedi
de manera visual.

Fase 4

Mediante el uso de hojas de papel y figuras que teselan, se le pide ¢
estudiantes que construyan cuadros deslizando las hojas en disti
direcciones.

Fase 5

El profesor induce al estudiante a resumir lo observado, enfatizando:
- El uso detraslaciones para la construccion de figuras.

- Laconservacion del tamafio y la formade las figuras.

- La capacidad de realizar trasdaciones de manera directa, mediant
deslizamiento de acetatos y hojas.

- Identificacion y realizacion de traslaciones en distintas direcciones.
- La utilizacion de la terminologia basica: traslacion, vector, recta, etc
- La diferenciacion entre figuras trasladadas y no tradadadas (medi
justificaciones visuales).

181



ISOMETRIAS EN EL PLANO

Estudiadas por medio del Modelo de Van Hiele.

TEMA: “Traslacion” (Nivel 2)

IVEL

FASE

ACTIVIDAD

ivel 2

Fasel

El profesor debera informarse sobre la capacidad de sus alumnos |
deslizar figuras (en direccion y magnitud especifica), asi comc
descripcion de movimientos simples (bajo los mismos términos), cc
sin el uso de materiales fisicos concretos. El profesor debera t
informacion sobre el conocimiento de los alumnos en la identificac
trazado y propiedades de rectas paralelas y sus habilidades er
tratamiento de vectores en el plano.

Fase 2

El profesor pide a los alumnos que elaboren métodos para cons
tradaciones, a partir de la manipulacion de artefactos y la superposi
de imagenes, cuestionando sus observaciones y orientandolas hacie
propiedades de traslacion. En una segunda etapa se les solicita
identifiquen visualmente a las traslaciones, orientando sus observacic
al plano analitico (plano cartesiano).

Fase 3

Los estudiantes discuten sobre métodos para construir trasacione:
distintas imagenes y las propiedades que rigen a estas transformacio
Reforzando las conjeturas mediante el uso de la geometria analitica,
la finalidad de promover la utilizacion de notacion vectorial y el us
las coordenadas de los vectores de traslacion para facilitar la explora
de nuevas caracteristicas.

Fase 4

Se les pide a los estudiantes que describan las caracteristicas visuales
permiten identificar a las traslaciones, ademas de identificar propied
geométricas de las mismeas.

Fase 5

El profesor induce al estudiante a resumir lo observado, enfatizando:
- ldentificacién de elementos homologos de una figura y su trasla
correspondiente (vértices, lados, puntos visualmente relevantes, ec.).
- El descubrimiento de las propiedades de paralelismo entre
segmentos formados por cada par de puntos homélogos y la congrue
de dichos segmentos con el vector de traslacion.

- Utilizacidn de la notacion y el vocabulario matematico para referir
los puntos, tradaciones, vectores, etc. (P, P, v, T,, €tc.).

- La afirmacion de la cerradura de traslaciones, es decir, la composi
de traslaciones es unatraslacion.
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ISOMETRIAS EN EL PLANO

Estudiadas por medio del Modelo de Van Hiele.

TEMA: “Traslacion” (Nivel 3)

IVEL

FASE

ACTIVIDAD

ivel 3

Fasel

El profesor debera informarse sobre la comprension de la traslac
especificamente con el uso de vectores, las propiedades y sus conjet
sobre la composicion de traslaciones. Otro interés de la primera fas
evaluar la capacidad de los estudiantes para identificar las propied:
del resto de transformaciones en el plano (reflexion y rotacion).

Fase 2

El profesor propicia la reflexion sobre la conmutatividad de la trasla
en un plano general, con la intencibn de promover un ambi
deductivo. Simultaneamente, se presentan las trasformaciones
reflexion y rotacion, con la finalidad de ampliar la vision de
estudiantes acerca de las transformaciones en el plano y con un tra
previo que aporta elementos de andlisis, €l cual facilitala comprensio
dichas transformaciones.

Fase 3

Los estudiantes discuten sobre sus observaciones y métodos “genere
para justificar sus conjeturas. Durante e desarrollo de esta fax
promueve el uso del software de geometria dinamica (GeoGebra), ya
tiene potencial como medio de argumentacion o incluso para conjet
sobre propiedades que pasaron desapercibidas anteriormente.

Fase 4

El profesor solicita a los estudiantes la resolucién de diversas actividi
separadas de ejemplos concretos. En ésta instancia los alumno:s
enfrentan a probleméticas generales que no utilizan figuras ni escene
especificos. También se discute sobre las relaciones y diferencias de
transformaciones en el plano (traslacion, reflexion y rotacion), co
finalidad de caracterizarlas de manera adecuada.

Fase 5

El profesor induce al estudiante a resumir lo observado, enfatizando:
- Las propiedades necesarias para caracterizar las trasformaciones €
plano: traslacion (vector de traslacion), reflexion (eje de reflexion ¢
imaginario, enfatizando en los elementos que permiten identificarl
rotacion (centro de giro, sentido y magnitud).

- La caracteristica de cerradura que posee la traslacion, propiedad U
entre las isometrias en el plano (reflexion y rotacion). Para €l resto d
trasformaciones, se desea identificar contragjemplos del por qu
propiedad no se cumple y el resultado de tales composiciones.

-El uso de justificaciones para sus planteamientos y observacio
ademés de expresarlos de una manera mas formal (considerando
recursos de este nivel).
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ISOMETRIAS EN EL PLANO

Estudiadas por medio del Modelo de Van Hiele.

TEMA: “Traslacion” (Nivel 4)

IVEL

FASE

ACTIVIDAD

ivel 4

Fasel

El profesor deberd informarse sobre el dominio de los estudiantes
concepto de Grupo, ya que serd el elemento unificador en
trasformaciones isométricas vistas, asi como las propiedades
caracterizan a las distintas isometrias.

Fase 2

El concepto de Grupo se utiliza de manera particular para cada isomi
(en una primera instancia, para familiarizarse con el término y
caracteristicas de cada trasformacion de forma local), posteriorment
concepto es utilizado para homogeneizar las trasformacione
relacionarlas globalmente (en esta instancia hablamos de un ané
estructural de la composicién de transformaciones).

Fase 3

Dialogo entre los alumnos sobre la relacion del concepto de Grupo
transformaciones en el plano. Un segundo momento, contempl:
intercambio de estrategias para satisfacer la definicion de Grupo.

Fase 4

Dadas las capacidades de los estudiantes en este nivel, se espera
puedan realizar demostraciones que permitan utilizar un tratami
simultaneo de las isometrias.

Dadas las intenciones de definir el concepto de Grupo de isometrias ¢
plano, es conveniente demostrar que:

Toda isometria tiene una transformacion identidad y las conjeturas s
la composicion de traslaciones y reflexiones son validas (ademés de
caracteristicas del producto de dicha composicion en términos de
elementos que la componen).

Fase 5

El profesor induce al estudiante a resumir lo observado, enfatizando:
- Larelacion de las isometrias bajo la operacion composicion, medi
el concepto de Grupo que las vincula

- La exclusion total de figuras para ilustrar sus aseveracione
justificaciones, ademés de una terminologia formal que utilizan
trasformaciones como elementos basicos (omitiendo partes especif
como sus propiedades).

Un requisito para evaluar satisfactoriamente esta fase es el tra
complementario en distintos registros, condicion gque aporta facilid:
parael nivel 5.
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ANEXO 2
Hojas de trabajo



Describe lo que entiendes por una “lsometriaen el plano”.

Da dos ejemplos de isometrias en el plano y dos ejemplos de transformaciones en el plano

gue no son isometrias.

CUESTIONARIO BASICO

Nombre: Fecha:

1.- ¢Qué significa que un punto P’ sea latraslacion de un punto P, mediante un vector v?
Describelo de la manera més precisa que te sea posible.

2.- Escribe lalista de todos los distintos tipos de isometrias en el plano.

3.- ¢Qué relacion existe entre e resultado de hacer una composicion de reflexiones con
respecto ages no paraelosy las rotaciones en el plano?

4.- :Qué relacion existe entre € resultado de hacer una composicion de reflexiones con
respecto ages paralelosy las traslaciones en el plano?

5.- Si P es lareflexion del punto P=(x, y), con respecto a la recta en el plano definida
como Ax+By+C=0. ¢Cuales son las coordenadas del punto P'?

6.- Ejemplifica un conjunto de isometrias del mismo tipo que sea cerrado bajo la
composicion.

7.- Ejemplifica un conjunto de isometrias del mismo tipo que no sea cerrado bajo la
composicion.

8.- ¢Qué significa que el conjunto de isometrias en el plano formen un grupo bgjo la

composiciéon (Una seguida de la otra)?
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HOJA DE TRABAJO No. 1

Nombre: Fecha:

1. ¢Quéimagenes aparecen en las hojas blancas y de plastico transparentes? (Describa los
objetos que aparecen y su acomodo)

2. ¢Cudl esladireccion en las que aparentan moverse las aves del cuadro?

ACTIVIDADES:

- Manipula las hojas de plastico transparente, entregados por el profesor,
sobreponiéndolos y deslizandolos en distintas direcciones.
- Responde las preguntas.

3. Encimalas hojas proporcionadas por €l profesor y sobreponlas de tal manera que
coincidan las imagenes ¢Cual es el color generado en la figura?

4. Desliza el acetato superior en distintas direcciones, hasta que generes nuevamente una
imagen parecida a la original, con los colores que identificaste anteriormente (recuerda
gue los cuadros con €l dibujo sblo representan una parte de la imagen) ¢Qué hiciste
paralograr la coincidencia?

5. Elige un movimiento quete parezcael “maés simple” paralograr dicha coincidencia
¢Como puedes describir tal movimiento (Utiliza una regla para medir la distancia del
deslizamiento y una direccion particular)?

6. ¢Puedes encontrar una direccion (y/o magnitud) distinta a la planteada en la respuesta
anterior? Si larespuestaes Sl, diga cuél(es) y si tu respuesta es NO, justifica a
gue se debe.
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7. Utiliza el siguiente cuadro para marcar las distintas direcciones de movimientos
encontradas en las preguntas anteriores y que cumplan con la condicién de producir
una imagen similar a la original (Elabora flechas que partan del punto negro, y con la
punta en la direccion encontrada).

8. Relnete en equipos, de no mas de 3 personas, y compartan las respuestas encontradas
hasta el momento. Utiliza el siguiente espacio para hacer tus comentarios o
aclaraciones fruto de la discusion

9. Discutan las respuestas encontradas con los equipos, particularmente lo relacionado a
las direcciones de desplazamientos encontradas por e salén y redacta agui tus
correcciones y conclusiones sobre los movimientos solicitados.

10. .Utilizando tu experiencia anterior, imagina que necesitamos completar los cuadros del
anexo 2, de tal manera que las figuras embonen correctamente y se parezcan a las
siguientes imégenes.
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Para facilitar la construccién del cuadro usa como apoyo las siguientes imagenes.

11. Describe brevemente el procedimiento utilizado para realizar la tarea anterior (incluye
el rol que jugaron las imégenes del punto “10”, la direccidon del deslizamiento para
cada caso y comenta las complicaciones a las que te hayas enfrentado).

12. Haz un resumen, tomando en cuenta las siguientes preguntas. ¢Cuantas imagenes
“distintas’ necesitas para construir los cuadros anteriores? ¢Cuando se dice que dos
imégenes son “distintas’ ? ¢Qué caracteristicas en cuanto a tamafio y forma tienen las
figuras hechas a partir de las imégenes dadas? ¢Como puedes verificar dichas
caracteristicas?
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HOJA DE TRABAJO No. 2

Nombre: Fecha:

ACTIVIDADES:

- Dadala siguiente figuray un vector fijo, obtén la imagen trasladada de la figuraen la
direccion definida por el vector (utilizando papel carbdn, hojas blancas y juego
geométrico).

- Elaboralastraslaciones solicitadas.

1. Discute con tus comparieros un método paratradadar la figuraen ladirecciony
magnitud dadas (de tal manera que los puntos marcados coincidan después de la
tradlacion). Escribe tus conclusiones, fruto de la discusion.

190



2. Utilizando un método de la pregunta anterior, traslada cada figura (en la direccion y
magnitud dada para cada caso).

3. En la siguiente hoja aparecen varias figuras, intenta aparear las que pueden tomarse
una como traslacion de otra. Si son traslaciones, marca con 18piz el vector que las
genera, de lo contrario, justifica sus limitaciones.
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4. Haz un resumen sobre las caracteristicas que identifican a las traslaciones, es decir,
¢Como identificas que una figura es una traslacion de otra (visualmente)? Justifica
ampliamente.
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HOJA DE TRABAJO No. 3

Nombre: Fecha:

ACTIVIDADES:

- Utiliza €l siguiente dibujo, donde se ilustra un poligono (F) y su traslacion (F) a
través del vector sefialado, toma un punto de la figura original (utiliza lugares clave
de la figura para no complicar la busqueda como: los vértices del poligono, los
puntos medios de los lados, etc.) y lldmalo P. Pogeriormente encuentra su
correspondiente de la figura trasladada (etiquétalo con el simbolo P').

- Uned punto P con & punto P’ por medio de un segmento.

- Responde las preguntas utilizando tu juego geométrico

- Experimenta para més puntos de la figuray verifica tus conclusiones.

Al segmento que trazaste le llamaremos PP’

1. Comparando la magnitud del segmento PP’ y el vector de traslacion (flecha que define
la magnitud y direccion del movimiento). ¢Cémo son las longitudes de los segmentos?
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- Experimenta con més puntos. ¢Sucede o mismo para los deméas puntos con los cuales
experimentaste anteriormente? Verificalo paraa menos 2 puntos més de lafiguray
anota tus observaciones:

2. ¢Qué angulo forman el segmento PP’ y el vector de traslacion?

- Nuevamente, experimenta con méas puntos. ¢Mantienes tu respuesta anterior? ¢Por qué?
- Anota tus observaciones:

3. Discute con tus comparieros lo que observaste y anota tus conclusiones:

4. Sefiala (remarcando con tu 1apiz) uno de los lados de la figura original (F), de igual
manera indica el correspondiente “lado” de la figura tradadada (F'). ¢Qué angulo
forman los segmentos sefialados?

- Mide los lados sefialados (el de la figura original y su correspondiente de la figura
trasladada) y compara las medidas ¢Cémo son entre ellas?
- Elabora una conclusion sobre los &ngulos y medidas de lados homdlogos

- Nuevamente, experimenta con otro par de lados de la figura F. ¢Mantienes tu conjetura?
¢Por qué?

5. Utilizando tu exploracion anterior, elabora una conclusion sobre las caracteristicas que
comparten los objetos y sus tradaciones; es decir, define cuando unafiguraF esuna
tradlacion de otra
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HOJA DE TRABAJO No. 4

Nombre: Fecha:

ACTIVIDADES:

Y a conoces el software GeoGebra y tienes algunas conclusiones sobre las propiedades que
debe de cumplir una figura para ser la traslacion de otra (debido a tus experiencias en las
actividades anteriores).

Haz uso de ese software para responder las siguientes preguntas:
1.- Abre el archivo “Traslacion 1", aparece un punto Py su homélogo P'.
- Intenta mover los elementos que aparecen (P, P', V). ¢Qué observas? ;Cudles son los
objetos del archivo que puedes manipular?

- Utilizando el plano cartesiano, coloca el punto P en (1,3) y €l vector V en las
coordenadas (2,6) ¢Cuales son las coordenadas del punto P'?

- ¢Quérelacion encuentraentre €l valor de P’ y los valores dados (Py V)?

- Experimenta para distintos valores de P, sin modificar las coordenadas (2,6) del
vector V. (Mantienes tu conjetura? ¢Por qué?
- Anotatus observaciones:

- Verificatu respuesta utilizando coordenadas distintas del vector V. ¢Qué observas?

2.- Abre €l archivo “Traslacion 2", en esta ocasion se observan dos poligonos (ABCD y
A’B’'C'D’) y un vector V.
- Intenta mover los elementos que aparecen. ¢Qué observas? ¢Cuales son los objetos
del archivo que puedes manipular?
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- ¢Cudl eslarelacion entre los poligonos?

- Si conoces las coordenadas del poligono original (azul) ¢Puedes identificar la
posicién (coordenadas de los vértices) del poligono trasladado (rojo)? ¢Como?

- Verifica tu respuesta utilizando coordenadas distintas del poligono azul y del vector
V. ¢Qué observas?

3.- Elabora una conclusion sobre el procedimiento para trasladar figuras geométricas, si se
conocen las coordenadas del vector de traslacion. Digamos que el vector de traslacion
tiene coordenadas (v1, Vo).

4.- Comparte con tus compafieros el procedimiento elaborado y anota agui tus
observaciones y modificaciones.
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HOJA DE TRABAJO No. 5

Nombre: Fecha:

ACTIVIDADES:

1.- En cada una de las siguientes cuadriculas, decir cudles son traslaciones y cuales no
(considera como figura inicial la de color azul y como imagen final a la figura roja. Para
cada caso identifica el vector de traslacion (escribiendo sus coordenadas y dibujandolo a

partir del “origen” en el plano cartesano) 6 argumente las caracteristicas de la
transformacion que no se cumple
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2.- Para la siguiente actividad considera la figura azul como la inicial, identifica los
vectores que generan las traslaciones correspondientes a cada caso (roja 'y verde). Ademas,
identifica sus coordenadas de los vectores de trasacion y andtalas en la parte inferior del
cuadro (dibujalo en el plano cartesiano, a partir del “origen”).

Azul — Rojo (S Azul — Rojo .
Azul — Verde C_ ., ) Azul — Verde .

3.- En la pregunta anterior se te pidié que identificaras los vectores de traslacion (2 en cada
caso), a continuacion identifica los vectores que trasladan la figura roja en la verde, para
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cada caso. ¢Qué relacion tienen las coordenadas de este vector con las encontradas en la
pregunta anterior?

4.- Relinete en equipos, de no méas de 3 personas, para compartir sus respuestas. Utiliza el
siguiente espacio para hacer comentarios o aclaraciones fruto de la interaccion del equipo.

5.- Comenta la respuesta con tus compafieros y anota aqui tus conclusiones finales.
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HOJA DE TRABAJO No. 5-b

Nombre: Fecha:

Producto de tu experiencia con las actividades anteriores has generado algunas
conclusiones sobre las propiedades que debe de cumplir una figura para ser la traslacion de
otra

ACTIVIDADES.
Haz uso del software GeoGebra para responder las siguientes preguntas:
1. Abreel archivo “Traslacion 3", aparecen varios elementos.
- Intenta mover los elementos que aparecen. ¢Qué observas? ¢Cuales son los objetos
del archivo que puedes manipular?

- Enlistalos elementos que el software te permite mover y describe el efecto en el resto
de los objetos a hacer dicha manipulacién (para responder a ésta pregunta mueve un
objeto alavez).

- Utilizando el plano cartesiano, coloca los vectores V y W en cualquier posicion del
plano ¢Cuales son las coordenadas seleccionadas para cada vector? ¢Qué objetos se
movieron y cudl es el efecto de seleccionar tales coordenadas en ellos?

- ¢Qué representa cada uno de los vectores del archivo (V, Wy T)?

- ¢Cudl eslarelacion entre el vector T y los vectoresV 'y W?

- Experimenta para distintos valores de V y W, {Mantienes tu respuesta anterior? ¢Por
qué?
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Anotatus observaciones;

2. Elabora una conclusion sobre la relacion de los vectores que tradadan
consecutivamente a una figura geométrica, considera que conoces las coordenadas de
los vectores de traslacion. Desarrolle su conclusion suponiendo que los vectores tienen
coordenadas V= (v1, V2) Yy W= (W1, Wy).

3. Comparte con tus compafieros el procedimiento elaborado y anota aqui tus
observaciones y modificaciones.
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HOJA DE TRABAJO No. 6

Nombre: Fecha:

1. Si lafigura F es trasladada por el vector v y la imagen a su vez por € vector w
(TwoTy). ¢Se puede simplificar la traslacion a un sdlo movimiento? Sin utilizar
vectores, ¢COmo puede determinar graficamente el movimiento de dicha composicion?

2. Si la figura F se le aplica la composicion T,oT,oT,, donde los vectores tienen
coordenadas u= (uz, Up), V= (V1, V2), W= (W1, W). ¢Se puede simplificar la expresion?
Si su respuesta es afirmativa diga como, si considera que no es posible justifique por
gué y qué elementos necesita para que lo sea.

3. Dadaunatraslacion T, ¢Es posible descomponerla en un producto de dos traslaciones?
En caso afirmativo ¢La solucion es Unica? ¢Por que?

4. Dadaunatraslacion Ty, donde v=(vi, V») ¢De cuantas maneras se puede descomponer
esta tradacion en un producto de dos traslaciones? Decir qué condiciones deben
cumplir las coordenadas de los vectores que intervienen en la traslacion. Suponga que
w=(w1, W2) ¥ z=(z1, Z») son los vectores de las tradaciones que intervienen en la
descomposicion (T, = T,oT,,), expresalarelacion entre los vectoresv, wy z.
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5. Si T, se descompone como el producto de tres, cuatro o cinco traslaciones, justificar
cuantas soluciones hay para cada caso.

6. Comparte tus respuestas con el resto de tus comparieros y utiliza el siguiente espacio
pararedactar tu conclusion final, producto de la discusion grupal.

7. Conbase en € trabgjo hecho hasta d momento ¢Enuncia una definicién formal de traslacion en
e plano?

8. Comparte y escucha sobre las definiciones elaboradas por el grupo en el punto anterior
y anota agui los elementos que ayuden a precisar tu definicion (en caso de que existan),
ademas de observaciones sobre las versiones de tus compafieros.
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HOJA DE TRABAJO No. 7

Nombre: Fecha:

ACTIVIDADES:

A continuacion aparecen distintas transformaciones (considera como figura inicial la de color
azul y como imagen final ala figuraroja), para cada g emplo asigna un nombre, describe cémo

es posible construir la transformacion sefialada e identifica los dementos que consideres
necesarios para caracterizarla.

Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:
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Caso 4:

Caso 5:

Caso 6:
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Una caracteristica fundamental de la traslacién es que respeta tamafio y forma ¢Qué otras
transformaciones conservan estas propiedades?

Discute con tus compafieros sobre sus respuestas en € punto anterior y anota aqui tus
conclusiones

Investiga e nombre de las trasformaciones en € plano que respetan el tamario y la forma.
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HOJA DE TRABAJO No. 8
(Rotacion)

Nombre: Fecha:

Y aconoces el software GeoGebra, haz uso de é para responder las siguientes preguntas.

Abre el archivo “Rotacion 1" y manipula los elementos que aparecen (Cudles es [arelacion
entre los objetos del archivo (Figura azul, Figuraroja, Punto O y Angulo a)?

- Selecciona la casilla “Punto e imagen”, apareceran dos puntos (P y su homdlogo P bajo la
transformacién) y los segmentos que unen a cada uno con € punto O. Mide las distancias de
los segmentos OP y OP' con la herramienta “distancia o longitud” del ment de herramientas
de GeoGebra. ¢Cudl es lardacion entre las distancias de los segmentos OP y OP' 2.

- Vaeifica para otras posiciones del punto P ¢Sucede |o mismo para los demés puntos con los
cuales experimentaste anteriormente? Anota tus observaciones:

Seleccionala casilla“Marcar angulo” ¢Qué elemento aparece? (COmo se relaciona con el
angulo a?

- Vaeifica para otras posiciones del punto P y para distintos angulos a ¢Mantienes tu
respuesta anterior? Anota tus observaciones:

Con base en €l trabajo hecho hasta el momento. Enuncia una definicion de rotacion en el
plano con respecto a un punto.
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Comparte y escucha sobre las definiciones elaboradas por el grupo en el punto anterior y
anota aqui los elementos que ayuden a precisar tu definicion (en caso de que existan),
ademas de observaciones sobre las versiones de tus comparieros.
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HOJA DE TRABAJO No. 9
(Reflexion)

Nombre: Fecha:

ACTIVIDADES:

Haz uso del software GeoGebra para responder las siguientes preguntas:
1. Abre el archivo “Reflexion 17, aparecen 2 elementos manipulables (el punto Py la
recta que pasa por los puntos A y B).
- Activa el boton de “Reflejo de P en la recta AB”, manipula los elementos que te
permite el software y describe larelacidn de los objetos que aparecen en laimagen.

- Activa €l botén “Segmento PP, el cual dibuja autométicamente el segmento que une
al punto P con su reflgjo P'. Ahora responde lo siguiente:
- ¢Quérelacion existe entre el segmento PP’ y larecta que pasa por los puntos A y B?

- Ahora mide la distancia que existe entre tu punto Py el gje de reflexiéon (recta que
pasa por los puntos A y B), asi mismo la distancia del eje al reflejo del punto P (P').
¢Qué observas?

- Si manipulas la posicion del punto P o la recta AB. ¢Qué efecto tiene en las
mediciones hechas anteriormente? Elabora una conclusion al respecto.

- Verifica tus conjeturas para distintos ges de reflexion (recta que pasa por los puntos A 'y B) y
posiciones del punto P ¢Mantienes tu conjetura? ¢Por qué?
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- Tratade enunciar todas las propiedades o condiciones que se deben cumplirse para que exista
reflexion (Para que una figura seareflgjo de otra).

- Discute con tus compafieros sobre el conjunto minimo de condiciones o propiedades que
permiten definir a una reflexion.
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HOJA DE TRABAJO No. 10
(Reflexion)

Nombre: Fecha:

En las primeras hojas de trabajo la exploracion pretendia identificar las propiedades de las
tradaciones. Particularmente en las actividades 5 y 6 la atencién se centré en la propiedad
de cerradura de dicha transformacion. Durante tu trabajo descubriste que la composicion de
tradaciones es a su vez unatraslacion, la cual esta definida por los vectores involucrados.

A continuacién haremos una exploracion similar para la reflexion e intentaremos responder
ala pregunta ¢_a composicion de reflexiones sigue siendo una reflexion?

ACTIVIDADES:

- En una hoja en blanco dibuja un poligono F, posteriormente marca una recta (intenta utilizar
una regla o algo similar para no complicar la actividad) y por ultimo dibuja la reflexion de la
figura F con respecto a e marcado, la cual llamaremos F'. En la misma hoja dibuja una recta
distinta (que representara a otro ge de reflexion) y traza d reflggo de F' con respecto a esta
lineg, llama F’ ala ultimafigura. ¢EsF’ unareflexion de la figura original F? Si la respuesta
es“Si” identifique e ge de reflexion, de lo contrario indica que transformacion relaciona a las
figurasFy F’ (con los € ementos necesarios para caracterizarl os)

- Comparte con tus comparieros tus observaciones y utiliza d siguiente espacio pararedactar tus
conclusiones finales.
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HOJA DE TRABAJO No. 11
(Reflexion)

Nombre: Fecha:

ACTIVIDADES:

Haz uso del software GeoGebra para responder las siguientes preguntas:

1. Abre el archivo “Reflexion 2", donde aparecen varios elementos manipulables. En
el archivo podrés explorar de manera general tu conjetura sobre la composicion de
reflexiones, hecha en la actividad anterior.

- Manipula las rectas: rojay verde (las cuales representan el primer y segundo eje de
reflexion respectivamente).

- ¢Quétransformacion te lleva delafigura original (azul) alaimagen final (verde)?
¢Describela con la mayor precision posible?

- En e mismo archivo, experimenta cuando los ges de reflexion son paralelos, activando la
celda “Recta paralela” (este boton limita las posiciones de la recta de color verde,
permitiendo solo rectas paraldas a e dereflexion rojo y que pasan por € punto C). ¢Qué
isometria trasforma lafiguraF en F'’? ¢Describela con la mayor precision posible?
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HOJA DE TRABAJO No. 12

Nombre Fecha

ACTIVIDADES

- Investigala definicion del concepto algebraico llamado “ Grupo”.

- S consideramos a cada transformacion de manera independiente (traslacion, rotacion y
reflexion), ¢Cuéles constituyen un Grupo, con la operacion composicion?
Para cada transformacién, justifique ampliamente su respuesta.

- Paralastransformaciones que no formen un grupo, define un subconjunto que si cumpla con las
propiedades de grupo.
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- Bajo la operacion composicion, el conjunto formado por las transformaciones
isométricas (rotacion, reflexion y traslacion) es llamado “ Grupo de isometrias’. Verifica
gue efectivamente es un Grupo, justificando ampliamente tu respuesta.

- Comparte y escucha sobre las justificaciones elaboradas por tus comparieros en el
punto anterior y anota aqui los elementos que ayuden a precisar tu respuesta (en caso
de ser necesario), incluye ademas de observaciones sobre las versiones de tus
comparieros.
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Examen

Nombre: Fecha:

1.- Fruto de tu exploracion, descubriste distintas propiedades de las traslaciones en el

plano. Demuestra las siguientes conjeturas, utilizando la definicién de traslacion
elaborada en clase (entiéndase T, como latraslacion através del vector v):

% Si | esunarecta (o segmento de recta) en el plano, entonces T,(1) || ¢

s Demuestra que e conjunto de Traslaciones en el plano es cerrado bajo la

composicion.

2.- Unatransformacion ¢ es unaisometria (en el plano) si:

¢: R% - R2 Vp.q€ R*: d(p,q) = d(e®), (1)
Siendo d(p,q) la distancia euclidiana Demuestra que cada una de las
transformaciones vistas en clase (tradacion, rotacion y reflexion) son isometrias,

utilizando las definiciones elaboradas.

3.- Enuncia una conjetura (completa) sobre la composicidn de reflexiones con respecto a

gjes no paralelos y las rotaciones en el plano. Demuéstrala.

4.- Enuncia una conjetura (completa) sobre la composicion de reflexiones con respecto a

gjes paralelosy las traslaciones en el plano. Demuéstrala.
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