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INTRODUCCION

Las inquietudes surgidas a lo largo de nuestra experiencia docente y los resultados de
investigacion de diversos trabajos que hemos consultado, nos han permitido darnos cuenta
de que existe una problematica compleja en los fendmenos de ensefianza y de aprendizaje
de las matematicas en todos sus niveles y que la comprension de los estudiantes en torno a
diferentes objetos matematicos presentan serias deficiencias y existen diferencias notables
entre los significados personales construidos por ellos y los que se promueven
institucionalmente. En el caso de la integral de una funcion, objeto matematico de nuestro
interés, esto es particularmente cierto.

Con base en lo anterior, se presenta una propuesta para la ensefianza de la integral dirigida
a estudiantes del curso “Calculo integral” de las carreras de Ingenieria del Instituto
Tecnologico Superior de Cajeme que se encuentra ubicado en Ciudad Obregon, Sonora.
Dicha propuesta esta estructurada por una secuencia de actividades didacticas, que tiene
como propasito promover la construccion de significados de la integral como el area bajo
la curva, aplicada como herramienta didactica en la resolucion de situaciones problema en
los distintos campos de la Ingenieria de contexto extra matematico, con el apoyo de
ambientes dinamicos creados con el software de geometria dinamica GeoGebra.

Consideramos que esta secuencia didactica, acompariada por las estrategias y los medios
apropiados, constituird un escenario de aprendizaje propicio para lograr que los estudiantes
desarrollen un significado personal amplio. Para su disefio, se considera necesario
identificar de manera més precisa las dificultades por las que atraviesan los estudiantes, los
objetos matematicos que intervienen en la integral, observar y analizar lo que los alumnos
dicen y hacen acerca de ella, es decir, el significado personal que los alumnos tienen acerca
del objeto matematico en cuestion y contrastar éste con el significado institucional del
mismo.

Estas son las ideas que serén desarrolladas en los siguientes capitulos.

En el capitulo uno de este trabajo abordaremos la problemética de la ensefianza y el
aprendizaje del calculo integral en que se ubica nuestro trabajo y que justifica la realizacion
del mismo. Mostraremos algunos resultados de investigacion al respecto de la presencia de
dificultades en los estudiantes durante el estudio de este campo, en particular para modelar
y resolver situaciones de contexto extra matematico. Sefialaremos los resultados de algunos
autores sobre la importancia del uso de diferentes formas de lenguaje y el establecimiento
de relaciones entre éstas (grafico, analitico y numérico) en el estudio del calculo.
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Nuestro trabajo se apoya en elementos tedricos del Enfoque Ontosemidtico del
conocimiento y la Instruccion Matematica, conocido como EOS. En particular, tomamos
en cuenta la naturaleza pragmatica de los objetos matematicos, asumida en este marco
tedrico, como los entes que emergen gradualmente de los sistemas de practicas, operativas
(lo que se hace) y discursivas (lo que se dice), realizadas durante la resolucion de
problemas de un mismo tipo (Godino, Batanero y Font, 2008). Tales sistemas de practicas
son lo que llamamos significado de un objeto.

Teniendo en cuenta esta naturaleza pragmatica de los objetos matematicos, la importancia
en coordinar diferentes formas de lenguaje y el hecho de que nuestra propuesta didactica se
dirige a estudiantes de ingenieria, los cuales durante su formacién académica y su practica
profesional requieren modelar, describir y analizar situaciones cambiantes que puedan
representarse como el &rea bajo la curva, creemos pertinente utilizar problemas de contexto
extra matematico, y apoyarnos en las ventajas que ofrece el software de geometria dindmica
GeoGebra, para promover en los estudiantes el desarrollo de précticas de modelacion
matematica y la construccion de significados de los objetos matematicos del calculo
integral de una manera mas cercana a los significados institucionales de referencia para la
integral de una funcion, de manera que para calcular el area bajo la curva utilizaremos la
estrategia de obtener la altura promedio en la funcion misma que multiplicaremos por la
longitud del intervalo que estemos considerando, para obtener el area de un rectangulo
equivalente al area bajo la curva de acuerdo con el teorema del valor medio de la integral.

En este sentido, nuestro trabajo de tesis tiene como objetivo general la elaboracién de
una serie de actividades didacticas que a su vez tiene como

OBJETIVO GENERAL:

Promover en los estudiantes de ingenieria la construccion de significados personales sobre
la “integral de una funciéon”, en un ambiente de software de geometria dindmica, que les
permita usarla en la resolucion de problemas acordes a su formacidén y sus practicas
profesionales.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

e Promover que los alumnos construyan significados personales de la integral de una
funcién proximos a los significados institucionales pretendidos.

e Proponer un sistema de précticas institucionales diferente a la forma tradicional de
abordar al calculo integral, que tome en cuenta el uso de diferentes representaciones
simbolicas, apoyado en herramientas tecnoldgicas.
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e Promover que los alumnos desarrollen competencias para aplicar sus significados
personales alcanzados en torno a la nocién de integral para la resolucion de
situaciones problema relacionadas con su practica profesional.

En el capitulo 2 hablaremos sobre los elementos tedricos del Enfoque Ontosemidtico de la
Cognicion y la Instruccion Matematica (Godino, Batanero y Font, 2008) que apoyaron el
disefio de esta propuesta y la valoracion de su pertinencia; en particular, puntualizaremos
las nociones de objeto, practica y significado. También presentaremos el significado
institucional de referencia de la integral considerado para la elaboracion de nuestra
propuesta y el significado institucional pretendido en la misma.

En el capitulo tres mencionaremos algunas propuestas realizadas para la ensefianza del
calculo integral que otorgan un papel primordial a la resolucion de problemas en la
construccion de este objeto matematico, y que sugieren formas alternativas al tradicional y
formal camino: integral indefinida — técnicas de integracion — integral definida —
aplicaciones de la integral, para la introduccion de ésta. Algunas de nuestras propuestas
parten de la resolucion de problemas de movimiento para promover la construccion del
significado de la integral como el area bajo la curva, y otras parten de problemas fisicos de
variacion para construir la integral como la antiderivada en tanto herramienta para
cuantificar y predecir el cambio como el area bajo la curva; algunas se apoyan en
tecnologia computacional.

También en el capitulo 3 abordaremos la forma en que se construyeron las actividades
didacticas organizando los objetos matematicos en configuraciones de acuerdo con una
trayectoria que llamaremos epistémica y que tiene que ver con las formas en que se aborda
a la integral.

En la parte final del capitulo 2 introduciremos la nocion de idoneidad didactica y sus
dimensiones, que emplearemos para valorar la pertinencia de nuestra propuesta en distintos
aspectos que influyen en la construccidn de los significados personales de los estudiantes.

Es importante sefialar que en el EOS se considera como objeto matematico a cualquiera de

los siguientes seis tipos, y sus combinaciones:

« Situaciones, entendidas como problemas matematicos, problemas extra-matematicos (o

aplicaciones), ejercicios, ejemplos, etc.

* Lenguaje, en diversas formas o representaciones semidticas: verbal, numérico, gréafico,

geométrico, analitico (notacién conjuntista, cuantificadores, expresiones Algebraicas,

notacion del limite, etc.), entre otros.

* Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, etc.).

* Proposiciones (enunciados sobre conceptos como teoremas, corolarios, propiedades, etc.).
3
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* Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos, deductivos o de otro tipo, etc.).
« Conceptos (expresados por medio de definiciones o descripciones).

Estos tipos de objetos se conocen como objetos primarios o componentes del significado. Si
emergen durante la realizacion de précticas para resolver campos de problemas, se les llama
objetos emergentes, y si son objetos que se utilizan para hacer emerger nuevos objetos, se
les llama objetos intervinientes.

El significado institucional pretendido de la integral en nuestra propuesta considera como
objetos intervinientes (o0 prerrequisitos), objetos basicos de aritmética, algebra, geometria,
trigonometria y célculo diferencial de los distintos niveles escolares. Por ejemplo,
conceptos como area, volumen, distancia y velocidad; lenguaje: expresion analitica del
teorema de Pitagoras y expresiones analiticas para calcular area y volumen, procedimientos
como usar las expresiones anteriores, calcular razones trigonométricas, hacer despejes,
realizar operaciones algebraicas, identificar graficamente la antiderivada como un cambio
de posicion de la funcién velocidad; proposiciones: el &rea es no negativa; argumentos
intuitivos y situaciones de contexto extra matematico que retomamos de libros de texto
propuestos en el programa de estudios del curso Céalculo Integral del sistema nacional de
los Institutos Tecnoldgicos.

Las situaciones problema que elegimos, involucran contextos familiares para los
estudiantes o afines a su carrera, lo que facilita que estos opinen, participen y se interesen
en determinar y caracterizar los valores de las magnitudes que resuelven los problemas; y
que, de esta manera, emerjan gradualmente los objetos matematicos que presentamos a
detalle en el capitulo dos y que tienen que ver con la emergencia del significado de la
integral.

Nuestra propuesta consta de doce actividades didacticas, integradas por hojas de trabajo
coordinadas con ambientes dinamicos virtuales. En el capitulo tres presentaremos las hojas
de trabajo correspondientes a cada una de éstas, mostrando la forma en que se promueve el
surgimiento de los objetos matematicos del significado institucional pretendido, y el papel
que juegan en esto los ambientes dindmicos virtuales creados con GeoGebra. También
haremos un analisis a priori de la propuesta para valorar la idoneidad didactica de la
misma.

El software GeoGebra tiene las cualidades de permitir utilizar distintas formas de lenguaje
(verbal, grafico, geométrico, algebraico, numérico, tabular) y vincularlas dinamicamente.
Estas caracteristicas nos permitieron crear los ambientes dinamicos virtuales, que constan
de una construccion dindmica y manipulable que simula el contexto de los problemas a
4
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resolver; las representaciones tabular, analitica y grafica de la funcion que modela al
problema con un punto variable (movil) sobre la grafica en el eje x; y el area de la region
gue se va generando con el movimiento del punto variable en el eje de las abscisas.

En cada actividad se propone al estudiante la manipulacion de la construccion dindmica que
simula el fenémeno involucrado en el problema para que se percate de que existe una
dependencia entre las magnitudes y se le facilite la construccion del modelo analitico.
Enseguida se le pide al estudiante utilizar la expresion analitica que determind, para
argumentar los significados obtenidos.

Después se muestran las representaciones numérica, grafica y analitica de la funcion en el
ambiente dinamico y se guia al estudiante hacia la realizacidén de un tratamiento numérico
para determinar el valor de la altura promedio en la funcion como un proceso de limite y
luego obtener el rea bajo la curva equivalente al area de un rectangulo de base el cambio
del valor de x desde a hasta b y de altura la altura promedio obtenida anteriormente.

En el capitulo cuatro hablaremos sobre la puesta en escena de cinco actividades didacticas
de nuestra propuesta, la cual arrojo informacién importante:

» Resaltd aspectos positivos del uso de situaciones problema propios del campo de la
fisica que se vieron reflejados en el interés y participacion de los estudiantes.

» Sobre la actitud de los estudiantes hacia los ambientes dindmicos y su interaccion
con éstos.

» Mostro deficiencias en los significados personales de los estudiantes de algunos
objetos considerados como previos o intervinientes.

» Mostro las ventajas de utilizar ambientes dindmicos como herramienta didactica en
la construccion de significados acerca de la integral.

» Las observaciones permiten hacer sugerencias de modificaciones al disefio de las
actividades, a los ambientes dindmicos creados y a las hojas de trabajo presentadas
en el capitulo tres.

Tales actividades fueron:
1. Encontrar la distancia recorrida durante un intervalo de tiempo, dada su velocidad,
cuando ésta es constante.

2. Encontrar la distancia recorrida durante un intervalo de tiempo, dada su razon de
cambio, expresada como la funcion identidad.

3. Encontrar la velocidad durante un intervalo de tiempo, dada su aceleracion cuando
esta es una razon de cambio, como funcién cuadratica.
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4. Caélculo del trabajo total realizado por una fuerza constante.
5. Calculo del trabajo total realizado por una fuerza variable.

Finalmente, también se mostrara en este capitulo, el analisis a posteriori de la idoneidad
didactica de nuestra propuesta y se comparara con el realizado a priori en el capitulo tres.

Posteriormente, mostraremos las conclusiones del trabajo, que incluyen la descripcion del
logro de los objetivos planteados en el capitulo dos y algunos aspectos sobresalientes del
andlisis de la idoneidad didactica.

Finalmente presentamos las referencias bibliograficas que utilizamos para la elaboracion de
este trabajo.



CAPITULO UNO

PRESENTACION, PROBLEMATICA, JUSTIFICACION
Y OBJETIVOS

1.1 Presentacion

En nuestra experiencia docente impartiendo cursos de Matematicas en el Sistema Nacional
de Institutos Tecnoldgicos, detectamos como una de las problematicas mas recurrentes la
pobre comprension alcanzada por los estudiantes sobre objetos matematicos fundamentales
que son requeridos posteriormente en situaciones tanto intra como extra matematicas. Los
estudiantes encuentran serias dificultades en el manejo de objetos matematicos
fundamentales que tienen como fuentes a diversos factores, entre los que cabe mencionar la
incompatibilidad entre la labor docente y los estilos de aprendizaje y las deficiencias en los
conocimientos supuestos.

Ese es el caso de los objetos del calculo y muy particularmente de aquellos que son
esenciales, como el caso de derivada e integral de una funcion. En esta tesis estamos
interesados en plantear una propuesta de ensefianza para la integral de una funcion,
partiendo de situaciones problema que den pie a enriquecer el significado institucional
promovido en planes y programas de materia de la institucion en que se desarrolla el
trabajo.

Consideramos que una secuencia didactica, acompafiada por las estrategias y los
medios apropiados, constituird un escenario de aprendizaje propicio para lograr que los
estudiantes desarrollen un significado personal amplio de la integral de una funcién. Para su
disefio, se considera necesario identificar de manera mas precisa las dificultades por las que
atraviesan los estudiantes, los objetos matematicos que intervienen, observar y analizar lo
que los alumnos dicen y hacen acerca de la integral, esto es, identificar el significado
personal que los alumnos tienen acerca del objeto matematico en cuestion y contrastar éste
con el significado institucional del mismo.

Para profundizar y ubicar estas ideas en el contexto de interés, en los siguientes parrafos
hacemos un estudio que sirve de marco de referencia al trabajo.

1.2 La problemética y su justificacion

En el portal académico del Instituto Tecnoldgico Superior de Cajeme (ITESCA),
institucion de nivel superior dedicada a la formacion de ingenieros y que se encuentra
ubicada en Ciudad Obregén, Sonora, México, se encuentra un manual, llamado Taller de
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Matematicas | que es utilizado en las asignaturas de Matematicas | y Matematicas 1l, en
todas las carreras de Ingenieria que se imparten en la Institucion como material de apoyo.
Dicho manual esta estructurado exclusivamente con base en ejercicios, y con respecto al
Célculo integral (Del Rivero S., 2000), los topicos que en él se tratan son:

e Dibujar la region cuya érea viene dada por la integral definida que se indica.
¢ Resolucion de integrales definidas, usando el Teorema Fundamental del Célculo.
e Resolucion de integrales indefinidas donde el integrando es una funcion algebraica.
e Resolucion de integrales indefinidas donde el integrando es una funcion
trascendental.
Usar el Teorema fundamental del célculo para evaluar integrales definidas donde el
integrando sea una funcion algebraica o una funcién trascendente.
Algunas Técnicas de integracion (Por partes y por fracciones parciales).
Algunas aplicaciones de la integral definida (Areas y Volimenes de solidos de
revolucion).

El uso del manual es importante porque de acuerdo con las formas de trabajo de los
profesores, buena parte de la actividad que desarrollan los estudiantes tiene como base los
ejercicios que estan ahi formulados. Un hecho en el que coincidimos los profesores que
hemos tenido a nuestro cargo este curso, es que observamos un desequilibrio entre el
tratamiento conceptual y el algoritmico. Se abordan mas los procesos algoritmicos que el
concepto en si mismo.

Para ilustrar lo anterior transcribimos algunos de los ejercicios ahi planteados, los cuales
son:
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INSTITUTO TECNOLOGICO SUPERIOR DE CAJEME
Academio de matemadticay
MATEMATICAS I

PARCIAL TALLER TEMA
TERCER 1 INTEGRACION DEFINIDA

1. Usar el Teorema fundamental del cdlculo para evaluar las siguientes integra
definidas.

2
dx
+2

a) [_ (3= 1]: dx b) E NETS,)
-lafx

7 %
3if 1 \

d) [S*\E[r- 2) dx e) [ | — =3 g
=3 Y x g
f) f_ﬁen 3x dx g) [__ (2- cos’ x)cos x senx dx
A " 4 3
h) [ 3 dx 1) [ dx
. 4 3x=5
il [ ¥ 2% dx k) L In+/x A
x

Como puede observarse, los ejercicios que se presentan tienen como proposito la busqueda
de las expresiones analiticas de funciones primitivas o antiderivadas, a partir de las
expresiones analiticas de otras funciones, y evaluar y restar en los limites de integracion, en
concordancia con el Teorema Fundamental del Calculo de funciones expresadas
analiticamente-

Esta situacion es congruente con el programa mismo, el cual estd dedicado
fundamentalmente a este tratamiento algoritmico, aunque incluye también lo que llama
aplicaciones, con los problemas de areas y volumenes de sélidos de revolucion.
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Por otra parte, en ITESCA se usa también el libro de texto de Calculo Integral de Larson
(2009), como un proyecto que la editorial Mc Graw Hill realiz6 acomodando el temario de
la asignatura de matematicas Il del sistema de Institutos Tecnoldgicos en el contenido del
libro.

Una somera revisién del contenido de este libro nos deja ver que esta organizado en cinco
capitulos, con las siguientes tematicas: diferenciales, integrales indefinidas y métodos de
integracién, la integral definida, aplicaciones de la integral e integrales impropias,
presentadas en este orden, el cual es asumido a plenitud por los profesores.

De los materiales sefialados se desprenden u originan los sistemas de practicas promovidos
por los profesores en tanto representantes de la institucion ante los alumnos, siguiendo un
camino tradicional, en el que se siguen priorizando los procesos de algoritmia sobre la
conceptualizacion de la integral y su aplicacién en diferentes contextos.

En términos generales tanto el texto como el manual de la institucion privilegian el uso de
las representaciones analiticas y, en el caso de las representaciones graficas se usan, en el
mejor de los casos, para ilustrar algunos aspectos, sin que jueguen algun papel de verdadera
importancia en alguna etapa de la solucion de problemas o ejercicios. De acuerdo a estos
mismos materiales, 1o mas comun es iniciar la presentacion de cada tema a partir de
definiciones de conceptos y establecimiento de procedimientos algoritmicos, dejando los
problemas para el final.

Para ilustrar esta situacion reproducimos a continuacion tres hojas de los materiales
empleados, en los que puede observarse como es que al inicio se presentan los casos de
resolucion algoritmica de antiderivadas a partir de expresiones analiticas y, posteriormente
se presentan ejercicios de los llamados de “aplicacion”, entre los cuales se encuentran
algunos que parten de las representaciones graficas para determinar expresiones analiticas,
otros que tratan con problemas crecimiento y otros con situaciones fisicas ligadas al
movimiento.

Las situaciones planteadas son interesantes, al menos algunas de ellas, pero su ubicacion al
final deja claro que se parte de una presentacion tradicional que deja a los problemas como
un caso de aplicacion y, hasta donde hemos podido constatar en reuniones de academia con
los profesores de ITESCA, las situaciones de aplicacion no se alcanzan a tratar o sdlo se
hace superficialmente en un corto lapso del semestre.
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Capitulo Uno Presentacidn, Problematica, Justificacion y

1.2 La Problematica
y su Justificacion

Obijetivos

SECCION 2.3 Integracién directa 17

Antes de hacer los ejercicios se debe reconocer que uno de los pasos més importantes
en la integracién es reescribir el integrando en una forma que corresponda con las reglas
bésicas de integracién. Para ilustrar este punto, a continuacion se presentan algunos ejem-

plos adicionales.

Integral original ~ Reescribir Integrar Samplificar
' fz dx 2[ 172 gy 2<xvz> c 2+ ¢
—= x~ —+ 402 1
Yx 1/2

f(ﬂ + 1)24r f(r“ + 224+ 1) dt

2 =1 3
jxst3dx J(x+3x‘2)dx £+3(x—)+C %x;—'——C
X 2 ==, Z x
73 4/3 B
3 - 43 _ 4.1/3 i x_>+ 235 _ 3.A73
J\/;(x 4) dx f(x 4x"/3) dx 7 4(4/3 C =x 3t

S e e

En los ejercicios 1 a 4, verificar el enunciado demostrando que
Ia derivada del lado derecho es igual al integrando del lado iz-
quierdo.

9 3
L(-2)a=2ic
1 1
2. f(4ﬂ—7>dx=x4+—+c
» x x
3. f(x—Z)(x+2)dx=%x3—4x+C

x2=1 2(x2 + 3)
="y
jx3/2 3\/)‘(

Enlos ejercicios 5a 8, encontrar la solucién general de la ecuacién
diferencial y verificar el resultado mediante derivacién.

dy dr
5. 2 =-3p 6. = —
i -7
dy dy E
T 2L = ,3/2 8 3
dc - =
En los ejercicios 9 a 14, completar la tabla.
Integral original Reescribir  Integrar Simplificar
9. fé/}dx
10, L
=7
11 f o
T xS
12. fx(xz + 3) dx
13 de
©o) a3
1
14.
G Y

En los ejercicios 15 a 34, encontrar la integral indefinida ¥ verificar
el resultado mediante derivacién.

1. f(x+3)dx T P
17. f(2x—3x2)dx 18. ’5-4_;_;.,_{
19. f(ﬁ-*—Z)dx 20. ]v;:_i_:_:__,-,
21. f(xJ/2+2x+l)dx 22. J;\;_ 2 T
2Vx

1 I
25 |5dx 26. ’_J

- _X

X2 +x+1 (2 £2r—3
27. —dx 28. = -

=% [aams,
29. f(x+l)(3x—2)dx 30. ‘!;;_‘;Lz
31. fyzx/—ydy 32. l, 1 39Pdk
33, fdx 34. ’_:d.'

En los ejercicios 35 a 42, hallar la integral indefinida y verificar
el resultado mediante derivacién.

3s. f(ZSenx +3cosx)dx  36. ’u:—sent)dt

i 7% J’(l — csczcott)dt 38. flt?: + sec26) do

39. J'(sec2 0 — sen 6) do 40. fsec y(tany — secy) dy

COos x

s , 3 =
41. f(tan y + 1) dy 42. f] = coszxdx
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18 CAPITULO?2  Integrales indefinidas y métodos de integracion

En los CJ?I:CICI()‘S 4? a 46, se Presenta la graﬁc.a de la derivada de 1. dy _1 -1 42 50 dy _ 21 (=1,3)
una funcién. Dibujar las graficas de dos funciones que tengan la dx 2 ’ dx
derivada sefialada. (Hay mds de una respuesta correcta.) y y
AN\ ~=rrr/ /Y 111 /7e3%N—/111
YNNI YN AT
y y Ana~——r 1 17=~3\N=7111
43. ) 4. J WS VI 7=~N=7 111
Vi $ VA / [ hded=SNN— L L |
—_— 2+ e / Lldr=xps—7 LLI
i VAR / 1l 7=~Y\N=7111
Lk L ANV AN /77 — -+ e x
AN ’/ 5 31 /=~¥\N\—=/113
) A 57 Tl 7=~%N=/111
EI A A NN 73 [117—~3~=7111
= 11 = :::\\\ \\»——///;j |)//_\a,\._/I(]
e WRE [ 11 /7=~N\N—=7111
P SN S 111 7-3%~—7 111
dy d 1
51. d—i = cos x, (0, 4) 52 d—i =-5x>0,(,3
45. ¥y ¥

A

0
NANN S o — NN
NANNNS—s LSS =SNNNN
SANNS— s S == NANNS
SANNS— S S =N
R e NN
R e A
NANN = sl o= SNNNS
RN NN
R e N
SANNNS—o s LS m NN
NNNN— s oSNNS
R e
L l ] L ! VI x
' B PR
N N |
S e S
R NN
RN, S IR 44

En los ejercicios 47 y 48, determinar la ecuacién para y, dada la H’
derivada y el punto indicado sobre la curva. Campos de pendientes  En los ejercicios 53 y 54, a) utilizar una
computadora para hacer la grifica de un campo de pendientes
& dy para la ecuacién diferencial, b) utilizar la integracion y el punto
=i —1 48. o 2x—1) indicado para determinar la solucién particular de la ecuacién
diferencial y ¢) hacer la grafica de la solucién y el campo de
pendientes. i
dy

4
—_= -2.-2 - =
53, 2x, (-2, -2) 54, 2 2%, (4,12)

En los ejercicios 55 a 62, resolver la ecuacién diferencial.
4 55, fx) =4x,f(0)=6 56, g'(x) = 62 8(0) = —1
57. h(0) =8 +5.h(1) = —4 58. f(s) = 65— 8s,f(2) =3
T ;o 59, /() =2, f(2) =5 f(2)=10
60. f'(x) =% f(0) =6, f(0)=3
PIP' Campos de pendientes  En los ejercicios 49 a 52, se dan una ecua- 6L f(x)=x7 f4) =2 f (0; =0
=6

cién diferencial, un punto y un campo de pendientes. Un campo de 62. f'(x) =senx, f(0) =1, f(O
pendientes (0 campo de direcciones) esta compuesto por segmentos

de recta con pendientes dadas por la ecuacion diferencial. Estos 63. Crecimiento de drboles Un vivero de plantas verdes suele
segmentos de recta proporcionan una perspectiva visual de las vender cierto arbusto después de 6 afios de crecimiento y
pendientes de las soluciones de la ecuacién diferencial. ) Dibujar cuidado. La velocidad de crecimiento durante esos 6 aios e,
dos soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo aproximadamente, dh/dt = 1.5t + 5, donde 1 es el tiempo en
de pendientes, una de las cuales pasa por el punto indicado. b) afios y h es la altura en centfmetros. Las plantas de semillero
Utilizar la integracién para determinar la solucién particular miden 12 centfmetros de altura cuando se plantan (1 = 0).

de la ecuacién diferencial y usar una computadora para hacer a) Determinar la altura después de ¢ afios.

la gréfica de la solucién. Comparar el resultado con los dibujos

Bl e b) (Qué altura tienen los arbustos cuando se venden?
el apartado a).
. 64. Crecimientodepoblacién Latasade crecimiento dP/drdeuna

poblacién de bacterias es proporcional a la raiz cuadrada de t,
donde P es el tamafio de la poblacién y ¢ es el tiempo en dfas (0 <
1<10). Estoes, dP/di = k~/1. El tamafio inicial de la poblacién
es igual a 500. Déspués de un dfa la poblacién ha crecido hasta
600. Estimar el tamaiio de la poblacién después de 7 dias.




Capitulo Uno Presentacidn, Problematica, Justificacion y
Objetivos

1.2 La Problematica
y su Justificacion

T ———

Desarrollo de conceptos
" 65. Usarla grifica de f’ que se muestra en la figura para responder
lo siguiente, dado que f(0) = —4.

a) Aproximar la pendiente de f en x = 4. Explicar.

b) ¢Es posible que f(2) = 1? Explicar.

¢) ¢Es f(5) — f(4)>0? Explicar.

d) Aproximar el valor de x donde f es médxima. Explicar.

e) Aproximar cualquier intervalo en el que la grafica de f
es concava hacia arriba y cualquier intervalo en el cual es
céncava hacia abajo. Aproximar la coordenada x a
cualquier punto de inflexi6n.

f) Aproximar la coordenada x del minimo de f”(x).

g) Dibujar una gréfica aproximada de f.

i
4_..
oL f
o e 3 [ e
-4 2 A 2 4
=2+
_4...‘
Figura para 65 Figura para 66

66. Las gréficas de f y f* pasan cada una por el origen. Utilizar
la grafica de f” que se muestra en la figura para dibujar las
graficas de fy .

Movimiento vertical En los ejercicios 67 a 70, utilizar a(t) =
—32 pies/s* como la aceleracion debida a la gravedad. (Ignorar
la resistencia al aire.)

67. Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde una altura
de 6 pies con una velocidad inicial de 60 pies por segundo. ;Qué
altura alcanzard la pelota?

68. Mostrar que la altura ala que llega un objeto lanzado hacia arriba
desde un punto s, pies a una velocidad inicial de v, por segundo
estd dada por la funcién

o) = =166 + vt + 5.

69. Con qué velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba
(desde el nivel del suelo) para alcanzar la parte superior del
monumento a Washington (cerca de 550 pies)?

70. Un globo aerostético, que asciende verticalmente con una ve-
locidad de 16 pies por segundo, deja caer una bolsa de arena en
el instante en el que estd a 64 pies sobre el suelo.

a) (En cudntos segundos llegard la bolsa al suelo?
b) (A qué velocidad haré contacto con el suelo?

SEOCMON23  Imesocsie directa 19

Movimiento vertical Em s siesicus 71 & 74 emplear a(f) =
—9.8 m/s? como aceleraciim die s sl Bemerar Ia resistencia

al aire.)

71. Mostrar que Iz alters soitwe o Saetin @ am oo que se lanza
hacia arriba desde sm g s ssedo 2 una veloci-
dad inicial de v, st g s———- s por I funcién

fO=-49" g%

72. El Gran Caiién Seme s geissii @ & 8 metros en su
punto més profumds Sedmarmmmmmeadssie =l borde sobre
ese punto. Escriur e sl i i ames s sme funcin del
tiempo ¢ en scemmies. JlSEEESEaesen Beear al suelo
del cafién?

73. Una pelota de bl s R s desde una altura
de 2 metros con smseincaislasati Mimens por segundo.
Determinar su ziises muSmm

74. (A qué velocidad sl e "= e Bacia arriba
(desde una ainecs d= 2 e o - e sma altura
méxima de 200 mesms"

75. Gravedad lumer Seielnlams SssSencwn & b sravedad
es de —1.6 mis" s B e iiem e e gesis desde un
pefiasco y golpea s supeine s s amams 2 sesundos
después. ; Desde gue sl S e selincudad en el
momento del mmpae ™

76. Velocidad de escape e NN S =gmeTe para
que un objeto cSCapE it NN EE——— = obtiene 2
partir de la solscaim ===

Jvdv = —Gﬂi’éé

donde v es Ia velincalinl S e Smm—_ =g b Tera, y
es la distancia desiie oS ceummitm—" =i cnsstante de 12
gravitacién y M == s s N Smasr gue v Y Y
estin relacionadios par S sm——

1 §
2=y2+92 | — ——
Ve =g -aq! .§

donde v, es Iz vlinculinl S —— A == = madio te-
mestre.

Movimiento rectilines s pentitis ™ & 8L csmsiderar una
particula que se mmewe = s B = Sl o) es Ia po-
sicion de la particalis em = St = selincidind ¥ x”(¢) su

aceleracion.
77. ) = — 6 + MR EEEES
a) Determinar In elini e i—— i particula.
b) Encontrar s St s cmsles [a par-
ticula se momeweSncniiiemiin
¢) Encontrar vl ——m— ks aceleracion

es 0.

78. Repetir el cjercacin T i —
x() = (¢ — Iz — S

79. Una particulz sc smeweai i o ams welocidad de
v(f) = 1/J1.2 > B S = i s pusicita es x =

4. Encontrar bz Sumcamss s i ass=mcsie de la par-
ticula.




Capitulo Uno Presentacion, Problematica, Justificacion y 1.2 La Problemaética
Obijetivos y su Justificacion

En la primera hoja mostrada encontramos los ejercicios (mas que problemas) que los
profesores suelen abordar y las situaciones problema mas interesantes, desde nuestro punto
de vista, son las que se muestran en las siguientes dos paginas y que suelen obviarse o
ignorarse por los profesores. Sin embargo, debe destacarse que algunas de las situaciones
propuestas nos parecen adecuadas, como en el caso de las representaciones gréficas de
algunas funciones para determinar la representacion gréfica de al menos dos antiderivadas o
primitivas, los campos de pendientes y otros.

Esta situacion ha traido como consecuencia que una vez aprobado el curso la mayoria de
los alumnos hayan construido un significado personal basado esencialmente en el uso de la
algoritmia, pero sin referentes de mayor trascendencia. A esto hay que agregar que de
cualquier manera el indice de reprobacion del curso se encuentra alrededor del 40%.

Particularmente, en el caso de la integral y algunos de los resultados mas trascendentes,
como el Teorema Fundamental del Céalculo (TFC), los alumnos encuentran dificultades
muy serias, ocasionando que tengan fallas de comprension, significancia y de aplicabilidad
del objeto, con el consecuente impacto en su desempefio en otras asignaturas.

Vale la pena mencionar que al hacer una revision a diferentes estudios de matematica
educativa que sistematizan resultados a escala mundial sobre los procesos de ensefianza y
de aprendizaje, nos permitié reconocer que en el ITESCA, institucion educativa de la que
formamaos parte desde 2003, a pesar de que institucionalmente se declara que se trabaja con
un modelo constructivista, se sigue inercialmente en la labor docente tradicionalista. De
esta problematica surge la idea de este trabajo de tesis.

En esta basqueda de resultados recientes de investigaciones en el area de la matematica
educativa sobre el topico de interés, encontramos algunas que dan cuenta de las dificultades
entre los estudiantes para comprender los procesos de integracion, atribuidos
fundamentalmente al desequilibrio entre el tratamiento conceptual con el algoritmico, por
lo que coincidimos con quienes afirman que en el discurso matematico escolar, la
ensefianza del calculo integral, privilegia el tratamiento algoritmico a través de las distintas
técnicas de integracion en detrimento de la comprension de nociones béasicas (Quezada
1986; Artigue 1998, Cordero 2003;Cantoral 2000).

De acuerdo con Cabafias y Cantoral (2005 b), coincidimos que previo a la definicion de la
integral y al enfoque elemental de subdividir y de calcular mediante formulas, se precisa
del estudio de la nocion de area a través de otras actividades que bien pueden ser normadas
por practicas de naturaleza social que viven los estudiantes dentro y fuera del aula,
Actividades que incluyan a la medicion, a la comparacion y a la conservacion, para
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enseguida llevar ese concepto a otros contextos y explorar su impacto en el proceso del
desarrollo del pensamiento matematico acerca del significado geométrico del objeto
matematico integral definida y posteriormente intentar un acercamiento al significado
Institucional del teorema fundamental del célculo.

Farfan (1997), sefiala que la ensefianza del célculo con el actual discurso matematico
escolar, basado en aspectos rigurosos de la disciplina, no es el mas apropiado para la
comunicacion de ideas matematicas; por ello es necesaria una reconstruccion historica de
las ideas, que huyendo de los anacronismos, permita conducir nuestra labor educativa,
(citado por Contreras y Ordofiez, 2006).

Al respecto, Alanis y Salinas (2009) expresan que existe un gran nimero de investigaciones
que abordan la problematica de la ensefianza y aprendizaje del Célculo; Robert y Speer
(2001) ofrecen una amplia revision de los diferentes estudios a nivel mundial y plantean
que este desarrollo se justifica ante el esclarecimiento de un paradigma tradicional de
ensefianza que deja mucho que desear en cuanto al aprendizaje: elevados indices de
reprobacion, aprendizaje sin comprension y actitud negativa hacia el aprendizaje de las
matematicas, son hechos que han sido reportados en los Ultimos treinta afios con respecto a
los cursos de Calculo en el nivel medio superior y superior de educacion. Artigue (1995)
hizo publica a la comunidad una realidad que para 1995 era dificil justificar.

La problemética de la ensefianza del Célculo era evidente: existe gran dificultad en lograr
que los estudiantes muestren una comprension satisfactoria de sus conceptos y metodos y la
ensefianza tradicional se protege en el aprendizaje de practicas algoritmicas y algebraicas
que son a la vez el centro de la evaluacion. Y contindan citando: para 2001, la situacién no
parecia haber cambiado: “la mayoria de los estudiantes piensan que la manera mas segura
para tratar satisfactoriamente con este dominio es no tratar de comprender, sino sélo
funcionar mecénicamente” (Artigue, 2001, p. 213); en 2003, el Calculo sigue siendo una
preocupacion de los investigadores; Artigue (2003) comenta que la situacion actual se
caracteriza por un sentimiento general de crisis que, aungque no sea percibido de la misma
manera, si parece trascender las diferencias culturales.

Las dificultades en el aprendizaje no han cambiado de manera sustancial. Alanis y salinas
expresan también que el movimiento de reforma del Calculo, que en Estados Unidos inicio
en 1986, es una reaccion contra una practica generalizada como la que Artigue menciona.
Dicho movimiento ha tenido el apoyo de diferentes fuentes, entre ellas “de cientificos que
estaban frustrados por la inhabilidad de los estudiantes para usar el célculo inteligentemente
en aplicaciones reales y por administradores que estaban molestos por el alto fracaso o las
tasas de desercion de los cursos de Calculo” (Steen, 2003, p. 197). Su avance ha logrado
que se pongan a discusion varias cuestiones, entre ellas la busqueda de un adecuado
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balance entre dos dimensiones relativamente independientes: contenido y contexto.
Algunos acercamientos son fuertes en una de esas dimensiones y otros en ninguna porque
se siguen focalizando en mecanicas a expensas del contenido y el contexto.

Esta forma de abordar los contenidos se sigue dando cuando se ven las técnicas de
integracion dejando sesgado el concepto de la integral definida, la cual se mira s6lo como
un numero, lo que hace emerger significados muy pobres acerca de este objeto, situacion
que da como resultado que los alumnos no logren siquiera acercarse al significado
institucional pretendido y por lo tanto que ellos tengan problemas a la hora de
contextualizarlo en otras asignaturas de la carrera de ingenieria que el alumno esté
cursando.

Otras dificultades que tienen los estudiantes es que no relacionan a la integral como una
funcion cuando ésta es indefinida y tampoco relacionan a ésta como una suma, mucho
menos como promedio, tal vez por la forma de abordar el objeto por parte de los profesores
limitando la vision del objeto matematico integral a un proceso algoritmico o numérico.
Justificando lo anterior, Priemer y Lazarte (2008), en su investigacion acerca de la integral
definida: Ingenieria didactica para su ensefianza-aprendizaje, citan en su resumen “la
construccion del concepto de integral definida en las carreras de ingenieria surge a partir de
la presentacion de la teoria de las integrales de Riemann. Sin embargo esto no parece ser
suficiente para que los alumnos identifiquen al proceso de limite de una suma como
alternativa valida para resolver problemas. No interpretan a la integral definida como un
proceso estrechamente asociado a una suma, incluso hasta la confunden con una resta.
Frecuentemente se conforman con el conocimiento sobre su célculo mediante el teorema
fundamental y saber usarla en sus aplicaciones. Pero no se comprende el significado de la
definicion de integral definida”.

De esta forma, como dice Artigue (2003), los alumnos adquieren un razonable dominio de
lo que se puede catalogar como “calculo meramente algebraico”, y es asi como la mayoria
de los alumnos piensa que la manera mas segura de enfrentarse con éxito a este dominio no
es intentar comprender, sino simplemente comportarse mecanicamente simulando lo que
hace el profesor en la resolucion de ejercicios. Algunos docentes no siempre impulsamos a
nuestros alumnos a trabajar con particiones, sumas y limites; sino que le damos un enfoque
directo al TFC convirtiendo el objeto en un proceso rutinario, haciendo que de esta forma lo
alejemos de su relacion con situaciones reales y como resultado de esto, se origine un
significado personal del objeto matematico de integral y del TFC alejado de su significado
institucional y por ende no exista una comprension adecuada del objeto. Thompson y
Silverman (2008) cuestionan el débil aprendizaje de la integral expresada en la funcion de
acumulacion cuando el sentido de F(x) es representar el area acotada entre una grafica de
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una funcion f(x) y el eje x, una imagen que debe preexistir en la mente del estudiante. En la
expresion aparecen simultaneamente los problemas con la comprension sobre el proceso de
acumulacion del area y con el proceso de determinacion para los diferentes valores de la
funcion de acumulacion. Thompson y Silverman indican que la mayor fuente de problemas
con la comprension matematica de la acumulacion se da porque es raro que dicha idea se
ensefie en los cursos o, si se ensefia, es raro que se tenga intencién de que se aprenda.

Debido a que no es comdn referirse a la integral como funcién de acumulacion, pensamos
que el como intentan presentarla Thompson y Silverman altera el qué ensefar, y le otorga
un significado diferente al tradicional del area. Sin embargo, a lo largo del trabajo se nota la
preocupacion por hacer que los estudiantes lleguen a conceptualizar la funcién de
acumulacion y, con ello, comprendan finalmente el sentido de la definicion formal de la
integral como el limite de sumas de Riemann.

Esto que mencionan los autores, sucede en el ITESCA vy tal vez en otras instituciones
educativas en el nivel superior. La problematica que comentan los autores es observable
en la clase de célculo integral referida a este topico. Ademas los jefes de las carreras de
ingenieria con que cuenta la institucion, hacen la observacion de la deficiencia que llevan
los alumnos en el TFC cuando se hace necesario su aplicacion en la resolucién de
problemas propios de alguna asignatura en particular sobre todo dentro del campo de la
Fisica, situacion que incide en contra de la formacién del perfil de sus egresados,
ocasionando que los alumnos tengan dificultades en esas otras asignaturas porque no tienen
la competencia para contextualizar el TFC cuando se enfrentan a un problema donde es
necesaria su referencia y utilizacion.

Es asi como en este panorama, proponemos hacer el planteamiento de un nuevo escenario
de clase que permita a los estudiantes abordar de una manera diferente el tema de integral
mediante la resolucion de una secuencia de actividades didacticas que tomen en cuenta los
significados personales de los alumnos y que traten de que éstos no estén muy distantes del
significado Institucional, mismas que seran disefiadas y evaluadas utilizando elementos
tedricos y metodoldgicos propios de la Matematica Educativa.

Pensamos que el papel que desempefia el Calculo en el curriculo debe ser el de medio o
herramienta que le permita al estudiante entender la realidad de otras areas del
conocimiento; es en tal contexto donde deberiamos estudiar las dificultades del aprendizaje.

Con nuestra propuesta deseamos mostrar y plantear la necesidad de experimentar diferentes
acercamientos al Calculo Integral. Cambiar el cobmo ensefiar es la primera alternativa que se
presenta. El uso de aprendizaje activo, tecnologia, ideas importantes (ajuste, acumulacién)
y utilidad del conocimiento matematico son acciones que llevaremos a cabo para intentar
el logro de un aprendizaje viable en el aula.
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Para cerrar estas argumentaciones comentaremos que contextualizar la integral, cuando se
enfrentan a un problema donde es necesaria su referencia y utilizacion, para los futuros
ingenieros puede ser, en un momento determinado, una herramienta de trabajo que apoye la
solucién de su problemética y de ahi la importancia y justificacion de que los estudiantes
construyan una sélida significacién de la misma.

La problemética que hemos resefiado representa un area de oportunidad para aportar a la
educacion matematica una posible herramienta de trabajo que permita abordar esta
situacion. En este contexto nos planteamos el desarrollo de nuestro trabajo teniendo como
objetivo general la elaboracion de una serie de actividades didacticas que a su vez tiene
como

OBJETIVO GENERAL:

Promover en los estudiantes de ingenieria la construccion de significados personales sobre
la “integral de una funcion”, en un ambiente de software de geometria dindmica, que les
permita usarla en la resolucion de problemas acordes a su formacién y sus practicas
profesionales.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

e Promover que los alumnos construyan significados personales de la integral de una
funcién proximos a los significados institucionales pretendidos.

e Proponer un sistema de précticas institucionales diferente a la forma tradicional de
abordar al calculo integral, que tome en cuenta el uso de diferentes representaciones
simbdlicas, apoyado en herramientas tecnologicas.

Promover que los alumnos desarrollen competencias para aplicar sus significados
personales alcanzados en torno a la nocion de integral para la resolucion de situaciones
problema relacionadas con su practica profesional.

En algun sentido los objetivos especificos, particularmente el dltimo, pueden considerarse
como ambiciosos y debemos aclarar que estamos conscientes que el desarrollo de
competencias por parte de los alumnos es un proceso complejo en el que intervienen
diversos factores y para lo cual se requiere el concurso de otros profesores en sus
respectivos cursos, tanto de matematicas como del resto de las asignaturas.

Por ejemplo en la actividad de resolucion de problemas que proponemos, se pretende que
los estudiantes desarrollen competencias disciplinares para construir e interpretar modelos
matematicos deterministas mediante la aplicacion de procedimientos aritméticos,
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algebraicos, geometricos y variacionales, para la comprension y analisis de situaciones
reales o formales, también para que propongan explicaciones de los resultados obtenidos
mediante procedimientos matematicos, argumenten la solucion obtenida de un problema,
con metodos numéricos, gréaficos, analiticos y variacionales, mediante el lenguaje verbal y
matematico, analicen las relaciones entre dos o méas variables de un proceso para
determinar o estimar su comportamiento, interpreten tablas, graficas, mapas, diagramas y
textos con simbolos matematicos y cientificos.

Similarmente en lo que respecta a las competencias genéricas, el trabajo que realizamos
presenta actividades para que propicien el trabajo colaborativo, se desarrollen habilidades
para la comunicacion entre estudiantes y el profesor, para el uso de las nuevas tecnologias
de la informacion y la comunicacion, por citar algunas.

Esto es, aunque los objetivos especificos y el objetivo general sean, en un sentido,
ambiciosos, partimos de que nuestro trabajo estd encaminado a la consecucién de los
mismos, sin pretensiones de que por si sélo se puedan conseguir cabal y totalmente cada
uno de ellos.
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CAPITULO DOS

ELEMENTOS DEL MARCO TEORICO Y ANALISIS
RELACIONADOS CON LA PROPUESTA DIDACTICA

A continuacion abordaremos los elementos principales que forman parte del marco tedrico
que sustenta nuestra propuesta: el Enfoque Ontosemi6tico de la Cognicion y la Instruccién
Matematica (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2008), el cual permite utilizar una serie de
herramientas tedricas y metodoldgicas necesarias para disefiar procesos de ensefianza y
explicar con diferente grado de detalle lo que sucede cuando se llevan a cabo, valorar su
pertinencia y dar pautas que guian hacia su mejoramiento. Algunas de estas herramientas
por ejemplo, son las nociones de practica matematica, objeto matematico, significado e
idoneidad didactica.

En la parte inicial de este capitulo hablaremos sobre las practicas matematicas, los
significados y los objetos mateméticos. Enseguida presentaremos el significado
institucional de referencia y el significado pretendido en nuestra propuesta para objetos
matematicos del calculo integral y finalmente, hablaremos sobre la idoneidad didactica y
sus dimensiones.

2.1 Préacticas Matematicas

En nuestro quehacer escolar ya sea como estudiantes o en el papel como docentes nos
enfrentamos a situaciones que involucran la resolucion de problemas matematicos;
realizamos acciones (actuaciones o manifestaciones verbales, simbdlicas, mimicas, etc.)
encaminadas a determinar la solucién de los problemas y a comunicar, validar o generalizar
los resultados obtenidos en ésta. A estas acciones les denominamos practicas matematicas.

Por sujeto entenderemos tanto una comunidad de personas comprometidas en la resolucion
de un mismo tipo de problemas matematicos (a la que llamaremos institucion matematica),
como un individuo particular. De este modo asumiremos que las practicas matematicas son
relativas al sujeto que las realiza: si son realizadas por una persona, les Illamamos précticas
matematicas personales, y si son promovidas por una institucion o realizadas en el seno de
la misma, les llamamos practicas matematicas institucionales (Godino y Batanero, 1994).

En una institucion educativa, uno de los objetivos de la ensefianza de las matematicas es
lograr que los estudiantes realicen, durante la resolucion de determinados tipos de
problemas, no practicas aisladas, sino sistemas de practicas que se aproximen en semejanza
cada vez mas, a las establecidas en dicha institucion. En otras palabras, en una institucion
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educativa se espera que los sistemas de practicas personales de los estudiantes se
correspondan a los sistemas de précticas institucionales.

En el estudio de las matemaéticas, interesa considerar los sistemas de practicas que ostentan
las personas en su modo de actuar ante tipos de situaciones problémicas.

2.2 Significados

Otro elemento teorico en el EOS es el significado que cada sujeto (persona o institucion) da
a un objeto matematico y que define como el sistema de practicas matematicas que emplea
al resolver un mismo tipo de problemas donde usa el objeto o a partir de las cuales lo
construye; en otras palabras, es lo que el sujeto pueda hacer y pueda decir sobre el objeto.
Dado que el significado se define en términos de las practicas matematicas, si las practicas
realizadas son institucionales, le llamaremos significado institucional, y si las practicas son
personales, seré significado personal (Grijalva, 2007; Godino, Batanero y Font, 2008; Font
2005).

Como expresan Orddfiez y Contreras (2010), esta manera de interpretar el significado desde
la dualidad institucional-personal lleva a concebir la comprension como un proceso social y
no como proceso mental, interpretandola como la correspondencia, entre los significados
personales y los institucionales. De esta forma podemos decir que en el EOS se entiende la
comprension como una competencia que posee el alumno y diremos que un alumno
comprende un determinado objeto matematico cuando lo usa de manera competente en
diversas practicas.

Esta forma de entender la comprension nos proporciona una interpretacion de la no
comprension entendida, ahora, como una discrepancia entre los significados, personales y
los propuestos por la institucion. Asi, se entienden las dificultades y errores en términos de
conflictos semidticos, concebidos como “toda disparidad o desajuste entre los significados
atribuidos a una misma expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en interaccion
comunicativa y pueden explicar las dificultades y limitaciones de los aprendizajes y las
enseflanzas implementadas.” (Godino 2002, p. 258).

Dada la dependencia de los significados a la persona que realiza los sistemas de préacticas, y
sobre todo a la institucion donde se realizan, al disefiar un proceso de instruccién sobre
algun objeto matematico es necesario tener en cuenta el significado que se pretende
promover en la institucién en la que se implementaré tal proceso.

En este sentido, nuestra propuesta didactica pretende abordar la problematica en torno al
concepto de la integral que se presenta en el quehacer académico del Instituto Tecnoldgico
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Superior de Cajeme (localizado en Ciudad Obregon Sonora, México),institucion que forma
parte del sistema nacional de tecnoldgicos y que se dedica a la formacion de ingenieros; y
esta dirigida especialmente a los estudiantes del curso “Calculo Integral ” correspondiente
al area de ciencias basicas y que se imparte en el segundo semestre en todas las carreras de
ingenieria que oferta la institucion.

Las fuentes que nos pueden proporcionar informacién sobre las préacticas matematicas,
tipos de problemas y, por tanto, sobre los significados institucionales de referencia que se
quiere promover en los estudiantes de esta institucion, son el programa de estudios
propuesto para la asignatura, la bibliografia sugerida en éste, el manual de ejercicios que
estd en la pagina WEB de la institucion, el uso de la tecnologia y los significados
personales de los profesores que imparten este curso.

Analizando el programa de estudios y otras fuentes del significado institucional, algunos de
los tipos de problemas que se mencionan son: problemas referentes a fenémenos fisicos,
geométricos y de la ingenieria, en particular a problemas de aplicaciones de la integral
definida; y problemas relativos a funciones reales de una variable real, como: calcular el
area bajo una curva, volumen de sélidos de revolucion, longitud de una curva, trabajo
realizado por una fuerza, presion hidrostatica, momentos, centroides, etc.

En lo que respecta a las précticas que se quiere lograr se ostenten entre los estudiantes,
algunas de las que se sefialan son las siguientes: explicar la integral como el area bajo la
curva y como la antiderivada o primitiva de la razon instantanea de cambio, algoritmia de
ejercicios de integrales indefinidas; utilizar técnicas de integracion y el teorema
fundamental del calculo para encontrar el valor de la integral definida en funciones
sencillas, modelar problemas fisicos, geométricos y de la ingenieria y usar los conceptos y
técnicas del calculo integral para resolver estos problemas; utilizar software dindmico para
reforzar el concepto de la integral a partir de su interpretacion geométrica como un area
bajo una curva; entre muchas otras.

2.3 OBJETOS MATEMATICOS

Es evidente que en las practicas mencionadas en el parrafo anterior se involucran una serie
de objetos: funcion, derivada como funcion, antiderivada o primitiva de una funcion, area
bajo una curva, integral indefinida, Altura promedio de una region, integral como suma o
acumulacién, teorema fundamental del calculo, integral definida, teorema del valor medio
de la integral, etc. En general, podemos decir que, al desarrollar sistemas de préacticas
matematicas dentro de una institucion, ligadas a la resolucién de tipos de problemas, se
precisa de un lenguaje especial: términos técnicos, simbolos, cuantificadores, graficas,
expresiones algebraicas, etc.; se usan definiciones de los objetos matematicos,

22



Capitulo Dos Elementos del Marco Teodrico y Analisis 2.3 Objetos Matematicos
Relacionados con la Propuesta Didactica

proposiciones sobre estos, procedimientos y argumentos que justifican y validan las
acciones; pero también, durante la realizacion de dichas practicas se crea nuevo lenguaje, se
establecen nuevas definiciones, se hacen nuevas proposiciones, se construyen nuevos
procedimientos, se usan nuevos argumentos y surgen otros tipos de problemas; es decir, de
las précticas matematicas ligadas a la resolucion de tipos de problemas emergen o se
construyen entes matematicos que modifican o complementan a los ya existentes. A estos
entes matematicos los podemos clasificar en los seis tipos siguientes:

« Situaciones, entendidas como problemas matematicos (mas o menos abiertos), problemas
extra-matematicos (o aplicaciones), ejercicios, ejemplos, situaciones problémicas (en el
sentido que se usa en la ensefianza problémicas), etc.

 Lenguaje, en diversas formas: verbal, numérico, gréfico, analitico (entendido como
notacidn conjuntista, cuantificadores, expresiones algebraicas, etc.).

« Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo, etc.).

« Conceptos (expresados por medio de definiciones o descripciones).

« Proposiciones (enunciados sobre conceptos como teoremas, corolarios, propiedades, etc.).
*Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones vy
procedimientos, deductivos o de otro tipo, etc.).

A estos seis tipos de entes emergentes de los sistemas de practicas, realizadas para resolver
un cierto tipo o clase de problemas, les llamaremos objetos mateméticos primarios.

Por lo tanto asumiremos como objetos matematicos no solo a lo que dentro de la
matematica se le suele llamar objeto, sino también a cualquiera de los objetos matematicos
primarios mencionados arriba y combinaciones de los mismos. Por ejemplo, al referirnos a
la integral como objeto matematico podemos hablar sobre: su definicion, su grafica, su
tabla de valores, su expresion analitica, si cumple la propiedad de continuidad al
considerarla como funcidn, las reglas para obtener su expresion analitica, problemas en que
se modela un fenémeno con una integral , lo que podemos argumentar con ella, etc. A todos
estos entes ligados al objeto integral también los consideraremos objetos matematicos.

Al igual que las préacticas y los significados, los objetos matematicos también tienen una
faceta personal y una institucional, es decir, si quien realiza los sistemas de practicas es una
persona, los objetos emergentes de dichas practicas seran objetos matematicos personales,
mientras que si las practicas son realizadas en el seno de una institucion, los objetos
emergentes de éstas seran objetos matematicos institucionales (Godino, Batanero y Font,
2008; Font 2005).
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2.4 TIPOLOGIA DE SIGNIFICADOS

En esta propuesta, lo que interesa es promover la construccién de significados para algunos
objetos del célculo integral, de manera que estén ligados a problemas extra o intra
matematicos; queremos que los estudiantes realicen de cierta forma sistemas de practicas
que les permitan resolver problemas de contexto, de los que emerjan objetos matematicos
del célculo integral, y donde se van a utilizar como intervinientes objetos que se consideran
previamente construidos, pero que de cualesquier forma, el significado asociado a éstos va
a enriquecerse en el curso de célculo integral que llevan los alumnos en el ITESCA. Por
ejemplo la antiderivada puede ser un objeto interviniente para hacer emerger el concepto de
area bajo una curva. A su vez el concepto de area bajo una curva puede ser objeto también
interviniente para la emergencia de la integral definida.

Para la realizacion de esta propuesta, tomamos en cuenta los sistemas de practicas
matematicas presentes en el programa de estudios, en los libros de texto propuestos para el
curso, en el manual de ejercicios de la pagina WEB de la institucion, algunos resultados de
investigacion en matematica educativa y los sistemas de practicas personales de algunos
profesores de calculo integral de la institucion educativa anteriormente mencionada. A
estos sistemas de practicas les llamaremos significado institucional de referencia.

Asi mismo, al sistema de practicas matemaéticas que planeamos promover con nuestra
propuesta didactica, el cual esta formado por la seleccion de practicas matematicas que
hicimos del significado institucional de referencia, le llamamos significado institucional
pretendido. En general en un proceso de ensefianza, este significado es el que aparece
regularmente en las planificaciones del profesor y en el programa de estudios del curso.

Algunas de las actividades didacticas de nuestra propuesta se probaran en la clase de
calculo integral con alumnos del ITESCA, en donde se desarrollaran algunas de las
practicas planeadas, pero también se entiende que los alumnos realizardn précticas no
planeadas en el disefio. En este sentido, al sistema de practicas efectivamente desarrolladas
en el proceso de instruccion las identificaremos como el significado institucional
implementado.

Otro tipo de significado institucional, es el significado institucional evaluado, el cuél es el
sistema de practicas que se considera fundamental que los estudiantes realicen, y que
generalmente se le pide mostrar en un examen o proceso de evaluacion del aprendizaje.

Referido a una persona también podemos identificar varios de sus tipos de significados: el
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global es el sistema total de practicas matematicas que potencialmente puede manifestar un
estudiante ante un determinado tipo de situaciones problémicas, no importa si dichas
practicas son correctas o no para la institucion correspondiente. El declarado es el sistema
de précticas mostradas por el estudiante en el proceso educativo, en particular en los
procesos de evaluacion, ya sean consideradas como correctas o incorrectas, y el logrado es
el sistema de practicas manifestadas que son consideradas “correctas” por la institucion.

2.4.1 SIGNIFICADO INSTITUCIONAL DE REFERENCIA DE LA INTEGRAL

En el desarrollo de los sistemas de practicas que conforman el significado (personal o
institucional) de un objeto matematico, intervienen y/o emergen algunos (o todos) de los
seis tipos de objetos matematicos primarios y se considera que a través de la identificacion
de éstos se puede determinar con mas detalle el significado del objeto, por lo que a los
objetos matematicos primarios, tanto intervinientes como emergentes del sistema de
practicas, se les llama componentes del significado del objeto.

A su vez los objetos matematicos primarios se organizan en entidades mas complejas
llamadas configuraciones epistémicas, si se refieren a los significados institucionales
(Godino, Contreras y Font, 2006) y configuraciones cognitivas si se refieren a los
significados personales. Estan definidas como redes de objetos emergentes de los sistemas
de précticas y las relaciones gque se establecen entre los mismos.

Las configuraciones epistémicas hacen posible llegar a la nocién de significado global
entendido como el sistema de practicas operativas y discursivas asociadas al objeto en los
diversos contextos de uso, incluyendo el formal- estructural. Cada cambio significativo en
algin elemento del significado producird un nuevo tipo de tareas que activardn una parte
del significado y, por lo tanto, una nueva configuracion epistémica. Todas estas
configuraciones y sus relaciones daran lugar al significado global.

Contreras y Ordofiez, 2010, hacen alusion al tipo de configuracién epistémica de la integral
en relacion al desarrollo evolutivo de ésta ya que el estudio de dicho desarrollo permite
determinar las distintas situaciones que originaron el nacimiento del objeto matematico
integral definida los diferentes conflictos que provocaron su evolucién, las diversas
maneras de hacer dependiendo de los recursos o medios existentes en la época. Como
ejemplo, podemos citar el gran cambio que supuso la aparicion del &lgebra; las grandes
dificultades para soslayar el infinito o el interés por una buena fundamentacion matematica.

Y contintian explicando: “Estas son cuestiones que van provocando nuevos modos de hacer
y cambios en el significado de la integral hasta llegar al estado actual. Asi, como asegura
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Labrafia (2001), que hay dos tipologias de problemas de integracion que “responde a dos
percepciones psicoldgicamente diferentes. Una estatica, una densidad: densidad, presién
(fuerza/superficie) intensidad de campo (cantidad de flujo/superficie),... que se conecta
facilmente con la idea de suma de todas las pequefias cantidades f(x)dx, que constituyen la
integral definida. Otra dindmica, una tasa de variacion instantanea: velocidad, tasa de
crecimiento de una poblacion, ingreso marginal (ingreso/produccion),...que permite
conectar con la idea de antiderivacion” (p. 290). Esta doble tipologia es la base de dos
configuraciones epistémicas: la configuracion epistémica geométrica y la configuracion
epistémica de resultado de un proceso de cambio.

Contreras y Ordofiez, 2010, agregan también que en el desarrollo histérico han observado
dos cambios importantes: la introduccién del &lgebra que permite nuevos métodos de
calculo y la generalizacion de las situaciones, y otro que se produce en el momento en que
se establecen la derivacion y la integracién como procesos inversos apareciendo resultados
como el teorema fundamental del calculo. Este hecho aporta un nuevo significado a la
integral, lo que consideramos otra configuracion que es la configuracién epistémica como
inversa de la derivada; Cauchy establece el limite como nocion central del calculo
infinitesimal lo que proporciona una nueva manera de interpretar la integral, lo que nos da
la configuracion epistémica como aproximacion al limite. Las diferentes ampliaciones
del campo de funciones integrables realizadas por Riemann y Darboux que no cambian
significativamente este significado.

Por otra parte, la necesidad de ampliar el campo de funciones integrables obliga
nuevamente a un cambio importante cuestionando las nociones de medida,
generalizandolas y obteniendo un nuevo significado de integral, la integral de Lebesgue,
que determina otra nueva configuracion epistémica, configuracion epistémica
generalizada”.

De acuerdo con los autores anteriormente sefialados, estas configuraciones que ellos
denominan histdricas han dado lugar a las configuraciones epistémicas actuales mismas
que seran utilizadas en esta propuesta didactica como significado global de la integral.

A continuacion presentamos de manera inicial los objetos matematicos primarios que
componen el significado institucional de referencia de la integral, para el disefio de nuestra
propuesta didactica de acuerdo con las configuraciones epistémicas. Posteriormente
presentaremos también el significado institucional pretendido en nuestro trabajo.

En Contreras y Ordofiez (2010, p. 28), se ha tomado como referencia la tabla siguiente para
hacer la descripcion de las primeras cuatro configuraciones ya que la dltima no seré parte
de nuestra propuesta.
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Configuracion Epistémica

e  Calculo de alturas
promedio

e  Calculo de la longitud
de una curva

e Modelizacion

propia funcién.

Objeto
matemati . .,
atematico Geométrica Resultado de un Proceso de | Inversa de la Aproximacion
Primario cambio 0 acumulacion derivada al limite
: : Situaciones
Situaciones Situaciones Situaciones
int teméti extramatematicas . -
Intramatematicas intramatematicas Intra-
o Trabajo ligadas a la relacion | matematicas:
. Célculo de areas ;
. . - ue existe entre la
Situaciones | . cajculo de volamenes | PTesion e = ; Célculo de 4
. Fuerza funcion derivada y la | Calculo de areas

por
procedimientos
de paso al limite.

Procedimientos

e  Calcular puntos de
corte.

e  Representar la gréfica
de una funcién.

e Meétodos de

Modelizar la situacion a
través de la integral
definida. Célculo de
integrales y aplicacion de la
regla de Barrow.
Interpretacion del

Extraer propiedades
de la funciény de su
primitiva
identificandolas

Dada una
funcion o figura
realizar una
particion y
calcular una
aproximacion de
su area. Hacer

Lenguaje

integracion. como funciény mejores
: Resultado. . S
e Calcular laintegral derivada. aproximaciones
definida. e identificar el
area con el
e Asignacion de un limite.
valor al area o al
volumen.
. . . Verbal,
Verbal, algebraico, Verbal, algebraico, Verbal, algebraico, .
algebraico,

gréafico y tabular.

grafico y tabular.

graficoy tabular.

gréafico y tabular.

Variacion de una

Integral definida
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Conceptos

Area

Longitud de una curva

magnitud en el tiempo

la integral modeliza el

cambio total acumulado.

Inversion

integral derivada

Integral
indefinida

Propiedades

Regla de Barrow

Regla de Barrow

Teorema
Fundamental del
célculo

Promedio del
Limite de la
suma

de alturas
inferiores

y superiores
coincideny es

el area cuando se
multiplican por
el valor b-a.

Argumentos

Justificacion de los

elementos de integracion.

Demostracion de la regla
de Barrow.

Justificacion de los elementos
de integracion.

Demostracion de la regla de
Barrow.

Preguntas para justificar las
afirmaciones y acciones que se
realizan para llevar a cabo la
actividad didactica.

Demostracion de las
reglas de integracion

basicas.

Justificacion de
los elementos de
integracion.

Demostracién de
laregla de
Barrow.

Preguntas para
justificar las
afirmaciones y
acciones que se
realizan para
llevar a cabo la
actividad
didactica.

Tabla 1. Configuraciones epistémicas.
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En general los objetos matematicos primarios que utilizaremos para las distintas
configuraciones epistémicas son los siguientes:

Configuracion epistémica geométrica

» Situaciones
» Determinar la longitud de una curva en un intervalo desde x = a, hasta x = b.
« Determinar el area de una region plana.
« Determinar el volumen de un solido de revolucién por el método de las cortezas.
« Determinar el volumen de un solido de revolucién por el método de discos.

« Determinar el centro de masa de una region plana.

» Procedimientos
» Caélculos de puntos de corte.
» Representar la grafica de una funcién.
» Métodos de integracion.
» Calcular la integral definida.
« Asignacion de un valor al area o al volumen.

» Relacionar el area bajo la curva con la gréafica de la funcion velocidad constante para
un intervalo de tiempo cualquiera.

» Relacionar la funcion de posicion en un intervalo de tiempo con el area bajo la gréfica

de la funcion velocidad v(t) = t, de esta situacion para un intervalo de tiempo
cualquiera.
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» Relacionar la funcion de posicion en un intervalo de tiempo con el area bajo la gréfica
de la funcion velocidad constante para un intervalo de tiempo cualquiera.

» Promedio de alturas mayores y alturas inferiores.

» Calcular la distancia entre dos puntos.
«  Comprobar el valor del area formada.

« Como un uso de recursos tecnoldgicos apoyarse en el Geogebra para determinar el area
aproximada entre la curvay el eje x.

» Conceptos
« Areabajo la curva como una funcion.
+ Solidos de revolucion.
« Funcion
+ La integral indefinida.
« Laintegral definida.
« Longitud de arco.
* Longitud de una curva.

» Lenguaje

« Terminologia para los conceptos citados arriba; integral, antiderivada, area bajo la
curva, etc.

« Lenguaje verbal .

» Tablade valores:

J; f(s)ds, %, F(¥)
» Expresiones analiticas :
 Funciones.
» Para denotar las funciones integral, integral definida.

» Griéficas:

« Avrea bajo la curva.
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> Propiedades

» La continuidad implica integrabilidad; si una funcion es continua en el
intervalo cerrado [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

» Laregla de Barrow.

» EIl teorema del valor medio para integrales: si f es constante en el intervalo [a, b],
entonces existe un namero c en el intervalo cerrado [a,b] tal que

b
[ redx =@ -a

« Bajo ciertas condiciones: La integral definida como area de una region.
Area= [ f(x)dx
« La integral indefinida es una funcién. F(x) = [ f(x)dx

- Laintegral definida es un numero. f:f(x)dx = F(b) — F(a)

» Argumentos
« Demostracion de las propiedades anteriores enlistadas en la seccion anterior.

Configuracion epistémica como resultado de un proceso de cambio o acumulacion
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> Situaciones

» Determinar el cambio de la posicion de un cuerpo que se mueve a velocidad constante
en un intervalo de tiempo.

« Determinar el cambio de posicion de un cuerpo que se mueve con una aceleracion
constante en un intervalo de tiempo donde la velocidad es v (t) =t.

« Determinar el cambio de posicion de un cuerpo que se mueve con una aceleraciéon no
constante en un intervalo de tiempo.

» Determinar el trabajo realizado sobre un cuerpo por una fuerza constante cuando este
recorre una distancia determinada.

» Determinar el trabajo realizado sobre un cuerpo por una fuerza variable cuando este
recorre una distancia determinada.

+ Determinar la fuerza de empuje que soporta la pared de un recipiente que contiene un
fluido confinado.

« Problemas de aplicaciones extra matematicos en situaciones de la vida diaria o
profesional de un ingeniero.

» Fuerza de empuje producida por un fluido sobre las paredes de un recipiente: principio
de pascal y presion soportada por un cuerpo sumergido en un fluido.

» Procedimientos
» Determinar la razdn de cambio velocidad para un tiempo cualquiera en una situacion de
movimiento rectilineo uniformemente acelerado para una funcion v(t) = t.

+ Determinar la funcion de posicion de un cuerpo en movimiento rectilineo
uniformemente acelerado a partir de la grafica de la funcién velocidad v(t) = t de esta

situacion para un tiempo cualquiera.

» Determinar de manera grafica la razén de cambio velocidad para un tiempo cualquiera
en una situacion de movimiento rectilineo uniforme.

» Determinar la funcion de posicion de un cuerpo en movimiento rectilineo uniforme a
partir de la grafica de la funcion velocidad de esta situacion para un tiempo cualquiera.
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» Determinar las velocidades mayores promedio y las velocidades inferiores promedio de
un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente acelerado en un intervalo de tiempo
a partir de un namero discreto de ellas.

« Determinar la razon de cambio velocidad para un tiempo cualquiera en la modelizacion
de una situacion de movimiento rectilineo uniformemente acelerado para una funcion
v(t) =t.

* Modelizar la situacion a través de la integral definida.
« Calculo de integrales y aplicacion de la regla de Barrow.
 Interpretacion del resultado.

+ Calcular el cambio acumulado de una funcion que modele una situacion.

» Conceptos

+ La funcion velocidad; derivada de la posicion respecto al tiempo.
« El centro de masa de una region esta dado por C(x , ¥ ), donde

Vcortezas Vdiscos

X = V =
2TA y 2TA

» La funcidn trabajo; producto de una funcién fuerza por un desplazamiento o distancia

recorrida.
P=pgx
T=Fd
» Lenguaje

+ Se utilizaran los enlistados en la seccidn anterior ademas de los siguientes:
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 funcién promedio velocidad en una region dada.
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Grafica de velocidades y velocidad promedio Vp.

» Propiedades
« Regla de Barrow.

« Teorema del valor medio de la integral.

» Argumentos

« Demostracion de las propiedades enlistadas en esta seccion.

Configuracion epistémica inversa de la derivada

» Situaciones
» A partir de la expresion analitica de f ', determinar f.

e Trazarf apartir def".

> Procedimientos.
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« Determinar como antiderivada la funcién de posicion de un cuerpo para un intervalo de
tiempo.

» Conceptos
» Antiderivada.
« Funcion derivada.
+ Integral indefinida.

» Lenguaje

« Terminologia para los conceptos citados arriba; derivada, integral, primitiva de una
funcién, antiderivada, area bajo la curva, etc.
« Gréficas: Similares como en la configuracion anterior.

> Propiedades
» EI primer teorema fundamental del célculo.
F(x) = JIF’[s]ds
* La intZgracién indefinida es la “inversa” de la derivacion
[ F(x)dx = F(x) + C, donde F'(x) es la derivada de F(x) y C se

denomina constante de integracion.

» Argumentos
« Lademostracion del primer teorema fundamental del calculo.

Configuracion epistémica como aproximacion al limite

» Situaciones
» Estimar graficay numéricamente el valor de la integral.
» Estimar graficamente el area entre dos curvas.

» Conceptos
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. b
» Laintegral definida como un limite: limyj,)| Lo 7 fer) axi= _,ra f(x)dx

El limite recibe el nombre de integral definida de f de a a b. el nimero a es el limite
inferior de integracion y el nimero b es el limite superior de integracion.

» Limite de una funcion.

> Lenguaje
Ademas del lenguaje utilizado en las configuraciones anteriores se utilizara lo siguiente:
« Expresiones analiticas :
¢ Funciones
+« Laintegral via limites.
++ Notacién sigma.
¢+ Para denotar las funciones integral, integral definida,
teorema fundamental del célculo, teorema del valor
medio, integral como limite y derivada.
» Gréficas:

» Funcidn promedio velocidad en una region dada.

\VJ
5m/s |

4m/s |
3m/s |
2m/s |

1m/s |

d
onvs | ot
-18 0s 18 2S 38 4S

Grafica de velocidades y velocidad promedio Vp.

> Procedimientos

« Evaluar la velocidad promedio como el limite de una suma infinita de velocidades
dividido por la cantidad de ellas n.
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Calcular el limite del promedio de la suma de alturas inferiores y superiores y utilizarlo
para obtener el area.

Tomando la definicion del area de un rectangulo, resulta apropiado obtener el area bajo
una curva relacionando ésta de manera aproximada con un area rectangular equivalente
de base “b-a “ y altura promedio f(c) determinada discretamente . al ir incrementando el
namero de alturas se pueden obtener aproximaciones mas y mas cercanas al area de la
region

» Propiedades

Si el limite del promedio de la suma de alturas inferiores y superiores coinciden
entonces es cuando se multiplican por el valor b-a, se obtiene el area.

» Argumentos

Justificar las propiedades anteriores.

Para determinar el significado institucional de referencia de la integral, consultamos los
siguientes libros de texto sugeridos en la bibliografia del programa analitico de estudios del
curso de Célculo Integral que propone el sistema nacional de Institutos Tecnoldgicos asi
como otras fuentes de informacion:

1. Hugues-Hallet-Gleason-Look-Flath. Calculo Aplicado. 22 edicidon. Grupo Editorial

Patria. 32 reimpresion, México 20009.

Alanis R. Juan Antonio-Salinas M. Patricia .Manual de calculo I. Instituto Tecnoldgico
de Sonora(ITSON).

Larson — Hostetler. Céalculo con Geometria. Edit. McGraw-Hill.
Thomas Jr. George B. Célculo de una variable. 112 edicion 2006. Pearson. Educacion.

Waner Stefan-Costenoble Steven R. Calculo Aplicado. 22 edicion, 2002.Editorial
Thomson Learning.
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A continuacion efectuaremos un recorrido por los textos anteriores para mencionar
brevemente la forma en cdmo se aborda la integral y el papel que juegan las situaciones
descritas anteriormente en estos libros de texto. En una siguiente etapa describiremos como
se abordaré este objeto matematico en nuestra propuesta didactica.

En Hugues (2009), capitulo 5, se parte de una situacion problémica extra matematica, la
razén de cambio de la distancia respecto al tiempo a velocidad constante, para determinar
la distancia recorrida por un cuerpo durante un tiempo determinado; luego lo hace para el
caso en que la velocidad no es constante utilizando representaciones algebraicas y gréaficas
donde se hace alusion al area bajo la curva como la distancia recorrida en un intervalo de
tiempo, posteriormente utiliza representaciones tabulares variando los intervalos de tiempo
y visualizando la distancia en la grafica de la velocidad para luego llevar el mismo método
a la determinacion del cambio total a partir de una razén de cambio de otras magnitudes.

A continuacién aborda otra situacion problémica extra matematica realizando estimaciones
por defecto y exceso para el cambio total en periodos determinados de tiempo, graficando
como rectangulos bajo la curva de altura f(c) y base At para inducir a como encontrar el
cambio total utilizando notacion sigma y dar paso al concepto de limite de una suma de
Riemann para obtener la integral definida y luego definirla como el &rea bajo la curva.
Establece el teorema fundamental del calculo como resultado de lo anterior.

En el capitulo 6, utiliza la integral definida para resolver situaciones problémicas que
implican valor promedio y otras, iniciando en cada caso con la evaluacion de la cantidad
por medio de una suma de Riemann. Finalmente en el capitulo 7 plantea el concepto de la
antiderivada como la integral indefinida estableciendo su diferencia con respecto a la
integral definida, algunas propiedades y hace la conexion con el teorema fundamental del
calculo con la forma de utilizar antiderivadas para calcular exactamente integrales definidas
utilizando las diferentes formas de representacion algebraica, grafica, tabular y verbal.

En Alanis (manual de célculo I del Instituto tecnologico de Sonora, ITSON), se aborda el
concepto de la integral a partir de situaciones problemas extra matematicas también a partir
de la razon de cambio constante y luego no constante iniciando con el concepto de
antiderivada solamente en representaciones algebraicas utilizando funciones derivada
polinomiales y después, aborda otro tipo de funciones.

Hace alusion también al cambio acumulado utilizando el método de Euler para aquellas
funciones que no poseen una antiderivada simple. Utiliza la nocion de diferenciales para
redimensionar la nocion de cambio acumulado de una magnitud emergiendo el concepto de
la integral que se interpreta como una suma infinita de diferenciales de magnitud utilizando
esto para el planteamiento del Teorema Fundamental del célculo y para posteriormente
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utilizar éste en la solucién de problemas referentes al calculo de areas, volumenes de
solidos de revolucion por el método de discos y por el método de las cortezas, presion
hidrostatica, trabajo realizado por una fuerza variable intercalando los métodos de
integracion de cambio de variable, por partes, por sustitucion trigonométrica y por
fracciones parciales.

En Larson (2006), se sigue un orden diferente a las fuentes anteriormente citadas;
podriamos decir que tradicionalista ya que aborda primero a la integral indefinida y los
métodos de integracion, después a la integral definida y en una tercera etapa a las
aplicaciones de la integral. En el caso de la integral indefinida inicia dando el concepto de
antiderivada. Luego se le da paso a la algoritmia solamente no contemplando problemas
extra matematicos. En el caso de la integral definida también parte de establecer conceptos;
notacion sigma, area, area de una region plana. Utiliza aproximaciones al area de una
region plana subdividiendo esta en subintervalos iguales de area rectangular situados por
defecto o por exceso los cuales son sumados primero discretamente y luego mediante un
proceso de limite y finalmente citar algunas propiedades de la integral definida.

Por separado define el TFC, el teorema del valor medio para integrales y el valor medio de
una funcién asi como el segundo teorema fundamental del célculo. Se le da aplicacion al
TFC y a la como una férmula ya que los objetos matematicos antiderivada, integral
definida y TFC no se muestran conectados. Finalmente se abordan las aplicaciones de la
integral definida como procesos de algoritmia ya que se siguen formulas para cada caso por
ejemplo, volumen de un solido de revolucion, longitud de una curva, area, centros de masa,
trabajo realizado por una fuerza variable, etc.

En Thomas Jr. (2006), se aborda primero la integral indefinida como antiderivada, en
capitulo posterior se aborda el tema de integracion partiendo de una situaciéon intra
matematica de realizar aproximaciones del area bajo una curva. Relaciona esto en el
contexto de la velocidad encontrando la distancia recorrida en un intervalo de tiempo
también por aproximaciones visualizando esta como el &rea. Enseguida aborda en este
mismo capitulo el concepto de notacion sigma y limites de sumas infinitas para llegar a lo
que se conoce como suma de Riemann en el intervalo [a, b] y definir la integral definida
como el limite de esta suma expresando esto siempre en forma conceptual. No utiliza
situaciones problémicas en donde emerja el objeto. Se nota también una forma tradicional
de abordar a la integral. Al final del capitulo plantea al TFC, tomando como referencia el
teorema del valor medio para integrales, en este caso, a sus limites; valor minimo y maximo
de la funcion promedio.

En Waner Stefan (2002), en primer lugar se aborda a la integral indefinida como
antiderivada. Posteriormente se aborda la integral definida como una suma partiendo de una
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situacion problema extra matematica en donde se utiliza a la razon de cambio costo
marginal para evaluar el costo total en la misma forma que autores anteriores hacen con la
velocidad para evaluar la distancia total recorrida por un objeto, utiliza la suma de Riemann
y luego define la integral definida como el limite de esta suma. En esta fuente se utiliza
aplicacion de la tecnologia para aproximar la integral definida con la hoja de célculo
presentando registro tabular par el estimado de la integral como suma o total, en la solucién
de algunas situaciones problema que se muestran como ejemplos. Enseguida se plantea el
calculo del area bajo la curva conectando esto con la definicion de integral definida como el
limite de la suma de Riemann para dar lugar a la interpretacion geométrica de la integral
definida. Finalmente relaciona la antiderivada con la integral definida apareciendo el TFC.
En un capitulo aparte se ven aplicaciones del TFC en situaciones extramatematicas.

Se puede observar en las fuentes anteriores que existen diferencias en el orden en que son
abordados los objetos matematicos integral indefinida, antiderivada, integral definida, area
bajo la curva y el teorema fundamental del célculo para determinar el significado
institucional de referencia de la integral; En Hugues (2009) y Waner Stefan (2002), se
aprecian los cuatro tipos de configuraciones epistémicas detallados en la tabla 3.1. En
Alanis (Manual de célculo del ITSON), se da mayor peso a las configuraciones epistémicas
geométrica y resultado de un proceso de cambio o de acumulacion. En Larson (2006) y en
Thomas Jr. (2006), los tipos de configuraciones epistémicas aparecen de forma aislada y no
se conectan posteriormente por que siempre definen el concepto al empezar el tema del
capitulo; la ensefianza de la integral es de forma tradicionalista partiendo del concepto y no
de situaciones problémicas.

En este sentido, podemos ubicar estos libros de texto, por la forma en que se introduce el
significado de la integral, dentro de una de las perspectivas siguientes (Font, 2007):

« La perspectiva formalista, en la que los objetos matematicos se introducen partiendo de su
definicién y posteriormente se presentan ejemplos de estos y se hace un estudio teérico.
Ubicamos en esta perspectiva a Larson (2006) y Thomas Jr. (2006).

» La perspectiva contextualizadora, en la que los objetos matematicos se introducen
partiendo de situaciones de contexto extramatematico. Ubicamos en esta perspectiva a
Hugues (2009), Alanis y Waner Stefan (2002).

Como se puede observar en los parrafos anteriores, el objeto integral tiene un significado
muy amplio segun corresponda al tipo de configuracion epistémica de como se aborda. En
nuestra propuesta didactica, nos enfocaremos a la construccion de significados ligados a
los aspectos geométricos de la integral, de la antiderivada y que tienen que ver con el
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proceso de limite de la suma de alturas ya que es posible obtener el area bajo una curva
relacionando ésta de manera aproximada con un area rectangular equivalente de base “b-a “
y altura promedio f(c) determinada discretamente ; al ir incrementando el nimero de alturas
se pueden obtener aproximaciones mas y mas cercanas al area de la region, esto tomando
como base el teorema del valor medio de la integral. Cabe mencionar también que dicha
propuesta se ubicara dentro de la perspectiva contextualizadora.

A continuacion presentaremos, los objetos matematicos primarios que componen el
significado institucional pretendido de la integral en nuestra propuesta.
2.4.2 SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDO DE LA INTEGRAL

» Situaciones
Las situaciones intervinientes, cuya resolucion motiva la realizacion de préacticas
matematicas y la emergencia de los objetos del célculo integral, son los problemas
extramatematicos que se presentan a continuacion, y las preguntas e indicaciones guia de

las actividades didacticas.

Los problemas intra y extramatematicos que se presentan enseguida, son situaciones que
seleccionamos de libros de texto.

+ DISTANCIA RECORRIDA A VELOCIDAD CONSTANTE:

Un cuerpo se mueve con una velocidad de 3? durante un viaje de 4 segundos. ¢cudl
es la distancia total recorrida?
Tomado de Hugues-Hallet-Gleason-Look-Flath (2009, p. 220). También puede encontrarse
en Thomas Jr. George B (2006, p.328) y en Alanis R. Juan Antonio-Salinas M. Patricia
Manual de célculo I. Instituto Tecnologico de Sonora, p. 1.

+ DISTANCIA RECORRIDA A VELOCIDAD VARIABLE (v(t) =t).

Un automovil se mueve con una velocidad dada por la funcion v(t) =t sobre una
carretera recta durante un viaje de 4 segundos. ¢cuél es la distancia total recorrida?
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En Thomas Jr. George B (2006, p. 351) y en Waner Stefan-Costenoble Steven R. (2002, p.
346) aparece la misma funcién pero referido a calcular el area bajo la curva.

. DISTANCIA RECORRIDA A VELOCIDAD VARIABLE (v(t) = t):

Un automévil se desplaza con una velocidad dada por la funcién v(t) = t2. Determinar
el cambio de la velocidad entre los 2 y los 5 segundos.

En Thomas Jr. George B (2006, p. 351) y en Waner Stefan-Costenoble Steven R. (2002, p.
346) aparece la misma funcién pero referido a calcular el area bajo la curva.

« VELOCIDAD DADA LA ACELERACION:

Un automovil se desplaza con una aceleracion dada por la funcién a(t) = t>. Determinar
el cambio de la velocidad entre los 2 y los 5 segundos.

En Waner Stefan-Costenoble Steven R. (2002, p. 346) aparece la funcién cuadrética, pero
referido a calcular el area bajo la curva.

« TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA CONSTANTE:

Una caja que tiene un peso F de 20N, tiene un movimiento en caida libre desde una
altura y de 32m. Suponiendo que inicia su caida a partir del reposo, deseamos
determinar el trabajo total realizado por la fuerza de gravedad sobre la caja.

Tomado de Alanis R. Juan Antonio-Salinas M. Patricia Manual de calculo I. Instituto
Tecnoldgico de Sonora, p. 131.

+ TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA VARIABLE:

Calcular el trabajo que se necesita hacer para estirar un resorte medio metro hacia la
derecha a partir de su posicion de equilibrio sabiendo que cuando el resorte se estira
0.1m a la derecha se ejerce una fuerza F de 5N. En donde F=KXx siendo K la constante
de elasticidad del resorte y x su alargamiento.

Tomado de Alanis R. Juan Antonio-Salinas M. Patricia Manual de calculo I. Instituto
Tecnologico de Sonora, p. 130.

+ TRABAJO REALIZADO PARA VACIAR EL FLUIDO DE UN TANQUE:
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Un recipiente esférico de 2m de radio estd lleno hasta la mitad de un liquido con
Kgs . ;.
.Se desea desalojar el liquido por un

densidad de masa constante e igual a p= 1200

?‘1‘15
hoyo que se encuentra en la parte superior del recipiente. ;Cuanto trabajo se necesita
desarrollar para realizar esta tarea de desalojo?

Tomado de Alanis R. Juan Antonio-Salinas M. Patricia Manual de calculo 1. Instituto

Tecnologico de Sonora, p. 133.

« FUERZA PRODUCIDA POR UN FLUIDO CONFINADO SOBRE UNA DE LAS
PAREDES DEL RECIPIENTE QUE LO CONTIENE:

Suponiendo que una cortina vertical de una presa, llena a su maxima capacidad, tiene
forma rectangular con una altura de 6m y un ancho de 8m, obtener la fuerza total que

ejerce el agua contra la cortina.

Tomado de Alanis R. Juan Antonio-Salinas M. Patricia Manual de calculo I. Instituto
Tecnologico de Sonora, p. 140.

+ LONGITUD DE ARCO UNA CURVA:

« Un cable eléctrico cuelga entre dos torres que estan a 200 pies de distancia. El cable
toma la forma de una catenaria cuya ecuacion es y = 75 (EE + g0 ) = 150::9.-;&1?—&

.Encontrar la longitud de arco del cable entre las dos torres.
Tomado de Larson (2006, p. 161).
« AREA ENTRE CURVAS QUE SE INTERSECAN:

Encontrar el 4rea de la regién comprendida entre las graficas de f(x)=2 — X%, g(x) = x y
el Ejey.

Tomado de Larson (2006, p. 150).
«  VOLUMEN DEUN SOLIDO DE REVOLUCION:
Encontrar el volumen del sélido formado al girar la region acotada por las gréficas de:
y=x*+1 x=0, y x=1

alrededor del Eje y.
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Tomado de Larson (2006, p. 183).
« CENTRO DE MASA DE UNA REGION PLANA:

Encontrar el centroide de la regién acotada por las graficas de f(x) = 4 — x*y g(x) = x
+ 2.

Tomado de Larson (2006, p. 195).
Las situaciones emergentes son:

« Determinacién de la posicion de un cuerpo en un intervalo de tiempo a partir de la razon
de cambio velocidad como la funcion antiderivada en casos de movimiento rectilineo
uniforme y de movimiento uniformemente acelerado.

« Representacion gréafica de la posicion de un cuerpo en un intervalo de tiempo a partir de la
gréfica de la velocidad vs tiempo como la funcion antiderivada.

« Determinacion de la velocidad de un objeto dada su aceleracion en funcion del tiempo
como antiderivaday como area.

Estas situaciones emergentes promueven a su vez la emergencia del objeto integral
definida, con la significacion geométrica como “el area bajo la curva” en un intervalo desde
t = a hastat = b y del Teorema Fundamental del Célculo.

De esta manera, se promueve la emergencia de nuevas situaciones, centradas en la
determinacion del area bajo la curva vy, posteriormente, en la determinacion de la funcion
integral.

» Procedimientos
Intervinientes:

» Hacer despejes sencillos, calcular el area, el volumen, el trabajo, la fuerza, presion,
posicion, la longitud de una curva, etc.

» Graficar puntos en un plano a partir de datos numericos correlacionados en una tabla.
» Construir una tabla de valores a partir de una formula.

» Realizar operaciones algebraicas.
« Célculos de puntos de corte.

» Representar graficamente una funcion.
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Métodos de integracion.

Determinar la razén de cambio velocidad para un tiempo cualquiera en una situacion de
movimiento rectilineo uniformemente acelerado para una funcién a(t) =t.

Determinar la funcion de posicion de un cuerpo en movimiento rectilineo
uniformemente acelerado a partir de la grafica de la funcién velocidad v(t) = t de esta
situacion para un tiempo cualquiera.

Determinar de manera grafica la razon de cambio velocidad para un tiempo cualquiera
en una situacion de movimiento rectilineo uniforme.

Determinar la funcion de posicion de un cuerpo en movimiento rectilineo uniforme a
partir de la grafica de la funcion velocidad de esta situacion para un tiempo cualquiera.
Determinar la razon de cambio velocidad para un tiempo cualquiera en una situacion de
movimiento rectilineo uniformemente acelerado para una funcién v(t) =t.

Determinar el promedio de velocidades mayores y velocidades inferiores.

Determinar las velocidades mayores promedio y las velocidades inferiores promedio de
un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente acelerado en un intervalo de tiempo
a partir de un nimero discreto de ellas.

Comprobar el valor del area formada bajo la curva y sobre el eje x para el intervalo de
tiempo determinado, dividiendo esta en n segmentos separados todos a un mismo
intervalo 4x, desde un valor x = a hasta x = b, y posteriormente obtener la suma
promedio de la longitud de estos segmentos X f (x; ) ; dicha suma multiplicarla por el
intervalo b-a y representar este producto en la grafica. Hacer dicha suma primero desde
el segmento i = 0 hasta el segmento i = n-1; luego hacer también dicha suma desde el
segmento i = 1 hasta el segmento i = n.

Apoyarse en el Geogebra para determinar el area aproximada entre la curvay el eje X,
variando la cantidad de segmentos de longitud f(x) y efectuando el procedimiento citado
en el enunciado anterior.

Emergentes:

Determinar la expresion analitica de la funcién que modele la situacion problémica.
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« Aproximar el valor del area variando el nimero de alturas mayores y menores.

» Reconocer gréficamente la integral definida como el &rea bajo la curva y conectarla con
el teorema Fundamental del céalculo.

« Calculo de las integrales definidas.
« Asignacion de un valor al area o al volumen.

» Relacionar la funcion de posicion en un intervalo de tiempo con el area bajo la gréafica
de la funcion velocidad constante para un intervalo de tiempo cualquiera.

» Relacionar la funcién de posicidn en un intervalo de tiempo con el area bajo la gréfica
de la funcion velocidad v(t)= t, de esta situacion para un intervalo de tiempo
cualquiera.

« Determinar discretamente la altura promedio y utilizarla para calcular el area de un
rectangulo que tenga por longitud la base b-ay por anchura dicha altura promedio.

» Aplicar el proceso de limite al procedimiento anterior para obtener el area aproximada
bajo la curva.

» Usar el teorema del valor medio para la integral.

» Lenguaje
Interviniente:

» Expresiones algebraicas para calcular la posicion de un cuerpo en movimiento y el area
de un rectangulo, la altura promedio, limite del promedio de la suma de alturas.

« Términos: referentes a magnitudes como éarea, volumen, densidad, trabajo, fuerza,
velocidad, aceleracién, cambio de posicion o distancia recorrida, tiempo, tabla,
formula, derivada, altura menor, altura mayor.

Emergente:

» Expresiones analiticas, verbales, gréaficas, numéricas y tabulares de las funciones
involucradas.
» Notacion para intervalos, para el incremento en X, para la integral indefinida y definida.
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« Términos como variable dependiente e independiente, funcidn, integral como suma o
acumulacidn, integral como antiderivada, Integral como Limite de una suma y area bajo
la curva.

» Conceptos

Intervinientes:

« Area, volumen, longitud, tiempo, distancia, aceleracion, trabajo, presion hidrostatica,
Presion.

» Velocidad constante y no constante.

*  Funcion.
« Soélido de revolucion.

Emergentes:

Variable, variable dependiente, variable independiente, funcion, dominio, cambio
acumulado de la variable dependiente.

« Areabajo la curva como una funcion.
« La integral indefinida; una funcion.
« Laintegral definida; un namero.
» Propiedades
Intervinientes:
« El areaes no negativa.
» Teorema del valor medio para la integral.
« Teorema de Pappus.
« Teorema de Pitagoras.
Emergentes:
» Laintegracion indefinida o antiderivacion es la “inversa” de la derivacion.

* La derivacion es la “inversa” de la integracion indefinida.

 Laintegral indefinida es una funcién. F(x) = [ f(x)dx.
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+  Laintegral definida es un nimero. [ f (x)dx = F(b) — F(a)

» Lareglade Barrow.

» Argumentos

Los argumentos que se utilicen durante el desarrollo de las actividades didacticas de esta
propuesta se espera que justifiquen las acciones llevadas a cabo para la resolucion de
problemas.

Podemos expresar ademas que estos objetos matematicos primarios, tanto intervinientes
como emergentes, no se encuentran aislados en el momento de realizar los sistemas de
practicas matematicas ligadas a la resolucion de tipos de problemas, sino que se relacionan
unos con otros formando redes. Y como se ha mencionado anteriormente, a estas redes de
objetos emergentes e intervinientes en los sistemas de préacticas y las relaciones que se
establecen entre los mismos se les llama configuraciones de tal manera que si los objetos
son institucionales, las configuraciones se Ilamaran epistémicas y si los objetos
matematicos son personales, se llamaran configuraciones cognitivas (Godino, Batanero y
Font, 2008).

2.5 IDONEIDAD DIDACTICA Y SUS DIMENSIONES.

Hasta este momento se ha realizado una caracterizacion de lo que representan el significado
institucional de referencia y el significado institucional pretendido en nuestra propuesta
mediante la determinacion de sus componentes. Pero para disefiar, o llevar a cabo un
proceso de instruccion, se deben considerar otros elementos intervinientes en dicho proceso
que influyen en la construccion de los significados personales de los estudiantes: la
metodologia de ensefianza del profesor, si los contenidos matematicos son de interés para
los estudiantes, el papel que el estudiante cree que tiene en la clase (como espectador o
como propio constructor de su aprendizaje, etc.), los materiales y herramientas tecnolégicas
con que se cuenta en la institucién educativa, entre otros.

En este sentido, el EOS proporciona una herramienta muy til para valorar la pertinencia de
un proceso de instruccion disefiado o implementado; esta herramienta es la nocion de
idoneidad didactica, que se define como la articulacion de seis idoneidades parciales:
epistémica, cognitiva, mediacional, emocional, interaccional y ecologica; que contemplan
los elementos ya mencionados en el parrafo anterior, entre muchos otros (Godino,Batanero
y Font, 2008).
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Para cada una de las seis idoneidades parciales, en Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi
(2007) sugieren una serie de componentes y descriptores que facilitan su valoracion, los
cuales mostraremos a continuacién y que seran utilizados en el siguiente capitulo para
realizar una valoracion a priori a la idoneidad didactica de nuestra propuesta.

2.5.1 Idoneidad epistémica: es el grado de representatividad de los significados
institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia, los

componentes y descriptores de esta idoneidad se muestran a continuacion (Tabla 1).

Tabla 1. Componentes y descriptores de la idoneidad epistémica.

COMPONENTES: DESCRIPTORES:

Situaciones-problema « Seleccion de una muestra
representativa y articulada de
situaciones de  contextualizacion,
ejercitacion y aplicacion.

* Propuesta de  situaciones  de

generacion de problemas
(problematizacion).

Lenguaje « Uso de diferentes modos de expresion
(verbal, grafico, simbdlico...),
traducciones y conversiones entre los
mismos.

» Nivel del lenguaje adecuado a quienes
se dirige.

» Propuesta de situaciones de expresion
e interpretacion.

Elementos regulativos « Definiciones y procedimientos clara y
(Definiciones, proposiciones, correctamente enunciados, adaptados
procedimientos). al nivel educativo al que se dirigen.

« Presentacion de los enunciados y
procedimientos fundamentales del
tema segun el significado de
referencia y el nivel educativo.

» Propuesta de situaciones para la
generacion y negociacion de las
reglas.

Argumentos » Adecuacion de las explicaciones,
comprobaciones, demostraciones al
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2.5 Idoneidad Didéctica 'y
sus Dimensiones

nivel educativo a que se dirigen.
« Se promueven momentos de
validacion.

Relaciones
(conexiones, significados)

» Relacion y articulacion significativa
de los objetos matematicos puestos en
juego (situaciones, lenguaje, reglas,
argumentos) y las  distintas
configuraciones en gque se organizan.

2.5.2. ldoneidad cognitiva: Grado en que los significados implementados (pretendidos)
estan en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los
significados personales logrados a los significados pretendidos/ implementados. Sus
componentes y descriptores son los siguientes (Tabla 2).

Tabla 2. Componentes y descriptores de la idoneidad cognitiva.

COMPONENTES:

DESCRIPTORES:

Conocimientos previos
(Componentes similares a la dimensién
epistémica).

* Los alumnos tienen los
conocimientos previos necesarios
para el estudio del tema (bien se han
estudiado  anteriormente o el
profesor planifica su estudio).

* Los significados pretendidos se
pueden alcanzar (tienen una
dificultad manejable) en sus diversas
componentes.

Adaptaciones curriculares a
las diferencias individuales

« Se incluyen actividades de
ampliacién y de refuerzo.

Aprendizaje

+ Los diversos modos de evaluacion
muestran la apropiacion de los
conocimientos /  competencias
pretendidas o implementadas.

2.5.3. ldoneidad mediacional: Grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza aprendizaje.

Ver la Tabla 3.
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Tabla 3. Componentes y descriptores de la idoneidad mediacional.

COMPONENTES: DESCRIPTORES:

Recursos Materiales * Uso de materiales manipulativos e

(Manipulativos, calculadoras, ordenadores). informaticos que permiten introducir
situaciones, lenguajes,

procedimientos,  argumentaciones
adaptadas al significado pretendido.
« Las definiciones y propiedades son
contextualizadas 'y  motivadas
usando situaciones 'y modelos
concretos y visualizaciones.

Numero de alumnos, horario y » El numero y la distribucién de los

condiciones del aula alumnos permite llevar a cabo la
ensefianza pretendida.

» EIl horario del curso es apropiado
(por ejemplo, no se imparten todas
las sesiones a ultima hora).

« El aula y la distribucion de los
alumnos es adecuada para el
desarrollo del proceso instruccional

pretendido.
Tiempo * Adecuacion de los significados
(De ensefianza colectiva/tutorizacion; pretendidos/implementados al
tiempo de aprendizaje). tiempo disponible (presencial y no
presencial).

* Inversion del tiempo en los
contenidos mas importantes o
nucleares del tema.

« Inversion del tiempo en los
contenidos que presentan mMas
dificultad.

2.5.4. ldoneidad emocional: Grado de implicacion, interés y motivacion de los
estudiantes. Sus componentes y descriptores se presentan enseguida (Tabla 4).
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Tabla 4. Componentes y descriptores de la idoneidad emocional.

COMPONENTES:

DESCRIPTORES:

Intereses y necesidades

 Seleccion de tareas de interés para
los alumnos.

» Proposicion de situaciones que
permitan valorar la utilidad de las
matematicas en la vida cotidiana y

profesional.

Actitudes » Promocion de la implicacion en las
actividades, la  perseverancia,
responsabilidad, etc.

» Se favorece la argumentacion en
situaciones  de  igualdad; el
argumento se valora en si mismo y
no por quien lo dice.

Emociones * Promocién de la autoestima,

evitando el rechazo, fobia 0 miedo a
las matematicas.

« Se resaltan las cualidades de estética
y precision de las matematicas.

2.5.5. ldoneidad interaccional: Grado en que los modos de interaccion permiten
identificar y resolver conflictos de significado y favorecen la autonomia en el aprendizaje.
Los componentes y descriptores de esta idoneidad son los siguientes (Tabla 5).

Tabla 5. Componentes y descriptores de la idoneidad interaccional.

COMPONENTES:

DESCRIPTORES:

Interaccion docente-discente

» El profesor hace una presentacion
adecuada del tema (presentacién
clara y bien organizada, no habla
demasiado répido, enfatiza los
conceptos clave del tema, etc.)

« Se reconocen Yy resuelven los
conflictos de significado de los
alumnos (se interpretan
correctamente los silencios de los
alumnos, sus expresiones faciales,
sus preguntas, se hace un juego de
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preguntas y respuestas adecuado,
etc.).

Se busca llegar a consensos con base
en el mejor argumento.

Se usan diversos recursos retdricos y
argumentativos para implicar vy
captar la atencion de los alumnos.

Se facilita la inclusion de los
alumnos en la dindmica de la clase y
no la exclusion.

Interaccion entre discentes

Se  favorece el dialogo vy
comunicacion entre los estudiantes.
Se favorece la inclusion en el grupo
y se evita la exclusion.

Autonomia

Se contemplan momentos en los que
los estudiantes asumen la

responsabilidad del estudio
(exploracion, formulacion y
validacion).

Evaluacion formativa

Observacion sistematica del
progreso cognitivo de los alumnos

2.5.6. ldoneidad ecologica: Grado de adaptacion curricular, socio-profesional vy
conexiones intra e interdisciplinares. Los componentes y descriptores en este caso, son los

siguientes (Tabla 6).

Tabla 6. Componentes y descriptores de la idoneidad ecolégica.

COMPONENTES:

DESCRIPTORES:

Adaptacion al curriculo

Los significados, su implementacion
y evaluacion se corresponden con
las directrices curriculares.

Apertura hacia la innovacion didactica

Innovacion basada en la
investigacion y la practica reflexiva
Integracion de nuevas tecnologias
(calculadoras, ordenadores, TIC,
etc.) en el proyecto educativo.

Adaptacion socioprofesional y cultural

Los significados contribuyen a la
formacion socioprofesional de los
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estudiantes.

Conexiones intra e interdisciplinares » Los significados se relacionan con
otros contenidos intra e
interdisciplinares.
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CAPITULO 3
LA PROPUESTA DIDACTICA

3.1 CARACTERISTICAS DE LA PROPUESTA

Nuestra propuesta didactica esta dirigida a estudiantes del curso de Calculo Integral que se
imparte en el Instituto Tecnoldgico Superior de Cajeme localizado en Ciudad Obregon,
Sonora, y que forma parte del Sistema Nacional de Institutos Tecnoldgicos en México, en
donde se busca promover la construccion de significado de la integral, y otros objetos
matematicos relacionados con este topico ya especificados en el significado institucional
pretendido, mediante la resolucion de algunas actividades didacticas que hemos disefiado
apoyandonos en los elementos tedricos del EOS y que constan de unas hojas de trabajo para
los estudiantes y un archivo manipulativo de GeoGebra.

En este capitulo se describirad la estructura de las actividades didacticas, y ejemplificaremos
con algunas de ellas el modo en que se promovera la emergencia de los objetos
matematicos del calculo integral y el papel que juegan en esto los ambientes dindmicos (en
nuestro caso, la manipulacion del archivo con GeoGebra) y enseguida realizaremos un
analisis de la propuesta para valorar a priori la idoneidad didactica de la misma, y
finalmente presentaremos las hojas de trabajo de las actividades didacticas que la
conforman.

Para la implementacién de nuestra propuesta didactica, consideramos que lo mas favorable
sera trabajar en un centro de computo donde se disponga de al menos una computadora por
cada dos o tres estudiantes. De no ser posible tener tales condiciones, al menos debe
contarse con una computadora y un proyector.

Cabe mencionar que resolver las situaciones problema no es el proposito principal de
nuestras actividades didacticas, sino mas bien, promover la construccién de objetos
matematicos del calculo integral durante la resolucion de éstas.

Dado que este trabajo se disefid para estudiantes del segundo semestre de ingenieria, las
actividades didacticas se han estructurado para abordarse utilizando los sistemas de
practicas matematicas ostensivos y no ostensivos que los estudiantes tienen acerca de
aritmética, algebra, geometria, trigonometria y calculo diferencial, mismos que se
construyen en la escuela preparatoria y en el curso de calculo diferencial que han llevado en
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el primer semestre de la carrera. Las hojas de trabajo manejan un lenguaje coloquial,
familiar para los estudiantes, sin términos técnicos pensando desde nuestro punto de vista
que la introduccion de estos términos y la institucionalizacion de los objetos matematicos
emergentes deben hacerse gradualmente, mediante discusiones y consensos grupales
guiados por el profesor.

Nuestra propuesta didactica incluye 12 actividades, cada una de ellas correspondiente a los
siguientes problemas, en el orden respectivo de presentacion:

1. Encontrar la distancia recorrida durante un intervalo de tiempo, dada su velocidad
cuando ésta es constante.

2. Encontrar la distancia recorrida durante un intervalo de tiempo, dada su velocidad
expresada como una funcion identidad y como funcién promedio.

3. Encontrar la distancia recorrida durante un intervalo de tiempo, dada su velocidad

cuando esta es una razon de cambio expresada como funcién cuadratica a partir de la

determinacion de su velocidad promedio.

Calculo del Trabajo total realizado por una fuerza constante.

Célculo del Trabajo total realizado por una fuerza variable.

Trabajo realizado para vaciar el fluido de un tanque.

Calculo de la fuerza producida por un fluido confinado sobre una de las paredes del

recipiente que lo contiene.

9. Determinar la longitud de una curva.

10. Determinar el &rea entre curvas que se intersecan.

11. Determinar el volumen de un solido de revolucion.

12. Determinar el centro de masa de una region plana.

o No o

3.2 Trabajos relacionados

Revisando algunos articulos referentes donde se menciona al objeto matematico integral
definida, encontramos citado por Camacho y Garbin (2008), que éste es un concepto
relevante para abordar una amplia gama de problemas que los estudiantes de Ingenieria
utilizan en su programa de estudios. Esta presente en diversos contenidos y se requiere en
actividades de aprendizaje a lo largo de su formacion universitaria. Para llevar a cabo estas
actividades, los alumnos deben tener una sélida comprensién de este concepto. Es necesario
identificar las dificultades que los estudiantes encuentran al aprenderlo para disefar
actividades de ensefianza que logren en el estudiante un aprendizaje mas solido.

Uno de los aspectos relacionados con el concepto de la integral definida tiene que ver con
el tipo de respuesta que dan los estudiantes a problemas en diversos contextos. Se entiende
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como “problemas en diversos contextos” tanto los planteados en el &mbito estrictamente
matematico como las aplicaciones a otras ciencias (Gravemeijer y Dorman, 1999, pp. 111-
129).

Mufioz G. (2000), cita en su trabajo “Elementos de enlace entre lo conceptual y lo
algoritmico en el célculo integral”, que hay un escenario en la clase de célculo integral de
las universidades que privilegia la ejercitacién algoritmica de integrales sobre el concepto y
solo se ven algunas aplicaciones casi al final del semestre escolar. Acerca de las
dificultades a la que los alumnos se enfrentan, otros autores sefialan que éstas se atribuyen
fundamentalmente a este desequilibrio entre el tratamiento conceptual con el algoritmico
(Quezada 1986; Artigue 1998, Cordero 2003; Cantoral 2000).

Una opcidn que se esta utilizando es el empleo de tecnologia que ayude a mejorar el
vinculo entre lo conceptual y lo algoritmico que se emplea en el disefio de secuencias de
actividades didacticas, como dice Ruiz G (2008), en su exposicion en la que expresa que
realiza un andlisis de la construccion del Teorema Fundamental del calculo a través de
actividades realizadas con la ayuda del programa GeoGebra, mismo que pretendemos
también utilizar para este trabajo.

Grijalva A., Ibarra S. y Bravo J. (2001 y 2002) en inicio presentan la descripcion del
disefio de algunas de las actividades de un proyecto de investigacion cuyo principal
objetivo es estudiar los efectos del empleo de diversos registros de representacion semiotica
en la ensefianza del calculo integral, el cual es continuacion de otro cuya atencién se centra
en el calculo diferencial, donde para la realizacion de las actividades elaboraron materiales
usando recursos computacionales en los que se hiciera necesaria la articulacion de distintos
registros de representacion semidtica (numéricos, graficos y algebraicos), teniendo especial
interés en la deteccion de obstaculos didacticos, cognitivos y epistemologicos asociados a
los conocimientos en juego, pero en este trabajo, por lo reciente de su implementacién, en
ese momento no se mostraron resultados y sélo se limitaron a plantear las consideraciones
con las que se elaboraron las actividades a la vez que mostraron algunas de ellas. La idea es
aprovechar algunos elementos de este proyecto que pensamos pudieran incorporarse en la
construccion de las actividades de la secuencia didactica sobre todo en el de desarrollar la
habilidad en la deteccion de los obstaculos que se presentan en los significados personales
de los estudiantes con la finalidad de mejorar su proceso de construccion.

Investigaciones mas recientes (Grijalva A., 2007), a partir de una concepcion tedrica con
eje en el enfoque ontosemiotico de Juan Diaz Godino, hacen alusion al uso de elementos
tedrico-metodolégicos correspondientes al mismo, aplicados en el proceso de construccion
de significados de la integral, de acuerdo al sistema de précticas personales e institucionales
que realizan alumnos y docentes. Nos apoyaremos pues en éstas y otras referencias que se
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irdn agregando paulatinamente en el proceso de construccion de nuestro trabajo, tomando
como punto de partida aprender a detectar los significados personales que tienen los
alumnos acerca del concepto de la integral definida.

En lo que respecta a los significados institucionales que se han ido construyendo en torno a
los objetos matematicos a partir de sus sistemas de précticas, éstos se han construido
mediante mecanismos de consenso. Como afirma Cantoral en su articulo, “La
aproximacion socioepistemologica a la investigacion en matematica educativa: Una
mirada emergente”, la integral desde a hasta b puede entenderse de diferentes maneras
segun se trate de un programa tedrico o de otro. Consideremos, a manera de ejemplo, tres
de las versiones mas conocidas de la integral. La primera, la mas usada en la ensefianza
contemporanea para definir a la integral se conoce como la integral de Cauchy Riemann.
Otra, la integral de Newton Leibniz, es la mas empleada al momento de resolver integrales
por métodos elementales y finalmente, la menos conocida en la literatura escolar, la integral
de Wallis. Esta integral fue tratada como parte de un programa tendiente a dar un
tratamiento aritmético del infinito. (Grattan Guinness 1984, Edwards 1979).

Ahora bien, sigue citando Cantoral, para quienes estamos interesados en la ensefianza no
podemos reducir un concepto a su definicion, sino que habremos de preguntarnos: ¢cual
tratamiento de la integral conviene mas a fin de favorecer el aprendizaje de los alumnos? y
¢como articularla en propuestas didacticas? Referente a esta cita de Cantoral, para este
trabajo permutaremos la palabra concepto por el de objeto para ubicarnos en la
terminologia del EOS y conviene tomar estas preguntas para tratar de responder y de
justificar la naturaleza de este trabajo. También comenta que no tenemos al momento
evidencia empirica suficiente que muestre que alguna de las distintas presentaciones de la
integral esté mejor adaptada para efectos de aprendizaje, de hecho ése es todavia un
problema abierto. Sin embargo, es aceptado por una especie de consenso escolar que la
presentacion de Cauchy Riemann y la explicacion mediante rectangulos inscritos y
circunscritos como medio de aproximacion del area bajo la curva es la que todos los
profesores debemos usar en nuestras clases.

En ese problema abierto que comenta cantoral, es donde encontramos un espacio para hacer
algunas aportaciones con nuestro trabajo dentro de lo que se refiere al objeto “integral”.

Turegano (1994), lleva a cabo un estudio sobre los conceptos en torno a la medida y el
aprendizaje del célculo infinitesimal. La finalidad de su investigacion es encontrar un
modelo dentro del contexto matematico (definicidn de integral alternativa a la de Riemann)
para elaborar una propuesta didactica que permita introducir a nivel conceptual la integral
definida en estudiantes de preparatoria que no han sido iniciados en el estudio del calculo
infinitesimal. La integral seria la primera introduccion al anlisis tomando como punto de
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partida el célculo de areas planas y basandose en la definicion geométrica de integral
definida, presentada por Lebesgue (1928). La hipdtesis de trabajo de Turegano, siguiendo
la corriente constructivista, es que los estudiantes pueden aprender de forma intuitiva
conceptos de célculo antes que dominar las actividades algoritmicas, utilizando la
visualizacion a través del uso de tecnologias computacionales para dar significado al
concepto de integral definida y sus propiedades a través de la idea del &rea bajo la curva.

Por otra parte, en su articulo “Hacia un nuevo paradigma en la ensefianza del calculo dentro
de una instituciéon educativa”, Alanis y Salinas, 2009, citan lo siguiente: Al revisar la
historia del Célculo, Gravemeijer y Doorman (1999) proponen que su desarrollo comience
con la eleccién de la grafica de la velocidad respecto al tiempo como el modelo para los
problemas de velocidad y distancia. Observan que Oresme fue el primero en dibujar
gréficas para visualizar el problema del movimiento; por tal motivo, esperan que el trabajo
con gréaficas discretas de la velocidad se constituya en el estudiante como un modelo de
aproximaciones discretas al fendmeno del movimiento rectilineo con aceleracion constante.

Mientras interactlan con esta idea, esperan ver que surja en los estudiantes la accion de
modelar la velocidad instantdnea con una barra vertical, de tal modo que la grafica de la
velocidad, ya continua, sea la base para el estudio mas formal del Célculo. El papel del
profesor resulta determinante para tratar de mantener lo méas cercana posible la brecha entre
lo que los estudiantes hacen y lo que se ha mostrado que deben hacer. Estas ideas nos
sirven de apoyo para las actividades didacticas que se pretende disefiar para los alumnos,
procurando obtener una vision mas integradora acerca del objeto matematico en cuestion.

De esta forma se ofrece una alternativa distinta al introducir el estudio del movimiento con
el fin de ofrecer al estudiante un significado asociado a la representacion gréfica de la
velocidad y esperando con ello que apoyen su pensamiento al involucrarse posteriormente
en el estudio del Célculo. Es importante observar que ésto deja percibir las dificultades que
surgen en el aprendizaje del estudiante cuando se promueve la interaccion de una nueva
forma (cdmo) y con contenidos que no coinciden con el tradicional (qué).

Pero, ¢por qué utilizar el objeto area como consenso? Al respecto Cabafias y cantoral
(2004), sefialan “El area en particular es una nocion arraigada a la cultura de las sociedades,
a la ciencia y a la tecnologia, asi como a las vicisitudes de la vida diaria de las personas.
Las situaciones en las que se presenta son practicamente ilimitadas: en la elaboracion de
planos y mapas, la cantidad de tela a comprar, la superficie de terreno a construir, el
territorio que ocupa un municipio, etc. EI concepto de area se vincula al de cuantificacion
de una superficie a la que se asocia una unidad de medida y que se expresa como unidad
cuadrada”. Y hacen la siguiente cita; el concepto de medida de area consta del concepto de
unidad, el concepto de iteracion de unidad, la cantidad de unidades y el calculo de formulas
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(Kordaki y Potari, 1998). Los sistemas de practicas relacionadas con este objeto pueden ser
representados a través de formas diversas de representacion: grafica, algebraica, tabular,
lingUistica.

En su tesis doctoral dirigida por el Dr. Mario Arrieche, Capace L., 2008, escribe en su
resumen que la integral es una variable real, que es un tdpico del calculo infinitesimal que
tiene variadas aplicaciones en el quehacer tecnoldgico, de alli que esté presente en la
formacidn técnica universitaria. También hace referencia a que los estudiantes presentan
dificultades para comprender y aplicar este objeto matematico. Es por ello que esta
investigacion indagd de forma profunda y sistematica en esta problematica. Se asumio
como marco tedrico el enfoque Ontologico-semiédtico de la cognicion e instruccion de la
matematica (Godino, 2003), ya que éste nos proporciona herramientas para analizar los
procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica desde las dimensiones
epistemoldgica, cognitiva e instruccional, puestos en juego en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la matematica.

La metodologia de investigacion se conformé por enfoques cualitativos y cuantitativos,
pero con predominio de lo cualitativo. Se desarrollé un andlisis epistémico con el que
ademéas de profundizar en los significados institucionales de referencia (pretendidos,
implementados y evaluados) sobre la integral en una variable real, se determinaron seis
configuraciones epistémicas (Godino, 2003), significados institucionales, trayectoria
didactica, idoneidad didactica y configuracion epistémica. Este trabajo se relaciona con el
nuestro porque utilizaremos elementos tedricos similares en la construccién de esta tesis.

Una de las ventajas con que se cuenta es la amplia informacion que se ha generado debido a
que existe abundante investigacion en torno a la integral como objeto matematico. La idea
es apoyarnos en estos trabajos que por lo pronto se mencionan y otros que se iran
agregando conforme se vaya avanzando en la construccién de esta tesis. Y por supuesto que
el uso de la tecnologia es imprescindible, en nuestro caso la idea es apoyarnos en algunos
trabajos que ya han sido pioneros sobre todo en el uso de GeoGebra.

En un parrafo anterior, se menciond la importancia de dos preguntas que plantea Cantoral,
¢CUél tratamiento de la integral conviene méas a fin de favorecer el aprendizaje de los
alumnos? y ¢como articularla en propuestas didacticas? Aunque él se refiere a las tres
formas en que se conoce la integral, consideramos que un punto de partida lo expresa
Vigotsky, “El conocimiento no es un objeto que se pasa de uno a otro, sino que es algo
gue se construye por medio de operaciones y habilidades cognoscitivas que se inducen en
la interaccion social”. También expresa que una aproximaciéon cultural a la mente
comienza con el supuesto de que la accidn esta mediada, y que no puede ser separada del
medio en el que se lleva a cabo.
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Un elemento central en la teoria de Vigotsky consiste en notar que no habitamos un mundo
simplemente concreto y material, sino un mundo lleno de significados y que estos
significados pertenecen al mundo de los signos. El escribio: “junto con los fenémenos
naturales, junto con los equipos tecnoldgicos y con los articulos de consumo existe un
mundo especial, el mundo de los signos.” El signo siempre estd enmarcado en la actividad
practica del individuo, por lo que el signo se concibe como un objeto semiotico
funcionando en un medio donde las caracteristicas especificas de la actividad tienen que ser
tomadas en cuenta.

En la perspectivas de Vigotsky, el proceso mediante el cual se construyen los conceptos,
requiere de la construccion de un lenguaje especial, un lenguaje semiético. Por lo que
consideramos que éste se constituird como la piedra angular en la elaboracion de nuestra
tesis, por que precisamente se trata de buscar dar un interpretacion con elementos del EOS
a los significados personales emergentes de los respectivos sistemas de practicas que lleven
a cabo los estudiantes y de alguna manera acortar la distancia con los significados
institucionales, en nuestro caso de la integral.

Como dice Castafio J., 2006, la ensefianza integrada de diferentes sistemas conceptuales
pertenecientes a los diferentes sistemas matematicos, es una necesidad y una posibilidad
derivada de tres consideraciones complementarias formuladas desde el conocimiento
matematico, de la psicologia y de la pedagogia:

* Del caracter integrado del cuerpo de conocimientos de la (o las) matematica, (s).

* De las demandas cognitivas comunes que hace a los sujetos que aprenden la compresion
de diferentes sistemas conceptuales de los distintos subcampos de lo matematico.

* Del proceso de construccion de los sistemas conceptuales por parte de los estudiantes.

Consideraciones que justifican una educacion matematica integradora. Vision que también
se persigue alcanzar en nuestro trabajo.

3.3 ACTIVIDADES DIDACTICAS.

El uso de la tecnologia jugara un papel preponderante en el disefio y resolucion de las
actividades de la secuencia didactica porque nos permitird interaccionar entre las distintas
representaciones en el camino de resolucion de la situacion problema que se presente
potenciando el promover del uso de terminologia propia de la matematica y del analisis
matematico en los estudiantes.
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En este panorama de la situacion de como se aborda la integral en la educacion del nivel
medio y superior es donde se percibe la oportunidad de hacer investigacion en matematica
educativa, por lo pronto con la puesta en escena de las actividades de la secuencia didactica
para irlas monitoreando y posteriormente mejorando, sustentando tales actividades en el
paradigma del constructivismo pensando en darle a la matemaética una vision integradora en
donde se tome en cuenta el dominio afectivo del estudiante y ayudarle a construir su propio
conocimiento por si mismo, de manera natural. No se trata Unicamente de encontrar
relaciones entre unos contenidos sino de estructurar un curriculo, se trata de una ensefianza
que promueve que el estudiante construya y reconstruya en nuevos contenidos y con nuevas
conexiones lo que ya ha construido en conexiones anteriores en nuestro caso acerca de la
integral de una funcion.

Castafio en su exposicion en el Foro Educativo Nacional del afio 2006 menciona “la
Investigacion en Matematica Educativa reconoce que los conceptos se construyen a partir
de la coordinacion de las acciones y de la reflexion que el sujeto hace acerca de éstas y
sobre las coordinaciones mismas. Estas acciones deben ser multiples y deben aplicarse a
variados contenidos ya que esto permite tejer la red de relaciones que estructuran un
sistema de conceptos. De ahi la necesidad de un curriculo que permita enfrentar a los
alumnos a multiples y variadas experiencias, ya que esto les permitira reconocer la
estructura comdn entre ellos, al identificar lo que permanece constante e invariable a pesar
de las diferencias especificas”.

En este proceso de construccion se irdn abordando los contenidos matematicos que
intervienen en la matematizacion de éste; el area bajo la curva, la integral como una
funcién, la integral como una suma o cambio acumulado, la integral como una antiderivada,
primera version del teorema fundamental del calculo y segunda version del TFC, que daran
un matiz a cada una de las actividades didacticas segun corresponda. Consideramos
conveniente iniciar con actividades referentes al calculo de distancias recorridas ligadas al
calculo de areas, porque es mas didactico el proceso de intentar que el alumno construya la
idea de lo que es el objeto matematico “integral” y de las connotaciones que se le pueden
atribuir a través de las distintas aplicaciones que se le pueden dar en contextos diferentes,
en situaciones dentro y fuera de la matematica con el apoyo de tecnologia (Turegano 1994).
Se disefiaran las actividades de la secuencia didactica de forma que se promueva la
interaccion de los sistemas de representaciones semioticas: algebraica, grafica, tabular y
linglistica para que los estudiantes realicen transiciones entre ellas y que esto contribuya al
acercamiento entre los significados personal e institucional del objeto matematico en
cuestion.

Es por eso que el presente trabajo lleva como nombre “Actividades didacticas para la
ensefianza de la integral con apoyo en software de geometria dinamica” y se pretende
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ubicarla en el Nivel Superior, especificamente para los alumnos del Sistema de los
Institutos Tecnoldgicos de nuestro Pais.

Para describir el proceso de estudio, partimos de situaciones fundamentales que se
constituyen en un eje generador de la organizacion didactica de contenidos implicados en el
tratamiento de la integral, de lo que exponemos a continuacion un primer acercamiento.

Para ello, se pretende utilizar contextos diferentes de area, trabajo y velocidad en donde se
desarrollan ciertas actividades tendientes a problematizar al alumno para lograr llevarlo a la
significacion de la integral como area y como una suma. La idea es que pueda llegar a ser
capaz de relacionar y usar el proceso de calcular el area en otros contextos como una
operacion de suma 'y, por medio de mas actividades que se iran incorporando, se propondra
introducir la integral definida mediante situaciones problema que le sean familiares y
contribuyan a generar y enriquecer el significado del objeto matematico en cuestion.

Para eso resulta de gran importancia el uso de una diversidad de sistemas de representacion
para que el alumno pueda construir diversas formas de acercarse y de emplear la integral en
la resolucion de situaciones problema que se le presenten ya sea en otras asignaturas de su
carrera o bien de su vida profesional. Para nuestras actividades hemos tomado en cuenta los
cuestionamientos que plantea Brousseau (1980), quién destaca como centrales las preguntas
siguientes: ¢cuales son las componentes del significado que pueden deducirse del
comportamiento matematico observado en el alumno?, ;cuales son las condiciones que
conducen a la reproduccion de la conducta, teniendo la misma significacion, el mismo
significado? (p. 132). Por lo tanto nuestra proxima tarea para seguir avanzando en este
trabajo consistira en tratar de responder a los siguientes planteamientos:

(Cual es el significado institucional acerca del objeto matematico “integral” en el
ITESCA?, ;Cuél es el significado personal que los alumnos tienen acerca de la integral?,
¢Qué tanto se aproxima el objeto matematico personal de integral al institucional en los
otros contextos de las distintas carreras?, ;Qué significado matematico de las concepciones
de los alumnos podemos inferir a partir de una observacion de su conducta?, ¢Qué clase de
significado pueden construir los alumnos en el contexto de la ensefianza de las
matematicas?, ¢Cudl es la relacion entre el significado del contenido a ensefiar y el del
conocimiento matematico elegido como referencia? y (Como podemos caracterizar el
significado de los conceptos matematicos?

Los cuestionamientos que nos hemos formulado no pretenden convertirse en guias para
realizar aqui una investigacion exhaustiva, toda vez que la orientacion de nuestro trabajo de
tesis lo hemos orientado mas hacia 1o que conocemos con el nombre de “desarrollo
docente”. Sin embargo, no podemos hacer una separacion de los aspectos docentes de la
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investigacion y, necesariamente, en nuestro proyecto surgen preguntas que deben
responderse en algun sentido para formular, estructurar y evaluar de mejor manera el
impacto de la secuencia de actividades didacticas en el aprendizaje de nuestros estudiantes.
Esto es, responder estos cuestionamientos es imprescindible para que la secuencia de
actividades esté mejor estructurada.

Tomando en cuenta estas consideraciones presentamos en las lineas siguientes las doce

actividades didacticas elaboradas para la ensefianza de la integral, las cuales analizaremos a
profundidad en el apartado siguiente.

3.3.1 Actividades didacticas propuestas.
Actividad 1
« DISTANCIA RECORRIDA A VELOCIDAD CONSTANTE:

Un cuerpo se mueve con una velocidad de 3? durante un viaje de 4 segundos. ¢cudl

es la distancia total recorrida?

‘256 “1se Dse 1se 2se 3se 4se Sse. Bse 7se Bse Bse 10se
g 9 g g ;] 9 ;] ;] 9 9 9 9 g

1.1 Abre el siguiente hipervinculo Problema 1, y contesta lo que se solicita. Para hacer
manipulaciones coloca el cursor del punto azul t en t = 4 segundos.

1.2 ¢Cual es la velocidad a los 2 segundos? (Y a los 3 segundos?

1.3 ¢Qué distancia recorre el automavil en los primeros 4 segundos? ¢Por qué?
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1.4 Si la velocidad es la derivada de la posicion respecto al tiempo y como dice en el
problema es igual a 3 m/s, entonces ¢cuél funcidn se tiene que derivar para obtener este
resultado?

1.5 Con la expresion que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular la distancia que
recorre el objeto durante los primeros 4 segundos. ¢Es posible representar en la grafica este
procedimiento? ;Como?

1.6 ¢Esta representada graficamente la distancia recorrida? ;Coémo?

Actividad 2
+ DISTANCIA RECORRIDA A VELOCIDAD VARIABLE (v(t) =t).

e Un automovil se mueve con una velocidad dada por la funcién v(t) =t sobre una
carretera recta durante un viaje de 4 segundos. ¢cudl es la distancia total recorrida?

E.
Smist velacidad
“mis |
3mis |

2mis |

1mis |

r—

tiempo

'ss

Omis
-1 os 1= 25 23S

-

i
i

-1mis

1.1 Abre el siguiente hipervinculo Problema 2, y contesta lo que se solicita. Para hacer
manipulaciones coloca el cursor del punto azul t en t = 4 segundos.

1.2 ;Cual es la velocidad después de 1 segundo? (Y a los 3 segundos?

1.3 ¢ Qué distancia recorre el automdvil en los primeros 4 segundos? ;Por qué?
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1.4 Si la velocidad es la derivada de la posicion respecto al tiempo y como dice en el
problema es igual a v(t) =t m/s, entonces qué funcion se tiene que derivar para obtener ese
resultado v(t) = t?

1.5 Con la expresion que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular la distancia que
recorre el objeto durante los primeros 4 segundos. ¢Es posible representar en la gréfica este
procedimiento? ¢Como?

1.6 ¢Esta representada graficamente la distancia recorrida? ¢Cémo?

1.7 ¢Cual es la velocidad promedio del automovil después de 4 segundos? Si el automdvil
se hubiera movido a una velocidad constante igual a la velocidad promedio durante esos 4
segundos ¢qué distancia hubiera recorrido?

1.8 ;CAmo se representa en la grafica la distancia recorrida a velocidad constante (igual a la
velocidad promedio)?

NOTA: En esta situacion problema, el hecho de calcular el promedio de todas las alturas es
equivalente a calcular la velocidad media ya que nuestra funcién es precisamente la
velocidad, es decir, en este contexto, la altura significa” velocidad”.

1.9 El area “debajo” de dicha funcion: grafica comprendida entre ella, el eje ‘t’ y la recta
t = 4, es igual al area del rectangulo que tiene la misma base que el triangulo y la mitad de
su altura. Esto resulta facil de probar geométricamente. Sin embargo, en este caso la
intencion serd probar aritméeticamente que la altura promedio (que se obtiene sumando las
alturas y dividiendo entre el nimero de ellas) es igual a la mitad de la altura del triangulo
(en este caso particular, la altura promedio debera ser igual a dos, ya que la altura del
triangulo es igual a cuatro). Para llevar a cabo esta prueba contesta las siguientes
cuestiones:

1.9.1 Si dividimos el intervalo [0,4] en cuatro subintervalos iguales, ;cual es la
longitud en cada subintervalos?

1.9.2 (Cual es la maxima altura en cada uno de los cuatro subintervalos? ;Y cuél
esla minima?

1.9.3 ;Cual es el promedio de las alturas méaximas en cada uno de los cuatro
subintervalos?

1.9.4 ;Y el promedio de las minimas?

1.9.5 ¢Como es el promedio de la totalidad de alturas con respecto al promedio de
las alturas maximas calculadas en el inciso (1.8.3)? ¢Con respecto al promedio de
las alturas minimas calculadas en (1.8.4)?
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1.9.6 Si ahora dividimos el intervalo [0,4] en ocho subintervalos iguales, y
repetimos las preguntas formuladas en los incisos (1.8.2), (1.8.3), (1.8.4), (1.8.5)
para dicho intervalo, ;cuales son las respuestas?
1.9.7 ¢(Como resultdé ser el promedio de las alturas maximas calculado en 8
subintervalos con respecto al promedio calculado en 4 subintervalos? ¢Y el de las
alturas minimas?
1.9.8 Y si ahora cada uno de los 8 subintervalos lo dividimos en 2 subintervalos
iguales, ¢que pasaré con el promedio de las alturas maximas? ;Y con el promedio
de las alturas minimas?
1.9.9 ¢Qué sucede con el promedio de las alturas maximas en cada subintervalo a
medida que aumenta el ndmero de ellos? ;Y con el promedio de las alturas
minimas?
De lo hasta aqui dicho pueden establecerse algunas cuestiones:
1.9.9.1 Laaltura promedio de las alturas maximas (y minimas) es una funcion de
n, (donde n es el nimero de intervalos).
1.9.9.2 Laaltura promedio de las alturas minimas es una funcién creciente
siempre menor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.
1.9.9.3 Laaltura promedio de las alturas maximas es una funcion decreciente
siempre mayor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.
1.10 Con base a estas conclusiones, ;como puede definirse la altura promedio de la
totalidad de las alturas?
1.10.1 Determina las funciones ‘altura promedio’ (tanto de las alturas maximas
como de las minimas) como una funcion de n.
1.10.2 A partir de la definicion establecida para “altura promedio de la totalidad
de las alturas”, calcula su valor en este caso. ;Coincide con la que habias
calculado geométricamente?

Actividad 3
* DISTANCIA RECORRIDA A VELOCIDAD VARIABLE (v(t) = tz):

Un automévil se desplaza con una velocidad dada por la funcién v(t) = t2. Determinar
el cambio de la velocidad entre los 2 y los 5 segundos.
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velocidad
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1.1 Abre el siguiente hipervinculo Problema 3, y contesta lo que se solicita. Para hacer
manipulaciones coloca el cursor del punto azul t en t = 2 segundos.

1.2 ;Cual es la velocidad después de 1 segundo? ¢Y a los 2 segundos?
1.3 ¢ Qué distancia recorre el automdvil en los primeros 2 segundos? ¢Por qué?

1.4 Si la velocidad es la derivada de la posicion respecto al tiempo y como dice en el
problema es v(t) = t* m/s, entonces ;qué funcion se tiene que derivar para obtener ese
resultado v(t) = t°?

1.5 Con la expresion que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular la distancia que
recorre el objeto durante los primeros 2 segundos. ¢Es posible representar en la grafica este
procedimiento? ;Como?

1.6 ¢Esta representada graficamente la distancia recorrida? ¢Cémo?

1.7 ¢Cudl es la velocidad promedio del automdvil después de 2 segundos? Si el automovil
se hubiera movido a una velocidad constante igual a la velocidad promedio durante esos 2
segundos ¢qué distancia hubiera recorrido?

1.8 ;Como se representa en la grafica la distancia recorrida a velocidad constante (igual a la
velocidad promedio)?
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En esta situacion problema, el hecho de calcular el promedio de todas las alturas es
equivalente a calcular la velocidad media ya que nuestra funcion es precisamente la
velocidad, es decir, en este contexto, la altura significa” velocidad”.

1.9 El area “debajo” de dicha funcion: grafica comprendida entre ella, el eje ‘t’ y la recta
t = 4, es igual al area del rectangulo que tiene la misma base que esta regién y altura la
velocidad promedio o sea el promedio de las alturas. Para determinar dicho promedio
contesta las siguientes cuestiones:

1.9.1 Si dividimos el intervalo [0,2] en cuatro subintervalos iguales, ;cual es la
longitud en cada subintervalos?

1.9.2 (Cual es la maxima altura en cada uno de los cuatro subintervalos? ;Y cual
esla minima?

1.9.3 (Cual es el promedio de las alturas maximas en cada uno de los cuatro
subintervalos?

1.9.4 ;Y el promedio de las minimas?

1.9.5 ¢Como es el promedio de la totalidad de alturas con respecto al promedio de
las alturas maximas calculadas en el inciso (1.8.3)? ¢Con respecto al promedio de
las alturas minimas calculadas en (1.8.4)?

1.9.6 Si ahora dividimos el intervalo [0,2] en ocho subintervalos iguales, y
repetimos las preguntas formuladas en los incisos (1.8.2), (1.8.3), (1.8.4), (1.8.5)
para dicho intervalo, ¢cuales son las respuestas?

1.9.7 ¢Como resulté ser el promedio de las alturas maximas calculado en 8
subintervalos con respecto al promedio calculado en 4 subintervalos? ¢Y el de las
alturas minimas?

1.9.8 Y si ahora cada uno de los 8 subintervalos lo dividimos en 2 subintervalos
iguales,

1.9.9 ¢qué pasara con el promedio de las alturas maximas? ;Y con el promedio de
las alturas minimas?

1.9.10 ¢Qué sucede con el promedio de las alturas maximas en cada subintervalo a
medida que aumenta el ndmero de ellos? ;Y con el promedio de las alturas
minimas?

De lo hasta aqui dicho pueden establecerse algunas cuestiones:

1.9.10.1 La altura promedio de las alturas maximas (y minimas) es una funcion de

n, (donde n es el nimero de intervalos).

1.9.10.2 La altura promedio de las alturas minimas es una funcion creciente siempre
menor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.

1.9.10. La altura promedio de las alturas méximas es una funcion decreciente
siempre mayor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.
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1.9 Con base a estas conclusiones, ¢como puede definirse la altura promedio de la totalidad
de las alturas?
1.10.1 Determina las funciones ‘altura promedio’ (tanto de las alturas méaximas
como de las minimas) como una funcion de n.
1.10.2 A partir de la definicion establecida para “altura promedio de la totalidad de
las alturas™, calcula su valor en este caso. ¢Coincide con la que habias calculado
geométricamente?

Actividad 4

«  VELOCIDAD DADA LA ACELERACION:

Un automavil se desplaza con una aceleracion dada por la funcién a(t) = t%. Determinar
el cambio de la velocidad entre los 2 y los 5 segundos.

10m/sh2 |
am/sh2 |
6m/s"2 |
4mish2 |
2mis”2 |

AD tiempo
Os 1s 2s 3s 4s 5s

1.1 Abre el siguiente vinculo Problema 4 y contesta lo que se solicita.

1.2 ¢Cuél es la aceleracion a los 2 segundos? ¢Y a los 3 segundos?
1.3 ¢Con qué velocidad se desplaza el automovil en los primeros 4 segundos? ¢Por qué?

1.4 Si la aceleracion es la derivada de la velocidad respecto al tiempo y como dice en el
problema es igual a a(t) = t* m/s, entonces qué funcién se tiene que derivar para
obtener ese resultado a(t) = t*?
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Capitulo Tres La Propuesta Didactica

3.3 Actividades Didacticas

1.5 Con la expresion que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular la velocidad que
lleva el objeto a los 2 segundos. ¢(Es posible representar en la gréfica este

procedimiento? ¢Como?

1.6 (Esta representada graficamente la velocidad con que se estda moviendo el objeto?

;Como?

1.7 Ahora Dada la curva a(t) = t? en el intervalo [0,2], calcula la altura promedio de las
alturas de los puntos de las curvas en los siguientes casos:

1.7.1 Tomando las alturas méaximas de cuatro subintervalos iguales.
1.7.2 Tomando las alturas minimas de cuatro subintervalos iguales.
1.7.3 Tomando las alturas maximas de ocho subintervalos iguales.
1.7.4 Tomando las alturas minimas de ocho subintervalos iguales.

1.7.5 Tomando las alturas maximas de n subintervalos iguales.
1.7.6 Tomando las alturas minimas de n subintervalos iguales.

1.7.7 Tomando la totalidad de las alturas.

1.8 Determinar el cambio de la velocidad entre los cero y los 2 segundos.

Actividad 5

« TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA CONSTANTE:

Una caja que tiene un peso F de 20N, tiene un movimiento en caida libre desde una
altura y de 32m. Suponiendo que inicia su caida a partir del reposo, deseamos

determinar el trabajo total realizado por la fuerza de gravedad sobre la caja.

14N A

12N 4

Fuerza

8N A

6N A

EINE

2N A

ON

distancia

~

f[m . —2-m .

2N 1

om

" 3m

"5m 7m 9m 411m 13m 15m 17m 19
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1.1 Abre el siguiente vinculo Problema 5 y contesta lo que se solicita.

1.2 ;Cuél es la fuerza de gravedad cuando a partir de su posicion inicial ha descendido 2
metros? ¢y cuando ha descendido 3 metros?

1.3 ¢Que trabajo realiza la fuerza cuando la caja desciende en los primeros 4 metros? ¢Por
qué?

1.4 Si la fuerza es la derivada del trabajo T respecto a la distancia recorrida x, y como dice
en el problema es igual a 10 N, entonces ¢qué funcidn se tiene que derivar para obtener este
resultado?

1.5 Con la expresion que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular el trabajo que
realiza la fuerza cuando la caja desciende en los primeros 4 metros.

1.6 ¢Esta representado graficamente el trabajo realizado? ;Cémo?

1.7 ¢Cuanto cambia el trabajo realizado cuando el cuerpo desciende de 3 a 8 metros?

Actividad 6

+ TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA VARIABLE:
Calcular el trabajo que se necesita hacer para estirar un resorte medio metro hacia la
derecha a partir de su posicion de equilibrio sabiendo que cuando el resorte se estira

0.1m a la derecha se ejerce una fuerza F de 5N. En donde F=KXx siendo K la constante
de elasticidad del resorte y x su alargamiento.

Fuerza wvariable

o = estiramiento

—o.2m (o] ] o.2m O.4m 0.6m o.8m il
SN _
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1.1 ;Cual es el valor de la constante K del resorte?
1.2 ¢ Cual es la fuerza que estira al resorte una longitud de 0.2m? ;Y para 0.4m?

1.3 Si la fuerza es la derivada del trabajo respecto a la distancia recorrida y como dice en el
problema es igual a Kx Newtons, entonces, ¢qué funcién se tiene que derivar para obtener
este resultado?

1.4 Con la expresion que obtuviste en el inciso anterior, calcula el trabajo que realiza la
fuerza sobre el objeto cuando este se estira 0.4m. ¢Es posible representar en la grafica este
procedimiento? ¢ COmMo?

1.5 ¢ Esta representado graficamente dicho trabajo? ;Como?

1.6 ¢Cuadl es la fuerza promedio que estira el resorte después de 0.4 metros? Si el resorte se
hubiera estirado con una fuerza constante igual a la fuerza promedio durante esos 0.4
metros, ¢qué distancia hubiera recorrido?

1.7 ;Como se representa en la gréfica el trabajo realizado en el resorte por la fuerza
constante (igual a la fuerza promedio)?

En esta situacién problema, el hecho de calcular el promedio de todas las alturas es
equivalente a calcular la fuerza media ya que nuestra funcion es precisamente la fuerza, es
decir, en este contexto, la altura significa” fuerza”.

El area debajo de la funcion f(x) = F = KXx, grafica comprendida entre ella, el eje
‘estiramiento x’ Y la recta x = 0.4, es igual al area del rectangulo que tiene la misma base
que el triangulo y la mitad de su altura. Esto resulta facil de probar geométricamente. Sin
embargo, en este caso la intencion sera probar aritméticamente que la altura promedio (que
se obtiene sumando las alturas y dividiendo entre el nimero de ellas) es igual a la mitad de
la altura del tridngulo (en este caso particular, la altura promedio debera ser igual a diez, ya
que la altura del triangulo es igual a veinte). Para llevar a cabo esta prueba contesta las
siguientes cuestiones:

1.7.1 Sidividimos el intervalo [0,4] en cuatro subintervalos iguales, ¢cual es la longitud
en cada subintervalos?

1.7.2 ;Cudl es la maxima altura en cada uno de los cuatro subintervalos? ;Y cuél es la
minima?

1.7.3 ¢Cuél es el promedio de las alturas méximas en cada uno de los cuatro
subintervalos?

1.7.4 ;Y el promedio de las minimas?

1.7.5 ¢Cbomo es el promedio de la totalidad de alturas con respecto al promedio de las
alturas maximas calculadas en el inciso (1.7.3)? ¢Con respecto al promedio de las

alturas minimas calculadas en (1.7.4)?
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1.7.6  Si ahora dividimos el intervalo [0,4] en ocho subintervalos iguales, y repetimos
las preguntas formuladas en los incisos (1.7.2), (1.7.3), (1.7.4), (1.7.5) para dicho
intervalo, ¢cuales son las respuestas?

1.7.7 ¢Como result6 ser el promedio de las alturas maximas calculado en 8
subintervalos con respecto al promedio calculado en 4 subintervalos? ;Y el de las
alturas minimas?

1.7.8 Y si ahora cada uno de los 8 subintervalos lo dividimos en 2 subintervalos iguales,
¢qué pasara con el promedio de las alturas maximas? ;Y con el promedio de las
alturas minimas?

1.7.9 ¢Que sucede con el promedio de las alturas méximas en cada subintervalo a
medida que aumenta el nimero de ellos? ;Y con el promedio de las alturas
minimas?

De lo hasta aqui dicho pueden establecerse algunas cuestiones:

1.7.9.1 La altura promedio de las alturas méximas (y minimas) es una funcion
de n, (donde n es el nimero de intervalos)

1.7.9.2La altura promedio de las alturas minimas es una funcion creciente
siempre menor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.

1.7.9.3 La altura promedio de las alturas maximas es una funcion decreciente
siempre mayor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.

1.8 Con base a estas conclusiones, ;como puede definirse la altura promedio de la totalidad
de las alturas?

1.8.1 Determina las funciones ‘altura promedio’ (tanto de las alturas maximas como
de las minimas) como una funcion de n.

1.8.2 A partir de la definicion establecida para ‘altura promedio de la totalidad de las alturas’,
calcula su valor en este caso. ¢ Coincide con la que habias calculado geométricamente?

1.9 Abre el siguiente hipervinculo Problema 6, y comprueba lo que has contestado
colocando el cursor del punto azul en x=0.4 segundos. ¢Qué concluyes respecto a tus
respuestas?

Actividad 7
+ TRABAJO REALIZADO PARA VACIAR EL FLUIDO DE UN TANQUE:

Un recipiente esférico de 2m de radio est4 lleno hasta la mitad de un liquido con
densidad de masa constante e igual a p=1200 % .Se desea desalojar el liquido por un

hoyo que se encuentra en la parte superior del recipiente. ¢Cuanto trabajo se necesita
desarrollar para realizar esta tarea de desalojo?
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Para calcular el trabajo realizado por una bomba para vaciar un recipiente de un fluido, es
necesario considerar un diferencial de volumen sumergido a una distancia “y” del fondo del
recipiente, asi como la presion que soporta debido al peso del agua que le afecta. En este
sentido contesta las siguientes preguntas.

1.

Si p = masa/volumen, o bien dm/dv, escribe una expresion para un diferencial de masa;
dm =

Escribe una expresion para un diferencial horizontal en forma de disco de volumen del
fluido que esté en funcién de y; dv = :

Sabiendo que el peso del fluido es el producto de la masa por la gravedad, entonces el
peso del diferencial de volumen es dF =
Como el trabajo es el producto de la fuerza por el desplazamlento que tiene el fluido,
entonces el diferencial de trabajo es dT =
Escribe una expresion para representar a la suma de diferenciales dT desde y = 0 hasta
y =4,

Resuelve la expresion anterior y determina la cantidad total de trabajo que se realiza
para extraer todo el fluido por la parte superior del tanque.

¢Existe otra forma para obtener la expresion de la actividad 5?

Abre el siguiente hipervinculo Problema 7 y comprueba lo que has contestado
colocando el cursor del punto azul. ;Qué concluyes respecto a tus respuestas?
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Actividad 8

FUERZA PRODUCIDA POR UN FLUIDO CONFINADO SOBRE UNA DE LAS
PAREDES DEL RECIPIENTE QUE LO CONTIENE:

Suponiendo que una cortina vertical de una presa, llena a su maxima capacidad, tiene

forma rectangular con una altura de 6m y un ancho de 8m, obtener la fuerza total que
ejerce el agua contra la cortina.

/

Para calcular la fuerza total sobre la pared causada dentro de un recipiente de un fluido, es
necesario considerar un diferencial de area horizontal de la pared sumergido a una distancia
“y” del fondo del recipiente, asi como la presién que soporta debido al peso del agua que le
afecta. En este sentido contesta las siguientes preguntas.

1.

Si P = fuerza/area, o bien dF/dA, escribe una expresion para un diferencial de fuerza;
dF =

Escribe una expresion para un diferencial horizontal en forma de rectangulo de area de
la pared que esté en funcion de y; dA =

Sabiendo que la presion dentro del fluido es el producto de la densidad por la gravedad
por la profundidad 6-y, entonces el diferencial de fuerza es dF =
Escribe una expresion para representar a la suma de diferenciales dF desde y = O hasta
y = 6.

Resuelve la expresion anterior y determina la fuerza total que soporta la pared del
recipiente.

¢Existe otra forma para obtener la expresion de la actividad 5?

Abre el siguiente hipervinculo Problema 8.b, y comprueba lo que has contestado
colocando el cursor del punto azul . ;Qué concluyes respecto a tus respuestas?
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Actividad 9

LONGITUD DE ARCO UNA CURVA:

Un cable eléctrico cuelga entre dos torres que estan a 200 pies de distancia. El cable

£

toma la forma de una catenaria cuya ecuacion es y = 75 (EE + g0 ) = 150::9.-;&1?—&

.Encontrar la longitud de arco del cable entre las dos torres.

250m + altura

200m -

10.

-50m

Determina la derivada de y con respecto a x.

Determina una expresion para el cuadrado de la derivada que obtuviste en el paso
anterior.

Sabiendo que la derivada de la longitud de la curva respecto a la distancia x es
dL dy\? _ _ _ L

Pl 1+ (E) , escribe su equivalencia para esta situacion problema.

¢Seré posible determinar visualmente de qué funcion resulta esta derivada? ;Cémo?
Con ayuda de un software, por ejemplo el GeoGebra, traza la grafica de la funcion
derivada. Representa en ella un diferencial de &rea. Este diferencial representa al
diferencial de longitud.

Escribe una expresion para el diferencial de Longitud a partir de su derivada (ver
instruccion 3); dL =

Escribe una expresion para representar a la suma de diferenciales dL desde x = -100
hasta x = 100.

Resuelve la expresion anterior. ¢Qué representa este resultado?

¢Existe otra forma para obtener la expresion de la actividad 6?

Abre el siguiente hipervinculo Problema 9 , y comprueba lo que has contestado
colocando el cursor del punto azul. ;Qué concluyes respecto a tus respuestas?
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Actividad 10

«  AREA ENTRE CURVAS QUE SE INTERSECAN:

Encontrar el 4rea de la region comprendida entre las gréficas de f(x)=2 — x?, g(x) = x y
el Ejey.

1.1  Determina una expresion que permita calcular la altura desde un punto de la
recta hacia un punto de la curva dentro del intervalo x = 0 hasta x = 1.

1.2 Silaexpresion obtenida es una funcion derivada, entonces de que funcion
proviene esta derivada?

1.3 Encuentra cuanto cambia el valor de ésta funcion desde x = 0 hasta x = 1. ¢(Esta
representada en la gréafica dicho valor? ; Cémo?

1.4  El area de laregion que se quiere determinar, es igual al area del rectangulo que tiene
la misma base que esta region y altura la funcion promedio o sea el promedio de las alturas.
Para determinar dicho promedio contesta las siguientes cuestiones:
1.4.1 Sidividimos el intervalo [0,1] en cuatro subintervalos iguales, ¢cual es la longitud
en cada subintervalo?

1.4.2 ¢Cual es la maxima altura en cada uno de los cuatro subintervalos?
¢Y cual es la minima?
1.4.3 ¢Cudl es el promedio de las alturas mé&ximas en cada uno de los cuatro
subintervalos?
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1.4.4 ¢ Y el promedio de las minimas?

1.4.5 ¢Como es el promedio de la totalidad de alturas con respecto al promedio de las
alturas maximas calculadas en el inciso (1.4.3)? ¢Con respecto al promedio de las alturas
minimas calculadas en (1.4.4)?

146 Si ahora dividimos el intervalo [0,1] en ocho subintervalos iguales, vy
repetimos las preguntas formuladas en los incisos (1.4.2), (1.4.3), (1.4.4), (1.4.5) para
dicho intervalo, ¢cuales son las respuestas?

1.4.7  ¢Como resulto ser el promedio de las alturas méaximas calculado en 8 subintervalos
con respecto al promedio calculado en 4 subintervalos? ¢ Y el de las alturas minimas?

1.4.8 Y si ahora cada uno de los 8 subintervalos lo dividimos en 2
subintervalos iguales, ;qué pasarda con el promedio de las alturas maximas? ;Y con el
promedio de las alturas minimas?

1.4.9 ¢Qué sucede con el promedio de las alturas maximas en cada
subintervalo a medida que aumenta el nimero de ellos? ¢Y con el promedio de las alturas
minimas?

De lo hasta aqui dicho pueden establecerse algunas cuestiones:

1.49.1 La altura promedio de las alturas maximas (y minimas) es una funcién de n, (donde n
es el nimero de intervalos).

14.9.2 La altura promedio de las alturas minimas es una funcion creciente
siempre menor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.

1.4.9.3 La altura promedio de las alturas méaximas es una funcion  decreciente
siempre mayor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.

1.5 Con base a estas conclusiones, ;como puede definirse la altura promedio de la
totalidad de las alturas?

1.5.1 Determina las funciones ‘altura promedio’ (tanto de las alturas méximas
como de las minimas) como una funcién de n.
1.5.2 A partir de la definicion establecida para “altura promedio de la totalidad de las

alturas”, calcula su valor en este caso. ;Coincide con la que habias calculado
geométricamente?

1.6 Abre el siguiente hipervinculo Problema 10, y comprueba lo que has contestado
colocando el cursor del punto azul en x=1. ; Qué concluyes respecto a tus respuestas?

Actividad 11
« VOLUMEN DEUN SOLIDO DE REVOLUCION:

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la region acotada por las gréficas de:
y=x*+1, x=0, y x=1
alrededor del Ejey.
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10 Mueve el punto E para girar la parabola
=
L
O’ ‘s‘
E
o) 4 = 2 4 & = 10 12 14
\‘ "
~ u -
-~ -~y -2 - -
- - - =

. . - L. d
1.1 Sabiendo que la derivada del volumen del sélido de revolucion es EV = 2nxf(x),

traza su grafica y determina una expresion para el diferencial de volumen dV.

1.2 Escribe una expresion para representar el cambio de volumen del solido de revolucion
desde x = 0 hasta x = 1. ¢ Est4 representada en la gréafica dicho valor? ;Cémo?.

1.3 EIl &rea de la region que se quiere determinar en la gréafica significa el volumen del
solido de revolucion y es igual al area del rectangulo que tiene la misma base que esta
region y altura la funcién promedio obtenida en el paso (1.1) o sea el promedio de las
alturas. Para determinar dicho promedio contesta las siguientes cuestiones:

1.3.1 Sidividimos el intervalo [0,1] en cuatro subintervalos iguales, ;cual es la longitud
en cada subintervalo?

1.3.2 ¢Cual es la maxima altura en cada uno de los cuatro subintervalos? Y cuél es la
minima?

1.3.3 ¢Cudl es el promedio de las alturas mé&ximas en cada uno de los cuatro
subintervalos?

1.3.4 ;Y el promedio de las minimas?

1.3.5 ¢Como es el promedio de la totalidad de alturas con respecto al promedio de las
alturas maximas calculadas en el inciso (1.4.3)? ;Con respecto al promedio de las
alturas minimas calculadas en (1.4.4)?
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1.3.6  Si ahora dividimos el intervalo [0,1] en ocho subintervalos iguales, y repetimos
las preguntas formuladas en los incisos (1.4.2), (1.4.3), (1.4.4), (1.4.5) para dicho intervalo,
¢cudles son las respuestas?

1.3.7  ¢Como resultd ser el promedio de las alturas maximas calculado en 8 subintervalos
con respecto al promedio calculado en 4 subintervalos? ;Y el de las alturas minimas?

1.3.8 Y si ahora cada uno de los 8 subintervalos lo dividimos en 2
subintervalos iguales, ¢qué pasara con el promedio de las alturas maximas? ;Y con el
promedio de las alturas minimas?

1.3.9 ¢Qué sucede con el promedio de las alturas maximas en cada
subintervalo a medida que aumenta el nimero de ellos? ¢Y con el promedio de las alturas
minimas?

De lo hasta aqui dicho pueden establecerse algunas cuestiones:

1.3.9.1 La altura promedio de las alturas maximas (y minimas) es una funcion de
n, (donde n es el nimero de intervalos).

1.39.2 La altura promedio de las alturas minimas es una funcion creciente
siempre menor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.

1.3.9.3 La altura promedio de las alturas méaximas es una funcion decreciente
siempre mayor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.

1.4 Con base a estas conclusiones, ;como puede definirse la altura promedio de la totalidad de las
alturas?

1.4.1 Determina las funciones ‘altura promedio’ (tanto de las alturas méximas
como de las minimas) como una funcién de n.
1.4.2 A partir de la definicion establecida para “altura promedio de la totalidad de las

alturas”, calcula su valor en este caso. ;Coincide con la que habias calculado
geométricamente y con la que obtuviste en el paso 1.2?

1.5 Abre el siguiente hipervinculo Problema 11, y comprueba lo que has contestado
colocando el cursor del punto azul en x=1. ; Qué concluyes respecto a tus respuestas?

Actividad 12

« CENTRO DE MASA DE UNA REGION PLANA:

Encontrar el centroide de la regién acotada por las graficas de f(x) =4 — x*y g(x) = x
+ 2.

Encontrar el volumen del solido formado al girar la region acotada por las gréaficas de :

y=x+1x=0 vy x=1

alrededor del Eje y.
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El teorema de Pappus establece la siguientes expresiones que permiten calcular las
coordenadas del centro de masa (X, y) de una region plana, y que relaciona el volumen del
solido de revolucion que esta region genera al rotarse en torno a los ejes x e y con su
respectiva area.

\% por cortezas — 2n A X \Y por discos — 2m A Yy

PARA RESOLVER ESTA SITUACION PROBLEMA CONTESTA LO SIGUIENTE:

1.

2.

Observa la grafica de las funciones f(x) y g(x).

Encuentra una expresion que represente la funcién altura desde un punto en la
recta g(x) hasta un punto en la curva f(x) para un mismo valor de x.

Si esta expresion representa una derivada, entonces de que funcion proviene esta
derivada?

¢Esta representada esta funcion en la grafica que trazaste? ;como? ;Cuanto
cambia su valor desde x = 0 hasta x = 1?

Encuentra la funcién altura promedio siguiendo la metodologia citada en las
actividades anteriores y determina el valor del area bajo la curva obteniendo el
area equivalente del rectangulo con altura la funcién promedio y base desde x =
0 hasta x = 1. Apdyate en el software de GeoGebra Problema 12 para lograr lo
anterior. Compara tu resultado con obtenido en el paso (4). ;Qué concluyes?

Encuentra el volumen por el método de cortezas siguiendo los pasos de la
actividad 11. Apdyate en el software de GeoGebra  Problema 12a.
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Para calcular el volumen por el método de discos realiza lo siguiente:

7. Sabiendo que la derivada del volumen de un disco de radio y espesor no

d >
constantes esta dada por é = nt[f(x)]* — m[g(x)]?, encuentra su expresion

y traza la gréfica de ésta. ¢de qué otra expresion proviene esta derivada?

8. ¢Esta representada esta funcién en la gréafica que trazaste? ;cémo? ¢Cuanto
cambia su valor desde x = 0 hasta x = 1?

9. Encuentra la funcion altura promedio siguiendo la metodologia citada en las
actividades anteriores y determina el valor del area bajo la curva obteniendo el
area equivalente del rectangulo con altura la funcion promedio y base desde x =
0 hasta x = 1. (Qué representa ésta area? Apdyate en el software de GeoGebra
Problema 12b para lograr lo anterior. ;Qué representa ésta area?; Compara tu
resultado con el obtenido en el paso (8). ¢Qué concluyes?

10. Utilizando las expresiones del Teorema de Pappus citadas al inicio de esta
actividad, ¢Cudles son las coordenadas del centro de masa (x, y)?; Ubica este
punto en la grafica que trazaste en el paso (1). ;Qué concluyes?

3.4 ANALISIS DE TRAYECTORIAS E INTERACCIONES DIDACTICAS

El siguiente nivel de analisis para procesos de instruccion que haremos, siguiendo los
lineamientos de nuestro marco tedrico, consiste en el analisis de trayectorias e interacciones
didacticas. Considerando que un proceso de instruccion comprende distintas dimensiones,
las cuales estan interconectadas entre si: epistémica (significados institucionales), docente
(funciones del profesor), discente (funciones de los alumnos), mediacional (recursos
materiales y temporales), cognitiva (significados personales), emocional (sentimientos y
afectos), estas dimensiones pueden modelarse como un proceso estocéstico, de manera que,
en cada realizacion del proceso de instruccion se produce una serie de estados posibles, es
decir, se produce una trayectoria muestral del proceso, que describe la secuencia particular
de funciones o componentes que han tenido lugar a lo largo del tiempo. (Godino, 2006).

De acuerdo al EOS se distinguen seis tipos de procesos y trayectorias muestrales:

1. Trayectoria Epistémica: es la distribucién a lo largo del tiempo de la ensefianza de los
componentes del significado institucional implementado. Donde los componentes
(problemas, acciones, lenguaje, definiciones, propiedades, argumentos) se van sucediendo
en un cierto orden en el proceso de instruccion.
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2. Trayectoria Docente: es la distribucién de las tareas y acciones del profesor a lo largo del
proceso de instruccion.

3. Trayectorias Discentes: es la distribucion de las acciones desempefiadas por los
estudiantes (una para cada estudiante).

4. Trayectoria Mediacional: es la representacion de la distribucion de los elementos o
recursos temporales y tecnolégicos utilizados (libros, apuntes, objetos para manipular,
software, etc.).

5. Trayectorias Cognitivas: son aquéllas que producen los significados personales de los
estudiantes.

6. Trayectorias Emocionales: es la distribucion a lo largo del tiempo de los estados
emocionales (actitudes, valores, afectos y sentimientos) de cada estudiante con relacion a
los objetos matematicos y al proceso de estudio seguido.

Cada trayectoria es la realizacion de un proceso estocastico, ya que el proceso de
instruccion posee caracteristicas no deterministas, debido a que siempre estan presentes
elementos aleatorios que pueden producir cambios a cada trayectoria, de acuerdo a la
necesidad de hacer adaptaciones a las caracteristicas y requerimientos propios de los
estudiantes.

El tercer nivel de andlisis se da a partir de las hojas de trabajo de las actividades didacticas
cuya finalidad es la de describir la secuencia de interacciones didacticas que se espera se
presenten a lo largo del proceso de instruccion como un andlisis del sistema de practicas
que se desea implementar.

Se pretende entonces elaborar las trayectorias epistémica, la docente y la discente de
acuerdo a la distribucion en el tiempo que tendrén los objetos matematicos involucrados
con el calculo integral desde el punto de vista de sus significados institucionales y
funciones semioticas, de los sistemas de practicas que realiza el profesor facilitador y de las
acciones que realizan los estudiantes.
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3.4.1 Trayectoria Epistémica

En este nivel de andlisis se describe el modo en que los objetos matematicos se conectan
entre si en un orden especifico durante el desarrollo de las actividades, esto con el fin de
comprender de mejor manera lo que sucede dentro del aula en el proceso de instruccion.

Para el analisis epistémico se elaboraré una tabla donde se resumen las tareas planteadas en
el disefio didactico. En dicha tabla se recurre a las nociones de configuracion epistémica,
trayectoria epistémica y a los estados potenciales. La configuracion epistémica es el
sistema de objetos y de funciones semioticas entre los objetos relacionados con la
resolucion de situaciones problémicas. La trayectoria epistémica consiste en la distribucion
a lo largo del tiempo de los objetos matematicos y sus funciones semioticas que se espera
sucedan en un cierto orden durante su proceso de instruccion, lo que permitiria caracterizar
el significado institucional pretendido. En este caso la configuracion epistémica seria un
elemento de la trayectoria epistémica, y de aqui que el analisis epistémico consista en la
caracterizacion de las configuraciones epistémicas.

En la tabla descrita se mencionan las unidades naturales, las cuales se relacionan con cada
situacion problémica, asi como las unidades epistémicas, referidas a las unidades
elementales presentadas ordenadamente a lo largo de toda la trayectoria. También en la
tabla se identifican los estados potenciales sucesivos de la trayectoria, los cuales estan
relacionados con los objetos primarios que constituyen un sistema de practicas: situaciones,
acciones, lenguaje, conceptos, proposiciones y argumentos. Entonces se cuenta con los
siguientes seis estados potenciales:

1. Situacional: se enuncia un ejemplo de un cierto tipo de problemas.

2. Actuativo: se aborda el desarrollo de una cierta forma de resolver los problemas.

3. Lingtiistico: se introducen representaciones graficas, tablas, expresiones verbales,
notaciones, etc.

4. Conceptual: se formulan o interpretan definiciones de los objetos matematicos
que se ponen en juego.

5. Proposicional: se enuncian e interpretan propiedades o atributos de los objetos
matematicos que se ponen en juego.

6. Argumentativo: se justifican o explican las acciones adoptadas o las propiedades
enunciadas.
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Estos estados se suceden a lo largo del proceso de instruccion relativo al estudio de un
cierto tema. El analisis de la trayectoria epistémica de un proceso instruccion permitira
caracterizar el significado efectivamente implementado.

A continuacidn se presenta la trayectoria epistémica elaborada a partir de las actividades
consideradas en el desarrollo de la secuencia didactica.

Trayectoria epistémica de las actividades didacticas de nuestra propuesta

Unidad
Natural

Configuracion
Epistémica

Unidad
Epistémica

Descripcion

Estado

1

CE-1

1

Encontrar la distancia recorrida
por un objeto durante un
intervalo de tiempo cuando su
velocidad es constante e
interpretar a ésta como la
grafica del area bajo la curva y
como la funcién antiderivada.

Situacional

Preguntar el valor de la
velocidad.

Linguistica

Determinacién de la distancia
recorrida.

Actuativo

Visualizar la representacion del
area en la grafica como la
distancia recorrida por el movil
durante un intervalo de tiempo.

Linguistica

Con la ayuda de GeoGebra,
hacer simulaciones del
movimiento de  velocidad
constante para analizarlo, vy
manipular  variables  para
observar los efectos que esto
tiene.

Actuativo

Interpretar la representacion
del area en la grafica como
parte del resultado de wun
proceso de antiderivacion.

Actuativo

CE-2

Encontrar la distancia recorrida
por un objeto durante un
intervalo de tiempo cuando su

Situacional
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velocidad no es constante e
interpretar a ésta como la
grafica del area bajo la curva
de la funcion identidad y como
la funcién antiderivada.

8 Preguntar el valor de la | Linguistica
velocidad.

9 Determinacion de la distancia | Actuativo
recorrida.

10 Validar el célculo anterior Argumentativo

11 Calcular el area aproximada | Actuativo

bajo la curva dividiendo a ésta
en subintervalos y obteniendo
la altura promedio de la
totalidad de los subintervalos,
multiplicar a ésta por el
intervalo de tiempo.

12 Definir altura promedio Proposicional

13 Determinar ~ funcion altura | Actuativo
promedio

14 Calcular la altura promedio | Actuativo
utilizando la funcién obtenida

15 Comparar Linguistica

16 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativo

hacer simulaciones cambiando
el numero de subintervalos
para analizar 'y manipular las
alturas mayores y menores y
observar los efectos que esto
tiene en su promedio y en él
calculo del area.

17 Interpretar la representacion | Actuativo
del area en la grafica como
parte del resultado de wun
proceso de antiderivacion.

3 CE-3 18 Encontrar la velocidad durante | Situacional
un intervalo de tiempo cuando
su aceleracion no es constante
e interpretar a ésta como la
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grafica del area bajo la curva
de la funcion cuadratica
aceleracién y como la funcion
antiderivada.

19

Preguntar el valor de la
aceleracion.

Linguistica

20

Determinacion de la velocidad
que lleva el cuerpo en
movimiento.

Actuativo

21

Preguntar si la velocidad esta
representada en la grafica de la
aceleracion vs tiempo

Linguistica

22

Calcular el area aproximada
bajo la curva dividiendo a ésta
en subintervalos y obteniendo
la altura promedio de la
totalidad de los subintervalos,
multiplicar a ésta por el
intervalo de tiempo.

Actuativo

23

Con la ayuda de GeoGebra,
hacer simulaciones cambiando
el numero de subintervalos
para analizar 'y manipular las
alturas mayores y menores y
observar los efectos que esto
tiene en su promedio y en él
calculo del &rea.

Actuativo

24

Interpretar la representacion
del area en la grafica como
parte del resultado de wun
proceso de antiderivacion
equivalente a obtener el
cambio de la velocidad durante
un intervalo.

Actuativo

4 CE-4

25

Encontrar el trabajo total
realizado por el peso de un
cuerpo cuando este desciende
en un movimiento de caida
libre desde cierta altura e

Situacional
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interpretar a éste como la
grafica del area bajo la curva y
como la funcion antiderivada
de la funcion fuerza constante.

26 Preguntar el valor de la fuerza. | Linguistica

27 Determinacion  del  trabajo | Actuativo
realizado por la fuerza
constante en un intervalo de
caida libre.

28 Preguntar si el trabajo estd | Linguistica
representado en la gréafica de la
fuerza vs desplazamiento.

29 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativo
hacer simulaciones de
movimiento para analizarlo, y
manipular  variables  para
observar los efectos que esto
tiene en el trabajo que se
realiza.

30 Interpretar la representacion | Actuativo
del area en la gréafica como
parte del resultado de wun
proceso de antiderivacion
equivalente a obtener el
cambio del trabajo realizado
por una fuerza constante
durante  un intervalo de
distancia recorrida.

31 Obtener una expresion como | Linguistica
resultado de la unidad
epistémica anterior

32 Validar Argumentativo.

5 CE-5 33 Encontrar el trabajo total | Situacional
realizado por una fuerza
variable F, en el caso de estirar
un resorte previo calculo de su
constante de elasticidad K,
donde F = Kx

34 Calcular la constante de | Actuativo
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elasticidad.

35 Preguntar por el valor de la | Linguistica
fuerza que es necesario para
aplicar para estirar el resorte
cierta longitud.

36 Determinacion  del  trabajo | Actuativo
realizado por la fuerza variable
al alargar el resorte.

37 Validar Argumentativo

38 Calcular el area aproximada | Actuativo
bajo la curva dividiendo a ésta
en subintervalos y obteniendo
la altura promedio de la
totalidad de los subintervalos,
multiplicar a ésta por el
intervalo de tiempo.

39 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativo
hacer simulaciones cambiando
el numero de subintervalos
para analizar 'y manipular las
alturas mayores y menores y
observar los efectos que esto
tiene en su promedio y en él
calculo del &rea.

40 Interpretar la representacion | Conceptualizacid
del area en la grafica como | n
parte del resultado de wun
proceso de antiderivacion
equivalente a obtener el
cambio del trabajo realizado
por una fuerza variable durante
un alargamiento de resorte.

Proposicion
41 Validar Argumentativo
6 CE-6 42 Encontrar el trabajo total | Situacional

realizado para vaciar el fluido
de un tanque.

43 Si p = masa/volumen, 0 bien | Linguistica
dm/dv, escribir una expresion
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para un diferencial de masa.

44 Determinar una expresion para | Linglistica
un diferencial de volumen del
fluido.

45 Determinar el peso del | Proposicion

diferencial de  volumen,
sabiendo que el peso del fluido
es el producto de la masa por la

gravedad.

46 Expresar el diferencial de | Linglistica
trabajo

47 Escribe una expresién para | Conceptualizacio

representar a la suma de |n
diferenciales dT

48 Con la expresién anteriormente | Actuativa
obtenida, calcular la cantidad
total de trabajo que se realiza
para extraer todo el fluido por
la parte superior del tanque.

49 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativa
hacer simulaciones del
movimiento del fluido para
analizar y manipular variables
para observar

los efectos que esto tiene en el
trabajo resultante.

50 Validar Argumentativo

7 CE-7 51 Célculo de la fuerza producida | Situacional
por un fluido confinado sobre
una de las paredes del
recipiente que lo contiene.

52 Si P = Fuerza/Area, o bien | Linguistica
dF/dA, escribir una expresion
para un diferencial de fuerza.

53 Determina un diferencial de | Actuativo
area a partir de la geometria de
la pared del recipiente.

54 Sabiendo que la presion que | Actuativo
soporta un punto dentro de un
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fluido es P= pg(h-y), determina
dF relacionando con las dos

unidades epistémicas
anteriores.

55 Escribe una expresién para | Actuativo
representar a la suma de
diferenciales dF

56 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativo
hacer simulaciones del
movimiento del fluido para
analizar y manipular variables
para observar los
efectos que esto tiene en la
fuerza resultante.

57 Validar Argumentativo

8 CE-8 58 Encontrar la longitud de una | Situacional
curva en un intervalo.

59 Construir un triangulo | Linguistica
diferencial caracteristico que
tenga por hipotenusa un
diferencial de longitud.

60 Obtener una expresion para el | Actuativa.
diferencial de longitud a partir
del teorema de Pitagoras y de
f'(x)=dy/dx

61 Escribe una expresién para | Actuativa.
representar a la suma de
diferenciales dL.

62 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativa.
hacer simulaciones de
funciones  para analizar y
manipular  variables  para
observar los efectos que esto
tiene en la longitud resultante.

63 Validar Argumentativo

9 CE-9 64 Encontrar el area entre curvas | Situacional.
que se intersecan.

65 Calcular el area aproximada | Actuativa.
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bajo la curva dividiendo a ésta
en subintervalos y obteniendo
la altura promedio de la
totalidad de los subintervalos,
multiplicar a ésta por el
intervalo de x.

66

Con la ayuda de GeoGebra,
hacer simulaciones cambiando
el numero de subintervalos
para analizar 'y manipular las
alturas mayores y menores y
observar los efectos que esto
tiene en su promedio y en el
calculo del area.

Actuativa.

67

Interpretar la representacion
del area en la grafica como
parte del resultado de wun
proceso de antiderivacion
equivalente a obtener el
cambio del é&rea entre dos
curvas durante un intervalo de
X

Conceptualizacio
n

68

Obtener una expresion que
relacione entre si la
informaciéon de la unidad
epistémica anterior.

Conceptualizacio
n.

69

Validar

Argumentativo.

10

CE-10

70

Encontrar el volumen de un
solido de revolucion por el
método de las cortezas.

Situacional.

71

Dibujar el sélido de revolucion
que se forma al girar el area de
un rectangulo con base x en el
eje x positivo alrededor del eje

y.

Linguistica

72

Determinar la superficie de la
pared lateral del solido de
revolucion.

Actuativa

73

Suponiendo un espesor

Actuativa
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diferencial dx de la pared,
encuentra una expresion para el
diferencial de volumen de esta
pared.

74 Escribe una expresién para | Linglistica.
representar a la suma de
diferenciales de volumen dV.

75 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativa
hacer simulaciones con otras
funciones para analizar vy
manipular variables y observar
los

efectos que esto tiene en el
volumen resultante.

76 Validar Argumentativo

11 CE-11 77 Encontrar el volumen de un Situacional
solido de revolucion por el
método de los discos.

78 Dibujar el sélido de revolucion | Lingistica.
que se forma al girar el area de
un rectangulo con base x en el
eje x positivo alrededor del eje

X.
79 Determinar la superficie de la | Actuativa
pared lateral del solido de

revolucion.
80 Suponiendo un espesor | Actuativa

diferencial dx de la pared,
encuentra una expresion para el
diferencial de volumen de esta
pared.

81 Escribe una expresién para | Linguistica.
representar a la suma de
diferenciales de volumen dV.

82 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativa
hacer simulaciones con otras
funciones para analizar y
manipular variables y observar
los
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efectos que esto tiene en el
volumen resultante.

83 Validar Argumentativo
12 CE-12 84 Encontrar el centro de masa de | Situacional
una region plana.
85 Utiliza el teorema de Pappus y | Actuativo

apoyarse en las unidades
epistémicas 75 y 81 para
encontrar las coordenadas del
centro de masa.

86 Con la ayuda de GeoGebra, | Actuativo.
hacer simulaciones con otras
funciones para analizar y
manipular variables y observar
los

efectos que esto tiene en el
centro de masa resultante

87 Validar Argumentativo

3.5 ANALISIS Y VALORACION A PRIORI DE LA IDONEIDAD DIDACTICA
DE LAS ACTIVIDADES DE LA PROPUESTA.

El analisis que hemos hecho hasta el momento nos da una idea de las caracteristicas de la
propuesta didactica que estamos presentando, y podemos observar en las tablas que cada
actividad, analizandola en su trayectoria epistémica, inicia con el planteamiento de una
situacion problema y, posteriormente encontramos elementos de significado diferentes,
incluyendo todos los que consideramos, en Ordenes diferentes, en dependencia de la
actividad que se esté proponiendo. Esto es, podemos ubicar elementos de actuacion, de
establecimiento o reconocimiento de proposiciones, argumentacion, de orden linguistico y
de orden conceptual.

Pero incluir todos los elementos de significado y tipos de objetos matematicos no es
suficiente para asegurar que el disefio que hemos realizado es adecuado y debemos tomar
en cuenta otros elementos que nos conduzcan a los mejores resultados posibles en lo que
nos hemos propuesto.
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Cuando se disefian actividades didacticas, en su planeacién, en su implementacién y en su
evaluacion es necesario considerar que su idoneidad didactica (pertinencia y adecuacion de
estos procesos dentro de un sistema educativo), depende de varios factores, mismos que
podemos ubicar en seis dimensiones: epistémica, cognitiva, emocional, mediacional,
ecoldgica e interaccional (Godino, Batanero y Font, 2008). Con base en lo anterior, nuestra
propuesta se plane6 para que su idoneidad fuera alta a priori en cada una de las seis
dimensiones anteriores, de acuerdo con los componentes y descriptores propuestos por
Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2007).

A continuacion presentamos una valoracion a priori a las actividades didacticas de nuestra
propuesta:

3.5.1 IDONEIDAD EPISTEMICA

Consideramos que la idoneidad epistémica es el grado de representatividad de los
significados institucionales pretendidos, respecto del significado de referencia. Las
componentes de esta idoneidad se refieren a los seis tipos de objetos matematicos
primarios. Para la primera componente, que corresponde a las situaciones, se proponen dos
indicadores:

1. ¢Son las situaciones una muestra representativa y articulada de las incluidas en el
significado de referencia, las cuales permiten la contextualizacion y ejercitacion de
los conocimientos que se pretende construir y su aplicacion a situaciones
relacionadas?

En el capitulo anterior hemos mencionado que en Labrafia (2001) se sefiala y asegura que
hay dos tipologias de problemas de integracion que responden a dos percepciones
psicologicamente diferentes: Una estatica (densidad, presion (fuerza/superficie) intensidad
de campo (cantidad de flujo/superficie), que se conecta facilmente con la idea de suma de
todas las pequefias cantidades f(x)dx, que constituyen la integral definida y Otra dinamica
(una tasa de variacion instantanea: velocidad, tasa de crecimiento de una poblacion, ingreso
marginal (ingreso/produccion), que permite conectar con la idea de antiderivacién (p. 290))
y que forman parte de las situaciones presentes en el significado de referencia, y mostramos
que los problemas que seleccionamos para nuestra propuesta, estan presentes en los libros
de texto sugeridos para el curso. Estos problemas acerca de la integral implican diferentes
modelos matematicos y distintos contextos y conceptos (area, volumen de sélidos de
revolucion, longitud de una curva, trabajo, posicion, velocidad, fuerza de un fluido, etc.),
por lo que consideramos que nuestra propuesta contempla una muestra representativa de
situaciones extra matematicas.
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Las actividades didacticas de nuestra propuesta buscan promover en forma gradual al
desarrollo de un sistema de practicas que logren favorecer la emergencia de los objetos
matematicos pretendidos, los cuales son basicamente los mismos en las mayoria de las
actividades, asi no solo se abona en cada actividad a la emergencia de dichos objetos
matematicos y a la construccion de significados para éstos, sino también a la ejercitacion y
al reforzamiento de los mismos.

Debido a que la emergencia de los objetos matematicos en nuestra propuesta, esta ligada a
problemas extra matematicos, podemos decir que estamos desarrollando préacticas de
contextualizacién de estos objetos, ya que éstos son Utiles en algunos otros problemas de
aplicacion.

El segundo indicador para la idoneidad epistémica de las situaciones es el siguiente:

2. ¢Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan la oportunidad de plantear
problemas, reformularlos y/o de problematizarse (en el sentido de asumir los
problemas como propios)?

Las situaciones que proponemos para las actividades didacticas tienen un contexto familiar
para los estudiantes, lo cual consideramos favorece que éstos puedan participar en su
planteamiento al realizarse un didlogo con ellos sobre el contexto del problema, antes de
entregarles las hojas de trabajo. En el capitulo siguiente mostraremos cémo durante la
puesta en escena de seis de las actividades didacticas de nuestra propuesta con estudiantes
de ingenieria, se logr6 que éstos participaran en el planteamiento de los problemas
correspondientes. Las situaciones propuestas en las actividades didacticas que disefiamos,
son potenciales situaciones problémicas, pues los contextos de los problemas que tienen
que ver con la integral son familiares para los estudiantes o propios de la ingenieria, por lo
que éstos pueden opinar sobre aspectos de tal contexto e interesarse en la resolucion del
problema y hacerlo suyo.

Para la segunda componente, correspondiente al lenguaje, se proponen tres indicadores de
la idoneidad epistémica.

1. ¢Se hace uso de diferentes formas de lenguaje (verbal, gréafico, analitico, etc.) y
se establecen traducciones y conversiones entre las mismas?

Podemos decir que las actividades didacticas disefiadas para los problemas de ensefianza de
la integral promueven el uso y la emergencia de diversas formas de lenguaje, pues los
problemas son planteados en el lenguaje verbal en las hojas de trabajo, y en lenguaje
geométrico-dinamico en GeoGebra, posteriormente se guia a los estudiantes a que
establezcan analiticamente la funcion que modela la situacion y obtengan con ésta valores
numéricos para construir a la funcién en lenguaje tabular y luego en lenguaje grafico,
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después en el archivo de GeoGebra se presenta a la funcion en tales formas de lenguaje,
pero dinamicamente vinculadas.

El segundo indicador de la idoneidad epistémica correspondiente al lenguaje es éste:
2. ¢El nivel del lenguaje es adecuado a quienes se dirige?

Las actividades didacticas que hemos disefiado, estdn pensadas para estudiantes del
segundo semestre que ya han llevado célculo diferencial y que contintan ahora el estudio
del célculo integral, por lo que pensamos que el lenguaje utilizado es apropiado al nivel de
los estudiantes. Decidimos comenzar la construccién de significados para los objetos
matematicos del calculo integral partiendo de formas de lenguaje, que en el caso de los
problemas elegidos, son intuitivas: el lenguaje geométrico-dinamico, el numérico y la
lengua natural; y a partir de las cuales pretendemos promover la construccion de
significados en el lenguaje grafico.

Si bien es cierto, el lenguaje formal de la matematica (uso de cuantificadores, literales,
notacion de limite, etc.) es muy eficiente para expresar sin ambigliedad proposiciones sobre
los objetos matematicos, realizar demostraciones, procedimientos, etc., pensamos que
comenzar la construccion de significados para los objetos matematicos con los estudiantes
partiendo de esta forma de lenguaje puede resultar mas complicado para ellos que iniciar
con otras diferentes e ir gradualmente formalizando.

Por otra parte si los estudiantes ya comprenden algunas formas de lenguaje matematico,
entonces es factible cambiar el lenguaje escrito de las actividades a un enunciado mas
formal dentro de las matematicas.

El tercer indicador de la idoneidad epistémica correspondiente al lenguaje es éste:

3. ¢Se proponen situaciones de expresion e interpretacion en las actividades
didacticas?

Consideramos que las actividades didacticas de nuestra propuesta promueven en el
estudiante précticas de expresion y de interpretacion ya que en las preguntas guia que
vienen en la actividad se le pide a éste que describa lo que observa de una manera gréfica y
también numéricamente el area de una regién como una funcion antiderivada o bien como
una integral definida, incluso el area de una region como el equivalente a otra magnitud:
(Trabajo, fuerza, velocidad, posicion, etc.) y que justifique sus respuestas. Asi mismo los
alumnos pueden participar expresando sus ideas y los resultados que haya obtenido
interpretando a éstos y a sus representaciones dinamicas en el GeoGebra.
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En lo que se refiere a los conceptos, proposiciones y procedimientos se sugieren tres
indicadores.
1. ¢Las definiciones, procedimientos y proposiciones estan clara y correctamente
enunciados, y adaptados al nivel educativo al que se dirigen?
2. ¢Se presentan las definiciones, procedimientos y proposiciones fundamentales
del tema segun el significado de referencia y el nivel educativo al que se
dirigen?

En las hojas de trabajo correspondientes a las actividades didacticas no se enuncian
conceptos, ni proposiciones; algunas actividades si muestran un procedimiento que sera
considerado para valorar su pertinencia en el proceso de hacer emerger el objeto
matematico integral.

Pretendemos que al realizar las actividades didacticas de nuestra propuesta, se promueva
en los estudiantes la construccion gradual ( a través de momentos de trabajo individual y en
equipo, ademas de negociacién grupal) de significados (y en particular una definicién) para
los objetos area bajo la curva, funcion antiderivada, integral como acumulacion, integral
indefinida, integral definida, integral como el producto de la altura promedio por el
intervalo “b-a” donde la altura promedio sea el limite del promedio de la suma de alturas
mayores de una regién, entre otros; de una manera intuitiva y apoyada en las bondades
visuales y dindmicas que brinda GeoGebra, lo cual consideramos adecuado para estudiantes
de ingenieria que inician el estudio del calculo integral. Como ya mostramos en el capitulo
anterior, las definiciones de estos, las propiedades y los procedimientos, cuya emergencia
buscamos promover, forman parte del significado institucional de referencia.

Con nuestra propuesta abonamos a la emergencia de proposiciones que tienen que ver con
el objeto matematico integral, la integral indefinida, la integral definida, el teorema
fundamental del calculo, el teorema del valor medio de la integral, el area de una region
bajo una curva, la integral como un proceso de limite, etc.

En cuanto a los procedimientos, las actividades retoman algunos que probablemente el
estudiante ya realizd en la escuela preparatoria, como darle valores a una expresion
analitica para construir una tabla de valores y luego colocar estos en ejes coordenados.

Después estos procedimientos se vuelven dindmicos al apoyarse en las capacidades de
computo y graficacién de GeoGebra. También emergen procedimientos nuevos como la
exploracién de intervalos cada vez mas finos para aproximar el valor de la altura promedio
en la funcion.

El dltimo indicador para las definiciones, proposiciones y procedimientos es:
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3. ¢Se proponen situaciones para la generacion y negociacion de los elementos
regulativos (o sea las definiciones, proposiciones y los procedimientos)?

Las preguntas guia de las hojas de trabajo correspondientes a las actividades didacticas,
como ya se mostrd en el significado institucional pretendido, estdn encaminadas a
promover la generacion o emergencia de definiciones, proposiciones y procedimientos a
través de la promocidn de sistemas de practicas para resolver los problemas que tienen que
ver con la ensefianza de la integral. La negociacion de estos objetos matematicos se dara
principalmente durante las discusiones grupales sobre los resultados obtenidos en las hojas
de trabajo y durante el trabajo en equipo.

Para los argumentos se sugieren dos indicadores:

1. ¢Son adecuadas las explicaciones, comprobaciones, demostraciones al nivel
educativo a que se dirigen?
2. ¢Se promueven momentos de validacion?

Sobre estos dos indicadores, podemos decir que en las hojas de trabajo se les pide a los
estudiantes, que expliquen sus respuestas a las preguntas, esperando que utilicen en sus
argumentos el contexto del problema, los valores de la tabla y la grafica (tanto los
plasmados en las hojas de trabajo, como los presentes en el ambiente dindmico), dejando
momentos para una discusion en comun, de carécter grupal sobre los resultados obtenidos,
promoviendo que los estudiantes validen sus respuestas y lleguen a un consenso.

3.5.2 IDONEIDAD COGNITIVA

La idoneidad cognitiva expresa el grado en que los significados pretendidos (0
implementados) estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la
proximidad de los significados personales logrados a los significados pretendidos (o
implementados).

La primera componente de la idoneidad cognitiva corresponde a los conocimientos previos
(situaciones, lenguaje, procedimientos, proposiciones, argumentos y conceptos), y consta
de dos indicadores, de los cuales se presenta a continuacion el primero:

1. ¢Los alumnos tienen los conocimientos previos necesarios para el estudio del

tema (bien se han estudiado anteriormente o el profesor planifica su estudio?
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Pensamos que los alumnos en el nivel superior traen ya los conocimientos previos que se
necesitan para abordar el estudio de la integral. Como ya se mostro, al analizar el
significado institucional pretendido, las situaciones problema que proponemos requieren de
conceptos matematicos elementales, como area de rectangulos y de circulos, para calcular
volumen (de un paralelepipedo, un cilindro recto, una esfera), distancia, velocidad,
aceleracion, trabajo mecénico, presion de un fluido, etc., los cuéles se estudian en la escuela
preparatoria y en el primer curso de célculo en la universidad, al igual que elementos
linguisticos como expresiones analiticas, literales para variables, procedimientos como
construir expresiones analiticas, construir una tabla de valores a partir de una expresion
analitica, graficar puntos en un plano a partir de datos numéricos correlacionados en una
tabla, usar el teorema de Pitagoras, hacer despejes y sustituciones; propiedades de la recta
asociadas al signo de su pendiente, la derivada de una funcion, algoritmia de derivadas,
entre otras.

2. ¢Los significados pretendidos se pueden alcanzar (tienen una dificultad
manejable) en sus diversas componentes?

Dado el carécter intuitivo y el contexto familiar con que se propone iniciar la emergencia y
construccion de los objetos matematicos del calculo integral en las actividades didacticas de
nuestra propuesta, ademas de las ventajas visuales y dinamicas que proporciona GeoGebra,
consideramos que los significados pretendidos tienen una dificultad apropiada para los
estudiantes del segundo semestre de ingenieria cuando estos se enfrenten a su resolucion.

La segunda componente de la idoneidad cognitiva se refiere a las adaptaciones curriculares
a las diferencias individuales y consta de un indicador:

1. ¢Se incluyen actividades de ampliacion y de refuerzo?
Las actividades didacticas de nuestra propuesta tienen una estructura similar, lo cual
favorece que los estudiantes refuercen los significados que vayan construyendo durante el
desarrollo de las primeras actividades. Por otro lado, contribuyen a la ampliacion del
significado de la integral.

La tercer componente de esta idoneidad corresponde al aprendizaje y tiene un indicador:

1. ¢Los diversos modos de evaluacion muestran la apropiacion de los
conocimientos o competencias pretendidos o implementados?

Este indicador se refiere a un proceso de instruccion implementado, asi que no lo
consideraremos para el analisis a priori de nuestra propuesta.
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3.5.3 IDONEIDAD MEDIACIONAL

Se define a la idoneidad mediacional como el grado de disponibilidad y adecuacién de los
recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza y
de aprendizaje.

El primer componente corresponde a los recursos materiales (manipulativos, calculadoras,
ordenadores ), el cual contiene dos indicadores. Presentamos enseguida el primero:

1. ¢Se propone el uso de materiales manipulativos e informaticos que permiten
introducir buenas situaciones, lenguajes, procedimientos, argumentaciones,
adaptadas al significado pretendido?

En nuestra propuesta utilizamos como recursos materiales principales las hojas de trabajo
para los estudiantes y una herramienta computacional: GeoGebra, el cuél es un software de
geometria dinamica que permite, ademas de hacer construcciones geométricas en el plano,
graficar funciones, trabajar con expresiones analiticas, definir pardmetros y vincular todo
dinamicamente.

GeoGebra es un software libre, de cddigo abierto, disponible en la péagina
http://www.geogebra.org/cms/ de la cual se puede descargar un archivo instalador, o bien,
elegir la opcion GeoGebra WebStart, en la cual se instala y se actualiza GeoGebra
directamente desde Internet. Este software también se puede usar sin la necesidad de
instalarlo en la computadora, ya sea desde Internet trabajando en un applet completamente
funcional, o creando péaginas interactivas HTML (también llamadas hojas de trabajo
dindmicas), las cuales se pueden usar con tan solo tener un navegador de Internet (como
Explorer o Mozilla Firefox). Como GeoGebra esta basado en Java puede correr en
cualquier sistema operativo y esta disponible en varios idiomas, entre ellos el espafiol.

En lo referente a situaciones, con GeoGebra se pueden construir detallados modelos
dinamicos de éstas, por ejemplo, permite modelar el cambio de un area bajo una curva, el
problema de calcular la altura promedio de una curva, modificar el volumen de un fluido
confinado en un recipiente y la fuerza que soportan sus paredes, el volumen de un solido de
revolucion entre muchas otras cosas mas.

En cuanto al lenguaje, GeoGebra permite presentar al problema en lenguaje geométrico-
dindmico (simulacién del fendmeno) y verbal; a la funcion que modela el problema en
lenguaje grafico, analitico y numérico, y vincular estas formas de lenguaje dindmicamente,
lo cual favorece el establecimiento de relaciones entre éstas.
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GeoGebra permite que el estudiante realice rapidamente procedimientos como tabulacion
de valores eligiendo un intervalo de valores y un incremento para la variable independiente,
graficacion de los puntos de la tabla, graficacion de funciones, rectas tangentes, la integral
definida, sumas de Riemann, areas de poligonos, realizar acercamientos sucesivos (zoom)
en torno a un punto, etc.

La animacion que simula al fenémeno pretende facilitar al estudiante la argumentacion de
porque las magnitudes solo pueden tomar ciertos valores.

En lo que respecta a las proposiciones, el manejo de GeoGebra favorece la observacion de
que la integral se interpreta geométricamente como el area bajo una curva en un intervalo
dado, pues los estudiantes después de aproximar la solucion al problema aumentando el
namero de subintervalos, trataran de obtener el valor de la altura promedio mayor y de la
menor, observandolas en la grafica y haciendo acercamientos sucesivos, con lo cual
observaran cémo el area bajo la curva se convierte en la superficie del mismo valor pero de
un rectangulo, al multiplicar la altura promedio por el intervalo b-a. También favorece la
elaboracion de conjeturas sobre la relacion entre la funcion area cuando se quiere
determinar el cambio de alguna magnitud al ver dinamicamente cOmo ocurre esto, por
ejemplo con el cambio de posicion de una particula en un movimiento rectilineo uniforme,
entre muchos otros.

El segundo indicador se presenta a continuacion:

2. ¢Las definiciones y propiedades son contextualizadas y motivadas usando
situaciones, modelos concretos y visualizaciones?

Nuestra propuesta, como se ha mencionado antes, promueve la instruccion o emergencia de
distintos objetos matematicos primarios del célculo integral (en particular definiciones y
propiedades) a partir de la modelacion y resolucion de problemas de célculo de areas que
tienen un significado de contexto extra matematico y con apoyo de los recursos visuales y
dinamicos de GeoGebra, por lo que se coincide ampliamente con este indicador.

La siguiente componente de la idoneidad mediacional corresponde al nimero de alumnos,
horario y condiciones del aula y consta de dos indicadores:

1. ;Son el aula, el numero de alumnos y su distribucion adecuados para llevar a
cabo la ensefianza pretendida?

Dado que no se estd analizando un proceso de instruccion implementado, no contamos con
un aula ni un grupo de estudiantes para analizar las condiciones que plantea el indicador,
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pero podemos decir que nuestra propuesta estéd disefiada para desarrollarse en un centro de
computo donde lo ideal seria que hubiera una computadora para cada estudiante, o por lo
menos computadoras suficientes para equipos pequefios de estudiantes, pero de no ser
posible, consideramos que nuestra propuesta puede modificarse sin muchas complicaciones
para desarrollarse en un aula que cuente con al menos una computadora y un proyector, la
cual podrian manipular por turnos algunos estudiantes o el profesor.

El segundo indicador es el siguiente:

2. ¢El horario del curso es apropiado (por ejemplo, no se imparten todas las
sesiones a Ultima hora)?

Esta propuesta no esté dirigida a algin grupo de estudiantes predeterminado con un horario
asignado, por lo que no consideraremos este indicador en el analisis.

La ultima componente de la idoneidad mediacional se refiere al tiempo (de ensefianza
colectiva /tutorias; tiempo de aprendizaje) y comprende tres indicadores.

1. ¢Son adecuados los significados pretendidos /implementados al tiempo
disponible (presencial y no presencial)?

Consideramos que el tiempo requerido para el desarrollo de las actividades didacticas seréa
cada vez menor dadas las similitudes en la estructura de las mismas.

El resto de los indicadores de esta componente son los siguientes:

2. ¢Se invierte el tiempo adecuado en los contenidos mas importantes o nucleares
del tema?

3. ¢Se invierte el tiempo pertinente en los contenidos que presentan mas
dificultad de comprension?

Dado que las situaciones presentes en nuestra propuesta son de contexto extra matematico,
mas precisamente, de aplicaciones en la Fisica, y que se busca el desarrollo de sistemas de
practicas para su resolucion, a partir de las cuales se promueva la construccion de
significados para la integral en tales contextos, donde ésta como funcion, por ejemplo, en
sus distintas formas del lenguaje sea una herramienta para la modelacion de fendmenos de
la vida real; consideramos que el tiempo invertido en nuestras actividades didacticas, se
dedica a partes esenciales del curso de célculo integral que como hemos sefialado en
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capitulos anteriores, se imparte en el ITESCA y en todos los Institutos tecnoldgicos del
pais.

3.5.4 IDONEIDAD EMOCIONAL

La Idoneidad emocional se refiere al grado en que el proceso de instruccién permite la
implicacion (interés, motivacion, apropiacion de los problemas) de los alumnos en éste.

Para la idoneidad emocional, se proponen tres componentes: intereses y necesidades,
actitudes, y emociones; cada una de las cuales cuenta con dos indicadores.

Para la componente correspondiente a los intereses y necesidades, se proponen los
siguientes dos indicadores:

1. ;Se cuenta con una seleccién de tareas de interés para los alumnos?

2. ¢Se proponen situaciones que permitan valorar la utilidad de las
matematicas en la vida cotidiana y profesional?

Las situaciones problema que planteamos en las actividades didacticas, son problemas extra
matematicos de un contexto familiar para los estudiantes e incluso algunos de ellos estan
relacionados con la ingenieria, por lo que se facilita que éstos participen en su
planteamiento con la guia del profesor y que se interesen en su resolucion, ya que pueden
abordarlos con sus conocimientos previos. De esta forma consideramos a priori que los
alumnos se percataran de la utilidad de las matematicas que conocen para resolver
problemas afines a su area profesional y de la vida cotidiana experimentando a la vez, la
construccion de unas nuevas matematicas.

Para la componente que considera a las actitudes se tienen dos indicadores:

1. ;Se promueve la implicacion en las actividades, la perseverancia,
responsabilidad, etc.?

2. ¢Se favorece la argumentacion en situaciones de igualdad; el argumento se
valora en si mismo y no por quien lo dice?

Al plantear actividades con situaciones de interés se promueve la implicacion de los
estudiantes en la resolucion de los problemas sobre las cuales puede opinar por serle
familiares, aunque consideramos que este indicador se dirige mas a un proceso de
ensefianza y aprendizaje implementado.
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Para la tercera componente, referente a las emociones, tenemos dos indicadores:

1. ;Se promueve la autoestima, evitando el rechazo, fobia o miedo a las
matematicas?

2. ¢Se resaltan las cualidades de estética y precision de las matematicas?

Al igual que en la componente anterior, consideramos que estos indicadores corresponden
mas a un proceso de instruccion implementado que a un disefio como el nuestro, pero
podemos comentar lo siguiente: el hecho de que las situaciones de nuestra propuesta sean
de un contexto familiar, de interés para los estudiantes y simuladas en GeoGebra
dindmicamente, favorece en estos la participacion e implicacion en la resolucién del
problema; ademas el que se utilice en las primeras preguntas guia de las primeras
actividades de las hojas de trabajo, procedimientos elementales como el determinar valores
de velocidad, de aceleracién, de posicion, etc., y la graficacion de estos en los ejes
coordenados, puede dar cierta confianza al estudiante pues no se hace intervenir (al menos
no explicitamente para los estudiantes) objetos matematicos abstractos sobre los que no se
tiene un significado Gtil construido.

3.5.5 IDONEIDAD ECOLOGICA

La Idoneidad ecologica se refiere al grado en que el proceso de estudio se ajusta al
curriculo de la institucién, contempla las necesidades e implicaciones del medio social en
que se ubica la misma, y considera las conexiones intra e interdisciplinares.

La primera componente de esta idoneidad corresponde a la adaptacion de la propuesta al
curriculo y consta de un indicador:

1. ¢Los significados, su implementacion y evaluacion se corresponden con
las directrices curriculares?

Dentro de los objetivos del programa de estudios para el curso de Célculo Integral que se
imparte en el sistema de Institutos Tecnologicos del pais (que tomamos como significado
institucional de referencia) se indica que los estudiantes modelen y resuelvan problemas
usando los objetos del calculo integral; problemas fisicos, geométricos y relacionados con
los principales temas de la ingenieria que usen la integral para describir el comportamiento
de las funciones, entre otros.

Consideramos que nuestra propuesta encaja en gran parte con lo establecido en tales
objetivos, sin embargo, en las actividades didacticas que disefiamos, no buscamos que los
estudiantes “apliquen” la integral para resolver los problemas, sino que al contrario, a
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través de intentar resolverlos construyan objetos matematicos del calculo y que posean con
esto, la competencia para visualizar a la integral en situaciones que se le presenten y que
utilice el calculo como una herramienta para solucionar problemas ya en su vida cotidiana y
profesional, entre otros.

La segunda componente habla sobre la apertura hacia la innovacion didéactica, y su primer
indicador es el siguiente:

1. ¢Lapropuesta es innovadora y basada en la investigacion y la practica
reflexiva?

Aunque ya se han hecho propuestas didacticas diferentes a lo tradicional para la ensefianza
del célculo integral, que parten de la resolucion de problemas, consideramos que nuestra
propuesta didactica es innovadora en el sentido siguiente: incorpora el uso de un software
novedoso con grandes potencialidades tanto graficas como numéricas y analiticas, y se
fundamenta con una teoria cada vez mas reconocida y utilizada, el EOS.

Para la elaboracion de este trabajo también retomamos resultados de trabajos de
investigacion y de propuesta didactica que reportan dificultades para aprender por parte de
los estudiantes cuando se enfrentan a los topicos que tienen que ver con el calculo integral;
que hablan sobre el estado de la ensefianza de éste en el nivel medio superior y superior y
los aspectos importantes que tal forma de ensefianza descuida, entre ellas el uso y la
articulacion de distintas formas de lenguaje.

2. ¢Se integran nuevas tecnologias (calculadoras, ordenadores, TIC, etc.)?
En la busqueda de tratar de enfrentar la problematica sefialada en el parrafo anterior, se
plantean formas de ensefianza alternativas a la tradicional y/o que se apoyan en
herramientas tecnoldgicas y computacionales, sobre los cuales ya se ha comentado en
capitulos previos.

La tercera componente de la idoneidad ecologica se refiere a la adaptacion
socioprofesional y cultural, para la cual se propone el siguiente indicador:

1. ¢Los significados pretendidos contribuyen a la formacién socio-profesional
de los estudiantes?

Con nuestra propuesta buscamos favorecer que los estudiantes construyan significados para
objetos matematicos del célculo integral en contextos extra matematicos, y de esta forma
contribuir a la preparacion del estudiante en la utilizacion de tales objetos para modelar y
resolver problemas de ingenieria.
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Consideramos que la participacion de los estudiantes en el planteamiento de los problemas
puede favorecer la incorporacion a su sistema de préacticas, de algunas practicas importantes
para su formacion profesional, como identificar informacién relevante que se requiere
conocer, descartar lo que no es relevante en ese momento, construir modelaciones de
situaciones problema (aunque luego se utilice el la simulacién dindmica de GeoGebra), etc.

La cuarta componente corresponde a las conexiones intra e interdisciplinares, para la cual
se tiene el siguiente indicador:

1. ¢Los significados se relacionan con otros contenidos intra e
interdisciplinares?

En este caso hemos buscado identificar cuales conocimientos matematicos tienen relacion
con otros que se revisaran en cursos posteriores que se relacionan y situaciones propias de
la ingenieria. Hemos tomado como ejemplo situaciones problema que ocurren dentro de la
Fisica, buscando que con la resolucion de las actividades didacticas de nuestra propuesta se
promueva en general, el desarrollo de habilidades y competencias que seran de utilidad a
los estudiantes en dichos cursos y también para la resolucién de problemas de la ingenieria.

3.5.6 IDONEIDAD INTERACCIONAL

La ldoneidad interaccional se refiere al grado en que los modos de interaccion en un
episodio de clase, permiten identificar y resolver conflictos de significado asi como
favorecer la autonomia en el aprendizaje.

La primera componente corresponde a la Interaccion docente-discente, para la cual se
tienen los siguientes indicadores:

1. ¢(El profesor hace una presentacion adecuada del tema (clara, bien organizada,
no habla demasiado rapido, enfatiza los conceptos clave del tema, etc.)?

2. ¢Se reconocen y resuelven los conflictos de significado de los alumnos) se
interpretan correctamente los silencios de los alumnos, sus expresiones
faciales, sus preguntas, se hace un juego de preguntas y respuestas adecuado,
etc.)?

3. ¢Se busca llegar a consensos con base en mejor argumento?

4. ¢Se usan diversos recursos retoricos y argumentativos para implicar y captar la
atencion de los alumnos?

5. ¢Se facilita la inclusion de los alumnos en la dindmica de la clase y se evita la
exclusion?
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La segunda componente corresponde a la Interaccion entre discentes para la que se tienen
los siguientes indicadores:

1. ¢Se favorece el dialogo y comunicacion entre los estudiantes?
2. ¢Se favorece la inclusion en el grupo y se evita la exclusion?

La tercera componente se refiere a la Autonomia para la que se tiene el siguiente indicador:

1. ¢Se contemplan momentos en los que los estudiantes asumen la
responsabilidad del estudio (exploracion, formulacion y validacion)?

La cuarta componente y Ultima se refiere a la Evaluacion formativa para la que se tiene el
indicador siguiente:

1. ¢Ocurre por parte del profesor una observacion sistematica del progreso
cognitivo de los alumnos?

Consideramos que por ser una evaluacion a priori de nuestras actividades didacticas, esta
idoneidad podra ser aplicada después que las actividades sean resueltas por los estudiantes.
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CAPITULO 4

PUESTA EN ESCENA DE LA PROPUESTA DIDACTICA,

ANALISIS A POSTERIORI Y CONCLUSIONES

4.1 DESCRIPCION GENERAL

En esta seccion hablaremos sobre los aspectos principales de la puesta en escena de cinco
actividades de nuestra propuesta, mismas que se aplicaron a un grupo de 7 estudiantes de la
carrera de Ingenieria Electronica del Instituto Tecnoldgico Superior de Cajeme, ITESCA,
en el curso de calculo integral. Tales actividades fueron:

1.

4.

5.

Encontrar la distancia recorrida durante un intervalo de tiempo, dada su velocidad,
cuando ésta es constante.

Encontrar la distancia recorrida durante un intervalo de tiempo, dada su razén de
cambio, expresada como la funcion identidad.

Encontrar la velocidad durante un intervalo de tiempo, dada su aceleracion cuando
esta es una razon de cambio, como funcién cuadratica.

Caélculo del trabajo total realizado por una fuerza constante.

Caélculo del trabajo total realizado por una fuerza variable.

Estas actividades fueron seleccionadas por tener un contexto muy relacionado con la
carrera de los estudiantes. Sus correspondientes hojas de trabajo estan agregadas en los
anexos de esta tesis.

Para tener un mejor panorama de lo que sucedio y auxiliarnos con las observaciones y
valoracion de las mismas, asisti6 como espectador un profesor con experiencia en el curso
y formacion en matematica educativa. Asimismo, cada sesion se video grabdé y los
materiales surgidos se tienen a disposicion.
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4.2 ANALISIS Y VALORACION A POSTERIORI DE LA IDONEIDAD
DIDACTICA DE LAS ACTIVIDADES DE LA PROPUESTA.

Las observaciones que realizamos nos permitieron hacer una valoracion de lo sucedido en
el pilotaje y nos proporcionaron pautas para mejorar los disefios. En términos generales
empleamos los criterios de idoneidad para hacer dicha valoracion y a continuacion
presentamos las reflexiones que hemos hecho, como una valoracion a posteriori de las
idoneidades, las cuales se contrastaron con la valoracion a priori que previamente habiamos
realizado.

IDONEIDAD EPISTEMICA

Tomando en cuenta las caracteristicas de este trabajo pensamos que al hacer un andlisis a
posteriori de la idoneidad epistémica de las actividades, ésta sera alta ya que con ese fin se
disefiaron, de tal manera que los indicadores de ésta y que se utilizaron en el analisis a
priori son los mismos y no hay diferencia notoria entre ellos entre uno y otro analisis con
respecto a los objetos matematicos primarios.

Las situaciones problema que se manejaron constituyen una muestra representativa de las
que se incluyen en el significado institucional de referencia y que ademas permiten la
contextualizacion y ejercitacion de los conocimientos que se pretende construir y su
aplicacion a situaciones relacionadas

Para el objeto matematico correspondiente al lenguaje, los alumnos no tuvieron problema
en relacionar y usar las distintas formas usadas, excepto cuando se les pidié encontrar la
funcién antiderivada en el contexto de trabajo, lo cual se les complico. Tal vez se deba
preguntar antes de esta pregunta otra que pida la funcion utilizando el area de la grafica. En
algunos alumnos se presentd la dificultad con algunos objetos intervinientes como es el
caso del concepto de trabajo, peso y gravedad pero, por ejemplo, al momento de
preguntarles si es posible representar el trabajo en la grafica dada, los alumnos
inmediatamente establecieron la relacion entre él area y la funcién trabajo, entre otras.

En lo que se refiere a los conceptos, proposiciones y procedimientos hubo algunas
dificultades en el sentido de que los alumnos no supieron escribir la funcion antiderivada
en el caso de contexto de trabajo realizado por una fuerza constante como lo hicieron en
las primeras actividades. Sin embargo, estos objetos surgieron como un resultado generado
a partir de las situaciones que se plantearon durante el pilotaje con el grupo de alumnos
anteriormente mencionado, en donde se promovieron momentos de validacion, explicacién
adecuada y comprobaciones que se constituyeron en los argumentos de esta secuencia
didactica.
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IDONEIDAD COGNITIVA

La idoneidad cognitiva expresa el grado en que los significados pretendidos (0
implementados) estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la
proximidad de los significados personales logrados a los significados pretendidos (o
implementados). Con base en esto analizamos su pertinencia en cinco actividades que se
pilotearon.

En lo que respecta a los conocimientos previos necesarios, esto es, a los objetos
matematicos intervinientes que son necesarios para el desarrollo de las actividades, en su
mayoria eran conocidos por los estudiantes, pero se presentaron también algunas
deficiencias, como es el hecho de que la notacion funcional causo dificultades en tres de los
siete alumnos que participaron en el pilotaje.

Otros casos son los referentes al uso y calculo de sumatorias, los procesos de limite de una
funcién, y el peso y trabajo realizado por una fuerza variable. En todos los casos fue
necesario intervenir para superar estas deficiencias, al menos para que tuvieran una
significacion que les permitiera avanzar y no se detuviera el proceso de estudio de la
integral.

El tipo de actividades resulté novedoso para los estudiantes y en la primera actividad s6lo
un alumno logré un significado personal adecuado, pero esta situacion fue cambiando y
mejorando paulatinamente, particularmente cuando los participantes hicieron conexiones
entre los procedimientos analiticos y las visualizaciones que resultaban de la manipulacion
con el aplett correspondiente a cada actividad. De esta manera los significados personales
de la integral se fueron aproximando a los significados institucionales que pretendiamos.

IDONEIDAD MEDIACIONAL

Se define a la idoneidad mediacional como el grado de disponibilidad y adecuacion de los
recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza y
de aprendizaje. En nuestra propuesta utilizamos como recursos materiales principales las
hojas de trabajo para los estudiantes y una herramienta computacional, GeoGebra, el cual
es un software de geometria dinamica que permite, ademas de hacer construcciones
geométricas en el plano, graficar funciones, trabajar con expresiones analiticas, definir
parametros y vincular todo dinamicamente.

Para implementar el pilotaje contamos con un aula equipada con una computadora por
alumno ademé&s de un proyector. Se trabajé con un grupo de 7 estudiantes por lo que
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pensamos que nuestra propuesta podia llevarse a cabo adecuadamente. Nuestras
observaciones se resumen en las siguientes lineas.

En lo que respecta a las proposiciones, el manejo de GeoGebra favorecio la observacion de
que la integral se interpreta geométricamente como el area bajo una curva en un intervalo
dado, pues los estudiantes después de aproximar la solucion al problema aumentando el
namero de subintervalos, trataron de obtener el valor de la altura promedio mayor y de la
menor observandolas en la grafica y haciendo acercamientos sucesivos, con lo cual
observaron como el &rea bajo la curva de convierte en la superficie del mismo valor pero de
un rectangulo, al multiplicar la altura promedio por el intervalo b-a.

También se favorecio en los alumnos la elaboracion de conjeturas sobre la relacién entre la
funcién area al observar dinamicamente lo que sucedia al cambiar alguna magnitud, como
es el caso del cambio de posicion en unos problemas, de distancia recorrida en otros, flujo
de agua, etc.

El uso de GeoGebra facilitdé el manejo de situaciones diversas en un tiempo relativamente
corto, en las cuales un elemento comun, de caracter visual, estaba representado por el area
de una regidn, con la cual se daba respuesta a diferentes situaciones relativas a fenémenos
fisicos o matematicos que previamente se habian modelado. La diversidad de situaciones
que se disefiaron dificilmente puede abordarse en un tiempo adecuado sin contar con el
recurso de la geometria dinamica y las posibilidades que ofrece para simular los fenémenos
y posibilitar la manipulacién de objetos matematicos en diferentes formas de representacion
simbdlica.

IDONEIDAD EMOCIONAL
La Idoneidad emocional se refiere al grado en que el proceso de instruccion permite la
implicacion (interés, motivacion, apropiacion de los problemas) de los alumnos en éste.

Las situaciones problema incluidas las actividades didacticas son de tipo extra matematico
y se plantean en un contexto familiar para los estudiantes, algunos de ellos estan
relacionados con la ingenieria, lo cual facilita que éstos participen en su planteamiento con
la guia del profesor y se interesen en su resolucion, ya que pueden abordarlos con sus
conocimientos previos.

Una de las evidencias que tuvimos sobre la forma en la cual se involucraron los alumnos en
las actividades consistio en observar como, al finalizar el tiempo para la sesion en el aula,
se agruparon y discutieron los significados que cada uno de ellos habia logrado dandose
una discusion de manera natural valorando entre ellos sus argumentos, por lo que pensamos
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que de esta forma, ellos se percataron de la utilidad de las matematicas que conocen para
resolver problemas afines a su area de estudio y profesional y experimentaron, a la vez, la
construccion de unas nuevas matematicas.

Al utilizar el GeoGebra en el disefio de las actividades, se promovio otra forma de ver a las
matematicas. La utilizacién de las preguntas guia de las actividades de las hojas de trabajo,
el inicio con procedimientos elementales, entre ellos determinar valores de velocidad, de
aceleracion, de posicion, etc., y la graficacion de éstos en los ejes coordenados, les dio
confianza y no sintieron que estuvieran trabajando con objetos matematicos alejados de sus
intereses.

IDONEIDAD ECOLOGICA

La Idoneidad ecoldgica se refiere al grado en que el proceso de estudio se ajusta al
curriculo de la institucién, contempla las necesidades e implicaciones del medio social en
gue se ubica la misma, y considera las conexiones intra e interdisciplinares. De manera
similar a lo que comentamos para el caso de la idoneidad epistémica, dada que los
problemas se disefiaron tomando en consideracion el resto de los cursos de los estudiantes y
las actividades propias de su formacion profesional, la valoracion a posteriori la
consideramos alta y el pilotaje dificilmente puede influir en una valoracion diferente.

De hecho, en la medida que tomamos a las situaciones problema como el eje central para el
desarrollo de los procesos de aprendizaje, no buscamos que los estudiantes “apliquen” la
integral para resolver los problemas, sino que al contrario, a través de intentar resolverlos
construyan objetos matematicos del célculo y vayan desarrollando competencias para
concebir y utilizar la integral en situaciones que se les presenten y utilicen el calculo como
una herramienta para solucionar problemas en su vida cotidiana y profesional.

La utilizacion del software de geometria dindmica se ubica también en este camino, toda
vez que una competencia importante que los estudiantes deben desarrollar es la referente a
la utilizacion adecuada de las nuevas tecnologias de la informacion y la comunicacion, la
cual tiene sus propias expresiones concretas en las matematicas, en este caso en el calculo
diferencial e integral.

IDONEIDAD INTERACCIONAL

La Idoneidad interaccional se refiere al grado en que los modos de interaccion en un
episodio de clase, permiten identificar y resolver conflictos de significado asi como
favorecer la autonomia en el aprendizaje.
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En este caso, como lo planeamos en su momento, podemos afirmar que la idoneidad
interaccional fue alta, los estudiantes compartieron entre si sus reflexiones durante y
después del trabajo en el aula, preguntaron al profesor y respondieron sus cuestionamientos.
El trabajo lo realizaron atendiendo a las indicaciones que les fueron formulados, tanto
cuando se tratd de hacerlo de manera individual, como en equipo y discusion grupal.

Con el proposito de llegar a consensos con base en mejores argumentos, las respuestas que
fueron dando los alumnos se ponian a discusion general y en principio las respuestas so6lo
eran de uno, dos o tres alumnos, pero la dindmica condujo a que cada vez se expresaran
mas aqueéllos que primero guardaban silencio. Las discusiones dieron pie a que se pusieran
de manifiesto deficiencias o conflictos semidticos, particularmente en los significados de
algunos objetos matematicos intervinientes, como los sefialados en la idoneidad cognitiva,
referentes al limite de funciones, trabajo, fuerza y otros.

Por ultimo, para finalizar nuestro anélisis, finalmente pensamos que en esta propuesta de
actividades se not6 paulatinamente el progreso cognitivo de los alumnos no sélo en la
emergencia de significados sino también en la forma de relacionar y aplicarlos algunos de
ellos en otros contextos de la ingenieria. Sin embargo sera necesario hacer mejoras para que
el proceso de aprendizaje por parte de los alumnos vaya siendo cada vez mas eficaz y de
esta manera se logre cada vez mejor el acercamiento entre los significados personales de los
alumnos y los significados institucionales acerca de la integral, objetivo de nuestro trabajo.
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En el capitulo 2 mencionamos que de nuestra experiencia docente impartiendo cursos de
Matematicas en el Sistema Nacional de Institutos Tecnologicos, detectamos como una de
las problematicas mas recurrentes la pobre comprension alcanzada por los estudiantes sobre
objetos matematicos fundamentales que son requeridos posteriormente en situaciones tanto
intra como extra matematicas. También citamos como los estudiantes encuentran serias
dificultades en el manejo de objetos matematicos fundamentales que tienen como fuentes a
diversos factores, entre los que cabe mencionar la incompatibilidad entre la labor docente y
los estilos de aprendizaje y las deficiencias en los conocimientos supuestos que tienen que
ver en nuestro caso, con el célculo integral.

Nuestra aportacion para enfrentar dicha problematica, fue una propuesta didactica que
buscd promover la propuesta de un sistema de préacticas institucionales diferente respecto a
la forma tradicional de abordar al célculo integral, de tal manera que los estudiantes
pudieran construir significaciones mas ricas de los objetos matematicos del célculo integral
y llevaran a cabo acciones para promover el desarrollo de las competencias establecidas en
los programas del sistema tecnoldgico nacional y particularmente de ITESCA.

Una primera conclusién de nuestra parte que queremos resaltar es el hecho de que pudimos

constatar que para el desarrollo de competencias tanto disciplinares como generales se
requiere el esfuerzo conjunto de la institucion, de sus maestros y sus autoridades,
modificando las formas metodoldgicas de ensefianza, promoviendo la actividad de
resolucion de problemas como eje para la emergencia de conocimientos, promoviendo el
trabajo colaborativo y propiciando mejores ambientes de aprendizaje, incluyendo la
infraestructura necesaria para que los cursos de matematicas se puedan desarrollar con
apoyo en las nuevas tecnologias de la informacién y la comunicacion.

Otra conclusion importante la tenemos en la conviccion a la que hemos arribado sobre la
utilidad que representa el uso de un marco tedrico adecuado para el disefio y la valoracion
del trabajo docente. En ese sentido planteamos que el EOS tiene una serie de herramientas
de andlisis que nos permitieron disefiar las actividades didacticas, valorar el trabajo que se
desarroll6 en el aula y nos marcé pautas para mejorar el disefio y las formas de conduccién
de las actividades de aprendizaje de los estudiantes.

En cuanto al trabajo de tesis en si, sobre el que consideramos mas importante presentar

nuestras conclusiones, es pertinente recordar que nos propusimos la elaboracion de una
serie de actividades didacticas cuyo objetivo general consistio en:
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OBJETIVO GENERAL:

Promover en los estudiantes de ingenieria la construccion de significados personales sobre
la “integral de una funciéon”, en un ambiente de software de geometria dindmica, que les
permita usarla en la resolucion de problemas acordes a su formacién y sus practicas
profesionales.

Para valorar en qué medida se logro el objetivo general de la serie de actividades didacticas
disefiadas, planteamos que pretendiamos el logro de tres objetivos especificos. Tomandolos
como eje de andlisis y basandonos en las valoraciones a posteriori de los criterios de
idoneidad didactica, presentamos a continuacion nuestras conclusiones, desglosando cada
uno de los objetivos especificos.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1. Promover que los alumnos construyan significados personales de la integral de
una funcién proximos a los significados institucionales pretendidos.

A priori consideramos que este objetivo era alcanzable pues supusimos que:

« La construccion manipulable que simula la situacion problema correspondiente, facilitaria
la identificacion de los objetos intervinientes en el célculo integral y la observacién de
como éstos se relacionan entre si.

« Al pedirle al estudiante, en las hojas de trabajo, probar con un valor particular del nimero
de alturas, y promover la observacion de que hay mas valores posibles para ésta, se
favoreceria la construccién del modelo analitico, y posteriormente del numérico y del
gréfico, referentes a la determinacion del area bajo la curva y posteriormente al significado
de ésta en los otros contextos que se utilizaron.

« Con ayuda de la hoja de vista grafica de GeoGebra, los estudiantes determinarian
sistematicamente y con mayor facilidad los valores que resolvian el problema.

A posteriori, consideramos que este primer objetivo especifico se alcanzo, pues durante la
puesta en escena se constatd que tras la observacion de la simulacion dindmica del
fendmeno, los estudiantes percibieron una dependencia entre las magnitudes involucradas y
pudieron determinar el valor promedio de las alturas correspondientes a la funcién dada; y
aungue algunos estudiantes presentaron dificultades para construir la expresion analitica
del proceso de limite que determina el &rea, a pesar de observar dinamicamente que la
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funcién promedio altura podia tomar distintos valores, se logréo que los participantes
aproximaran numericamente la solucion al problema con ayuda de la vista grafica en el
GeoGebra.

2. Proponer un sistema de practicas institucionales diferente a la forma tradicional
de abordar al célculo integral, que tome en cuenta el uso de diferentes
representaciones simbdlicas, apoyado en herramientas tecnolégicas.

A priori, se considero que este objetivo se podia lograr, pues en las actividades se le pedia
al estudiante la construccion de una expresion analitica, una tabla de valores y una grafica;
y se promovian analisis numéricos y graficos del problema: luego con la simulacion
dindmica del fendbmeno permitiria analizar intuitivamente el problema. Luego, el anélisis de
los valores de la funcién promedio altura promoveria que se propusiera una estrategia para
buscar numéricamente la solucion para determinar el area bajo la curva. Posteriormente se
esperaba la realizacion de un analisis grafico usando el valor del area bajo la curva como el
valor de la integral definida equivalente al valor del area de un rectangulo de altura la
altura promedio y base el intervalo de un valor para x desde x = a hasta x = b que son los
limites de la region situada entre la curva f(x) y el eje x.

Consideramos que lo anterior se lograria ya que previamente se hizo un andlisis de
trayectorias e interacciones didacticas dentro de nuestra propuesta, un proceso de
instruccion que comprende distintas dimensiones, las cuéles estan interconectadas entre si:
epistémica (significados institucionales), docente (funciones del profesor), discente
(funciones de los alumnos), mediacional (recursos materiales y temporales), cognitiva
(significados personales), emocional (sentimientos y afectos) y en donde nos enfocamos en
la trayectoria epistémica que es la distribucion a lo largo del tiempo de la ensefianza de los
componentes del significado institucional implementado, donde los componentes
(problemas, acciones, lenguaje, definiciones, propiedades, argumentos) se van sucediendo,
es decir, el modo en que los objetos matematicos se conectan entre si en un orden
especifico durante el desarrollo de las actividades, esto con el fin de comprender de mejor
manera lo que sucede dentro del aula en el proceso de instruccion, utilizando también la
nocién de configuracion epistémica como sistema de objetos.

Durante la puesta en escena de las actividades, constatamos que el objetivo se alcanzo, pues
pudimos observar que realmente los estudiantes modelaron el fenémeno implicado, en
diferentes formas de lenguaje; propusieron calcular mas valores de la altura promedio
variando el nimero de subintervalos para encontrar el valor del area bajo la curva y con
ayuda de la vista grafica en el GeoGebra se aproximé la solucion numérica al problema
dado por la funcién involucrada.
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3. Promover que los alumnos desarrollen competencias para aplicar sus
significados personales alcanzados en torno a la nocién de integral para la
resolucion de situaciones problema relacionadas con su préactica profesional.

Pensamos que lo anterior se logré ya que los estudiantes desarrollaron sistemas de practicas
que promovieron la emergencia de objetos del célculo integral. A priori consideramos que
era posible alcanzar este objetivo pues:

« Al simular con GeoGebra las alturas mayores y menores cambiantes de acuerdo con el
namero de intervalos y representar objetos variables, como un punto o un area bajo la curva
en la vista gréafica, se favoreceria la construccién de un significado para el objeto variable.

« Se promoverian practicas de modelacion, que favorecerian la construccion de un
significado inicial para las diferentes formas epistémicas de la integral como la funcién
area promedio, como herramienta para modelar el fenémeno implicado en las situaciones
problema que se manejaron en esta propuesta y que relaciona dos magnitudes, haciendo
esto en las diferentes representaciones del lenguaje.

» Se favorecerian practicas de analisis numérico y grafico del comportamiento de los
valores de las magnitudes, lo que ayudaria a la emergencia de objetos como: funcion
antiderivada, altura promedio, el area bajo la curva, la integral definida, La integral como
resultado de un proceso de limite, el Teorema Fundamental del Calculo y el Teorema del
valor medio de la integral.

« Se facilitarian andlisis graficos que contribuirian a la caracterizacion grafica del
significado de la integral en otros contextos usando el area bajo la curva como herramienta
didactica.

En la puesta en escena de las primeras cinco actividades que mencionamos en el capitulo 4,
aungue no pudimos evaluar el grado en que nuestra propuesta contribuyé a la construccién
de los significados personales esperados, si pudimos observar que las practicas anteriores se
Ilevaron a cabo y que los estudiantes describieron el comportamiento de las magnitudes
tanto numéricamente como graficamente con el valor promedio de la funcion (altura
promedio) multiplicada por la diferencia entre los valores de x desde x = a hasta x = b.

Con base en lo expresado anteriormente, consideramos que nuestra propuesta si promueve
la construccion de los distintos significados de la integral, ademas de la construccién de
significado para otros objetos del célculo, mediante el desarrollo de practicas extra
matematicas ligadas a la resolucion de problemas de los distintos campos de la ingenieria y
haciendo uso de las herramientas proporcionadas por los ambientes dindmicos.
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De manera general, dado que en el analisis a priori de la idoneidad didactica de nuestra
propuesta calificamos como altas las seis idoneidades parciales, considerando que las
habiamos integrado todas ellas en la secuencia de actividades. Por otro lado, aunque con la
puesta en escena de las actividades, observamos que el contexto de los problemas y la
presencia de los ambientes dindmicos favorecieron el interés y la participacion activa de los
estudiantes, y se alcanzaron los objetivos propuestos, valoramos a posteriori, en el capitulo
cinco, como altas a las idoneidades epistémica y ecol6gica y como medias las idoneidades,
cognitiva, emocional, mediacional e interaccional.

Las razones por las cudles la valoracion a posteriori no coincidid con la realizada a priori,
son por un lado, que percibimos la necesidad de realizar algunos cambios pequerios en:

a) La redaccion de algunas preguntas para detectar a la funcién derivada en cada situacion
problema.
b) EI momento en que se trabajaba en el lenguaje analitico
c) La introduccién del objeto area bajo la curva.
d) EI momento en la hoja de trabajo donde aplicar los ambientes dindmicos, para que el
valor numérico de la altura y del area promedio no resulte ser un distractor.

Por otro lado, se detectaron algunas dificultades relacionadas con la construccién de la
expresion analitica de la funcién derivada y de la altura promedio mediante un proceso de
sumatorias que modelaba al problema y en algunos objetos intervinientes que los
estudiantes no dominaban y que hizo necesaria la participacion por parte del profesor y
explicarlos para que los estudiantes pudieran continuar con el desarrollo de las actividades.

Dado que nuestro trabajo es de desarrollo docente, se propone realizar los cambios
mencionados tras la puesta en escena, e incorporarlos al disefio de las actividades, con lo
cual mejoramos la idoneidad didactica en las componentes que no salieron altas a posteriori
y asi sucesivamente seguir aplicando las actividades didacticas para que se vayan
mejorando continuamente, ya que precisamente la presencia de las dificultades
mencionadas sefiala puntos de las actividades en los cuéles los estudiantes pueden requerir
mas apoyo.

Por ultimo, una conclusion personal a la que he arribado estriba en el hecho de que he
podido constatar que las grandes situaciones problema que he enfrentado al hacer la tesis,
gue basicamente son dos: disefiar la serie de actividades didacticas y evaluar su pertinencia
al ponerla a prueba, me problematizaron y me hicieron avanzar en una mejor comprension
de los problemas docentes, desde su complejidad hasta la necesidad de tener fortaleza en el
uso de las consideraciones tedricas con las cuales abordamos nuestra actividad laboral.
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Conclusiones

Consecuentemente y haciendo una analogia con la actividad de aprendizaje de los
estudiantes, estoy ahora méas convencido de que lo mas importante es enfrentar a los
estudiantes a situaciones problema, y que en la busqueda de soluciones para las mismas,
deberan ir emergiendo y reforzandose las herramientas intelectuales necesarias para
hacerles frente, particularmente las de las matematicas, centro de nuestro interés.
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ANEXOS

ANEXO 1. PROGRAMA DE ESTUDIOS DEL CURSO DE
MATEMATICAS Il (CALCULO INTEGRAL).

1.- DATOS DE LA ASIGNATURA

Nombre de la asignatura: Matematicas Il (Calculo Integral)
Carrera: Todas las Ingenierias

Clave de la asignatura: ACM - 0404 3-2-8

2.- HISTORIA DEL PROGRAMA

Lugar y fecha de
elaboraciéon o
revision

Participantes

Observaciones
(cambios y justificacion)

Direccion General de
Institutos
Tecnoldgicos. Cd. de
Méxicode 7y 8
agosto 2003.

Direccion General de
Institutos
Tecnoldgicos. Cd. de
México del 24 al 25
de noviembre de
2003.

Cd. de México del 21
al 23 de Enero de
2004.

Representante de los
Institutos Tecnoldgicos
de Cd. Juérez, Toluca,
Hermosillo, Culiacan,
Tuxtla Gutiérrez y
Chihuahua I1.
Representante de los
Institutos Tecnoldgicos
de Cd. Juarez, Toluca,
Hermosillo, Culiacan,
Tuxtla Gutiérrez y
Chihuahua I1.

Representante de los
Institutos Tecnoldgicos
de Cd. Juérez, Toluca,
Hermosillo, Culiacén,
Tuxtla Gutiérrez y
Mexicali.

Propuesta de contenidos
tematicos comunes de
matematicas para las
ingenierias.

Anélisis y mejora de los
programas de matematicas
para ingenieria, tomando
como base las Reuniones
Nacionales de Evaluacién
Curricular de las diferentes
carreras.

Definicion de las estrategias
Didacticas.

127




Anexos Anexo 1. Programa de Estudios del Curso de Matematica Il

3.- UBICACION DE LA ASIGNATURA
a). Relacidn con otras asignaturas del plan de estudio

ANTERIORES POSTERIORES
ASIGNATURAS TEMAS ASIGNATURAS TEMAS
Funciones Matematicas 11 Integrales Multiples
Matematicas | Limites de (Célculo Vectorial) | Solucién de
(Calculo Funciones Matematicas V ecuaciones
Diferencial) Derivadas (Ecuaciones diferenciales

Diferenciales) Definicion de
Transformada de
Laplace. Series de
Fourier.

b). Aportacion de la asignatura al perfil del egresado

Desarrolla un pensamiento 16gico matematico formativo que le permite analizar fendmenos
reales, sumas infinitas de diferenciales y modelarlos.

Desarrolla su habilidad para la resolucion de problemas.
4.- OBJETIVO(S) GENERAL(ES) DEL CURSO

El estudiante dominara el concepto de diferencial e integral y observara la relacion que
existe entre el calculo diferencial e integral.

Aplicaré la integral como una herramienta para la solucion de problemas practicos del area
de ingenieria en que se imparte esta materia

5.- TEMARIO
Unidad Temas Subtemas
1 Diferenciales 1.1 Definicion de

diferencial.

1.2 Incrementos y
diferenciales, su
interpretacion geometrica.
1.3 Teoremas tipicos de
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Integrales Indefinidas y
Métodos de Integracion.

Integral definida

Aplicaciones de la integral

diferenciales

1.4 Caélculo de diferenciales.
1.5 Calculo de
aproximaciones usando la
diferencial.

2.1 Definicion de Funcion
Primitiva

2.2 Definicion de Integral
Indefinida

2.3 Propiedades de la
Integral Indefinida

2.4 Célculo de Integrales
Indefinidas.

2.4.1 Directas.

2.4.2 Por cambio de
variable.

2.4.3 Por Partes

2.4.4 Trigonométricas
2.4.5 Por sustitucién
trigonométrica

2.4.6 Por fracciones
parciales.

3.1 Definicion de integral
definida.

3.2 Propiedades de la
integral definida.

3.3 Teorema de existencia
para integrales

definidas.

3.4 Teorema fundamental
del Célculo

3.5 Célculo de integrales
definidas.

3.6 Teorema del valor
medio para integrales.

4.1 Longitud de curvas.
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4.2 Calculo de areas

4.3 Areas entren curvas
4.4 Célculo de volimenes.
4.5 Volumenes de solidos de
revolucion

4.6 Célculo de volimenes
por el método de

los discos

4.7 Calculo de momentos,
centros de masa

y trabajo.

5 Integrales Impropias 5.1 Definicion de integral
impropia.

5.2 Integral impropia de 1ra
clase

5.3 Integral impropia de 2da
clase.

6.- APRENDIZAJES REQUERIDOS

Célculo diferencial.

7.- SUGERENCIAS DIDACTICAS

Investigar el origen historico, el desarrollo y definiciones planteadas en los
conceptos involucrados en el tema.

Analizar y discutir, sobre la aplicacion de las definiciones del tema en problemas
reales relacionados con la ingenieria en que se imparta esta materia.

Propiciar el uso de Software de matematicas (Derive, Mathcad, Mathematica,
Maple, Matlab) o la calculadora graficadora como herramientas que faciliten la
comprension de los conceptos, la resolucion de problemas e interpretacion de los
resultados.

Interrelacionar a las academias correspondientes, a través de reuniones en las
que se discutan las necesidades de aprendizaje de los estudiantes, establecer la
profundidad con que se cubriran cada uno de los temas de esta materia, asi como
determinar problemas de aplicacion.

En cada unidad iniciar con un proceso de investigacion de los temas a tratar.
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e Promover grupos de discusion y andlisis sobre los conceptos previamente
investigados.

e Al término de la discusion se formalicen y establezcan definiciones necesarias y
suficientes para el desarrollo de esta unidad.

e Proporcionar al estudiante una lista de problemas del tema y generar précticas de
laboratorio para confrontar los resultados obtenidos.
e Resolver en algunos casos problemas con el uso de softwares.

8.- SUGERENCIAS DE EVALUACION
e Diagndstica
e Temética
e Ejercicios planteados en clase.
e Evidencias de aprendizaje (Andlisis y discusion grupal, elaboracion de
prototipos, modelos, actividades de investigacion, reportes escritos, solucion de

ejercicios extraclase).
e Problemas resueltos con apoyo de software.

9.- UNIDADES DE APRENDIZAJE

UNIDAD 1.- Diferenciales

Objetivo Educacional

Actividades de Aprendizaje

Fuentes de Informacion

El estudiante adquirira
los conocimientos
basicos de la
diferencial de una
funcién y los aplicara
en la solucién de
problemas.

1.1 Investigar el concepto de
diferencial de una funciony
relacionarlo con la derivada.
1.2 Establecer la interpretacion
geométrica de la diferencial
1.3 Conocer y aplicar los
teoremas tipicos de
diferenciacion

1,2,3,4,5,6,
7,8,9,10,11,12,
13, 14,15,16,

17,18,19y 20

UNIDAD 2.- Integrales indefinidas y métodos de integracion

Objetivo Educacional

Actividades de Aprendizaje

Fuentes de Informacion

Comprenderéa el
concepto de funcién
primitiva o antiderivada
a partir del cual
desarrollara habilidades
para el calculo de

2.1 Investigar la definicién de
funcién primitiva y
comprender el concepto de
integral indefinida..

2.2 Analizar las propiedades
de la integral indefinida.

1,2, 3,4,5,6,
7.8,9,10,11,12,
13, 14,15,16,

17,18, 19y 20.
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integrales indefinidas

2.3 Aplicar las propiedades
anteriores y calcular integrales
indefinidas.

2.4 Analizar las técnicas de
integracién: directa, cambio
de variable, por partes,
integrales trigonométricas, por
sustitucion trigonométrica y
por fracciones parciales.

2.5 Analizar cuando se pueden
aplicar las diferentes técnicas
de integracion para resolver
problemas.

UNIDAD 3.- Integral defini

da

Objetivo Educacional

Actividades de Aprendizaje

Fuentes de Informacion

Conceptualizara la integral
definida a través de sumas
infinitas a partir de lo cual
se establecera el teorema
fundamental del calculo.

3.1 Interpretar las Sumas de
Riemann

3.2 Establecer el concepto de
integral definida.

3.3 Establecer e ilustrar
geométricamente el Teorema
Fundamental del Calculo.
3.4 Analizar y aplicar las
propiedades de la integral
definida.

3.5 Aplicar el Teorema del
Valor Medio.

1,2,3,4,5,6,
7,8,9,10,11,12,
13, 14,15,16,

17,18, 19y 20

UNIDAD 4.- Aplicaciones de la integral definida

Objetivo Educacional

Actividades de Aprendizaje

Fuentes de Informacion

Aplicara la integral
definida en la solucion
de problemas préacticos.

4.1 Investigar diferentes
aplicaciones de la integral
definida.

4.2 Determinar el area
comprendida entre dos curvas.
4.3 Analizar y calcular
volimenes de solidos de

1,2,3,4,5,6,
7,8,9,10,11,12,
13, 14,15,16,
17, 18,19y 20.

132




Anexos Anexo 1. Programa de Estudios del Curso de Matematica Il

revolucion.

4.4 Analizar, definir y resolver
problemas que involucren el
trabajo realizado por una
fuerza.

4.5 Determinar: momentos,
centros de masa y centroides.

UNIDAD 5.- Integrales impropias

Objetivo Educacional Actividades de Aprendizaje | Fuentes de Informacién
Adquirira los 5.1 Analizar el concepto de 1,2,3,4,5,6,
conocimientos sobre la integral 7,8,9,10,11,12,
integral impropia impropia. 13, 14,15,16,
5.2 Evaluar integrales 17, 18,19y 20.
impropias de
diferentes tipos.

10. FUENTES DE INFORMACION

. James — Stewart. Célculo de una variable. Edit. Thomson Editores.

. Swokowski Earl W. Célculo con Geometria Analitica. Grupo Editorial Iberoamérica.

. Roland E. Hostetler Robert P. Calculo y Geometria Analitica. Edit. McGraw-Hill.

. Zill Dennis G. Calculo con Geometria Analitica. Grupo Editorial Iberoamérica.

. Edwards Jr. C. H. y Penney David E. Calculo y Geometria Analitica. Edit. Prentice-

Hall.

. Fraleigh John B. Célculo con Geometria Analitica. Edit. Addison- Wesley.

. Anton Howard. Calculo con Geometria Analitica. Edit. Wiley.

. The Calculus problem solver. Edit. R.E.A.

. Leithold Louis. El Calculo. Edit. OXFORD. University Press.

10. Swokowski Earl W. Algebra y trigonometria con Geometria Analitica. Grupo
editorial Iberoamérica.

11. Granville William A. Calculo Diferencial e Integral. Edit. Noriega — LIMUSA.

12. Thomas Jr- George / Finney Ross. CALCULO una variable. Edit, Pearson
Education.

13. Larson — Hostetler. Calculo con Geometria. Edit. McGraw-Hill.

14. Purcell, Edwing J. y Dale Varberg. Célculo con Geometria Analitica.Prentice Hall

15. Derive ( Software ).

16. Mathematica (Software ).

a9~ W0 DN B

© 00 N O
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17. MathCad ( Software ).

18. Maple ( Software ).

19. Historia de las Matematicas. C. Boyer Edit. Alianza.

20. Historia de las Matematicas. H. Bell. Edit. Fondo de Cultura Economica.

11. PRACTICAS

Unidad Préctica
e Graficacion y resolucion de problemas utilizando software matematico.
e Andlisis y discusion en el aula de la aplicacion de las herramientas matematicas en
la solucion de problemas de .ingenieria
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ANEXO 2. HOJAS DE TRABAJO UTILIZADAS EN LA PUESTA EN ESCENA

Se incluyen las hojas de trabajo que se aplicaron en el pilotaje realizado a un grupo de siete
alumnos que estaban llevando el curso de matematicas Il (Calculo Integral). Hemos
tomado como muestra las actividades contestadas por dos alumnos de dicho grupo de

estudiantes.

/}/’ arceg /z,?’)&nf 7] ;

de Acpa Hlzolde
Actividad didactica.

ENCONTRAR LA DISTANCIA' RECORRIDA DURANTE UN INTERVALO DE
TIEMPO, DADA SU VELOCIDAD CUANDO ESTA ES CONSTANTE:

mn
Un automévil se mueve con una velocidad de ~ < en una carretera recta como se indica en
la siguiente figura. Observa y contesta lo gue se pide.
%

dentses,
svasy,
amvseg
veg wsesd o
i
ES— ]
imiseg |
omiseq ! :
Ten ey |Dsen  eww  Swnw e dmy  Bees  Gwes  Jees Gy e lowey
imiseg,

1.1 iCudl es la velocidad a los 2 segundos? ¢y a los 3 segundos? » ] /
V=24 V- 3% Fuz/vé V e Con lpnid€
1.2 ¢ Cwwé distancia recorrz el cutomdavil en ics pritneros 4 s2gunc 25? ¢Por qué?
. 12 i Pregve e cen Secus (/0,5: v@na zen 3 oe.

1.3 ¢Estd reprasentuada graficamente la distanc% recorrida? e_(l_fmo?
S7, domo ecca, porque i ~vlligheonos Dleje §)y < (ejex)
ol vecyllado 7w°()o @n e etos

1.4 Abre el siguiente hipervinculo,l\ o g [ scribir ei archivo de Geogeora en la linea ) g
anterior para que el alumno lo abra), y comprueba lo que has contestado colocando el .
cursor del punto azul © =n =4 segundos. {Qué concluyes respecto a tus respuestas?

e si Fsya n COcrectas
1.5 Si la velocidad es la derivada de la posicién respecto al tiempo y como dice en el
problema es igual a 3 m/s, entonces équé funcidn se tiene que derivar para obtener este
fesiadal ;(f/)/) = 3060, pos que éz in ztoa‘;c,’f de 2 e YZJ{ - B

/i

1.6 Con la expresidn que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular la distancia que
recorre el objeto durante los primeros 4 segundos. ¢Es posible representar en la grafica

este procedimiento? icomo?

(LIZC}{ - —ga//pll = [BM'DJ - Cl(o)] 12

i

S se (nec}e v e e iﬁl-j()r, ml"/»m{w(/a c/ p/'f‘ 7(0"6‘ ‘“/ ‘/”p’"‘[/i 0 /

i y / / { ] f
7 af ele L{ pira ta velpes dod, J@ PQ-IP Mmode gve (‘Q”a
cono el ared ba)'e }a vecta -3 eva hede de & a 4.
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i
P gm
lu v 4\{\,#)" St '{"’ W a:ﬁ‘if a2 4

{.. ¢ jOC{@r\o5 :(?ggivsfr
o A cdp

!0§ /‘bgdrgf 7w"
Se f’/;(:‘yr‘.r\j{r(}*/‘ el ©n j.jw | O »
(‘JQ Grea , e ("’\.7{‘18 COCJQ v D

Pnén vel J@a(i‘ c{)@“@‘grsz,d’gé?

(o
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1 prco } fonle

e Ache E/;?a'»u.“

Actividad didactica.

ENCONTRAR LA DISTANCIA RECORRIDA DURANTE UN INTERVALO DE
TIEMPO, DADA SU RAZON BE CAMBIO EXPRESADA COMO LA FUNCION
IDENTIDAD

Un automévil se mueve con una velocidad dada por la funcién v (t) =t sobre una carretera

* recta durante un viaje de 4 segundos. ;Cudl-es la-distancia total recorrida?

velocidad

—nws
<

3mis |

Zmis

1ms

tiempo

5s

23
3
2
[N}
(2]
[
“®
L
)

A A m:‘s_j

1T1¢Cludlesla vellocidad alos 1 segundas? iy alos 3 segundos?
1Az 3%
1.2 ¢Qué distancia recorre el automavil en los primeros 4 segundos? ¢{Por qué?
s Porgue of pgeea Jp o gratico sy /(;w[ar!cy’z?' y Se obtlear COMO 73
1.3 ¢Esta representada graficamente la ?istancia recorrida? éCémo?
Si, Lo /—7, e éa {0 /g arl @ 0,«;0]3
1.4 El drea debajo de dicha funcidn, gréficgcomprendida entre ella, el eje U’ y la recta

t=4, esigual al drea del rectangulo que tiene la misma base que el tridngulo y la mitad de
su altura. Esto resulta facil de probar geométricamente. Sin embargo, en este caso la
intencion sera probar aritméticamente que la altura promedio (gue se obtiene sumando
las alturas y dividiendo entre el ndmero de ellas) es igual a la mitad de la altura del
trigngulo {en este caso particular, la altura promedio debera ser igual a dos, ya que la
altura del tridngulo es igual a cuatro). Para llevar a cabo esta prueba contesta las

siguientes cuestiones:

1.4.1  Sidividimos el intervalo [0,4] en cuatro subintervalos iguales, ¢cudl es la longitud

en cada subintervalos?
is
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1.4.2 ¢iCudl es la méaxima altura en cadu uno de los cuatro subrntmrvalos? Y cual es la
minima? /// reverssp q /fo a
1.4.3 (Cuadles el promedio de las alturas maximas en cada uno de los cuatro
. | - Max A Mia
subintervalos?
% o e
1.4.4 QY el promedlo de las minimas? / Bt}
1.45 ;Cémo es el promedio de Iz totalidad de alturas con respecto al promedio de las
L4.3 :
alturas méximas calculadas en el inciso &? (Con respecto al promedio de las
€5 renor WYy g =y
alturas minimas calculadas en %ﬁ)? ;*5’}5 =t
€S MmMan
1.4.6 Siahora dividimos el intervalo [0,4] en ocho subintervalos iguales, y repetimos las
preguntas formuladas en los incisos (b), (¢}, (d), (e) para dicho intervalc, {cudles
5 /4 Moy /4 i q 7 S |
4~ = / A 22 2
son las respuestas? %, 7 ( /{4 /4) = 3
1.4.7 ¢iComo resultd ser el promedio de las alturas maximas calculado en 8
subintervalos con respecto al promedio calculado en 4 subintervalos? ¢Y el de las
i "~ ?Amay A min (Q j/)l
alturas minimas? 7 5 TiVg e
Y% /4 % :
1.48  Ysiahora cada uno de los 8 subintervalos lo dividimos en 2 suiiniervaios ictales,
¢qué nasara con el promedio de Ias alturas maximas? ¢Y ccn & premedin de las
; . A rmay 4 67 </§ : )27
alturas minimas? 47 < $+ e &
//31 '/8 (" /)7 = &Y
1.4.8 ¢(Qué sucede con el promedio de las alturas méximas el cada subintervaics a
medida que aumenta el numero de ellos? ¢Y con el promedio de las alturas
)
minimas? Se Van Geercg. /o g @ lg otca
1.4.10 De io hasta aqui dicho pueden establecerse algunas cuestiones:

1.4.10.1 Lla altura promedio de las alturas maximas (y minimas) es una funciéon de

n, (donde n es el nimero de intervalos).

1.4.10.2 La altura promedio de las alturas minimas es una funcion creciente

siempre menor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.

1.4.10.3 La altura promedio de las alturas méaximas es una funcion decreciente

siempre mayor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.



Anexos Anexo 2. Hojas de Trabajo Utilizadas en la Puesta en escena

R

j /4“\41()5 Ar'}'rlvfgg
LJ"”WJ le MEADrES maypres

- ¢ |

1 -2 N ! 7

7 - 3 1 i

ek | '5 g

1,4,6
+1 ) Alves s Alloas
JaHer \zcﬁ'@ ™M p/‘arf/_’; ’V[ﬁl‘/o’i(cf
-0 e 0,5

V2]

.5- 1 s ———

25~ 3 B A S B
3.5~ 4 7.8 Yy
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Con base a estas conclusiones, icémo puede definirse !a aliura promedic de la

totalidad de las aituras? (or® é’[f"?""f’/be Cl& [5 Suma de las 5’”"(9'
MAYOES ¥ M e 0T <
1.4.10 Determina las funciones altura promedio’ (tanto de las alturas maximas como de

las minimas) como una funcidn de n.
1.4.11 A partir de ladefinicidn establecida para “altura promedio de la totalidad de las

Alturas”, calcula su valor en este caso. ¢Coincide con la que habias calculado

- o7
geométricamente?: §,

1.5 Abre el siguiente hipervinculo {Escribir el archivo de Geogebra en la linea
anterior para que el alumno io abra), y comprueba lo que has contestado colocando el

cursor del punto azul =i t=4 5 =. ¢Qué concluyes respecto a tus respuestas?

1.6 Si la velocidad es la derivada de la posicidn respecto al tiempo y como dice en el
problema es igual a 3 m/s, entonces (qué funcién se tiene que derivar para obtener ese
1 2

: 2 ) .
resultado 37 € Wene 7vé derlvar 71
1.7 Con ia expresid.y cue obtuvistz en el inciso anterior vueive 2 caicuicr la distancia que
recorre el objeto durante !s prirneros 4 segundos. ¢Es posible represerwr e la gréfica
este procedimiento? ¢Como?

1

4= 3t

{(u)x ! .’)

feu) = grb-
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ﬁ; 4/@7

ENCONTRAR LA VELOCIDAD DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO,
DADA SU ACELERACION CUANDO ESTA ES UNA RAZON DE CAMBIO
COMO FUNCION CUADRATICA

Un automévil se desplaza con una aceleracién dada por la funcion a(t) = 1> sobre una
carretera recta durante un viaje de 4 segundos como se indica en la siguiente figura.
Observa y contesta lo que se pide.

aceteracion /
10misr2 /

am/en2
Bmsh2

amisnz

tempo.

% /ﬂ, 3s, 4N
1.1 ¢Cuadl es la aceleracion a los 2 segundos? ;y a los 3 segundos? & /DS 5/94 sege vy i 1%

1.2 ¢Con qué velocidad se desplaza el automdvil en los primeros 4 sggundos? ¢Por que7

- 5 -\
s = 20,3 %
1.3 (Estd r.:presentada graficamente la velocidad con que se estd moviendo el objeto?

éComo? ¢ comp Para\ﬁo la
1.4 Ahora Dada la curva a(t) = t* en el intervalo [0,2], calcula la altura promedio de las

alturas de los puntos de las curvas en los siguientes casos:

1.4.1 Tomando las alturas mdximas de cuatro subintervalos iguales.
-
1.4.2 Tomando las alturas minimas de cuatro subintervalos iguales.

I FF
1.4.3 Tomando las alturas maximas de ocho subintervalos iguales. 119

' 2
1.4.4 Tomand?) Iz}sqa!turas minimas de ocho subintervalos iguales. 0. 908
T
1.4.5 Tomando las alturas maximas de n subintervalos iguales.
N=10 5.0
1.4.6 Tomando las aituras minimas de n subintervalos iguales.
N=10 2278
1.4.7 Tomando la totalidad de las alturas.
0., 99916
1.5 Abre el siguiente vinculo y comprueba lo que has contestado. ¢Qué

concluyes respecto a tus respuestas?

1.6 Determinar ej cambioje la velpcidad entre los cero y los 2 segundos.
lon vne k2 eqra an/ e de Z. a s - i
d

2
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e A

CALCULO DEL TRABAJO TOTAL REALIZADO POR UNA FUERZA
CONSTANTE

Una caja que tiene un peso “F” de 10N, tiene un movimiento en caida libre desde una altura
“Y” de 16m. Suponiendo que inicia su caida a partir del reposo, deseamos determinar el

trabajo total realizado por la fuerza de gravedad sobre la caja.
14N 4 Fuerza

12N

10l
8N -
SINE |
PN -

2N+

oON . ld.stancia
im -2m om 3m 5m 7m 9m 11m 13m 15m 17m 19
-2N
1.1 éCuadl es la fuerza de gravedad cuando a partir de su posicidn inicial ha descendido 2

metros? ¢y cuando ha descendido 3 metros? / [' f . _/ j
a.87/¢ 1. 8" Rrgee lo gvedod s cos
1.2 ¢{Qué trabajo reahza)a fuerza cuando la C?ja desciende en los) pnmeros 4 metros? ¢ Por
LIOJOV es fﬂ'7‘/€ jrabw] C\A/\ = Fugrze » Distgaci,

que? Wo Fed = JONw* Y = 4O Joles

1.3 ¢Esté representado graficamente el trabajo realizado? ¢Cémo?
Sy Comp dvea ((«/ Yo Uﬁ?’/'o

1.4 Abre el siguiente hipervinculo Escribir el archivo de Geogebra en la linea

anterior para que el alumno lo abra), y comprueba lo que has contestado colocando el

cursor del punto azul . {Qué concluyes respecto a tus respuestf'\s?
veron-lgis MISAH8 re sfVesiOS

1.5 Si la fuerza es la derivada del trabajo T respecto a la distancia recorrida x, y como dice
en el problema es igual a 10 N, entonces ¢qué funcién se tiene que derivar para obtener
este resultado? F(,q) = (O N

1.6 ¢Cudnto cambia el trabajo realizado cuando el cuerpo desciende de 3 a 8 metros?

Q»«L/Aa ee SO Jo fes
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‘ Mg M@

?Ac/!\g 1, rba

CALCULO DEL TRABAJO TOTAL REALIZADO POR UNA FUERZA VARIABLE

Calcular el trabajo que se necesita hacer para estirar un resorte 0.4 metros hacia la
derecha a partir de su posicion de equilibrio (representado por el origen en la grafica),
sabiendo que cuando el resorte se estira 0.1mts a la derecha se ejerce una fuerza F de
5N. En donde F=Kx siendo K la constante de elasticidad del resorte y X su alargamiento.

rFuerza variable

25N
20N
=T
1orn |

LN

(o1 (= estiramiento

-0.2m Om o.2m C.am O.em o.8rn

/J_l <

1.1 ¢Cudl es el valor de la constante K del resorte? 50
1.2 ¢Cudles lafuerza que estira al resorte una longitud de 0.2m? ¢y para 0.4m?

Frkx > F=g0(02)= 10k Fz ko= F: (Q?MXOH)IZOK?

1.3 ¢éQué trabajo se necesita hafer para estirar un resorte 0.4 metros hacia la derecha
L/ ]ou/sfs fé'é?t € C’ }99 o 9‘((’(/6’9{”»«‘); oMo 9/ gred  en esSie c@so

a partir de su’posicion de equ Ilbr o? ¢Por qué? i
Un Jrlo/\?j pera o Jp,p, Sv area /LGICPMO(‘ leI'\ M&)
1.4 (Estd repreSentado graficamente dicho trabajo? ¢(Cémo?

Ydpoles

El drea debajo de la funcién f{x) = F = Kx, grafica comprendida entre ella, el eje
‘estiramiento x’vy larecta x=0.4m, es igual al drea del rectangulo que tiene
la misma base que el tridngulo y la mitad de su altura. Esto resulta facil de probar
geométricamente. Sin embargo, en este caso la intencién serd probar aritméticamente
que la altura promedio (que se obtiene sumando las alturas y dividiendo entre el
numero de ellas) es igual a I3 mitad de la altura del tridngulo (en este caso particular, la
altura promedio debera ser igual a diez, ya que la altura del triangulo es igual a veinte).
Para llevar a cabo esta prueba contesta las siguientes cuestiones utilizando el siguiente
hipervinculo _|Escribir el archivo de Geogebra en la linea anterior para que el
alumno lo abra), colocando el cursor del punto azul en x=0.4 metros.

1.4.1  Si dividimos el intervalo [0,4] en cuatro subintervalos iguales, scual es la
longitud en cada subintervalos? ©. 1~

1.4.2 ¢(Cudl es la maxima altura en cada uno de los cuatro subintervalos? ¢V cual
esla minima? A gy, = Y A rin= @

1.4.3  ¢(Cudl es el promedio de las alturas maximas en cada uno de los cuatro
subintervalos? /7.5

1.4.4 (Y el promedio de las minimas?

~
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|
Marco Jidortp

cé/lc/w Elizalde

1.4.5 ¢(Coémo es el promedio de la totalidad de alturas con respecto al promedio
de las alturas méaximas calculadas en el inciso (1.4.3)? ¢Con respecto al
promedio de las alturas minimas calculg'dg?gr((l.élA)?ma yor
1.4.6 Si ahora dividimos el intervalo [0,4] en ocho subintervalos iguales, v A wvmax. = (.25
repetimos las preguntas formuladas en los incisos (1.4.2), (1.4.3), (1.4.4), A ~la. =
(1.4.5) para dicho intervalo, écudles son las respuestas?
1.4.7 ¢Cémo resultd ser el promedio de las alturas méaximas calculado en 8
subintervalos con respecto al promedio calculado en 4 subintervalos? ¢Y el
de las alturas minimas?
1.4.8 Y si ahora cada uno de los 8 subintervalos lo dividimos en 2 subintervalos
iguales, iqué pasara con el progx?edigfg?edlgs ?gtgrggrnggf? }é,OY con el
promedio de las alturas minimas?
1.49 ¢Qué sucede con el promedio de las alturas maximas el cada subintervalos
a medida que aumenta el nimero de ellos? ¢Y con el promedio de las
alturas minimas?  €a amLos ca sps e/fra/\/, le de /og a j)w&"ﬁ 5€ aceecg Mas
1.4.10 De lo hasta aqui dich%lpggégﬁ ers?gbfecerse algunas cuestiones:
1.4.10.1 La altura promedio de fas alturas maximas (y minimas) es una
funcién de n, (donde n es el nimero de intervalos)
1.4.10.2 La altura promedio de las alturas minimas es una funcién
crecienie siempre menor que la altura promedio de la totalidad
de las alturas.
1.4.10.3 Laaltura promedio de las alturas maximas es una funcion
decreciente siempre mayor que la altura promedio de la
totalidad de las alturas.

Con base a estas conclusiones, écomo puede definirse la altura promedio de la
totalidad de las alturas?
1.4.11 Determina las funciones ‘altura promedio’ (tanto de las alturas maximas
como de las minimas) como una funcién de n.
1.4.12 A partir de la definicién establecida para ‘altura promedio de la totalidad
de las alturas’, calcula su vaior en este caso. ¢Coincide con la que habias
calcuiado geométricamente?

1.5 Sila fuerza es la derivada del trabajo respecto a la distancia recorrida y como
dice en el problema es igual a Kx Newtons, entonces équé funcidn se tiene que

: , - z

derivar para obtener este resultadc? .f(,,)._%[ [vy

1.6 Con la expresién que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular el trabajo
que realiza la fuerza.sobre el objeto cuando este se estira 0.4m. ¢Es posible
representar en la grafica este procedimiento? ¢Cémo?

Ta‘.bafo = %’\’XZ= %{50)(0.q)2:q
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67;‘%&4; U-AZ/ . %‘ugm

Actividad didactica.

- ENCONTRAR LA DISTANCIA RECOP\RIDA DURANTE UN INTERVALO DE
TIEMPO, DADA SU VELOCIDAD CUANDO ESTA ES CONSTANTE:
i)
Un automovil se mueve-con una velocidad de ~ < en una cairetera recta como.se indica en
ta siguiente figura. Observa y contesta lo que se pide.

. émiseg
Smiseg
| dm/seg
V=gl dmsesd e e
imiseg I
Gnvsea L :
2seq  -lsey J 02¢g  lseg  2seg  3aeg  dseg  Bsey  breg Ty Esep.  Beer Wiy
~imizeg.
' / [
5 . e o y 377 \/ ’/ / / 7ant
1.1 ¢Cudl es la velocidad a los 2 segundos? ¢y alos 3 segundos? O /5 viEeigad” (L0 CANT

1.2 {On:2 disrancia recorre =\ automovil en los primeros 4 segundos? ¢ Por qué?

1.3 #2572 representada graficamente la distancia recorrida? ¢Cémo? )

i /
St como €l aréea e 007

P . o ey s
1.4 Abre el siguiente hipervinculo /.~ .7 /' ;. (Escribir ei archivo de Geogebra en la linea
anterior para que el alumno lo abra), y comprueba lo que has contestado colocando el
cursor del punto azul © =n =4 522undos. ¢Qué concluyes respecto a tus respuestas?

1.5 Si la velocidad es la derivada de la posicién respecto al tiempo y como dice en el
problema es igual a 3 m/s, entonces ¢ qué funcidn se tiene que derivar para obtener este

resultado ?

1.6 Con la expresién que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular la distancia que
recorre el objeto durante los primeros 4 segundos. (Es posible representar en la grafica

/ A 9,

/ \ y 7 LX

este procedimiento? ¢como?
‘/-\// /
/. i A [ Ky ! " /
TILK | = [ 7, O T
/ Y 4 \

/ a
I A
v\ i ¢ .

chw
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61/ ey-lo Uemlum Vo[enzw’!a /Qv"ucrcr

Actividad didactica.

ENCONTRAR LA DISTANCIA RECORRIDA DURANTE UN INTERVALQC DE
TIEMPQ, DADA SU RAZON DE CAMBIO EXPRESADA COMO LA FUNCION
IDENTIDAD

Un automdvil se mueve con una velocidad dada por la funcidén v (t) =t sobre una carretera
recta durante un viaje de 4 segundos. ;Cual-es la distancia total recorrida? .-

’:'"‘;':”:-vf:locidad /
—myis / g

3mis | /
Czmis] o s eS8

1mis |

omis tismpo

1.1 ¢Cudl es la velocidad a los 1 seguncas? iy 2 los 3 segundos?
/ m/s b4 \:; s

1.2 ¢Qué distancia recorre el autom/o’vil en los primeros 4 segundos? ¢ Por qué?

28 A / )
,.;1,::, ndo &/ area d c.‘ //,-“':Jr'/";;”.-//r : _{D; 2 j;’: T = ; = /3/1/,
1.3 ¢Esta representada graﬂcamente la distancia recorrida? ¢Cémo?
5 ! en f—, me d€ una aréea Ffriangt b

1.4 El area debajo de dicha funcion, gréfica cbmprendida entre ella, el eje ‘t’' y la recta
t=4, esigual al drea del rectangulo que tiene la misma base que el tridngulo y la mitad de
su altura. Esto resulta facil de probar geométricamente. Sin embargo, en este caso la
intencion sera probar aritméticamente que la altura promedio (que se obtiene sumando
las alturas y dividiendo entre el nimero de ellas) es igual a la mitad de la altura del
triangulo (en este caso particular, la altura promedio debera ser igual a dos, ya que la
altura del tridngulo es igual a cuatro). Para llevar a cabo esta prueba contesta las
siguientes cuestiones:

1.4.1 Sidividimos el intervalo [0,4] en cuatro subintervalos iguales, écudl es la longitud
/ ) )
en cada subintervalos? éi ( /56 yondé |
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1.4.2 ¢Cudl es la maxima altura en cada uno de los cuatro subintervalos? ¢Y cuél es la
minima?

1.4.3 (Cudl es el promedio de las alturas méximas en cada uno de los cuatro . -

/ , 7177 rf .
subintervalos? 7.5 ﬂ,,;;,;_/- 7 e /5_///./'/‘.4 Viayima

g %% = - / Ly - W7 191e
1:4.4+ ¢Y el promedio de las minimas? [, S framegh'n dc L1 (7077 77171777

2] 1.4.5 ¢Como es el promedio de la totalidad de alturas con respecto al promedio de las

alturas méaximas calculadas en el inciso (c)? ¢Con respecto al promedio de las
Iy

/ "
; / — /
& /
{/ & ¥ 4 y/) fora Jota

Froméd 7 /7 [Tora /o7

S

alturas minimas calculadas en (d)? , ;
1.4.6 Siahora dividimos el intervalo [0,4] en ocho subintervalos iguales, y repetimos las
preguntas formuladas en los incisos (b), (c), (d), (e) para dicho intervalo, {cudles
son las respuestas? 2
1.4.7 ¢iComo resultd ser el promedio de las alturas maéximas calculado en 8
subintervalos con respecto ai promedio calculado en 4 subintervalos? ¢Y el de las
alturas minimas? /, /&

1.4.8 Y siahoracads uno de los 2 subintervalos fo dividimos en 2 subintervalos iguales,

¢yué pasard coner promedio de las alturas maximes? ¢Y con el rromesiz de tas
Pien O OF
alturas minimas? /, /°
1.4.9 ¢Qué sucede con el promedio de las alturas méaximas el cada subintervalos a

medida que aumenta el nimero de ellos? ¢Y con el promedio de las alturas

minimas? Se van q/_‘,(‘-[(v,\‘,'sﬂ los valores una o la olys com mefo/ p

1.4.10 De lo hasta aqui dicho pueden establecerse algunas cuestiones:
1.4.10.1 La altura promedio de las alturas méximas (y minimas) es una funcién de
n, (donde n es el nimero de intervalos). 5 [
1.4.10.2 La altura promedio de las alturas minimas es una funcion creciente
siempre menor que [a altura promedio de la totalidad de las alturas. < ;
1.4.10.3 La altura promedio de las alturas maximas es una funcion decreciente

siempre mayor que la altura promedio de la totalidad de las alturas.
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totalidad de las alturas? ,

Z
1.4.10 Determina las funciones ‘altura promedio’ (tanto de las alturas maximas como de
las minimas) como una funcién de n.
1.4.11 A'partir de la definicidon establecida para “altura promedio de la totalidad de las
Aituras”, calcula su valor en este caso. ¢Coincide con la que habias caiculado

geométricamente?

1.5 Abre el siguiente hipervinculo _(Escribir el archivo de Geogebra en la linea
anterior para que el alumno lo abra), y comprueba lo que has contestado colocando el
. ¢Qué concluyes respecto a tus respuestas?

cursor del punto azul =i =4 52

1.6 Si la velocidad es la derivada de la posicién respecto al tiempo y como dice en el
problema es igaal a 3 m/s, entonces iqué funcion se tiene que derivar para obtener ese
resultado 3? [ '/ 72

V‘C = // /-
1.7 Con la exprezidn gue obtuviste en el incisc 2nterior vualve a ca'culur la Zisianzia que
recorre el objeto durante los urima-0s 4 cegundos. ¢Es posible representer en la grafica

este procedimiento? éCémo?
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/ )
( y & f"'/o } /f’/f//'Z(’{/f? /0 s

]

ENCONTRAR LA VELOCIDAD DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO,
DADA SU ACELERACION CUANDO ESTA ES UNA RAZON DE CAMBIO
COMO FUNCION CUADRATICA

Un automoévil se desplaza con una aceleracién dada por la funcién a(t) = . sobre una
carretera recta durante un viaje de 4 segundos como se indica en la siguiente figura.
Observa y contesta lo que se pide.

acaloracion

10mrsn2
Bmisz
ern/s~z.

am/shz

T—eaugr2 2 ’/, 5 ' tiempo

os Y . 28 3s as ES

: = 47 9 e
1.1 ;Cual es la aceleracion a los 2 segundos? y a los 3 segundos?
1.2 ¢Con qué velocndad se desplaza el autoyovnl en los primeros 4 segundos’ ¢Por qué?

W "s ve cada seqin se eleva a/ c/odyodys
1.3 ¢Estd representaga graflcamenté’/la velocidad con gue se estd moviendo el objeto?

iCémo? (), A,})ﬁﬂ p /’/"/"‘é/f Jo
1.4 Ahora Dada la curva aft) = t? en el intervalo [0,2], calcula la altura promedio de las

alturas de los puntos de las curvas en los siguientes casos:

1.4.1 Tomando las alturas méximas de cuatro subintervalos iguales. l 15
1.42 Tomando las alturas minimas de cuatro subintervalos iguales. ), 25
1.4.3 Tomando las alturas maximas de ocho subintervalos iguales. | 7]
1.4.4 Tomando las alturas minimas de ocho subintervalos iguales. |, {75
1.4.5 Tomando las alturas maximas de n subintervalos iguales. 1,2
1.4.6 Tomando lasr\alt:ras minimas de n subintervalos iguales. ~ g

1.4.7 Tomando la totahdad de las alturas. q ”l'v‘ﬁ(;,.

1.5 Abre el siguiente vinculo

y comprueba lo gue has contestado. ¢Qué
concluyes respecto a tus respuestas? '

1.6 Determinar el cambio de la velocidad entre los cero y los 2 segundos.

y/ P 1% 3 2
//{@ Zn /m, //7 corva / { = /

/
v
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6/%5’ 4 (/C”/// ;,./,//é;)Z(/’f/ﬁ' %é,/f/a

CALCULO DEL TRABAJO TOTAL REALIZADO POR UNA FUERZA

CONSTANTE ;;C_ ma
= / ‘11
Una caja que tiene un peso “F” de 10N, tiene un movimiento en caida libre desde una altura B
“Y” de 16m. Suponiendo que inicia su caida a partir del reposo, deseamos determinar el
trabajo total realizado por la fuerza de gravedad sobre la caja.
14N 4 Fuerza

12N

8N -
(ST
4N -

2N =

ON | ‘ - ci.stancia
oy g gy '
Im -2Zm am 3m  5m 7m Qm 11m ’le 15m 17m 19

-2N
1.1 éCual es la fuerza de gravedad cuando a partir de su posicidn inicial ha descendido 2

metros? ¢y cuando ha descendido 3 meiros? }0,\)

1.2 ¢Qué trabajo realiza la fuerza cuando la caja desciende en los primeros 4 metros? ¢ Por

57 Y | \ ‘; w;\ {Cvéwxef@ /
auer Y], ehs ©) raba I e we £ welion)i2))- é
1.3 ¢Esta representado graficafnente el trabajo realizado? ¢{Cémo?

S\ come el ares de un .""éf,lOf‘fjlt’;({T?

>
1.4 Abre el siguiente hipervinculo Escribir el archivo de Geogebra en la linea
anterior para que el alumno lo abra), y comprueba lo que has contestado colocando el
cursor del punto azul . £Qué concluyes respecto a tus respuestas?

1.5 Si la fuerza es la derivada del trabajo T respecto a la distancia recorrida x, y como dice
en el problema es igual a 10 N, entonces ¢qué funcién se tiene que derivar para obtener

este resultado? ;Lm\ - ] O N

1.6 ¢Cudnto cambia el trabajo realizado cuando el cuerpo desciende de 3 a 8 metros?
3en Im

. ! de tobap 130 ~80 = SO 1.l
U U %
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aléer/o Ueﬂzﬂm ; Va/cn &76’/05 /g'u’e)’&y

CALCULO DEL TRABAJC TOTAL REALIZADO POR UNA FUERZA VARIABLE

Calcular el trabajo que se necesita hacer para estirar un resorte 0.4 metros hacia la
derecha a partir de su posicion de equilibrio (representado por el origen en la gréafica),
sabiendo que cuando el resorte se estira 0.1mts a la derecha se ejerce una fuerza F de
5N. En donde F=Kx siendo K la constante de elasticidad del resorte y X su alargamiento.

Fuerza variable N

15N . A P g,
\,/
< N

1o

on A 1 i = estiramiento K= M
-0.2m om o.2m O.4m o.em o.8m

K~ _r:i 1"(:{‘;"/":
CIN < ot !

1.1 ¢Cudl es el valor de la constante K del resorte? 50 N/m
1.2 (Cudl es la fuerza que estira al resorte una longitud de 0.2m? éy para 0.4m?5 D) “ym

1.3 ¢Qué trabajo se necesita hacer para estirar un resorte 0.4 metros hacia la derecha ,L
/ - L&) 7 Yor 74
() Habhe €570 1opTESET 7S
a partir de su posicidn de equilibrio? ¢ Por qué? 4 = § / p /
\ (OrE Gread dé r 7770791

(N - o4
1.4 (Estd representado graficamente dicho trabajo? ¢Cémo? bx ////Z
El drea debajo de la funcién f(x) = F = Ky, grafica comprendida entre ella, el eje
‘estiramiento x’vy !arecta x=0.4m, es igual al drea del rectanguio que tiene
la misma base que el tridngulo y la mitad de su aitura. Esto resulta ficil de probar
geométricamente. Sin embargo, en este caso la intencién seré probar aritméticamente
que la altura promedio (que se obtiene sumando las alturas y dividiendo entre el
namero de ellas) es igual a la mitad de la altura del tridngulo (en este caso particular, la
altura promedio debera ser igual a diez, ya que la altura del triangulo es igual a veinte).
Para llevar a cabo esta prueba contesta las siguientes cuestiones utilizando el siguiente
\r hipervinculo _____ (Escribir el archivo de Geogebra en la linea anterior para que el

\ 3 0 alumno lo abra), colocando el cursor del punto azul en x=0.4 metros.
¢

CO ’(\\}"Tn 1.4.1 Si dividimos el intervalo [0,4] en cuatro subintervalos iguales, écudl es la
F‘— (k\}( ') I'ong'itud en cald.a\subintervalos? Q. meties . -
| G 142 ¢Cudl es la maxima altura en cada uno de los cuatro subintervalos? ¢Y cudl
esla minima? r)«(\ Q\qu & TN Ny © \‘\\‘-\ R SRR
1.4.3  ¢(Cudl es el promedio de las alturas maximas en cada uno de los cuatro
subintervalos? |7, 5 N
1.4.4 (Y el promedio de las minimas? 7 p;

.
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1.45 ¢Cdémo es el promedio de la totalidad de alturas con respecto al promedio
de las alturas maximas calculadas en el inciso (1.4.3)? éCon respecto al
promedio de las alturas minimas calculadas en (1.4.4)? |()

1.4.6 Si ahora dividimos el intervalo [0,4] en ocho subintervalos iguales, y
repetimos las preguntas formuladas en los incisos (1.4.2), (1.4.3), (1.4.4),
(1.4.5) para dicho intervalo, ¢cudles son las respuestas?

1.4.7 iComo resulté ser el promedio de las alturas méaximas calculado en 8
subintervalos con respecto al promedio calculado en 4 subintervalos? ¢Y el
de las alturas minimas? §/, 7 5

1.4.8 Y si ahora cada uno de los 8 subintervalos lo dividimos en 2 subintervalos
iguales, équé pasard con el promedio de las alturas maximas? ¢Y con el
promedio de las alturas minimas? Se 40 qcercan o 10

1.49 ¢Qué sucede con el promedio de las alturas méximas el cada subintervalos
a medida que aumenta el nimero de ellos? (Y con el promedio de las
alturas minimas? /., n//,,_,,yd 3€ qcercan K?/ (’41/:”/ r(m/

1.4.10 De lo hasta aqui dicho pueden establecerse algunas cuestiones:
1.4.10.1 La altura promedio de las alturas maximas (y minimas) es una

funcion de n, (donde n es el nimero de intervalos)
1.4.10.2 La altura promedio de las alturas minimas es una funcién
creciente siempre menor que la altura promedio de la totalidad
de las alturas.
1.4.10.3 Laaltura promedio de las alturas maximas es una funcion
decreciente siempre mayor que la altura promedio de la
totalidad de las alturas.

Con base a estas conclusiones, c_com” puede definirse la altura promedio de la 7 P

4 _ sl v " s

totalidad de las alturas? Lopis o2 U /f //r n//f’,- 15 Ci 7/' 7 :/.«4' € 2/, / "/f
1.4.11 Determina las funciOnes ‘altura promedlo (tanto de las alturas maximas

como de las minimas) como una funcién de n.

1.4.12 A partir de la definicion establecida para ‘altura promedio de la totalidad
de las alturas’, calcula su valor en este caso. ¢Coincide con la que habias
calcuiado geométricamente?

1
1.5 Sila fuerza es la derivada del trabajo respecto a la distancia recorrida y como /?_éx ?."’
dice en el problema es igual a Kx Newtons, enfor\ws gque funcion se tiene que
derivar para obtener este resultado? /’ L€ e '. y ;N i

ZK"’) / //

1.6  Con la expresion que obtuviste en el inciso anterior vuelve a calcular el trabajo
que realiza la fuerzasobre el objeto cuando este se estira 0.4m. ¢Es posible
representar en la gréfica este procedimiento? ¢Cémo? 57

153



