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Introduión
En el presente trabajo resolveremos numériamente las euaiones de movimiento de unapartíula que se mueve en el espaiotiempo de Shwarzshild.El movimiento de los uerpos elestes siempre ha ausado fasinaión al hombre. Su des-ripión es uno de los resultados más importantes que tiene la Meánia Clásia, pero se quedainompleta al tratar de desribir el movimiento a veloidades eranas a la de la luz y en lasregiones más eranas a los objetos masivos.A prinipios del siglo XX naió la Relatividad Espeial resolviendo el primero de estos pro-blemas, al tomar omo pilares la Relatividad de Galileo y que la veloidad de la luz es la mismapara ualquier observador. Con esto nos dio una nueva onepión y entendimiento del espaioy el tiempo al unirlos en un solo ente, el espaiotiempo.Tiempo después llegó la Relatividad General uniendo ahora a la Relatividad Espeial y a lagravedad, para lograr una desripión más preisa de esta interaión. La onseuenia de estofue que ahora la gravedad no es una fuerza, sino que se debe a la urvatura del espaiotiempoprovoada por la presenia de masa en una región determinada. Con esto llegó la desripiónrelativista de omo es el espaiotiempo en el exterior de un uerpo omo el Sol y nos ayudó aresolver problemas que habían quedado pendientes en la Meánia Clásia omo el avane en elperihelio de la órbita de Merurio.Presentamos el ontenido de este trabajo de la siguiente manera:En el apítulo uno presentamos un breve repaso de los oneptos de la Meánia Clásia quetienen que ver on el movimiento de los objetos alrededor de objetos masivos, desde el puntode vista de la formulaión lagrangiana. También hablaremos sobre oneptos de la RelatividadEspeial, así omo la desripión del ontenido energétio en un región del espaiotiempo.En el apítulo dos, enontraremos la relaión entre la urvatura del espaiotiempo y la grave-dad. Primero estudiaremos oneptos sobre geometría de espaios urvos, después desribiremosomo es la Físia en espaiotiempos urvos on ayuda de la Relatividad General.En el apítulo tres, después de haber enontrado la relaión entre la urvatura del espa-iotiempo y el ontenido material de una región, resolveremos las euaiones de Einstein para1



Introduión 2enontrar la métria que desribe el espaiotiempo en el exterior de un objeto esfério que norota ni tiene arga. También enontraremos las euaiones de movimiento para una partíula quese mueve en este espaiotiempo.Finalmente en el apítulo uatro resolveremos numériamente las euaiones enontradas enel apítulo tres y presentaremos las soluiones para distintas ondiiones iniiales.
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Capítulo 1 Elementos de MeániaClásia y RelatividadEspeial
Uno de los resultados más importantes de la Meánia Clásia fue la desripión del movi-miento de los uerpos elestes que dio lugar a Ley de Gravitaión Universal. Esta ley estableeque la fuerza on la ual dos uerpos se atraen es inversamente proporional al uadrado de ladistania entre ellos en la direión del vetor que los uneF = −GMm

r2
êr, (1.1)donde G es la onstante gravitaional que mide la intensidad de la interaión, M y m las masasde los uerpos, r la distania entre ellos y êr el vetor unitario en la direión que los une. Para

M y m �jas, esta fuerza solamente depende de la distania entre las masas por lo que onvieneutilizar oordenadas esférias r, θ y φ.En este apítulo hablaremos sobre la soluión lásia al problema de dos uerpos interatuan-do gravitaionalmente. Pero sabemos que la Meánia Clásia es el límite a bajas veloidades deuna teoría más general: La Relatividad Espeial, por ello, antes de terminar el apítulo, revisa-remos brevemente esta teoría que nos lleva a reonsiderar nuestras onepiones del espaio y eltiempo.1.1. Meánia ClásiaOtra manera de formular la Meánia Clásia es en base al Prinipio de Hamilton. Esteprinipio nos die que un sistema que se mueve, de un tiempo ti a un tiempo tf , es tal que laintegral llamada aión
S =

∫ tf

ti

Ldt,3



1.1. Meánia Clásia 4tiene un valor estaionario para el amino que sigue al movimiento. L es la lagrangiana delsistema que, en general, depende de las oordenadas, las veloidades y el tiempo. Esto es, detodos los posibles aminos que puede seguir el sistema entre estos dos tiempos, realmente viajaráa lo largo del amino para el ual el valor de esta integral sea estaionario. Por estaionario nosreferimos a que S tendrá el mismo valor para intervalos in�nitesimalmente pequeños a primerorden. Entones podemos deir que el prinipio de Hamilton nos die que el movimiento de unsistema será tal que la variaión de la aión entre dos tiempos dados es ero
δS = δ

∫ tf

ti

Ldt = 0.De esta manera podemos obtener las euaiones de movimiento para un sistema. En partiularpara una lagrangiana que es funión solamente de las oordenadas y las veloidades, las euaionesde Euler-Lagrange se obtienen a partir de la variaión de la aión [1℄
d

dt

(

∂L
∂q̇i

)

− ∂L
∂qi

= 0, (1.2)donde qi y q̇i son las oordenadas y las veloidades que desriben al sistema respetivamente.Debido a que el efeto de la gravedad está solamente sobre la direión radial onviene esribira la lagrangiana que desribe nuestro problema en oordenadas esférias
L =

1

2
m
(

ṙ2 + r2θ̇2 + r2sen2θφ̇2
)

+
GMm

r
. (1.3)Utilizando las euaiones de Euler-Lagrange obtenemos las euaiones de movimiento, para r

mr̈ −mrθ̇2 −mrsen2θφ̇2 +
GMm

r2
= 0. (1.4)De igual manera para θ

d

dt

(

mr2θ̇
)

−mr2φ̇2 sen θ cos θ = 0. (1.5)Para φ podemos ver que la lagrangiana no depende de esta oordenada, por lo tanto la parialrespeto a esta variable será ero, por lo que tendremos que
d

dt

(

mr2sen2θφ̇
)

= 0. (1.6)Esto nos die que mr2sen2θφ̇ es onstante, pero no ualquier onstante sino que debido a que lalagrangiana no se modi�a ante ambios en φ entones esta onstante será la omponente z delmomento angular L por lo que tendremos que
mr2sen2θφ̇ = Lz. (1.7)



1.1. Meánia Clásia 5Así mismo, de la euaión (1.5) tenemos otra euaión de onservaión
m2r4θ̇2 +

Lz
2

sen2θ
= L2, (1.8)donde L es la magnitud del momento angular. Dado que la magnitud del momento angular seonserva y que es onstante en una direión, el movimiento estará restringido a un plano por loque podemos esoger θ = π

2 .Además del momento angular hay otra onstante de movimiento, que podemos enontrar simultipliamos a (1.4) por ṙ, obtenemos
d

dt

(

1

2
mṙ2 +

1

2
mr2φ̇2 − GMm

r

)

= 0. (1.9)La antidad entre paréntesis es otra onstante que podemos identi�ar omo T +V , así que estaonstante será la energía meánia total
1

2
mṙ2 +

1

2
mr2φ̇2 − GMm

r
= E. (1.10)Con esta ténia hemos reduido el problema de desribir el movimiento a la soluión de unsistema de euaiones difereniales de primer orden. Ya no tenemos que resolver las euaiones demovimiento, es deir, las euaiones difereniales de segundo orden, sino que podemos enontrar lasoluión usando las onstantes de movimiento y así onoer omo se mueve el sistema. Resolviendoel sistema formado por (1.7) y (1.10) llegamos a que

r (φ) =
r0 (1 + ǫ)

1 + ǫ cos (φ− φ0)
, (1.11)donde r0 y φ0 son las ondiiones iniiales del sistema, r0 representa la distania radial iniial a laque se enuentra la partíula del entro atrator y φ0 es el ángulo iniial en el plano de la órbita.La euaión (1.11) es la euaión general para una seión ónia, donde ǫ =

√

1 + 2EL2

G2M2m3 essu exentriidad. Dependiendo del valor de la energía del sistema tendremos distintas órbitas,que orresponden a exentriidades diferentes:
ǫ > 1 E > 0 Hiperbólia
ǫ = 1 E = 0 Parabólia
ǫ < 1 E < 0 Elíptia
ǫ = 0 E = −G2M2m3

2L2 Cirular



1.2. Relatividad Espeial 61.2. Relatividad EspeialLa Meánia Clásia desribe muy bien el movimiento de los uerpos, pero falla a la hora dedesribir sistemas que se mueven a veloidades eranas a la de la luz, es por ello que neesitamosuna teoría que también desriba este tipo de fenómenos. Esta teoría es la Relatividad Espeial,la ual se basa en un postulado y un heho experimental:Prinipio de Relatividad de Galileo: Todos los experimentos que sean hehos porun obsevador no dependen de su veloidad relativa a otros observadores que no estáninvolurados en el experimento.Constania de la veloidad de la luz: La veloidad de la luz es la misma para ualquierobservador inerial y su valor experimental es c = 2.99792458 × 108m/s [7℄.En este trabajo usaremos unidades donde c = 1 debido a que, omo la veloidad de la luztiene siempre el mismo valor, nos onviene usar un número más senillo. En estas unidadesel tiempo y la longitud se medirán en las mismas unidades.El prinipio de relatividad de Galileo es en el ual desansa la meánia lásia, lo nuevo quepresenta la Relatividad Espeial es este heho experimental de que la veloidad de la luz es lamisma en ualquier sistema de referenia. Esto nos die que el tiempo y el espaio de algunamanera deben relaionarse para que esto sueda, al ontrario de lo que suede en la MeániaClásia, donde no hay manera de onebir esta relaión y tomamos al tiempo solamente omoun parámetro. Que la veloidad de la luz sea una onstante universal implia que el espaio y eltiempo se ombinan en el espaiotiempo.1.2.1. EspaiotiempoClásiamente haemos Físia pensando en un espaio de tres dimensiones y al tiempo omoun parámetro, ahora onsideraremos al lugar donde se llevan aabo los suesos omo un espaiode uatro dimensiones (tres espaiales y una temporal). Para visualizar el omportamiento delos objetos transitando en el espaiotiempo haemos uso de diagramas de espaiotiempo. Consi-deremos un espaio de dos dimensiones, en el eje horizontal la oordenada x y en el vertial altiempo t. Basta on solo onsideran una oordenada ya que solo busamos visualizar el espaioen el ual trabajaremos. En la Figura 1.1 hemos ilustrado los oneptos básios que nos serán deutilidad más adelante.



1.2. Relatividad Espeial 7A un punto en este espaio, es deir on t y x �jas, se le llama evento, esto onsiste en �jarlas oordenadas ¾Cuándo? y ¾Dónde? de un sueso. Una línea representa la relaión x = x (t) yes la posiión de una partíula en diferentes tiempos medidos por un observador en partiular,llamada la línea mundo de la partíula. La pendiente m de la reta estará relaionada on suveloidad
m = dt/dx = 1/vUn rayo de luz siempre tendrá una pendiente de 45o en este diagrama.Antes de ontinuar es neesario que hagamos el uso de algunas onveniones para failitarel lenguaje que vamos a utilizar en este trabajo. Para loalizar un evento en el espaiotiempousaremos la oordenadas (t, x, y, z) o bien (x0, x1, x2, x3) para no hablar neesariamente de lasoordenadas artesianas. Tambien podemos usar índies griegos omo la notaión xµ on µ que vadesde ero hasta tres. Si solo queremos onsiderar las omponentes espaiales podemos referirnosa ellas on índies latinos omo xi on i que va de uno a tres. Ahora para onoer omo es que

x

t

uEvento
|v | > 1

|v | < 1 |v | = 1

Figura 1.1: Diagrama que nos representa la posiión de una partíula en el espaiotiempo.medimos intervalos de espaiotiempo haremos uso de que la veloidad de la luz es onstante paraualquier sistema de referenia. Consideremos un rayo de luz que en un sistema de referenia Spasa por dos puntos, la veloidad de la luz en nuestras unidades será
1 =

√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

∆t
, (1.12)donde √(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 es la distania espaial y ∆t es el intervalo de tiempo entre los



1.2. Relatividad Espeial 8eventos. De aquí se umple que
− (∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 = 0. (1.13)Consideremos el mismo sueso pero ahora visto por un sistema de referenia S

′ , debido a laonstania de la veloidad de la luz tenemos de igual manera que
1 =

√

(

∆x
′
)2

+
(

∆y
′
)2

+
(

∆z
′
)2

∆t
′

, (1.14)entones
− (∆t)

′2 + (∆x)
′2 + (∆y)

′2 + (∆z)
′2 = 0. (1.15)Motivados por lo anterior, de�nimos el intervalo de espaiotiempo entre dos eventos omo

∆s2 = − (∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 , (1.16)on esto podemos identi�ar las siguientes ualidades para el intervalo de espaiotiempo
∆s2 =



























> 0 Espaialoide
= 0 Nulo
< 0 Temporaloide (1.17)Si el intervalo entre dos eventos es temporaloide signi�a que para ir de un lugar a otro serequieren veloidades menores a la de la luz, que sea nulo signi�a que se puede transitar deuno a otro a la veloidad de la luz y que sea espaialoide signi�a que para ir de uno a otro serequerirían veloidades mayores a la de la luz. Por onstruión el intervalo de espaiotiempopermanee invariante ante el ambio de sistema de referenia, esto es, la distania entre dospuntos del espaiotiempo es la misma medida por un observador en un sistema de refereniaque por otro, así omo la distania en el espaio de tres dimensiones no depende de donde sealula. Esto es un punto muy importante que debemos tener en uenta porque on esto podemosonstruir toda la teoría. Si haemos que los eventos estén in�nitesimalmente eranos tendremosque el intervalo de espaiotiempo será

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (1.18)La euaión 1.18 puede ser esrita también de la siguiente manera
ds2 = ηµνdx

µdxν , (1.19)



1.2. Relatividad Espeial 9aquí hemos usado el onvenio de sumas sobre índies repetidos, lo que quiere deir que uandotengamos índies repetidos arriba y abajo en una euaión signi�ará que hay una suma implíitaa lo largo del rango posible de los índies.
ηµν es la métria del espaiotiempo que se puede representar omo una matriz de 4× 4 uyasomponentes son

ηµν =

















−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

















.Más adelante en este apítulo veremos su importania.Veamos ahora una impliaión importante. Consideremos dos eventos que ourren en el origendesde un tiempo ero hasta un tiempo medido por un observador S′ , de�niremos el tiempo propio
dτ omo el tiempo medido por un reloj tal que los eventos ourren en el mismo lugar, tendremosentones que el intervalo de espaiotiempo es

ds2 = −dt
′2 = −dτ2, (1.20)esto nos die, por una parte, que numériamente el tiempo propio es la raiz uadrada del negativodel intervalo y por otra, que el espaiotiempo se puede medir usando relojes. Si expresamos eltiempo propio en términos del intervalo tendremos que

dτ =
[

dt2 − dx2 − dy2 − dz2
]1/2

= γ−1dt, (1.21)donde γ =
(

1− v2
)

−1/2. La relaión anterior es la llamada dilataión del tiempo. Esto nos dieque el tiempo medido por un observador en sistema de referenia distinto a S
′ se verá ontraído.Al fator γ se le llama fator de ontraión de Lorentz y nos die que tanto ambiará el tiempomedido.1.2.2. Vetores en Relatividad EspeialAl igual que en el espaio eulidiano podemos de�nir vetores en el espaiotiempo. Dados doseventos A y B, podemos onsiderar que un vetor V será en realidad el ir de un evento a otro.Si

A →
(

A0, A1, A2, A3
) y B →

(

B0, B1, B2, B3
)

,



1.2. Relatividad Espeial 10entones tendremos que V =
(

B0 −A0, B1 −A1, B2 −A2, B3 −A3
)

, (1.22)si A resulta ser el origen esto es más senillo, entones tendremos que sus omponentes en unsistema de referenia dado serán V =
(

V 0, V 1, V 2, V 3
). Si quisiéremos onoer la norma de esevetor, omo sabemos que es una distania en el espaiotiempo, podemos alularla omo

∆sAB =| V |, (1.23)pero sabemos que
| V |2 = V ·V , (1.24)entones alular el intervalo es alular el produto punto. De�nimos el produto punto entredos vetores en el espaiotiempo omoU ·V = −U0V 0 + U1V 1 + U2V 2 + U3V 3. (1.25)Con esto, la magnitud de un vetor en el espaiotiempo será

| V |= −(V 0)2 + (V 1)2 + (V 2)2 + (V 3)2. (1.26)Al igual que el intervalo de espaiotiempo la norma de un vetor puede ser temporaloide, espa-ialoide o o nula. Es importante distinguir entre un vetor nulo y el vetor ero, ya que en elprimero, al alular su norma sus omponentes se eliminan. En partiular hemos estado hablandodel vetor posiión, al ual de�niremos omo x . También podemos esribir omo x = xµêµ donde
êµ son los vetores de la base donde está de�nido x , entones tendremos que

| x |2 = êµ · êνxµxν

= ηµνx
µxν , (1.27)donde ηµν son las omponentes de la métria del espaiotiempo en el ual está de�nido el vetor.De la de�niión de produto punto entre vetores, podemos reuperar la misma de�niión parala ortogonalidad entre dos vetores en el espaiotiempo que teníamos en el espaio eulidiano, asaber: dos vetores son ortogonales si U ·V = 0.Con esta de�niión tenemos que los elementos de la métria son el produto punto de losvetores de la base y, omo hemos diho que un vetor puede tener magnitud −1, entonespodemos deir que êµ forma una base ortonormal. Esto es

êµ · êν = ηµν , (1.28)



1.2. Relatividad Espeial 11entones para dos vetores u y v el produto punto seráu · v = ηµνu
µvν . (1.29)Podemos trasladar los oneptos de veloidad y aeleraión de la Meánia Clásia a la Re-latividad Espeial teniendo uidado on respeto a quien derivamos. Podemos esoger al tiempopropio omo variable independiente pues este es el mismo para todos los observadores. De�nimosla uatroveloidad omo u =

dx
dτ

. (1.30)En un sistema de referenia en partiular, podemos repetir la Meánia Clásia. Parametrizandola posiión usando el tiempo medido en este, tenemos que xi = xi (t). De la relaión entre eltiempo propio y el tiempo dt
dτ = γ tendremos que la uadriveloidad seráu =

(

dt

dτ
,
dx1

dt

dt

dτ
,
dx2

dt

dt

dτ
,
dx3

dt

dt

dτ

)

= γ
(

1, v1, v2, v3
)

. (1.31)De la euaión (1.31) podemos ver que las omponentes espaiales de la uatroveloidad son lasomponentes de la veloidad en Meánia Clásia, en el límite de bajas veloidades. De manerasimilar de�nimos la uadriaeleraióna =
du
dτ

= γ
(

0, a1, a2, a3
)

. (1.32)También podemos enontrar la dinámia mediante leyes de onservaión. Si no hay amposexternos la energía total será solo la energía inétia. Dependiendo de la interaión tambiénenontraremos que el momento lineal y la energía son onstantes de movimiento. Rede�namos elonepto de momento, omo un vetor en el espaiotiempop = mu , (1.33)donde m es la masa de la partíula y u su uadriveloidad. Así el uadrimomento tiene ompo-nentes p = mγ
(

1, v1, v2, v3
)

, (1.34)donde reonoemos a las omponentes espaiales del uadrimomento omo las omponentes delmomento lineal lásio en el límite de bajas veloidades. Examinemos ahora la omponente



1.2. Relatividad Espeial 12temporal p0 = mγ

= m
(

1− v2
)

−1/2
. (1.35)Si la veloidad tiende a ero podemos haer un desarrollo en serie a primer orden para tenerp0 = m+

1

2
mv2 +O

(

v4
)

. (1.36)El primer término de la euaión (1.36) es la masa y el segundo es la energía inétia, de�nimosentones la energía total omo p0 = E = mγ, (1.37)entones tendremos que las omponentes del uatromomento seránp =
(

E,P 1, P 2, P 3
)

. (1.38)Ahora omo ya onoemos la manera de obtener la norma de ualquier vetor en el espaiotiempo,alulemos la norma del uatromomento
| p |2 = −E2 + P 2, (1.39)donde P 2 es la norma al uadrado del momento lineal. Pero también tenemos que

| p |2 = −m2γ2
(

1− v2
)

= −m2. (1.40)Hemos enontrado que E2 −P 2 = m2, si la partíula está en reposo tendremos que E = m, estoes, la energía del reposo es la masa.1.2.3. Tensores en Relatividad EspeialYa hemos obtenido la manera de alular el produto punto entre dos vetores en el espaio-tiempo y motivados por este heho pudimos onstruir un nuevo objeto, el tensor métrio η. Eltensor métrio es una funión que admite vetores y produe un número uyo valor es el produtopunto entre ellos, esto nos dará informaión sobre omo se miden las distanias. Este objeto eslineal en sus argumentos y no depende del sistema de oordenadas. Generalizando podemos deirque un tensor es una funión multilineal de VN espaios vetoriales y nos da omo resultado unnúmero real
P : V1 ⊗ V2 ⊗ . . .⊗ VN −→ R.



1.2. Relatividad Espeial 13El número de vetores que tome un tensor nos dirá de que tipo es. Un tensor de tipo ( 0N) esuna funión de N vetores que nos da un número real. Por ejemplo un tensor (00) es una funiónesalar ya que no toma ningún vetor.Un tensor de tipo (01) se le llama ovetor o 1-forma, Ṽ, uyas omponentes se denotan omo
Vµ [2℄, No pretendemos haer una desripión ompleta de este tipo de tensores ya que nuestroobjetivo prinipal es hablar del tensor métrio.Un tensor de tipo (02) toma dos vetores y nos da un esalar. Podemos lasi�ar a los tensoresde auerdo a su simetría, un tensor es simétrio si, al interambiar el orden de los vetores de losuales es funión, no ambia el resultado de manera que Tαβ = Tβα. Un tensor antisimétrio esaquel que al interambiar el orden de sus entradas el resultado será del signo opuesto al obtenidonormalmente, tal que Tβα = −Tαβ.El tensor métrio tiene en partiular la propiedad de ser simétrio debido a las propiedades delespaiotiempo, en este aso la métria es la del espaiotiempo plano ηµν , sin embargo podemostener métrias para espaiotiempos on distintas urvaturas, y en general las denotamos omo
gµν . Una de las propiedades que tiene la métria es que, al apliarla a un vetor, lo onvierte enuna 1-forma y vieversa [2℄[3℄, esto se onoe oloquialmente omo subir y bajar índies. Esto es

Vµ = gµνV
ν , (1.41)de manera inversa

V µ = gµνVν , (1.42)donde gµν es la inversa a la métria y debido a las araterístias del espaiotiempo plano esta esigual a gµν . Debemos tener muho uidado on la manera en la que subimos y bajamos índies,debido a que nuestra métria tiene −1 en su primera omponente y eso se verá re�ejado en elambio de signo de la primera omponente del vetor o la 1-forma, omo ejemplo tenemos elvetor de uadrimomento y la 1-forma orrespondiente
gµνp

ν = pµ = (−E,Pi, P2, P3) . (1.43)También tendremos tensores de tipo (M0 ) los uales toman M 1-formas y nos dan un númeroreal. En general tendremos entones que un tensor del tipo (MN ) es aquel que toma M 1-formasy N vetores y nos da omo resultado un esalar.El heho de que los tensores no dependan del sistema de oordenadas nos será de muhautilidad más adelante a la hora de revisar una teoría más general de la Relatividad.



1.2. Relatividad Espeial 141.2.4. Tensor de energía-momentoAnteriormente hablabamos del vetor de uadrimomento el ual ontiene informaión sobrela energía y el momento de una partíula, pero debido a que el siguiente paso en nuestro trabajoes hablar sobre una teoría más general de la Relatividad, en la ual la energía ontenida en unaregión del espaiotiempo afeta la geometría, neesitamos un objeto más general que desriba elontenido material de una región.De�niremos el tensor de energía-momento T el ual será un tensor de tipo (20), en términosde omponentes tendremos T µν . Así tendremos que T 00 será la densidad de energía ρ, T 0i seráel �ujo de energía a través de una super�ie on xi onstante, T i0 será el �ujo del momento pion x0 onstante y T ij será el �ujo del momento a través de super�ies on xj onstante. Laomponente T 00 del tensor de energía-momento nos será de muha importania más adelanteuando hablemos sobre la orrespondenia entre la Relatividad General y la Meánia Clásia. Ladisusión del tensor de energía-momento es más ria que la que hemos presentado, sin embargo, essu�iente para los �nes de este trabajo. Si bien hemos dado una de�niión general del tensor, suforma espeí�a dependerá de lo que querramos desribir, ya sea el vaío, un �uido o el ontenidode energía eletromagnétia por itar algunos ejemplos [3℄.Para haer más onreto lo anterior onsideremos el polvo, este se de�ne omo una oleiónde partíulas que se enuentran en reposo entre sí, dado que todas las partíulas tienen la mismaveloidad en ualquier sistema de referenia podemos de�nir el vetor de �ujo de número departíulas N = nu, (1.44)donde n es la densidad numéria de partíulas y u la uadriveloidad. Analizando las omponentestenemos que N0 es la densidad numéria de partíulas medida en ualquier sistema de referenia,mientras que N i es el �ujo por la super�ie on la oordenada xi onstante. Imaginemos ahoraque todas las partíulas tienen masa m, entones tendremos que la densidad de energía del polvoes
ρ = mn (1.45)Pero notemos que m y n son las omponentes temporales del uadrimomento y del vetor de �ujode número de partíulas respetivamente. Por lo tanto ρ deberá ser la µ = 0 ν = 0 omponentede un tensor p⊗ N, que haemos oinidir on el tensor de energía-momento

T µν = pµNν = ρuµuν , (1.46)



1.2. Relatividad Espeial 15on ρ la densidad de energía del polvo.Dado que T representa el ontenido de energía y momento se puede usar para expresar laonservaión de estas antidades. Para ilustrar esta onservaión tomemos por ejemplo el asode un �uido. Consideremos un ubo de lado l por el ual puede �uir la energía, en la Figura1.2 tenemos un elemento úbio del �uido visto en una seión transversal, es deir, hemossuprimido la direión z. La energía puede �uir por todos los lados del ubo. El �ujo a travésde la ara 4 es l2T 0x(x = 0) y través de la ara 2 es −l2T 0x(x = a), tenemos un signo menosdebido a que T 0x representa la energía �uyendo en la direión x positiva, el ual está afuera delvolumen a través de la ara 2. Similarmente tenemos que la energía �uyendo en la direión y es
l2T 0y(y = 0)− l2T 0y(y = l). Si nos preguntamos por ambios en la energía total tendremos que

x

y

l

l

1

2

3

4Figura 1.2: La energía puede �uir a través de todos los lados del ubo. En la �gura hemosrepresentado la ara 1 on el segmento de la reta y = 0 delimitada por x = 0 y x = l, la ara
2 on el segmento de la reta x = l delimitada por y = 0 y y = l, la ara 3 on el segmento dela reta y = l delimitada por x = 0 y x = l y por último la ara 4 on el segmento de la reta
x = 0 delimitada por y = 0 y y = l

∂l3T 00

∂t
= l2

[

T 0x(x = 0)− T 0x(x = l) + T 0y(y = 0)− T 0y(y = l)

+T 0z(z = 0)− T 0z(z = l) ] (1.47)Como el tamaño del volumen es arbitrario no ambia en el tiempo, entones
∂T 00

∂t
= − 1

l

[

T 0x(x = l)− T 0x(x = 0)
]

− 1

l

[

T 0y(y = l)− T 0y(y = 0)
]

− 1

l

[

T 0z(z = l)− T 0z(z = 0).
] (1.48)



1.2. Relatividad Espeial 16Considerando elementos arbitráriamente pequeños tendremos que
∂T 00

∂t
= −∂T 0x

∂x
− ∂T 0y

∂y
− ∂T 0z

∂z
, (1.49)on esto llegamos que

∂T 00

∂t
+

∂T 0x

∂x
+

∂T 0y

∂y
+

∂T 0z

∂z
= 0, (1.50)que puede ser reesrito omo

T 0ν
,ν = 0. (1.51)Hemos introduido una nueva notaión para las derivadas pariales, derivada on respeto a xνse representará omo , ν.Se puede repetir el álulo para todas las omponentes del tensor, de tal manera que laonservaión de la energía es

T µν
,ν = 0. (1.52)La onservaión del tensor nos die que el �ujo de la energía y el momento a través de un elementode volumen será onstante. Esta ley obrará mayor relevania en el apítulo dos a la hora deenontrar una euaión que nos de informaión sobre omo la energía afeta a la geometría delespaiotiempo.



Capítulo 2 Físia en espaiotiemposurvos
En el apítulo anterior hablamos de omo la Relatividad Espeial resuelve algunos de losproblemas que tiene la Meánia Clásia. El siguiente paso es desribir al espaiotiempo enpresenia de la gravedad, ya que más adelante desribiremos omo se mueven los objetos bajosu efeto, para estudiar las órbitas alrededor de objetos masivos.En este apítulo hablaremos sobre la geometría de un espaio urvo y también de las herra-mientas neesarias para desribirlo. Esto lo haemos para poder utilizarlas más adelante en elestudio de la Físia en espaiotiempos urvos.2.1. La relaión entre la gravedad y la urvaturaPara entender la relaión entre la gravedad y la urvatura del espaiotiempo, onviene on-siderar dos experimentos pensados.Tomemos primero la siguiente situaión: un vagón sin ventanas que ae a una altura onsi-derable sobre la super�ie de la Tierra. Dentro del vagón se enuentran dos esferas on masaoloadas en sus extremos omo se muestra en la Figura 2.1. Justo al dejar aer el vagón lasesferas se enuentran en reposo de tal manera que podemos de�nir un sistema de referenia deauerdo on la Relatividad Espeial. Al dejar aer el vagón, las esferas se mueven al entro deeste debido a la aión de la gravedad. Si nos oloamos en el entro del vagón veremos que lasesferas se aeran haia nosotros. Desde este momento ya no nos enontramos en un sistema dereferenia inerial, por lo que suponemos que existe una fuerza externa que hae que las esferasse atraigan.Consideremos ahora dos movimientos sobre la super�ie de una esfera: Iniialmente oloamosa dos viajeros en el euador separados por una distania dada y les pedimos que viajen a la mismaveloidad haia el norte por el amino más reto posible. Después de un tiempo determinado losviajeros se dan uenta de que se están aerando ada vez más y piensan que si ellos siguieron17



2.1. La relaión entre la gravedad y la urvatura 18
u u

TierraFigura 2.1: Un vagón a una altura onsiderable se deja aer bajo el ampo gravitaional de laTierra.un movimiento retilíneo uniforme no habría por que atraerse por lo que relaionan este efeto ala existenia de una fuerza, a pesar de que solo se están moviendo sobre la super�ie de la esfera.En estos dos experimentos vemos omo podemos relaionar a la urvatura on la gravedad:para los viajeros, la urvatura de la super�ie ausó su aeramiento, no es neesario pensar enla existenia de una fuerza. Para las esferas en el vagón se plantea que su aeramiento es graiasa la existenia de una fuerza, sin embargo, podemos pensar que aquí también el movimiento esdebido a que se mueven sobre la geometría urva del espaiotiempo.Veamos ahora omo es que el tiempo se ve afetado por la presenia de un ampo gravitaio-nal. Desde una torre de altura h se deja aer una partíula de masa m, supongamos que al llegaral suelo es onvertida en un fotón on energía total igual a la de la partíula. Ahora se emitehaia arriba omo se muestra en la Figura 2.2. Tendremos entones que las energías serán
Eu = m

Ed = m+K = m+
1

2
mv2 +O

(

v4
)

.Donde Eu es la energía arriba de la torre y Ed abajo. Al ser regresado a la altura de la torre seonvierte de nuevo en una partíula, al terminar el viaje la partíula tiene energía
Euγ = m.Las masas de la partíula iniial y de la �nal son iguales ya que no podemos generar masa dela nada. Conoemos la energía del fotón era del entro del ampo gravitaional de la Tierra y
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h

m
u

γ

Figura 2.2: Una partíula de masa m se deja aer desde una torre de altura h, al llegar al sueloes onvertida en un fotón que se emite haia arriba.lejos a una altura h por lo que tendremos que
Euγ

Edγ
=

m

m+ 1
2mv2 +O (v4)

< 1. (2.1)Ahora si reesribimos las energías en términos de las freuenias obtenemos
hν

′

hν
=

Euγ

Edγ
< 1. (2.2)Llegamos entones a que la freuenia del fotón emitido abajo es mayor a la del reibido arriba

ν
′

< ν. Este es el llamado orrimiento al rojo gravitaional. Extrapolando este experimentovemos que ualquier fenómeno periódio se ve más lento uando se observa desde lejos de unampo gravitaional. Esta es la manifestaión en el tiempo de la urvatura del espaiotiempo.A pesar de que el experimento anterior es idealizado, el fenómeno se ha veri�ado on granpreisión, ver por ejemplo [4℄.Dado que hemos hablado de sistemas que se enuentran bajo el efeto de un ampo gravitaio-nal, podriamos pensar que no es posible de�nir un sistema de referenia inerial. Pero existe unaobservaión que debemos tomar en uenta: el Prinipio de Equivalenia. En resúmen, este prin-ipio die que no podemos distinguir entre experimentos realizados bajo el ampo gravitaionalonstante y los realizados en un sistema que se mueve on aeleraión onstante.En la Segunda Ley de Newton aparee la masa de una partíula que relaionamos on laineria, pero también en la Ley de Gravitaión Universal aparee la masa de una partíula quese ve afetada por el ampo generado por un objeto masivo. Lo que quiere deir el Prinipio de



2.2. El tensor métrio de nuevo 20Equivalenia es que el término de masa que aparee en la Segunda Ley (masa inerial) es igualal término de masa que aparee en la Ley de Gravitaión (masa gravitaional).Dado que la aeleraión de una partíula no depende de su masa, podemos oloarnos en unsistema de referenia lo su�ientemente era omo para deir que la partíula se enuentra en unmovimiento retilíneo uniforme. Esto es, que para invervalos pequeños de espaiotiempo podemosapliar la Relatividad Espeial, este heho será de muha relevania para poder onstruir unateoría que inluya a la gravedad.2.2. El tensor métrio de nuevoEn el apítulo anterior, en la euaión (1.29) hablamos de la manera de alular el produtopunto de dos vetores y también dijimos que para obtener este número haríamos uso de lasomponentes del tensor métrio ηµν = êµ · êν , lo que obtuvimos en oordenadas artesianas parael espaiotiempo plano fue
η00 = ê0 · ê0 = −1

η11 = ê1 · ê1 = 1

η22 = ê2 · ê2 = 1 (2.3)
η33 = ê3 · ê3 = 1

ηµν = êµ · êν = 0 µ 6= ν.Debido a la de�niión del tensor métrio no solo podemos esribirlo en términos de oordenadasartesianas sino que también, onoiendo las euaiones de tranformaión de los vetores de labase, podemos esribirlo en términos de otras oordenadas omo las esférias que nos serán deutilidad al �nal de este trabajo. En estas oordenadas
gµν =

















−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2sen2θ

















. (2.4)Notemos que el tensor métrio ha quedado en forma diagonal de nuevo, esto se debe a la ortogo-nalidad de las oordenadas y a las simetrías del espaiotiempo que desribimos, pero puede serdiferente. Con esta métria el intervalo de espaiotiempo es
ds2 = −dt2 + dr2 + r2

(

dθ2 + sen2θdφ2
)

. (2.5)



2.3. Símbolos de Christo�el y la derivada ovariante 212.3. Símbolos de Christo�el y la derivada ovarianteSi quisiéramos alular las derivadas de un vetor base, de las oordenadas artesianas obten-dríamos que son ero debido a que estos son onstantes. En ambio, si alularamos las derivadasde la base de las oordenadas polares, entones el resultado sería distinto. Consideremos un vetoron omponentes V α, su derivada será
∂V
∂xβ

=
∂V α

∂xβ
êα + V α ∂êα

∂xβ
. (2.6)El último término en (2.6) es de gran importania, dado que ∂êα

∂xβ es un vetor también, puedeser esrito omo una ombinaión lineal de los vetores base. Introduimos el símbolo Γµ
αβ paradenotar los oe�ientes en esta ombinaión

∂êα
∂xβ

= Γµ
αβ êµ. (2.7)La interpretaión de este símbolo es que es las omponentes de ∂êα

∂xβ neesitan tres índies: α nosda el vetor base siendo derivado, β nos da la oordenada on respeto a la ual está siendoderivado y µ nos denota la omponente resultante del vetor que fue obtenido. A estos símbolosse les llama símbolos de Christo�el.Usando la de�niión de los símbolos de Christo�el (2.7) en la euaión (2.6) se onvierte en
∂V
∂xβ

=
∂V α

∂xβ
êα + V αΓµ

αβ êµ. (2.8)En el segundo término hay dos sumas, sobre α y µ. Renombrando los índies nos ayudará aqui,si ambiamos µ por α y α por µ en el segundo término, tenemos
∂V
∂xβ

=
∂V α

∂xβ
êα + V µΓα

µβ êα. (2.9)La razón por la ual hiimos esto es que ahora êα puede ser fatorizado
∂V
∂xβ

=

(

∂V α

∂xβ
+ V µΓα

µβ

)

êα. (2.10)Cuando hablamos de derivadas de vetores nos referimos a ellas omo V α
,β, ahora introduiremosuna nueva notaión

V α
;β = V α

,β + V µΓα
µβ, (2.11)esta es la llamada derivada ovariante. Esta derivada nos da el ambio de un vetor a lo largo deuna super�ie urva donde los vetores de la base ahora pueden variar en magnitud, direión



2.3. Símbolos de Christo�el y la derivada ovariante 22y sentido. Dado que los símbolos de Christo�el son derivadas de los vetores base, podemosenontrar una expresión para ellos a partir de la métria [2℄
Γα
µν =

1

2
gασ (gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ) . (2.12)Una vez enontrada la métria que desribe al espaiotiempo, solo tenemos que derivar susomponentes para enontrar los símbolos de Christo�el.La métria nos die omo es la geometría de un espaio urvo, es deir, si un espaio tienemétria de�nida, entones podemos obtener la informaión de ella. Como la métria depende delas oordenadas se puede enontrar para un sistema de referenia en espeial, al ual llamaremossistema de referenia loal, un desarrollo en serie de Taylor de tal manera que

gµν (x
α) = ηµν +O

[

(xα)2
]

. (2.13)Como habíamos diho anteriormente loalmente un espaiotiempo urvo se asemeja al espaio-tiempo plano, formalmente esto se sustenta en el teorema de la planiie loal [2℄
gµν,γ |P = 0

gµν,γσ...ω|P 6= 0, (2.14)es deir, que alrededor de un punto P las primeras derivadas de la métria serán ero para toda
µ,ν y γ. Mientras que, en general, las derivadas de orden superior no neesariamente son eropara al menos algunos valores de los índies si el espaio no es exatamente plano. El heho quelas primeras derivadas de la métria sean ero nos die que las partíulas se moverán en líneasmundo que son loalmente retas en ese sistema de referenia en partiular. Como los oe�ientesde la métria son los produtos punto de los vetores de la base, que sus derivadas sean eronos die que su magnitud y su direión (a lo largo de la direión en las que son derivadas)permaneerán onstantes.Con la de�niión de la derivada ovariante en la seión anterior podemos llegar a un hehomuy útil. Dado que en la derivada ovariante apareen símbolos de Christo�el, que a su vezdependen de las derivadas de la métria, en un sistema de referenia loal, omo de�nimosanteriormente, éstas serán ero lo que impliará que

V α
;β = V α

,β. (2.15)Esto es válido para ualquier tensor, inluida la métria
gµν ;γ = gµν ,γ = 0. (2.16)



2.4. Transporte paralelo 232.4. Transporte paraleloEn geometría, para estudiar la urvatura de un espaio podemos haerlo de dos maneras:extrínseamente e intrínseamente. La primera de ellas se re�ere a medir la urvatura de unasuper�ie desde un espaio de dimensión mayor y la segunda se re�ere a medir la urvatura desdela super�ie en sí.Para nuestro aso solamente usaremos la medida intrínsea de urvatura debido a que lastrayetorias de las partíulas se llevan a abo sobre el espaiotiempo y no fuera de el.Si tenemos un vetor tangente a una esfera y lo transportamos en un ilo alrededor de esta,de tal manera que el vetor en un punto sea paralelo al anterior, omo en la Figura 2.3. Así, elvetor será transportado de A a B luego de B a C y de regreso hasta A, pero no será el mismovetor que teniamos iniialmente, debido al ilo tomado. Lo que hemos obtenido implia que enun espaio urvo no podemos tener una de�niión de paralelismo de manera global omo en elaso de un espaio plano. Se le llama transporte paralelo al proeso por el ual hiimos pasar alvetor sobre la esfera.
A

B

C

r

r

r

Figura 2.3: Un vetor tangente a la super�ie es transportado de manera que permaneza paraleloa lo largo del amino.Para expliar uantitativamente al transporte paralelo onsideremos de nuevo un vetor V yveamos omo es que ambia a lo largo de una urva si estos ambios son tales que, los puntos estánseparados in�nitesimalmente y mantienen a V paralelo on sí mismo, onservando su longitud.Si U = dx
dλ es el vetor tangente a lo largo de la urva entones en un sistema de referenia loal



2.5. Geodésias 24se umple que
dV α

dλ
= 0, (2.17)donde λ es el parámetro que desribe a la urva. Haiendo uso de la regla de la adena y de queen un sistema de referenia loal los símbolos de Christo�el son ero, podemos reesribir (2.17)omo

UβV α
,β = 0, (2.18)pero podemos esribir la euaión anterior para que sea válida en ualquier espaiotiempo ytendremos �nalmente la de�niión de transporte paralelo

dV α

dλ
= UβV α

;β = 0. (2.19)2.5. GeodésiasSabemos de la geometría plana que dos líneas retas permaneen paralelas uando se prolon-gan, es deir que ada una de ellas siempre se mantiene en la direión en la que va. Una manerade preisar esto es deir que la tangente a la urva en un punto es paralela a la tangente en elpunto anterior. En un espaio urvo también podemos generar líneas lo más retas posibles sipedimos que el vetor tangente a las urvas sea transportado paralelamente a lo largo de ellas.Las urvas on estas araterístias se les llama geodésias.De la de�niión de transporte paralelo (2.19) tenemos que
UβUα

;β = UβUα
,β + Γα

µβU
µUβ = 0. (2.20)Para desribir una urva podemos haerlo mediante un parámetro, el ual nos dirá omo seomporta la urva a lo largo de su trayeto en un espaio. Si usamos λ omo el parámetro,entones Uα = dxα/dλ y Uβ∂/∂xβ = d/dλ. Con esto llegamos a que

d

dλ

(

dxα

dλ

)

+ Γα
µβ

dxµ

dλ

dxβ

dλ
= 0. (2.21)Una de las araterístias de las geodésias es que podemos parametrizarla no solo on un paráme-tro sino tambien on ualquier transformaión lineal de éste. Por ejemplo si de�nimos τ = aλ+ bon a y b ontantes vemos que se umple que

d2xα

dτ2
+ Γα

µβ

dxµ

dτ

dxβ

dτ
= 0. (2.22)



2.6. Tensor de urvatura 25
A

B

C
D

x1 = a

x2 = b

x2 = b+ δb

x1 = a+ δa

Figura 2.4: Un vetor es tranportado paralelamente sobre un espaio urvo.A parámetros que umplen on esa transformaión se les llama parámetros a�nes. El parámetroque usaremos en nuestro trabajo será el tiempo propio para poder desribir las trayetorias enel espaiotiempo.Una geodésia es una urva de longitud extrema, es deir, dados dos puntos la distania entreellos es lo más orta posible. De igual manera que se obtienen las euaiones de movimientoa partir del prinipio de Hamilton, podemos obtener la euaión para la geodésia usando unprinipio equivalente llamado Prinipio de Extremo Envejeimiento, el ual nos die que el aminoque una partíula reorre entre dos eventos en el espaiotiempo es tal que el intervalo de tiempopropio es extremo [3℄[6℄.2.6. Tensor de urvaturaEmpeemos de nuevo usando un ejemplo: tomemos un pequeño ilo errado sobre una su-per�ie urva uyas líneas son: x1 = a, x1 = a+ δa, x2 = b y x2 = b+ δb, omo se muestra en laFigura 2.4. Por tratarse de una super�ie, hemos parametrizado el ilo on solo dos oordenadas.Ahora, tomemos un vetor, V , de�nido en A y transportémoslo paralelamente a B. Entones
∂V α

∂x1
= −Γα

µ1V
µ. (2.23)



2.6. Tensor de urvatura 26Integrando de A a B

V α (B) = V α (A)−
∫

x2=b
Γα
µ1V

µdx1. (2.24)Hemos denotado x2 = b omo la trayetoria que va de A a B. De manera similar tenemos que
V α (C) = V α (B)−

∫

x1=a+δa
Γα
µ2V

µdx2 (2.25)
V α (D) = V α (C) +

∫

x2=b+δb
Γα
µ1V

µdx1. (2.26)En la última hemos tomado el signo negativo debido a la direión en la que hemos transportadode C a D. Ahora para ompletar el ilo regresando al lugar iniial tendremos que
V α (Afinal) = V α (D) +

∫

x1=a
Γα
µ2V

µdx2. (2.27)Sumando las euaiones anteriores enontramos que el ambio neto del vetor V α (A) es un vetor
δV α = V α (Afinal)− V α (A)

δV α =

∫

x1=a
Γα
µ2V

µdx2 −
∫

x1=a+δa
Γα
µ2V

µdx2 (2.28)
+

∫

x2=b+δb
Γα
µ1V

µdx1 −
∫

x2=b
Γα
µ1V

µdx1.De la euaión anterior podemos reesribir las integrales, reagrupando los términos on diferen-iales iguales. Ahora bien, omo las integrales son evaluadas sobre las trayetorias en x1 y x2respetivamente, podemos onsiderarlas omo funiones de estas oordenadas y haer un desa-rrollo de Taylor a primer orden para tener
δV α ≃ −

∫ b+δb

b
δa

∂

∂x1
(

Γα
µ2V

µ
)

dx2 (2.29)
+

∫ a+δa

a
δb

∂

∂x2
(

Γα
µ1V

µ
)

dx1.Ahora, omo ada uno de los integrandos son onstantes respeto a la respetiva variable deintegraión, la integral es inmediata y obtenemos
δV α ≈ δaδb

[

− ∂

∂x1
(

Γα
µ2V

µ
)

+
∂

∂x2
(

Γα
µ1V

µ
)

]

. (2.30)En la euaión (2.30) nos hemos enontrado on derivadas que involuran produtos de lossímbolos de Christo�el y las omponentes del vetor, podemos reesribirlas usando (2.23) ytendremos que
δV α = δaδb

[

Γα
µ1,2 − Γα

µ2,1 + Γα
ν2Γ

ν
µ1 − Γα

ν1Γ
ν
µ2

]

V µ, (2.31)



2.6. Tensor de urvatura 27para obtener la expresión anterior hemos heho una sustituión de índies mudos en los términosdonde hay produtos de símbolos de Christo�el.También notemos que la expresión para δV α es antisimétria ante ambios en los índies 1y 2, esto se debe a que su signo dependerá de omo reorramos el ilo, lo ual se verá re�ejadoen interambiar los índies.En este ejeriio parametrizamos on las oordenadas x1 y x2, pero podemos generalizar a lasuatro oordenadas del espaiotiempo, xσ, xλ, tendremos ahora el ambio de V α transportadoparalelamente primero por δaeσ, seguido por δbeλ luego por −δaeσ y �nalmente por −δbeλ
δV α = δaδb

[

Γα
µσ,λ − Γα

µλ,σ + Γα
νλΓ

ν
µσ − Γα

νσΓ
ν
µλ

]

V µ. (2.32)Ahora si de�nimos
Rα

βµν ≡ Γα
βν,µ − Γα

βµ,ν + Γα
σµΓ

σ
βν − Γα

σνΓ
σ
βµ, (2.33)entones Rα

βµν serán las omponentes de un tensor R, en el ual, nos dará el ambio en el vetorV , después de que lo transportemos paralelamente alrededor del ilo. Este tensor es llamadotensor de urvatura de Riemann y nos arateriza la urvatura de un espaio. Un espaio planoes aquel en el ual podemos de�nir paralelismo global a lo largo de alguna urva. Esto es que
δV α = 0 =⇒ Rα

βµν = 0. (2.34)Para poder onoer las propiedades del tensor de Riemann onviene onoer sus omponentes enun sistema de referenia loal. Ahí tenemos que Γα
µν = 0, pero podemos enontrar sus derivadas

Γα
µν,σ =

1

2
gαβ (gβµ,νσ + gβν,µσ − gµν,βσ) . (2.35)Dado que las segundas derivadas de la métrias no son ero. Aprovehando la simetría de estaexpresión

Rα
βµν =

1

2
gασ (gσν,βµ − gσµ,βν + gβµ,σν − gβν,σµ) . (2.36)Para llegar al resultado anterior también hemos aprovehado que las derivadas pariales on-mutan. Ahora bien, si bajamos el índie α en (2.36), on la ayuda de la métria, llegamos aque

Rαβµν = gαλR
λ
βµν =

1

2
(gαν,βµ − gαµ,βν + gβµ,αν − gβν,αµ) (2.37)Con ayuda de esta última expresión podemos llegar a las siguientes identidades

Rαβµν = −Rβαµν = −Rαβνµ = Rµναβ (2.38)
Rαβµν +Rανβµ +Rαµνβ = 0. (2.39)



2.6. Tensor de urvatura 28De las euaiones anteriores podemos ver que el tensor de Riemann es antisimétrio ante elambio del primer par de índies, ante el ambio en el segundo par de ellos y simétrio anteel ambio de los pares de índies. Debido a que este tensor tiene 4 índies libres uenta on256 términos, pero debido a las propiedades que menionamos anteriormente solo tendremos 20términos independientes.2.6.1. Identidades de BianhiHemos obtenido la manera de medir la urvatura, ahora lo que sigue es enontrar otraspropiedades del tensor de Riemann que nos serán útiles más adelante. Si derivamos la euaión(2.37) on respeto a xλ tenemos que
Rαβµν,λ =

1

2
(gαν,βµλ − gαµ,βνλ + gβµ,ανλ − gβν,αµλ) (2.40)Dado que la métria es simétria, y del heho de que las derivadas pariales onmutan, podemosmostrar que

Rαβµν,λ +Rαβλµ,ν +Rαβνλ,µ = 0. (2.41)Ya que hemos esogido un sistema de referenia loal, sabemos que los símbolos de Christo�elen este punto se anulan por lo que (2.41) es equivalente a
Rαβµν;λ +Rαβλµ;ν +Rαβνλ;µ = 0, (2.42)omo esta es una euaión tensorial, es válida para ualquier sistema de referenia. A (2.42) seles onoe omo identidades de Bianhi.2.6.2. Tensor de RiiContrayendo el primer y terer índie del tensor de Riemann, podemos de�nir el tensor deRii

Rαβ = Rµ
αµβ = Rβα. (2.43)Con esto hemos pasado de un tensor antisimétrio en los ambios de α on β y µ on ν a untensor simétrio ante el ambio de índies.De igual manera podemos de�nir el esalar de Rii omo

R = gµνRµν = gµνgαβRαµβν . (2.44)El tensor de Rii y el esalar de Rii son objetos de mayor simetría que ontienen informaióndel tensor de urvatura.



2.7. La transiión de la urvatura a la Físia 292.6.3. Tensor de EinsteinSi ontraemos la euaión (2.42) de la misma forma que lo hiimos para obtener el tensor deRii tenemos que
gαµ [Rαβµν;λ +Rαβλµ;ν +Rαβνλ;µ] = 0. (2.45)De aquí, aprovehando que gαβ ;µ = 0 y el tensor de Riemann es antisimétrio se sigue que

Rβν;λ (−Rβλ;ν) +Rµ
βνλ;µ = 0, (2.46)ahora, si de nuevo ontraemos de tal manera que

gβν
[

Rβν;λ −Rβλ;ν +Rµ
βνλ;µ

]

= 0, (2.47)o bien
R;λ −Rµ

λ;µ +
(

Rµ
λ;µ

)

= 0. (2.48)Reesribiendo (2.48) llegamos a que
(

Rµ
λ − 1

2
δµλR

)

;µ

= 0. (2.49)Estas son las llamadas identidades de Bianhi doblemente ontraidas o en oasiones llamadastambién identidades de Bianhi. Si de�nimos un tensor simétrio tal que
Gµν = Rµν − 1

2
gµνR = Gνµ, (2.50)podemos ver que la euaión (2.49) es equivalente a

Gµν
;ν = 0. (2.51)A este tensor se le llama tensor de Einstein. Dado a que lo onstruimos a partir del tensor deRiemann, el tensor de Einstein también nos dará informaión aera de la urvatura. Veremosmás adelante la importania que tiene en el estudio de la Físia en espaiotiempos urvos.2.7. La transiión de la urvatura a la FísiaEl heho de que podamos identi�ar oneptos matemátios on iertas antidades físiasmedibles es la esenia de ualquier teoría físia. Esto es algo que debemos tomar muy en uentaa la hora de busar la relaión entre oneptos geométrios on los efetos de la gravedad.Podemos empezar por onsiderar al espaiotiempo omo un espaio de 4 dimensiones on una



2.7. La transiión de la urvatura a la Físia 30métria de�nida, esta métria es medible on reglas y relojes y es de ella de donde obtendremosla informaión neesaria para haer Físia.Habiendo esogido esta manera de desribir al espaiotiempo, aún neesitamos dos osasmás para tener una teoría ompleta. Neesitamos saber omo es que los objetos que estudiamosomo partíulas, ampos y �uidos se omportan en presenia de la urvatura del espaiotiempo.Y también neesitamos deir omo es que la urvatura es generada por la presenia de estosobjetos.Tomemos a la gravedad newtoniana omo ejemplo de una teoría físia. En esta teoría elespaiotiempo onsiste en un espaio eulidiano de tres dimensiones que se repetía in�nitamenteen el tiempo. Ahi no hay una métria en el espaiotiempo pero está la usual métria del espaioeulidiano y el tiempo es medido por un reloj universal. Son válidos observadores on diferentesveloidades, es deir, existe la relatividad del movimiento propuesta por Galileo.En la Meánia Clásia no hay manera de onebir al tiempo y al espaio omo una solaentidad, no podemos ombinar las mediiones de estas antidades, es deir, no existe una medidainvariante de la longitud de una urva que ambia en el espaio y el tiempo omo si fueran unasola osa. Pero lo que la Relatividad aportó fue la invariania de la veloidad de la luz, lo quenos permite uni�ar las mediiones del espaio y el tiempo. Con esto el espaiotiempo de laRelatividad Espeial es una estrutura más simple que el lásio.En el ontexto del espaiotiempo lásio tenemos una ley que nos die omo se omportan losobjetos bajo la presenia de fuerzas gravitaionales: F = ma, donde sabemos que F = −m∇φpara un potenial gravitaional φ dado. También tenemos una expresión que determina omo esque φ es generado: ∇2φ = 4πGρ. Estas son las dos leyes a las que les debemos enontrar análogosen la manera relativista de ver al espaiotiempo.La aeleraión de una partíula bajo la aión de un ampo gravitaional no depende de sumasa, por lo tanto podemos oloarnos en un sistema de referenia en aída libre lo su�ien-temente era de ella para deir que no tiene aeleraión. A esto le llamamos un sistema dereferenia inerial loal. Dado que las partíulas no tienen aeleraión, seguirán un movimientoretilíneo, al menos de manera loal. Pero sabemos que una línea reta en un sistema de referen-ia inerial loal es la de�niión de geodésia en un espaio urvo, que ya aprendimos a alularanteriormente. De aquí tenemos entones el primer postulado de omo es que la métria afetaa las partíulas:Prinipio de Equivalenia Débil: Las partíulas en aída libre se mueven a lo largo de



2.8. Aproximaión de ampo débil 31geodésias en el espaiotiempo.Por aída libre nos referimos a que la partíula no esta bajo el efeto de otras fuerzas, omo unampo elétrio, que se diferenia de la gravedad por el heho de que solo afeta a partíoulaselétriamente argadas. Es por ello que el Prinipio de Equivalenia es una a�rmaión bastantefuerte que puede ser medida experimentalmente, de tal manera que al omparar la aida deobjetos de diferentes materiales llega a una diferenia en las aeleraiones de 10−13 [9℄. Estohae al Pprinipio de Equivalenia Débil es uno de los prinipios de la Físia medido on máspresiión. Pero este prinipio solo es apliado a partíulas, neesitamos una generalizaión parasaber omo son, por ejemplo, los �uidos afetados por la métria de un espaiotiempo que no esplano, entones tenemos:Prinipio de Equivalenia de Einstein: Cualquier experimento físio loal que no in-volure a la gravedad que sea llevado a abo en un sistema de referenia en aída libretendrá el mismo resultado omo si fuera heho en el espaiotiempo plano de la relatividadespeial.Lo que nos die el Prinipio de Equivalenia de Einstein tiene que ver on lo que hemos dihoanteriormente. Podemos de�nir un sistema de referenia inerial que sea loal en un punto deun espaiotiempo urvo, podemos realizar toda la Relatividad Espeial. Haiendo uso de quepodemos de�nir alrededor de un punto un espaio plano, entones existe un puente entre estosdos hehos. Una ley esrita en términos de la Relatividad espeial, también se umplirá en unsistema de referenia inerial loal en un espaiotiempo urvo. Graias al prinipio de equivaleniay a que G es una onstante universal podemos de�nir unidades tales queG = 1, on esto, podemosmedir en las mismas unidades a la masa, la longitud y el tiempo.2.8. Aproximaión de ampo débilLa argumentaión anterior nos permite a�rmar que la trayetoria que sigue una partíula enun espaiotiempo urvo es la geodésia
d2xα

dτ2
+ Γα

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0. (2.52)Si deseamos onoer omo es que se mueve una partíula bajo la aión de un ampo gravitaionalomo el del Sol debemos haer la onsideraión de que los objetos se mueven a veloidades muho



2.8. Aproximaión de ampo débil 32menores a la de la luz y el ampo es débil, tal que pueda ser onsiderado omo una perturbaiónen el espaiotiempo.Como queremos que los objetos no se muevan a veloidades relativistas podemos despreiar lasderivadas de las omponentes espaiales respeto al tiempo y solamente sobreviven las derivadasde x0 respeto a τ , entones
d2xα

dτ2
+ Γα

00

(

dt

dτ

)2

= 0 (2.53)Calulemos ahora los símbolos de Christo�el Γα
00

Γα
00 =

1

2
gασ (gσ0,0 + gσ0,0 − g00,σ) . (2.54)Como queremos desribir un ampo gravitaional omo el del Sol, entones no debe haber de-pendenia temporal, es deir, el ampo es estátio, entones
Γα
00 = −1

2
gασg00,σ. (2.55)Consideremos ahora la aproximaión de ampo débil, la ual onsiste en que siendo el ampomuy pequeño, la métria del espaiotiempo urvo puede ser aproximada por la métria de laRelatividad Espeial más una pequeña perturbaión

gµν = ηµν + hµν , | hµν |≪ 1, (2.56)sustituyendo lo anterior en (2.55)
Γα
00 = −1

2
(ηασ + hασ) (η00,σ + h00,σ) . (2.57)A primer orden en h se sigue que
Γα
00 = −1

2
ηασh00,σ , (2.58)sustituyendo en (2.53)

d2xα

dτ2
− 1

2
ηασh00,σ

(

dt

dτ

)2

= 0. (2.59)Tomando la omponente temporal de esta euaión llegamos a que dt
dτ es onstante. Veamos ahoralas omponentes espaiales, es deir,

d2xi

dτ2
− 1

2
ηijh00,j

(

dt

dτ

)2

= 0. (2.60)Como solo tenemos omponentes espaiales la métria, esta orresponde a una matriz identidadpor lo que no es neesario esribirla, así
d2xi

dτ2
=

1

2

(

dt

dτ

)2

h00,i. (2.61)



2.9. Euaiones de Campo de Einstein 33Multipliando por (dτdt )2 y haiendo uso de la regla de la adena tenemos
d2xi

dt2
=

1

2
h00,i. (2.62)Comparando on la ley de gravitaión de Newton obtenemos h00 = −2φ, donde φ es el potenialgravitaional. Entones tendremos que en la aproximaión de ampo débil, la magnitud de laperturbaión es −2φ, por lo que

gµν = ηµν − 2φδµν . (2.63)Con esto tendremos que
gµν =

















− (1 + 2φ) 0 0 0

0 1− 2φ 0 0

0 0 1− 2φ 0

0 0 0 1− 2φ
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2.9. Euaiones de Campo de EinsteinEn los apitulos anteriores hemos deidido la manera en la que vamos a desribir a la gravedady sus onseuenias sobre la materia, para ello onsideramos al espaiotiempo omo un espaiourvo on métria de�nida. Ahora debemos omplementar esto para tener una teoría más generalque nos desriba omo es que las fuentes del ampo gravitaional determinan la métria y por lotanto la Físia del espaiotiempo. La analogía que debemos usar para desribir la gravedad es laeuaión para el potenial gravitaional
∇2φ = 4πρ, (2.64)donde φ es el potenial gravitaional y ρ la densidad de masa. La soluión a esta euaión parauna partíula puntual de masa M situada en el origen y que produe un ampo esfériamentesimétrio es
φ = −M

r
. (2.65)La fuente del ampo gravitaional en la meánia de Newton es la densidad de masa. Sabemosque el onepto de masa en una teoría relativista no es el mismo que en un teoría lásia. Enrelatividad la energia total de un objeto inluye la masa.Usando todo el tensor de energía-momento omo la fuente del ampo gravitaional, la gene-ralizaión de la euaión de Poisson en la desripión relativista deberá tener la forma

O(g) = κT, (2.66)



2.9. Euaiones de Campo de Einstein 34donde O es un operador diferenial que atua sobre la métria, que es la generalizaión de φ y κuna onstante por determinar.Por analogía on (2.64), O deberá ser un operador de segundo orden y dado que T es untensor de tipo (20), O deberá produir un tensor de tipo (20) para que umpla on la igualdad.Es deir, Oµν deberán ser las ompontes de un tensor de tipo (20) y deberán ser ombinaionesde gµν on sus derivadas de primer y segundo orden. Afortunadamente ya hemos enontrado untensor que umple on las propiedades anteriores, el tensor de Rii. Aunque en general ualquiertensor de la forma Oµν = Rµν + αgµνR las satisfae, on α una onstante por determinar.De la onservaión loal del tensor de energía-momento tenemos
T µν

;ν = 0. (2.67)Esta euaión debe ser verdadera para ualquier métria entones
Oµν

;ν = 0. (2.68)Dado que gµν ;α= 0 entones
(Rµν + αgµνR);ν = 0. (2.69)Comparando (2.69) on la expresión en las identidades de Bianhi vemos que α = −1

2 . Si laeuaion anterior es una identidad para una métria arbitraria entones llegamos a que
Gµν = κT µν . (2.70)Estas pueden ser esritas también de la forma Gµν = κTµν debido a que al subir y bajar índies noafeta en nada la estrutura de la euaión. Apliando gµν a la forma on índies abajo tenemos

gµν
(

Rµν −
1

2
gµνR

)

= κgµνTµν , (2.71)usando la traza de la matriz identidad y de traza de un tensor llegamos a que
R = −κT, (2.72)donde R es el esalar de Rii y T es el esalar del tensor de energía-momento T = gµνTµν .Usando esto podemos reesribir (2.70) omo

Rµν = κ

(

Tµν −
1

2
gµνT

)

. (2.73)En el límite de ampo débil y para partíulas que se mueven a bajas veloidades, esta euaióndebe reduirse a la orrespondiente euaión de la gravedad newtoniana. En este límite tendremos



2.9. Euaiones de Campo de Einstein 35que la omponente de Tµν más importante es T00 = ρ. Por ellos solo nos enfoaremos en lasomponentes µ = 0 y ν = 0 de (2.73). Sabemos que en el límite de ampo débil tenemos
g00 = −1 + h00

g00 = −1 + h00.
(2.74)Usando (2.74) podemos ver que la traza T en este límite puede ser esrita así

g00T00 =
(

−1 + h00
)

T00 = −T00, (2.75)del resultado en (2.75) vemos que hemos despreiado términos de orden superior, esta es unaonsideraión que seguiremos utilizando para nuestra aproximaión. Con esto (2.73) queda
R00 =

1

2
κT00. (2.76)Ya onoemos el lado dereho de (2.76) ya que T00 = ρ, ahora falta ver omo es el tensor de Riien este límite. De la de�niión de este tensor tenemos que

R00 = Rα
0α0 = Γα

00,α + Γα
0α,0 + Γα

σαΓ
σ
00 − Γα

σ0Γ
σ
0α. (2.77)El segundo término en (2.77) ontiene una derivada respeto al tiempo, dado que estamos on-siderando un ampo estaionario, será ero. El terer y uarto términos ontienen términosuadrátios de la métria por lo tanto los despreiamos en esta aproximaión. Con esto (2.77)queda

R00 = Rα
0α0 = Γα

00,α. (2.78)Si desarrollamos la suma sobre α notamos que el primer término es ero, entones tendremossolo la suma sobre índies espaiales. Usando la de�niión de los símbolos de Christo�el se sigueque
R00 = Γi

00,i =
1

2

(

giσ (gσ0,0 + gσ0,0 − g00,σ)
)

,i
(2.79)

= −1

2

(

gijg00,j
)

,i
.Usando (2.74) en (2.79), y onsiderando la expresión a primer orden

R00 = −1

2

((

ηij + h00
)

h00,j
)

,i
(2.80)

= −1

2
ηijh00,ij . (2.81)Reordemos que ηij = δij y de la de�niión del operador laplaiano δijh00,ij = ∇2h00, entones

R00 = −1

2
∇2h00. (2.82)



2.9. Euaiones de Campo de Einstein 36Entones (2.76) queda
−1

2
∇2h00 =

1

2
κT00, (2.83)reordando que h00 = −2φ y T00 = ρ tenemos

∇2φ =
1

2
κρ, (2.84)pero esto es exatamente (2.64) on κ = 8π por lo tanto presentamos

Gµν = 8πTµν . (2.85)Estas son las llamadas Ecuaciones de campo de Einstein.



Capítulo 3 La métria deShwarzshild
Habiendo enontrado una manera más general de desribir la gravedad omo efeto de laurvatura del espaiotiempo, lo que sigue es busar soluiones a las Euaiones de Einstein parasaber omo es el ampo gravitaional generado por alguna distribuión de masa y energía. Debidoa la forma de estas euaiones existen poas soluiones anal�tias, sin embargo, existen sistemason su�iente número de simetrías que simpli�an nuestro problema, ya sea en el tensor deesfuerzo-energía o en el tensor de urvatura. En este trabajo estudiaremos la soluión obtenidapor Karl Shwarzshild.3.1. Soluión de ShwarzshildEn 1915, Karl Shwarzshild enontró lo que sería la primera soluión publiada a las eua-iones de Einstein. Esta soluión desribe omo es el ampo gravitaional en el exterior de unobjeto esfériamente simétrio no rotante, por lo que es una muy buena aproximaión para ladesripión del movimiento de los planetas. Usando oordenadas esférias

xµ = (t, r, θ, φ).Como dijimos anteriormente la soluión debe ser:Esfériamente simétria. La soluión no dependerá de θ y φ, sino solo de r, debido a quequeremos desribir el ampo gravitaional omo el del Sol, que solo depende de la distaniaentre el objeto masivo y la partíula.Estátia. La soluión no debe depender expliitamente del tiempo, ya que el ampo gra-vitaional de un objeto masivo no tiene dependenia temporal.Soluión en el vaío. El tensor de esfuerzo-energía debe ser ero Tµν = 0 debido aque queremos representar el espaiotiempo en el exterior del objeto que genera el ampogravitaional y ahí no existe ontenido material.37



3.1. Soluión de Shwarzshild 38Dado que la métria es la soluión a las euaiones de ampo, en ella se verán re�ejadas lasondiiones impuestas. Partimos de los elementos de la métria esritos en oordenadas esférias
gµν =

















gtt gtr gtθ gtφ

grt grr grθ grφ

gθt gθr gθθ gθφ

gφt gφr gφθ gφφ

















.Debido a la simetría espaial esféria del problema, todos los términos que involuren ombina-iones de r, θ y φ se harán ero. Tendremos entones
gµν =

















gtt gtr gtθ gtφ

grt grr 0 0

gθt 0 gθθ 0

gφt 0 0 gφφ

















.De igual manera, dado que la soluión deberá ser estátia el heho de movernos en una direiónen el tiempo o en otra no afeta la soluión, los términos que tengan ombinaiones del tiempoon las otras oordenadas también desapareerán, entones
gµν =

















gtt 0 0 0

0 grr 0 0

0 0 gθθ 0

0 0 0 gφφ

















.La métria nos ha quedado diagonal omo en la Relatividad Espeial, esto se debe graias ala simetría que hemos impuesto en el problema. Lo siguiente que debemos obtener son los tér-minos en la diagonal. Empeemos por omparar on la métria en oordenadas esférias de laRelatividad Espeial
ηµν =

















−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sen2 θ

















,



3.1. Soluión de Shwarzshild 39tendremos que gθθ = ηθθ y gφφ = ηφφ y debido que el ampo gravitaional solo afetará laomponente radial y temporal, de nuevo por la simetría del sistema bajo estudio, proponemos
gµν =

















−e 2Φ(r) 0 0 0

0 e 2Λ(r) 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sen2 θ

















,y su inversa
gµν =

















−e−2Φ(r) 0 0 0

0 e−2Λ(r) 0 0

0 0 r−2 0

0 0 0 r−2 sen−2 θ

















.Hemos propuesto la forma exponenial en gtt y grr debido a que queremos reuperar el espa-iotiempo plano uando nos enontremos muy lejos del objeto que está generando el ampogravitaional. Esto es, que la métria sea asintótiamente plana, por ello las funiones Φ = Φ(r)y Λ = Λ(r) deben umplir on
ĺım
r→∞

Φ(r) = 0,

ĺım
r→∞

Λ(r) = 0.Ahora nuestra misión es enontrar la forma que tienen Φ y Λ y así poder ompletar lapropuesta. Tenemos que las euaiones de ampo en el vaío son Gµν = 0, pero sabemos que
Rµν −

1

2
gµνR = 0, (3.1)de aqui se sigue que

Rµν =
1

2
gµνR, (3.2)si apliamos gµν en ambos lados tendremos

gµνRµν =
1

2
Rgµνgµν . (3.3)El término del lado izquierdo de la euaión es la de�niión del esalar de Rii que dimosanteriormente y del lado dereho tenemos la traza de la matriz identidad debido a que tenemosuna suma implíita, entones la euaión anterior implia que

R = 2R, (3.4)



3.1. Soluión de Shwarzshild 40e sta euaión solo es válida si R = 0 por lo que la euaión para el ampo gravitaional se hareduido a
Rµν = 0. (3.5)Lo que sigue es enontrar las derivadas de la métria para onstruir el tensor de Rii y deallí enontrar la soluión. De la de�niión del tensor de Rii omo ontraión del tensor deRiemann tenemos

Rµν = Rα
µαν = R0

µ 0ν +R1
µ 1ν +R2

µ 2ν +R3
µ 3ν . (3.6)Podemos ver de la de�niión del tensor de Riemann que el tensor de Rii depende de los símbolosde Christo�el y sus derivadas, que a su vez son derivadas de la métria, entones para poderobtener las omponentes de este tensor debemos alular estas antidades. Notemos también quetendremos una suma sobre α. Reordemos la forma de los simbolos de Christo�el en (2.12)

Γα
µν =

1

2
gασ (gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ) , (3.7)haiendo µ = 0 y ν = 0 tenemos

Γα
00 =

1

2
gασ (gσ0,0 + gσ0,0 − g00,σ) . (3.8)Dejando orrer α y dado que la métria es diagonal tendremos que

Γ0
00 =

1
2g

00 (g00,0 + g00,0 − g00,0)

Γ1
00 =

1
2g

11 (g10,0 + g10,0 − g00,1)

Γ2
00 =

1
2g

22 (g20,0 + g20,0 − g00,2)

Γ3
00 =

1
2g

33 (g30,0 + g30,0 − g00,3) .

(3.9)Analizando la métria notamos que no hay dependeia de t y φ por lo que las derivadas onrespeto a estas oordenadas serán ero, tendremos entones que
Γ0
00 = 0 (3.10)

Γ1
00 = −1

2
g11g00,1 (3.11)

Γ2
00 = 0 (3.12)

Γ3
00 = 0, (3.13)alulando Γ1

00 tenemos
Γ1
00 = −1

2
g11g00,1

= −1

2
e−2Λ

(

−e 2Φ
)

,1

= Φ
′

e 2(Φ−Λ), (3.14)



3.1. Soluión de Shwarzshild 41donde Φ
′ signi�a derivada respeto a r. De igual forma se alulan todos los símbolos de Chris-to�el para esta métria. Muhos de ellos serán ero, debido a la forma de gµν y a la independeniaen algunas oordenadas, tambíen, por la simetría Γα

µν = Γα
νµ no será neesario alular muhosde ellos. Tomando en uenta lo anterior tenemos que los símbolos de Christo�el que sobrevivenserán (ver Apéndie A)

Γ0
01 = Φ

′

Γ1
22 = −re−2Λ Γ2

33 = − sen θ cos θ

Γ1
00 = Φ

′

e 2(Φ−Λ) Γ1
33 = −rsin2θe−2Λ Γ3

13 =
1
r

Γ1
11 = Λ

′

Γ2
12 =

1
r Γ3

23 = cot θ.

(3.15)Habiendo obtenido los símbolos de Christo�el lo siguiente es alular las omponentes del ten-sor de Rii. Graias a que Rµν es diagonal y simétrio no tendremos que alular todos lasomponentes ya que algunos serán ero. Así las Euaiones de Einstein a resolver son
R00 = 0 (3.16)
R11 = 0 (3.17)
R22 = 0 (3.18)
R33 = 0. (3.19)Las demás omponentes Rµν para µ 6= ν son ero. Empeemos por la primera de estas, de (3.6)tenemos que R00 es

R00 = Rα
0α0 = R0

000 +R1
010 +R2

020 +R3
030, (3.20)alulando término por término y después sustituyendo en (3.20) tenemos

R0
000 = Γ0

00,0 − Γ0
00,0 + Γ0

σ0Γ
σ
00 − Γ0

σ0Γ
σ
00. (3.21)Podemos ver en (3.21) que tenemos derivadas respeto al tiempo y estas son de fato ero, ademáspodemos ver omo todos los términos se anelan entre si al ser iguales, entones R0

000 = 0. Elsiguiente término
R1

010 = Γ1
00,1 − Γ1

01,0 + Γ1
σ1Γ

σ
00 − Γ1

σ0Γ
σ
01, (3.22)el segundo término es ero, una vez más, por ser derivada respeto al tiempo, tenemos entones

R1
010 = Γ1

00,1 + Γ1
σ1Γ

σ
00 − Γ1

σ0Γ
σ
01. (3.23)Utilizando las expresiones en (3.15), el primer término en (3.23) es

Γ1
00,1 =

(

Φ
′

e 2(Φ−Λ)
)

,1
=
[

Φ
′′

+ 2Φ
′

(

Φ
′ − Λ

′

)]

e
2
(

Φ
′

−Λ
′
)

. (3.24)



3.1. Soluión de Shwarzshild 42De igual forma el segundo y terer término
Γ1
σ1Γ

σ
00 = Γ1

01Γ
0
00 + Γ1

11Γ
1
00 + Γ1

21Γ
2
00 + Γ1

31Γ
3
00

= Φ′Λ′e 2(Φ−Λ) (3.25)
Γ1
σ0Γ

σ
01 = Γ1

00Γ
0
01 + Γ1

10Γ
1
01 + Γ1

20Γ
2
01 + Γ1

30Γ
3
01

=
(

Φ′
)2

e 2(Φ−Λ). (3.26)Entones sustituyendo lo anterior en (3.23) tenemos
R1

010 =

[

Φ
′′

+
(

Φ
′

)2
− Φ

′

Λ
′

]

e 2(Φ−Λ). (3.27)De manera similar podemos alular R2
020 y R3

030

R2
020 =

1

r
Φ

′

e 2(Φ−Λ), (3.28)
R3

030 =
1

r
Φ

′

e 2(Φ−Λ). (3.29)Sumando (3.27), (3.28) y (3.29) y tendremos que (3.20) es
R00 =

[

Φ
′′

+Φ
′

(

Φ
′ − Λ

′

+
2

r

)]

e 2(Φ−Λ). (3.30)El resto de las omponentes del tensor de Rii se alulan de igual manera por lo que podemosesribir
R00 =

[

Φ
′′

+Φ
′

(

Φ
′ − Λ

′

+
2

r

)]

e 2(Φ−Λ) (3.31)
R11 = −Φ

′′

+Φ
′

(

Λ
′ − Φ

′

)

+
2

r
Λ

′ (3.32)
R22 =

[

r
(

Λ
′ − Φ

′

)

− 1
]

e−2Λ + 1 (3.33)
R33 =

[[

r
(

Λ
′ − Φ

′

)

− 1
]

e−2Λ + 1
]

sen2θ. (3.34)De tal manera que las Euaiones de Einstein a resolver son
Φ

′′

+Φ
′

(

Φ
′ − Λ

′

+
2

r

)

= 0 (3.35)
−Φ

′′

+Φ
′

(

Λ
′ − Φ

′

)

+
2

r
Λ

′

= 0 (3.36)
[

r
(

Λ
′ − Φ

′

)

− 1
]

e−2Λ + 1 = 0 (3.37)
[[

r
(

Λ
′ − Φ

′

)

− 1
]

e−2Λ + 1
]

sen2θ = 0. (3.38)



3.1. Soluión de Shwarzshild 43Este es un sistema de euaiones difereniales para Φ y Λ omo funiones de r, a partir del ualpodemos enontrar los elementos neesarios para la métria.De (3.35) y (3.36) se sigue que
Φ

′

= −Λ
′

. (3.39)Hemos enontrado una relaión entre las derivadas de las funiones, ahora si sustituimos (3.39)en (3.37), tenemos omo soluión
e−2Λ = 1 +

α

r
, (3.40)on α una onstante arbitraria. Ahora, omo Φ+ Λ = ω entones

e 2(Φ+Λ) = ω, (3.41)on ω onstante, de aqui
e−2Λ = ωe 2Φ (3.42)Para determinar ω debemos imponer la ondiión de que el espaiotiempo sea asintótiamenteplano, entones tendremos que ω = 1. Con esto llegamos a la siguiente relaión
e−2Λ = e 2Φ, (3.43)de aquí llegamos también a que
e 2Φ = 1 +

α

r
. (3.44)Aabamos de obtener las omponentes gtt y grr de la métria. Es laro que estas funiones sonasintótiamente planas. Entones podemos esribir la métria así

gµν =

















−
(

1 + α
r

)

0 0 0

0
(

1 + α
r

)

−1
0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

















.Lo que nos falta por haer es enontrar α e interpretarla en términos de antidades físias. Comoesta métria desribe el espaiotiempo fuera de un objeto masivo esfério omo una estrella oplaneta, esperamos reuperar la métria de ampo débil uando r → ∞. Tomando este límitetendremos
gtt(r → ∞) = −

(

1 + α
r

)

grr(r → ∞) =
(

1− α
r

)

,
(3.45)



3.2. Cantidades onservadas en la Métria de Shwarzshild 44La métria de ampo débil es por otro lado
gtt = − (1 + 2φ)

grr = (1− 2φ) ,
(3.46)on φ = −M

r , entones (3.45) es igual (3.46) si α = −2M y obtenemos �nalmente la Métriade Shwarzshild
gµν =

















−
(

1− 2M
r

)

0 0 0

0
(

1− 2M
r

)−1
0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

















. (3.47)La ual podemos esribir omo el intervalo de espaiotiempo
ds2 = −

(

1− 2M

r

)

dt2 +

(

1− 2M

r

)

−1

dr2 + r2
(

dθ2 + sin2 θdφ2
)

. (3.48)Podemos identi�ar un valor espeial en la oordenada radial para esta métria. Cuando
r = 2M se de�ne un horizonte que nos separa al espaiotiempo en dos regiones una interior yotra exterior. Para r > 2M seguimos teniendo un omportamiento omo lo onoemos pero parauando r < 2M la parte temporal de la métria se anula y la parte radial se inde�ne por lo queno tendremos manera de inferir que es lo que está pasando dentro del horizonte [6℄.Finalmente, on los resultados obtenidos podemos obtener los símbolos de Christo�el (3.15)para esta métria

Γ0
01 =

M
r2

(

1− 2M
r

)−1
Γ1
22 = −r

(

1− 2M
r

)

Γ2
33 = − sen θ cos θ

Γ1
00 =

M
r2

(

1− 2M
r

)

Γ1
33 = −rsen2θ

(

1− 2M
r

)

Γ3
13 =

1
r

Γ1
11 = −M

r2

(

1− 2M
r

)−1
Γ2
12 =

1
r Γ3

23 = cot θ.

(3.49)3.2. Cantidades onservadas en la Métria de ShwarzshildDado que nuestro espaiotiempo en estudio es el de Shwarzshild (simetría esféria y estátia)los valores de las antidades onservadas pueden representar trayetorias de manera ompleta.La geodésia puede es esrita en términos de las omponentes del uadrimomento on índiesabajo de tal manera que [2℄
pαpβ,α − Γγ

βαp
αpγ = 0, (3.50)que puede ser esrita en términos del tiempo propio, entones

m
dpβ
dτ

= Γγ
βαp

αpγ . (3.51)



3.2. Cantidades onservadas en la Métria de Shwarzshild 45Desarrollando el término del lado dereho en (3.50) llegamos a que
Γγ
αβp

αpγ =
1

2
gγν (gνβ,α + gνα,β − gαβ,ν) p

αpγ

=
1

2
(gνβ,α + gνα,β − gαβ,ν) p

νpα. (3.52)El produto pνpα en (3.52) es simétrio en ν y α, mientras que el primer y terer término dentrodel paréntesis son, juntos, antisimétrios en ν y α. Por lo tanto se anelan, dejando el términodel entro
Γγ
αβp

αpγ =
1

2
gνα,βp

νpα, (3.53)sustituyendo (3.53) en (3.51) tenemos
m
dpβ
dτ

=
1

2
gνα,βp

νpα. (3.54)Tenemos un resultado importante. Si las omponentes de la métria gαν son independientes de
xβ entones, pβ es onstante a lo largo de la trayetoria de la partíula.Independenia temporal en la métria signi�a que la omponente −p0, es deir la energía,es onstante a lo largo del movimiento. De�nimos la energía por unidad de masa

Ẽ ≡ −p0/m. (3.55)Independenia en φ implia que el momento angular pφ se onserva. De�nimos de igual manerael momento angular por unidad de masa
L̃ ≡ pφ/m. (3.56)Debido a la simetría esféria, sabemos que el movimiento estará siempre on�nado en un planode tal manera que elegimos el plano euatorial. Con esto tendremos que θ = π

2 y ya que esteángulo es onstante no le asoiaremos una onservaión a este momento. Las otras omponentesdel momento son
p0 = g00p0 = m

(

1− 2M

r

)

−1

Ẽ

pr = m
dr

dτ
(3.57)

pφ = gφφpφ = m
1

r2
L̃.Tambien sabemos que la norma de un vetor en relatividad es invariante, en este aso tenemosque p · p = −m2, por lo que tendremos que

−m2Ẽ2

(

1− 2M

r

)

−1

+m2

(

1− 2M

r

)

−1(dr

dτ

)2

+m2 L̃
2

r2
= −m2. (3.58)



3.3. Geodésias en la Métria de Shwarzshild 46Si reaomodamos (3.58) podemos obtener la euaión para la energía total de una partíula enpresenia de un ampo gravitaional generado por una masa M

Ẽ2 =

(

dr

dτ

)2

+

(

1− 2M

r

)

(

1 +
L̃2

r2

)

. (3.59)3.3. Geodésias en la Métria de ShwarzshildConoida la métria podemos desribir el movimiento de los objetos bajo la aión del ampogravitaional generado por la onentraión de energía en el espaiotiempo, omo dijimos ante-riormente estos siguen urvas de mínima longitud, es deir, siguen urvas geodésias. Entonesde la euaión para una geodésia tenemos que
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= 0.Las expresiones para las euaiones de movimiento en ada oordenada no nos dan la esperanzade poder enontrar una soluión a simple vista a este sistema aoplado. Afortunadamente hemosobtenido, graias a las simetrías que nos proporiona la me�tria, onstantes de movimiento, onlo ual el sistema formado por las uatro euaiones anteriores se redue a
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3.4. Potenial efetivo en la métria de Shwarzshild 47Estas euaiones junto on (3.59) forman el sistema de euaiones que desriben el movimiento
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. (3.64)En este trabajo busaremos las soluiones en un sistema de referenia que observa que losobjetos orbitantes aen haia un horizonte, bastará on las desripiones de r y φ en términosdel tiempo propio τ . Si onsideraramos el sistema ompleto, obtendríamos las soluiones vistaspor un observador lejano uyo tiempo es t y habrá dilataión tanto temporal omo espaial.3.4. Potenial efetivo en la métria de ShwarzshildEn la Meánia Clásia podemos onstruir un potenial efetivo, que nos permite analizar eltipo de movimiento de una partíula sujeta al efeto de la gravedad, en la Métria de Shwarzs-hild podemos de�nir un potenial efetivo reesribiendo (3.63) omo
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2
(r), (3.65)on
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. (3.66)Como se hizo para el aso lásio identi�amos ′Ṽ ′
2
(r) omo el uadrado del potenial efetivo,que es, el término que le restamos al uadrado de la energía para tener la energía inétia. Existendos araterístias novedosas en la expresión para el potenial efetivo: Una de ellas es el hehode que todos los términos estén al uadrado, la otra es que para valores de r muy grandes elpotenial tenderá a uno al ontrario del potenial lásio que tiende a ero.Estas dos situaiones son araterístias de la Relatividad. Para la primera sabemos queen Relatividad no podemos distinguir entre diferentes formas de energía, la energía potenial,la energía inétia todas se onvierten en una sola entidad en el término Ẽ. Es por ello queno podemos deir que ′Ṽ ′(r) es de heho la energía potenial, sino solo una herramienta paravisualizar la omponente radial de las trayetorias de las partíulas. Para la segunda sabemosque al alejarnos de la fuente del ampo gravitaional reuperamos la Relatividad Espeial dondela energía en ese punto es la masa en reposo y dado que Ẽ = E

m entones Ẽ = 1.



3.4. Potenial efetivo en la métria de Shwarzshild 48El potenial efetivo tiene la araterístia de que para una M , m y r �jas, solo dependerádel momento angular de la partíula y no de su energía. En la Figura 3.1 hemos gra�ado el

Figura 3.1: Poteniales efetivos lásio y relativistapotenial efetivo lásio más uno, esto lo haemos para añadirle la energía del reposo y parapoder ompararlos para un valor dado de la energía. En el eje vertial tenemos el potenialefetivo por unidad de masa y en el eje horizontal tenemos la distania normalizada on la masadel entro atrator. Hemos elegido el valor de L̃ = 5M ya que para este valor de momento angularpodemos tener un análisis más rio de las posibles trayetorias.Podemos ver en la grá�a que ′Ṽ ′ tiene dos puntos rítios, un máximo y un mínimo alontrario del lásio que solo uenta on un mínimo, esta es una de las araterístias másnotables para el aso relativista. Si analizamos (3.66) podemos notar que tenemos un términoúbio atrativo lo que hae que sea más fuerte a distanias mas ortas que no estaban permitidasanteriormente. También tenemos más valores permitidos para la energía en el pozo del poteniallo que se tradue en más trayetorias.Ahora alulemos los puntos rítios de ′Ṽ ′ de la manera que onoemos, obtenemos entones
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 . (3.67)Apliando el riterio de la segunda derivada para saber ual de los dos valores en (3.67) llegamos
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 , (3.69)donde rmin y rmax orresponden al mínimo y al máximo del potenial respetivamente. Tambiénhemos enontrado una ota al momento angular para que (3.67) sea onsistente L̃ ≥
√
12M . Sisustituimos ese valor en los puntos rítios llegamos a que rmin = rmax = 6M . Otra onseueniade esta ota es que podemos garantizar la existenia de un máximo para valores de L̃muy grandesen donde el valor mínimo es rmax = 3M que es mayor al horizonte. Como sabemos del análisis

Figura 3.2: En esta �gura podemos ver diferentes valores de energía permitidas en el potenialefetivodel potenial efetivo en la Meánia Clásia, para un valor �jo de la energía de una partíulatendremos diferentes tipos de trayetorias para un observador que se mueve on la partíula:Si la energía oinide on Ẽmin, es deir, on la energía del mínimo del potenial, la partíulaseguirá una orbita irular estable.Cuando la partíula tenga Ẽmax, la energía del máximo, seguirá una orbita irular ines-table, en ontraste on el aso lásio en el ual no tenemos un máximo en el potenial.



3.4. Potenial efetivo en la métria de Shwarzshild 50Para energías Ẽmin < Ẽ < Ẽ2, omo Ẽ1, tendremos órbitas ligadas aotadas en dos puntosde retorno, que de manera lásia sería una órbita elíptia.En el aso que Ẽ = Ẽ2 = 1 tendremos una órbita on un solo punto de retorno, es deir,una órbita abierta que por omparaión on el aso lásio la denotamos omo una órbitaparabólia.Si la energía toma valores omo Ẽ3 y Ẽ4 seguiremos teniendo órbitas abiertas, que seríanhiperbólias en el aso no relativista.Si la partíula tiene una energía mayor a Ẽmax, omo Ẽ5 ya no habrá un punto de retornoy aerá al horizonte.



Capítulo 4 Estudio numério de lasórbitas
Ya hemos desrito ualitativamente las euaiones de movimiento de una partíula que semueve sobre la urvatura provoada por un objeto masivo on la ayuda del potenial efetivo, elpaso siguiente es onoer omo serán las trayetorias. Al esribir la euaión de la geodésia paraada oordenada obtuvimos un sistema de uatro euaiones de segundo orden no lineales ao-pladas. Graias a las simetrías del espaiotiempo de Shwarzshild pudimos reduir el problemaa un sistema de dos euaiones difereniales de primer orden.En este apítulo presentaremos las soluiones a las euaiones de movimiento para un partí-ula que se mueve bajo la in�uenia del ampo gravitaional en la Métria de Shwarzshild.4.1. Soluión numéria a las euaiones de movimientoDel apítulo anterior tenemos que las euaiones de movimiento son
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. (4.3)Ahora tenemos un sistema de euaiones difereniales no lineales, uya forma implia que nopueden ser resueltas en términos de funiones ordinarias, esto se debe a que tenemos un términoproporional a 1

r3
que lleva a que la soluión se exprese en términos de integrales elíptias. Peroeste no es el �nal del amino graias a que ontamos on la ayuda del análisis numério. Con élpodemos obtener, on muy buena preisión, una soluión al problema [10℄.Existen distintos métodos para resolver numériamente euaiones difereniales, para esteaso utilizaremos el método de Runge-Kutta de uarto orden (RK4) [8℄, este método onsiste enaproximar la funión soluión en un intervalo partido en tres mediante una serie de Taylor, sin51



4.1. Soluión numéria a las euaiones de movimiento 52reurrir al álulo de derivadas superiores. Un fator muy importante en este método numérioes el tamaño de paso h el ual �ja el tamaño de las partiiones del invervalo en el ual estemosintegrando la soluión. La exatitud del RK4 dependerá de que tan grande o pequeña sea h.El análisis numério va de la mano del uso de omputadoras, es por ello que haremos usode esta herramienta elaborando un programa en lenguaje Fortran 90 (ver Apéndie B) quenos ayudará a alular de manera rápida la soluión al problema. Esta soluión se aluló enuna maquina tipo Intel on proesador Core 2 Quad Q9550, 8Gb de memoria RAM DDRII yapaidad de diso duro ombinada de 1Tb.Debido que estamos usando una herramienta numéria debemos tener en uenta que sola-mente podemos dar una aproximaión a la soluión por lo que entran en juego los errores. Eneste aso tendremos dos tipos: error de trunamiento o de redondeo que onsiste en tomar iertonúmero de deimales de un número y el error por aproximaión que se debe a la diferenia entreel valor real de la soluión y el de la soluión aproximada. Para el método de Runge-Kutta deorden arbitrario, n, podemos esribir el error total omo la suma de ellos [8℄
ǫ ∼ ξ

h
+ hn (4.4)Donde ξ es un número que tiene que ver on la preisión de las variables que estemos usando(en nuestro aso ξ = 1 × 10−15), h es el tamaño de paso que menionamos anteriormente y nel orden del método que utilizamos. El primer término de la euaión anterior nos representa elerror por aproximaión mientras que el segundo el de trunamiento. Siempre debemos prourarque el error total sea el menor posible, una manera de haerlo sería haer el tamaño de pasomuy pequeño pero esto haría que el error por aproximaión reza, por ello debemos enontrarla relaión adeuada entre h y ǫ. Notemos que el error es funión del tamaño de paso, por lotanto podemos enontrar una h tal que ǫ sea mínimo. Con esto llegamos a que

h0 ∼ ξ
1

n+1 (4.5)Entones el error mínimo que tendremos será
ǫ0 ∼ ξ

n
n+1 (4.6)Sustituyendo el valor de ξ llegamos a que ǫ0 ∼ 1× 10−12 y h0 ∼ 10−3.Para onoer la soluión a una euaión diferenial de manera ompleta debemos saber o-mo son sus ondiiones iniiales ya que estas son las que de�nirán su forma partiular. En este



4.2. Órbita irular estable 53problema tendremos uatro ondiiones iniiales debido al orden de las euaiones, al enontraronstantes de movimiento, solo quedan de manera explíita omo ondiiones iniiales las po-siiones iniiales r(0) = r0 y φ(0) = φ0, las otras se verán re�ejadas en el momento angular yenergía total.Como dijimos en el apítulo anterior, el momento angular de�ne al potenial efetivo, asíque para ada trayetoria bastará on de�nir la energía que tendrá la partíula. Hemos esogido
L̃ = 5M para el momento angular de todas las trayetorias y φ0 = π omo el ángulo iniial,esto solo lo esogemos así para tener una buena visualizaión de las soluiones al momento degra�arlas.En los puntos de retorno del potenial efetivo, la veloidad de la partíula se hae ero. Alsalir de ada uno de ellos, deberá ambiar el signo que traía, por la naturaleza de las expresiones,esta es una ondiión que debemos imponer en el programa. Así, pedimos que on ierta toleraniale ambie el signo a la veloidad, uidando que diha tolerania ser menor al tamaño de pasoesogido.Las soluiones a las euaiones difereniales que nos proporionó el programa las obtuvimosen un promedio de unos uantos segundos a máximo un minuto, esto graias al tipo de maquinaque menionamos anteriormente.En las seiones siguientes presentamos las soluiones para distintas ondiiones iniiales deenergía. Para ada aso, en las �guras presentamos dos grá�as: Una que nos representa el po-tenial efetivo, así omo la energía orrespondiente a la órbita; en su eje vertial se representa elpotenial efetivo por unidad de masa y en su eje horizontal se representa la distania normaliza-da on la masa del entro atrator. La otra grá�a nos representa el plano de la órbita, en su ejevertial tenemos la oordenada Y y en su eje horizontal la oordenada X, ambas normalizadason la masa del entro atrator.4.2. Órbita irular estableCuando la energía orresponde a Emin tendremos un órbita irular estable. Dado que utili-zamos un método númerio para aproximar la soluión es importante menionar que los númerosen el programa tendrán una preisión dada por la maquina que usemos, por lo que debemos detener uidado a la hora de dar nuestras ondiiones iniiales.En la Figura 4.1 tenemos la o¯bita irular estable la ual tiene omo ondiión iniial a una
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Figura 4.1: La grá�a de la izquierda nos muestra el potenial efetivo, así omo la energíaorrespondiente a la órbita irular estable. En el eje vertial se representa el potenial efetivopor unidad de masa y en el eje horizontal se representa la distania normalizada on la masa delentro atrator. La grá�a de la dereha nos representa el plano de la órbita, en el eje vertialtenemos la oordenada Y y en el eje horizontal la oordenada X, ambas normalizadas on la masadel entro atrator. El írulo negro entral orresponde a la región limitada por el horizonte.
r0 = 21.51M que es erana a rmin en el potenial efetivo y on una energía de Ẽ = 0.9777, estose debe a que tenemos ierta preisión en los números por lo que es di�il �jar omo ondiióniniial exatamente el mínimo del potenial.4.3. Órbitas preesantesSi la energía es superior a la del mínimo pero menor que uno tendremos dos puntos de retornoen el potenial efetivo, pero a diferenia del aso lásio orresponderán a órbitas que presentanpreesión, es deir, al momento de ompletar un ilo de 2π no regresará al mismo lugar en elque iniió. Una manera de alular esto es onsiderar órbitas asi irulares lo ual se re�eja endespreiar términos y resolver la euaión para la órbita.En la Figura 4.2 hemos esogido r0 = 21M y la energía que orresponde a la del mínimoen el potenial lásio Ẽ = 0.98, para notar omo es que se modi�a el movimiento en el nuevopotenial. La órbita no regresa al mismo lugar después de una vuelta, esto se hae más evidente



4.3. Órbitas preesantes 55onforme dejemos orrer el tiempo en nuestro programa. Debido a que la energía que esogimosestá aún muy era del mínimo, los efetos ausados por el potenial efetivo relativista haenque la órbita sea asi irular.

Figura 4.2: De igual manera que en la �gura anterior tenemos en el lado izquierdo a los potenialesefetivos lásio y relativista, así omo la energía orrespondiente a una órbita asi irularpreesante, esta energía oinide on el mínimo lásio. En el lado dereho tenemos la trayetoriaen el plano del movimiento. El írulo negro entral orresponde a la región limitada por elhorizonte.En la Figura 4.3 hemos esogido una energía tal que los puntos de retorno en el potenialpara que la órbita sea más elíptia. Notemos que el análisis del potenial efetivo predie unaelipse, pero uno de los foos de esta se mueve onforme el tiempo avanza, haiendo más evidenteel efeto de preesión en la órbita. Como ondiiones iniiales tenemos r0 = 21M y Ẽ = 0.99.
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Figura 4.3: Similarmente a las �guras anteriores, en la grá�a del lado izquierdo tenemos elpotenial efetivo, así omo la energía orrespondiente a una órbita elíptia preesante. Del ladodereho mostramos la trayetoria en el plano del movimiento. El írulo negro entral orrespondea la región limitada por el horizonte.4.4. Órbitas AbiertasSi tenemos omo ondiión iniial un valor de la energía de tal manera que orresponda a lade la energía del reposo de la partíula, Ẽ = 1, solo tendremos un punto de retorno y la órbitaserá abierta. A partir de este valor de energía o para valores superiores, pero inferiores al máximodel potenial efetivo, todas las trayetorias serán abiertas y on ondiión iniial r0 = 20M .En la Figura 4.4 hemos gra�ado órbitas on distintos valores para la energía, esto onla �nalidad de mostrar omo es que el nuevo potenial efetivo afeta las trayetorias de laspartíulas. Las o¯bitas que obtenemos ya no tienen un análogo on las lásias omo es el asode las órbitas irulares y elíptias que preservan su forma pero preesan. Este tipo de órbitasse asemejan a las parábolas e hipérbolas en el sentido de tener un solo punto de retorno y serabiertas pero ya no son simétrias respeto al entro atrator. Conforme aumentamos la energíay nos aeramos al máximo la órbita tiende a tomar una trayetoria más irular; inluso algrado de errarse en si misma, pero sin llegar a onvertirse en una órbita irular.
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Figura 4.4: Al igual que las �guras anteriores la grá�a del lado izquierdo tenemos al potenialefetivo, así omo las energías orrespondientes a las órbitas abiertas. Del lado dereho mostramoslas trayetorias en el plano del movimiento. El írulo negro entral orresponde a la regiónlimitada por el horizonte.4.5. Órbita irular inestableYa hemos analizado el movimiento de una partíula uando su energía orresponde a la delmínimo ahora toa estudiar omo se omportan las órbitas uando la energía es muy erana ala del máximo del potenial ya sea por debajo o por enima de este. Como dijimos anteriormenteel heho de que un potenial uente on un máximo nos da omo resultado una órbita irularinestable, omo ondiión iniial para las órbitas tenemos r0 = 20M .Debido a que hemos resuelto las euaiones de movimiento numériamente, ontamos onuna ierta preisión debemos tener muy en uenta a la hora de esoger los valores de la energíapara este aso. En la Figura 4.5 hemos gra�ado órbitas que son abiertas o que aen al horizontey di�eren de la del máximo en 10−9 lo ual nos muestra uan inestables son las trayetorias enesta región. También vemos que la partíula tiende a seguir una órbita irular por ierto tiempouyo radio orresponde al radio del máximo del potenial.
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Figura 4.5: En la grá�a del lado izquierdo tenemos al potenia efetivo, así omo las energíaseranas a la de la órbita irular inestable. Del lado dereho mostramos las trayetorias en elplano del movimiento. El írulo negro entral orresponde a la región limitada por el horizonte.4.6. Órbita que ae al horizonteCuando la energía de la partíula es lo su�ientemente grande de tal manera que está porenima del máximo, su movimiento ya no tendrá un punto de retorno por lo que la partíula sedirigirá al horizonte. Entre más alta sea la energía de la partíula su órbita será más balístia ytenderá menos a oupar regiones alrededor del entro atrator.En la Figura 4.6 podemos notar que las órbitas ya no uentan on un punto de retornodebido a los valores de energía que esogimos. Como ondiión iniial para las órbitas tenemosque r0 = 20M .
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Figura 4.6: En la grá�a del lado izquierdo tenemos al potenial efetivo, as¢omo las energíasorrespondientes a las de órbitas que aen al horizonte. Del lado dereho mostramos las traye-torias en el plano del movimiento. El írulo negro entral orresponde a la región limitada porel horizonte.



Conlusiones
En este trabajo resolvimos numériamente las euaiones de movimiento para una partíulaque se mueve en el espaiotiempo de Shwarzshild.Para ello primero analizamos el aso lásio mediante la formulaión lagrangiana, enontrandodos antidades que se onservan: el momento angular, L, y la energía meánia total, E. En lasoluión al problema lásio pudimos obtener:

r (φ) =
r0 (1 + ǫ)

1 + ǫ cos (φ− φ0)on ,ǫ su exentridad, antidad que es funión de la energía y nos permite tener distintos tiposde órbitas.Después, estudiamos la Relatividad Espeial y nos trajo omo onseuenia la onepióndel espaio y el tiempo omo manifestaiones de un mismo objeto: el espaiotiempo. Debidoa la onstania de la veloidad de la luz, de�nimos una nueva manera de medir las distaniasmediante la métria del espaiotiempo:
ηµν =
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En este aso enontramos que su forma es muy senilla, en general su forma depende de lasaraterístias del espaiotiempo. Para espaiotiempos arbitrarios, la métria, g, es un objetoque toma dos vetores y nos arroja el produto punto entre ellos, por lo que nos da informaiónsobre la geometría.Al de�nir vetores en el espaiotiempo pudimos replantear los oneptos de la MeániaClásia: veloidad, aeleraión y momento. Introdujimos el onepto de tensor omo un objeto quetoma vetores y nos da omo resultado un número real. Para desribir de manera más general elontenido material de una región en el espaiotiempo introdujimos el tensor de energía-momento
T y llegamos a que, al igual que en al Meánia Clásia, existe una ley de onservaión:

T µν
,ν = 060



Conlusiones 61El �ujo de la energía y el momento a través de un elemento de volumen será onstante. Esto yel heho de que los tensores no dependen de las oordenadas nos ayudó a onstruir una teoríamás general, que también desribe a la interaión gravitaional.Al estudiar espaiotiempos urvos notamos que la derivada de un vetor ya no es la mismaque onoíamos ya que en el espaio plano los vetores de la base son onstantes, pero en generalpueden ambiar tanto de magnitud, direión y sentido, por lo que llegamos a la de�niión dederivada ovariante:
V α

;β = V α
,β + V µΓα

µβCon la ayuda de esta de�niión y el onepto de transporte paralelo onstruimos la manera demedir la urvatura de un espaiotiempo plano, para obtener el tensor de Riemann R.Más adelante, enontramos omo se relaionan la urvatura del espaiotiempo y el ontenidoenergétio mediante las Euaiones de Einstein:
Gµν = 8πTµνDel lado izquierdo de la euaión tenemos el tensor de Einstein, que se relaiona on el tensorde Riemann, que nos die omo es la urvatura y del lado dereho tenemos el tensor de energía-momento que nos desribe el ontenido energétio, ambos para una región de espaiotiempo. Lamateria le die al espaiotiempo omo urvarse y el espaiotiempo a su vez le die a la materiaomo aomodarse.Existen distintas soluiones a las Euaiones de Einstein, pero en este trabajo nos onentra-mos en la soluión que desribe el espaiotiempo en el exterior de un objeto esfério que no rotani tiene arga, y obtuvimos la llamada Métria de Shwarzshild. En esta métria el intervalo deespaiotiempo se esribe omo:

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt2 +

(

1− 2M

r

)

−1

dr2 + r2
(

dθ2 + sin2 θdφ2
)Una vez obtenida la métria, el siguiente paso fue enontrar las euaiones de movimiento paraun partíula que se mueve en este espaiotiempo:

dt

dτ
=

(

1− 2M

r

)

−1

Ẽ

(

dr

dτ

)2

= Ẽ2 −
(

1− 2M

r

)

(

1 +
L̃2

r2

)
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dφ

dτ
=

L̃

r2El problema original onsistía en un sistema de euaiones difereniales de segundo orden, perograias a las simetrías en la métria de Shwarzshild, enontramos onstantes de movimientoque redujeron el problema a resolver el sistema anterior. En este trabajo busamos soluiones enun sistema de referenia que observa que los objetos orbitantes aen haia un horizonte, y bastóon desribir a r y φ en términos del tiempo propio τ . A partir de la euaión para r de�nimosel potenial efetivo:
′Ṽ ′

2
(r) =

(

1− 2M

r

)

(

1 +
L̃2

r2

)Que nos fue de muha utilidad para visualizar que tipo de órbitas están permitidas.Debido a la forma de las euaiones de movimiento tuvimos que resolver numériamentemediante el método de Runge-Kutta de uarto orden pero, para obtener una soluión lo másexata posible busamos que relaión hay entre el error total y el tamaño de paso, ésto lo hiimosminimizando ǫ en funión de h y enontramos que:
h0 ∼ ξ

1

n+1 ǫ0 ∼ ξ
n

n+1así el mínimo error que podemos ometer es ǫ0 ∼ 1× 10−12 on un tamaño de paso h0 ∼ 10−3.Una vez enontrada la manera de haer más preiso a nuestro método numério, resolvimospara distintas ondiiones iniiales de energía para obtener las órbitas:Órbita irular estable e inestable. Debido que resolvimos numériamente las euaio-nes de movimiento, esoger la ondiión iniial para la energía para el mínimo y el máximodel potenial fue ompliado. Para la órbita irular estable dimos Ẽ = 0.9777 y asegu-ramos que existiera una órbita on radio r0 = 21.51M . En la región erana al máximodel potenial notamos la inestabilidad de las órbitas al punto de que aun en diferenias de
10−9 en los valores de la energía hay una órbita abierta o una que ae al horizonte.Órbitas preesantes. Para energías mayores a la del mínimo del potenial obtuvimosórbitas que al tranurrir un periodo de revoluión no regresaban al mismo lugar, es deir,preesaban. Esta araterístia es nueva y no se presentó en el aso lásio.Órbitas abiertas. Solo existe un punto de retorno y onforme aumentamos la energíala órbita trató más de seguir la órbita irular inestable hasta el punto de errarse en símisma.



Conlusiones 63Órbita que ae al horizonte. Ya no tenemos punto de retorno y la partíula se dirigiódiretamente al horizonte, onforme aumentamos la energía la partíula se dirigía másbalístiamente haia él.



Apéndie A Cálulo de los símbolosde Christo�el no nulos
De la misma manera que alulamos el símbolo Γ1

00 podemos alular todos los símbolos deChristo�el para la Métria de Shwarzshild.Reordando las expresiones para la métria y su inversa del apítulo tres tenemos
gµν =
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.Y los símbolos de Christo�el en el apítulo dos
Γα
µν =

1

2
gασ (gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ) . (A.1)Con esto, alulamos todos los símbolos no nulos

Γ0
01 =

1

2
g00g00,1

= −1

2
e−2Φ

(

−2Φ
′

e 2Φ
)

= Φ
′

. (A.2)
Γ1
11 =

1

2
g11g11,1

=
1

2
e−2Λ

(

2Λ
′

e 2Λ
)

= Λ
′

. (A.3)64
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Γ1
22 = −1

2
g11g22,1

= −1

2
(2r) e−2Λ

= −re−2Λ. (A.4)
Γ1
33 = −1

2
g11g33,1

= −1

2

(

−e−2Λ
) (

2rsen2θ
)

= −rsen2e−2Λ. (A.5)
Γ2
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1

2
g22g22,1

=
1

2

(

r2sen2θ
) (

2rsen2θ
)

=
1

r
. (A.6)

Γ2
33 = −1

2
g22g33,2

= −1

2
r−2

(

2r2 sen θ cos θ
)

= − sen θ cos θ. (A.7)
Γ3
13 =

1

2
g33g33,1

=
1

2

(

r2sen2θ
)−1 (

2rsen2θ
)

=
1

r
. (A.8)

Γ3
23 =

1

2
g33g33,2

=
1

2

(

r2sen2θ
)

−2 (
2r2 sen θ cos θ

)

= cot θ. (A.9)



Apéndie B Código fuente delprograma en Fortran 90
En este trabajo resolvimos numériamente las euaiones de movimiento de una partíulaque se mueve en la métria de Shwarzshild. Para ello realizamos un programa en Fortran 90que a ontinuaión presentamos.!! orrel.f90!! Programa que resuelve num\'eriamente las euaiones de movimiento para una! partiula en la Metria de Shwarhild, on el metodo de Runge-Kutta de! uarto orden.!! Las variables de entrada son:! E : Energia de la partiula! L : Momento angular de la partiula! phi _0: Condiion iniial en phi! r_0: Condiion iniial en r! h: Tamano de paso! m: Numero de ilos de 2 pi! nmax: Numero maximo de pasos!! Las variables de salida son:! t: Tiempo! r: Soluion en r! phi: Soluion en phi! rdot(r,L,E): Veloidad en r! phidot(r,L): Veloidad en phi!! Elaborado por: Alan Aganza Torres (aaganza�orreo.fisia.uson.mx)!! 66



Código fuente del programa en Fortran 90 67PROGRAM orbitaIMPLICIT NONE!Doble presiion de las variables realesINTEGER, PARAMETER :: dp=seleted_real_kind(12,37)INTEGER :: n=0!Delaraion de variables y funiones externasREAL(kind=dp) :: E,L,phi,r,r_0,h,t,phi_0,k1,k2,k3,k4,m,nmaxREAL(kind=dp), PARAMETER :: pi=4.0_dp*datan(1.0D0)REAL(kind=dp), EXTERNAL :: phidot,rdotINTEGER :: i!Variables de arater para los arhivos de salidaCHARACTER(len=30) :: file1CHARACTER(len=17) :: file2!Letura de parametros inialesPRINT *, "Parametros iniiales"PRINT *, "Energia"READ *,EPRINT *, "Momento angular"READ *, LPRINT *, "r iniial"READ *, r_0PRINT *, "phi iniial"READ *, phi_0PRINT *, "Tamano del paso"READ *, hPRINT *, "No. de vueltas"READ *, mPRINT *, "No. maximo de pasos"READ *, nmax!Los primeros datos de salidar=r_0phi=phi_0t=0.0_dp



Código fuente del programa en Fortran 90 68!Formato al arhivo de salida28 FORMAT (A,F17.15,A)WRITE(file1,28) "salida",E,".dat"!Abrimos arhivo de salidaOPEN(10,file=file1,status="unknown")!Iniia el metodo de Runge-Kutta para resolver la euaion de la orbitaDOn=n+1t=t+h!Soluion para rk1=rdot(r,L,E)k2=rdot(r+0.5_dp*h*k1,L,E)k3=rdot(r+0.5_dp*h*k2,L,E)k4=rdot(r+h*k3,L,E)r= r + (h/6.0_dp)*(k1+2.0_dp*k2+2.0_dp*k3+k4)!Soluion para phik1=phidot(r,L)k2=phidot(r+0.5_dp*h*k1,L)k3=phidot(r+0.5_dp*h*k2,L)k4=phidot(r+h*k3,L)phi = phi + (h/6.0_dp)*(k1+2.0_dp*k2+2.0_dp*k3+k4)!Imprimimos en el arhivo la soluionWRITE(10,*) t,r,phi,rdot(r,L,E),phidot(r,L)!Si en nuestro programa deseamos obtener orbitas erradas, omo la irular!estable ponemos ondiion que el programa se detenga en ierto valor de phiIF(phi>16*pi)EXIT!De no ser asi, pedimos que el programa se detenga en ierto numero de pasos!que debemos espeifiar!IF(n>nmax)EXITEND DO!Cerramos el arhivo de salidaCLOSE (10)



Código fuente del programa en Fortran 90 69END PROGRAM orbita!! Funiones externas en el programa!!Euaion diferenial para rFUNCTION rdot(r,L,E)INTEGER, PARAMETER :: dp=seleted_real_kind(12,37)REAL(kind=dp) :: rdot,signo=1.0_dpREAL(kind=dp) :: E,L,rrdot= -dsqrt((E**2)-(1.0_dp-(2.0_dp/r))*(1.0_dp+(L**2/r**2)))!Condiion sobre la veloidad, al aerarse on ierta tolerania!a los puntos de retorno, la partiula debe ambiar su veloidadIF(abs(rdot)<0.0001_dp)THENsigno=-1.0_dp*signoEND IFrdot=signo*rdotEND FUNCTION rdot!Euaion diferenial para phiFUNCTION phidot(r,L)INTEGER, PARAMETER :: dp=seleted_real_kind(12,37)REAl(kind=dp) :: r,L,phidotphidot=L/r**2END FUNCTION phidot
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