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Introduccion

En Mecanica Clasica existen problemas en los que el nimero de constantes de
movimiento excede al nimero de grados de libertad del sistema, tales problemas se
llaman superintegrables (Romero et al., 1992). En algunos casos cuando un problema
superintegrable es perturbado deja de ser superintegrable, pero el problema que

resulta sigue siendo integrable (Cardona et al., 1995).

El movimiento de una particula en un campo coulombiano es un ejemplo de
problema superintegrable que al ser perturbado por un campo uniforme sigue siendo
integrable, de ahi su importancia en Mecanica Clasica. En el caso del campo coulom-
biano puro existen siete constantes de movimiento: la energia total £ , las tres com-
ponentes del momento angular L y las tres componentes del vector de Runge-Lenz A;
de estas siete constantes de movimiento, cinco son independientes (Goldstein et al.,
2002), asi éste es un ejemplo de problema superintegrable (Romero et al., 1993).
En el problema de un campo coulombiano perturbado por un campo uniforme F,
existen tres constantes de movimiento independientes: la energia total E, la compo-
nente L-F del momento angular en la direcciéon del campo uniforme y una tercera
constante de movimiento § que es una cantidad escalar (Kotkin y Serbo, 1980).
Aunque el problema perturbado ya no es superintegrable, sigue siendo un problema
integrable debido a la existencia de tres constantes de movimiento independientes.
Este problema ha sido estudiado por algunos autores, con un punto de vista clasico
(Cardona et al., 1995) con el propésito de entender cualitativamente algunos aspectos

del correspondiente problema cuantico.

El problema de una particula que se mueve en un campo coulombiano y un cam-
po uniforme se ha resuelto mediante métodos aproximados para valores del campo

uniforme pequenos en comparacién con el campo coulombiano usando la formulacién
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Introduccion 5

Newtoniana de la Mecanica Clasica (Kotkin y Serbo, 1980). Para valores arbitrarios
del campo uniforme, la solucién de este problema se ha obtenido resolviendo la co-
rrespondiente ecuacién de Hamilton-Jacobi en coordenadas parabdlicas (Kotkin y
Serbo, 1980), (Landau y Lifshitz, 1978).

El propdsito de este trabajo es estudiar el movimiento de una particula en un
campo coulombiano y un campo uniforme desde un punto de vista clésico, usando la
formulaciéon Newtoniana de la Mecanica Clasica. El trabajo muestra la utilidad de
las constantes de movimiento del problema.

En el primer capitulo se estudia el movimiento de una particula en un campo
central cuolombiano, la solucién del problema se obtiene mediante dos constantes de
movimiento, la energia total £ y el momento angular L ; se analiza el caso particular
de trayectorias elipticas. Finalmente se presenta una derivacién simple del vector
de Runge-Lenz A mostrando la relacién entre sus caracteristicas geométricas y las
propiedades de la trayectoria.

En el segundo capitulo se estudia el movimento de una particula sometida a
un campo coulombiano y un campo uniforme, se muestra mediante una derivacion
simple la existencia de una tercera constante de movimiento 3, ademas de la energia
total y la componente del momento angular en la direccién del campo uniforme.
Se obtienen dos ecuaciones para la evolucién del momento angular L y del vector
de Runge-Lenz A (que en este problema no son constantes de movimiento); estas
ecuaciones se resuelven mediante una aproximacién analitica para campos unifor-
mes pequenos; de las soluciones, conocidas como perturbaciones del movimiento de
Kepler (Hestenes, 1999),(Stahlhofen, 1994), se obtienen las propiedades mas impor-
tantes del movimiento.

Finalmente en el tercer capitulo se hace un estudio del movimiento de la particula
valido para valores arbitrarios del campo uniforme, a partir de las tres constantes
de movimiento F, LF y [ expresadas en coordenadas parabdlicas. Los resultados
obtenidos con este enfoque (que no requiere la solucién de ninguna ecuacién diferen-
cial) coinciden con los obtenidos por otros autores (Kotkin y Serbo, 1980) a partir

de la solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi.



Capitulo 1

Movimiento de una particula en

un campo central coulombiano

1.1. Constantes de movimiento y solucion del pro-

blema

La fuerza que actia sobre la particula en un campo central coulombiano estd dada

7__F (i) _ ko (1.1)

por

r2\r r3
donde k es constante, 7 es el vector de posicion de la particula referido al centro de

fuerza y r = \7] es la distancia de la particula al centro de fuerza.

7= ()

De (1.1) se sigue

= —VV(r), (1.2)
donde "
V(r)= - (1.3)

es la energia potencial de la particula; asi 7 es una fuerza conservativa, por lo que

6



Capitulo 1. Movimiento de una particula en un campo central coulombiano 7

la energia total

E=-mv —— (1.4)

es una constante de movimiento.

La torca ejercida por ? sobre la particula, referida al centro de fuerza, ésta dada

ﬁ—?x?—?x(—£?>—0. (1.5)

r3

por

De la ecuacién de evolucion del momento angular

_>
dL
= 1.6
o (1.6)
y de la ecuacién (1.5) concluimos que el momento angular
T=7xP (1.7)

referido al centro de fuerza, es una constante de movimiento. Debido a la conserva-
ciéon del momento angular, la trayectoria de la particula estd contenida en el plano
perpendicular a la direccién fija de L, que pasa por el centro de fuerza; asi el movi-

miento es bidimensional.

A continuacién obtenemos la solucién del problema a partir de las constantes de

_>
movimiento £ y L (Landau y Lifshitz, 1978). Introducimos un sistema de coorde-
nadas cilindricas r, ¢, z con el origen en el centro de fuerza y eje z en la direccién

ﬁ
del momento angular L, asi z = 0 y el movimiento se realiza en el plano zy.
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=l

En estas coordenadas la energia total (1.4) queda

E = %m (7’“2 + r2$2> — % (1.8)

En tanto que el momento angular referido al centro de fuerza (1.7) estd dado por
7= (mr%) k, (1.9)
de (1.9) obtenemos la magnitud del momento angular
L=L|=mr, (1.10)

de aqui se sigue
b=—; (1.11)

sustituyendo en (1.8) queda

S (1.12)
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de esta ecuacién obtenemos

. dr 2 k L?

resolviendo por separacién de variables obtenemos

dr

- |
2 ko L?
2B+
\/m ( +7’ 2m7’2>

donde ¢ es una constante de integracion; esta ecuacién nos da r como una funcién

te (1.14)

implicita del tiempo.

Si expresamos

dr _drdg _ o dr
a —dodr (115)

y usamos la ecuacién (1.11) obtenemos

dr L dr
— = 1.1
dt  mr?deo (1.16)
sustituyendo en (1.13) queda
L dr 2 k L?
= ]2+
mr? deg \/m ( * r 2mr2)
de aqui obtenemos
L
—2dT
b= r + o (1.17)

donde ¢’ es una constante de integracion; esta ecuacién nos da la relacién entre r y

¢, esto es, la trayectoria de la particula.
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Evaluando en términos elementales la integral en (1.17) obtenemos

L?1

kr
¢ =¢ —arccos L 1.18
¢ 1+2EL2 (1.18)
V mk?

orientando el eje  de modo que ¢ = 0 y definiendo las cantidades

L? / 2EL?

de la ecuacién (1.18) obtenemos

]—jzl—l—ecosgzﬁ (1.20)
”

esta es la ecuacion general de las secciones cénicas con el origen (centro de fuerza)

en uno de los focos, con parametro p y excentricidad e.

1.2. Trayectorias elipticas

A continuaciéon consideramos el caso de trayectorias elipticas, en este caso se

cumple 0 < e < 1; de acuerdo a la ecuacién (1.19) los valores que toma E deben de
. . ey 2 ..

cumplir con la condicién —% < FE < 0. Sabemos que los semiejes mayor y menor

de la elipse estan dados por

a= L b= (1.21)

debido a (1.19) queda
G6=—— , b= —. (1.22)
Ahora calculamos el periodo de revolucién T de la particula en una trayectoria

eliptica, esto es el tiempo que tarda en recorrer una vez la elipse. La ecuacién (1.10)

admite la siguiente interpretacién geométrica: la cantidad (57)(rdg) es el drea de la
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region formada por dos vectores de posicién muy cercanos y el correspondiente arco
de la trayectoria; denotando esta area por dA podemos expresar la ecuacion (1.10)
en la forma

dA

L= ZmE = cte, (1.23)

donde % se conoce velocidad areolar. Ahora es facil determinar el periodo de re-
volucién T integrando respecto al tiempo de 0 a T" en ambos lados de la ecuacion
(1.23) obtenemos

2mA = LT (1.24)
donde A es el area encerrada por la trayectoria, para una elipse A = wab, asi

2mmab
T =
L )

(1.25)

usando las ecuaciones (1.21) y la expresion para p (ec. 1.19) en (1.25) obtenemos

T = 273, /% (1.26)

que podemos reescribir usando las ecuaciones (1.22) como

m

T =k
™\ 2B

(1.27)

esta es la expresion del periddo de revolucion en una orbita eliptica.

Apartir de la ecuacién (1.14) y de la ecuacién (1.20), podemos obtener las coor-

denadas cartesianas x, y de la particula. Reescribimos la ecuacién (1.14) en la forma

m rdr
t=,/ / + ¢, (1.28)
2|E| \/ k L2

_ 2 -
THE T 2miE]

y usando la expresion para el semieje mayor (ec. 1.22) queda

t= 1/@/ rdr +o (1.29)
k \/ L2

—r2 4+ 2ar —
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ahora reescribimos la cantidad subradical

2 L? 2 2 2 L?
- 2uar — —— = — 2ar — -
r° 4+ 2ar 2| E] r°+2ar—a" +a 2| E]
2I2|E| [ k2
= —(r—a)?+ad®— 1.30
(r—a)*+a e (4|E|2) (1.30)
= —(r—a)” +a'e .
(r—a)*+a’” (1.31)

(en el ultimo paso se usé la ecuacién (1.22) para a y la ecuacién (1.19) para e con

E = —|E| para una elipse); asf la ecuacién (1.29) queda

t= \/@/ N T_dzr — o (1.32)

haciendo el cambio de variable

r—a=—aecos{ 0<E<2m, (1.33)

la ecuacién (1.32) queda

[ma®
t = T/(l—ecosf)d§+c (1.34)
- \/mTag(f—esinﬁ)+c (1.35)

escogiendo el origen de tiempo de modo que ¢ = 0, obtenemos

ma3

t = T(ﬁ—esinf), (136)

asi las relaciénes parametricas entre la coordenada radial r y el tiempo ¢ son

ma3

r=a(l —ecosf) , t= T(é—esing); (1.37)

para & = 0, se cumple 7 = 7, t = 0 (la particula estd en el perihelio en ¢ = 0).

Las ecuaciones de transformacion entre las coordenadas cartesianas x, y y las
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coordenadas r, ¢ son

r=rcos¢ , y=rsinge; (1.38)
de (1.20) se sigue
1
cos ¢ = — (]—) - 1) , (1.39)
e \r

asi la coordenada x queda dada por

o (1.40)

x =
usando las ecuacion (1.21) para a y (1.37) para r queda
r=a(cosé —e). (1.41)
De las ecuaciénes de transformacién (1.38) se sigue
y= Vi — 22 (1.42)
usando la ecuacion (1.37) para r y la ecuacion (1.41) para = obtenemos

y=aVv1l—e?sing (1.43)

A una revolucién completa sobre la elipse corresponde una variacion del parametro

¢ de 0 a2r.

1.3. Vector de Runge-Lenz

Ademas de las constantes de movimiento energia total £y momento angular f
que caracterizan a todo campo central, en el caso del campo central coulombiano
existe otra constante de movimiento llamada vector de Runge-Lenz. A continuaciéon
se presenta una derivacion simple de esta constante de movimiento. De acuerdo a la

segunda ley de Newton, la ecuacion del movimiento de una particula en un campo
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central coulombiano es ) =
P-_=r (L) (1.44)

%
Tomando el producto cruz con L = 7 X m ¥ en ambos lados de (1.44) obtenemos

?x%:——?x(r < mT) (1.45)

_'>
como L = 0 se cumple

dPxT) 3 =

L 1.46
> , (1.46)
asi la ecuacién (1.45) queda
4 (? X f) = —— 7 x (7 xm¥); (1.47)
dt 73
usando la identidad @ x (? x )= (d - 7)? —(a - ?)?, reescribimos el lado

derecho de (1.47)

——7><(7" xmT) = —m—k(Wﬁ)?—(?-?)?)

3
= _n:_?’lc [(rr)? — 7“27}
= mk <_—;7> + i)
r r
d 7
——7 X (7 xmv) = 7 (mk7) ; (1.48)

de modo que la ecuacién (1.47) queda

i (D)5 () 9
% (? «T - mk?) _ 0. (1.50)

r

esta ecuacién establece que en el campo central que varia con el inverso del cuadrado

de la distancia, existe una constante de movimiento llamada vector de Runge-Lenz



Capitulo 1. Movimiento de una particula en un campo central coulombiano 15

definido por
A=PxT —mk_. (1.51)

Usando el vector de Runge-Lenz (1.51) podemos obtener en forma directa sin

necesidad de resolver ninguna ecuacion diferencial, la ecuacion de la trayectoria de

la particula. Tomando el producto escalar con el vector 7 en ambos lados de la

ecuacion (1.51)obtenemos

2.7 = (BxT) 7 -mhl 7, (152)

r

ahora reescribimos el primer termino del lado derecho de esta ecuacion
(?xf)?:f-(?x?):ﬁ, (1.53)
sustituyendo en (1.52) queda
A 7=1- mkr; (1.54)

si denotamos con ¢ el angulo formado por el vector de posicion Kl y la direccion fija
de Z, la ecuacién (1.54) queda

Arcos ¢ = L* — mkr, (1.55)
de aqui se sigue
L? /mk
r= f/lm . (1.56)
(1 + —-cos gb)
mk

Esta es la ecuacién general de las secciones cénicas en coordenadas polares, con el

origen (centro de fuerza) en uno de los focos y excentricidad

A
= 1.57
e= (1.57)
De la ecuacién (1.56) se sigue que @(rmimn) = 0, asi el vector de Runge-Lenz tiene la

direccién de 7 . Por otra parte, de (1.57) obtenemos que la magnitud del vector
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de Runge-Lenz esta dada por
A = mke (1.58)

esto es, A es proporcional a la excentricidad de la érbita.

De las ecuaciones (1.58) y (1.19) se sigue
A% =m?*k* + 2mEL?, (1.59)

esta ecuacion establece una relacién entre la magnitud del vector de Runge-Lenz y
la enégia total de la particula.

Por otra parte, de la ecuacién (1.51) se sigue
%
AT =o, (1.60)

esta ecuacion expresa que el vector de Runge-Lenz esta en el plano de la érbita.
En el campo central coulumbiano, la trayectoria queda completamente determi-
%
nada por el momento angular L, que determina el plano de la érbita, y por el vector

de Runge-Lenz X, que determina la orientacion de la érbita en este plano.



Capitulo 2

Movimiento de una particula en
un campo central coulombiano y

un campo uniforme

2.1. Constantes de movimiento

La fuerza total que actua sobre la particula es
k
7= —ﬁ?ju?? (2.1)

el primer término de (2.1) es el campo coulombiano que estudiamos en el capitulo 1
y el segundo término es el campo uniforme ?

Expresamos la fuerza 7 en la forma

7 = V(§+?-7) (2.2)

= -V,

donde
V) = kB (2.3)

es la energia potencial de la particula.

De la ecuacién (2.2) se sigue que la fuerza 7 es conservativa, por lo tanto la

17
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energia total de la particula
1 k
E=-m?-"_F.7 (2.4)

es una constante de movimiento.

Por otra parte, la torca total sobre la particula, referida al origen (centro de

fuerza del campo coulombiano) es
ﬁz?X?z?X?, (2.5)

de aqui se sigue que

N.F=o, (2.6)

donde F' es un vector unitario que tiene la direcciéon del campo uniforme ?

_>
De la ecuacién para la evolucién del momento angular L de la particula

%
dL
N=22 2.7
se sigue
~ d = ~
N FP=S(T.F 2.8
4 (2.9
de esta ecuacién y de la ecuacién (2.6) obtenemos
-~
L - F = constante (2.9)

esto es, la componente del momento angular en la direccion de ? es constante.
A continuacién se obtiene otra constante de movimiento para este problema.

De acuerdo a la segunda ley de Newton, la ecuacién del movimiento de la particula

es

Bo_ro P (2.10)

%
Tomando el producto cruz con L = 77 X m ¥ en los dos lados de la ecuacién (2.10)

queda

PxT = (—T—’Z? + ?) < (7 x m7), (2.11)
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usando la identidad
%(Bxf):?xf+?x%f (2.12)
en el lado izquierdo de (2.11) queda
%(?xf) ?X—L—(——T—i—?) 7><m7)
esto es
%(?xf) —?xdif_—r—’z?x(?xmﬁwﬁx(?xm?), (2.13)

ahora, usando la ecuacién (1.48) en el primer término del lado derecho de (2.13)

queda,

i
7
%(?xL—mk—) - ?x—LJr? (P xm@).  (2.14)

r

SET) P T = & (D )+ F x (7o),

De de la ecuacion (2.5) para la torca y de la ecuacién (2.7) para la evolucién del

momento angular se sigue

L _ T =7 x (__7+?) 7 xF, (2.15)

dt

sustituyendo en el primer término del lado derecho de la ecuacién (2.14) obtenemos

%(?x?—mk?):?x<?x?>+?x(?xm7), (2.16)
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tomando el producto escalar con ? en ambos lados de la ecuacién (2.16) queda

S[B(PrT-mZ)] = wF [ (75 F)
_ [( ) - (7 7) ?] (2.17)
_ [(7 ?) (? 7). (218)

Usando las identidades

% (FQTQ) = 2F?ry

5 (7) <27 7) (7)1 (7-7) (7-7)

en la ecuacién (2.18) obtenemos

= {? (1_3 L —m i)} - {(?7)2 —FW} : (2.19)

r

ahora, de la identidad (7 X ?) . (? X 7) = (7 . ?) (? . 7) — (ﬁ . 7) (? . ?)

se sigue que
(7xF) = (7xF) (7xF)=rr-(F 7).

asi la ecuacién (2.19) queda

-

i{?.(?xf_mk_)] __dm (?x?>2, (2.20)

dt

<

esto es

<l

dt

<

d {?-(?xf—mk—)Jr%(?x?)Q}:O (2.21)
Por lo tanto la cantidad

=T (T omk )+ 2 (7 < ) 222)

r

es una constante de movimiento en el problema de una particula que esta sometida
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a un campo coulumbiano y un campo uniforme F

Resumiendo, en el movimiento de una particula sometida a un campo coulom-
biano y a un campo uniforme, existen tres constantes de movimiento: energia total
E. la componente del momento angular f . F en la direccién del campo uniforme, y

la constante f3.

2.2. Movimiento en el caso de campo uniforme
pequeno

En el capitulo 1 obtuvimos la trayectoria de una particula que se mueve en un
campo central coulombiano y analizamos en particular la trayectoria eliptica.

Existen algunos problemas importantes en los que al campo coulombiano se le
superpone una fuerza ? pequena, tal que |?| << T% En los casos en que no es
posible obtener la solucién analitica exacta se recurre a métodos de aproximacion.

Las soluciones aproximadas a estos problemas en mecdnica celeste se llaman
perturbaciones al movimiento de Kepler (Hestenes, 1999); la fuerza ? se conoce
como fuerza perturbadora. En el presente trabajo nos referiremos a estas soluciones
aproximadas como perturbaciones al movimiento de Kepler.

En lugar de resolver directamente la ecuacién de movimiento
r

se aprovecha la solucién del movimiento en el campo coulombiano y se analiza a
partir de esta el efecto de la fuerza perturbadora.

Como vimos en el capitulo 1 la érbita o trayectoria de la particula queda com-
pletamente determinada por el momento angular f y por el vector de Runge-Lenz
Z; por esta razén podemos referirnos a f y X como los elementos orbitales. Aun-
que la energia total E resulta til para clasificar las trayectorias, su valor queda
determinado por Fi y A (ec. (1.59)).

A los elementos orbitales f y X les corresponden valores tinicos en cada instante,
aun con la presencia de la fuerza perturbadora ? Los elementos orbitales especifican

en cada instante una trayectoria coulombiana, que en ese instante es tangente a la
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trayectoria perturbada en el punto 7 = 7 (t) (figura (1)).

Figura (1).La drbita coulombiana (linea punteada) es tangente instantineamente

a la trayectoria perturbada en el punto 7 = ?(t)

Cuando ? # 0, f) y X no son constantes, asi la 6rbita coulombiana debe cambiar
continuamente en el tiempo. Podemos imaginar que el movimiento de la particula
se realiza en una oOrbita coulombiana que estd deformandose continuamente con la
fuerza perturbadora.

Para describir la deformacién de la érbita coulombiana usaremos las ecuaciones

%
de evolucion de L y Z en el movimiento perturbado:

%
b S F (2.24)

dt
% = ?xf—i—?x(?}xﬁ) (2.25)

La primera de éstas es la ecuacién (2.15) y la segunda se sigue de las ecuaciénes
(2.16) y (1.51).
Para fuerzas perturbadoras pequenas, es razonable considerar que el cambio que

%
sufren los elementos orbitales L y X en un intervalo de tiempo igual a un periodo de

revoluciéon del movimiento no perturbado es muy pequeno, asi es posible simplificar
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la solucién de las ecuaciones (2.24) y (2.25) del movimiento perturbado, prome-
diando sobre un periodo del movimiento no perturbado, manteniendo constantes los
elementos orbitales f, Z

El promedio < f > de una cantidad fisica f = f(¢) durante un periodo de

revolucién del movimiento no perturbado, estda dado por
1 T
< f>= —/ f(t)dt (2.26)
T Jo

con los elementos orbitales f y Z (y con éstos E 'y e) mantenidos contantes al inte-
grar. Después de promediar se toma en cuenta la variacién (lenta) de los elementos
orbitales de modo que < f > es ahora una funcién del tiempo que representa a f(t)

A continuacién estudiamos el caso de campo uniforme ? muy pequeno (fuerza
perturbadora) mediante perturbaciones al movimiento coulombiano (Kotkin y Serbo,
1980).

Consideremos primero el caso en el que el campo ? esta en el plano de la orbita
del movimiento coulombiano; introducimos un sistema de coordenadas cartesianas
x, Yy, z con el eje z en la direcciéon del momento angular f y el eje x en direccion del

vector de Runge-lenz Z

7
W
0/ 3z

Figura (2).El eje x se encuentra en la direccion del vector de Runge-Lenz

y la fuerza ? se encuentra en el mismo plano con un dngulo v respecto a x

N
De la ecuacién (2.15) para la evolucién del momento angular se sigue que L es
perpendicular al plano de la érbita (eje z) asi que también en este caso la trayectoria

es una curva plana contenida en el plano xy.
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N
El promedio temporal de L durante un periodo 7' del movimiento estd dado por
N
(L) = (7) x F. (2.27)
Ahora usando la solucién para el movimiento en un campo coulombiano calculamos

(7):
(7') = (2)T+ ()7, (2.28)

donde .
(x) = T/o x(t)dt, (2.29)

usando las ecuaciones (1.36) y (1.41)

a 3ea

2m
(x) = %/0 (cos€ —e)(1 —ecos&)de = — 5 (2.30)
en forma similar calculamos el promedio de la coordenada y
1 (T
W=7 [ v (2.31)
0
usando (1.36) y (1.43) obtenemos
a 2
(y) = 2—\/1 — 62/ siné(1 —ecos&)dé = 0. (2.32)
T 0
Sustituyendo (2.30) y (2.32) en (2.28) obtenemos

(2.33)

usando la ecuacién (1.58) que relaciona la magnitud A del vector de Runge-Lenz con

la excentricidad de la érbita, (2.33) queda

3aA . 3a
<7> = omk _ka‘Z (2.34)

(el eje x estd en direccién de Z)

N N
Tomando (L) y (7) como valores representativos de L () y 7 () respectiva-
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mente, de las ecuaciénes (2.27) y (2.34) se sigue

- kaZ x F = mk?xZ. (2.35)

2

Asi, en la direccién perpendicular al plano de movimiento se tiene

. 3
L = ﬁAFSin@b
L = ;aeF sin ¢ (2.36)

donde v es el angulo entre ? Z (en el ultimo paso se usé (1.57)).

Para un campo uniforme ? pequedio tal que |F| << k podemos despreciar los

terminos de orden F'%; en estos casos la constante de movnnlento B (ec. (2.22)) queda

3 = F. (?x mkj)
- F.A4

= FAcosy
= Fmkecos,
que reescribimos como
ecostp = 3 (2.37)
donde hemos introducido la constante ' = Fimk
De (2.37) se sigue
1
siny = —y/e? — (72 (2.38)
e
sustituyendo en (2.36) obtenemos
- F
L= 3“7 ez — B2, (2.39)

usando la ecuacién (1.19) para la excentricidad (en el caso de una elipse), la ecuacién

(2.39) queda
. F 2|E|L?
L= 3‘; \/1 | | — B2, (2.40)
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ahora, como 2|E| = k/a (ec. (1.22)), la ecuacién (2.40) queda
. 3aF L?
L=——/1- — [ 2.41
de aqui se sigue
: 3aF\ L?
LP=(—/—) (1- — B2 2.42
(%) (1= o). (242)

tomando la derivada con respecto al tiempo en ambos lados de la ecuacién obtenemos

I

amk

. F\?2LL
o0LL = — (3‘17)

E+(£)21L:0 . (L#£0);

2 mk
haciendo
3F a
O=—,/—
2V mk’
la ecuacién (2.43) queda
L+0%L=0

cuya solucion es

L(t) = Lo cos (2t +0)

donde Ly y ¢ son constantes por determinar.

Para obtener Ly sustituimos (2.46) en (2.41), obteniendo

F 1.2 2(Q)¢
—Lo§2 Sin(Qt + 5) — 3@_ 1— 82— o COS ( + 5)7
2 mak
2 2 2
LgQQ SiHQ(Qt + 6) — @ 1 — ﬁ/2 . LO COS (Qt -+ (5) ,
2 mak

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

usando la expresién para 2 (ec. (2.44)) en el coeficiente del lado izquierdo queda

L2 L2 cos?(Qt + 6
O Gn?(Qt+06) = 1-p8%— o cos”({2 +9)

b

mak mak
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esto es .
Lj
mak

p  Licos®(Q +9)
mak

Ly = /mak(1 — ) (2.47)

sustituyendo (2.47) en (2.46) obtenemos

L(t) = \/mak(1 — B?) cos(2t + 9). (2.48)

(1—cos*(U+06)=1-5

de aqui se sigue

Para determinar la excentricidad sustituimos (2.46) en (2.39), obteniendo

F
—LoQsin(Q + 6) = 3%\/ e? — 372,

usando la expresién para 2 (ec. (2.44)) obtenemos

e=+/1—(1—?)cos(Qt + 6) (2.49)

Del analisis anterior se concluye que la trayectoria de la particula es una elipse
cuya excentricidad cambia periddicamente con el tiempo (ec. (2.49)); también el
sentido del movimiento de la particula sobre la elipse cambia debido a las oscilaciones
en L (ec. (2.48)), y la orientacién de la elipse varfa periédicamente, al cambiar el

angulo 1) entre F y A (ec. (2.37)).

El periodo de las oscilaciones en las propiedades de la trayectoria es

27r_ 21
Q  3F [a

2\ mk

T =

(2.50)

De esta ecuacién y de la ecuacién (1.27) que da el periodo en el movimiento no
perturbado, se sigue
T 21k
2. 2.51
T 3Fa? (2:51)
en el método de perturbaciones de Kepler se cumple F' << k/r* ~ k/a?, asi en
esta aproximacién, de la ecuacion (2.51) se sigue que 7 >> T, esto es, el periodo

de los cambios en los parametros de la orbita es mucho mayor que el periodo del
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movimiento no perturbado.

En la figura (3) se muestra la trayectoria de la particula, esta trayectoria se ob-
tuvo a partir de la soluciéon numérica de la ecuacién del movimiento de la particula
(2.22), usando la version 7 del programa Mathematica. Las propiedades de la tra-

yectoria obtenida mediante la solucion numérica coinciden con las obtenidas usando

<>

perturbacion al movimiento de Kepler.

L%

02F

Figura (3). Trayectoria de la particula cuando el campo uniforme estd en el plano
de la trayectoria, con F/(k/a?) = 0.0627 a) la trayectoria en el plano xy, se aprecia
el cambio en la excentricidad y la orientacion de la érbita. b) una vista lateral
muestra que la coordenada z no cambia.

A continuacién estudiamos el caso en el que la orientacion de la fuerza perturba-
dora ? es arbitraria.
Tomando el promedio temporal durante un periodo de tiempo 71" del movimiento

no perturbado, en ambos lados de la ecuacién (2.25) obtenemos

(A= (FxT)+ (P x (7 % F)), (2.52)

— — -
usando la identidad @ X <b X ?) —(d-)b — <E) b ) @, reescribimos el
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segundo término del lado derecho
f?x(m?):m[(?.?)?_(v.mﬂ. (2.53)

En el movimiento no pertubado (campo coulombiano), la trayectoria de la particula
esta contenida en el plano xy, asi el vector de posicion 7 y el vector de velocidad

T estdn dados por

o= T+,
v o= iT+ (2.54)

En el caso de orientacion arbitraria de ?, su expresion es
F=Fit+Fj+Fk (2.55)

sustituyendo (2.54) y (2.55) en el lado derecho de (2.53) y tomando el promedio

temporal obtenemos
(Px (7 F)) = mlF(snfi+ Fuliy)T+ Fy e+ F(y)7
—F(ixT— F(iz)] — F.(iz)k

—F gyt — F (yy)7 — F.{gy)k], (2.56)

ahora usando las ecuaciones (1.36), (1.41) y (1.43) para z(t) y y(t) del movimiento

no perturbado, y las ecuaciénes (1.22), (1.26) para el semieje mayor a y el periodo
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T respectivamente obtenemos

e [T sin€ (cos€ —e)dE = 0

(ri) =

a’v1—e? .o L

(@) = g [ osEeosg — e = 57
2ma2 %
- 2\/ —e? T . L
(yz) = a3—1e f02 sin? £d¢ = —5 (2.57)

asi la ecuacién (2.56) queda

(P x (rx?)zl T EJ) L (2.58)

2
. - ~ , -
en el movimiento no perturbado, L = L., L = L.k, asi podemos reescribir (2.58)

<? X (7 X ?)) = % (F;H— F7+ Fﬁ) X (Lﬁ)
_ %?xi? (2.59)

Como L se considera constante al promediar en un periodo 7' del movimiento no

perturbado, se cumple

(FxI)=Fx1L (2.60)

sustituyendo (2.59) y (2.60) en (2.52) obtenemos

C@:g?xf; (2.61)
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tomando <X> como valor representativo de X(t) queda
4= 3BT
- SFxL. (2.62)

Las ecuaciones (2.62) y (2.35) (que es vélida para cualquier orientacién de F) nos

%
dan la evolucion de Z y L, respectivamente, en el movimiento perturbado.

De las ecuaciones (2.35) y (2.62) se sigue

T.F = o

A.F = o (2.63)

asi

4

dt

d

= (Z : ?) ) (2.64)
por lo tanto

T-F = ce (2.65)
A F = ce (2.66)

esto es, las componentes de L y Z en la direccion ? son constantes.
_>
L

%
Ahora, la componente de L perpendicular a ?, que denotaremos L | estd dada

por
T,-1- (ﬁ - f) F, (2.67)

que reescribimos como

N JF (2.68)

de aqui obtenemos

“T.=-T1T

d? - & - ? ? /=
dt2 ez ﬁﬁ( '?>’ (2.69)
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debido a la ecuacion (2.65) el segundo término del lado derecho de (2.69) se anula,
aSl/ ., .,
T.=-1 (2.70)

usando (2.35) queda

T, = Qijk% (? X Z) (2.71)

3a dZ 3a :
= ka? X = 2mk? X Z, (2.72)

debido a (2.62) en el lado derecho queda

T, = (§)2 %? x (? X f) : (2.73)

2

ahora de (2.73) y de (2.68) se sigue

.= <§>2 2 F x [F x (Iﬁ + fﬁ?)] (2.74)

2/ mk

T, - (§) L F (? X Zﬁ) , (2.75)
T

2
T, =— (g) %FZfL (2.76)
esto es ) )
T+ (;) #Fﬁﬁ —0, (2.77)
asi
= —

L, +Q*L, =0, (2.78)
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donde

@ (3) (2.79)
~\2/) km” '

la ecuacion (2.78) tiene la misma forma matemética que la de un oscilador isotrépico

bidimensional.

Si introducimos un sistema de coordenadas 0.X; X5 X3 con el eje X3 paralelo a ?,
y resolvemos (2.78) obtenemos las componentes L; y Ly del momento angular a lo

largo de esos ejes:

Ly = BjcosQt+ Csint,
Ly = BycosQt + Cysin Qt; (2.80)

donde By, Bs, C;, C5 son constantes.

Ahora determinamos las componentes A, As de Z en el sistema de ejes O X7 X, X3,

en este sistema .
= . . .
L = L1€1 + L2€2 + L3€3 (281)

)

% .
de (2.65) se sigue que Ly = L - - constante, asi Ly = 0y (2.81) queda

= R .
L = L1€1 + LQ@Q (282)

debido a (2.80), la ecuacién (2.82) queda

f = (=B1QsinQt + C1Q2cos Q) e

+  (—By2sin Qt 4+ Co2 cos Ut) ey, (2.83)
sustituyendo esta expresion en la ecuacién (2.35) para la evolucién de Z obtenemos

Q (=B sin Qt + Cy cos Q) e + Q (— By sin Qt + Cy cos Q) €5

3 a _.. ~ ~ ~
= §%F€3 X (A161 + A2€2 + A3€3) , (284)
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de aqui sigue

2mk .
A = —gﬁﬁ (B sin Qt — Cy cos Qt) |
2mk )
Ay = ga—FQ (Bysin Qt — Cy cos Qt) ; (2.85)

usando la expresién de 2 dada por (2.79) reescribimos (2.85)

F
A = el (B sin Qt — Cy cos Q)
2Q)
3F i
Ay = 20 (Bysin Qt — Cy cos Qt) . (2.86)

Las constantes By, C, By y Cy de las ecuaciones (2.80) y (2.86) se determinan a
partir de los valores iniciales de Z y f

Las ecuaciones (2.80) representan una elipse contenida en el plano II; paralelo
al plano X; X5, cuyo centro estd sobre el eje X3; ademds, la componente L3 (en la
direccion de ?) es constante segin la ecuacién (2.65); asi el extremo del vector f
describe una elipse contenida en el plano I, con centro en un punto sobre el eje
X3. En forma similar, a partir de las ecuaciones (2.86) y de la ecuacién (2.66), se
concluye que el extremo del vector Z describe una elipse contenida en un plano Il
paralelo al plano X;.X5, con centro en un punto sobre el eje X3. Asi, tanto f €omo
g presentan precesion alrededor del eje X3, esto es, alrededor del campo uniforme

En todo instante el momento angular Z) es perpendicular al plano II5 de la o6rbita,
por lo tanto también este plano presenta precesién alrededor de ?; en tanto que el
vector de Runge-Lenz X determina en cada instante la orientacion de la érbita en
el plano II3.

De las ecuaciones (2.65) y (2.80) se sigue que en general la magnitud L del
momento angular no es constante, en consecuencia el angulo entre f y ? cambia en
el tiempo (ec. 2.65), asi el dngulo formado por ? y el plano I3 cambia en el tiempo.

En forma similar, de las ecuaciones (2.66) y (2.86) se concluye que la magnitud del
vector de Runge-Lenz y con ésta la excentricidad de la 6rbita cambia con el tiempo;
también cambia el angulo formado por el vector de Runge-Lenz y la proyeccién de
? sobre el plano de la érbita.
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Todos estos cambios se realizan con frecuencia €, y periodo 7 = 27/ mucho
menor que el periodo 1" del movimiento no perturbado.
En la figura (4) se muestra la trayectoria obtenida mediante la solucién numérica

de la ecuacién de movimiento de la particula (2.22).

1 1 1 1
0.3 K] .2 .l U

Punto de vista (0,0,1) Punto de vista (0,1,1)
Figura (4).Trayectoria de la particula para una orientacién arbitraria
del campo uniforme ? obtenida mediante la solucién numérica de la ecuacién de movimiento
de la particula. a) Se aprecia el cambio en la excentricidad y la orientacién de la 6rbita.

%
b) se aprecia cémo el dngulo formado entre L y ? cambia respecto al tiempo.



Capitulo 3

Estudio del movimiento para
valores arbitrarios del campo

uniforme

3.1. Coordenadas Parabolicas

Las coordenadas parabélicas ¢, 1, ¢ estan relacionadas con las coordenadas car-

tesianas x, y, z mediante las ecuaciones de trasnformacion

T = \/encos¢ y = /ensine z:%(s—n) (3.1)

donde e > 0,7 >0,0< ¢ <27
Las ecuaciones de transformacién entre las coordenadas parabdlicas y las coor-

denadas cilindricas son

p=vE z=5(-m) 6=¢ (32)

De estas ecuaciones obtenemos

N = N =
=,

|

3
~

—~

w

w

N—

VR
™
|
o=
~~
~~
w
W
N—
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De las ecuaciones (3.3) y (3.4) se sigue que las superficies 7 = constante, ¢ =
constante representan familias de paraboloides de revolucion con concavidad positiva

y negativa respectivamente.

El vector posicion de la particula, en coordenadas cartesianas, estd dado por
T = 2+ ] + 2k, (3.5)
utilizando las ecuaciones de transformacion (3.1) en esta expresion obtenemos

1 ~
T = \/E7 cos ¢T + \/En sin ¢ + S (E—n)k (3.6)

~

Ahora usamos la ecuacién (3.6) para construir los vectores base (normalizados) b,

by, /b\qg, para las coordenadas parabdlicas

S
vk

)

De la ecuacién (3.6) y de las ecuaciones (3.7) obtenemos

-~ n ~ n .~ g =

b. = cos @1 + sin ¢ + 4/ k

: n+e ¢ n+e /] e+

-~ 9 ~ 9 .~ n =

b, = CoSs @1 + sin @) — 4 / k 3.8
! n+e ¢ n+e 9] E+n ( )

/b\¢ = —sin @1 + cos ¢
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De las ecuaciones (3.8) se sigue

be - by = b - by = by - by = 0, (3.9)
Box By =By By xBs =B By xD =D, (3.10)

A~

esto es, (b., by, Z¢) es una base ortonormal derecha.

)

Ahora expresamos el vector de posicién en la base (/b\g, /b\n, /b\qb); debido a la orto-

normalidad de la base, la expresion de T es

A~ A~

T = (7 )b+ (T - by)by + (7 - by)be (3.11)

usando la ecuacién (3.6) y las ecuaciones (3.8) en esta ecuacién obtenemos

7= %\/5(5+n)b5+%\/17(5+n)bn (3.12)

3.2. Constantes de movimiento en coordenadas pa-

rabolicas

Para expresar las constantes de movimiento en coordenadas parabdlicas se re-
quiere ademés del vector de posicién (3.12), la expresién de la velocidad o en estas

coordenadas.

El vector velocidad estéd definido como

d—>
T = d—z, (3.13)

debido a que 7 = 7 (e, 1, ¢), de la ecuacion (3.13) se sigue

or . o7 . o7 .

v = et ann+ (%gb (3.14)
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ahora, de las ecuaciones (3.6) y (3.8) obtenemos

/5—1—17/\ 3? lej;nA \/_bdn (3.15)
«/H”nb /b, (3.16)

Ahora introducimos un sistema de coordenadas con el eje z en la direccién del campo

asi (3.14) queda.

7

uniforme ?, de modo que
F = Fk, (3.17)

en este caso la energia total F dada por la ecuacién (2.4) queda

1 k
E = imvz - Fz; (3.18)

usando las ecuaciones de transformacion (3.1) y la ecuacién (3.6) para la velocidad,

queda

2k F

5 P —5(8—77) (3.19)

1 .2 .2 1 .
E=-m(e+n) (6— + 77_) + ~meng?® —
8 € i

Para expresar las otras dos constantes de movimiento L., 8 en coordenadas parabdli-

cas, calculamos primero el momento angular
%
L =7 x(m7). (3.20)

usando las ecuaciones (3.12) y (3.16) en (3.20) queda
- 1 1
L = m (—\/5(54—77)1)54—— 77(5+77)b77) X

( ,/H"A T35, +\/_¢b¢,>

= —77\/5 e+mn) ¢b€—€\/ (e+n gbb77

ool

~
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Para calcular la componente del momento angular en direccién del campo uniforme

e

L. F=1 k=L,

expresamos el vector k en la base (35, Bn, /b\¢)

o (5 R) bt (b R) B+ (50 E)

g~ ~
b — 1%,
eE+mn e+n

m

=)
I
®

3

sustituyendo (3.23) y (3.21) en (3.22) obtenemos
L, = mangﬁ.

Ahora expresamos la constante de movimiento

r

3= (BT oml ) (7 < )

dada por la ecuacién (2.22), en coordenadas parabdlicas.

%
Primero calculamos el producto P x L, de (3.16) y (3.21) se sigue

1 1 R ~
BPxT = m? (51/5;5 s‘bg+§,/€+—”ﬁbn+\/ﬁ¢b¢>
1

X%[nx/e(a +1)db. — ev/n(e + )b,

+%(s +1) (\/%77 - @e) by
1

— ~ 1
BxL = mz[—Z\/én(€+n)é¢b¢—g 6j:?(aJrn)(
1 .~ 1 Je+n €,
_Z et — /1 e
1 VEN (€ + 1) i1dbs + 2 p (6+n)< pl

1 L 1 .~
+§ngm¢25n + §n€m¢2b5]

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Ahora

F~(?xf):F[@(?xf)], (3.27)

usando la ecuacién (3.26) en el lado derecho de (3.27) obtenemos

F. (? X f) = F'm? E% (e+mn)n* — %g (e+n)e* + % (e°n —en?) ¢2} (3.28)

-
(en este ultimo paso se uso las ecuacién (3.23). Ahora calculamos . (—mk‘—)

F(omg) - o)

(3.29)

- (R (e )

?'(—mkz) — —mkFS

5+n

Finalmente calculamos 7 X ?

(7x?>:F(7xE> = F(%Mﬁr% n(5+n)bn>

x(,/ S @),
eE+mn e+n

<? X ?) = —F\/ﬁ/b\qﬁ,

de aqui se sigue

(? X ?)2 = P2, (3.31)

Sustituyendo (3.28), (3.30), (3.31) en la ecuacién (3.25) para  obtenemos

le : o, 1 .
f= Fm’ {55(5 +n)i’ - gg(e +mE* + (e — en)¢?
— 1
—mkF=—" + “mFen (3.32)

e+n 2

(3.30)
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3.3. Analisis del movimiento.

De la ecuacion (3.24) para L, obtenemos

. L.
o= , (3.33)
men
sustituyendo en la expresion para la energia (3.19) queda
1 g2 P L? 2k F
E=- — 4+ — — — —— — —(e—1n). 3.34
8m(€+n)(5+n)+2man e+ 2(8 " ( )

Ahora, sustituyendo (3.33) en la ecuacion (3.32) para la constante de movimiento [

obtenemos
le L 17 L1 L2
B, 2 17 R N 2
B m {Sn(ﬁn)n g (et e+ 5 E")m%:?n?
e—n 1 2
—mkF —mF“en. 3.35
m g + 2m en ( )
De la ecuacién (3.34) obtenemos
el 1 o 1 €., 1 L?
= 8(5+n)5 +8(5+77)7777 +2m2577
2ke Fe
—_— — — (e — 3.36
=), (3.36)
de aqui se sigue
le L, B 1 o L2 2ke
877(64_77)77 o 8(54_7])5 2m2n+m(€+n)
F
+—c(e—n) (3.37)

2m
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sustituyendo en (3.35) queda

B = Fm’[—e—=(c+n)é— : 2he
B 8 " 2m2n - m(e+n)
F 1n o L2 (e=m)
+2 e(e—n) S (e+mn)e”+ om? en
ke—n F

(3.39)

E 1 g2 L1 k F
:F 2\ . = 2 z v 2
b " [mg 8(€+n) c omPe m omt ]’

de aqui se sigue

(o) =2 [ (e ) E) o0

Introduciendo la funcién

_ L BN1_F

y sustituyendo en (3.40) obtenemos

E—f(e)=0 (3.42)

esto es
fle) < E; (3.43)

as los valores admisibles de la coordenada ¢ deben complir la condicién (3.43).

Procediendo en forma similar, de la ecuacién (3.34) obtenemos

1n . E 1 . Lz 2k n F
sz (E+meE =—n—c(e+n)i - +
£ m

— — — 3.44
8 2m?2e m<€+77+2mn(6 U (344)

sustituyendo en (3.32) obtenemos

1 P# E  I*1 k F
B=Fmilgletn)’ -~ nt g e~ ) (3.45)
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de aqui se sigue

(e i) =25 [ (i 2) 2B} 20 oo

introduciendo la funcién

L2 B\1 F
= ——|k+—)-+—= 3.47

y sustituyendo en (3.46) obtenemos
E—g(n) >0 (3.48)
esto es
gn) < E (3.49)
asi los valores admisibles de la coordenada 1 deben cumplir la condicién (3.49)

A continuacién analizamos el movimiento a partir de las gréficas f(e) contra ¢,

g(n) contra 7, y de las condicion (3.43) y (3.49) para los valores admisibles de ¢, 7.

Analizaremos varios casos con los mismos valores de L., (3, k, y diferentes valores

para el campo uniforme?

fi=)
-

20k

a0l
Grdfica f(e€) contra e con L, =0.6, 5 =-37, k=5, F =4, m=1. Hay un

MINIMO Epin Y UN MATIMO E gz -
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fini
LI

.4 B 1.2 AL

=20k

~aol
Grafica g(n) contran, L, =0.6, 5 =—-3.7, k=5, F =4, m = 1. Hay un minimo
Nmin - Se Cumple g(nm'm) < f(gmaz)-

Los valores de la energia deben cumplir f(e,,:,) < E. Se presentan varios casos

para estos valores de la energia:

1. Si f(emaz) < E entonces € > &1 donde &1 corresponde al punto de interseccién
de la recta E = cte y la curva f = f(e) (punto de retorno); en tanto que
m < n < ne donde 1, 1o corresponden a los valores de interseccién (puntos de
retorno de la recta E = cte y la curva g = g(n). En este caso la trayectoria es

no acotada.
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fiel

1

=210

=30

1.3 24

Grdfica f(e) contra e con, L, =0.6, 5 =—-3.7, k=5 F=4 m=1,
E = —=5.11. Se cumple f(emaz) < E.

fim)

1a

=21

=40

Grafica g(n) contran, L, =06, §=—-3.7, k=5 F=4, m=1, E=-511.

A continuacion se muestra la trayectoria de la particula obtenida mediante

la soluciéon numerica de la ecuaciéon 2.22 usando la versién 7 del programa

Mathematica.
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Trayectoria para E = —5.11 distancia de la part’cula al origen (centro de fuerza) contra

2. Si f(emin) < E < f(Emaz), entonces g5 < € < €3 donde &5, €3 son los puntos de
retorno en la gréifica f(e) contra ; en tanto que n3 < 1 < 1y son los puntos de

retorno de la grafica g(n) contra n. En este caso la trayectoria es acotada.

e
10

M

_sol v
Grdfica f(e) contrae con, L, =0.6, 5 =—-3.7, k=5 F=4 m=1,
E = —-8.92. Se cumple f., , <E < f.,..
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i)
10 -

—l

=30t

Grafica g(n) contran, L, =06, 5 =—-3.7, k=5 F=4, m=1, E=—-8092.

A continuacion se muestra la trayectoria de la particula obtenida mediante
la soluciéon numerica de la ecuacion 2.22 usando la versién 7 del programa

Mathematica.
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1
.2 HRT .2

Trayectoria para E = —8.92 Trayectoria para E = —8.92

vista de frente vista desde arriba

3. Si F aumenta entonces f(€,,4,) disminuye y g(7,i,) aumenta; cuando se cumpla

f(Emaz) < 9(Mmin) la trayectoria serd no acotada

Para valores aun mas grandes de F' desaparecen el maximo y el minimo de

f(e).
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fie)

NN N T [N S T [ S S S N S S S N [ N S -

.5 1.0 1.5 2.0 2.5 i

=20F

—4pL

Grdfica f(e) contra (¢), L, =0.6, m=1, f =54.15, k=5, FF =28
ginl

||||I||||I||||I||||I||||I||||I_|||

LU .U 1.3 24 LD 4.l

=20F

—40L

Grdfica g(n) contran, L, =0.6, m=1, f =54.15, k=5, F = 28

En estos casos ¢(nmin) < E 'y todas las trayectorias son no acotadas.



Conclusiones

1. Debido a sus caracteristicas geométricas, el vector de Runge-Lenz constituye
una herramienta 1util en el estudio del problema de Kepler; la direccion del vec-
tor posicion al perihelio y su magnitud proporcional a la excentricidad permiten

un andalisis simple del problema.

2. El momento angular y el vector de Runge-Lenz, que son constantes de movi-
miento en el problema de Kepler, también son 1tiles para analizar el movimien-
to cuando hay ademas un campo uniforme pequeno que perturba al potencial

coulombiano.

3. Se muesta la existencia de una tercera constante de movimiento para el proble-

ma de una particula sometida a un campo coulombiano y un campo uniforme.

4. Las tres constantes de movimiento en un campo coulombiano y un campo
uniforme son suficientes para analizar de forma simple el movimiento de la

particula.

5. Se determinaron las propiedades mas importantes del movimiento de una particu-
la en un campo coulombiano y un campo uniforme utilizando unicamente
mecanica newtoniana, los resultados coinciden con la literatura donde se utili-
zan otros enfoques. En particular se determinaron las condiciones de existencia

de orbitas acotadas para valores arbitrarios de ?

6. El enfoque utilizado de un vector de Runge-Lenz no constante para resolver el
problema de Kepler perturbado, también puede ser aplicado a otros potenciales

coulombianos modificados.

51
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