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Introduccion

En el contexto de la teoria de resistencia de los materiales, se tiene antecedentes de estudios de
dispersion de ondas en placas de metal. Uno de los casos andlogos a éste es el de barras circulares
solidas y huecas; esto es debido a que se ha encontrado que en ambos casos las ondas torsionales
y longitudinales son descritas mediante la ecuacidn de onda y que sélo un modo de propagacién de
onda no dispersivo es posible en cada caso [4]. Mientras que la propagacion de ondas flexurales es
gobernada por la teoria de Bernoulli-Euler de una forma dispersiva, aunque igual sélo uno modo de
propagacion es posible. Asi con algunos cambios a estas ecuaciones resulta el caso de dispersion de
ondas en barras.

Uno de los trabajos tedricos que se ha realizado en este ambito es el de Pochhammer—Chree, en el
cual nos basaremos para realizar la descripcidon de nuestro sistema. La motivacion de este trabajo
es la de apoyar con evidencia, la hipétesis de que es posible la excitacion de los modos de oscilacién
es dependiente del angulo de propagacién que puede asociarse a la onda. Como sistema se utilizé
una barra de aluminio, sobre el cual se presenta un andlisis tedrico y experimental en este trabajo.

Para esto primero haremos un repaso de algunos conceptos de Mecanica del Medio Continuo, el
cual serd presentado en el capitulo uno; estos conceptos nos son necesarios para presentar la teoria
de Pochhammer—Chree, trabajo que sera visto en el capitulo nimero dos de esta tesis.
Posteriormente se propone un arreglo experimental descrito en el capitulo tres, con el cual se
trabajd para presentar evidencia de la hipdtesis ya mencionada, también se da a conocer el sistema
con el cual se trabajd, la caracterizacién de éste y las técnicas con las cuales realizamos la descripcién
experimental del fenémeno de la transmisidon de ondas en barras. Por ultimo presentamos los
resultados obtenidos y algunas observaciones sobre la hipdtesis hecha en el capitulo cuatro; donde
también veremos coémo resulta el uso de la teoria de Pochhammer para la transmision de ondas.



Capitulo 1. Teoria de la elasticidad

Capitulo 1

Teoria de la elasticidad

1.1 Tensor de deformaciones

En los cuerpos elasticos existe la caracteristica de volver a su estado de origen después de haber
sufrido una fuerza externa, una vez que esta cesa de actuar sobre el sistema. Al cambio de
distribucion que sufren los puntos que conforman el cuerpo se le llama deformacién, para
comprender mejor este concepto imaginemos un cuerpo de dos dimensiones como el mostrado en
la Figura 1.1 [1].

Ahora consideremos dos casos donde aplicamos una fuerza en direccidén paralela al eje x [Fig. 1.1
(a)] y otro donde aplicamos la fuerza en direccién y [Fig. 1.1 (b)]. Al aplicar dicha fuerza notariamos
un desplazamiento a nivel macroscépico de las particulas del material (Aux y Auy, respectivamente)
en ambos casos de la forma que se muestra en la Figura 1.1. Tomando el cambio de longitud por
unidad de longitud, en otras palabras los cocientes Aux /AX, Auy/ AY, hallamos la deformacion en
cada caso.

(a) ¢ (b)
: ﬂU\t
- T[T
|
]
|
" AY
|
1
- AX blﬂux--— Y

Figura 1.1 (a) Incremento de longitud de un material en direcciéon X, (b) incremento de longitud de un material
en direccién V.
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Au, Au,,
ex = - < ey = —

AX AY

Asi, considerando el caso donde tengamos tanto deformacién en el eje x como en el eje y tendremos
un escenario como el mostrado en la Figura 1.2.

Figura 1.2 Ejemplo de deformacién de corte.

Lo que se conoce como deformacidn de corte se y define como el cambio de dos vectores (los cuales
describen la posicién original de las particulas que conforman el cuerpo) que eran originalmente
ortogonales. En el caso de la Figura 1.2 escogemos que estos dos vectores sean los dos lados del
elemento que en su estado original yacen en los ejes x y y, donde se puede describir el cambio de
configuracién con ayuda de los dos angulos 6, y 8, escribiéndolo como:

I T
Yy = 5_710:5_91"' 0>

Tomando aproximacion de los dngulos con la definicién de tangente, tendremos lo siguiente

Au, Au,
Yay = <AY * R)

Definimos la deformacién de corte como un medio de la reduccion del dngulo que formaban los

lados paralelos a los ejes Xy Y

1 1 (Aux Au,, )

ey = 2V =3\ 2y T ax

Asi, en los tres casos tomando el limite cuando AY y AX tienden a cero
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_ Ouy

x =X
ou

=%y

1 (0u, N ou,,
e = - — —_—
i 2\ dY 00X
Al tener estas tres relaciones juntas podemos ver que las primeras dos son casos de la tercera donde
el subindice es repetido, por lo que podemos escribir solamente

1/0u; OJy
ej= =|z0+==
Y 2\0X; 09X
Donde a ejj se le conoce como tensor de deformacion, el cual contiene informacidn cuantitativa

del desplazamiento relativo entre partes vecinas del mismo material. Al correr todos los indices y
organizarlos en una forma matricial obtenemos

ou, Ou, ou, OJuy, ou, OJu,
(5 + %) <W+ﬁ (5 +5 )

1| (Ouy, OJuy ou, du, ou, Ou,
=2 (6_X+6_Y> <6Y+6Y 9z T X

ou, OJu, ou, OJu,, ou, 0du, /
\(axJ’ﬁ) (aYJ’ﬁ (az+az)

Como podemos ver el tensor tiene la propiedad de ser simétrico con lo que podemos escribir
€ij = €ji

Es de notarse que la aproximacién vista anteriormente y con la que obtuvimos este tensor, es para
el caso dentro del rango elastico en un régimen macroscépico y con pequenas deformaciones, que
se presenta en el caso de algunos metales como el estudiado mas adelante.

1.2 Tensor de rotacion

Ya vimos como una fuerza aplicada en un sélido puede deformarlo, cuando pasa esto, entran en
juego las fuerzas internas para regresar al cuerpo a su estado inicial. También podria suceder que el
cuerpo presentara un movimiento rigido como respuesta una fuerza externa, asi la parte rotacional
del movimiento causaria también un desplazamiento de la configuracién inicial de las componentes

del sélido.
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Imaginemos de nuevo el sistema cuadrado de dos dimensiones, el cual presenta una rotacién como
la que se muestra en la figura 1.3 [1].

Figura 1.3 Desplazamiento y rotacidn rigida en el plano X-Y.

Haciendo un paralelismo con el caso de las deformaciones podremos describir el movimiento del
cuerpo con el angulo que éste rotd para acabar en su estado final, utilizando la misma notacién que

1/0u, OJu,
= z<a—y+a—x>

en la seccion anterior

Si suponemos que en este caso

veriamos una rotacion, sustituyendo estos valores en la expresion
1
Exy = 5(91_91) =0

El desplazamiento de los angulos es similar, el cuerpo no se ha deformado si no que solamente
presenta una rotacién. Asi se propone que para un caso de sélo rotacion usemos la siguiente

_ 1(0u, Ou,
“xy = 5\ By T ox

relacién.
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Con la cual podriamos describir el caso presentado en la Figura 1.3. Siendo éste una representacion
del tensor de rotaciones, ahora al escribirlo en su versién matricial corremos los indices iy j, en las
tres componentes x, y, z, con lo que obtendriamos.

0 ou, Ju, <6ux auz)
Y 0X 0Z 0X
oot (P _ Oux 0 Ouy 0y,
2 dX ay a7 dX

\(auz Oy du, Ou,
oX 0Z ) aY 0Z

Al acomodar las componentes de esta forma podemos ver que una de las caracteristicas de este
tensor es de ser asimétrico, ademas de no tener ninguna componente en la diagonal.

1.3 Tensor de desplazamiento

Como ya vimos, la rotacién y la deformacién de la configuracion inicial de un cuerpo dependen del
desplazamiento de sus componentes, por lo que podemos escribir esto mismo como una funcién
de ambos casos. Para ver mas a fondo nos apoyaremos en un sistema donde tenemos los puntos P
y Q en primera instancia, después, éstos son sometidos a un desplazamiento terminando en los
puntos p y g, como se muestra en la Figura 1.4 [1].
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Figura 1.4 Desplazamiento relativo dude QaP.

Donde el desplazamiento relativo de Q respecto a P es (como se muestra en la Figura 1.4)

du = duy — dup

Como ya vimos en alguno de los ejemplos, el desplazamiento de las componentes de un cuerpo
podemos escribirlo como el desplazamiento entre la previa posicién o separacidn entre los puntos,
asi lo representamos de la forma du/dS, donde dS es la longitud entre los puntos P y Q. Donde las
componentes rectangulares del desplazamiento las escribimos de la siguiente forma, con ayuda de

la regla de la cadena

du, Ouy dX  OuydX du,  Ouydy

duy dY

ds _ ox as T axas 9s ~ v ds

Escribiendo estas dos ecuaciones en forma matricial obtenemos

du, ou, Ju, dX
as |_[ oX oY ds
du,, ou, Ju, dy
ds X 9y / \dsS

aY dS
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Identificamos en la primera columna las componentes del desplazamiento de Q relativo a P, también
tenemos el tensor de desplazamiento en su representacién matricial de dos dimensiones (/,,) y por
ultimo la matriz columna n siendo las componentes de direccién del vector n, con lo que
reescribimos de la siguiente manera

Ahora, a esta ultima podemos escribirla como la suma de dos matrices, una simétrica y otra
asimétrica, ya se podran imaginar lo que queremos resaltar haciendo esto.

Ouy  Ouy Oux Juy | Ouy 0 Jux _ Oty
X oYy 1 0X aYy oX 1 aY 0X
ox oy |_1 4+ =

Ou, OJuy | 2| (0u, N ouy ou,, 2| (Ou, Ouy, 0

ox dY oxX oY aY oxX  adY

Notamos inmediatamente que estas dos matrices ya las hemos visto, asi es, la matriz de
desplazamiento que es la suma de la matriz de deformacidn y la matriz de rotacion. Asi como se dijo
anteriormente, el desplazamiento de las componentes de un cuerpo sélido pueden ser escritas en
funcién de la deformacion y la rotacidn de éstas, por lo que el tensor de desplazamiento puede ser
representado como

ui,j = eji + wji
1.4 Tensor de esfuerzos

Cualquier sélido elastico sometido a fuerzas que lo deforman presentard fuerzas opuestas que
tratardn de regresarlo a su estado original, éstas son llamadas esfuerzos internos y se considera una
fuerza de superficie ya que son fuerzas causadas por el contacto directo con otro cuerpo. Para
describir este tipo de reaccion se usa el concepto de vector de traccidn, imaginemos un corte en un
elemento de volumen arbitrario el cual estd sometido a una deformacién.
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o>

Af

S AS

Figura 1.5 Fuerza superficial Af aplicada en la superficie AS.

Como se muestra en la Figura 1.5, Af es el vector suma de la distribucién de fuerza ejercida en la
superficie AS, asi el vector traccién queda definido por [2].

Claro que T queda expresado en términos del vector 71 normal a la superficie
T 151 252 353
T=Tn"+T*“n“+T>n

Siendo la primera componente la traccién normal a la superficie y las otras dos son esfuerzos
paralelos a ella. Para ayudar a ver mejor la representacién matricial de este tensor, es mejor tomar
un ejemplo mas sencillo donde el volumen estudiado sea un cubo sometido a deformaciones
perpendiculares a cada una de las caras de éste.

X

Ax,

Axq Ax3
X3 X1

Figura 1.6 Representacion vectorial de las componentes del tensor de esfuerzos en las caras de un
elemento de volumen de forma cubica.
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Dadas las componentes que se muestran aplicadas sobre el elemento de volumen en la Figura 1.6,
escribimos el tensor en su forma matricial [2].

Tyy Tz Tis
Tij=(Ta1 Tz To3

T3 1 T3 2 T3 3

Siendo los elementos de la diagonal los esfuerzos normales y los que estan fuera de ella representan
los esfuerzos de corte.

1.5 Ley de Hooke

Una de los principios mas importantes de la mecdnica es la ley de Hooke y aqui en el dmbito de los
sélidos eldsticos también se tiene dicha relacién. Esta consta de tratar a las deformaciones como
funcién lineal de los esfuerzos y viceversa, con lo que la ecuacion incluye los dos puntos vistos hasta
ahora, el tensor de deformacién y el tensor de esfuerzos. Tengamos en cuenta en la siguiente
discusidn que el estudio realizado aqui es para solidos isotrdpicos, dentro del rango eldstico y valido
para pequeias deformaciones.

Ley de Hooke como se ve en un curso de Mecdnica

Ley de Hooke en la Mecénica del Medio Continuo

Tij = Cijri ex

10
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Donde T es el tensor de esfuerzos, e es el tensor de deformacion y C;j; es un tensor de constantes
eldsticas el cual consta de ochenta y un componentes, una matriz bastante larga de escribir. Con lo
gue observamos, necesitamos una relacidn entre los esfuerzos aplicados y las deformaciones que
ocurren en el cuerpo debido a estos. Una de estas relaciones es el potencial termodindmico de
Helmholtz para la energia libre del cuerpo [6], la cual obtenemos de la Primera Ley de la
Termodinamica

dU = 9dS — pdV

Donde U es la energia interna del sistema, 9 su temperaturay S la entropia. Como podemos ver en
este caso el trabajo es para un sistema hidrostatico. Para encontrar el trabajo hecho en nuestro caso
consideramos el tensor T;; para una presion hidrostatica, asi:

-p 0 0
0 0 -p
Reescribiendo,
Tij = —pdij
Multiplicando por e;;
Tijeij = —pdije;; = —pey

Sustituimos en primera ley
au =9dS —Tjje;;
Introduciendo ahora la energia libre de Helmholtz,
f=U—9S=—-S5d9 +Tie;

Donde para un proceso isotérmico

Con lo que necesitamos encontrar f(eij). Para ello consideraremos primero el caso en que en el
cuerpo no haya deformaciones e;; = 0, si esto ocurre, se puede decir que sobre el cuerpo no hay
esfuerzos aplicados por lo que T;; = 0 y por lo tanto f = 0. Por lo que f no cuenta con términos

11
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lineales. También considerando que f es un escalar, los términos en la expansion tienen que ser
escalares, asi:

1
— 2 2
f= Eﬂell + pej;
Ahora, reescribiendo e;; en su parte de corte y su parte volumétrica:
1 1
ejj = (eij - §5ijell> + §5ijeu

Sustituyendo en f,

1 21
f=ﬂ<eij—§5ijeu) +§K€u

ConK =1+ %u, diferenciando f:
1 1
df = Z‘Ll. (eij - 561']'811) d (eij — 55”6“) + Keudeu
Desarrollando y con la relacion de;; = §;dej
1
df = [Keu&-j + Z‘Ll. (eij — geu&j)] deij

Recordando de

af
Ty = (aeij>19

1
Tij = Keydy; + 2p (eij —591151'1')

Obtenemos:

Sustituyendo K = 1 + gy
Tij =1 en 811 +2 )2 eij (157)

Donde los coeficientes A y u son los coeficientes de Lamé. Asi, la ecuacién (1.57) es conocida como
ley de Hooke para sdlidos elasticos isotrdpicos [6].

12
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1.6 Ondas elasticas

Para describir el movimiento en un material elastico es necesario empezar generalmente por la
forma de la Segunda Ley de Newton para el Medio Continuo. Asi, con la condicién de equilibrio de
un solido eldstico y aplicando la Segunda Ley de Newton obtenemos

fi=2 (1.61)
]
dmul azui
fi=—y =Pz (1.62)
aTl] azui
ax; Pt (1.63)

Donde:

fi: Fuerza externa aplicada al medio continuo.
u;: Tensor de desplazamiento.

p: Densidad del medio continuo.

Identificamos la expresidn resultante como la segunda ley de Newton en el contexto de la Mecanica
del Medio Continuo. Ahora, aplicando la ley de Hooke (1.57) para un material sélido, homogéneo e

isotropico
Tij = Xeydy; +2u e (1.64)
Sustituyendo y desarrollando
azui _ BTU _ 0 2 1 aui n 6u] L e s 165
Ptz = ax;  ox | M2\ox " ax) T OUOU (1.65)

13
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TR Th N 0%u; +}\66118 L6
Pz = Mox 0x " Moxox, ' ax Y (1.66)

Notemos que el Ultimo término también puede ser escrito como

1 ( aui aui ) _ 6ul-

€ii = E a_xl 6xl- N 6xl-
Usando esto
azui azui azu-
= A J
Par = Maxax T U Narax

Desarrollando los términos de esta Ultima expresién podemos identificar

azui 2
0x;j 0x;
Y también
0%u; v
axi ax] ( ul)

Asi sustituimos estas dos ultimas expresiones en el desarrollo

pily = uvAE + (u+2) V(v - )

Usando la siguiente identidad reescribimos

14
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Vi, = V(V-w) - VaVxu,

pil; = W(V-) — uVx Vxa, + (u+4) V(Y- ;)

pu; = Qu+D)VEV-T)— uVxVxz, (1.67)

Esta ecuacion de movimiento puede ser separada en dos partes, una dilatacional donde Vxu, = 0

y V-u, es una cantidad finita, al igual que una de corte para la cual V x u, es una cantidad finita y
V-u, =0[3]

i=1 + 1
donde

Vxu; =0

V=0

Con esto la ecuacion (1.67) es separada en las siguientes dos expresiones

— nLl —
uc_ ;Vz t
A+2
’l._il: 'uVZ ﬁl
P

- . A+2
donde definimos % como el cuadrado de la velocidad transversal Ct yTli como el cuadrado de la

velocidad longitudinal C;. Para una onda monocromadtica la solucidn a la ecuacién (1.67) es la
siguiente [3]

15
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ulx, t) = uy(x)e "t 4y, (x)e @t (1.68)

Siento w = 2mf, con f como la frecuencia en hertzios, también tomando en cuenta que cada
componente de la solucién satisface la ecuacién de Helmholtz

Vzul + klzul = 0,

V2u, + k. u, =0

Conky=w/c; v kt = w /c;, siendo los vectores de onda de las componentes longitudinal y
transversal, respectivamente. Asi con la solucidn de estas expresiones cambiamos la ecuacién (1.68)
por la siguiente

u(x, t) = uyeltax=-ot 4y pillx-wt)

16
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Capitulo 2
Ondas elasticas en barras

Ya vimos como es la expresidn general para las ondas elasticas en el medio continuo, en esta seccion
profundizaremos mds en cémo éstas se comportan en nuestro sistema a estudiar, un cilindro de
material sélido y homogéneo, de seccién transversal circular, radio a y longitud infinita, siendo la
imagen de la Figura 2.1 una seccion de éste. También haciendo la suposicidn de que nuestras ondas
son un poco “grandes” en cuanto a su longitud de onda. Para esto revisaremos la teoria de
Pocchammer que sera en la cual mds nos basemos en el estudio de las ondas, con lo cual
revisaremos los diferentes tipos de ondas en el cilindro las ondas longitudinales, torsionales y
flexurales de una barra de diametro grueso.

Z

X 6

Figura 2.1 Representacion de una seccion del sistema estudiado.

2. 1 Ondas en una barra infinita

En esta seccidn desarrollaremos un poco lo visto en el capitulo anterior, pero desde un punto mas
enfocado a nuestro sistema, por lo cual reescribiremos epresiones como el tensor de esfuerzos en
coordenadas cilindricas, el cual vimos que se cumplia con la ecuacién de onda; nos apoyaremos de
este tipo de herramientas para conocer también la amplitud de oscilacidn del sistema estudiado.

Como en general en un medio sélido pueden existir tanto ondas longitudinales, como transversales,
la ecuacidn de onda puede ser escrita en funcién de estas dos componentes. Una forma alterna de
escribir la amplitud de oscilacién para este tipo de sistemas es en funcién de los dos potenciales
eldsticos @ y H. [4]

16



Capitulo 2. Ondas elésticas en barras

uU=Veo+ VXH (2.1)
Tal que
Vo = uj,
(2.2)
VXH =1,

Donde el potencial H cumple con la ecuacién de onda vectorial y el potencial @ con la ecuacién de
onda escalar.

V2o = o 2.3
cf ot? (23)

2 = o°H 2.4
c ot? @4

Asi, con estos dos potenciales y haciendo uso de coordenadas cilindricas, acorde a la simetria del
sistema, las componentes del vector de desplazamiento son las siguientes:

_6<D+16HZ 0Hg
T or r 00 0z

(2.5)

Uy

17
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ug—;%+ 0z or
_ow 10
Y=z Tror Y o) r

Una de las condiciones en la frontera de la barra a considerar es la siguiente [4]

_10¢ 0H, OH,

(2.6)

(2.7)

donde T;j = Aey d;; + 2 pe;j. Esto debe cumplirse debido a que en la frontera entre dos medios,

la fuerza ejercida por elemento de volumen sobre sus alrededores debe ser igual a la fuerza que

ejercen éstos sobre dicho volumen, pero en direccidn opuesta

T 472 =0
L l
Siendo
A _ A~
T =Tty
Sustituyendo la relacién i; = —l,, obtenemos

(T —T5)my =0

Evaluando en la frontera r = a, Las condiciones de frontera para el tensor de esfuerzos serian:

Trlrlrza = Tr2r|r=a

18



Capitulo 2. Ondas elésticas en barras

1 _ m2
TrGlr:a - Tr9|r=a
Trlz|r=a = Tr22|r=a

Siendo los tres términos del lado derecho iguales a cero. Asi para una onda armédnica que viaja en
el cilindro proponemos la siguiente solucidn general para los potenciales.

@ = f(r) 0g(6) e'z=D) (2.8)
H = h(r) 6,(0)e' k=90 hy(r) 05(0)e!*k2=9D b, (1) 6,(8)e!*kz=«D  (2.9)

Haciendo sustitucion de dichas soluciones en las respectivas ecuaciones de onda, se encuentra una
solucién de senos y cosenos para la parte con dependencia en 6. Asi si sustituimos (2.8) en (2.3)

obtenemos.

"e 1'@ 1@” — k%f0 __w_2 o
f d>+rf d>+rf @ fOp = szqb,
1

Usando el método de separacidn de variables resulta.

" ! (1)2 @II
Tzf_”f%_(kz__)r:_ L (2.10)

Por lo que

04 = Asinnf + B cosnf
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Capitulo 2. Ondas elésticas en barras

Donde n es un numero entero. Al hacer la sustitucion de la solucién para H, resultados similares se
obtienen para 0@y, 6,, .. Diversos requerimientos en las diferentes dependencias de 6 de las
partes longitudinal, torsional y flexural, nos hacen descartar uno de los dos términos de la solucién
dependiendo del modo estudiado, dejandonos con las siguientes expresiones.

@ = f(r) cosn@ e!kz=wd)
H, = h,(r) sinng eikz-wt)
Hg = hy(r) cosnb eikz=ot)
H, = h,(r) sinn@ eikz-t)

Seguiremos con la determinacién de la dependencia de r de las cuatro funciones, comenzando
por @, para lo cual nos apoyamos nuevamente en la expresién (2.10).

2 2
f 1 df+<a2—n—>f=0

dr? r dr r2

donde a? = w?/cf — k,. Notamos que esta ecuacién diferencial de segundo orden es la funcién
Bessel de orden n, teniendo una solucion.

f@r) = AJp(ar)

Donde la segunda parte de la solucién de la ecuacién Bessel Y,, es descartada debido a su
comportamiento en el origen. De manera similar sustituyendo para la parte de h, tendremos la
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misma ecuacién diferencial con excepcién de qué tendriamos 82 = w?/c? — k,, asi la solucién seria

en este caso.

h,(r) = B Jx(BT)

Para las dos ultimas soluciones de la parte radial, resultan las siguientes ecuaciones diferenciales,
haciendo el desarrollo desde la expresién (2.4).

d?h, 1dh, 1 2y L@
@7 T Tz Ot 2o = he) = kihe & he = 0 (211)
d?hg 1dhy 1 = . WP
T2ttt (—n*hg + 2nh, — hg) — kzhg +Ehe =0 (2.12)

Son dos ecuaciones y dos incdgnitas, asi restamos la primera de la segunda para quedarnos con.

2 1d (n + 1)2
[ — — 2 — — — =
{dr2 rdr +B r2 } (hr = he) =0

De nuevo una ecuacién diferencial Bessel, para la cual la solucidn resulta ser la siguiente.
hy —hg = 2B3J11(BT)

Si sumamos las dos expresiones (2.11) y (2.12) obtenemos una ecuacion parecida.
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Capitulo 2. Ondas elésticas en barras

a2 1d (n —1)2
et

dr? dr r2 }(hr+h9)=0

Con solucion.

hy + hg = 2B1Jn—1(BT)

De las cuales podemos obtener la solucién para h,.y hg, las cuales serian las siguientes dos.

hy = BiJn-1(B7r) + BaJni1(BT) (2.13)
hg = BiJn-1(BT) — BaJn+1(BT) (2.14)

Asi tenemos cuatro soluciones de la parte radial, con las cuatro constantes A,B,B; y B, por
determinar con condiciones de frontera, de hecho por la propiedad de invariancia de norma, una
de las constantes sin perder generalidad [4], haciendo B; = 0, lo cual resultaria en el caso h, =
— hg. Asi sustituyendo las soluciones encontradas las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7), las expresiones
de los desplazamientos y algunos de las tensiones quedarian de la siguiente forma.

Ur = [f’ + (2) h, + kzhr] cos n@ elkzz—wt)
Up = [_ (g)f +kzhy — h'Z] sinn@ el(kzz=wt)

i(kzz—wt)

(n+ 1)hr]
— cosnfe

Uz = [_sz —h'y -

(2.15)
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" h )
T, = [—A(az +k3f +2u {f + ; (h’z — ?Z> + kzh'z}] cosn@eikzz=wt)

f

2 +1 )
Tg=u [—Tn(f' - ;) — (2hy — B%hy,) — k, (nT h, — h’r)] sinnfeilkzz=wt)

n n+1 nk .
T, =u [—Zsz' — ;{h’r + (T - %+ k;) hr} - Tzhz] cosn@elkzz—wt)

Donde las tres tensiones vienen siendo dadas por la ley de Hooke, en coordenadas cilindricas. Seran
con los resultados obtenidos en este apartado que mds adelante analizaremos los tres casos de
modos presentes en un cilindro.
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2.2 Modos torsionales

El caso de las ondas torsionales resulta cuando las componentes u, y u,- no existen (ver Figura 2.2)
[5]; de la ecuacidn de onda que satisface ug se sigue que es independiente de 6. Por esto mismo la
componente H, es la Unica que es diferente de cero del potencial vectorial H, con esto las
expresiones de estas dos componentes son:

g = —fBay (Br)e'Car—o0
(2.16)

H, = B3]y (Br)e'kz=wb

También notamos que en las condiciones de frontera de (2.15), T, es la Unica que nos queda.
Haciendo ésta igual a cero obtendremos la ecuacién de frecuencia de los modos torsionales, lo cual
resulta de la condicién [4]

0
TE (7';_9) = 0,
(2.17)

r=a, yn=0

Aplicando estas condiciones y sustituyendo las ecuaciones de (2.16) en T,.¢, obtenemos la siguiente
relacion

Bajo(Ba) = 2], (Ba), (2.18)

Esta igualdad se cumple cuando fa toma el valor de alguna raiz de la funcién Bessel, alguna de estas
son las siguientes

fia=5136, p,a=8417, Psa=1162,...

Lo cual lleva a la siguiente relacidn entre el nimero de onda y la frecuencia.

(Bya)? = (wa/cy)? — (k,a)? (2.19)

Al graficar las curvas de dispersidn de las raices mencionadas arriba obtenemos la Figura 2.3
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2a .................................................................

Figura 2.2. Modos torsionales en una barra sélida.

o

/(Za

Figura 2.3 Curvas de dispersién de los modos torsionales.
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2.3 Modos longitudinales

Para el caso de los modos longitudinales se considera que el desplazamiento uy es igual a cero, lo

. 0 L .
gue obtenemos si 36 = 0 y n = 0, porlocual nos quedaremos solo con las siguientes expresiones.

o  oH, o6 10
Ur = 3o~ U, = ——————(rHp)

Lo que lleva al comportamiento de las ondas descrito en la Figura 2.4 [5]. Sustituyendo las soluciones
de Hg y @, deberian ser suficiente para describir el movimiento de las ondas. Considerando de
nuevo el caso n = 0 las expresiones mencionadas quedarian de la forma

& = AJ,(ar)e!kzz=wD)
Hg = —B,J,(Br)e'kzz=®t

Sustituyendo estas dos ecuaciones en las condiciones de frontera de (2.15) paraT,, =T,, =0y r =
a obtenemos la relacién que cumplen los modos longitudinales en la barra cilindrica, la cual tiene la
siguiente forma

2a
;(ﬂz + k%)h(‘m)h(ﬁa) - (,82 - kZZ)Z]O(ar)jl(Br) - 4kzza,8]1(aa)]0([3a) =0 (2.16)

A la cual se le conoce como la ecuacidon de frecuencias de Pochhammer para los modos
longitudinales, donde

2

BZ_w__kZ

=— =
C¢
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2
w
2 — 2
a? = — — k2
l

la cual es una ecuacién transcendental a resolver para encontrar los modos longitudinales
permitidos en la barra, una forma de resolver dicha expresién es creando un programa que
encuentre el valor de las frecuencias y los vectores de onda tales que la ecuacién Pochhammer para
los modos longitudinales sea minima. Graficando los resultados obtenemos las curvas que cumplen
con la relacién de dispersién para los modos longitudinales, asi como se muestra en la Figura 2.5

e

v

—p e — —p

Figura 2.4 Modos longitudinales de una barra cilindrica sélida.

20

—

Figura 2.5 Curvas de dispersién para los modos longitudinales.
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2.4 Modos flexurales

Hemos visto que las dos componentes de desplazamiento vistas hasta hora se obtuvieron del caso

n = 0, asi, para de que las primeras familias de modos flexurales aparezcan, elegimosn = 1. En

este caso los desplazamientos de las tres componentes existen (véase Figura 2.6) [5], lo que hace

gue la ecuacion de Pochhammer para la frecuencia se la mas complicada hasta ahora. La cual resulta

de las tres ecuaciones diferenciales para las componentes de los tres desplazamientos que

dependen de la coordenada r y condicién de frontera de (2.15). Lo que resulta en la siguiente

ecuacion para la frecuencia

donde

I @JF(B)(f1Fg + foFuFs + f3Fs + faFy + f5) = 0,

fi= 2 - R

fo = 2B*(58% - k7).

fz = B —10B* — 23*k2 + 2B2kZ + B2k} — 4k2,

fa =2 (B?kZ — B* - 9K%),

fs = B*(=B* + 8B% — 2Bk} + 8kZ — k),

S]]
Il
Q
S
=
Il
Q
=

Ee = xJo(x)/]1 ().
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Una vez mds para encontrar las raices para la ecuacién de las frecuencias hacemos un programa tal
gue nos de los valores de k; y w, tal que minimicen esta ecuacion. Asi obtenemos las curvas de
frecuencia para los modos flexurales, las cuales son representadas en la Figura 2.7.

Figura 2.6 Modos flexurales en una barra.

15
Q)
{104
S
5
T T T T T
0 2 4 6 8 10

Figura 2.7 Curvas de dispersidn para modos flexurales
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Capitulo 3
Arreglo experimental

En esta seccién hablaremos de cémo se realizé el trabajo de laboratorio con el cual se quiere
comprobar algunos puntos del Capitulo dos, pero para ello es necesario revisar ciertos aspectos con
los cuales queremos dejar en claro la validez de nuestros métodos experimentales. Por lo cual se
abordaran cosas como la caracterizacién del material utilizado, donde se midieron los parametros
necesarios para el cadlculo que deseamos realizar, y la verificacién de dichos resultados con la
literatura. Asi mismo presentaremos la composicién del arreglo experimental que se utilizé en la
obtencidn de las sefiales que se realizaron. Por Ultimo, presentaremos la herramienta matematica
utilizada en el andlisis de dichas sefiales obtenidas.

3.1 Medicion de densidad

Como sistema se eligié una barra de aluminio, de una pulgada de didmetro y 120cm de largo. Para
establecer bien los pardmetros necesarios para la aproximacién teérica, fue necesario caracterizar
mecanicamente el material utilizado.

La medida de la densidad se llevé acabo usando el método de Arquimedes (representado por la
Figura 3.1), el cual consiste en medir la masa del objeto y su masa aparente en agua, con estas estas
dos variables, se puede conocer la densidad del material. Esto se debe a que es posible poner a la
densidad del material sumergido en funcidn de la densidad del agua y las masas medidas en el aire
y sumergida en agua.

a) b)

I: ) C )
| m | | Ma |
o e ) — O o
VI R — | —
|

L 1 L J

Figura 3.1 Ejemplo del método de Arquimedes: a) la pantalla de la balanza marca la masa m de la
pieza, b) la pantalla indica la masa aparente m, cuando la pieza es sumergida en agua.
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Donde el empuje del agua a temperatura ambiente es igual a la resta de los pesos, el real menos le

aparente y a la densidad del agua por la gravedad y el volumen del objeto sumergido.

Asi igualando los dos ultimos términos podemos dividir entre la gravedad.

Ahora con la definicién de densidad sustituimos el volumen del objeto del lado derecho.

©
I
<I3

E=w-=ws; = ppaogV

mg—mgg = PugV

3

m—-—mg = pHZO?

Por ultimo despejamos la densidad del objeto sumergido para asi dejarla en funcidn de las masas

que se tomaron y la densidad del liquido donde se sumergio, que en este caso es agua.

p= pHZOF

A continuacion se muestra la tabla de los pesos reales, aparentes y las densidades calculadas que

se obtuvieron en este proceso.

Masa real (g)

20.215
20.215
20.215
20.214
20.215
20.215
20.215
20.215

Masa aparente

(g)
12.528

12.515
12.521
12.479
12.447
12.517
12.371
12.445

Densidad (g/cm3)

2.622
2.618
2.620
2.606
2.595
2.618
2.570
2.594
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20.215 12.357 2.565
20.215 12.452 2.596

Después de hacer los cdlculos y estadistica necesarios (tomando la densidad del agua como
0.997048 g/cm3 * )se obtuvo un valor promedio para la densidad del aluminio de:

pa = 2.60025g/cm3

Con un valor para la desviacion estandar de g, = 0.02049 g/cm3,

3.2 Velocidades de sonido

Otra de las propiedades del material a conocer fue la de sus velocidades de sonido, transversal y la
longitudinal. Cabe notar que cada vez que se realiza una medicidon es necesario calibrar los
transductores con los cuales se trabaja, para verificar que todo esté funcionando correctamente.
Para esto se realiza una medicién de la velocidad de sonido con el método pulso-eco, el cual consiste
en la deteccion de ecos producidos por un pulso ultrasénico, la cual es reflejado por una
discontinuidad en el material. A esta sefial y a su reflexion se les mide el intervalo de tiempo en que
se captan cada una, ya que con este es que calculamos la velocidad de sonido del material. En la
Figura 3.2 podemos ver un ejemplo del tipo de sefales que se obtienen usando esta técnica, con la
cual se obtiene el tiempo de vuelo de la onda.

En la calibracién de los transductores, se utiliza un objeto con una velocidad ya conocida,
comprobando que la velocidad que se mida esté en un rango de tolerancia, marcado por el
fabricante de la pieza que se utiliza. Si el valor obtenido se encuentra en este rango podemos
continuar con las corridas del experimento.

Las corridas fueron utilizando la misma técnica eco-pulso. Asi con la profundidad de la pieza del
material, el tipo de transductor utilizado (longitudinal o transversal) y el tiempo de vuelo son
suficientes para hallar la velocidad de sonido en el material con el que se trabaja. Que en nuestro
caso las velocidades transversal y longitudinal de la barra de aluminio fueron de:

c; =6367.985m/s
la velocidad de sonido longitudinal y

¢ =3193.085m/s

! Densidad del agua a los 25°C, Handbook of Chemistry and Physics, CRC Press, 64th Ed.
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la velocidad de sonido transversal, con una desviacién estandar de

o; = 7.53m/s
y
oy = 17.0m/s,
respectivamente.
154
1.0
At
N -
S o NS
S |
=
g 05
< -
-1.0 1
1.5 4
-20 T T ¥ T ! 1
0.0 5.0u 10.0p 15.0u
Tiempo (1)

Figura 3.2 Sefial tipica del método pulso-eco que se realizé en el material de calibracién®. Donde la
sefial es captada con el osciloscopio, donde podemos medir el intervalo de tiempo entre el pulso y

el eco.

2 Material de calibracién que es vendido por diferentes fabricantes, para el cual se especifican las propiedades del material
con el que estd hecho. Con esto se compara la velocidad de sonido medida antes de trabajar y aquella proporcionada por

el vendedor.
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3.3 Montaje experimental

Para la parte experimental se acordé utilizar la configuracién mostrada en la Figura 3.3, en la cual
se utiliza la técnica de “transmision a través de” (Trough-Transmission). Donde se usan
transductores piezoeléctricos para la emision y la recepcidn de las ondas ultrasdnicas que viajan en
una barra de aluminio, siendo la emisién controlada con un generador de pulsos y la recepcidn con
un osciloscopio, el cual captura la sefial, mandando los datos a una computadora para su analisis
con la transformada de Fourier de tiempo corto, de la cual hablaremos mas adelante.

Andlisis FFT y STFT
post proceso

v

Computadora

?

I
‘ Osciloscopio |

f
|

Amplificador |
T

Transductor emisor

de 1MHz de 1MHz

Barra de aluminio

Transductor receptor ‘

r

|

Generador de pulsos |

Figura 3.3 Diagrama del arreglo experimental usado para la emisién, deteccidon y andlisis de sefiales
a través del sistema.

Para la incidencia a un angulo dado, se pensé en cortar la barra utilizada, por lo que primero se
realizd la medicién en la barra de 120 cm a incidencia normal, lo que llamaremos cero grados (el
angulo complementario). Después se cortd la barra para que quede una incidencia de veinte grados,
tratando de reducir en longitud sdlo lo necesario para conseguir el angulo de incidencia deseado,
por ultimo se cortd la barra para tener una incidencia de cuarenta grados. Se eligié operar de esta
manera para que las mediciones fueran sobre el mismo sistema, la reduccion en longitud de la barra
afecta en el tiempo de llegada, mas no tendria una importancia significativa para lo que se queria

observar.
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3.4 Transformada de Fourier de Tiempo Corto (STFT)

La transformada de Fourier de Tiempo Corto es una herramienta muy utilizada en el ambito del
procesamiento de sefiales de audio. Es un caso particular de una Transformada de Fourier Discreta
la cual define una clase muy particular de distribuciones de tiempo y frecuencia, la cual especifica
una amplitud compleja contra tiempo y frecuencia para cada sefal[7]. La definicion matematica
usual para la Transformada de Fourier de Tiempo Corto es la siguiente:

oo

Xp(w) = Z x(n)w(n — mR)e~Jon

n=—oo
donde:

x(n) = la senal de entrada a un tiempo n

w(n) = La funciéon ventana de largo M (por ejemplo Gaussiana, Hamming, etc.)
Xm(w) = tranformada de Fourier discreta de la sefial con ventana centrada en mR

R = tamaiio del intervalo, del muestreo entre tranformadas discretas sucesivas

Como sabemos la transformada de Fourier temporal nos ofrece un cambio de la sefal del dominio
del tiempo al dominio de las frecuencias, la transformada de Fourier a tiempo corto es esto mismo,
solo que en vez de transformar una sefial continua, ésta, transforma paquetes de informacion
discreta los cuales son sefialados por la funcién ventana con la cual se trabaja.

Aunque hay que tomar en cuenta que el ancho de la funcidn ventana esta relacionado con la
resolucidn en el tiempo de la transformada, tomemos como ejemplo la funcién Gaussiana como
funcién ventana, el ancho determinado por w(n — mR) nos dard que tantos datos en el tiempo se
tomaran en el eje del tiempo. Para un ancho de ventana muy angosto n — mR la resolucién en
tiempo serd mejor y para uno mas grande, la sefial tendra mejor resolucién en cuanto a frecuencia.
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Capitulo 4

Andlisis de resultados

En este ultimo capitulo revisaremos la teoria mostrada en el capitulo dos y la compararemos con los
resultados del experimento descrito en el capitulo tres. En términos generales el trabajo
experimental se tratd de hacer pasar un pulso ultrasénico ultracorto (de duracién de micras de
segundo) a través de una barra de aluminio de 1.20 m de longitud y 1 pulgada de didmetro
(dimensiones escogidas por la disponibilidad del aluminio). La onda mecanica viaja a través de la
barra y es recibida al otro extremo de la misma, se analiza la transmisidn directa. En esta seccion
veremos como es que podemos relacionar la sefal recibida por el transductor receptor con los
modos Pochammer. Analizaremos de qué forma los modos excitados dependen estrechamente del
angulo de incidencia con que el pulso es transferido al interior de la guia.

4. 1 Modos de oscilacion Pochhammer—Chree y dependencia angular

Como se describié en el capitulo dos, se hicieron diferentes programas para resolver la ecuacién de
Pochhammer para los tres tipos de oscilacion de ondas en barras. En el tercer capitulo se hizo una
descripcién el arreglo y procedimientos experimentales. En este ultimo comparamos datos
experimentales con la teoria de Pochhammer-Chree.

Los transductores piezoeléctricos de contacto utilizados para el arreglo experimental mostrado en
el Capitulo 3 (Figura 3.3) emiten ondas de tipo longitudinal, los modos excitados fueron
longitudinales (conformados tanto por ondas longitudinales como transversales). En la Figura 4.1
mostramos los modos longitudinales para la barra de estudio, con los pardmetros materiales
reportados en las secciones 3.1y 3.2 de esta tesis, a diferencia de la Figura 2.5 el eje de ordenada
muestra frecuencia desnormalizada en hertzios.

1.25M

1.00M

750.00k

500.00k

Frecuencia (Hz)

0 10 20 30
ka
z
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Figura 4.1 En lineas negras los modos de oscilacidn longitudinales para una varilla de aluminio de 1 pulgada
de didmetro. En rojo lineas de sonido longitudinal (L) y transversal (L¢) para el aluminio.

Las lineas de sonido (Fig. 4.1) se definen como la recta cuya pendiente es la velocidad de fase:
L, = c,k, (4.1)

donde u = [, t para las velocidades de sonido longitudinal y transversal respectivamente. Por otra
parte se cumple la siguiente relacién entre frecuencia y vector de onda:

-2 2
k| = (:_ﬁ =kZ+kZ. (4.2)

Despejando la componente r del vector de onda tenemos
k, = |5—kZ. (4.3)

Si queremos que la onda tenga componente k, del vector de onda real entonces es necesario que
la cantidad dentro de la raiz sea positiva, esto implica que

2
= (4.4)
Cu

Un vector de onda k,. imaginario corresponderia a una onda que decae en la direccién radial; si es
real entonces tendrd un comportamiento oscilatorio en esa direccion. Por tanto, la linea de sonido
definida en la Ec. (4.1) divide al espacio en dos regiones: la parte de la relacién de dispersién ubicada
por encima de la linea de sonido corresponde a modos oscilantes con velocidad de fase mayor que
la velocidad de sonido del material. Por debajo de la linea de sonido las parejas (w,k;)
corresponden a ondas que decaen en la direccién radial, cuya velocidad de fase es menor que la
velocidad de sonido. El primer modo de oscilacidn tiene velocidad de fase menor que la velocidad
de sonido transversal y tiende a la velocidad de sonido de las ondas Rayleigh [4,5] en el aluminio.
Estos modos ocurren en interfaces sélido/vacio, para el sistema esto corresponde a oscilaciones
cuyo maximo se encuentra en la superficie de la barra de aluminio, donde tanto las contribuciones
longitudinales como las transversales decaen al interior en la direccién radial.
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alk,

N

Figura 4.2 Angulo de propagacién definido con respecto al eje z de la barra.

Cada punto de los modos de propagacién de la grafica mostrada en la Fig. 4.1 estdn caracterizados
por una frecuencia w y un vector de onda k.. En base a esto seria posible asociar a cada punto de la
relacion de dispersion un dngulo de propagacién a relacionado a las contribuciones longitudinales
o transversales del modo de oscilacién. Nos interesa definir el dngulo de la parte longitudinal, pues
experimentalmente se utilizaron transductores que emiten ondas de tipo longitudinal donde fue
posible controlar el dngulo de incidencia «; . Entonces

ky kg

k| w/cy

cosa = (4.5)

u =1, t para las velocidades de sonido longitudinal y trasversal, respectivamente.

En la Figura 4.3(a) tenemos la misma relacion de dispersién de la Figura 4.1, donde se ha afadido
una escala de colores correspondiente al angulo de propagacion a calculado segun la Ec. (4.5). Los
modos en negro se encuentran por debajo de la linea de sonido longitudinal. A estos no se les puede
calcular un dngulo de propagacién longitudinal, pues la parte longitudinal del modo decae en la
direccion radial. La parte transversal del modo es auln oscilante en la zona entre L,y L:. El vector de
onda k, calculado con la Ec. (4.3) para la parte longitudinal es imaginario en esa zona, sin embargo,
estos modos se propagan a lo largo del eje del cilindro pues la componente k, sigue siendo real.

En el panel (b) dela Figura 4.3 se ha graficado la velocidad de grupo en direccion del eje del cilindro
para los modos, la cual se calcula como:

_ Odw
92 7 ok, ’

(4.6)
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Figura 4.3 (a) Modos longitudinales para una barra de aluminio de 1” de didmetro. (b) Velocidad de grupo en
direccion z de estos modos. (c) Tiempos de vuelo relacionados a una distancia d=120cm a lo largo del eje z
de la varilla. La escala de colores en los tres paneles corresponde al angulo de propagacion a de la parte
longitudinal [Ec. (4.5)]. 3

con fines de comparacion hemos sefialado con linea roja punteada las velocidades de sonido
longitudinal (c;) y transversal (c;) del aluminio. El panel (c) de la misma figura corresponde a las
velocidades de vuelo a lo largo de una distancia d calculadas como:

T=—. (4.7)

Se han anadido dos lineas punteadas en rojo las cuales corresponden al tiempo que tardan en
recorrer una onda longitudinal (z;) y transversal (t;) una distancia d en aluminio.

La idea central que examinaremos es la siguiente: la transmisidon de ondas elasticas en una barra
sélida de longitud d dependen del angulo a; con que las ondas inciden en el sistema, por tanto al
angulo a de propagacion de la onda al interior del cilindro, por medio de la cual podemos
correlacionar la transmision en la barra finita a la relacion de dispersion.

3 Graficas obtenidas con un programa en fortran, el cual encontraba las raices para la ecuacién de los modos
longitudinales Pochhammer, ecuacién (2.16).
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4. 2 Descripcidn de los sistemas experimentales y andlisis de resultados

Analizamos la trasmision de ondas ultrasdnicas de tipo de longitudinal en barras de aluminio 6061-
T6 de aproximadamente 120cm de longitud, en tres diferentes situaciones. La diferencia entre los
tres experimentos consiste en la forma en que se hace incidir el pulso longitudinal en la barra. Esto
para observar los resultados en cada caso y ver si las observaciones en cada una de ellas son
consistentes entre siy a su vez con el modelo tedrico.

Figura 4.4 Sistema experimental de 3 barras con terminaciones en punta.

a) Tres barras de aluminio con terminaciones diferentes.

El sistema es mostrado en la Figura 4.4 el dngulo de incidencia @ es obtenido mediante la
terminacion en punta de uno de los extremos de la barra. El transductor emisor es colocado sobre
esa cara en la punta centrado en el punto P. El transductor receptor se coloca en el extremo opuesto
(que no aparece en la fotografia) el cual no tiene terminacién en punta. Del punto P al otro extremo
de la barra son 120cm, de manera que para las tres barras d = 120cm.

Los espectros de las figuras 4.5 (a), (b) y (c), corresponden a las barras 1, 2 y 3 de la Figura 4.4,
respectivamente. Podemos observar en primera instancia de la Figura 4.5 que la linea negra que
denota larelacidn de dispersion tedrica esta alineada a los maximos de transmision (rojo en la escala
de colores), los cuales son los obtenidos tras haber utilizado la Transformada de Fourier de Tiempo
Corto en la sefial que sale de la barra. Este resultado quiere decir que la teoria de Pochhammer—
Chree describe adecuadamente la propagacion de ondas elasticas en nuestro sistema.
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Otra cosa que podemos observar de estas imagenes es el aumento de la intensidad en la segunda
familia de modos longitudinales conforme el dngulo de incidencia aumenta, debido a que estos
logran llegar hasta el transductor receptor, ya que como se comenté previamente el aumento en el
angulo significa que menos “parte” de la onda sera dispersada radialmente.
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Figura 4.5 Transformada de Fourier de Tiempo corto para la trasmision en barras cuyo angulo de incidencia
es (a) 0°(b) 20° y (c) 40°, cada una de estas figuras tiene en linea negra los tiempos de llegada tedricos, la
escala de colores corresponde a la intensidad de la onda recibida en escala de decibelios. Donde la escala de
la derecha nos dice la amplitud de la sefial en escala de decibelios.

El comportamiento tedrico esperado es mostrado en la Figura 4.3(c) donde conforme aumenta el
angulo de transmisidon se comienzan a excitar parte de los modos que se asocian con tiempos de
transmisién mayores.

En la figura tedrica 4.3(a) vemos en la relacion de dispersidn que los modos en rojo corresponden a
propagacion con @ = 0°, en el panel (b) de la misma figura vemos que la seccién de la relacién de
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dispersidon a angulos muy pequefios, cercanos a cero, corresponden a la familia de maximos de
mayor velocidad de grupo. En el panel (c) estos mismos modos a pequefios dangulos se identifican
con una familia de tiempos de llegada a tiempos menores (alrededor de los 200 us).

El espectro experimental 4.5(a), corresponde a la barra 1 con dngulo de incidencia normal (a; = 0).
Este espectro efectivamente presenta maximos de energia transmitida que pueden identificarse con
la primera familia de maximos de la velocidad de grupo.

Por otra parte, para evitar confundir con la excitacion de alguna otra familia de modos, o
polarizacidn, se destaca que en la Figura 4.5 (a) se detectan ecos para tiempos mayores de 600us y
frecuencias mayores de 500kHz. Este eco corresponde a la energia que no es recibida en la
transmision directa y es reflejada en la intertace barra|receptor, la onda viaja nuevamente por la
barra y es captada una vez que ha recorrido tres veces la longitud d por el transductor. Cuando
aumenta el angulo de incidencia este eco se pierde y lo que se analiza es la transmisién directa del
pulso.

El espectro 4.5(b) corresponde a la barra 2, donde la propagacion es a 20°, teéricamente puede
relacionarse con los modos en rojo de la Figura 4.3(c), que se asocian a una segunda familia de
maximos de velocidad de grupo pero con velocidades menores de las correspondientes a 0°. Esto
se ve como una segunda familia de curvas de tiempos de llegada que son excitados alrededor de
400ps.

Para el angulo de transmision de 40° en la grafica tedrica 4.3(c) podemos observar que las
frecuencias corresponden a un mayor tiempo de transito. En el espectro 4.5(c) podemos observar
gue hay maximos de transmisidn a tiempos mayores que en los dos espectros anteriores.

Es importante hacer notar que la emision de los transductores no es perfecta, es decir, no es un haz
colimado como el que podria esperarse en un laser. La emisién de un transductor posee I6bulos
laterales y el haz se va abriendo con la distancia. Es por esto que con el dngulo se observa “una
tendencia” hacia tiempos mayores, determinadas mediante la relacién de dispersion.

De manera que con la identificacion de los modos Pochammer-Chree obtenemos una descripcion
cualitativa de lo que estd ocurriendo al aumentar el dngulo de incidencia en el sistema experimental.

b) Barra desbastada.

En este caso se comenzd con una barra de aluminio similar a la “Barra 1” mostrada en la Figura 4.4
la cual tuvo unad = 120cm, en esta se realizaron mediciones correspondientes a a« = 0°. Luego
uno de los lados se desbastd para obtener @ = 20°, sobre esta cara se coloco el transductor emisor
y en la otra cara intacta se colocé el receptor. Por ultimo, se desbastd de nuevo la misma cara hasta
obtener @ = 40°, nuevamente este lado fue el de la emisién y la otra cara la de la recepcion.
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Naturalmente para los angulos 20° y 40° la longitud d se vio alterada por unos algunos milimetros,

esto fue considerado en el ajuste tedrico de los tiempos de llegada.

receptor barra

emisor

o;

Figura 4.6 Esquema de la configuracidn experimental para la medicidn utilizando zapatas transmitir

d ! d’)l

ondas ultrasénicas longitudinales con un angulo « en el interior de la barra de aluminio.
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Figura 4.7 Transformada de Fourier de Tiempo corto para la trasmisidn en barras cuyo angulo de incidencia
es (a) 0°y (b) 20° y (c) 40° cada una de estas figuras tiene en linea negra los tiempos de llegada tedricos, la
escala de colores corresponde a la intensidad de la onda recibida.
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En la Figura 4.7 (a) contabamos con una barra similar en todos los aspectos al caso de la Figura 4.5
(a), por lo que no es raro notar nuevamente la excitacion de la que hemos llamado la primera familia
de modos la cual presenta el caso (a; = 0°), ademds de la presencia de ecos a tiempos mayores a
los 600us, los cuales no se presentan en los demds paneles de la Figura 4.7 por lo comentado
anteriormente.

Posteriormente se realizé un corte en la barra, el corte fue disefiado para obtener un caso similar al
de la Figura 4.5 (b), lo que ocurre cuando (a; = 20°). Bajo estas condiciones se observé lo graficado
en la Figura 4.7 (b) para la cual se nota nuevamente un incremento en la intensidad de los modos
descritos en la Figura 4.3 paneles (b) y (c) los cuales corresponden a la familia de modos verdes.

Una ultima vez se cortod la barra dando lugar a la Figura 4.7 (c), la cual representa al igual que en la
Figura 4.5 (c) el caso en que (a; = 40°). Lo que arrojé nuevamente un resultado en el cual se
excitaron las frecuencias de mayores tiempos de llegada.

c) Barra de aluminio con zapatas de nylon.

Para esta serie de mediciones se utilizd Unicamente la “Barra 1” mostrada en la Figura 4.4, en este
caso el angulo de incidencia se obtuvo mediante el uso de zapatas de nylon (Figura 4.5) para obtener
los angulos de 0°, 20°, 44° y 70°. El angulo de incidencia de las zapatas de nylon ¢; se relaciona con
el angulo de propagacién a mediante la ley de Snell:

sena; — sena’ (4,8)

CINy Cl

donde ¢y, es la velocidad de sonido longitudinal en el nylon.
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Figura 4.8 Transformada de Fourier de Tiempo Corto para la trasmisidn en una barra con zapatas de nylon con
angulos de incidencia a (a) 20°, (b) 44° y 60°, cada una de estas figuras tiene en linea negra los tiempos de
llegada tedricos, la escala de colores corresponde a la intensidad de la onda recibida.

Una ultima vez presentamos nuevamente tres figuras para tres casos de a diferentes, pero esta vez
utilizando otra técnica para la incidencia de las ondas. La cual consistia en utilizar zapatas de nylon
para modificar el angulo de incidencia. Asi esta vez en la Figura 4.8 (a) representan los modos de las
ondas transmitidas para el caso (a; = 20°). Para los cuales se nota la presencia de los mismos modos
vistos en las dos secciones anteriores, los cuales rondan en los 200us de tiempo de vuelo.

Después en el panel (b) de la Figura 4.8, se presenta el caso de un angulo (a; = 44°), para el cual
vuelve haber una excitacién en modos con tiempos posteriores a la primera familia. Por ultimo se
incluye el caso de (a; = 60°) panel (c) de la Figura 4.8, para el cual los modos ya no son muy legibles
pero se detecta la presencia de ellos para tiempos mayores a los de la familia de modos en rojo en
la Figura 4.3.

Cabe destacar que en esta ultima seccidn se eligieron estos angulos debido a la disponibilidad del
nylon con el que se trabajé. También es de notar que a diferencia de las dos secciones anteriores
los ecos hacen presencia en los tres paneles de la Figura 4.8, esto es debido a la frontera entre los
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materiales que se trabaja, la cual permite que cierta componente de la onda haga el recorrido
necesario para crear estos ecos.
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Conclusiones

Se estudid la transmisidn de ondas en una barra de aluminio de longitud finita [ y radio a, con ayuda
de la teoria descrita por Pochhammer—Chree, con lo que se obtuvieron las expresiones vistas en la
seccion dos de este trabajo, las cuales describen el viaje de las ondas a través de una barra. Con esto
se obtuvieron expresiones con las que nos fue posible calcular las frecuencias w y los vectores de
onda k, para crear graficas de las curvas de dispersion para las ondas longitudinales, torsionales y
flexurales.

Posteriormente se realizaron varias corridas en las cuales se tomaron varias sefales de ondas de
tipo longitudinal que viajaron a través del sistema, de las cuales tras analizarlas se obtuvieron las
relaciones de dispersion. Comparando los resultados obtenidos con el método teérico que se utilizd
para describir el fendmeno, se observa correspondencia entre las relaciones de dispersion creadas
con los datos arrojados por los programas y aquellas que fueron obtenidas del arreglo experimental.
Con lo que podemos decir que la teoria propuesta por Pochhammer—Chree es vdlida para la
descripcién de dichas ondas viajeras en la barra.

Por otro lado se hicieron incidir a diferentes angulos las mismas ondas de tipo longitudinal, en tres
diferentes situaciones a modo de completes, observando el comportamiento en las tres ocasiones
vemos un incremento en la intensidad de varios modos. Esto es debido a que cuando el dngulo a
aumenta, el vector k, cambia con él. Debido a eso la relacidon del vector k,- con la frecuencia y la
velocidad de sonido ya no es la misma, lo que permite que menos ondas decaigan en direccion
radial, obteniendo asi un mayor nimero de ondas al otro extremo de la barra. Este comportamiento
se refleja en las diferentes graficas del capitulo cuatro (4.6, 4.7 y 4.8), ya que como se observa los
modos mds intensos son aquellos que se encuentran en la ventana que denotan las velocidades de
sonido, pero a medida que aumenta el dngulo a, se empiezan a ver que la intensidad de los modos
fuera de esta ventana van aumentando.

Asi, con estos resultados se presenta la evidencia necesaria para respaldar la hipdtesis que se dijo
en el capitulo cuatro: “la transmisidn de ondas elasticas en una barra sélida de longitud finita d
esta relacionada con el angulo a; con que las ondas inciden hacia el interior de la barra, la cual
puede relacionarse con el dngulo a que se obtiene a partir de la relacién de dispersion.”
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Apéndice

A. Codigo para encontrar las raices de los modos torsionales.

PROGRAM Tor

I Declaracién de variables

implicit none

real :: b, a, w, cl, ct, kz, kzmin, wmin, dkz, dw, tor, torAA, torA, kzmax, wmax, wl, wil
integer :: n, maxkz, maxw, m, f
cl=6367.9854

ct=3798.185

a=0.0127

kzmax=10

wmax=28

kzmin=0.001

wmin=0.001

tor=0.0

torAA=0.0

torA=0.0
| Escritura de datos obtenidos
open(1, file="datos1.dat', status= 'unknown')

open(2, file="datos2.dat', status= 'unknown')

open(3, file="datos3.dat', status= 'unknown')
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open(4, file="datos4.dat', status= 'unknown')
open(5, file="datos5.dat’, status= 'unknown')
open(6, file="datos6.dat’, status= 'unknown')
open(7, file="datos7.dat’, status= 'unknown')
open(8, file="datos8.dat', status= 'unknown')

open(9, file="datos9.dat', status= 'unknown')

I Aqui definimos el nUmero de iteraciones que realiza el programa

maxkz=100

dkz = (kzmax - kzmin)/maxkz
maxw=10000

dw = (wmax - wmin)/maxw
do n=1, maxkz, 1

kz = kzmin + n*dkz

f=0

do m=1, maxw, 1

wl=w

wl=kz

w =wl + m*dw

if (w<wmax) then

b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)
torAA=torA

torA=tor
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I Ecuacion de frecuencia para los modos torsionales

tor =abs(2.0*bessel_j1(b)-b*bessel_jo(b))

I Criterio de seleccidn de datos para encontrar los minimos de la ecuacién de frecuencia

if (torAA > torA .and. tor>torA ) then
write(f,*) kz, wl

f=f+1

end if

end if

end do

end do

end program
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B. Cadigo para hallar raices de modos longitudinales

PROGRAM Long

implicit none

| Declaracién de variables

DOUBLE PRECISION :: b, a, w, cl, ct, kz, kzmin, wmin, dkz, dw, long, longAA, &
longA, kzmax, wmax, wl, wil, al, a0, a2, wt, b0, b2, J1a,J1b,l1a,I1b,&
Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1, i0a2, i1a2, i0b2, i1b2

integer :: n, maxkz, maxw, m, f

COMPLEX :: i=cmplx(0.0, 1.0)

cl=6367.9854

ct=3798.185

a=0.0127

kzmax=10.0

wmax=28.0

kzmin=0.001

wmin=0.001
| Escritura de datos en archivos externos
open(1, file="datos1.dat', status= 'unknown')

open(2, file="datos2.dat', status= 'unknown')

open(3, file="datos3.dat', status= 'unknown')

52



open(4, file="datos4.dat', status= 'unknown')
open(5, file="datos5.dat’, status= 'unknown')
open(6, file="datos6.dat’, status= 'unknown')
open(7, file="datos7.dat’, status= 'unknown')
open(8, file="datos8.dat', status= 'unknown')
open(9, file="datos9.dat', status= 'unknown')
open(10, file="datos10.dat', status='unknown')
open(11, file="datos11.dat', status='unknown')

open(12, file="datos12.dat', status='unknown')

I Aqui se define el nimero de iteraciones que el programa hard

maxkz=100

dkz = (kzmax - kzmin)/dble(maxkz)
maxw=100000

dw = (wmax - wmin)/dble(maxw)

do n=1, maxkz, 1

kz = kzmin + n*dkz
long=0.0
longAA=0.0
longA=0.0
f=0
wl = kz*(cl/ct)
wt = kz

do m=1, maxw, 1
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w =wmin + m*dw

| Zona tres donde los resultados son todos reales

if(w>wl) then

b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)

al =sqrt(((w*ct/cl)**2)-(kz*kz))
longAA=longA

longA=long

I Ecuacién de frecuencia de los modos longitudinales

long =dabs(2.0*al1*(b*b+kz*kz)*bessel _j1(b)*bessel j1(al) &
-(b*b-kz*kz)**2*bessel_j1(b)*bessel jO(al)&

-4*kz*kz*b*al*bessel_jO(b)*bessel_j1(al))

if (longAA > longA .and. long>longA ) then
write(f,*) kz, w
f=f+1

end if

I Zona dos donde existen resultados imaginarios para alfa

else if (w>wt .and. w<wl) then

b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)

a0 =(((w*ct/cl)**2)-(kz*kz))
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a2=sqrt((kz*kz)-(w*ct/cl)**2)

I Llamada a la subrutina de funcién bessel para nimeros complejos In(X)

call IKO1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11a2 = Bil
10a2 = Bi0
longAA=longA
longA=long
I Ecuacién de frecuencia para modos flexurales
long =dabs(-2.0*a2*(b*b+kz*kz)*bessel_J1(b)*I11a2-((b*b-kz*kz)**2)*bessel_J1(b)*I0a2 &
+4.0*kz*kz*b*a2*bessel_JO(b)*I1a2)
| Criterio de seleccidn para encontrar los minimos
if (longAA > longA .and. long>longA .and. dabs(w-dw-wt)> dw ) then
write(f,*) kz, w
f=f+1
end if
I Primera zona donde existen resultados imaginarios tanto para alfa como beta
Iprimer zona
else if (w<wt)then
b0 = ((w)**2 - (kz)**2)

a0 =(((w*ct/cl)**2)-(kz*kz))
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a2=sqrt((kz*kz)-(w*ct/cl)**2)
b2 = sqrt((kz)**2-(w)**2)
I Llamada a la subrutina de funcién Bessel para nimeros complejos In(X)

call IKO1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Dil1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)

I1a2 = Bil

10a2 = Bi0

call IKO1A(b2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)

11b2 = Bil

I0b2 = Bi0

longAA=longA

longA=long

! Ecuacién de frecuencia para modos flexurales

long=abs(-2.0*i*a2*(-b2*b2+kz*kz)*11b2*11a2-i*((-b2*b2-kz*kz)**2)*11b2*10a2 &
+4.0%i*kz*kz*b2*a2*10b2*11a2)
I Criterio para obtener los valores para la cual la ecuacién de la frecuencia se minimiza.
if (longAA > longA .and. long>longA ) then
write(f,*) kz, w
f=f+1
end if
end if
end do
end do

end program
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ISubrutina para la funcidn Bessel de primer orden para nUmeros complejos.

SUBROUTINE IKO1A(X,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)

Purpose: Compute modified Bessel functions 10(x), 11(1),
KO(x) and K1(x), and their derivatives
Input: x --- Argument (x00)

Output: BIO --- 10(x)

DIO - 10'(x)
BI1 - 11(x)
DI1 - 11'(x)
BKO --- KO(x)
DKO --- KO'(x)
BK1 --- K1(x)
DK1 -- K1'(x)
IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION a, al, b, BiO, Bil, BkO, Bkl ,ca,cb, &
& ct, Di0, Di1, DkO, Dkl ,el, pi,r,w0, &
& ww, X

DOUBLE PRECISION x2 , xr , xr2

INTEGER k , kO
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15

20

DIMENSION a(12), b(12), a1(8)

P1=3.141592653589793D0
EL=0.5772156649015329D0
X2=X*X
IF (X.EQ.0.0D0) THEN
BI0=1.0D0
BI1=0.0D0
BK0=1.0D+300
BK1=1.0D+300
DI0=0.0D0
DI1=0.5D0
DKO0=-1.0D+300
DK1=-1.0D+300
RETURN
ELSE IF (X.LE.18.0D0) THEN
BI0=1.0D0
R=1.0D0
DO 15 K=1,50
R=0.25D0*R*X2/(K*K)
BIO=BIO+R
IF (DABS(R/BI0).LT.1.0D-15) GO TO 20
CONTINUE
BI1=1.0D0
R=1.0D0

DO 25 K=1,50
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25

30

35

R=0.25D0*R*X2/(K*(K+1))

BI1=BI1+R

IF (DABS(R/BI1).LT.1.0D-15) GO TO 30
CONTINUE

BI1=0.5D0*X*BI1

ELSE

DATA A/0.125D0,7.03125D-2, &
7.32421875D-2,1.1215209960938D-1, &
2.2710800170898D-1,5.7250142097473D-1, &
1.7277275025845D0,6.0740420012735D0, &
2.4380529699556D01,1.1001714026925D02, &
5.5133589612202D02,3.0380905109224D03/

DATA B/-0.375D0,-1.171875D-1, &
-1.025390625D-1,-1.4419555664063D-1, &
-2.7757644653320D-1,-6.7659258842468D-1, &
-1.9935317337513D0,-6.8839142681099D0, &
-2.7248827311269D01,-1.2159789187654D02, &
-6.0384407670507D02,-3.3022722944809D03/

K0=12

IF (X.GE.35.0) KO=9

IF (X.GE.50.0) K0O=7

CA=DEXP(X)/DSQRT(2.0D0O*PI*X)

B10=1.0D0

XR=1.0D0/X

DO 35 K=1,K0

BI0=BIO+A(K)*XR**K
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BIO=CA*BIO
BI1=1.0D0
DO 40 K=1,K0
40 BI1=BI1+B(K)*XR**K
BI1=CA*BI1
ENDIF
IF (X.LE.9.0D0) THEN
CT=-(DLOG(X/2.0D0)+EL)
BK0=0.0D0
W0=0.0D0
R=1.0D0
DO 65 K=1,50
W0=W0+1.0D0/K
R=0.25D0*R/(K*K)*X2
BKO=BKO+R*(WO0+CT)
IF (DABS((BKO-WW)/BK0).LT.1.0D-15) GO TO 70
65 WW=BKO
70  BKO=BKO+CT
ELSE
DATA A1/0.125D0,0.2109375D0, &
1.0986328125D0,1.1775970458984D01, &
2.1461706161499D02,5.9511522710323D03, &
2.3347645606175D05,1.2312234987631D07/
CB=0.5D0/X
XR2=1.0D0/X2

BK0=1.0D0



75

DO 75K=1,8
BKO=BKO+A1(K)*XR2**K
BKO=CB*BK0/BIO
ENDIF
BK1=(1.0D0/X-BI1*BK0)/BIO
DIO=BI1
DI1=BI0-BI1/X
DKO=-BK1
DK1=-BKO-BK1/X
RETURN

END
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C. Programa para encontrar raices de los modos flexurales

PROGRAM Flex

implicit none

I Definicidon de variables

DOUBLE PRECISION :: b, a, w, cl, ct, kz, kzmin, wmin, dkz, dw, tor, torAA, &
torA, kzmax, wmax, wl, wil, al, a0, a2, wt, b0, b2, J1a,J1b,113,I1b,&
BiO,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1, i0a2, ila2, iOb2, ilb2, fa, fb&

, 1,12, 13,4, f5

integer :: n, maxkz, maxw, m, f

COMPLEX :: i=cmplx(0.0, 1.0)

cl=6367.9854

ct=3798.185

a=0.0127

kzmax=10.0

wmax=28.0

kzmin=0.001

wmin=0.001

leEcritura de datos en archivos externos

open(1, file="datos1.dat', status= 'unknown')

open(2, file="datos2.dat', status='unknown')
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open(3, file="datos3.dat', status= 'unknown')
open(4, file="datos4.dat', status= 'unknown')
open(5, file="datos5.dat’, status= 'unknown')
open(6, file="datos6.dat’, status= 'unknown')
open(7, file="datos7.dat’, status= 'unknown')
open(8, file="datos8.dat', status= 'unknown')
open(9, file="datos9.dat', status= 'unknown')
open(10, file="datos10.dat', status='unknown')
open(11, file="datos11.dat', status='unknown')
open(12, file="datos12.dat', status='unknown')
open(13, file="datos13.dat', status='unknown')
open(14, file="datos14.dat', status='unknown')
open(15, file="datos15.dat’, status='unknown')
open(16, file="datos16.dat’, status='unknown')
open(17, file="datos17.dat’, status="'unknown’)
open(18, file='datos18.dat’, status="unknown’)
open(19, file="datos19.dat’, status="unknown’)
open(20, file='datos20.dat’, status="unknown’)
open(21, file="datos21.dat’, status="unknown’)
open(22, file='datos22.dat’, status='unknown’)
open(23, file='datos23.dat’, status="unknown’)

open(24, file='datos24.dat’, status="'unknown’)

IDefinicion de numero de iteraciones que realiza el programa

maxkz=100
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dkz = (kzmax - kzmin)/dble(maxkz)
maxw=100000
dw = (wmax - wmin)/dble(maxw)

do n=1, maxkz, 1

kz = kzmin + n*dkz
tor=0.0
torAA=0.0
torA=0.0
f=1
wl = kz*(cl/ct)
wt =kz

do m=1, maxw, 1

w =wmin + m*dw

IZona tres con valores reales para alfa y beta

Izona tres
if(w>wl) then
b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)
al =sqrt(((w*ct/cl)**2)-(kz*kz))
torAA=torA

torA=tor

fa=al*bessel_jO(al)/bessel _j1(al)
fb=b*bessel_jO(b)/bessel_j1(b)

fF1=2%(b**2-kz**2)**2
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f2=2*(5*(kz**2)+b**2)*(b**2)
f3=(b**6)-10*(b**4)-2*(kz**2)*(b**4)+2*(b**2)*(kz**2)+&
(b**2)*(kz**4)-4*(kz**4)
f4=2*(b**2)*(2*(b**2)*(kz**2)-(b**2)-9*(kz**2))

f5=(b**2)*(-(b**4)+8*(b**2)-2*(b**2)*(kz**2)+8*(kz**2)-(kz**4))

! Ecuacidén de frecuancia para los modos flexurales

tor=dabs((bessel_j1(a)*bessel_j1(b)**2)*(f1*fb**2+f2*fa*fb+f3*fb+f4*fa+f5))

ICriterio que elige los valores minimos hallados

if (torAA > torA .and. tor > torA .and. dabs(w-dw-wl)> dw ) then

if( w>=7.5270 .and. w<=7.82478 .and. kz>=2.2007 .and. kz<=2.4009) then
go to 100

end if

if( kz>=5.90035 .and. kz<=6.0005 .and. w>=11.8740 .and. w<=12.1128) then
go to 100

end if

if( kz>=0.10099 .and. kz<=0.70094 .and. w>=11.85885 .and. w<=11.86838) then
go to 100

end if
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write(f,*) kz, w
f=f+1
100 end if
Isegunda zona con valores complejos para alfa
Izona dos
else if (w>wt .and. w<wl) then
b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)

a2 = sqrt((kz*kz)-(w*ct/cl)**2)

call IKO1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11a2 = Bil

10a2 = Bi0

torAA = torA

torA = tor

fa=a2*10a2/11a2

fb=b*bessel_jO(b)/bessel_j1(b)

f1=2%(b**2-kz**2)**2

£2=2%(5*(kz**2)+b**2)* (b**2)

£3=(b**6)-10% (b**4)-2%(kz**2)* (b**4)+2* (b**2)*(kz**2)+&
(b**2)*(kz**4)-4* (kz**4)

fa4=2*(b**2)*(2* (b**2)*(kz**2)-(b**2)-9* (kz**2))
F5=(b**2)*(-(b**4)+8* (b**2)-2*(b**2)* (kz**2)+8* (kz**2)-(kz**4))

lecuacion de frecuancia para modos flexurales
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tor=abs((i*11a2*(bessel_j1(b)**2))*(f1*fb**2+f2*fa*fb+f3*fb+f4*fa+f5))

if (torAA > torA .and. tor>torA .and. dabs(w-dw-wt)> dw .and. dabs(w-dw-wl)> dw) then

write(f,*) kz, w
f=f+1

end if

Iprimer zona

else if (w<wt)then

a2= sqrt((kz*kz)-(w*ct/cl)**2)

b2 = sqrt((kz)**2-(w)**2)

call IK0O1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11a2 = Bil
10a2 = Bi0

call IK0O1A(b2,Bi0,Di0,Bi1,Dil1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11b2 = Bil

I0b2 = Bi0

call IKO1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11a2 = Bil

10a2 = Bi0
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torAA=torA

torA=tor

fa=a2*10a2/11a2

fb=b2*10b2/11b2

f1=2%(-b2**2-kz**2)**2

£2=-2%(5%kz**2-b2**2)*h2**2

f3=(-b2**6)-10% (b2**4)-2% (b2**4)* (kz**2)-2*(b2**2)* (kz**2)-&
(b2**2)*(kz**4)-4* (kz**4)
f4=-2%(b2**2)*(-2*(b2**2)*(kz**2)+(b2**2)-9*(kz**2))

f5=-1%(b2**2)*((-b2**4)-8*(b2**2)+2* (b2**2)* (kz**2)+8* (kz**2)-(kz**4))

tor=abs((-1*i*11a2*(11b2**2))* (F1*(fo**2)+f2*fa*fb+f3*fb+f4*fa+f5))

if (torAA > torA .and. tor>torA ) then
write(f,*) kz, w
f=f+1
end if
end if
end do
end do
end program

SUBROUTINE IKO1A(X,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)

! Purpose: Compute modified Bessel functions 10(x), 11(1),

68



KO(x) and K1(x), and their derivatives
Input: x --- Argument (x00)

Output: BIO --- 10(x)

DIO --- 10'(x)
BI1 - 11(x)
DI1 - 11'(x)
BKO --- KO(x)
DKO --- KO'(x)
BK1 --- K1(x)
DK1 - K1'(x)
IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION a, al, b, BiO, Bil, BkO, Bkl ,ca,cb, &
& ct, Di0, Di1, DkO, Dkl ,el, pi,r,w0, &
& ww , X

DOUBLE PRECISION x2 , xr , xr2

INTEGER k , kO

DIMENSION a(12), b(12), a1(8)

PI1=3.141592653589793D0
EL=0.5772156649015329D0
X2=X*X

IF (X.EQ.0.0D0) THEN
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BI0=1.0D0
BI1=0.0D0
BK0=1.0D+300
BK1=1.0D+300
DI0=0.0D0
DI1=0.5D0
DKO0=-1.0D+300
DK1=-1.0D+300
RETURN
ELSE IF (X.LE.18.0D0) THEN
BI0=1.0D0
R=1.0D0
DO 15 K=1,50
R=0.25D0*R*X2/(K*K)
BIO=BIO+R
IF (DABS(R/BI0).LT.1.0D-15) GO TO 20
15  CONTINUE
20  BI1=1.0D0
R=1.0D0
DO 25 K=1,50
R=0.25D0*R*X2/(K*(K+1))
BI1=BI1+R
IF (DABS(R/BI1).LT.1.0D-15) GO TO 30
25  CONTINUE
30  BI1=0.5D0*X*BI1

ELSE
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35

40

DATA A/0.125D0,7.03125D-2, &
7.32421875D-2,1.1215209960938D-1, &
2.2710800170898D-1,5.7250142097473D-1, &
1.7277275025845D0,6.0740420012735D0, &
2.4380529699556D01,1.1001714026925D02, &
5.5133589612202D02,3.0380905109224D03/

DATA B/-0.375D0,-1.171875D-1, &
-1.025390625D-1,-1.4419555664063D-1, &
-2.7757644653320D-1,-6.7659258842468D-1, &
-1.9935317337513D0,-6.8839142681099D0, &
-2.7248827311269D01,-1.2159789187654D02, &
-6.0384407670507D02,-3.3022722944809D03/

K0=12

IF (X.GE.35.0) KO=9

IF (X.GE.50.0) KO=7

CA=DEXP(X)/DSQRT(2.0D0*PI*X)

BI0=1.0D0

XR=1.0D0/X

DO 35 K=1,K0
BIO=BIO+A(K)*XR**K

BIO=CA*BIO

BI1=1.0D0

DO 40 K=1,K0
BI1=BI1+B(K)*XR**K

BI1=CA*BI1

ENDIF
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IF (X.LE.9.0D0) THEN
CT=-(DLOG(X/2.0D0)+EL)
BK0=0.0DO
W0=0.0D0
R=1.0D0
DO 65 K=1,50

W0=W0+1.0D0/K

R=0.25D0*R/(K*K)*X2

BKO=BKO+R*(WO0+CT)

IF (DABS((BKO-WW)/BKO0).LT.1.0D-15) GO TO 70
65 WW=BKO
70  BKO=BKO+CT

ELSE
DATA A1/0.125D0,0.2109375D0, &

1.0986328125D0,1.1775970458984D01, &

2.1461706161499D02,5.9511522710323D03, &

2.3347645606175D05,1.2312234987631D07/
CB=0.5D0/X
XR2=1.0D0/X2
BK0=1.0D0
DO 75K=1,8
75 BKO=BKO+A1(K)*XR2**K

BKO=CB*BK0/BIO

ENDIF

BK1=(1.0D0/X-BI1*BK0)/BIO

DI0O=BI1
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DI1=BIO0-BI1/X
DKO=-BK1
DK1=-BKO0-BK1/X
RETURN

END
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