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PROLOGO

* La formulacidn Newtoniana de la Mecdnica no es la dnica posible. Exis~--
ten ademas la formulacién Lagrangiana, la Hamiltoniana y la Variacional.
Todas ellas de forma diferente, pero equivalente, constituyen la Mecanica
Apalitica.

Siq embargo, desde otro punto de vista, si podriamos hacer una distincién
entre la formulacidn Newtoniana y la Analfticas

Segﬁn la primera, una fuerza sobre un cuerpo se considera que produce un-
movimiento definido, esto es, a cada causa corresponde un efecto que pue~-
de ser debidamente predicho en base al conocimiento de aquélla. Segin el-
Principio de Hamilton, el movimiehto de un cuerpo puede considerarse como
una consecuencia de la estructura del Universo, en donde la evolucidn obe
dece cierto propdsito, o encierra una informacidén: que el Tiempo, la Ener
gia, la Trayectoria, sea un MININO,

Claro estd que la solucidn operacional de un problema mecanico no depende
del punto de vista adoptado; pero histdéricamente, tales consideraciones -
han tenido una profunda influencia en el desarrollc de la Mecanica.

Desde un punto de vista matemiatico, Fermat resumid toda la carrera de un-
rayo de luz al pasar por medios de distintas densidades Opticas: la direc
cidn que sigue la luz es aquélla que con todo propésito la hace llegar "a

la mayor brevedad posible™ al sitio donde REAIMENTE llega. Toda desvia~--
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cién del camino que el rayo ha escogido, significaré un retraso en el tiem
po de llegada. Este es el célebre principio del Tiempo Minimo de Fermat,-

¥y que parece ser la quintaescencia de la Teoria Ondulatoria.

Fue por tanto muy notable que un dia, Hamilton descubriera que también la

orbita de un punto de masa que sé mueve en un campo de fuerza, esta gober

nada por un principio general de indole muy parecida.

Aunque el Principio de Hamilton no declara que el punto de masa elige la-

via mas rapida, si afirma algo tan similar, es decir, tan fntimamente re-

lacionado con el principio del Tiempo Minimo de Fermat, que nos encontra-

mos ante un verdadero misterios diriase que la Naturaleza ha hecho dos ve

ces la misma cosa, una con la luz, mediante un mecanismo ondulatorio, y o

a menos que estuviéramos dispustos a creer en algin caricter subyacente -

(*)

de tipo ondulatorio también en el segundo caso...”

)
E, SCHROEDINGER "QUE ES UNA LEY DE LA NATURALEZA ? ", Breviarios. Nim 43
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INTRODUCCION

Antes del advenimiento de la moderna teorfa cudntica,se habfa encontra-
do que la Teorfa atdmica de Bohr, podfa tratarse con mayor facilidad en
términos de la teoria de Hamilton Jacobi. El tema fue objeto de esten--
sos estudios por autores tales como Max Born.

En la mayoria de los cursos de mecdnica cldsica,la teorfa de transforma
ciones candnicas, y la ecuacidn de Hamilton Jacobi son cubiertas hacia-
la parte final del curso. La teorfa cldsica de perturbaciones podrfa ~-
ser un complemento excelente a estos cursos, después del estudio de la-
ecuacién de Hamilton J;cobi, pero los métodos de Perturbacidn asociados
al tema, han sido desplazados, con el evidente propdsitc de ser contem-
plados en el curso de Mecianica Culntica.

Este es por tanto, el objetivo de mi trabajos en vista de que en Licen-
ciatura s6lo hemos tenidc accesc a los conceptos asociados a las Pertur
baciones, a través de los cursos de Mecdnica Cuintica, estos apuntes —-
pretenden revivir el hecho de que dichos conceptos .se originaron con -
la Mecdnica Clisica, y que el tratamiento de la Teorfa de Perturbacio--
nes alcanzd su época mis gloriosa con la Teorfa dé Hamilton Jacobi.

No se pretende, desde luego, efectuar una invesﬁigacién profunda del te
ma; tal vez algunas cuestionés importantes hayan quedadoc sin revisar.fPe
ro el interés del autor de este trabajo, es sdlo presentar de la manera

mas clara posible para el estudiante de Licenciatura, la estructura clé

*MAX BORN "LA MECANICA DEL ATOMO" ., UNGAR Nueva York,1960 Cap.IV.
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sica del tratamiento de las perturbaciones a partir de las ecuaciones de
Hamilton Jacobi, y del tratamiento de algunos problemas en los que se ha
inclufdo una perturbacién.

A modo de ejemplo, utilizaremos con mucha frecuencia el Oscilador Armd-
nico, en cuyo hamiltoniano incluiremos tres distintos potenciales per--
turbadorest Aﬂz, Xq3. an-

El primer capfitulo estd dedicado a la Teorfa de Hamilton Jacobi. Apartir
de las ecuactones de Lagrange obtenemos las ecuaciones de Hamilton, y -
revisamos la teoria de Transformaciones candnicas. Introducimos asimis-
mo, el formalisme de las variables Angulo y Accidn. Presentamos aqui --
dos ejemplos: El problema de Képler, y el Oscilador Arménico Tridimen--
sional (sin perturbar). Al final hacemos una pequefia discusidn de la cO
nexién existente entre la Teorfa de Hamilton Jacobi, y la antigua teo--
rfa cuintica de Bohr Sommerfeld.

En el segundo capftulo estudiaremos las perturbaciones. Este capitulo -
lo hemos dividido en dos partes, correspondientes a la Teoria de Pertur
baciones estacionarias, y la Teoria de Perturbaciones Dependientes del-
Tiempo.

PRIMERA PARTE,- Analizaremos tres métodos distintos para tratar el pro-
blema del Oscilador anarménico unidimensional: dos métodos directos y -
la teorfa de Perturbaciones Candnicas. Al final de esta unidad, -hacemos
una‘pequeﬁa discusién de ias ventajas y desventajas de cada uno de di--
chos mecanismos ae solucidn. Pasamos enseguida al caso multidimensional:
Analizamos primero el caso No degenerado, y presentamos como ejemplo el

oscilador anarménico Bidimensional. Para el tratamiento del caso Degenge
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rado no presentamos ejemplo; tnicamente nos/concretamos a discutir el pro-
cedimiento que se maneja en este caso y hacemos algunas consideraciones bre
ves sobre los problemas fisicos inherentes a los que se aplica la teorfa.
Pasamos enseguida a ver el caso Dependiente del tiempo. Fara simplificar el
trabajo, Unicamente nos referimos al caso unidimensional y presentamos dos
ejemplos: el movimiento lineal, y de nuevo el oscilgdor anarmdnico.

Para terminar, hacemos un breve resumen,de este trabajo, sus resultados y-
sus limitaciones. Creemos que con lo discutido, se cumple el objetivo bésl
co de este trabajo: Esbozar el desarrolloc y aplicacidén de la Teoria Clasi-

ca de Perturbaciones,



CAPITULO 1

TEORIA DE HAMILTON JACOBIL



Entre nuestros mas primitivos comnceptos del mundo fisico, estid el de 1la
localizacién de los objetos.Dicha localizacidn tenemos que hacerla en -
el espacio.Podemos definir entonces el movimiento come el cambio de la-
posicidn en el espacio;

Es funcidn de la Mecdnica construir las leyes y determinar las conse---
cuencias del movimiento.

Dentro de la infinita riqueza de la Naturaleza, la Mecdnica ha hecho a-
portaciones muy valiosas al estudio del movimiento; lo maravilloso y =--
tal vez sorprendente de este asunto es que , a pesar de haber sido casi
abatida generacidn tras generacidn, a través de los afos, la vieja ma--
quinarii de la Mecdnica se niega a morir, y permanece todavia como fuen
te de indagacidn cientifica.

La Mecdnica define las cantidades que son vitales para la descripcidn -
del movimiento, para descubrir’lae leyes que lo gobiernan, y establecer
aquella clase de observadores que estan de acuerdo con dichas leyes.
Una vez establecido el sistema de referencia apropiado,podemos estruc--
turar nuestros principios dinamicos, partiendo dg Newton, o bien de al-
gin principio de extremo.

: *
Partiremos de un principio -de :extremos el FRINCIPIO DE HAMILTON,

I.1 ECUACIONES DE LAGRANGE.

Consideremos un sistema mecdnico.arbitrario, Supongamos que sus partes=-
k&

estdn conectadas por condiciones holonémicas sdlamente, de modo que el~

nimero de grados de libertad del sistema sea f. Introduciremos ahora un

* I d
Ver Apendice.

*%k -
Condiciones de la forma(b(ql, q, » ...qﬁ) = const. q,§ coordenadas



!

conjunto de f coordenadas generalizadas ql,...qf, y un conjunto de f ve=~=
locidades generalizadas dl,.n.df.

La expresidn mds general para determinar el movimiento de un sistema meci
nico, estd dada por una funcién L (Lagrangiana) que depende de las varia-
bles mencionadas y el tiempos

1.001 (a) L = 1(qy5++gs4;, - odgst)

o mis abreviadamente:

1.001 (b) L= L(qi,t';i,t) . i=1,2...f.

Es posible demostrar que esta funcidn describe la trayectoria real de un-

sistema mecanico,. si satisface el conjunto de f ecuaciones diferencialest

d_ a_l-)_ oL
dat \ 34, 39

Conjunto denominado de Euler-Lagrange.

1,002 =0

En f{sica galileana, el lagrangiano es de la formas

1,003 L=T-V

donde T es la Energfa Cinftica, y V 1la Energfa Potencial del Sistema.Fode

mos definir el momento P; comos

1.004 = oL
. Py €;§£

y la fuerza que actda sobre la iésima particula serds

L,
1.005 F. = §—-

P9
Si L no es funcidn o no depende de la coordenada Qs entonces se dice que

el Lagrangiano es ciclico en Qs © dicho de otro modo, q, s una coordena

da ignorable.De 1,005, tendremoss



4 sl
1.006 Fe” I% Pu====:0 > P const.

ot
<@
+0
x

I.2 ECUACIONES DE HAMILTON

La dindmica Lagrangiana describe el movimiento de un sistema ffsico en tér
minos d; las posiciones y las velocidades de las partfeculas que componen-
el sistema., Como las ecuaciones de Lagrange 1.002 son:'de segundo orden,el
movimiento del sistema estard completamente determinado si existen condi=
ciones iniciales que caractericen el estado de dicho sistema en algin ins
tante de tiempo,

En egse sentido, las q; ¥ las ﬁi juntas, forman un conjunto de 2f variables
independientes, de modo que el estado del sistema puede ser descrito como
un punto en un espacio 2f-dimensional llamado '"de Configuracién".
Obtendremos ahora una formulacién en la cuallas variables independientes-~
serdn CUORDENADAS GENERALIZADAS y MOMENTOS GENERALIZADOS. Supondremos sis
temas holomémicos y fuerzas derivables de un potencial. El estado del sis
tema sera representado ahora como un punto en un espacid 2f -dimensional, -
llamado "espacio Fase".

El cambio de base de las variables (qi’di’t) a las nuevas variables (qi,p.l
t), puede efectuarse mediante un proceso matemitico llamado "Transforma--

cidn de Legendre"

La diferencial total de la Ecuacidén de Lagrange es (de 1,001)
sl .
1.007 dL = Z 3a; dg; + ) gk dg, 4 by
1 »
t g v

0 bien, usando 1,004s
" . oL
1.008 dL = Z‘P:dq; + Zﬂd‘i.:*' > Ay
[

%

"Ver Apéndice



Por otro lado, podemos escribir:
L3
1,009 24 dg, = d (Z\"i 43; ) - ZQ;drz
i v 1
que sustitufda en I1.008 y haciendo operaciones,

JdL
1.010 <zpe Q' "L ) Z_C-hd‘). "Z,P dq.‘ dt

El término de la izquierda de 1.010 es la diferencial exacta de una fun--
cidn que depende de las coordenadas y de los momentos, o sea precfsa.mente
la funcidn que buscamos., Podemos llamarle dH.

Entoncess

——\ L]
I.011 He Z_?;i.;-\_

H se 1lama la Funcidén de Hamilton., H = H(qi,pi,t)

Por otro lado, la diferencial total de esta funcidn es 3
OH z L PR
1.012 dH =Z o= dq; + i ‘a“_dfw + 22 dt
. eq:l v P" 31‘
v

Comparando 1,012 con 1,010, obtenemoss

N ol Y] aL
1,013 § = — B, == — AR )
o3 t 9¢; at = at

Estas ecuaciones reciben el nombre de "ECUACIONES CANONICAS DE HAMILTON",.
Difieren de las ecuaciones de Lagrange, en que dstas constituyen un con=--

junto de 2f ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, en tanto
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que aquéllas, son un conjunto de f£ ecuaciones diferenciales de segundo or
den. Si el lagrangiano L del sistema se conoce, el Hamiltoniano H del sis
tema puede obtenerse de 1.011l.

5i el sistema es tal que el hamiltoniano no depende del tiempo, y ademds

%
las fuerzas son derivables de un potencial, entonces

1.014 H=T+ V=E

Las ecuaciones 1,013, por su sencillez y simetria se llaman CANONICAS,y -
las variables q , p se llaman conjugadas.

En la préctica, la condicidn mds sencilla para resplver el sistema de ecua
1.013, consiste en que alguna de las coordenadas sea ciclica. Para ésto,~
podemos establecer un mecanismo gue nos permita encontrar un conjunto de-
vari ables en el cual el mayor nimero de cocrdenadas sea ignorable. Fode--
mos hacerlo mediante una transformacidn de las coordenadas (qi » pi) a las

nuevas coordenadas ( Qi s b )

I.3 TRANSFORMACIONES CANONI1CAS

Cuando se aplica directamente la formulacidn hamiltoniana para resolver -
un problema mecdnico dado, generalmente pueden encontrarse las mismas di-
ficultades que con la fbrmulacidn de Lagr;nge. Sin embargo, podemos encon
trar una transformacidn en la cual TODAS LAS COORDENADAS SEAN CLCLICAS.

En ese caso, TODOS los momentos son constantess

1.015 15.=~'—9—B- :0 D pz2d;

t

“Ver el Apéndice (Hamiltoniano independiente del Tiempo)



Tenemos entonces que H = H (Cxi)
Ademis:

, _ OfH
1,016 § = 35
v

= LU;

en donde W; es funcidn sélo de las O 's .

y por tanto
1.017 q = w;t+ B:

Es posible encontrar el conjunto de coordenadas Q.1 , Pi a partir del anti

guo conjunto qi » Py 0 2 través de las ecuacionest

I.018 Ql = Qi(qi’pi’c) Pi = Yi(qiypi,t)

El nuevo conjunto se dice que es candnico si las ecuaciones de movimiento

a que da lugar, tienen la misma forma que I.013 :

1,019 Q = oK bz~ 3K LI
3k aqQ; at~ at

en donde egtamos llamando K al Hamiltonianbd asociado a las nuevas varia--
bless K = K(Q.,P,,t)

i’ .
El nuevo lagrangiano L' debera tener la forma L' = 2? FQCQC -K
Combinando esta ultima ecuacién con 1.011, y aplicando el Principio de Ha

miltons

* e
Ver Apendice.,
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-

1.020 Zfi‘ié—H‘(Z\Paé:—K\ = ‘i—{

F se 1lama la Funcidn generadora de la Transformacién. Una vez especifica
da la forma de F, se pueden encontrar las ecuaciones 1,018,

Distinguiremos cuatro diferentes combinaciones de variables para F

F

1]
L]

Fpo(q;Q,0) F (q;5t;,t)

¥
2

e ]
i
i
1}

= F, (pi,Qi,t) Fa (pi,Pi,t)

con las cuales obtenemos las ecuaciones candnicas correspondientes

ﬁ:% 9 Ff aF:
1.022 v é:‘b_a K=H+§£
L.023 ‘P.’%—Z— Qc=%% K= H+%__F:
1.024 ‘i;="%—% PF‘%%’; K=H+%-%
£.025 q;:—%% Qé=%% K:HJ,%ES

Como ilustracidén podemos considerar una funcidn generadora del tipo Fz :
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1.026 F2= Z:q‘ P"’
v

De modo que se obtienen las siguientes ecuaciones de transformacidn:

u
T

1,027 » =¥ Q.= 9; K

5

que corresponden precisamente a una transformacidn identidad,

I.4 ECUACIONES DE HAMILTON JACOBI,

Una transformacidn candnica puede usarse para simplificar el mecanismo de
solucidn de las ecuaciones dindmicas. Pero ahora iremos mds lejos: busca-
remos una transformacidn a un conjunto de coordenadas y momentos en el =-

cual se tengas

Pi = constante Q.L = constante

Fara €sto requeriremoss

ak_.._ ..Qi:\.:’;:o
1,028 é—_ﬁa— Q; =0 QQL

que se satisface sdélo si 3

1.029 K=0

Fero la relacidn entre K y H es, de acuerdo con las ecuaciones de transfor

macioduns

*
Este resultado serd utilizado mis adelante.
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1.030 K = H '\"_@,E
ot

PYor tanto tendremos:
¥
1.031 Hai, b t) + L0

Es conveniente ahora tomar como funcidn generadora una funecidn del tipo 2

F = F,(q;,F;,t). Luego, 1.031 se escribird:

1.032 u(q;)%%,{\-\%:o

Estra expresidn de conoce como ECUACION DE HAMILTON JACOBL (HJ).
Debido a que i = 1,2,...f., la integracidn de esta ecuacién involucra £+l
constantes independientes,

. . - = 2 »
Sea § una funcidn solucién de 1.032. Dicha ecuacién quedaris

S
1.033 e, 32,60+ 5 =0 po= 22

9?;'

La funcidn S se 1lama FUNCION PRINCIPAL DE HAMILTON,

La integracidn de esta ecuacidn sélo provee de informacidn acerca de la -
dependencia en las viejas coordenadas q;°y el tiempo; parece no decir na-
da acerca de los nuevos momentos en S. 58lo sabemos que deben ser constan
tes,

Sean las constantes de ingegracién ] Cil,..n fo+1 . Si S es solucidn de-
1,033, entonces S + & también lo es, ya que una constante aditiva no a--

fecta la solucidn, For tanto, una de las f + 1 constantes de integracidn-

debe ser aditiva. Esta constante no tiene importancia en 10 que concierne



-11..

a la transformacidn.

Por tanto, la solucidn completa de 1,033 puede escribirses
1.034 S=3§ (ql,..aqf, o, ...d‘ s t)

en donde ninguna de las Cxi's es aditiva,
Ahora estamos en libertad de escoger las constantes de integracidn como -
los nuevos momentos, con lo cual se cumple el requerimiento inicial para-

esta transformaciént

Las ecuaciones de transformacidn quedans

s dt) g g, (AT

1.035 P = 34 SaL

Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos la solucidn buscadat
9:z (0, 85, ¥)
que resuelve el problema en funcidn del tiempo.. y de las condiciones ini-

ciales.

I,5 SEPARACION DE VARIABLES EN LA ECUACION DE HJ

El dnico método general que conocemos para resolver la ecuacién de HJ es~
llamado Separacidn de variables,

Este método trabaja s0lo .para ciertos hamiltonianos, y con determinadas -
coordenadas generalizadas, peto cuando trabaja, es muy facil resolver la-
ecuacion de HJ.

En los casos en que aplicaremos la separacidn de variables, el hamiltonia
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no serd independiente del tiempo. Si nos restringimos a tales hamiltonia-

nos, la ecuacidn de HJ est
as a3
1.036 H == =T
(a:, 53 %
Trataremos entonces de encontrar una solucidn de la forma

1.037 e W(%,%‘%’;\ ¥ T()

Sustituyendo I1.037 en 1036 tendremos:

w aT
1.038 W (ai, %_E; = R
de dondet T:-dlt
Por tante

1.039 g = W - ot

1.040 H (a1, 3‘), \ d‘

La ecuacidn 1.040 es una ecuacién diferencial parcial para W, la cual es-

1lamada FUNCION CARACTERISTICA DE HAMILTON,

Si el sistema es completamente separable, entonces

1.040 (b) W (q., vat q; dl,...q{' ) = ZW (QL ,"" ..:0(‘;)
¥ la ecuacidn de H-J se separa en f ecuaciones de la forma:
1.040 (C) Hi (ql:, aa——wé’:; ) |,ell q") = ut
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1.6 VARTABLES DE ANGULO Y ACCION

El formalismo de HJ es una poderosa técnica para extraer informacién acer
ca de los sbstemas periddicos, sin necesidad de obtener completamente las
soluciones dinamicas. En estos sistemas periddicos, es comin distinguir =
dos tipos de movimientos LIBRACION Y ROTACION,
En una Libracidn, las coordenadas y el momento conjugade, son funciones -~
periédicas de t, con la misma frecuencia, mientras que en una rotacidn, la
coordenada no es en sf misma periédica, pero el momento conjugado se rept
te cada vez que la coordenada pasa a través de un cierto intervalo 9y
Para sistemas multidimensionales, cuando la ecuacidn de HJ es separable,
el concepto de Libracidn y rotacidén se aplica a la proyeccidn de la Srbi-
ta en cada plano.
Introduciremos un nuevo par de variables que nos seran de gran ayuda pa-
ra estudiar movimientos que son periddicos, como el del oscilados arméni-
co o el del Problema de Képler,
Podemos entonces esquematizar nuestra nueva transformacidn asf:

Q. = w, (variable angular) Bo= g (variable de accidn)

1 1 1

Las variables de accidn, podemos definirlas as{:
1.041 J = § ¢ O\Qa

en donde la integracidn se realiza sobre un perfodo completo de las q;

De 1,035 y 1,040, tendremos:

W .
T %"‘% =p; (Qi)d‘,...dp)

QW(Q.') ) d:l) d&i

por tanto:

1.042 J = :
99i
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!

. - ® . s
Como la integracion se realiza sobre 9 s la dependencia con respecto a -

este parametro desaparece, por lo que ¢

1.043 J = Ji(dj)

For otra parte, si alguna de las qi's es cfclica, su momento conjugado se

ri constante,de modo quet

1.044 3, = p.1§ da; = 2T '

De I.043, podemos expresar las C¥1'5 como funciones de las Ji's, por lo =

que tendremos
5 =N
1.045 W=W (qi’Ji)

De 1,035 se tendra:

W . AW; (u S ade)

= Pi(a:,d0 00, 00)
3ai d 9

I1.046
de donde I,040¢se escribira:

1047 (44, pe(%,00)) =%
Despejando tendremost |

1.048 q; = q; (o, ... d 3,3 )
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Por lo ya mencionado, en virtud de 1.043 concluimos:

1.049 q = q.l(Jl’...Jf)

por lo cual, 1.047 quedard finalmentet

1,050 H(qi,pi) = H(Jl,...Jf)

Las coordenadas conjugadas a J se conocen variables angulares W, ¥ pueden

encontrarse mediante I,035

1.051 = ‘9\Ar
’ UM

Del mismo modo, y de acuerdoe a 1,019 3

SLICO) S (&)

I.052 W = 3Ji ) i AW

L

de donde obtenemost
Wi = J.-(J:)‘t+ ?; Je = c_ons)tan‘)e,

1,053

Consideremos un cambio en las variables angulares, lei, cuando una de las

coordenadas q, pasa a través de un ciclos
1.054 AW, = g)swi.

donde Swi es un cambio infinitesimal en Wy debido a un cambio infinitesi
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mal en q.1

W
1,055 W, = = d%’
[ 8q"

]

Combinando 1.051, I.,U54 y 1.0S5 tendremos:

FW ]
1.056 AWi=§> o _d‘15 35 p3d45

L3
Q
Cond
"

- 9d; _¢..
- j - SLJ
O sea 1

1,057 aw; =4 =V %
Ya que de 1,053 se tiene
= -l o= -t =2Vilt =
Awi W= oW l’i(t ') V’l N §

entonces?

i

1.058 vz =
L]

0 sea que las constantes 1’.‘ son las frecuencias del movimiento,

La gran ventaja de este formalismo, es que permite obtener las frecuen---
cias de un movimiento periddico, sin necesidad de encontrar la solucidn -
completa del movimiento del sistema.

El procedimiento consiste en expresar el Hamiltoniano en términos de las-

variables de accidn y 4ngulo, y usar 1.052 para determinar las frecuencias.
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I.7 SISTEMAS DEGENERADOS

De acuerdo con lo anterior, cuando el valor de la coordenada angular cam-
bia en la unidad, la coordenada qi pasa a través de un ciclo completo.
Como ya vimos,en el caso de un movimiento de libracién,qi debe ser una —--
funcidn periddica de "i con pericdo fundamental lswi =1,
Siempre es posible expresar una coordenada periddica como la suma de movi_

: PR R R . v
mientos armonicos simples, que involucren la frecuencia fundamental ®

o, . < s . 2 . 1

y todos sus armdnicos, Si consideramos una funcidén que contenga varias q,’s
entonces, en una serie de Fourier de esta funcidn, deben aparecer las fre
cuencias L’k correspondientes a cada Qs
Por ejemplo, las coordenadas cartesianas Xi pueden ser expresadas en térmi
nos de las coordenadas Qe ¥ cualquier expansidn de Fourier de las Xi's,

contendrd todas las combinaciones lineales posibles de las frecuencias -~

fundamentales del sistemas

M (j,w.t ceetln WW\
1.059 X, = Z Z 85,...inC

j. 31. In
en donde las ji's son enteros que corren de -0 a +9°Como funcién del --

tiempo, I.059 puede expresarse asis

zni[‘S;\fu...(»Sn\’n\t'* (iprectin P-)]

1.060 X, = ZZ-"ZGS.-«-sne‘

2 in

Ahora, a menos que las lyi's sean fracciones racionales una de la otra, -

1.060 no representard una funcidn simplemente periddica; en tanto que el-

. . .
21T13'ﬂt regresa a su valor original cuando t cambia por - ,los

factor e
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otros factores no exhiben esta misma periodicidaq. La funcidn como un to-
do, no es simplemente periddica; se dice que es MULTIPLE o CONDICIONALMEN
TE PERIODICA. La drbita de un oscilador arménico de mds de una dimensidn-
es un ejemplo de movimiento condicionalmente periddico.
La condicién formal para que 1;5 frecuencias sean fracciones racionales -

una de otra, es que existan £ - 1 relaciones de la forma:

£
1.061 23“3}: =0

Y

con los ji's enteros. Resolviendo esas ecuaciones podemos expresar cual--
quier L9i como una fraccidn racional de cualquiera de las otras frecuen--
cias. 5i hay sélamente m relaciones de la forma I1.061, el sistema se lla
ma m-degenerado. Si m = f - |, entonces el sistema es COMPLETAMENTE DESE-
NERADO,

Los ojemplos mids simples de degeneracidn ocurren cuando dos o mis de las~-
frecuencias son iguales, Si dos de las constantes de fuerza de un oscila-
dor arménico tridimensional son iguales, entonces las correspondientes —-
frecuencias son iguales, y el sistema es simplemente degenerado. Si todas
las constantes son idénticas, el sistema es completamente degenerado,
Siempre que la degeneracidn estd presente, las frecuencias fundamentales
ya no son independientes y el movimiento periddico del sistema puede ser
desciito por un nﬁmero de frecuencias menor ‘al total existente. La reduc
cién puede efectuarse mediante una transfogmacién puntual de las varia-
bles de accidn y angulo.

. s - . &
Es conveniente resumir las m condiciones de degeneracion en la formas
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£
ST TP
1.062 23“*\)‘ K= 1,2,...m,

Consideremos una transformacidn de las variables ( w,J ) a las nuevas va-

riables ( w',J') definida de acuerdo a la funcién generadora del tipo dos

‘ w & $
\ '
1.063 Fz:Z ZJK Jui Wy + _/_ J Wy
Kzt =) Kzm+i
F
En virtud de W' 9_.1_‘
v od:
se tiene
s .
Ki w"l i=1’2,o--m.
1.064 W' = t!
Wy k= mtl,...T.

Las nuevas frecuencias

1

1.065

Lt
it
e

o

£
Z’k(\)( =0 K= 1,2,.0.Mm,
2t

v, K = m¥l,...f.

m frecuencias son cero, y tenemos ahora f - m frecuencias independientes,

Correspondientemente, las variables de accidén estan dadas pors

aF m ' ¢
2 Y.
1.066 Ji:m = g; Jn}ui + ZJ&SKE

3,1

Al
o

.3
J{ cuyas frecuencias son cero, En un sistema completamente degenerado, el

[ H .
Debido a que I’, s g—- el hamiltoniano sera independiente de las variables

hamiltoniano puede hacerse depender de sélo una de las variables de accidn.
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1.8 EJEMPLO 1 : EL PROBLEMA DE KEPLER

Consideremos una particula moviéndose bajo la influencia de ina fuerza in
versa del cuadrado de la distancia, y cuyo hamiltoniano no involucra al -
_tiempo explicitamente, por 1o que podemos aplicar el método de la seccidn
I.5. '

En términos de coordenadas pulares esféricas, la expresion para dicho ha-
miltoniano es la siguientes

2

) | 42 ! 2 K
L.067 H=;,;(1°r+7i1°e+me‘f"?\- -

Debido a la independencia del tiempo, podemos usar 1.040:

L[ aW\2 _\_aW)i \ (Q}Aj’] K _
oo UG wEG) am () |- 524

Supongamos ademas W = wr( r )+ we(e) + NQ( ¢

Entonces, 1.068 puede escribirses

1 2 2
1.069 ALH [\"' @:}é) + (3.5“_29) - zmrK-ZM\"’dnJ - (Sllﬁ"g)

de donde obtenemos las siguientes tres ecuacioness

S ]
1.070 (a) @%" ?a‘

3
1.070 (b) Q ) s-;;{'e - Qg
2
1.070 (c) (3—\;-) - IME _omai kS 20

La ecuacidn 1.070 (a), expresa la conservacidn del momento angular alrede



—21_

dor del eje Z, o seas
1.071 Pp = 2
Ademis 1.070 (b) puede escribirse
1.072 P2 & A =al

%l ©
Por otro lado, el hamiltoniano en coordenadas polares ( r, ¥ ), es:

(3

| 2, p 3
1.073 Hz — + » ) - —=
am Le i ] Y

Comparando 1.073 con 1,067, se tiene

2 Pz
20 2 ol ?
.[:0/“. ) va - Pe + '—-2"6

Pero por 1.072

2 k
1.075 p,q, =z Qa
Las variables de accidn en coordenadas estéricas sons (De acuerdo con 1.041)
1.076 (a) Je "'& Pe de

1.076 (b) Je=‘§ P 48

1.076 (c) Jy :éP\-O\V

FPara evaluar.las integrales 1.076, es necesario conocer el periodo de 1li-
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bracidn, Observemos la figura 1

FIGURA 1

Mientras la partfcula realiza una drbita completa,(f cambia en 2T, 1o mis

mo que Y . Por tanto, podemos evalugr las integrales mencionadas asi:
Pj 9

Para sistemas conservativos, T = 5

En coordenadas esféricas, esta expresidn es la siguiente:

Y;‘ 'Peé ‘P
- ————— m— ¢
T "t

L]
\
-

1.077

En coordenadas planas

1.078 T= L‘;" + 1’_‘_"_:.‘)

2
Comparando 1.077 y 1.078 obtenemoss
1.079 poe :‘Pw'\y- chp

Por tanto:

1.080 p,d6 = f,.*,d‘q) -ppdyp
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Introduciendo I.080 en 1,076 (b) 3

1.081 (a) g7 LM Py = 2T g = 21(0, - )
Asimismo

1.081 (b) Jg = L pg = 2TA,

y

1,081 (c) J

)
. §[7.mEf"+1va-q_1lt_z [J, +Jy H : é‘;

» . N *
En esta Ultima ecuacidn hemos usado el hecho de que H =Cx1 =E

Las rafces del integrando [.081 (c) se obtienen de un modo un poco mis com

3
plicado
2 \Yg
1.082 Jr=—(Je+ JQ)-'»‘IIK(‘"_E"
de donde:
2 2
1.083 H=E 2T MK

(Jr +Jde +J¢Y'

Las tres variables de accidn aparecen sélo en forma de suma, por tanto, to

das las frecuencias del movimiento son iguales i1 (de 1.052)

9 = on _ oM LI - antmp?
1-08 T 3r e aJy (Jf“Jo*Jtp)a

“Ver en el Apéndice “El Hamiltoniano como Constante de Movimiento",

* . .
Ver Apendice
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Podemos encontrar el periodo del movimiento despejando J_+ Jg + Jp de la

¢

ecuacidén 1,083 y sustituyendo en I,084, y aplicando P=

-
1,085 Tz K ’zE’

Esta férmula corresponde a la tercera Ley de Képler, con semieje mayor

- 1

-_ K
Q"{é .Como vimos, este es un movimiento Completamente degenerado, por
1o que es conveniente reducir el nimero de frecuencias, mediante 1la trans

formacidn indicada en la seccién 1.7

TRATAMIENTO DE LA DEGENERACION

Utilizando 1,062, tendremos:
\yw - 03 - O
Vog -Ve =0

1,086

Por otro lado, de acuerdo a 1.063, se tiene:
U 1 l
1.087 Fl:(WQ‘WO)tL +(WD‘WV)J; + W, J3

(3
De acuerdo con w, = =——— tendremoss
i ad;

w, = WQ"'WQ 20
Wiz We-Wy =0
W3 = Wy
oFz
IWN;

1,088

For otro lado Ji = con lo cual tenemost

JQ = J:
Je Jz‘ - Jl'
Tez &3- Jg

1.0%89
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Despe jando de aquf se tiene

3=

1.090 3y = JotJo
Iy = Je+ Jqtdr

En términos de estas variables, el Hamiltoniano queda finalmente:

2t mk?
1.091 Hz - ——=7

J3

Lo cual muestra la afirmacidn anterior, de que en caso de Degeneracidn com

pleta, el Hamiltoniano es funcidn de sélo una de las J's.

I.9 EJEMPLO 2 3 EL OSCILADOR ARMONICO TRIDIMENSIONAL

Consideremos ahora un oscilador armonico en tres dimensiones, con constan

tes de fuerza desiguales kl’ kz, k. a 1o largo de cada eje, y cuyo hamilto

3

niano es independiente del tiempo:

-0 1, .2, .2 Kid? keas K394
. Z —— +P, + okl t3e 3%3
1.092 H . (e, PetB)+ v 4+ 2

Sea S 1a funcidn Principal de Hamilton, separable del modo siguientet
1.093 S:W(q.l, QI,Q-’, dl,dz,d)) - dgt

De aquf tendremost

2
AN (Q}"_f 2+<§w » Mkl + kg +
1.094 | (-5;: + 81) Qq,\ v

yMKyds = 2md3
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Sea W a su vez separable del modo siguiénte:
W o= i + ( +

W Nl(ql.o(l) Wo(a,, o)) + Wilay, ofy)

Entonces, 1.094 se transforma en

Wi

1 2
1.095 (a) ('37;(""\ ¢ w‘k'a'\

1
1.095 (b) (%\ $ WM¥2 9y
‘ o4

W,
a9

ot

n

:
oy

"

1 a ¥ 2
1,095 () ) +MKigqs = M oy - & -d

W
9

1.096 (b) J, = &Pzd‘az é\j‘xf -Wlka.'i% dq,

\
k3
1.096 (c) I, =§p3¢9,3 = é"lw\d3—ﬂ\"-d}—mk3ag dq,

Por otro lado, de acuerdo a 1.041 y de que p; =

[1)

1.096 (a) I = &P.&%

"

De donde
2

ol

1,097 (a) J, =
1 J ME|

Ty
1.097 (b) 32 = '——J.:_.—é..—"

"M ¥ 4 JMK: Ja J’"K& )

F(?.Md,-— " - T
1,097 (c) J3 =
J mks

Despe jando cx3 e identificdndola con la Energfa del Sistema:

Tk T Imks . Js Jmky

. = E = o
I1.098 H T ] + 2 mT Zmir

Por tanto obtenemos el conjunto de frecuenciasi

o8 _ _\ {x'
1.099 (a) Vi = o7 " arm )
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aH - \ 1243
1.099 (b) Gy = 3% S U
LA )
1.099 (c) V= 35 Imw

Ahora calcularemos wl, NZ y NB, de 1.051, para obtener ql, a, Y gy de a=-

cuerdo a 1.094 y 1,095%
T e T TN,
1.100 W= jmo\q\ ¥ S\‘dz‘- mkeq dg, + | 2mel;-di-di-mKs 3, dg,

Sustituyendo las A's de 1.097 :

—
1 J3 !;Mb C\
J, ,]m: szlm\"l 2 &4-:_ v LT
1.101 W= j LR kg dg, ) T -t J T s
AW
For otro lado: W, = -9’3: con lo cual tenemos:
ds
1.102 w, = yMK
1 2n LIy
w
J
Haciendo la sustitucidn ql = .'——'- y haciendo operaciones, lle
LEED:
gamos a?
| -1 \/ mVmk
17 am W
de donde obtenemos q1 s
p—nmn
: Jl
A 2T W,

Del mismo modo
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2
1,103 (b = | mmm sSemlu W,
1 (b) q2 T (v,
J3
1.103 (c) a = nm pseNn ‘LTTWJ

A3

En estas soluciones, el factor [T corresponde a la amplitud de la --
HJ LY

trayectoria,

Por otro lado, P‘. =z —— con 1o cual, tomando W de 1,101:

94;
P| = G“A[ JlJ;a:‘ Mﬂk q1

94,
e, - a,w MK’_ m¥ 1
2 3 s! —-ﬂ'- 2 21-

g,‘,a_aw Fm

Ahora toman&% q; de 1.103 (a), (b), (c), se tiene:

— —
Jifmed  me 2 I fme; [T
Pe = - sentanw; = "—_r-"' v (- sen2a Wi
i

i nm

o sea finalmentet

) mEg, Cos 20 W,

1,103 (d) P = p
1.103 (e) Pp= ‘T‘____..Tr‘lm 2 osenw,

Js‘lmkg
1.103 (f) Py= —F cos am Wy

CASO DEGENERADO

Para el caso en que k1 = k = se tiene, de la ecuacidén 1,098, que

1,104 F(Jn+Jz+ J3)

y de 1.099, las tres frecuencias son iguales,
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Utilizando de nuevo 1.062, tendremoss
Vi-Vh =o
10105 "l"ﬁs o

Tomando Fz de acuerdo con 1.063s

1,106 Faz (W,-WZ)J.' *(W:.-W.ﬂ']z' ) JJ'

. 2
Debido a que w; = EE; , tendremos, al igual que en 1.088

1 3

W, = W.—W,_:O

1.107 W = We- Wy=0
w3z W
de donde: ‘
J =d' J'=d
1.108 Iy 2 Ty = R
J3 = J3 -1y Ji = d +datds

con lo cuals

7‘“ .
= Loy
1.109 H= 2n\JW‘ J3

En este caso, al igual que en el ejemplo anterior, se ha hecho depender a
H sdlamente de la variable J para la cual la frecuencia correspondiente -
es diferente de cero.

Por dltimo:

I.110 V=357 m

»
=



=30-
1.10 COMENTARIO

Quizds el método enunciado para la reszoiucid

rn de estos problemas no sea -

el mas ripido; incluso la utilidad practica de ésta téenicsa, pucde ser --

cuestionada. Perc con el advenimiento de la Teorfa Cuantica de Bohr, se -

descubrid que las condiciones de cuantizacidn podfan ser establecidas con

mucha simplicidad en términos de las variables de accién.

El conjunto de coordenadas w,J sirve para fijar la Orbita espacial, e in-

cluao encontrar el tamafio y la forma de dicha Srhita en términos de las -

variables mencionadas. Estas son particularmente apropiadas para el estu-~

dio astronémico de drbitas planetarias.

Cuando sélo intervienen dos cuerpos ern el sistema,dichas variables son eg
trictamente constantes de movimiento. de acuerdo con la teoria de transfor
maciones candnicas. Pero si hay pequefias percuvbaciones debidas a la in--

fluencia de otros planetas o satélites, el movimiento puede ser represeuta
do,por la lente variacidn de estos elementos con el ticmpo.

En Mecdnica Cldsica, las variables de accidn poseen rangos continuos de va
lores, pero no asi en Mecdnica Cudnticaj las condiciones de cuantizacidn-

de Sommerfeld y Wilson, requerian que el movimiento estuviese limitado a

aquellas drbitas para las cualess
Jk=§\akdﬂ,k = V\Kk Ne=h,..

Todo resultaba demasiado sencillo...sélo habfa que resolver el problema -
en Mecinica Cldsica usando variables de accidén y 4ngulo, y el movimiento=
podfa ser cuantizado inmediatamente con la fdrmula anterior,

Como ejemplo, los niveles deo energia de un 4dtomo de hidrdgeno, (compara--

ble al Problema de Képler), pueden obtenerse de 1.091 si K es reemplazada
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L 2 ,
por Ze”, v a su vez J3 por rh

2 .24
-9
1.111 E = 2W nZ%
2 .2
noon

que es la expresién que conocemos para la energfa de cada Srbita del elec
tron en el atomo de Bohr, " Las Srbitas posibles que corresponden a un --
mismo valor de n se ilaman degeneradas.

Durante la época brillante de la antigua teoria cuintica, la técnica de -
las variables de accién y angulo, recibid mucha atencidén por parte de los
ffsicca tedricos, que la hicieron su herramienta de todos los dfas. Una -
ver estudiado el dtomo de hidrdgeno, los problemas se hicieron mis compli
cado: como para ser Tesueltos cldsicamente, y se hizo necesariv tvatar My
chzs de las fuerzas zdicionales como pequefias perturbaciones. De aqui la-
conexidn oxistente entre la teorfa cldsica de perturbacionss y las Pertur
baciones de la Mecinica Cudntica.

Pronto se hizo evidente que las dificultades no eran sélo matemiticas.
Simplemente, la teorfa cuidntica de Bohr no describfa adecuademente la ha-
turalezs. CLomo es bien sabido, el impasse fue roto por el descubrimiento-
casi simultdneo de la mecinica ondulatoria y matricial. Las técnicas para
resolver las problemas cuidnticos eran completamente diferentes en esas teo
rfas, y el interés por las variables de ingulo y accién decayd ripidamente,
Sin embargo, algunos concep;os comp Ferturbaciones, Degeneracién, Separa-
cidn de Coordenadas, etc. permanecen ain, como parte del engranaje de la

dede

" , . » .
nueva Mecanica Cuantica.

“Fisberg "FUNDAMENTUS DE FISICA MODERNA" Cap. 5

i

Goldstein "CLASSICAL MECHANICS" Cap. 9
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La formulacidn hamiltoniana es valida come punte d» partide para el desa-
rrollo posterior de la estructura tedrica de la mecdnica. Ls en =se desa-—
rrollo que la mecdnica cldsica mds se acerca a la mecdnica cudntica.

El hamiltonianc para una partfcula moviéndose en un campo de fuerzas con-

servativas puede expresarse como:

Ot

B.
1.112 L G V4
2
Si hacemos las sustituciones:

1.113 H=i+’1-§§{ p=-i4V

y aplicamos estos operadores a la funcidn de onda N , queda:

1,114 ih Y - - i’jvz'ﬁ? + Vo
3 2m

+

que es la ecuacidn de Schroedinger para una particula de masa m moviéndo-
se en un campo de fuerzas conservativas .

Esto no debe tomarse de ningﬁn modo como la derivacién de la ecuacidn de-
onda; se ha hecho solamente para mostrar la correspondencia entre la m““i

nica de Hamilton Jacobi, y la Mecanica Cudntica.
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CAFiTULLO 1

TLORIA DE PERTURBACIONES DE HAMILTON JaCUEL



YA

INTRODUCCION

Los sistemas con ios que estamos acostunbrados a trabajar en Mecanica -
Cldsica, estan altamente idealizados; se ignoran con el propdsito de fa
cilitar su estudio, ciertos elementecs que en la realidad alteran las so
luciones, en el sobreentendido de que aquéllos no son importantes. Exis
te una gran diferencia entre las situaciones reales y los procesos que-
estudiamos en la escuela o en los libros,

Uno de los mayores problemas a los que se enfrenta el fisico, ura vez =
que ha acumulado suficiente informacidn analftica respecto de un proce=
so real, es el de encontrar aproximaciones significativas a las solucio
nes de las ecuaciones que describen dichos procesos.Nada hay en 1la natu
raleza que pueda ser aislado de la influencia perturbadora de los ele--
mentos circundantes.Estos elementos producen ciertos efectos, que siem-
pre alteraran el resultado del menos ideal de los sistemas.

Sin embargo, es posible obtener las soluciones con suficiente aproxima-
cidn a la realidad, tomando en cuenta los pequefios efectos perturbado--
res mediante métodos de aproximacidn, La formulacidn sistemdtica para -
obtener dichas soluciones, se 1lama Teoria de Perturbaciones,

La Mecdnica Celeste llevé a esta teoria a su mis alto grado de desarro-
1lo, en Mecanica Cldsica, haciendo posible obtener matemiticamente la ~
existencia del planeta Neptuno, en virtud de las desviaciones orbitales
de JUpiter, antes de que aquél fuese visto por los astrdnomos.

Es bien conocido que en Mecanica Newtoniana, es posible resolver el pro

blema de dos cuervos, por ejemplo Tierra-8ol, o bien Tfierra-Luna. Pero-
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no podemos simplemente despreciar las fuerzas interplanetarias y consi-
derar s6lo las acciones que mutuamente ejercen entre si dos cuerpos; es
necesario considerar la accién de muchos cuerpos, y este prublema no --
tiene solucidn exacta en Mecanica Cldsica.

£n Mecanica Celeste se encontrd que los problemas de Perturbaciones pue
den mane jarse por medio de apréximaciones basadas en el hecho de que las
fuerzas entre los planetas c£on mucho menores que la fuerza de atraccion
del sol. Por este camino, se empieza resolviendo el Problema de orden -
cero (Problema de Dos Cuerpos), y entonces se toma en cuenta la pertur-
bacion como aproximacidn de primer orden.

Existen dos posibles formulaciomes de la Teorfa de Perturbacioness

1.-TEORIA DE PERTURBACIONES ESTACIONARLAS

Si el sistema es Multiperiddico y Separable *,podemos afrontar el
nroblema de encontrar el cambio en los perfodos de movimientoy nroduci do
nor una perturbacidn. El andlogo a esta situacidn en Mecdnica Cudntica,

corresponde a encontrar el cambic en los niveles de Energiu.,

2,-TEORIA DE ['EKTURBACIONES DPENDIENTES DEL TIEMFO,

Si el sisteme no perturbado es deascrito por un conjunto de condicio-
nes iniciales de la ecuacidn no perturbada de H-J, podemcs averiguar el
promedio al que este estado constante previo, va cambiando por una per=-
turbacidn. Su anélogo en Mecanica Cudntica, corresponde al calcule de la

probabilidad de transicidn producida por una perturbacién.

En el caso Multidimensional, un sistema es multiperiodico, cuando sus-

. - . s - Pod .
distintas frecuencias, tienen diferentes periodos asociaros,
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TEORIA DE PERTURBACIONES ESTACIONARIAS

1I.1 Descripcidn General.-

Si se tiene un sistema de ecuaciones de movimiento demasiado complica=--
das como para encontrar la solucidn en forma cerrada, es posible encon-
trar un sistema con un hamiltoniano aproximado al hamiltoniano del sis-
tema original. La diferencia entre dichos hamiltonianos puede ser consi
derada como la perturbacién° El oscilador armdnico pertenece a esta cla
se, y es el ejemplo que estudiaremogen todos los casos.

Consideraremos inicialmente tres métodos generales de solucidn:

A) METODO DIRECTO

BIMETODO DE BORN

C) TEORIA DE PERTURBACIONES CANONICAS

Nuestro objetivo inicial es comparar, para el caso unidimensional, cada
uno de los métodos anteriores, para un oscilador anarmdnico, cuyo hamil

toniano seat

11,001 H=H + Aﬂl

en donde Ho corresponde al hamiltoniano del sistema sin perturbar, y H1

es la perturbacidn. Las ecuaciones a resolver serans (ver 1.013)

8] H

11,002 . = 4, = —

772 Y’

-

Recuérdese que estamos tratando un sistema independiente del tiempo.
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Sea el Hamiltoniano del oscilador arménico perturbado unidimensional, el-
siguiente: (El subfndice o bien supraindice cero, designard al sistema —-

sin perturbar)

p? 1 q 3
11.003 L Sa - +A
H z 5 K9 q
AT L - aq>
11.004 = L K3 , =
Heo ; 4 3 H.=§

11.1, A,-METODO DIRECTO
Las variables conjugadas p, q se escribirdn en términos del parimetro per.

turbador, del siguiente modot

2
11,005 p= POy Ap® Ny

son las soluciones a determinar.

11,006 4= 4% AN a0y

(o) (o)

en donde p yq son las soluciones del sistema sin perturbar.

Por otro ladot

11.007 s@)_ _ Mo q®- i
39® gP(o)

Aplicando 11.002 en 11,001
_oHe _ 3y PL

P =

11.008 ' SQ 9%
A - QHe Ei!l
4 5% A ap

Para encontrar p y 4 en términos de 11.005 y 11.006, desarrollaremos H

y H1 en términos de las variables q, p dadas por 11,005 y 11.006 en se
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ries de Taylor, cons

- ©) o) L ) ¢), y w0) 2 pY, y
Ho= H (3°4 Aq" 4 Mgy PO Ap@y APy )

[]

Ho= H (404240 £ a2q®pe 5 p@ap®ant P 4.

y evaluamos las derivadas respectivas en q = q(o) y p= p(o), lo cual de
notaremos lo 1
Ho
o g ,0) = Hal(8) p*)+ [ 4043040, ]- S |
-}

» [0 i) “%L;”L*"

B, @) = W (99¢%) + [AqMa%®, ]a:-

W
+{A p“’+ ] 3,@,‘ A

I11.009

Aplicando 11,008 en 11,009

e (4 @) 0), \2 42
._(j_f————-‘t [)‘ ""k z" ]aaaq.@)l

-5

Q) G{ELSEfZ——il) ‘
LU s asar“"l " 8 o

_ A[)‘Q(‘M)‘ %(zu ]____.Ml XDP(“H}?(" ] 3‘;9?@)\ Looo

qz M M\ +Y)Qm4y‘1@ ]a\gagm!

2 o L o H(a®, v)
4 »e ] 9_.2-,,,\ bore® A ~5—‘;‘E‘ ‘

D e } "f){*\‘m**!’m arap‘”l‘

con lo cual, después de reagrupar términos, obtenemos:
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(&-) o)) oM (3 D) y d ko
M aqr \ z);\‘. E‘_' \ o aa,ae,\
i P(\)ag‘a;‘”\ -X
-\ m g;g;m 8::\"'\ #l)

0, 3“! : 0y 8% 3 \ 1‘_

P:-

11.010

S 0l °—"‘-§—°%ﬁ’ Ll

ol
K.Q_m 3\93%@) o a?a‘:"’\

A, a‘tlh + @y 8°m, |-|) y ‘X""'
e apaq“’\ k Pa\"“\
Comparando este dltimo par de ecuaciones con 11.005 y 11.006, obtenemos:
.m QH! l m Q‘_“_: ‘ P(l) .
3999% 39 9r°’l
. ) 9% (2) a’Ho 3l o
@..q. 2= Q) gy 2
f % éa&f"\ d Mar‘" "4 aqa@"’l 343#"\0
50 . alh 0y 9 Hg 4 ) @:_Hg
: \ 4 apaq('ﬂ\ apagf’lo
a®) - (2), ) a Ho (\) M 9H H,
e s épéq(‘"\ +P Gpap‘”l Opaq("\ P ape#”\
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Utilizando los valores dados por 11,004, obtenemos las derivadas requeri-

dass
\ ?
QH.\.\ = 3@*)* 3_2._‘5;() . Itk “\ =0
9, 3934°|, 3q3p°'lo
?ﬁl\ =0 @:B—O - 6 9%H ‘ = L
¢ 8paq” o~ apaftle "

ﬂ\_eg‘@) ?}_—HL,\_O _ 9’”',\—.'0
aqaq(o) 0- aq’a‘g@\ o— 3\°8\‘(°‘ [

Usando estos resultados, (y utilizando también I11.007)

11,011 (a) i:@’ =-K q(") ecuacidn de orden cero.
11.011 (b) fs(” = - 3(%‘”)"- KQ(') ecuacidén de primer orden.
11,011 (c) ‘;(ﬂ: - Kq(n-(.q(".q(” ecuacidn de segundo orden.,
Ademds:
. w) . 0) . 1)
11,012 q®: P “. g® L
m m m

Por tanto, para la ecuacidn de orden cero
MmE® 4+ ka® -0

su solucidn es:
(/] w
11.013 ﬂ( ): A sen U)t con w = \[;:

Para la ecuacién de primer orden
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con solucidns

g((\) - A (3+ws1wt)

II .014
1nnu)

Para la ecuacidn de segundo ordens

md* F mw?q®) =~ 69090 2 smwt(a tosrwt)
Mw
se tiene la solucidn:
11.015 qm: _L [— 2 om3wt - “ wteoswt +dsemwt |
. mw 4

con o por el momento, un parametro ajustable,

¢9) ¢

De acuerdo con 11,012, las p y las q estdn relacionadas por la ex-
. . 1 LA}
presidn: P(‘) z 9,(
Sustituyendo cada valor de qil) an 11,006, derivando vy multiplicando por YA
2

(después de habei elevado zl cuadrado § J, obtenemos:
Y EX ot ¢}
11.006 EzE®HAE® L M ED
cons

A4
o7 E®: fmwiAt €00, E¥: L («- 1)

11.1. B.- METODO DE BORN
En éste método encontraremos mayores dificultades matemiticas que en el an
terior, aunque los resultados se mejoran, como discutiremos al final de es

. . . . 4 N s
ta seccidn., Este mecanismo de solucidn ze aplica solo a sistemas multipe=
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riédicos donde podemos utilizar la separacidn de variables.
Seguiremos el formalismo de Accidn y Angulo.

De acuerdo con 1.042:

& SW;; bd,) da,

Recuérdese también que podemos encontrar la energia E como funcién de las

Ji's (ecuacidn 1.050). Ya que H = E,tendremos, de II,003:

: 2 Y 3 = K

11.018 E- P muu q* + )4 W‘Ji“
m

cons

11.019 p= \I 2mA F(2)

y
- - 3.. "“Uiqz.k E

11.020 F(a)= -4 ) 3

Sean es € €, los tres ceros de F(gq), que escogeremos del siguiente modo:

e

3‘12 2 '/{
-y & ( 2E/mw*), e, —=( 2E/mWwW®), ¥y e ¥ - 00, cuando A¥0(ver la fi

1

gura 2). Podemos escribir I1.020 como sigue:

11.021 F(a)= (e-9)(q-e,) (4-e5) z- & (a-a)(g-e) [i- %, ]
B(a)

€ _ EV -

FIGURA 2

Buscaremos la solucidn exacta de las ecuaciones de movimiento en términas

de una serie de potencias de A en el 1fmite cuando A= 0. Entonces e,
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tenderd a menos infinito. Tomando la rafz de II.021, podemos desarrollar

la rafz del dltimo factor en serie de potencias de e3_1 H

[F(g,ﬂ Y - (.. eﬂ'/z [(e- -9)(4- el\]"z {'_1— 3';’ - é%‘- + ]
De acuerdo con I,041

il.ozz J:§pa{qr z \Ezmk ‘g\j Fg) ot‘lf ,

Sustituyendo aquf el desarrollo de la rafz , obtenemoss

11.023 J= {-2mie, [Jm- z—le— IO 8_‘2-" Jm-\»...]
3 3

en dondet
. Y "
11.024, J("‘ z § [(9- -¢)(q-€,) *q dq
Es posible encontrar las J(k) mediante un cambio de variable:

con lo cual, II.024 se transforma ent

o
11.026 J(‘d: .4'.1((&.-61,\7‘ g['%(ene,,h -zl (e.-e2) izn’{»]‘:ast’{* dy

Entonces tendremos:

Jes “l.v(e.-c;\" 7O = Lu(ate)(e-e)

[e ]

11.027 |
J(“Z ;—‘4'“ (en-ﬁt.\t [5 (ev*ev_)"- 4€|E¢_]

Si ahora escribimos er ey ey de modo que satisfagan las condiciones pe

didas, del siguiente modoi
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et (AE) Hauad 42 e
11,028 , | )
= (- mWIN(4 boad +B3AT 4.
ey = ( ) )(1 3A +f3

Sustituyendo este sistema de ecuaciones en F(q) = 0 e igualando las poten

cias de A obtenemos las constantest

- - - g.g.. dy =2 O
d\ - dt - M!w4 3
II».029 . - 5€ (}——E‘-)V’_ . ae
o= P‘L— miw? m PS T omi®

Sustituyendo estos valores en I1.028, y el resultado en I11.027, obtenemos:
'y
3@ . 2TE | 20mME'A' | sowENA*

mwt w9 w8 m? w
. 3
I1.030 3O _ . quel 40 MEIN .
=T Tt me't
T
@) _ we' | 29TE3
I8 - wwd b s v

Ahora, sustituyendo este resultado en 1II1.023, obtenemos el desarrollo péra

J, en términos de E:
am is XE
11.031 J= & E [1,-\- = b
w amiw

de donde, iterando, se obtienes
st J?
e s

+ LAl ’ l’
oW miw?

afe

11.032 £:-Vd -

Para encontrar q en términos de la variable angular w, utilizamos 1,051 :

___Q_LV-§ﬂdq 3. dW 4,

11.033 W 93 - aqas - GJ aq
Pero, por otro lado: Q—\—'-J:
99

con lo cual tendremos:



11.034 w = Sg_qu

Utilizando 11.,019:

gp_ m»  3F

I1.035 — 2

ad JamArF(g) ad

Ahora, usando I1.020, y el hecho de que séloc E depende de J:

op . [m' dE '
37 V2 43 [y

I1.036

Con lo cual, I1.034 queda finalmente:

g e
11.037 w= s aJ m

Desarrcllando fl'"(q)] -1/2 en forma similar al desarrollc anterior

)

_ | -y
i [F(8Y) " [“33 (G\"ﬁ(‘i'et)("‘q'/fsﬂ )
2 [ese-9) (5-e)] " [1- 9] ™

~tly
=[-este-n(a-e] ™ [14 v ]
Sustituvendo los valores dados por 11.025:
14 [€|+Cz+ e zetMM,{,]

’”l le
- 3
11,039 (.F(qﬂ - \J:-\ e -e: cos
€3 -
Por otra parte dq = & zez cos ¢ ay con 1o cual obtenemos:
€, +€ € - ez ]

11,040 w= [ " dE [ ' vl e e’CoS‘Pd‘F

e B (u a3 e ez

€y - cos ¢

=)

Recuérdese que (1 + x)F = 1 + px + ...
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Integrando:

" 1§'/1_‘__ éE, w+l e|+& 1‘,__ | 2, -8 ,gPJ

Sustituyendo las ei's de 11.028, y la derivada de E de 11,032, se tiene:

[ w_usAd ) w_,_;l_(_qﬁx "
1.062 W= Sl grzpdat Lmwt\ miw#
) 26 \Vh, 10E [2EVy2T]
[ o) B (W) X e

Agrupando, y conservando s6lo los términos de primer orden en )\ [

+

. t Y
1 15Atd [ 2€4 +(—Z—E) A o
w ::(E“" an‘rn’aﬂ ) Y+ nﬂwﬁu' muwt ”"uzco ¥

Ly 4 (7_--5—\"1'__,1‘__ cos Y

I1.043

T mwti ITmi?

con 1o que finalmente obtenemoss

7\
nwo-Yy (= \) A cos
I1.044 2 Yy s

(en donde hemos sustituido E por su valor, a primera aproximacidn de 11.,032)
Utilizando por otra parte q de 11,025, sustituyendo las e.'s por sus valo
3 2

»

res correspondientes, y E por 11,032, obtenemos 3

i
11,045 q= 2 —J—\) ny -~ JA
Comparando II.044 y I1.045, llegamos al resultado final:
/
2 2
J
11.046 q s Asm 2LTTH - _/\,_4A (3+(,054TT”’)+--« A:.———-\
1mat amd

El primer término de esta suma, corresponde a la solucidn dada por 11,013
asf como a la solucién del oscilador arménico tridimensional I1.103,

(w = ¥t + const, por tanto w =§%t + const. de donde se concluye lo anterior)
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II1.1.C .- TEORIA DE PERTURBACIONES CANONICAS

Muchos problemas importantes de Mecanica Clisica no pueden ser resueltos
exactamente, Por ténto, es conveniente desarrollar métodos para obtener so
luciones aproximadas. La teoria de Perturbaciones Candnicas es de particu
lar interés, porque hace uso de transformaciones candnicas y variables an
gulares y de accidn, y ademis, es aniloga a la Teorfa Cuintica de Pertur-
baciones,

El método se aplica a sistemas separables de la clase que hemos discutido
hasta ahora. Para simplificar, el mecanismo serd discutido con detalle en
el caso unidimensional, y la extensidn a sistemas con mis grados de liber
tad se hara en la siguiente seccidn.

Supongamos que la transformacidn canénica de las variables (q , p) a las-

variables de angulo y accidn, es CONOCIDA PARA EL SISTEMA NO PERTURBADO :

q teme—e) O
P e JO

En términos de esas nuevas variables, el nuevo hamiltoniano sin perturbar:
. 0y -
HY (Gao) H (q , p)
y las correspondientes ecuaciones para el movimiento NO PERTDRBADO son:

(ver ecuacidn 1.052)
. Ho . o
11.047 wez —: V(J°)
o7
j(”: 0



=48~
Hagamos entonces H'(w®, J°, A) = H(q , p, A) el nuevo hamiltoniano asocia
do a las nuevas variables,
Por suposicidn, deberdn existir variables w,J en términos de las cuales:
11,048 Hq, p,A)=H'(WO, JO,A) = H''(J ,A)
Como ambos conjuntos w%,J°® y w, J, se obtienende q , p por transfor-
maciones candnicas, debe existir una transformacién candnica que conecte
a ambos. Procederemos a encontrar la funcidn generadora para esta transfor
macién. La transformacidn es independiente del tiempo, y sabemos que para
A = 0 1a transformacién debe reducirse a la Identidad; por tanto la fun
cidn generadora debe ser del tipo 2. Llamémosle W(w°®, J , A) *)
11.049 Fy = d(wO, J,kb) = w9
En particular, supondremos que W es analitica en A de modo que podemos de
sarrollarla en serie de Taylort
L oso W WS 3, ) = Wo (WS V£ AW, (W8, 3)4 AP W, (w5 I)e..

en este desarrollo, W, esta dada por 11.049. De acuerdo con las ecuaciones

de transformacidén 1.023:

éyo . E;\A, W= gg}éf

11.051 -éwo ‘ aJ

For tanto se tendrd:

Aaw a QWg

Jo - J+ a A awo '
11.052
' oy ) My g2 Ve,
w= w+ A Ek; A tgcf

(")La funcidn generadora W y W' = W + aw® + bJ (a y b const.), da lugar a
transformaciones candnicas cuyas ecuaciones para w y J difieren solo -~
por constantes, Por esta razdén, simplificaremos las expresiones que po

damcs obtener para W, despreciando los términos lineales en w® y J,
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Por otro lado, el hamiltoniano H'(w®, JO, /\),también puede desarrollarse
en serie de Taylor alrededor de A= 0 :

11.053 R (WS 322 = Ho(I°) 4 A W) (WS d°) 4+ A2 Ha (w,3)¢ ..

en donde los coeficientes H;, H{, etc. son conocidos, ya que H' se conoce

Cuando w9, J° son expresados en términos de w, J el hamiltoniano es:
H'(wo(w , J) , J%w , J) , A) = H''(J, A)

este nuevo hamiltoniano es independiente de w. Desarrollemos H'' en poten

cias de As

11.054 HY(3,0) = Ho (B) + AR(3) 4 M Hy (3) 4.

Para encontrar este nuevo.hamiltoniano, debemos encontrar las H"K . Esto-

no puede hacerse simplementa igualando los coeficientes de I1.054 con -

los de II.053, Primero debemos expresar H' en términos de J, en lugar de

JO, Esto se puede hacer desarrollando H' en J° = J, Tomando J° de I1I.052:

4 9
11.055 H'(w",JﬁA\:H'(W",J-&)%*&-/\i%: k... ,/\)

: oLy Iy AW
H (won)Ay* §3~ J°:J [k awg+ "'J

1! 2
+.‘i 3_;’,‘ J.'J.{ W, +)‘2§lN_34,. ]4...

Swe awe
Agrupando las potencias de A : : ,

\ o AW '
11.056 H (Wo)Jo;A) = H’(W’J’A)+ A 5_\;" 33(3&3

' \2 ?.H’
+>‘1[3_W_3.Qﬂ . .\._L(Q.ﬂc\)_g__;
aw° 3d I3 2\9w 3d

o)
T3

Ahora, escribiendo II,053 con JO = J

W' (WS, 3, A) = HL@) § A (w9 ) + AT He (o 3) 4
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Insertando @sto en I1.056, tanto en el primer sumando, como en las deriva

das de H' respecto de Js

H'(we, 3% 3) = Hald) ¥ A M (WS ) 4. &

'\aW. a_(u.:u)n\n:(w:m.-)
Iwt 33 ‘.“,

)2[9_\_@[:‘ §,(u.'<a>+1u.'(w°,m..)l

aw® 7 Io:3

L (AW 3t (Me(3)4 AH (WS, 3) 42 ) ] }
+I(5;;\ ) %J"‘ \Jo. \

desarrollando las derivadas con respecto de J:

" M
A(we3%2) = He(D) 4 AR, (W53) 4.8 ) % aa; ast 33 ,,-=,*"]

a\wr 3 He *_xa /A8 ]7 3
* 3 w.)[aa 3 ar\;o J*

Haciendo operaciones:

P ,“ QW au!

W' (we, 3, A) = “o(ﬂ)‘\')“'(“"»l)‘ " )L awo aJ =3

3 QWQ 8“:

”’%," LR azlr .3

en donde se ha utilizados
]
g2 Ok
-h
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Agrupando las potencias de A.i :

W
m.0s7 MW, dT M) = Hy(3)4 A{u.(wun aw,w”"l

N )7-[u,(w 3) 4 W al:]

Swe 3J 13*:g
SUTAN(CA T P

Igualando ahora las potencias de I11.057 con las de I1.054, obtenemos:

11.058 (a) Mo (JI) = Ho(3)
1 e AW, po
”I(‘V,J)+ e
' U] GW au"
"Ii(le)+ awe 3? %= av
QVV 1\?
+ FEE, C;VV } I=J

Recordemos que Hj , Hl', .+ SON func1ones conoc1das. obtemdas del desarro

11.058 (b) K% (J)

11.058 (c) He (3)

1lo del hamiltoniano como funcién de w%,J°, De cualquier forma, ya que he
mos desarrollado H' alrededor de J, todas las funciones Hj, Hi,..y sus de
rivadas estdn evaluadas mis bien en J que en J°, En particular, l’odebe e
valuarse en J, no en JO°,
Antes de seguir, veamos a dénde queremos llegars
Queremos determinar las Wy » de modo que la transformacidn 11.052 se co--
nozca. Ya conocemos la transformacidn de las q , p a las w°, JO :

= q(w°, JO) é = p(wo, JO)
Esta‘es‘una transformacién'canénica, ¥y es independiente de cualquier ha--
miltoniano., Su significad; especial, es que para el hamiltoniano sin per-
turbar, Hy , el movimiento no perturbado estd dado por JO = constante, y-

wo = I/“t'f constante (ecuaciones I1.,053),
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Una vez que encontremos las Wy , pv. ..»; expresar las q , p en términos
de las w , J , por las ecuacioness

q=qwew , J), Jo(w, J)) p=pWw, J), JO(w, J))
El significado de esta transformacidn, es que para el Hamiltoniano pertur
. bado H, el movimiento perturbado esta dado aproximadamente por J = const,
yw =Pt + const. La nueva frecuencia se obtiene de las H"k como se mos-
trard mis adelante,
Ya hemos demostrado que la variable angular w° cambia en 1 cuando la coor
densda q pasa a través dé un ciclo completo, y entonces w cambia en algin
entero. Pero cuando decidimos aplicar muesiws ieoria de perturbaciones ca
nénicas, suponemos que W y w° no difieren muchc. Por tanto, el emtero en-
que cambia w es 1 también, Y por tanto, w = w?, tanto como J y J°, son --
funciones periddicas de w® con pericde 1. Esto debe ser cierto para todos
los valores de A por lo que se sigue, de la ecuacidén II.052 que cada par
cial de Wy con respecto de J es periddica en wO. Entonces, cads H¥ es la-
suma de una funcién periddica ¥ una funcidn arbitraria fy(w®), De acuer-
do con la primera de las ecusciones 11.052 las derivadas fi(w°} deden tam
bién ser periddicas de modo que cada Wy es la suma de una funcibn peridai
ca con perfode 1 y una funcidn lineal cyw®. Esas funciones lineales intrg
ducen una funcién linealmente dependiente de A enw y justamente en la -

nota de la pagina 48 hemos acordado despreciar tales términos de W,
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Por tanto, hacemos cx = 0, y cada Wk puede ser expresada como una serie -

de Fourier de la formas

[« ]
11.059 W(wsd) = ZWK (d,mYexpanimw’®  w#o
ms -

Wi

Las - pueden ser desarrolladas similarmente, excepto que para tales

aw

desarrollos no aparece el término constante (m = 0). Como resultado, obte

nemos t QWK . Zﬂtzmw‘(J M\&XP 2Remw®
Q\N

Multiplicando por dw® e integrando entre 0 y 1

§3Wk Aw® = 21 ZW\WK S\ex\ozmmw dwe
Iwe
11.060

2mm
= 2 ZWL ( - 3-\
La importancia de este resultado, es que nos permitira calcular las Hk's,

realizando ciertas integraciones sencillas, como veremos adelante.

Multiplicando 11.058 (b) por dw® e integrando sobre un periodos

Sn (3)dwe - So‘u.’(w‘;J) AW® 4 d“(J)S‘%\%a,o

° [

7 seast

'
11,081 m'(3) =SHv'(W°,J)o\W° 2 <N-,(W°,J)>

o
Sustituyendo de nuevo este ultimo resultado en 11,058 (b)s

i (wsdY) - Hi(we3) = %MJ)



54

W, {mwed)) - Ki(wid)
awe ()

II.062

Para encontrar W séistenemos que integrar, ya que la constante de integra
cién no afecta para nada nuestras ecuaciones de transformacidn 11.052,

Efectuando el mismo procedimiento con I1.058 (c):

: ) ) ,
Hy (J)AW® = | njdwe + | aWr QU ape
Sb 2 ( ) So 1 S° 3w° aJ J“I

Ve JW. \2
(0 —«3 o
ti So 3 L‘:J awe dw

utilizando 1I1.061 . ' '

e Gty o HDM ) gue

Ha(8) = {H1) o Vo 3] :o:xr (H.) 2<u,>u,+u. dw®

2

4 %Sc'ﬁ Py (»°)?

Separando las integralest

u;(J)=<H£>+;,‘—,§ 311 KHDdwe - E&gu 3”'|J0=Jm°

,,aﬂ' 0 e
vo!S(”') 93 lJo aw'. F;‘Sd‘h)”: 26 o Aw

21’“1 S(Mz 3°=3 a\u

con lo cual tenemos:
ah
11.063 H:(J)=<ﬂ1>4—<ﬂu <3\'\\ \9,<N' ;

] . ut
- Q_Eﬁ;i 52? <:H|) 4 i};;; EE;'<:HJ :>
bust1tuyendo en 11.058 (¢):

e 2
w4+ AW U oGWz 1 8VRAWIN
vt Gt 33 aw-'\

H QH.
:{l-lz_ )+E‘°<H|><39J' V°<” )
‘ i I ¥ 12
T 2pet .;J AT Tt 57 <HD
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Por tanto, se tendra:

oWa auiy 1 gw, H!
-5\—”-;_ A HL D - Ha)# z(” >< uc IW° 37

91" QW- 2 :9”0 ,
2:” 3J \3we 1’"<” > zw"’ 37 <”'> +zz«"’ a.r <”'2>

Sustituyendo de nuevo I1,063:

%%r{ = [¢mir- Hz]+-;z<”>(a”' - L feuss - u_]a”'
e [cwi>-w ] 35 - o an,“>*w°‘[<”"z> <">J

Haciendo operaciones y agrupando, obtenemos finalmente:

11.064 E)Wz [( Hi)-H ]-}",z [<H|><a“'> CHi >2”'

J = W am>] +21’° aJ [uh <Hi'd
adw Y- W ]

De nueva cuenta, esta expresidn puede ser integrada para obtener Wy. En-=
ton;es, las nuevas variables w , J , se encuentran en férminos de las an-
tiguas w°, J° a través de las ecuaciones 11.058, 11.062 y 11.064.

El hamiltoniano perturbado (La Energfa del sistema perturbado) H'', puede
obtenerse sin necesidad de calcular la funcidn generadora W primero.

Usando II,054, con I1.061 y II.063:

1oes £ = H(TAY ZHLI)E AKHY 4 AP[Cuid
b CHOCTE Y - Lk
b o 55 (- 4” AN ERE

De esta ecuacidn puede calcularse facilmente la nueva frecuencia perturba

_?ﬁ"
da ’aJ.



~56=

Apliquemos ahora toda esta teorfa al caso del oscilador anarménico cuyo -
hamiltoniano estd dado por I1.003.

De acuerdo con 1,103, II.013 y I1.046, la coordenada q sin perturbacidn,

J° '/2
esta dada por: q, < (—-—- \) AM ZITW'
mTmw

Por tanto, y de acuerdo a las soluciones no perturbadas para la Energfa

(correspondientes a H' en este caso) dadas en 1.098,.11.017 y 11,032 se

tendras
o Va2
AL M H, = 3. (4. a3z w’®
11.066 Ho = % Tmw

Por tanto, utilizando el conjunto de ecuaciones 11,058, se tiene:

[}
I1.087 (a) He = VOJ°
o My
11.067 (b) H, :(-‘L aml2nw®
mmw
11.067 (c) ﬂ:‘ -0 k=2,3,4,...

La primera correccién a la Energfa <H.') de 11,065 nos da:
11,068 H'z (W) =0
La correccidn de segundo orden para la energia, tomada también de II.065

resulta sélo en un término que no se anulat

! ' : 2
' ' - 1S J
11.069 w' e - [ G wAwe = -2 S
o

Por tanto, la Energia del oscilador anarménico seras

24
wd _asdiA

1.070 2 H'(J,A) =
11.07 E (3,2 2T 1ot mdw4

en concordancia con la ecuacidn 11.032.
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Para obtener la coordenada q en términos de w, J, hay que encontrar prime
ro la Funcidn Generadora W dada por II.050,

De 11,062, podemos obtener Wy s

3/

. AW _ 1 ' W\ -_ L (_el_ 3 LI 0
11,071 EYTTT (H.)-—H)--v. Tww ) AT eTW
por tantos
11,072 W, =~ V0 (ﬁ;‘w\ (- cosamwe + g-cox nwe)
Utilizando identidades trigonométricas )

- I N2/ 3 cosanw®- L coseni®
11.073 W= 5 (m) (2 = )
Y tenemos entoncess
W, 3 J )‘h o L e
I1.074 . e sirwe- L cosemw®)
7 9J aﬂmw"( nmw (3(0 T 3

Escribiendo ahora de nuevo 11,052 a primer orden de A sustituyendo 11.071
y la derivada 11.074 ;

312 3
- J- 2__'!'(-‘1—- ) sem’ 2T W°
Je=d A w \ Tmw
11.075 . 5
3 kS
- Wo4+ =22 ._..——-\ o_ 1 °
w oot T (3cos 2nwe- Leasemwe)

Este es el par de ecuaciones de transformacidn que relacionan w°, J% con

ws J. Podemos ahora encontrar a q como funcidn de w, J, mediante el uso

de 1.103, I1.013 o biet}/ 11.046 3 (ytilizando ademds II.075)
- J.O 2
11.076 9= ( \} sen2Twe

W 5\l 0
3
I _ar ——'\ sew 2Tw ° w2t w®
mmw
S | cos 2Wy©
cos> 2MWwO = cos2 2Ww® cos 2Ww® = (1 + cos 4 Mu®) —_—

ademis: 2cosel cos@ = cos(et *@) + cos(& - @)
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Efectuando los desarrollos correspondientes (hasta primer orden de A )
ty a J Va
0 l' — 3
11.077 [J ] z [J "} (1.- ot [umw sen 2wt

Y
3 J ]z
° - -
11,078  Sen2iw® = sen2lW mz['ﬁmw
XSenZHW(swsznw-écosenw).;,_

Insertando 11,077 y 11,078 en 11,076 obtenemos q1

!
I1.079 q = I ) cemaniw— 2 I (3+cos4tw)
nmw et mw

que es exactamente el resultado dado en I1.046 por el método de Born.

Para obtener la correccidn a segundo orden de q, Seguimos el mismo camino--
a saber, integramos 11,064 para obtener Nz .

Nétese que en esta ecuacidn, y en virtud de I1.067 (e),y 11.068 , varies

términos se anulan. (Recuérdese que se sustituye JO por J en esas ecuaciones)
Ademds: al’o az ”o al(l)"J) o

od aJt aJ*
Esto simplifica Nz s, la cual queda:

\ ) aH.' o ' Qﬁ'_ o}
11.080 Wy = ‘;-;‘ JH: -é—o',"aw 5<R\ 37 >AW

Estas integrales ya las calculamos para I11.069.

Por tanto, 1la expresic‘m para Nz se desarrolla asf:

Twe
_ \ ) 332 bz“wodwo — ‘__S__J_——-——- a
27 et W’ Ssm s veindmiu



, 2 ,
W,= L . 3J SW®_ 5enalw® 3sen®Iw®  sen’4n w°
mw g t2pT qeT

_oisJwe
s vinimiu’

, . | ‘
11.081 W= .33 {_ Sm'-l“W°+ 3mgﬁw°+ son? anW ]

\
P 2B’ CY 128 W qe

Utilizando de nuevo 11,052, y sustituyendo las derivadas I1.071 y 11.074---

o A '
3023 = 2L N entenwes 1 [,.,Q'i-_ WS+
3/ 2
- Y- ) J 3 ] A 3J g - '-‘-S-J"""’
=J [5;(1-;;—\ sen 2uwW *po‘[{iraw sen 2w’ 32am3 i |

34 2
Ald 332\° 6 k)
11,082 J J \’0( ) sendanwo®} W_;‘& [sen 2w — ‘_;] +ooe

?
. - °
Anora : W= W°~ _3A (_“‘.r;‘-u (-eosrmwey 3‘-cos:’wW‘)

49°n* mw
8
2N [—- wn41rW°+ dsen8IW®, sen’4nw®
20 wimw? an izew QeT

con 1o cual:

3, '
s w=we- 34 (j"') (-—cos nwe+ '3" c,os3z1me)

40°7J L tmw
' + 3 A [_ senamw’, 3sengmw’, sm34wwj
vo‘ﬂ"m’w‘; 8 |18n oW
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Las ecuaciones 11,082 y 11.083 son las ecuaciones de traﬁsformacién para se
gundo orden,
Utilizando por ultimo q de 1I.076, y sustituyendo estas ecuaciones de trans

formacidn, obtenemos después de un tedioso cilculo:

A
MW - 2 CR 3+ cosa4nw
11.084 ( ‘)SG 270 ( )

-,. n )
m‘uﬁ'("““) semblTW 4 8 Jen W
que coincide con la expresién de segundo orden de q en 11.015 (obtenida por

R i '
el método directo), excepto por el término no acotado en Wt, haciendo d=-‘8"

I1.2 Discusidn de los tres métodos.-

Observamos que el primer método es muy rapido, y obtenemos facilmente las--
correcciones a la energfa (Ecuacidn I1,017). Sin embargo encontramos dos di
ficultades insuperables:s A las soluciones para q1 y q2 ( ecuaciones 11.014-
y 11.015 ) se suma un término que es proporcional a la solucidn de la ecua-
¢idén no perturbada (11.013). No hemos considerado este término en la solu--
a o 1 . & 2
cion para q, pero lo hemos agregado a la solucion de q”. Esto lo hemos he-
cho con el fin de obtener la respuesta correcta -ésto es, la respuesta obte

. . . .. - 2
nida con el metodo de Born o por perturbaciones canonicas- para hl y E7.
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-—

(ecuaciones 11,032 y I1.070) Si hacemos ol='22 obtenemos dicho resultado.

La segunda dificultad es la existencia de un término proporcional a tCOSujt
2 : = A - L4 . . . -
en q°,., Si las series en tienen algun significado, entonces debe ser posi
- . . Ar . _

ble escoger A tan pequefio, que los terminos en son mas pequefios que los
términos no perturbados. Pero esto es imposible si aparece un término no a-
cotado como t(osujt.

Estas dificultades no aparecen en el método de Born; sélo que ahora como --
contrapartida, los recursos matematicos son muy complicados, lo que hace mds
pesada la obtencidn de las soluciones del movimiento perturbado., Ademds, re
e e

sulta poco natural escoger las tres rafces e en la forma pedida ~

1’ "2’ "3
(eciiacidn 11.028). En la figura 2 vemos cual es la situacidn que grificamen
te guardan entre sf estas rafces: la partfcula tiene dos puntos de regreso,

_ my?

e,y ey La grafica tiene un punto miximo en q =0y un minimo en q = IA

Ndtese entonces que si A-)o , entonces el mipimo de la curva - - de modo
que la partfcula no puede escapar. Mediante este mecanismo, podemos averi--
guar la naturaleza del movimiento, haciendo F(q) = 0, pero las dificultades
matematicas observadas, hacen este método impréctico.

Finalménte, la Teorfa de Perturbaciones Candnicas es el método mis simple pa
ra obtener las soluciones pérturbadas (ecuaciones 11,070 y 11.084) .En este-
caso, la complejidad se reduce unicamente a lo largo y tedioso de los de --
los calculos, sobre todo si se desea un grado mayor de aproximacidn, pere es

td garantizada la mejor exactitud de las soluciones.
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I11.3 Perturbaciones candnicas en el caso Multidimensional,-

Analizaremos ahora el caso multidimensional. Presentaremos dos situaciones-
distintas, ya sea que se trate de Sistemas No Degenerados, o bien Sistemas-
Degenerados. La segunda de estas opciones ofrece mayores dificultades mate-
maticas que la primera, ya que conduce a seiies divergentes, por lo que se-

necesita aplicar técnicas especiales para resolver los problemas planteados.

11.3.1.-SISTEMAS NO DEGENERADOS, -~

Con pequefias modificaciones, el procedimiento seguido en el caso unidimen--

sional, puede ser aplicado a un sistema Condicionalmente Periddico (ver art.

r

7) con £ grados de libertad.

El sistema sin perturbar estid descrito por las variables

J; w;: k=1, 2, ... £,

de modo que se tendras

11.085 H'(wg ,-3: VA = Ho(J2)4 ).Hl(w.‘:,J\{\'H‘HQ(W:,J:)%-

e (0N = 0 (3 b AR (3) & ARE(36) Ko

Cuando } = 0, la transformacidn es una identidad, por lo que para el case
perturbado, se sugiere considerar la Funcidn W del tipo Fz. La funcidn gene

radora W se puede desarrollar en serie de Taylor, del siguiente modo:

11.087 W wy Jx,A) = Weo(wd,au) + AW (w! 3 )+ AT WG (s, Ji)
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en donde cada Hk estd dado como un desarrollo de fourier de la forma:

0‘) ani (MW e M)
11,088 Hk M,ml".n?
m: ml M‘
w i 3 . s . .
y W "se obtiene para A= 0 , Esta funcidn, se puede escribir del siguiente~
o

modot (ver ecuacién 1,026)
K) °
11,089 , wo ‘ZN“ d
' ®

Las ecuaciones de Transformacidn serans(ver ecuacién 11.051)

o W AW
11,090 Je z T W, 2
R T *T o

y por tantos

ALNL X AWy

° . .0
Ji i + MWy IWE Feee
11.091 w aw
= owe g AW )\ OWs,
W * QJK t 3 Ju ¢

Insertando la primera parte de II,091 en II.085:

“'(W: J\dﬁxa‘m F.-. x\

11.092 > AN

Desarrollando alrededor de Ja = Jy¥ agrupando:

i a‘“"‘
11.093 W' 3 W(WR,d M) + g: (‘\ 5';,":"!"\

2(;“ Pt IS T
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--M'(WI-JJI*)AX'\bA Z 331«(%)
W,
+ AQ K; - Eij& ( E%ﬁié ‘) +
z,(a_v_'y.aw 925}
33.\9d: ) awe Jw?

+ o008
Sustituyendo ahora, el lado derecho de 11.085, en este arreglo, obtenemos:

W (W 35 ) = Ho (J) + M(we Ju) +-.
J')‘Z dwerdtie..) (Aa_vg)

QJK IWe
2 3(“»4)““‘...-‘)' %
+ A ‘: Z; 9 d AWk
Z 3 g(u.uu.m AW W }
33n AN owS

+ o0

Agrupando de nuevos

! ' ) ‘ gu'; . @..!T_.-
11.094 H ‘(w: Je A= Ho (1) o x{“‘(w*:é*\*;ﬁu Qw,‘:]

‘ )
DY {na(w:,au\ *Z ‘%"3,“ owe

vy Ho
ks OW:2 L z Q_ Qe

‘+\« d. ame M %
QW Q_.W‘]
aw: ow,;’

toes
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El lado derecho de I1.094 es H' valuada en J; = J.

Considerando ahora el desarrollo 11.086, podemos igualar coeficientes:

11.095 (a) He (3e) = Ho (J)
Ho
11,095 (b) ' (Jﬂ = B (wd,dk) +Z L a(;/x*
11,095 (c) Ha' (Jk)= Ha (we i)+ L {9833 : a’a}%r:
LS K

+ s JWa o 9 Qe . IW IW.
3w IWE 9Jn9=7~ AN I

Ahora definimos para una funcidn F, el promedios:

i i
11.096 (F) - S g Fawe... clw;
. . o
Aplicando lo anterior a II.095 (b), obtenemoss

CIDERUIVA ZV; S; g c?9";:‘“0\\«; voe dwy

Como Hi' no depende de wﬁ obtenemos$

11.097 Y = WD

y por tanto?l

' ) “0 Vv
11.098 e =W Y W (Wn,Ju\ *’z an gaw
%

con lo cual obtenemos:

11.099 Zl’: %‘eg e (W JQ> (we Ju)
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Derivando 11,088, obtenemos:

< o ) i) MW
QW - Z Z.o ’e L M;W&\‘.ML.__W e" z 8
aW\: m omy We

11.100

Por otro lado, la expresidn 11,099, tiene el siguiente desarrollos

3 i LMWy
II.101 <“\‘) - “: = CZ— Z"'Z CMN\\;'—' N‘(J)e

AU Wy M‘

Utilizando I1.100 y 11.101, obtenemos finalmentes

-l
11.102 WLn I~ [?.ﬂ.l.gul&mk] C—M-Mz"'Mr

W - e

°
Siempre ¥ cuando,zu,‘ Nn#o. Para un movimiento condicionalmente periddico,

°
las w& no son conmensurables, de modo que esta ultima condicidn es siempre

valida, y 11.102 determina todos los coeficientes de 1la expansidn, excepto

el término constante H})o--o . Pero como en el caso unidimensional,este tér-

mino no es esencial, y puede despreciarse..
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11.3.2.- EJEMPLOt EL OSCILADOR ANARMOMICO BIDIMENSIONAL,

Aplicaremos la discusidn de esta seccidn al caso de oscilador anarménico---

en dos dimensiones, De nuevo, tomamos el hamiltoniano, como en 1.092:

2 2
maos W= = (ptapl) Lk yhadsy 29892 K ke

en donde
3 1
11.104 Ho= -'— (Plt+ P:)‘F k-‘i' *’&‘ (para el sistema sin
m 2 2 perturbacidn)
11.105 H.= Kike Q?Q: (para el sistema
perturbado)

Tomamos las soluciones del problema sin perturbar (ver ecs.l.103)

3.0 J.
= PN {7y = [ somerw)
% Myme 1" Timug *

11,106

DASCT™ o

J: nKg
bsy cosznWy Pz T T

De acuerdo con 11,085, para el hamiltoniano sin perturbar se tienet

11.107 H(q,p A = H'(w? 39 A) = Ho + AW + oo

en dondes
‘ Vo1 (p2ypl KAl | Ko
mos W= L (pRepl) e BR 4 Ko
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o [}
H' - 1 { J'_._._Jm"' costaltw’ ¢ {“‘____- vmEs cgslzferJ
m

0 T T
JO K Jo °
+ Kide sentaaw® + 2Rt amamw,
21 [mey ur,lmk;
con lo que se trienes
! &
' o g0 ° 9° 0 — | =
s Hez JX U7+ Jo ) con V= ar vy m
-]
Por otro lador W= kiK1 424} = bk, FoJL . sentanw’ sewtimn?

'NJ;;: UJ;G;

de donde se tienet

) -I° ,Io
]
I1.110 Hi = =L |& Y2 (K2 sontenw’ sentanwy
TN™ [T ym
v finalmentes
I1.111 I-l'i =0 {>,2

Como H" ( J ) = H'(J), calculamos directamente HY .

Tomamos ahora la doble integral de Hi con respecto a dw? dw; » ¥y reemplaza

mos Jz por Jk » con lo cual obtenemos, de 11.097:

W (w0 ;
-5 F4E] |

a1z W= Lt

send La Wl sovtan w? dw® dwy

\
° .

Podemos obtener H" a primer orden de perturbacidn, usando 11,109 y I1.112

11113 W= de 3 AN = T R + ATV
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en donde, cuando )\-»O Jk—a’Jﬁ.

Las frecuencias perturbadas de primer orden son:

g = M ye vy
a4

I1.114 B _ 90 010
y, = 3_3;-19,_4»21«3 Yed

Para galcular w°,J° en términos de w,J a primer orden de A , usamos II.099:
Wi
Zw ?—'- = UM, 80> - W (We,d0)
K ,
B LS ATLAPS 5 A ¢TSI LA s

de dopde:

I11.115 G Wz d By [.i -4 st an o sentan g |

Pero, de ecuerdo con 11,1013

2 ant(mwe o
I1.116 J'.l’.“J,u:[i_4;,,,.7,”3%:;":]=Z Zc!\mze (mws emgw?)

M om

Para calcular los coeficientes Cm n. ° Que nos determinardn el desarrollo~
172

de W, llevaremos a cabo'el siguiente proceso:

-t (MQ"0+NN‘)
Multiplicamos I1.116 por & e integramos sobre un periodo; ob

teniendo:
i t -zm(m.w. num)

11117 Cwumy 2 8,3, 8°8° [1‘ 45“"""’" amziws ] e Aw'dw;

o Yo
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Calcularemos la primera parte de est: integral:

! i . o o
ot (mw’s mawy )
11.118 d3 Y e Aw’dw’ =
~gem, ~2niM,
° e o ggen € €T )

4Tt mim;

El cdlculo de la segunda parte de 1I1.117 es mds tedioso, pero no complicade

La expresidn es la siguiente:
Vo

(MW rmows)
0400 2 [
-4 J\ Jz [,9, 197, 5 sen 2wy sentanwg € Gle d W:
0 VO
y la integracidn referida es:
t : s ~2Mim, ~2nim,
—ITHM, W, - L2
11119 Ssenzuwfe dw? = € 4__1__ + e __m
-1 o amim,  ATM 4T (mP-4)  4mi(mie)

con lo cuat, sustituyendo {i.li» vy 11.11% en ii.lis, oDLenemos:

~21T¢ ., —2dL Mg
¢ 50 .
1,120 Cumg = = DT B8 (e -1)(e -1
4T W, Mg
“zﬂl‘m« -tﬂim'
. M
AJJV°V°[6- LA me AL
= Add2h i 4anim, - anime agi{md-4)  4qni(mi-4)
~miMmg :
- =201y
'[-'—“e el .
4nivhy ATIM  4ai(mi-a)  ani(mi-4)

Esta expresidn es cerc para todos los valores de m1 vy m2 desde - 0o hasta

+ oo, excepto param, =0, 2, -2, ym, =0, 2, -2, en los cuales el denbmi~-

1 2

nador se anula, Calculamos el resultado, con un proceso de 1imite @
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Para calcular los coeficientes C
™2

posibles las siguientes combinaciones:

m, ==2
ny =-2
m, =<2

mI-O

m =0
my =0

LY}
my = o
my = 2
m, =<2

mz = 0

‘correspohndientes, observamos que son-

Consideremos uno sdlo de esos casos, digamos, m1 =0y mz = 2, Aplicando la

regla de L'Hopitals

Gy = - Wy (0)- 4 &Ly ¥ [

con lo cual se tiene:

Coqp = Vel dide
2

Ir.121

Asimismo, encontramos por el mismo métodos

o-

inie

———

1 1

4ri

+

L,
4mi

4

(-1nie’

r———

i

4

J.

.L . .z— ¢ (Z"i )éqm

]
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-72-

- l‘eol’;oJ. Jl

11.122 P
co’-z - Czo - c-to = Coz = WJ u& J[Jz
2
Ahora, utilizando 11,102, obtenemos los términos wls
wl - -4 U’.‘,’:Jl Je = - W-i
22 7 g (awfsav?) 4 2
Wooa 3 Weddy Wi
ST ST 4 2-2
Hl = i "fl’:J‘. JZ .. ‘ Iy
T R 4 =2 Waa
2 -1 AV, s
W - t ¥2 Givy - -
22 7 wni(est-aig) 4 W
I1.123
H(l)_z = -1 M‘ﬁ;&’.g;__ - !
4m l{? ' 3 (o
Hl = 1’ l!:w: J‘ Jt - i
20 4ni J° 2 - -2
Wl oo -4 LI & A .
-20 3 - -
4 mopp 2 Wz o
1 i AP AL 1
W ) S Jdi 2 - 4'ih,6 2

02 =TT g 7

Con la expresién 11.088, y 11,123, encontramos el desarrollo de le

2

e L W expari (st
My

wm,
por tanto
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4ni(Wlrwy - 4mi (W'~
a2 Wy = W:t (wi+wi) W€ am (W'- wi)

g - emi(wlrwd) ani(w’-wi
+w1 ?.. + 31.; ‘)

- 40 Wy ) —ani Wy L
W" L _anwd aWW _ gniw
+ + Wy s W3 208 + W, e

‘Sustituyendo los valores dados por 11.123 y factorizandos

s W, 2 - KA SNend)  ganilii-w) - anilet)
125 et (. T N T AT
eqni(Wf-wi‘) 2 é‘ﬂﬁwf 2 e4n'z we
YT TR T
R ze—wiw.‘ 2 ew'tw:]
T us

Sustituyendo las exponenciales y eliminando:

J. 3 [l’ U 5> senguiwsiwd)
, = Pcen 4T WS + Wisenas L4 A
11.126 Wl rtt W - 2 (v )
_!"_Mﬂ(ﬁ_:& ]
2 (4°-

Utilizando 11,087 y II.089:

° did ® o
iz W(We,dk, )= Z;Wn de + A -z;z' [m‘“"“’:"w:“"“““"

_Biisenan(whywd) _ _ASME senan (wl- wﬁ]
2(vw0+ ) (W=

Por otro lado (ecs. 11.091)
YW,
Jezdw t ) AW e
* awg

Wh
Wz WS4 A SRL 4 oee
xS Tk 37

"
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Para obtener las ecuaciones de transformacidn anteriores, hay que derivar su

cesivamente 11,126 con respecto a wz y Jk' Abreviaremos la notacidn del si-

guiente modo, seat

Thafwsa)  3s 9m)

I1.128

WK o

Las ecuaciones de transformacidn seran entonces:
°

I = Je v A fic(we,d)

w,= Wg ) G (whd)

*)

Resolviendo este sistema:

11.129

I8 = Je + A filw, )
W,: Wi - )‘gh(“’:‘r)

II.130

[1]

Por otro lado

kar ",‘t + pk

en donde las V$< estan dadas por II1.114 ( a primer orden de A). Si inser-
tamos este resultado en II.130 y esta expresidn en 11,106 obtenemos qk(t) y

pk(t) a primer orden de A

G = _%L ﬁemurW,f § =T mk,
- __i':%z‘___ 'K sen2® (W~ A%K(wJJ))
\

(*)

Ya que al reemplazar wopor W , en los términos de orden /\ cometemos un

2 .
error del orden de A que puede ser despreciado.
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- ’;15_:‘;_1\_& sem 2wVt fﬁu‘lﬁk)

por tanto, podemos escribir:
/J y fu \ |
1;.131 R -é-.-‘- (1-* A 3;) Sen (Ut +‘$p—/\gk)

Desarrollando la rafz hasta primer orden de A %

F“' ¢
s = AR an B~
9y ¢ (1 J“) sen 2T (¥t B }‘35)
ahora sen (A - B) = sen A cos B - cos A sen B
con A = Zﬂ‘(i’ut +ﬁu) B = l'ﬂl\gk

se tiene:

11,132 Q= E‘-‘:(i*— A fr_‘!‘.\)[sw!-“(t’ut&p.‘)ceswkg“
n

— cosen(Untrpu) sen2mdg, ]

Desarrollando las funciones trigonométricast

3
cos e 1-.&.034..}3‘4.... send 6 -

Yo

obtenemos

%}x= E(MJ\ fx ) [senzn(d,‘tm‘) (1-2mw2a%gk +..)
~ CeS zn(&upn)(urlgﬁ.. )}

- /1: (sgn 28 (Ut +Bx) - zn‘)«'aﬁsem an (At +40 )
- zﬂgkws (3. ("’l.t *‘Pg) +A ‘FK sen 2% (Wit ﬂﬁg)

zn‘}\ byt sen W(*’x“ﬁﬂ Mwu(nﬁﬂp‘)

.y
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Agrupando potencias de A:

Jie
11,133 qw(t)= /;-—%; [‘W 2w (B4 Bc) 4 A ( % sen 2T (Bt +8k)

~ 211G, ces 2T (Mt ﬂh))
£ 2t (- 2w semam (Mt +a) - 21’%3—“ COSZW(MW))
+ OO . ]

Obsérvese que este resultado concuerda fielmente con la solucidn del proble

ma sin perturbar (ecs., 1I.106) cuando A"o.

LVel mismo modo obtenemos pk(t)

Pe(t) = /J“mr oS 21 Wie
™
= JA(I+AEK) cos 2 (W= ) 4., ) VR LLL

Desarrollande la raiz:

P = (M (1+ A—-g_.-':- ) cos 2u (W g, )

Utilizando cos(A -~ B) = cos A cos B - sen A sen B

(os 2 Wk 95, ) = COS 27 Hic - COS2TAGy ~ Sen 2 Wk -Senzn Ay, .

ahorat CoSe X4~ .12...9‘4-..- sené = 9"2-34.-.
3!

Haciendo operaciones y agrupando

PK by ,’KJ" [@Slﬂ“’&f).( g_: oS LMWy - Zugksenlﬂ WK)

3

v 3 (- ontgdcos amy - 20 9efe
Ik

+ O(X3) 4....j

SQM?.ITW“)
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Sustituyendo finalmente f y Wg se tienet!

/ Jic ymK - p
I1.134 Pu.(t) z _-5-‘/’;-'1'—-_'\-" Cos 2 ("ut+pn)+ } ‘_ EJ‘ic,g; gn{gmf‘gk)

~ 2¥q, senzn(Vut i-pn)] _
2 [— an'gd cosam (Wt +hw) - 2¥gf
_ g, £

- s@n?.w(t’xtﬁﬂn)]
+O()?) +ooe }

Obsérvese de nuevo, que esta solucidén concuerda con la que se da para el -

problema sin perturbar 11.106, cuando )\40 .
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I11,3,3 SISTEMAS DEGENERADOS.-
Con ciertas modificaciones, el desarrollo seguido para el caso no degenera
do, asi como la discusidn de la pagina 19, se aplicaran al tratamiento de-
los Sistemas Degenerados.

Sea un sistema con f grados de libertad, con m frecuencias linealmente de=

pendientes, o sea, m-degenerado.

Consideremos (ecuacidn I 063) una funcidn generadora FZ del tipo:

11.135 Foz2W= Z Z Ju i W + ka Wi

Ky €3 K2Mm$i

con ecuaciones de transformacidn:

IW.. CLIA
I11.136 aJ; t 3“’{

Escribamos W como un desarrollo de Taylor en A =0

W (we, Jic )= Wo (We, T Y+ AW, (W, Ik ..

: ZJ.‘SM Z{‘Jdm Aaw' XL&W‘ =

I1.137 t o
Kz K zmt)

de modo que:

Buscaremos una transformacidn que conecte las variabless

No perturbado,Degenerado Perturbado, Degenerado
° ' )
(we , I%) — (wk ,JK%)
asociadas con H' Asociadas con H"

de modo que tengamos, mediante la transformaciodn: ) o 1o f
"(Wn (W \ ch(

B (Wi, Je,A) = H

LA GW' BN UL
LY

De 11,136, encontramosi

11,138 Y
aW' LW L eome, . £
Wi = t Wi + A EXT A EXA ’

$)A)
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Por otro lado, (véanse las ecuaciones II1,085 y I1.086)

1I.139 H'(IA)I")f") A) = Hé(f°)+)\ gy (we,J°) 4 oo

(Hemos utilizado notacidn vectorial para denotar multidimensionalidad)
- - o
[ - u" ] " ] e

11.140 H"(J,M = e (J') 4 A W(I') 427,

Desarrollando en serie de Taylor 11.139 alrededor de_Jg = Jﬁ

10,141 H' (W" Je /\) H (WDJ a) + 2 9,]’. (JCO'JC.)

{r:{i oJ: Sre (;r‘ ‘J. ’
12Me)
+%zza—-§ aJ" (J J )(JJ-J

Por otro lado, usando 11,137, con m+ 1 4 i £ f , tendremos:
™
Jl- aw.
:z: K ;-&-J £ A .-.
L 8-3] a ) :;V".

con lo cual

11.142 J2-3) = ZJKlm ) ml £ i F

aw"

En el caso en que 1$ i € m, se tendri:

1 K é;VV
ZJ" dni A aw.: b

O sea k2

W,
iJuah ydigar Aew,d-
o
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con 1o cuals

m

11.143 AR -J;'a'“ :ZJK' ju;+)?§l:‘;,¥---
LA '
L% 13

Por tanto obtenemos

°.3, %J" 5igiaa e
11.144 J; ~d; ° & “3#* '-Aii Ji awg"'“

ki
y finalmente:

]

11.145 Jio- JI‘»‘ :2‘)‘;3.‘1{ + (j‘;'l\‘r; + ) %—m*' [T 2N i¢ i ém
¥z
K*'i'

Por comodidad llamemos:

m
Az L Fgat G-I siem
voi
K#
™m . .
A2 2 3G mi<i sk
| 41

Volviendo de nuevo a II.141

a - - p Qﬁ.’ \d '
W(wsJe A )= H (W3 d L A) + Z a;;(«fi -38)
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Usando los resultados II.142 y II.145

a2, o 2o > aHl
W' (We J°, 2 = H(wJJ,A)+Z :

i 3 Jul
I (4™ 1 W a
+t-£m+\as'? (At + a“’:+ ) QW W
Cm B g A+ )(4(‘%‘3—-' )
\ e 1} J ©
v L sy (53 =
£ % N ® o W ¢ W
P REEL (eSS
2 ;énhi:‘ajraJJ !
% H’ 0) 4 W )(m W )
\ CAbOS A x A=t ) (AT AT,
Y3 Z 3334} ( LI 107 awy
't 3:”‘!\
£ oth' @) W )( @ 4 W
9 ] ——-"o*
+3 ) Loy ( Sadie | Wa g
ey jTvd
+ .
Sustituyendo H' por su desarrollo de Taylor 11,139, con'3°>= 3'
H(W®, J°A\ H (3') + A Hy (w‘J‘)+..
oA (a0 22 )
o3
J(Het-) (,@ aW.
2 A+ A S +
+ QJ: ( )
Vaved) , . o)
%5 tueb) .(A‘;)+.. (A 't")
i %G'Z\ él . QJ:&J:
4 m ] “) (1)
R B o R U D (A5
L o S0 ) ®,...)
p At(Ho+) Al \ AW,
\ hbA t. N
t3 L 3T . (W)

-
l_'
€
”
3
~
-
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vy 2 B S (AP (4

izme o

+sn'

Agrupando potencias de A e igualando coeficientes con II,.140 :

m ] ]
' 2 9 Ho O Jhe )
H'(J‘)—Ho(J'HZa; A+ 53;"\:.
3] 1M
mom ' M o)
ItHe . (
\ . A A
PR Y
[tA) )2\
M Ly @) ()
a "‘ AI
\ — v Ay
‘2. L 5ax;
pzme gs!
v T Lamyt MO

4 : w; 33I;
V2!
£ ! IH Qt)
oo MW | QHr .y

+ L\ 5% 3wt or ]

(B-4,:% ) W o)

3 {om faw o, ot 'AJ
*.i ! J":v anQJj' am. aw

N gtu: A(:)A(t\}



aw. Y [ ¢
13 an

3 8'"»' A?)Aq)}
34T} J

wdo{ M 9N L@ )
+d 1 = ( -—"',A' a__w_' 0
2 Z ;3% \ dw; it su? A;

9 A1) ,@
+=— A; i

! L@
R (20 A 40 40
t3 QRN Wi T aug

: 3
lzmby J=m#

t

_\,81“‘ A(.l) *
om0 N l\)

9J783;

t 3

Del mismo modo se obtiene el coeficiente correspondiente a H; .

Las complicaciones son evidentes, no tanto por lo diffeil, sino por lo-
aparatoso del desarrollo. A partir de los coeficientes encontrados, (com-
parese con las ecuaciones II.095 ), se continfa con el procedimiento --
desglosado en la pagina 65 y 66. No entramos en mayores detalles aquf,--
porque consideramos que con lo mostrado, se tiene un panorama global del

tipo de complicaciones a las que se llega con la teoria Candnica para el

caso degenerado Multidimensiomal.
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2,~ TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTES

DEL TIEMPO

I1.4.- Descripcidon General.-

En este artfculo discutiremos brévemente las perturbaciones, en el caso en
que el parametro perturbador depende del tiempo. Consideraremos para sim=
plificar, dos ejemplos unidimensionales., Supongamos que Ho es el hamilto~-
niano para un sistema dado de partfculgs, Ho(qi, P;» t), en el caso no --
perturbado. Una influencia externa sobre este sistema dara lugar a un nug
vo hamiltoniano H,dependiente de las variables dindmicas y de.a . Existen
dos maneras de tratar este pequefio nimero. Puede ser que la influencia --
rturbadora actide sdlo por un tiempo muy pequefo, y cause s010 una lige-~
ra desviacidn en la‘trayectoria del sistema; o bien puede ser que esta nue
va influencia sélo altere el movimiento cambiando lentamente las frecuen-
cias naturales del sistema. Del primer caso utilizaremos como ejemplolel-
movimiento de una particula libre, en tanto gue del segundo, el oscilador
anarménico. Seat
- (3

11.146 H=H + AH + A, 4.,

Para el tratamiento que seéuiremos, despreciaremos los términos de orden-
)«2 en delante,

Supongamos que efectuamos una transformacidn de modo que reemplacemos las
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variables pk, Qe por los nuevos nomentos d.( 'y las nuevas coordena.das
PK « En el caso no perturbado, tenemos que el sistem: vs descrito por -
el hamiltoniano K (d;‘pu,t), que se anula (ecuaciones I1.029, 1.030 y 1.031
Si tomamos la funcidn generadora del tipo 2
F, = S(qk, s t)

entonces se tiene:
’ = QS
K(dK,Pk,t)-ov H’B* -5'{

En otras palabras, si no existiera perturbacidn, las nuevas variables Oy,
pp serian constantes. Con la perturbacidn presente, la transformacién -

es tal que el sistema es descritec por un hamilrtonjiano H(&,Pu,t ), con:

11.147 H(du,@u,t) = A“:(dn,pn,%)

y de acuerdo con las ecuaciones de Hamilton:

. o Hi(adw,gx, 2 .y oHi(d ,. ,t)
I1.148 q,‘:-k ___%gfp_f_t_) P"'A __gg“ﬁi_

I1.4.1.- EjemplosMovimiento Lineal.

Sea una particula libre, perturbada durante un tiempo ® por una fuerza ==
constante F = }\ . F{sicamente se supone que la energfa transmitida a la -

. ~ . L
particula durante ese tiempo es pequefia, comparada con su energfa cinéti-
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12
ca. Matemdticamente esto significara que los términos de orden A y mayo
res seran despreciados en los cdlculos.

El hamiltoniano para este caso ess

L §
11.149 H= LagepX ] ®
2m
Entoncesi
. P _
I1.150 Hes im 2 ABy 2~ )Q

Resolvamos primero el caso no perturbado:

85
St

11.151 He +

Por separacidén de variables:

$=W{d,3)-at

y

I1.152 P= g—;: ?_l’ P: %3-
o3

Por tanto -

y finalmente:

11.1.53 W= \) 2mad Q- excepto por una constante,

Entonces tendremos

I1.1 54 S=zmag-at
B - &m _t

Como P- 30 o

se tiene:
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11.155 Q: (Z%)Iz(Pi—t)

Sustituyendo 11,15 en I1.15 . obtenemos:

Ho = o

O Sea, O( es la energ{a cinética de la partfcula, para el caso no perturba
do. Tomemos ahora en cuenta la perturbacidn:
Vi
- 20 ?-(. )

Aplicando las ecuaciones de Hamilton:
i,
» a0\ ‘2
I11.156 o= A(—m)

y

[1.157 (.5 : - )(des-‘,z(p+t)

La interpretacidn fisica de I1.156y I1.157% puede hacerse con alguna expli
. . P ‘e .
cacions Como F = A y O( T e > 1I1.158 puede escribirse asi:
am
11,158 sz F-P-F.q
m
Esta expresidn describe el imntercambio de energfa entre el potencial per--
turbador y la energfa cinética de la particula. Como )')0, la Energia ci
nética se incrementa durante el intervalo (0 , %), de acuerdo con Il.1586.

L) .
Integrando O desde t = 0 hasta cualquier tiempo t en el intervalo (0 i )

se obtiene:

i Y
I1.159 (2ma) 2 L (2md,) ot osts
3
con oo = E?_
m

Integrando I1.15% desde t = 0 hasta t en el jntervalo (0 ,%)
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48 , AP o=t

P ———————

I1.160 at )\t+(2.moto\'" - mﬁll“
con solucidns alt): o A :e A (k) dx

Ve
en donde: Alt) = S:}%%%do\"‘ = Am| )‘t(:s:::‘:}fj \
’ b () - M—T?Z?»\Tm"* .
Haciendo operaciones: QE ml. 2

X . -1 .
Desarrollando el factor (At +(1Md,o)‘h)y despreciando los términos de AZ

en delante:

————

4] 2
II.161 B=-(1mes) T at
2

Combinande I1.15% I1.158 » i7.158%:

|[2 2
I1.162 q:(%) t o+ % te (0,%)

Este resultado es coincidente; determina la posicidn de una partfcula en

vuelo, bajo la accidn de una fuerza (compirese con el movimjiento parabdlico
bajo la accidn de la gravedad). Veamos el significado f£isico de F} . be --
I1.155 se infiere que F es el negativo del tiempo al cual q = O, Mientras-
la perturbacidn actia, la trayectoria de la particula sufre una desviacién
parabdlica desde una linea recta en una grafica espacio tiempo. Si se cons
truye la tangente a la grafica para cualquier tiempo t', esta 1{nea no pa-

sard a través del origen, sino a través del punto (q=0, t=-§)
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% mov, no
!
perturbad;h ,
s’ Llinea Tangente
. en t'
7N
mov, Ve
perturbadc /7
e
[/
./
7
< ' >t
-g tox

FIG., 3 . Interpretacidn geométrica de @ .
Obsérvese en la figura que —P esta a la izquierda de t', Para valcres ma-
yores a ' en el mismo intervalo (& ,7T), —P sera mayor. Por tanto, -P

tiene su valor miaximo al tiempo t =% . De 11,160, se tiene:

2 -\
_FM“ = é‘_} (2muo) 1

Después del tiempo t = ¥+ el movimiento es lineal.
Podemos por tanto concluit que 11.157 puede interpretarse como el valor del
promedio de cambio del punto de interseccidén de la tangente a la trayecto-

ria, con el tiempo, y que esta cantidad es cero en el caso no perturbado.

11.4,2.-Ejemplo: Oscilador Anarmonico.

Como un segundo y mas informativo ejemplo, consideremos un oscilador anar-
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monico lineal perturbado por un pequefio potencial Aa

El hamiltoniano del sistema es:

2
2 4 .
11.163 H= &4 i'—KQ‘ + A9 i = const.
cons
2
II.164 = P71 kgt B, = 94
Ho zxn'+ 2 % %

Resolveremos primero el caso no perturbado. De acuerdo con el ejemplo 1.9,

Sea S una funcidn generadora: S=W (d, - d-t

Entoncess (aw) + M Kﬂ.z =2mad

v - R | [E T 4

por tantos S:WS@ da - atl
ahora: q-_ 95

m

W

a\’/?

por lo cual: q_:(%__) SRMW(P+t)
de acuerdo con las ecuaciones 1,103,

Apliquemos ahora la perturbacidn.

I1.165 Hyzq% = 4_:. S&m“w(pi—

De acuerdo con las ecuaciones de Ha.milton:
& - a H| @ = a”’
B

se obtiene:

11.166 o = '%‘9:— Sem w(p+t)wsw(p+t) w
y
11.167 (3 - _8}2 W4w ((Aft)

m
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Por otro lado, como la fuerza es derivable del potencial perturbador:

LY
I1.168 Fz- %%'- =- 4%3: -4 ( _z_)%) 2$em.3w({3+t)

Por otro lado, derivandoc q respecto del tiempo:
W
. 'ld 2
q: (-—,;‘- w cps w(p*rt)

Entonces 2 3 ( t)
. w +
r.q4=- lbo{mz SUW w(ﬁ{-t\ cos w F’
con lo cualt

11.169 oz F:¢§

El movimiento del sistema perturbado puede observarse que es periddico, pe

ro dicho periodo debe diferir de %’ s -2l perfode del sistema sin pertur

bar, por al menos un factor del orden de A . Ademds, e1 riempo promedio de
P » Pe P

.
Ol sobre un periodo, es :

11.170 {&}: %‘S&O\t =0

[=]

Este resultado muestra, que a primer orden, no hay intercambio promedio de

4

energ{a entre Ho y el potencial perturbador Aﬂ.

*
El tiempo promedio de @ sobre un perfodo se calcula en forma similars
[ 3
1.7 {(5 S =32d
k‘&
Aquf, d ha sido mantenida constante durante la integracidn, ya que difie
L ]

re de una constante por al menos un factor del orden de )\ . Como ? con

2
tiene un factor de ese orden, el error es del orden A , que puede despre
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ciarse,

Ahora, de q, puede verse que p es el negativo del tiempo al cual-dich_a va

riable es 0. Esta es una interpretacidn similar a la que hicimos en el .ejen_o
plo anterior. Ndtese que, cuando aumenta el tiempo,P se hace diferente de

» Q“
cero y el perfodo ya no sera '63 . £n su lugar, el sistema perturbado, com=~

pletari un perfodo cuando ti: %r‘ Por tanto, el nuevo periodo es ,-p'i%‘!
. ‘
La integral de P desde t = 0 hasta t = %5- da el valor aproximado de P

en tz %g . Esta es entonces la diferencia entre el nuevo periodo, y el del
sistema no perturbado. La divisidn por,g para obtener el tiempo promedio
ademds, proporciona el cambio fraccional en el perfodo relativo al caso no
perturbado, Como ié} es positivo, el perfodo es mas pquefio para el siste-
ma perturbado. También, mientras el movimiento es ain periddico, la ecua--
cidén 1I.1.71 nos dice que el perfodo es ahora una funcién de la amplitud A

en donde M:A—?-‘.Un anilisis mas profundo del sistema perturbado, podria =
mostrar que -la amplitud es ligeramente mayor que A, Hablando crudamente, -
el movimientg no perturbado es encajado en intervalos cada vez mas delga--
dos por la perturbacidn, con un correspondiente incremento en la amplitud,
La importancia'teal de este procedimiento de perturbacién, no son las consi
deraciones acerca de la trayectoria aproximada, sino en el cdlculo de los

6romed%.os i&] y ié} . La consideracidn de esos tiempos promedios, a-

s s » . P d . . o
rroja suficiente informacion para cualquiera interesado solo en los efec--

tos seculares.
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CONSIDERACIONES FINALES,

Hemos presentado una descripcidn muy ligera de la Teorfa de Perturbaciones
El desarrollo mas detallado esta dirigido al caso n6 degenerado e indepen-
diente del tiempo, pues creemos que es la pauta a seguir para verificar --
los otros casos.

No hemos discutido con detalle el tratamiento de la Degeneracién; en este-
caso, las soluciones conducen a series divergentes, y sdlo son validas en-
pequefios intervalos de tiempo, en contraposicidn a la Mecdnica Cudntica,=--
donde uno puede evitar ficilmente estas dificultades. Una discusidn mis am
plia de este caso especifico, puede ser motivo de otro trabajo de tesis,
En conclusidn, debemos mencionar que hemos discutido sdlo unos cuantos as-
pectos de la Teoria de Perturbaciones. Las Perturbaciones Periddicas, por-
ejemplo, que son de gran importancia en Mecanica Celeste, nc han sido con-

sideradas.
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AVENDICE
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A.1.-PRINCIPIO DE HAMILTON,

Consideremos la posicién generalizada de un sistema mecanico comu un punto
en un espacio f-dimensional, con un sistema coordenado en el cual, cada e-
je da el valor de una q.1 particular. A éste, lo llamaremos espacio de Con-
figuracidn. Representemos el espacio de Configuracién como un plano dibuja
do en angulo récto con respecto 5& eje del tiempo (ver la figura) y supon-
gamos que el sistema tiene coordenadas conocidas q(tl) en algun punto ini-

cial t, y q(tz) en algin punto final t, -
A
t

t2
/////’//,,,,,, .
t ]
L
/ [}

FIG, &4

q

Espacio q
El problema es encontrar la trayectoria sobre la que se mueve el sistema

desde q(tl) a q(tz). Dicho camino estd representado en la figura por la 1i
nea oscura.

Otra manera de llamarle a ésto, es como sigue: de todos los posibles cami-
nos q(t) desde q(tl) hasta q(tz), dos de los cuales se representan en la f
figura por 1ineas punteadas, el sistema escoge sélo uno. ; Sobre qué base
lo escoge 7 La respuesta es que el sistema sigue la trayectoria que es una

solucidn de las ecuaciones de Lagrange. El asunto a tratar, es demostrar -
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que desde este punto de vista, se pueden obtener las ecuaciones de Lagrange.
Escojamos un camino arbitrario q(t) que vaya de q(tl) a q(tz)g Como a lo -
largo del mismo, las q; ¥ las di son funciones conocidas del tiempo,el la-
grangiano puede expresarse como una funcidn del tiempo, sobre la trayecto-
ria. Sobre un camino diferente, como la dependenc¢iatemporal de las 9 di--
fiere,el lagrangiano sera una funcidn diferente del tiempo.

Para cada camino posible, la integral

i
A.01 Ly, (), ) ax
t,

tendri diferentes valores. "El camino a lo largo del cual el sistema meca-
nico se mueve, es un extremo de esta integral”. Este es el Frincipio de Ha
milton del cual derivaremos las ecuaciones de Lagrange.
Consideremos una familia de Trayectorias q(t) identificadas cada una por -
el valor de un cierto parametro E . Esta familia debera contener la trayec
toria real, y escogeremos la parametrizacién de modo que [ =0 para ese ca
mino. Por tanto, cada trayectoria de la familia es funcidn de t, y estara-
rotulada por E , de modo que podemos eecoger la forma q(t , € ). Como to
dos los caminos empiezan en q(tl) y terminan en q(tz), tendremos s
3(t,,€) = a(t,,0) =4a(t) 24,
4 (te,8) = a(t,0) 4 (t)z4,
En otras palabras:
sa(t,e) _ 33(ta,8)_

9t Y

A.02

A.03
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Para diferentes caminos, la integral A.0l tendrad diferentes valores

ta . 141
0t ste)= Liates a1 ) de s [ta.(t,e)at
tt [}

Podemos establecer, que para cada familia de trayectorias que satisfacen -

- las condiciones enunciadas arriba, S(0) es un "valor extremo”, o sea

.t
a3 ‘ ‘-.—-d S Ldt]
4,05 o 0
dé £20 dé t

Este es el principio de Hamilton: la integral temporal del Lagrangiano es-
un extremo del movimiento real. Como los tiempos t1 y t2 son arbitrarios,
A,05 es una reformulacidn general de la Segunda Ley de Newton.

Como los limites del integrando A.05 estan fijos,

A.06 ds - g g—e“ LY

A.07 —

Insergando A,08 en A,07,

L psLdz,d é_}_.]__[.é.@.!.-]@_},
Je° 3% 3¢ T dilog 3 dt ¢
con 1o cual
oL _d 3L +é_{a\. 39
a& 39~ dt 84 dt
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Sustituyendo A.09 en A.06 (para & =0 )

d L d LI
o:%—-:S[aq dtaq]ag(‘iusht[_&i ¢

'
La segunda integral es trivial:
por A.03,
por tantot
A.10

49
Sabemos que — s0lo es cero en los puntos inicial y final; por tanto, pa

ra valores distintos de t, —— sera una funcidn arbitraria del tiempo. Lue

3

n»

go, concluimos gques

d aL _alL |
A.l11 at 3“:, ea’

que son las ecuaciones de Lagrange.
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A.2.-TRANSFORMACION DE LEGENDRE

Consideremos una funcidn de dos variables f(x,y), de modo que la diferen--
cial, tiene la forma:

A.12 dfzudx vay

en donde

af _af

: — Ue e
A.13 A a% 3Y

Supongames que queremos cambiar de la base (x,y) a la nueva base (u,y).Fro
vonemos una funcidn G definida del siguiente modo:

A.l4 G =§-mx

La diferencial de G esta dada por:

A.15 a6 - udy - x du

Ahora tendremos:

. 36 86
A.16 v 3y x’—éjl

que son en efecto las inversas de las ecuaciones A.13.
La transformacidn de la base (q,q, t) a (g,p, t) difiere del procedimiento
mencionado sélo en que ahora hay tres variables. Por analogia con A.14, de

finimos (excepto por el signo)
Ha,e,t) = Ldcp; - L(a,d,1)
v

que es precisamente 1,011
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A,3,- EL HAMILTONIANO COMO CONSTANTE DE MOVIMIENTO

31 un sistema es conservativo, las fuerzas son derivables de un potencial:

A.18 @.y- =0
o9+

Por otro lado, en Fisica Galileana, L=T - V

por tanto:

A,19 ‘Po = égj: - é[z-
<t . - .
q; 89,
por otra parte:
\ 2
A.20 T2 Z -im:"i
)

- T R P WU MNT- 2. L. NELY
A2l Tz Lom; QA 7'—23;"13*2;“‘ ‘ q"“i"a
Y

Ahora, si en las ecuaciones de transformacidn no aparece explicitamente el

tiempo, entonces A.21 puede escribirse asi:

Y1, IR AR 5.4
A.22 T:= =My Tt S22 949,
Z; 3 2 3% 3q; v

En esta ecuacidén T es una funcién homogénea cuadratica de las velocidades.
N e .
Por otro lado, H = 2'9" Pi - L(Q,q)t)
i
Sustituyendo A,19 en la ecuacidn de Hamilton:
s 9T
A.23 H= Z‘h S+ -L
q d4:
El teorema de Euler establece que si F es una funcidn homogénea de grado n

en la variable g entonces?

9F _
F85°""
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Aplicando este resultado en A,.23, recordando que el grado de la variable =~
A
es 2, obtenemos:
A.24 ' H=2T~-T+V=T+V=E
la energia total del Sistema.
El Hamiltoniano es una constante de movimiento igual a la Energfa, sdlo si
L no depende explicitamente del tiempoy L=T -V con T homogéneé cuadrd
ti a de la velocidad, Otras posibilidades son que H pueda ser una constan-

te de movimiento, perc no la Energia ( si T no es homogénea cmadratica), -

que H pueda ser la Energfa, pero no constante (si Q;

—-L*O) o bien ninguno-
at

de los casos mencionados.
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A.4,~ RESOLUCION DE LA INTEGRAL PARA Jr EN EL PROBLEMA DE KEPLER,

La integral mencionada est

n Y
A.25 Jr=§£2’MET“+ZMK|"—Rz(Ja+Jq)1] "'ér!

Las rafces del integrando, correspon@en a valores de r para los cuales P,

es cero. Fara una Orbita cerrada, hay dos raices, r1 y r2 , correspondien-
tes al apogeo y al perigeo de la drbita. Ademds, el ciclo radial estd ca--
. Por tanto,~-

racterizado por r moviéndose desde r, ar, y regresando a r

1 2 1

podemos escribir:

f2 Va
' i .
A.26 Jez Q(ZME\" S ¥ [(";'V' y(r h)] dar

\{
Una elegante técnica para evaluar esta integral, fue introducida por Born,
y consiste en é#tender r al plano complejo. El integrando tiene entonces u
na interesante caracterfstica : Es una funcidn multivaluada con brazos -
y rz y un polo en el origen. Representaremos la integral A.26 por una in-

tegracidn a lo largo del contorno C, como se indica en la figura:

Ceo

FIG., 5 Contorno deformado para la integral A,26
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Los brazos del integrando, estan escogidos de modo que la porcién del con-
torno sobre el eje real, corresponde a la rafz cuadrada positiva, y la por
cién por debajo del eje real corresponde a la raiz cuadrada negativa. Intro
duciendo el pequefio contorno Co que encierra el origen, y el contorno COD,
cuyo radio se aproxima a infinito, estableceremos el dominio multiconecta-
do acotado por los contornos C, Co y coo' El integrando A,26 es analitico-

en este dominio y sus fronteras, y podemos por tanto aplicar el teorema de

Cauchy: y
| ~ 1 .
A.27 § ‘F[(frﬂ“ V'\} dy =0
C*'Co‘\'cco
o biens Vs
LS U'L'ﬂ(""h)} dr
A,28 S -:?[(r,,-ﬂ(f-‘-‘s\l dr = g orc
C

- S i [(r,,-r)(f— M]”"d(‘

Coo
Consideremos primero la integral sobre Co . Incluye un polo simple de or--

den 1, y por el teorema del residuo:

T .

A.29 SC‘:'. @VL'T)(T'T\)] ld'c =z -2 (rﬁ:‘.s)) ,
° z-2mi [f(ﬁ-"u\ LJ

- ami (re)"?

El signo menos se debe a la direccidn del Contorno. La integracidn sabre--
i

r:—‘— drz- = dt
t t*

Coo se obtiene introduciendo la transformacidn:

Debemos entonces evaluar:

- —tl.‘z {(ht -1} (L-nt)) "4t
Cw
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Esta integral tiene un polo de orden 2 ent =0 (r = o). Usando la férmu

la para un residuo de orden 2

Wen %((r,t-ﬂ(i-mﬂl"’ )

t¥o :

lim (.;: [(r;t-n(.t.-r.t)}.”? [(r.t-\)(-r.)+(r1,)(|-nﬂ]>

2o

£1-1] " (rer)

Res

14

1 X

Por tanto obtenemos:

A.30 j %([ft-r][r-\’,]\)’hdr ] -ﬂ'(fﬁrq,)

Co
Sustituyendo A.30, A,29, y A.28 en A.26, se tiene finalmente:
Y 2m\Ye
A3 J‘,:ﬁ(hffz)-ZW(r'.r;\ t:.(Jeq.J‘P)-n'k(—_——E-)

de dondet

2mK2m?

A.32 g-H=" —"

(Jr'I-Je + J{p)z

Que es el resultado 1,083,
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