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PROLOGO 

La formulación Newtoniana de la Mecánica no es la única posible. Exis--

ten además la formulación Lagrangiana, la Hamiltoniaria y la Variacional. 

Todas ellas de forma diferente, pero equivalente, constituyen la Mecánica 

Analítica. 

Sin embargo, desde otro punto de vista, si podríamos hacer una distinción 

entre la formulación Newtoniana y la Analíticas 

Según la primera, una fuerza sobre un cuerpo se considera que produce un-

movimiento definido, esto es, a cada causa corresponde un efecto que pue-

de ser debidamente predicho en base al conocimiento de aquélla. Segun ,'l-

Principio de Hamilton, el movimiento de un cuerpo puede considerarse como 

una consecuencia de la estructura del Universo, en donde la evolución obe 

dece cierto propósito, o encierra una información: que el Tiempo, la Ener 

gra, la Trayectoria, sea un MININO. 

Claro está que la solución operacional de un problema mecánico no depende 

del punto de vista adoptado; pero históricamente, tales consideraciones - 

han tenido una profunda influencia en el desarrollo de la Mecánica. 

Desde un punto de vista matemático, Fermat resumió toda la carrera de un-

rayo de luz al pasar por medios de distintas densidades ópticas: la direc 

ción que sigue la luz es aquélla que con todo propósito la hace llegar "a 

la mayor brevedad posible" al sitio donde REALMENTE llega. Toda desvia--- 
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ción del camino que el rayo ha escogido, significará un retraso en el tiem 

po de llegada. Este es el célebre principio del Tiempo Mínimo de Fermat,- 

y que parece ser la quintaescencia de la Teoría Ondulatoria. 

Fue por tanto muy notable que un día, Hamilton descubriera que también la 

órbita de un punto de masa que se mueve en un campo de fuerza, está gober 

nada por un principio general de índole muy parecida. 

Aunque el Principio de Hamilton no declara que el punto de masa elige la-

va más rápida, af afirma algo tan similar, es decir, tan íntimamente re-

lacionado con el principio del Tiempo Mínimo de Fermat, que nos encontra-

mos ante un verdadero misterios dirase que la Naturaleza ha hecho dos ve 

ces la misma cosa, una con la luz, mediante un mecanismo ondulatorio, y o 

tra con los puntos de masa, pero mediante mecanismos un tanto misteriosos 

a menos que estuviéramos dispustos a creer en algón carácter subyacente 

de tipo ondulatorio también en el segundo caso..
(e) 

(*) 

E. SCHROEDINGER 'QUE ES UNA LEY DE LA NATURALEZA ? ". Breviarios. Nóm 43 
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INTRODUCCI ON 

Antes del advenimiento de la moderna teoría cuntica,se habÇa encontra-

do que la Teoría at&nica de Bohr, podi'a tratarse con mayor facilidad en 

términos de la teori'a de Hamilton Jacobi. El tema fue objeto de eten-- 

* 
sos estudios por autores tales como Max Born. 

En la mayoría de los cursos de mecnica clsica,la teoría de transforma 

ciones cannicas, y la ecuacin de Hamilton Jacobi son cubiertas hacia-

la parte final del curso. La teori'a clsica de perturbaciones podría --

ser un complemento excelente a estos cursos, después del estudio de la-

ecuacin de Hamilton Jacobi, pero los métodos de Perturbación asociados 

al tema, han sido desplazados, con el evidente propsito de ser contem-

plados en el curso de MeLica Cuntica. 

Este es por tanto, el objetivo de mi trabajos en vista de que en Licen- 

ciatura s610 hemos tenido acceso a los ptos asociados a las Pertut 

baciones, a través de los cursos de Mecánica Cuántica, estos apuntes --

pretenden revivir el hecho de que dichos conceptos se originaron con - 

la Mednica Clásica, y que el tratamiento de la Teoría de Pertmrbacio--

nes a1canz6 su ¿poca mis gloriosa con la Teoría dé Hamilton Jacobi. 

No se pretende, desde luego, efectuar una investigacin profunda del te 

ma; tal vez algunas cuestiones importantes hayan quedado sin revisar.Fe 

ro el interés del autor de este trabajo, es salo presentar de la manera 

mas clara posible para el estudiante de Licenciatura, la estructura c1 

BOEN "LA MECANICA DEL ÁTOMO" • UNGAR Nueva York,1960 Cap.IV. 
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sica del tratamiento de las perturbaciones a partir de las ecuaciones de 

Hamilton Jacobi, y del tratamiento de algunos problemas en los que se ha 

inclu'do una perturbaci6n. 

A modo de ejemplo, utilizaremos can mucha frecuencia el Oscilador Arm6-

nico, en cuyo hamiltoniano incluiremos tres distintos potenciales per-- 

turbadores: M21 ),q3, Xq4. 

El primer capítulo esta dedicado a la Teoría de Hamilton Jacobi. Apartir 

de las ecuacaones de Lagrange obtenemos las ecuaciones de Hamilton, y - 

revisamos la teoría de Transformaciones cancnicas. Introducimos asimis-

mo, el formalismo de las variables Angulo y Acción. Presentamos aquí --

dos ejemplos: El problema de Kpler, y el Oscilador Armnico Tridimen--

sional (sin perturbar). Al. final hacemos una pequeña discusi6n de la co 

nexin existente entre la Teoría de Hamilton Jacobi, y la antigua teo--

ría cuntjca de Bohr Sommerfeld. 

En el segundo capítulo estudiaremos las perturbaciones. Este capítulo - 

lo hemos dividido en dos partes, correspondientes a la Teoría de Ifertur 

baciones estacionarias, y la Teoría de Perturbaciones Dependientes del-

Tiempo. 

PRIMERA PARTE.- Analizaremos tres métodos distintos para tratar el pro-

blema del Oscilador anarmnico unidimensional: dos métodos directos y - 

la teoría de Perturbaciones Carunicas. Al final de esta unidad, hacemos 

una pequéila discusi6n de las ventajas y desventajas de cada uno de di—  

choz mecanismos de solucitn. Pasamos enseguida al caso multidimensional: 

Analizamos primero el caso No degenerado, y presentamos como ejemplo el 

oscilador anarmnico Bidimensional. Para el tratamiento del caso Degene 



V 

rada no presentamos ejemplo; únicamente nos' concretamos a discutir el pro-

cedimiento que se maneja en este caso y hacemos algunas consideraciones bre 

ves sobre los problemas físicos inherentes a los que se aplica la teora0 

Pasamos enseguida a ver el caso Dependiente del tiempo. Para simplificar el 

trabajo, inicamente nos referimos al caso unidimensional y presentamos dos 

ejemplos: el movimiento lineal, y de nuevo el oscilador anarm6nico. 

Para terminar, hacemos un breve resumen,de este trabajo, sus resultados y-

sus limitaciones. Creemos que con lo discutido, se cumple el objetivo bsi 

co de este trabajo: Esbozar el desarrollo y  aplicacicSn de la Teoría Clási-

ca de Perturbaciones. 
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CAFITULO 1 

TEORIA DE HANILTON JAGÜEl 
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Entre nuestros más primitivos conceptos del mundo físico, esta el de la 

10ca1izaci6n de los objetos.Dicha localización tenemos que hacerla en - 

el espacio.Podemos definir entonces el movimiento come el cambio de la-

p0sici6n en el espacio. 

Es funcin de la Mecánica construir las leyes y determinar las conse---

cuencias del movimiento. 

Dentro de la infinita riqueza de la Naturaleza, la Mecánica ha hecho a-

portaciones muy valiosas al estudio del movimiento; lo maravilloso y --

tal vez sorprendente de este asunto es que a pesar de haber sido casi 

abatida generacin tras generaci6n, a través de los años, la vieja ma—

quinaria de la Mecánica se niega a morir, y permanece todavía como fuen 

te de indagaci6ri científica. 

La Mec&nica define las cantidades que son vitales para la descripci6n - 

del movimiento, para descubrir'las leyes que lo gobiernan, y establecer 

aquella clase de observadores que están de acuerdo con dichas leyes. 

Una vez establecido el sistema de referencia apropiado,podemos estruc—

turar nuestros principios din&sicos, partiendo de Newton, o bien de al-

gn principio de extremo. 
* 

Partiremos de un principio'deextremol el FR1NCIFIO DE HAMILTON. 

1.1 ECUACIONES DE LAGRANGE. 

Consideremos un sistema mecnrco arbitrario. Supongamos que sus partes-

están conectadas por condiciones holon6micas solamente,
** 

 de modo que el-

Amero de grados de libertad del sistema sea f. Introduciremos ahora un 

* 4 
Ver Apéndice. 

**Condiciones de la forma4(q1, q2  , ...q) = const, q1  coordenadas 
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conjunto de f coordenadas generalizadas q1, ... qf, y un conjunto de f ve—  

locidades generalizadas 

La expresin más general para determinar el movimiento de un sistema mecí 

nico, esta dada por una funci6n L (Larangiana) que depende de las varia-

bles mencionadas y el tiempos 

1.001 (a) L = L(q1,..qf9, 1,.. f,0 

o más abreviadamentes 

1.001 (b) L = L(q.,41,t) i = 1,2,...f. 

Es posible demostrar que esta funci6n describe la trayectoria real de un- 

sistema mecnico,si satisface el conjunto de f ecuaciones difetencialesi 

1.002 ( L 
dt '. o 

Conjunto denominado de Euler-Lagrange. 

En física galileana, el lagrangiano es de la formas 

1.003 L=T - V 

donde T es la Energía Cinética, y y la Energía Potencial del Sistema.FoIe 

nos definir el momento p.  cornos 

1.004 p. = 1 

y la fuerza que actsa sobre la isima partcu1a seras 

1.005 F.
íDL- 

Si L no es funcin o no depende de la coordenada entonces se dice que 

el Lagrangiano es c(clico en q., o dicho de otro modo, qk es una coorden 

da ignorable.De 1.005, tendremoss 
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1.006 = = dt -: 0 4> j: c.0rsi. 

1.2 ECUACIONES DE HAMILTON 

La dinámica Lagrangiana describe el movimiento de un sistema físico en tr 

minos de las posiciones y las velocidades de las partículas que componen-

el sistema. Como las ecuaciones de Lagrange 1.002 sonde segundo orden,ol 

movimiento del sistema estará completamente determinado si existen condi-

ciones iniciales quo caractericen el estado de dicho sistema en algn ms 

tante de tiempo. 

En ese sentido, las q  y las c. juntas, forman un conjunto de 2f variables 

independientes, de modo que el estado del sistema puede ser descrito como 

un punto en un espacio 2f-dimensional llamado "de Configuracin". 

Obtendremos ahora una formulacin en la cualas variables independientes-

serán COORDENADAS GENERALIZADAS y MOMENTOS GENERALIZADOS. Supondremos sis 

temas holotiómicos y tuerzas derivaDies de un potencial. El astado d1 si. 

tema ser representado ahora como un punto en un espacio 2f-dimensional,-

llamado "espacio Fase". 

El cambio de base de las variables (q.,.,t) a las nuevas variables (q.,p, 

t), puede efectuarse mediante un proceso matemtico llamado "Transforma-- 

cion de Legendr&' 
* 

La diferencial total de la Ecuaci6n de Lagrange es (de I001) 

d4Ld +id.t 1OO7 dl,
1—L 

. ' 

(. 

O bien, usando 1.004* 

dl. = Z 1° cl  °4 + Clt  at 

Ver Apndice 
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Por otro lado, podemos escribir 

1.009 d — 

que sustituda en 1.008 y  haciendo operaciones, 

<9L at  
10010 d (E -L 24• 

El término de la izquierda de 1.010 es la diferencial exacta de una f un--

cian que depende de las coordenadas y de los momentos, o sea precsaJnente 

la funci6n que buscamos. Podemos llamarle dH. 

Entonces: 

1.011 H a L 

H se llama la Funci6n de Hamilton. H = H(q1,p,t) 

Por otro lado, la diferencial total de esta func16n es 

1.012 
, H 

dH d9. - ,
d1' + at = / — 

d 

Comparando 1.012 con 1.010, obtenemos: 

1.013 
i 

- 

Estas ecuaciones reciben el nombre de "ECUACIONES CANONICAS DE HANILTON". 

Difieren de las ecuaciones de Lagrange, en que éstas constituyen un con--

junto de 2f ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, en tanto 
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que aquéllas, son un conjunto de f ecuaciones diferenciales de segundo or 

den. Si el lagrangiano 1 del sistema se conoce, el Hainiltoniano H del si 

terna puede obtenerse de 1.011. 

Si el sistema es tal que el hamiltoniano no depende del tiempo, y además 

las fuerzas son derivables de un potencial, entonces 

1.014 H = T + V = E 

Las ecuaciones 1.013, por su sencillez y sirnetra se llaman CAi0N1CAS,y - 

las variables q , p se llaman conjugadas. 

En la práctica, la condicin más sencilla para resolver el sistema de ecua 

1.013, consiste en que alguna de las coordenadas sea crelica. Para ésto,-

podernos establecer un mecanismo que nos permita encontrar un conjunLo de-

variables en el cual el mayor nrnero de coordenadas sea ignorable. Pode--

mos hacerlo mediante una transformaci6n de las coordenadas (q , p1) a las 

nuevas coordenadas ( Q 
,

) 

1.3 TRANSFORMACIONES CA10N1CAS 

Cuando se aplica directamente la formu1acin haxniltoniana para resolver - 

un problema mednico dado, generalmente pueden encontrarse las mismas di-

ficultades que con la fbrmulacin de Lagrange. Sin embargo, podemos encon 

trar una transformaci6n en la cual TODAS LAS COORDENADAS SEAN C1CL1CAS. 

En ese caso, TODOS los momentos son constantes 

1.015 = - -o 

'Ver el Apéndice (Hainiltoniano independiente del Tiempo) 
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Tenemos entonces que II = H (a.) 

Ademas: 

1.016 
4i =

- Wt 

en donde es funcicn scho de las cL•5 

y por tantos 

1,017 q1  = wt + 

Es posible encontrar el conjunto de coordenadas Q. , P. a partir del anti 

guo conjunto q. , p J.  a través de las ecuaciones: 

1.018 Qi 
 = Q1(q1,p,t) = 

El nuevo conjunto se dice que es cancnico si las ecuaciones de movimiento 

a que da lugar, tienen la misma fórma que I013 

1,019 ?.- 1 ct at 

en donde estamos llamando 1K al Hamiltonianb asociado a las nuevas varia—

bles: 1K = K(Q.,P.,t) 

El nuevo lagrangiano L' deberá tener la forma L'  

Combinando esta ilitima ecuaci6n con 1.011, y aplicando el Principio de Ha 

* 
milton: 

* 
Ver Apéndice. 
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1.020 

F se llama la Funcin generadora de la Transforn1acin. Una vez especifica 

da la forma de F, se pueden encontrar las ecuaciones 1.018. 

Distinguiremos cuatro diferentes combinaciones de variables para F 

F = F (q.,Q.,t) F = F (q.,k.,t) 
1 1 1 2 LI 

1.021 
F = F3  (Pi  ,Q.,t) F = F4  (p.,8.,t) 

con las cuales obtenemos las ecuaciones cannicas correspondientes 

- 

1.022 - ?. _= K - FI 4 at 

1.024 o - 144 
3t 

F 

1.025 - - = 

Como Llustracin podemos considerar una funci6n generadora del tipo F2  i 
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1.026 F2 = 2i 

De modo que se obtienen las siguientes ecuaciones de transformaci6n: 

1.027 (:: N 

que corresponden precsaztente a una transformación identidad. * 

1.4 ECUACIONES DE HANILTON JACOBI, 

Una transformaci6n cannica puede usarse para simplificar el mecanismo de 

so1ucin de las ecuaciones dinámicas. Pero ahora iremos mis lejos: busca-

remos una transformacin a un conjunto de coordenadas y momentos en el --

cual se tenga; 

F. = Constante Q. = constante 
1 

Para ésto requeriremos; 

1.028 
C9 N 

-. '. o 

que se satisface salo si 

1,029 K=0 

Pero la relacicn entre K y H es, de acuerdo con las ecuaciones de trarisfor 

mación; 

* Este resultado será utilizado más adelante. 
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1.030 K= 

Por tanto tendremos 

1.031 H «kt , p t) 4 0 

Es conveniente ahora tomar como funcin generadora una funci¿ri del tipo 2 

F = F2(qF.,t). Luego, 1.031 se escribirá: 

1.032 ( !i 4 o 

Esta expresión de conoce como ECUACION i». HAMILTON JACOB1 (HJ). 

Debido a que i = 1,2,...f., la integración de esta ecuacin involucra tr+l 

constantes independientes. 

Sea 5 una función solución de 1.032. Dicha ecuación quedara; 

1.033 I- (ch,
19 041 

) 9t 

La función S se llama FIJNCION PRINCIPAL DE HAMILTON. 

1,t 

La integración de esta ecuación sólo provee de información acerca de la - 

dependencia en las viejas coordenadas q1  y el tiempo; parece no decir na-

da acerca de los nuevos momentos en S. Sólo sabemos que deben ser constan 

Les. 

Sean las constantes de integración t f+j . Si S es solución de- 

1.033, entonces 5+01. tambión loes, ya que una constante aditiva no a--

fecta la solución. Por tanto, una de las f + 1 constantes de integración-

debe ser aditiva. Esta constante no tiene importancia en lo que concierne 
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a la transformación. 

Por tanto, la solución completa de 1.033 puede escribirse: 

1.034 S = S (q1, ... qf, ,t) 

en donde ninguna de las .'s es aditiva. 

Ahora estamos en libertad de escoger las constantes de integracin como 

los nuevos momentos, con lo cual se cumple el requerimiento inicial para-

esta transformaci n 

Pi = 

Las ecuaciones de transformación quedan: 

1.035 

Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos la solución buscadat 

9,: (t) 

que resuelve el problema en función del tiempo. y de las condiciones ini- 

ciales. 

1.5 SEPARACION DE VARIABLES EN LA ECUACION DE HJ 

El inico método general que conocemos para resolver la ecuación de HJ es- 

llamado Separación de variables. 

Este nitodo trabaja s610 para ciertos hamiltonianos, y con determinadas - 

coordenadas generalizadas, pero cuando trabaja, es muy fácil resolver la- 

ecuación de HJ. 

En los casos en que aplicaremos la separación de variables, el hami.ltonia 
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no será independiente del tiempo. Si nos restringirnos a tales hamiltonia-

nos, la ecuación de HJ esi 

4(. BLS 
c4 ) - olt 

Trataremos entonces de encontrar una so1uciin de la forma 

Sustituyendo 1.037 en 1036 tendremos: 

de donde: 

Por tanto 

1.039 

y 

1.040 

T - 

3 

fl*L) 

La ecuación 1.040 es una ecuacin diferencial parcial para W, la cual es- 

llamada FUNCION CARACTERISTICA DE HAMILTON, 

Si el sistema es completamente separable, entonces 

1.040 (b) \N ... 

y la ecuación de H-J se separa en f ecuaciones de la forma: 

1.040 (c) bi ci¿, 

1.036 

1.037 

1.038 
aT 
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1.6 VARIABLES DE MGUL0 Y ACCION 

El formalismo de HJ es una poderosa técnica para extraer inforrnaci6n acer 

ca de los si,stemas periódicos, sin necesidad de obtener completamente las 

soluciones dinámicas. En estos sistemas periódicos, es comín distinguir 

dos tipos de movimientos LIBRACION Y ROTACION. 

En una Libracin, las coordenadas y el momento conjugado, son funciones - 
periódicas de t, con la misma frecuencia, mientras que en una rotacin, la 

coordenada no es en si misma peridica, pero el momento conjugado se repi-

te cada vez que lá coordenada pasa a través de un cierto intervalo q00 

Para sistemas multidimensionales, cuando la ecuación de HJ es separable, 

el concepto de Libracin y rotación se aplica a la proyección de la 6rbi-

ta en cada plano. 

Introduciremos un nuevo par de variables que nos serán de gran ayuda pa-

ra estudiar movimientos que son peri6dicos, como el del oscilados arlfl6ni-

co o el del Problema de Kpler. 

Podemos entonces esquematizar nuestra nueva transformación as: 

Qi  = w. 
1 

(variable angular) F. = J. (variable de acción) 

Las variables de acción, podernos definirlas así: 

1.041 J 
 i 

r. t; alib 

en donde la integración se realiza sobre un período completo de las q1. 

De 1.035 y  1.040, tendremos: 

a 1 
ali 

por tanto:
(. W(' 

1.042 J = 
1 
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Corno la integración se realiza sobre q1  , la dependencia con respecto a 

este parámetro deaaparece, por lo que : 

1.043 J. = 
)- 1 3 

For otra parte, si alguna de las qs es cíclica, su momento conjugado se 

rá constante,de modo que¡ 

1.044 = a vrrr, 

De 1.043, podemos expresar las .'s como funciones de las J.5, por lo - 

que tendremos 

1.045 w = W (q.,J.) 

De 1.035 se tendr.2 

1.046 
a4 

 

,Ji,...Jç 
- D 

cc 

de donde I0040Cse  escribir: 

1.047 H1 Ni, p('J)) 

Despejando tendremos 

1.048 q1  =  



t(Ji) ÇIj. 
- 1.052 
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Por lo ya mencionado, en virtud de 1.043 conciurmos: 

1.049 qi  = q(J1, ... Jf) 

por lo cual, 1.047 quedará finalmente: 

1.050 H(q.,p.) 

Las coordenadas conjugadas a J se conocen variables angulares w, y pueden 

encontrarse mediante 1.035 

GW 
1.051 wi 

= 

Del mismo molo, y de acuerdo a 1,019 

de donde obtenemos: 

1.053 W•:
5 co54cw4e. 

Consideremos un cambio en las variables angulares, w., cuando una de las 

coordenadas q1  pasa a través de un ciclo: 

1.054 IWj: 

donde 5  w. es un cambio infinitesimal en w debido a un cambio infinitest 
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mal en 

1.055 a 

Combinando 1.051, 1.054 y 1.055 tendremos: 

( 2W. a ( 

Gil 
wi ~i alí 

Jj - ç.. 
- - 

Ji 

AW 

Ya que de 1.053 se tiene 

Aw. = - .'(t - t') 

entonces: 

1 .mJ58 

O mmea que las constantes son las frecuencias del movimiento. 

La gran ventaja de este formalismo, es que permite obtener las frecuen---

cias de un movimiento pericdico, sin necesidad de encontrar la s01uc16n - 

completa del movimiento del sistema. 

El procedimiento consiste en expresar el Hamiltoniano en términos de las-

variables de accin y ángulo, y usar 1.052 para determinar las frecuencias. 

1.056 

o sea 

1.057 
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1 • 7 SISTEMAS DEGENERADOS 

De acuerdo con lo anterior, cuando el valor de la coordenada angular cam-

bia en la unidad, la coordenada q1  pasa a través de un ciclo completo. 

Como ya vimos,en el caso de un movimiento de libracin,q debe ser una 

funci6n periódica de w. con perodo fundamental w. = 

Siempre es posible expresar una coordenada peridica como la suma de movi 

mientos arm6nicos simples, que involucren la frecuencia fundamental  LIk 

y todos sus arm6nicos. Si consideramos una funcin que contenga varias 

entonces, en una serie de Fourier de esta funci6n, deben aparecer las fre 

cuencias 0 correspondientes a cada 

Por ejemplo, las coordenadas cartesianas X1  pueden ser expresadas en t4rmL 

nos de las coordenadas q kpy cualquier expansin de Fourier de las Xs, 

contendrg todas las combinaciones lineales posibles de las frecuencias -- 

fundamentales del sistemas 

'ç' 'ç Ç 
1.059 X. 

= L L 'L  

en donde las j's son enteros que corren de -00  a +Como funci6n del --

tiempo, 1.059 puede expresarse asís 

U.•*•.. ftii')] 

1.060 X. = n---z

é ' 9¿1( S. o, ', - .. + S. V9» it+ 

Ahora, a menos que las l91
's sean fracciones racionales una de la otra, - 

1.060 no representar4 una funci simplemente periódica; en tanto que el- 

factor e213it  regresa a su valor original cuando t cambia por ,los 
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otros factores no exhiben esta misma periodicidad. La función como un to-

do, no es simplemente peridica; se dice que es MULTIPLE o COND1CIONALMEN 

TE PERIODICA. La órbita de un oscilador arm6nico de más de una dimensión-

es un ejemplo de movimiento condicionalmente periódico. 

La condición formal para que las frecuencias sean fracciones racionales - 

una de otra, es que existan f - 1 relaciones de la forma: 

4) 
1.061 

con los j.'s enteros. Resolviendo esas ecuaciones podemos expresar cual—  

quier L9i como una fracci6n racional de cualquiera de las otras frecuen--

cias. Si hay slamente a relaciones de la forma 1.061, el sistema se ha 

ma m-degenerado. Si m = f - L, entonces el sistema es COMPLETAMENTE DEGE-

NERADO. 

Los øjeiuplos mis simples de degeneración ocurren cuando dos o más de las-

frecuencias son iguales. Si dos de las constantes de fuerza de un oscila-

dor armónico tridimensional son iguales, entonces las correspondientes --

frecuencias son iguales, y el sistema es simplemente degenerado. Si todas 

las constantes son idntieas, el sistema es completamente degenerado. 

Siempre que la degeneración esta presente, las frecuencias fundamentales 

ya no son independientes y el movimiento peridico del sistema puede ser 

descrito por un numero de frecuencias menor al total existente. La redue 

cian puede efectuarse mediante una transformación puntual de las varia-

bles de acción y ángulo. 

Es conveniente resumir las m condiciones de degeneración en la forma: 
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1.062 

1 

k = 1,2,..m. 

Consideremos una transformacin de las variables ( w,J ) a las nuevas va-

riables ( w',J') definida de acuerdo a la func16n generadora del tipo dos 

F2 
= 2. f(q,t)P1 

n 

1.063 LJ 

En virtud de 

Las nuevas frecuencias  

ç 

21 
¿ti 

i = l,2, ... n. 

k = 

se tiene 

 

1.064 w 

 

 

  

1,065 V914, jki =0 k = 1,2,.m. 

Y9 k krn+]...... 

m frecuencias son cero, y tenemos ahora f - si frecuencias independientes. 

Correspondientemente, las variables de accin estn dadas por 

1.066 
;ç2 

Ji  

Debido a que
jí 

el hamultoniano ser independiente de las variables 

cuyas frecuencias son cero. En un sistema completamente degenerado, el 

hamiltoniario puede hacerse depender de sélo una de las variables de acci5n. 
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1.8 EJEMPLO 1 : EL PROBLEMA DE KEPLE8 

Consideremos una partícula movi éndose bajo la influencia de tina fuerza in 

versa del cuadrado de la distancia, y cuyo hamiltoniano no involucra al — 

tiempo explícitamente, por lo que podemos aplicar el método de la secci5n 

1.5. 

En términos de coordenadas polares esfricas, la expresin para dicho ha-

fTi1tOfliaflo es la siguiente: 

/ t 
1.067 H= —Çf + 72. ') — 

Debido a la independencia del tiempo, podemos usar 1.040: 

 

~(~W)1 fV\2  
_

\
p  J  -£ t;; 7 

 

1.068 

 

 

Supongamos  además W 
=r

+ w ( B) + C) 

Entonces, 1.068 puede escribrse: 

1.069 t9 [rt IJI\1 + LMrLj 
r) ø) 

— 

— 

de donde obtenemos las siguientes tres ecuaciones: 

 

Vi 

íY\+ L 

r 

   

1.070 (a) 

1.070 (b) 

1.070 (c) 

   

a 
— 

  

  

  

4. 2L 
f i.  

La ecuacin 1.070 (a), expresa la conservacicn del momento angular alrede 
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dor del eje Z, o sea: 

1,071 = a1  

Ademas 1.070 (b) puede escribirse 

1.072 P9 4 Lt 
2 p 2 

9 

Por otro lado, el hamiltoniano en coordenadas polares ( r,4/), es: 

 

2. 
4: r_ 

¿VV: 

 

1.073 
W. 
Y.  

 

Comparando 1.073 con 1.067, se tiene 

1 .074 

2. 
2. 

Pero por 1.072 

1.075 2. 

Las variables de accin en coordenadas esféricas son: (De acuerdo con 1.041) 

1.076 (a) J:$ 

1.076 (b) r 

1.076 (c) 

L'ara evaluar las integrales 1.0769  es necesario conocer el perodo de 11- 
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bracin. Observemos la figura 1: 

FIGURA 1 

Mientras la partícula realiza una ¿rbita completa, C4 cambia en 21T, lo mis 

mo que . Por tanto, podemos evaluar las integrales mencionadas as: 

Para sistemas conservativos, T 
- 2 

ql  

En coordenadas esféricas, esta expresi6n es la siguiente; 

1.077 T = 
2 2. 

En coordenadas planas 

1.078 T= td• 
2 2. 

Comparando 1.077 y  1.078 obtenemos: 

1.079 P,e1P9- 1.Lp' 

Por tanto: 

1.080 Peae z 
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Introduciendo 1.080 en 1.076 (b) 

1.081 (a) J: 'LIT P44, - tirp 

Asimi smc 

1.081 (b) jf  = ¿lit 1'f LTtOb 

y 

1.081(c) J 
r 41Tt 

En esta ltima ecuacicn hemos usado el hecho de que H = E 
* 

Las raíces del integrando 1.081 (e) se obtienen de un modo un poco más com 

** 
p11 cado 

1.082 

de donde 

2.r' \It 
= - i) +1K( -- ) 

1.083 H=E= 

(Jr+Je#Ji t  

Las tres variables de accicn aparecen s610 en forma de suma, por tanto, to 

das las frecuencias del movimiento son iguales s (de 1.052) 

1.084 
- - - 41 1MI 

Je - i5 (Jrf.ie+Jp 3  

Ver en el Apéndice "El Harniltoniano como Constante de Movimiento". 

** 
Ver Apéndice 
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Podemos encontrar el período del movimiento despejando J r + J + J d la 

ecuacin 1,083 y sustituyendo en 1.084, y aplicando i 

 

T: 
TTkJ3 

 

1.085 

Esta formula corresponde a la tercera Ley de Kpler, con semieje mayor 

O .Como vimos, este es un movimiento Completamente degenerado, por 

lo que es conveniente reducir al nimero de frecuencias, mediante la trans 

formaci6n indicada en la secci6n 1.7 

TRATA1IENT0 DE LA DEGENERAC10 

Utilizando 1.062, tendremos: 

1.086 
- o 

flor otro lado, de acuerdo a 1.063, se tiene¡ 

1.087 Ftn (w - w.) J1'  +(w -  w) J 4-w. 

De acuerdo con w
Fa 
 tendremos* 

1 

w, -w 0 
1,088 W W&-W :0 

W':Wr 

Por otro lado J con lo cual tenemos: J. 
Zi wL 

1 .089 

Sr: - 
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Despejando de aquí se tiene 

3w 

1.090 Jt: JQ4J(Ç 

35 : J&4JfJr 

En términos de estas variables, el Hamiltoniano queda finalmente: 

1.091
- 

"3 

Lo cual muestra la afirmación anterior, de que en caso de Degeneración con 

pleta, el Hamiltoniano es función de sólo una de las J's. 

1.9 EJEMPLO 2 1 EL OSCILADOR ABNONICO TRIDIMENSIONAL 

Consideremos ahora un oscilador armónico en tres dimensiones, con constan 

teS de fuerza desiguales k1, k2, k3  a lo largo de cada eje, y cuyo haxnilto 

niano es independiente del tiempo: 

1.092 A= I(ft+?t#i2) 
2.Yb1 '2 

Sea S la función Principal de Hamilton, separable del nodo siguiente: 

1.093 $=W «y ,) q2 ,q3, - 3t 

De aqur tendremos: 

 

(Q\\2  ew 
\2 fa\)J \2 + 

 

 

1.094 

 

tmc'3 
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Sea W a su vez separable del modo siguiente: 

W = W1(q1, Ó(1) + 22' '2 + W3(qVOY 

Entonces, 1.094 se transforma en 

('Ç# b%It2 oC 

Por otro lado, de acuerdo a ¡.041 y  de que p1 
= 

1.096 (a) J1 = 

1.096 (b) J = - 

1.096 (c) 

De donde 

Tt:
a 
 

1.097 (b) J 
-

Tr 

 

____ 

ff(tim0C5- ir—  ir ' 
3  ¡.097 (c) J - __ 

Despejando c 3  e ident1fi-cndola con la Energía del Sistema: 

j: rsJ 
1.098 0 = E 

- *1 Ir
+ 
 - 2.$1T z1Tr 

Por tanto obtenemos el conjunto de frecuencias: 

¡.099 (a) 
- 2r g 

1.095 (a) 

¡.095 (b) 

¡.095 (c) 

..
: 

+ W3.3 (3) 
9W. 

1.097 (a) J
1• 
 - 



211 

Haciendo la sustitución 

Tr 

Tj' ql 
= 
 ;- 

\J Ti 

y haciendo operaciones, 11 

y9  J
JI? 1.102

W  
= 

se 

1.103 (a) 

- 

- ,21TW 
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1.099 (h) 

1.099 (e)  

el JIL  tfl 

V93 
- V3- 

Ahora calcularemos W17  W2  y W3, de 1.051, para obtener q1, q2  y q3, de a-

cuerdo a 1.094 y  I.0959 

1.100 W = 4 Jka 

Sustituyend las s de 1.097 

4 Tj_ i3 
1.101 W = 

TT 

c9W 
Por otro lado: w1 j con lo cual tenemos: 

gamos a 

WI 
- -iTr -4m 

de donde donde obtenemos q1  

Del mismo modo 



1.103 (c) 

/ 33 

q3- — / 
T?;;

2,1T w3 

JI. nMk CbJ trr W2. 
T 

iT
t1TW3 

1.104 
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1.103 (b) 
_ 

q
:._. 

2 
= 

rT' 
En estas soluciones, el factor corresponde a la amplitud de la 

trayectoria. 

Por otro lado, P,  = - con lo cual, tomando W de 1.101: 

t J •_w- 

Pa  

Ahora tomando q de 1.103 (a), (b), (c), se tiene 

—
11i Ji

22ffW 

1 

ii q7 
o sea finalmente: 

1 10 (d) 0t : ',ZITw, 

1.103 (e) 

1.103 (f) r3 

rr 

CASO DEGENERADO 

Para el caso en que k,  = k2  = k3  se tiene, de la ecuaci6n 1.098, que 

!_ J  2. 4S3) 

y de 1.099, las tres frecuencias son iguales. 



J,
71 

- 

J: 

13 J3, - 

2í7 

J3': J, 4J2 - J3 

1.108 

con lo cual: 

1.109 14 
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Utilizando de nuevo 1.062, tendremos: 

01 
- i.9t O 

1.105 I.92 _jQ3  ro 

Tomando F2 de acuerdo con 1.063: 

1.106 F2. WWa J:' +(w- wfl J ' W3 J3'  

Debido a que w1 =
, tendremos, al igual que en 1.088 

Li'1 ' : W, - W:O 
1.107

W w- WjO 

wj: Li'3 

de donde: 

En este caso, al igual que en el ejemplo anterior, se ha hecho depender a 

FI s6lamente de la variable J para la cual la frecuencia correspondiente - 

es diferente de cero. 

Por tltimo; 

QH
- 

1.110 j.P
211 '1" 21T 
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1.10 COMENTARIO 

Quizás el mótodo enunciado para la reoiucir de estos problemas no sea 

el más rápido; incluso la utilidad práctica de asta ceca, putce ser -- 

cuestionada. Pero con el advenimiento de la Teoría Cuntica de Bohr, se 

descubrió que las condiciones de ccantización podan ser establecidas con 

mucha simplicidad en tórminos de las variables de acción. 

El conjunto de coordenadas w,J sirve para fijar la órbita espacial, e in--

cluao encontrar el tamaño y la forma de dicha órbita en tóri:inos de las - 

variables mencionadas. Estas son particularmente apropiadas para el estu-

dio astronómico de órbitas planetarias. 

Cuando sólo intervienen dos cuerpos en el sistema,dichas variables rm es 

trictainente constantes de rnovimiento de acuerdo con la teora de transfor 

naciones canónicas. Pero si hay pequeñas perurbaciones debidas a la in--

fluencia de otros planetas o satélites, el movimiento puede ser representa 

do,por la lenCa variación de estos elementos con el tiempo. 

En Mecánica Clásica, las variables de acción poseen rangos continuos de va 

lores, pero no así en Mecánica Cuántica, las condiciones de cuantización-

de Soimnerfeld y Wilson, requerían que el movimiento estuviese limitado a 

aquellas órbitas para las cuales: 

Todo resultaba demasiado sencillo... sólo habida que resolver el problema - 

en Mecánica Clásica usando variables de acción y ángulo, y el movimiento-

podía ser cüantizado inmediatamente con la fórmula anterior. 

Como ejemplo, los niveles de energ1a de un átomo de hidrógeno, (compara—

ble al $roblema de Kpler), pueden obtenerse de 1.091 si K es reemplazada 
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por ¿e 2 , y a su Vez por ch 

E 
- 21T rnZ2e 4  

que os La expres1tn que conocernos para La energía de cada 6rbita del eiec 

trn en el átomo de Bohr. Las órbitas posibles que corresponden a un -- 

mismo valor de n se llaman degeneradas. 

Durante la época brillante de la antigua teora cuántica, la técnica de - 

las variables de acci6n y ángulo, recibi6 mucha atencin por parte de los 

tcicoa tericos, que la hicieron su herramienta de todos los días. Una - 

es estudiado el átomo de hidrogeno, los problemas se hicieron más compli 

cao. corno para ser resueltos 01551 caiteute, y s hizo necesacio tzatar mu 

chas de las fuerzas adicionales como pequeias perturbaciones. De aquí la- 

ccnoxin oxistento entre la torfa Clásica de. perLurbacion y Ia Lertur 

badenes de la iecnica Cuántica. 

Pronto se hizo evidente que las dificultades no eran salo matemáticas. 

Simplemente, la teoría cuántica de Bohr no describía adecuadamente la ha-

turaleza. Lomo es bien sabido, el impasse fue roto por el descubrimiento-

casi simultáneo de la mecánica ondulatoria y matricial. Las tácnicas para 

resolver las problemas cuánticos eran completamente diferentes en esas teo 

rras, y el interés por las variables de ángulo y acci6n deca.,6 rápidamente. 

Sin embargo, algunos conceptos como Perturbaciones, Degeneracin, Separa-

cian de Coordenadas, etc. permanecen ain, cono parte del engranaje de la 

nueva Mecinica Cuántica. 
** 

"Eisberg "FUNDAMENTOS DE FISICA MODERNA" Cap. 5 

oldstein "CLASSICAL MECHANICS" Cap. 9 

1 111.1. 
2 

o h 2  
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La formulación hamiltoniana es válida coro runt.o parda para el desa- 

rrollo posterior de la estructura teórica de la mecánica i.s se ciesa- 

rrollo que la mecánica clásica ¡-,s se acerca a la necmca cuántica. 

El hamtltoniano para una partícula moviéndose en un campo de fuerzas cou- 

servativas puede expresarse corno: 

1.112 H=!L +V 
2m 

Si. hacemos las sustituciones: 

1.113 H = i kv 
at 

p = - i 

y aplicamos estos operadores a la función de onda fj , queda: 

1.114 

21)' 

que es la ecuación de Schroedinger para una partícula de masa o moviéndo-

se en un campo de fuerzas conservativas 

Esto no debe tomarse de ninn modo corno la derivaciSn de la ecuación de-

onda; se ha hecho solamente para mostrar la corre spondmcia entre la meca 

nica de Hamilton Jacobi, y la Mecánica Cuántica. 
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INTRODUCCION 

Los sistemas con los que estarnos acostumbrados a trabajar en 'iecnica - 

Clásica, están altamente idealizados; se ignoran con el propsito de fa 

cilitar su estudio, ciertos elementos que en la realidad alteran las so 

luciones, en el sobreentendido de que aqullos no son importantes. Exis 

te una gran diferencia entre las situaciones r,-ales y los procesos que-

estudiamos en la escuela o en los libros. 

Uno de los mayores problemas a los que se enfrenta el físico, una vez 

que ha acumulado suficiente informacicn analítica respecto de un proce-

so real, es el de encontrar aproximaciones significativas a las solucio 

mes de las ecuaciones que describen dichos procesos0Nada hay en la natu 

raleza que pueda ser aislado de la influencia perturbadora de los ele— 

mentos circundantes.Estos elementos producen ciertos efectos, que siem-

pre alterarán el resultado del menos ideal de los sistemas. 

Sin e!nargo, es posible obtener las soluciones con suficiente aproxima-

cian a la realidad, tomando en cuenta los pequefios efectos perturbado--

res mediante métodos de aproximact6n0 La formulacin ststemtica para - 

obtener dichas soluciones, se llama Teoría de Eerturbaciones. 

La Mecánica Celeste llev a esta teora a su más alto grado de desarro-

llo, Pn Mecr,ica Clásica, haciendo posible obtener matemticamenLe la - 

existencia del planeta Neptuno, en virtud de las desviaciones orbitales 

de Jipiter, antes de que aquél fuese visto por los astr6nomos0 

Es bien conocido que en Necnica Newtoniana, es posible resolver el pro 

blema de dos cuerDos, por ejemplo Tierra-Sol, o bien Tierra-Luna, Pero- 
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no podemos simplemente despreciar las fuerzas interplanetarias y consi -

derar sclo las acciones que mutuamente ejercen entre si do- cu'rpos; es 

necesario considerar la acción de muchos cuerpos, y este problema no --

tiene solucin exacta en Mecánica Clásica. 

¿o Mecánica Celeste se encontró que los problemas de Perturbaciones pus 

den manejarse por medio de aproximaciones basadas en el hecho de que las 

tuerzas entre los planetas son mucho menores que la fuerza de atraccUn 

lel sol. Por este camino, se empieza resolviendo el Problema de orden - 

cero (Problema de Dos Cuerpos), y entonces se toma en cuenta la pertur-

bacicn como aproxiniaci6n de primer orden. 

Existen dos posibles formulaciones de la Teoría de Perturbaciones: 

1,-TEORLA DE PERTURBACIONES ESTACIONARIAS 

Si el sistema es Multiperidico y Separable *,podemos afrontar el 

rroblema de encontrar el cambio en les períodos de movimiento, roduci do 

por una perturbaci6n. El análogo a esta situacin en Nlecánica (iintica, 

corresponde a encontrar el cambio en los niveles de Enor'a, 

2,-TEORIA DE lERTURBACIONES UPENDIENTES DEL T1ENFO. 

Si el sistcln2 no perturbado es descrito por un conjunto d. condicio-

nes iniciales de la ecuaci6ri no perturbada de H-J, podenca averiguar el 

promedio al que este estado constante previo, va cambiando por una per-

turbaci6n. Su ar'logo en Mecánica Cuántica, corresponde al calculo de la 

probabilidad de transici6n producida por una perturbacin. 

"En el caso t'ultidimensional, un sistema es multiperidiiico, cuando sus-

distintas frecuencias, tienen diferentes perí odos asociados. 
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TEORIA DE PERTURBACIONES ESTACIONARIAS 

11.1 üescripci6n General.- 

Si se tiene un sistema de ecuaciones de movimiento demasiado complica--

das como para encontrar la soluci6n en forma cerrada, es posible encon-

trar un sistema con un hamiltoniario aproximado al haxniltoni.no  del sis-

tema original. La diferencia entre dichos hamiltoninos puede ser con.¡ 

derada como la perturbaciri. El oscilador armnico pertenece a esta cia 

se, y es el ejemplo que estudtaremon todos los casos. 

Consideraremos inicialmente tres métodos generales de s01uc16n: 

A) !1ETODO DIRECTO 

B)METODO DE BORN 

C) TEORIA DE PERTURBACIONES CANONICAS 

Nuestro objetivo inicial es comparar, para el caso unidimensional, cada 

uno de los métodos anteriores, para un oscilador anarmnico, cuyo haniil 

toniano seas 

11,001 H=H 
o 

en donde H0 
 corresponde al harniltoniano del sistema sin perturbar, y 

es la perturbacin. Las ecuaciones a resolver sern* (ver 1,013) 

11,002 ii  

Recuérdese que estamos tratando un sistema independiente del tiempo, 

= 
ap 



11,007 °•': - 
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Sea el Hamiltoniano del oscilador armnico perturbado unidimensional, el-

siguiente: (El subíndice o bien suprandice cero, designará al sistema --

sin perturbar) 

11.003 H: 

11.004 H0: .0 + H a
3 

11.1. A.-+IETODO DIRECTO 

Las variables conjugadas p, q se escribirn en trminos del parámetro per 

turbador, 

11,005 

11.006 

en donde  

del siguiente modos 

p= o) ir (1) 4 2,t 

(°54  9.t) f 
son las soluciones a determinar. 

(o) (o) p y q son las soluciones del sistema sin perturbar. 

Por otro lados 

Aplicando 11,002 en n.00 

_!L_)!!! 
11.008 - 

•Q u0 
ap 3p 

Para encontrar 1 y 4 en términos de 11.005 y  11.006, desarrollaremos H o 

y H1  en términos de las variables q, p dadas por 11.005 y  11.006 en se 
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ries de Taylor, con: 

=
(s) (z) , p . ) ••• 

U1  = U1  ( ¶ + A0' 4» ..• p (6) A 
(o) (o) y evaluamos las derivadas respectivas çai q q y p p 

) 

) 

lo cual de 

notaremos L 
o( +[)it9(t)+. 1 2!! 1 

11.009  
.. 

 

Aplicando 11,008 en 11.009: 

o 
Co mi k.A 

4 C4 o 

- 4 
o 

- t 
e

cI 
 o 

t D  

#Çxp4'4l 

1 - 4... arar 

con lo cual, despus de reagrupar trminos, obtenemos: 

... 



11.010 

r 
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:-.!i±_)\ 

 

o
o 

\ - 4. 0 

2'

9tL1. t) 

b : 
-. 

4
0)

\ • 

* .- 1 • - 

o
o 

4Ito 

\ 

- 

o 

Comparando este jitimo par de ecuaciones con 11.005  y 11.006
9  obtenemos$ 

• (1)  

p 

•() 

 

lo o 

40)TIO.1 *al 1 4 pci) aAo 

ep
apa' 

& fo (t) 110
,
(t) 

- r o p(D) +  
()\ t, 
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Utilizando los valores dados por 11,004, obtenemos las derivadas requeri-

das: 

3 l b 
k 

'I4 

aL - 

 

I4t 
- O 

to 

2 u a no - 

b YO 

 

9 Ig, 
 O)  

5 4 
~o 
 

O 
9 
 ~
241  

Usando estos resultados, (y utilizando también 11.007) 

1I-011 (a) ecuación de orden cero. 

11.011 (b) _3(() .., (1) ecuación de primer orden. 

11.011 (c) ecuación de segundo orden. 

Ademas: 

11,012 !._. P P 
Yv ni 

Por tanto, para la ecuación de orden cero 

+ K Ice) 

su solución es: 

11.013 1° : A sen wt con w F51- 

Para la ecuación de primer orden 

3A»t 



con solución; 

II .014 
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__-. (3+a7stwt) 
tntwt 

Para la ecuación de segundo orden; 

t+wt(t\ I? 
Jtw z 

se tiene la solución: 

11.015 r_ lkM3Wt- Ji LL)ttbSwt 4-S.mwt 1 
&w4L u -j 

con por el momento, un parámetro ajustable. 

De acuerdo con 11.012, las p y las 
q(1)  están relacionadas por la ex— 

presión: r : YIA 

Sustituyendo cada valor de q en .006 9  derivando y multiplicando por 

11.016 

con: 

11.017 

(después de habeL iedn al cuadrado ), obtenemos: 

u(0) :  !y,tA e' O , E: ¿ (.t- L 2 w 14 

11.1. B.- METODO DE BORN 

En éste método encontraremos mayores dificultades matemáticas que en el ari 

tenor, aunque los resultados se mejoran, como discutiremos al final de e ff  

ta sección, Este mecanismo de solución 3e aplica silo a sistemas multipe 



J. = 
1 
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rit5dicos donde podemos utilizar la separación de variables. 

Seguiremos el formalismo de Acción y Angulo. 

De acuerdo con 1.042: 

:' a 1 

Recuerdese tanibin que podemos encontrar la energía E como función de las 

(ecuación 1.050). Ya que H = E,tendremos, de 11.003: 

11.018 : !.. + 
7. YA 2. 

con: 

11.019 

y 

11.020 

Sean e1, e2, e3  los tres ceros de F(q), que escogeremos del siguiente modo: 

e1—+ +( 2E/mwt?a, e2-p—( 2E/mU)Y'y e3-- oocu ando 4O(ver la fi. 

gura 2). Podemos escribir 11.020 como sigue: 

11.021 F(' (e1-(-e (.-e3):- e3(e.-j.(%-e) [1 '/e,J 
Çfr4' 

im 

FIGURA 2 

Buscaremos la solución exacta de las ecuaciones de movimiento en términos 

de una serie de potencias de )$. en el límite cuando 0. Entonces e3  - 
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tenderá a menos infinito. Tomando la rarz de 11.021, podemos desarrollar 

la raiz del ultimo factor en serie de potencias de e3  

Y' [i 1- -4. -. 
2. e3 8e3t 

De acuerdo con 1.041 

11.022 s:4pa. 

Sustituyendo aquí el desarrollo de la raíz , obtenemoss 

11.023 J: Ii(° _. J_jO".... ..L -14 ae3 8e 
en donde¡ 

11.024,  

Es posible encontrar las J mediante un cambio de variables 

11.025 4 Ees)e-1 

con lo cual, 11.024 se transforma en: 
Tr 

11.026 !r(e-et 1 (e, -e p 

Entonces tendremos 

..it (e- e t iT (eu4e(e,-et 

n(es_ett r e i.ett_ 4ele2.
64 

 

Si ahora escribimos e1, e2, e3, de modo que satisfagan las condiciones p 

didas, del siguiente modos 

11.027 



- 
- 
- 

Q 04 

11.033 

Pero, por otro lado: 

con lo cual tendremos: 

a.1 al 
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e3  

+ (!—E 4- 4 i,t ) +
IKW 

3,2  
- 

_
#d 3. 

11.028 

Sustituyendo este sistema de ecuaciones en F(q) = O e igualando las poten 

cias de 1 obtenemos las constantes: 

& ..d, - - - 
MZO 

O 

11.029 S€ fi _\ 
M J :- t  

vt  SE 
3_ ;ç; 

  

Sustituyendo estos valores en 11.028, y  el resultado en 11.027, obtenemos: 

titE. to so ir 
V L %tLQ Ir tU 

11.030 - - - 40' + 
- 

) Ite, 
 _____ —.4- b Lw 

Ahora, sustituyendo este resultado en 11.023, obtenemos el desarrollo para 

J. en términos de E: 

11.031 .1. E [t# - 4 
4 

de donde, iterando, se obtiene: 

11 .032 E. -

4 L.9 . 
TT 

Para encontrar q en términos de la variable angular w, utilizamos 1.051 
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II .034 w = 

Utilizando 11.019: 

41 ,F(' J 

Ahora, usando 11.020, y el hecho de que salo E depende de ,.J: 

¡ÇJ j.

5 Q14 
11 M6 - 

;j Jz 

Con lo cual, 11.034 queda finalmente: 

r1 ¿E e a. 
11 .037 w 'j 

Desarrollando [(q) -1/2  en forma similar al desarrollo anterior 

li.038 [PWV/'  E-e3 (e, e,)(¡ -
3)] - liz 

r [e (el - 

[14 

Sustituyendo los valores dados por 11.025: 

)I_ 11 ....L. e+ez
___ 

2. 11 

- Fe 1  2. 

Por otra parte dq = c.oJ c5.14J con lo cual obtenemos: 

11.t  
1 LE C _L.

- ae3 L z i 11.040 

-Fe  3  t s4 

() 
Recurdese que (1 + x) = 1 + px + 

 

11 .035 



-

46—Integrando¡  

(~I )"1- dE 
- 11.041 2Á dJ L 7- e3  g 2_e3 

Sustituyendo las e.s de 11.028, y  la derivada de E de 11.032, se tiene: 

1 ( lS 2 \  

11.042 W ur 8fl 2 m3W4 ) 

+ VOWI (;'z'w ) ;¡ 
_;()YLt ] c:os?) J 

Agrupando, y conservando sólo los términos de primer orden en 

11.043 :(. — i 

¡zJ 
W

) 2E
col 1P 

8tr 2 r03W 5

- 

)WW 

1d4 
(E\hIL 

 

CO
111 

 -- 1 
fltU)Uj ¿TM 

con lo que finalmente obtenemos; 

11.044
(7JAw ) 

(en donde hemos sustituÇdo E por su valor, a primera aproximación de 11.032) 

Utilizando por otra parte q de 11.025, sustituyendo las e.'s por sus valo 

res correspondientes, y E por 11032D obtenemos ¡ 

____ 11.045 r2
(

-i-
ff 

') iy  —  
wui 

Comparando 11.044 y  11,045, llegamos al resultado final: 

¿__ (3+cs4Trw)+... 11.046 SLM 211W
Imbul- 

- 
\V2.  

El primer término de esta suma, corresponde a la solución dada por 11.013 

así como a la solución del oscilador armónico tridimensional 1.103. 

(w = 19  t + const. por tanto w =t + const. de donde se concluye lo anterior) 
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II.l.c .- TEORIA DE PERTURBACIONES CANONICAS 

Muchos problemas importantes de Mecánica Clásica no pueden ser resueltos 

exactamente. Por tanto, es conveniente desarrollar métodos para obtener so 

luciones aproximadas. La teoría de Perturbaciones Canónicas es de particu 

lar interés, porque hace uso de transformaciones canónicas y variables art 

guiares y de acción, y ademas, es análoga a la Teoría Cuántica de Pertur-

baciones. 

El método se aplica a sistemas separables de la clase que hemos discutido 

hasta ahora. Para simplificar, el mecanismo será discutido con detalle en 

el caso unidimensional, y la extensión a sistemas con más grados de liber 

tad se har en la siguiente seccicn. 

Supongamos que la transformación canónica de las variables (q , p) a las-

variables de ángulo y acción, es CONOCIDA PARA EL SISTEMA NO PERTURBADO 

q o 

p M-4 JO  

En términos de esas nuevas variables, e)nuevo hamiltoniano sin perturbar: 

H (J°) = H0(q , p) 

y las correspondientes ecuaciones para el movimiento NO PERTURBADO son: 

(ver ecuación 1.052) 

11.047
QJO  

o 
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Hagamos entonces H'(w°, JO, Á) = H(q , p, ) el nuevo hamiltoniano asocia 

do a las nuevas variables. 

Por suposición, deberán existir variables w,J en términos de las cuales; 

11.048 H(q , p , = H'(w°, JO, A) = H''(J ,) 

Como ambos conjuntos wO,J°  y w, J , se obtienen de q , p por transfor-

maciones canónicas, debe existir una transformación canónica que conecte 

a ambos. Procederemos a encontrar la función generadora para esta transfor 

mación. La transformación es independiente del tiempo, y sabemos que para 

Á = O la transformación debe reducirse a la Identidad; por tanto la fun 

ci6n generadora debe ser del tipo 2, Llamémosle W(w°, J , A) 
(*) 

11,049 F2  = 4(w°, J,,A0) = w°J 

En particular, supondremos que W es analítica en A de nodo que podemos de 

sarrollarla en serie de Taylort 

11.050 W(w )  J, : w (w°,JS 4XW1(w',J)+ )tW(wb J)1-- 

en este desarrollo, W. esta dada por 11.049. De acuerdo con las ecuaciones 

de transformación 1.023: 

11.051 
gw 

Por tanto se tendrá: 

   

w, 

11.052
, 

'La función generadora W y W = W + aw0  + bJ (a y b const.), da lugar a 

transformaciones canónicas cuyas ecuaciones para w y J difieren sólo - 

por constantes. Por esta razón, simplificaremos las expresiones que po 

damos obtener para v, despreciando los términos lineales en w°  y J. 
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Por otro lado, el hamiltoniano H(w°, J°, Á),tambin puede desarrollarse 

en serie de Taylor alrededor de O 

11.053 kw0,J 0 :(J0 )4Al1,' (w0, sY) +)(wQJb)#... 

en donde los coeficientes H, HI, etc, son conocidos, ya que H' se conoce 

Cuando y0, JO  son expresados en términos de w, J el hamiltoniano es: 

H'(w°(w , J) , J°(w , J) ,Ji) = 

este nuevo hamiltoniano es independiente de y. Desarrollemos H" en poten 

cias de )i: 

11.054 9:(4*'4;(n4 

Para encontrar este nuevo hamiltoniano, debemos encontrar las H ,  • Esto-

no puede hacerse simplemente igualando los coeficientes de 11.054 con - 

los de 11.053. Primero debemos expresar H' en términos de J, en lugar de 

J°. Esto se puede hacer desarrollando Ii' en J° = J. Tomando J° de 11,052; 

11 .055 I4'(w°,J°, )' H' (w', J Xt .. , j  ••) 
Wo c WO 

3 jC3 

1 !' 2 Di% aw1, 
12.  

j;;••' 

A' 
11.056 Wo  

(&Wi\2  tWt 
+ L a aj L3 

Ahora, escribiendo 11.053 con J° = J 

' (v°) J H(3)4:(WJ) . 2  ML'  (WoJ4.. 

Agrupando las potencias de A 



li s 7Y 
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Insertando e'sto en 11.056, tanto en el primer sumando, como en las deriva 

das de H' respecto de Js 

4(J!4 
)1 I4 (w°,J4... + 

.wD Q 1s•II; 

> 
 2[

QWX. 
Wb  91 

(;W 2 MJ44,I(W0 3).  •)\ 1 
desarrollando las derivadas con respecto de J: 

wL a3Ij% Ql Ie53] 

wtrj

4)i 4,1 
&l L53 •j 

3o3
3t 

Haciendo operaciones 

Ws  

   

4 i  

4 tW 
aw°  

   

   

   

en donde se ha utilizado: 

 

90_ 
1' 
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Agrupando las potencias de 

 

14  H( 4:(wJ# ;w 1'0 ] 

— - 
iW° J I

J':J 
1-2 

Y I30:J] 

11.057 

 

 

 

 

 

 

 

 

Igualando ahora las potencias de 11.057 con las de 11.054, obtenemos: 

11.058 (a)  

11.058 (b) w: ( 4'(%oJ) +  

11.058 (c) 
Vf°  •j 

¡p oi L 
Tlj'j 

Recordemos que H , }lj, .. son funciones conocidas, obtenidas del desairo 

llo del hamjltoniano como función de w°,J°. De cualquier forma, ya que he 

nos desarrollado H' alrededor de J, todas las funciones H, Hj..Y sus d 

rivadas están evaluadas más bien en J que en J°. En particular, I/°debe e 

valuarse en J, no en J0. 

Antes de seguir, veamos a dónde queremos llegar: 

Queremos determinar las Wk , de modo que la transformación 11.052 se co—  

nozca. Ya conocemos la transformación de las q , p a las y0, J° 

q = q(w°, JO) p = p(w°, JO) 

Esta es una transformación canónica, y es independiente de cualquier ha—  

miltoniano. Su significado especial, es que para el hamiltoniano sin per-

turbar, H0  , el movimiento no perturbado esta dado por J0  = constante, y-

w° = ¡tt+ constante (ecuaciones 1.053). 
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Una vez que encontremos las Wk D :T expresar las q , p en tórminos 

de las u , J , por las ecuaciones 

q = q(w0(w , J) , J°(w , J)) p = p(w0(w , J) , J°(w , J)) 

El significado de esta transformacir, es que para el Hamiltoniano pertur 

bado H, el movimiento perturbado esta dado aproximadamente por J = const. 

y w =t+ const. La nueva frecuencia se obtiene de las H°'k  como se mos-

trará más adelante. 

Ya hemos demostrado que la variable angular y0  cambia en 1 cuando la cooL 

denada q pasa a través de un ciclo completo, y entonces u cambia en algin 

entero. Pero cuando decidimos aplicar nuecITÑi leoría de perturbaciones ca 

nónicas, suponemos que u y u0  no difieren mucho. Por tanto, el emtero en-

que cambia u es 1 también. Y por tanto, u w°, tanto como J y J°, son --

funciones periódicas de u0  con periodo 1, Este debe ser cierto para todos 

los valores de Á por lo que se sigue, de la ecuación 11.052 que cada par 

cial de Wk  con respecto de J es periódica en yO  Entonces, cada Wk es la- 

suma de una función periódica y una función arbitraria De acuer- 

do con la primera de las ecuaciones 11.052 las derivadas f(w°) deben tan 

bión ser periódicas de modo que cada Wk  es la suma de una función per&ódi 

ca con periodo 1 y una función lineal ckw°.  Esas funciones lineales intro 

ducen una función linealmente dependiente de A en W y justamente en la - 

nota de la página 48 hemos acordado despreciar tales términos de W. 
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Por tanto, hacemos ck = 01  y cada Wk  puede ser expresada como una serie - 

de Fourier de la forma: 

00 

11.059 W(wJ: wt' ex zn rvw°  

Las pueden ser desarrolladas similarmente, excepto que para tales 
19 w0 

 desarrollos no aparece el término constante (m = 0). Como resultado, obte 

nemos: 

Multiplicando por dw0  e integrando entre O y 1 

Zn YW 
ÇeX2nIWLWdWO 

b 

11.060 
21T1M 2W.! (e _ o 

e ZU 

La importancia de este resultado, es que nos permitirá calcular las W's, 

realizando ciertas integraciones sencillas, como veremos adelante. 

Multiplicando 11.058 (b) por dw0  e integrando sobre un periodo: 

~
,9 -í (J) Aw, w + 
o j 3w0 

o o 

sea: 
1 

u ,osi :4:(w03J)t&w0 1  (141'(wJ)> 

Sustituyendo de nuevo este último resultado en 11.058 (b): 

<k,  
wo 



o sea: 

11.062 
wI - - 
wo L.90(J) 

Para encontrar W1  s6- tenemos que integrar, ya que la constante de integra 

ción no afecta para nada nuestras ecuaciones de transformación 11.052. 

Efectuando el mismo procedimiento con 11.058 (c): 

Ç
(J aw0 

f4w° 
+ 

b J J 3W° fsT 

ço  M.) 
,

dw 

  
utilizando 11.061 

(o)2 4 i j J 3%.4T Separando las integrales: e 

~,i7j 
)3. t

<u:>aW -4; (J) <I4 ) 4 b !3.•:3 v, O aj 13%j 

219*2 • ls.&J ,0,H:>)J; 
•°

wO  

o
a 

con lo cual tenemos: 

11.063  
1

3P0 < f)t4 < t> 

Sustituyendo en 11.058 (c): 

I14 
9W°  33 w° 2 J  W .  

19 

¡ - 

_L j.9° lS.Z 1 I'° j 2 
_ 2,0t j\UI/jt <.JIl 

-54- 
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Por tanto, se tendrá: 

- i 4. <14 ><> g 
- 

, ¡ , 2 1  

D ) — ¡47zK' eS +j3j<I4i > 
Sustituyendo de nuevo 11.062: 

- .!. U<  >.,. ] 
4L J'> 

' — L [<u) ..;1  Q' \j p2  
19  - _ -001 <--j u>

aj 
2 919

+J
21%

l[<u,2)_<)2j
Yj  

Haciendo operaciones y agrupando, obtenemos finalmente: 

 

wt- - 

el wo - 

  

513 

..> Ze3•  

— 2<t4 ">  

 

Ui>— uL] 

+: !±' — 0t C9 

11.064 

 

 

  

  

  

    

    

De nueva cuenta, esta expresión puede ser integrada para obtener W2. En--

tonces, las nuevas variables w , J , se encuentran en términos de las an-

tiguas w0, J0  a través de las ecuaciones 11.058, 11.062 y  11.064. 

El haxniltoniano perturbado (La Energía del sistema perturbado) H'', puede 

obtenerse sin necesidad de calcular la función generadora W primero. 

Usando 11.054, con 11.061 y  11.063: 

11.065 : U' (JA : 4,(J)4. "(U"> 
.. to<ut'>(>  

—- 
.. _L 

2le'T 

 

 

De esta ecuación puede calcularse fácilmente la nueva frecuencia perturba 

da 1. — 

aiwb 
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Apliquemos ahora toda esta teora al caso del oscilador anarmónico cuyo - 

hamiltoniano está dado por 11.003. 

De acuerdo con 1.103, 11.013 y  11.046, la coordenada q sin perturbaci6n, 

está dada por:
nmw / 

4.v -LIT W 

Por tanto, y de acuerdo a las soluciones no perturbadas para la Energra 

(correspondientes a II' en este caso) dadas en I.098,11.0l7 y  11.032 se 

tendrás 
O  

11.066 }40 Z4 f_L ' ,z,j,i 3 2lrw°  
ltn,1w / 

Por tanto, utilizando el conjunto de ecuaciones 11.058, se tiene: 

11.067 (a) 

11.067 (b) 

11.067 (c) 

14 j.90J* 

31 n(L \ AP 211 w0 
;rr MU)j 

La primera corrección a la Energra <:)de  11.065 nos da: 

11.068 H a": <j.>  .O 

La corrección de segundo orden para la energa, tomada también de 11.065 

resulta s610 en un término que no se anula: 

15 J 5, - 1 i4.' ,'a.w° - - - 11.069 - 1 
 

ío,
- 76 

Por tanto, la Energía del oscilador anarmonico será: 

wJ 
11.070  

27T 14 117  Yh 3LJ,4 

en concordancia con la ecuación 11.032. 



de 1.103, 11.013 o bien 11.046 t (utilizando además 11.075) 

/"°
11  

11.076 

iJ \3l 
1 ( - an w° )h/ts ew irr w° 
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1ara obtener la coordenada q en términos de w, J, hay que encontrar prime 

ro la Funcj6n Generadora W dada por 11.050. 

De 11.062, podemos obtener 

<w>

L - ! ( 11.071 - - 
(

- 
CI w° 1frb ¡ fltW) 

por tanto: 

coi nw 
 

11 .072 W, -  (- ) (—w° k 3t° coi ) 

Utilizando identidades trigonométricas 

11.073 rq_ ' 
Z ° \TThW) 4 

Y tenemos entonces: 

lw1 _ 
 

11,074 - - - ( 
J 8flMW" rrmw 

(3Cb3tITW 0
CI

_ ces én-w°) 

Escribiendo ahora de nuevo 11.052 a primer orden de 4 sustituyendo 11.071 

y la derivada 11.074 

15 
J \3h. 3 J0

zz  (1:j:-;;,) LQfi Z1TW°  

11.075 
3 / J

IrM¿ú 
 \1/t, 

(3cOSZflW0_os1rW) 

Este es el par de ecuaciones de transformación que relacionan w0, J0  con 

w, J. Podemos ahora encontrar a q como función de w, J, mediante el uso 

() 
cos3  2Tw° = c0s2  21w0  cos 2Uw0 = (1 + cos 411w0) cos 21Tw0 

2 

 

adems$ 2cose(cos f =  cos(et + cos(d-) 
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Efectuando los desarrollos correspondientes (hasta primer orden de ) ) 

II 1/t 
11.077 [jo] [I(] 

 (i - t [.;;(Q] Sei3 2)7w 

ç. J Vi  

X S€'n 211 W(3cGS 211W -.4 ces iiw)+.. 

Insertando 11.077 y  11.078  en  11.076 obtenemos q 

'4 
11.079 T(__-' çtflW— -

) ¿ 
- 

C3fcoS4ffW' 
W1  flMI) 

que es exactamente el resultado dado en 11.046 por el método de Born. 

Para obtener la corrección a segundo orden de q, seguimos el misipo camino-- 

a saber, integramos 11.064 para obtener W2  

Nótese que en esta ecuación, y en virtud de 11.067 (c),y 11.068 , varios 

trminos se anulan. (Recuérdese que se sustituye J por .7 en esas ecuaciones) 

Ademas; 

aj 93i a J1- 
Esto simplifica W2  , la cual queda: 

11.078 i;;i;t LiJ TW°: SPy,2flW 

  

r 
LJ aj 

  

  

11.080 w  = 

  

  

  

Estas integrales ya las calculamos para 11.069. 

Por tanto, la expresión para se desarrolla ase: 

w 2 = - 3J2 SeY.ttUW°Gt*° - ,z 
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3Ji + 3ev$UW°
+  sen3411  

zirmw[ l( en 
-

12b1T <16n J 

- 
j5J 2 w° 

32. i'0tm3w3 

11.081 W:
r qww°

+ -.----
.- 4 

bit 2.IB qbIT 

Utilizando de nuevo 11.052, y sustituyendo las derivadas 11.071 y 11.074--- 

—1 \ JO  - J - >. J 34t3jnwo4 [H.,im S 
IP'WJ — <N JL 

 > 1 4.... 

j 311 
:J—i--\ sey3zinv°4

f 3 .2 seaZnW0 2 1 
tL33W3 32i 3m3W'J 

 

,f 
\311

33 ala

] 
•1-... r Iflt1Wj tipo Im  

 

 

11.062 

 

 

Ahora WW°-
1k f_\ C_OS2.ITW°+ 

4°fl'rflWlTMWJ (- :• w) 

+
- í- S'!.°  + i ek%341T VI°  

2I?1Trfl3W L Sir liB qir J 
con lo cual:

°-
3,a /  

11.083 W w

CirmW) 

/__.\ (_ctirW0#C0S1flW) 
4s °irJ  

4 Ç_  
I,O  iT1Tn3W3 L BIT qblr J 
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Las ecuaciones 11.082 y 11.083 son las ecuaciones de transformación para se 

gundo orden. 

Utilizando por óltimo q de 11.076, y sustituyendo estas ecuaciones de trans 

formación, obtenemos después de un tedioso calculo: 

Vi. 

11.084 - '\ StYZ1TW .~._ L (3+ C.0S41TW) 
4
IMLQ/ nw 

+ 
8 

que coincide con la expresión de segundo orden de q en 11.015 (obtenida por 

el método directo), excepto por el tórmtno no acotado en Wt, haciendo 

11.2 Discusión de los tres métodos.- 

Observamos que el primer método es muy rápido, y obtenemos fácilmente las--

correcciones a la energía (Ecuación 11.017). Sin embargo encontramos dos di 

ficultades insuperables¡ A las soluciones para q1  y q2  ( ecuaciones 11.014-

y 11.015 ) se suma un término que es proporcional a la solución de la ecua-

ción no perturbada (11.013). No hemos considerado este término en la solu--

ción para q1, pero lo hemos agregado a la solución de q2. Esto lo hemos he-

cho con el fin de obtener la respuesta correcta 4sto es, la respuesta obte 

1  nida con el método de Born o por perturbaciones canónicas- para E y E2. 
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(ecuaciones 11.032 y  11.070) Si hacemos obtenemos dicho resultado. 

La segunda dificultad es la existencia de un término proporcional a tCOUJt 

en q2. Si las series en A tienen algtmn significado, entonces debe ser poi 

ble escoger tan pequeño, que los terminns en / son mas pequeños que los 

términos no perturbados. Pero esto es imposible si aparece un término no a-

cotado como tCøuit. 

Estas dificultades no aparecen en el método de born; salo que ahora como --

contrapartida, los recursos matemáticos son muy complicados, lo que hace ms 

pesada la obtención de las soluciones del movimiento perturbado. Ademas, re 

sulta poco natural escoger las tres raices e1, e2  , e3  en la forma pedida - 

(eciiacin II.028) En la figura 2 vemos cual es la situación que gráficamen 

te guardan entre si estas rarces: la partícula tiene dos puntos de regreso, 

e 2  y e. La gráfica tiene un punto máximo en q = O y un mínimo en q = - 

Ntese entonces que si , entonces el mf rtimo de la curva - - de modo 

que la partícula no puede escapar. Mediante este mecanismo, podemos averi—

guar la naturaleza del movimiento, haciendo F(q) = 0, pero las dificultades 

matemáticas observadas, hacen este método imprctico. 

Finalmente, la Teoría de Perturbaciones Can6njcas es el método más simple pa 

ra obtener las soluciones perturbadas (ecuaciones 11.070 y II.084).En este-

caso, la complejidad se reduce tnicamente a lo largo y tedioso de los de --

los cálculos, sobre todo si se desea un grado mayor de aproximación, pero es 

ti garantizada la mejor exactitud de las soluciones. 
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11.3 Perturbaciones can6nicas en el caso Multidimensional.- 

Analizaremos ahora el caso multidimensional. Presentaremos dos situaciones-

distintas, ya sea que se trate de Sistemas No Degenerados, o bien Sistemas-

Degenerados. La segunda de estas opciones ofrece mayores dificultades mate-

mticas que la primera, ya que conduce a seties divergentes, por lo que se-

necesita aplicar técnicas especiales para resolver los problemas planteados. 

11.3.1.-SISTEMAS NO DEGENERADOS.- 

Con pequeñas modificaciones, el procedimiento seguido en el caso unidimen-- 

sional, puede ser aplicado a un sistema Condicionalmente Peri6dico (ver art. 

1 cof f grados de libertad. 

El sistema sin perturbar está descrito por las variables 

o o
k = 1, 2, ... f. 

de modo que se tendrá; 

11.085 ¡4'(w 3 J )4 

y It 

11.086 : (3 

Cuando = 0, la transformaci6n es una identidad, por lo que para el case 

perturbado, se sugiere considerar la Funci6n W del tipo F2. La funcin gene 

radora W se puede desarrollar en serie de Taylor, del siguiente modo: 

11.087 W(W,.. 
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en donde cada W esta dado como un desarrollo de fourier de la forma: 

11.088 Wk= Z2w m1  mf 
e 

y Wse obtiene para ). = O • Esta funcitn, se puede escribir del siguiente-

modos (ver ecuación 1.026) 

11.089 

5' 

Las ecuaciones de Transformacitn serns(ver ecuación 11.051) 

11.090 
.° w 

- cJ5' 

y por tantos 

- 
-.

)t AJ 
-

aw1 we 
11.091 

w: 4. 

Insertando la primera parte de 11.091 en 11.085* 

u t(w:,J.4 4.... 
11.092 

Desarrollando  alrededor de J = Jy agrupando: 

11.093 ' 3 (W,J)# 
'1 8wor •  } 

5' 

4 ¡ L3 as 
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91 = u% 
(W11,it,)X) A- ~ Z 1~# ( aw, 

 

r i 

r%9J1) w? 

4 
Sustituyendo ahora, el lado derecho de 11.085, en este arreglo, obtenemos: 

z #  > ~WI4 !i\ 
a jw 

1
) 

4! . w' } - - - 

2 • w°  

4 000 

Aguparido de nuevo: 

I1094 14 (wÇ,s') '(w:)4L,( j 1'. 

•;: 2LJQ3 

Iv1_ á -w;- 
4. . 

. 
•1- 

k 

wV- 

:i 
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El lado derecho de 11,094 es H' valuada en J 
= 

Considerando ahora el desarrollo 11.086, podemos igualar coeficientes; 

11.095 (a) 

11.095 (b) 

11.095 (c) 

$'(w )Jt')# . 
C1p, c9W 

(w + 2
• 

k La W10  JI 

4__wli 
&JitJ 

Ki vi 
 

 

 

 

Ahora definimos para una funci6n F, el promedio; 

11 .096 <e): 
S•

f'F 

Aplicando lo anterior a 11.095 (b), obtenemos: 

1 t 
• ( ( W 

0S - 

O Jo 

Como no depende de w obtenemos: 

11.097
• • It <L.IY> 

y por tanto: 

11.098 U* ('): 1 

con lo cual obtenemos: 

11.099
: <14: (a:)) - 14: (w)J 

e .o 
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Derivando 11.088, obtenemos: 

- uLrnWM1.. rof  e 
49 r,YY't 

Por otro lado, la expresión 11.099, tiene el siguiente desarrollo: 

M 

II .101 
At MZ

,  m 

Utilizando 11.100 y  11.101, obtenemos finalmente: 

U" ' .
-1 

11.102 Ww..ç:[M] Cb..Igç  

Siempre y cuado,ZL1fl,(O. Para un movimiento condicionalmente peridico, 

las ¿J° no son conmensurables, de modo que esta litima condición es siempre 

válida, y  11.102 determina todos los coeficientes de la expansión, excepto 

el término constante Wi o Pero como en el caso unidimensional,este tér-

mino no es esencial, y puede despreciarse.. 



ir
cos ZTIW& 

 o 
11.106 

- 

Tr 
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11.3.2.- EJEMPLO¡ EL OSCILADOR ANARMONICO BIDIMENSIONAL. 

Aplicaremos la discusi6n de esta secc1n al caso de oscilador anarmSnico---

en dos dimensiones. De nuevo, tomamos el hainiltoniano, como en 1.092: 

2 

11.103 4 .- 

en donde 

11.104 

11.105 

!(pst it)1,. 
2. j 

(para el sistema sin 
perturbad 6n) 

4: ki.t9 

  

(para el sistema 
perturbado) 

Tomamos las soluciones del problema sin perturbar (ver ecs.I.103) 

4t11 W1°  

 

De acuerdo con 11.0859  para el hamiltoniano sin perturbar se tiene: 

11.107 k (,)): H(w Rt #RII'  4- 

en donde: 

ILJ.O8 + 4 
2. 2 
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J.,
f 

IT ir 

+ ° + 
2Trf 

con lo que se rienel 

11.109 4- £0n 1 JT 

Por otro lado* k ta 

de donde se tiene 1 

° 

11.110 .!. ' ¡..! ¿Ir WsevzHW °  
JT 

y finalmente: 

11.111 I O 

Como 11" ( J ) = H'(J), calculamos directamente  Hi 

Tomamos ahora la doble integral de H icon respecto a dw dw 
, y reemplaza 

mos J por , con lo cual obtenemos, de II.097i 

<14') (1 

fi? h ! 2 W,°  Sw 1 ¡n cW,°  J$J' 
W1 WwiJ0 j 

II' 
1-10 

y: 

11.112 

- 1 

4 g 4re 
) øS 

- UIw 'Jt VZ. 

Podemos obtener H" a primer orden de perturbación, usando 11.109 y 11.112 

11.113 14 
" 
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en donde, cuando 

Las frecuencias perturbadas de primer orden son: 

04 
ti  

11.114
JJ&eJ.

al  

Para calcular en trtninos de w,J a primer orden de , usamos 11.099* 

: <lt,'(w,J)> - 
k

,J Z2rN*Ø2UW°  

de dopdes 

11.115 u J1 P°JLÇ 

Pero, de acuerdo con II .101* 

 

s.'.°2:[i- 4UMiIrwP S,,3ztrV] :
2Il(M,W' fMIV) 

*. mt 
11 -116 

 

Para calcular los coeficientes Cm 
m  , que nos determinaran el desarrollo- 
12 

de Id, llevaremos a cabo el siguiente proceso: 

- 2.&. 
Multiplicamos  11.116 por e e integramos sobre un período; Ok 

teniendo: 

[1_4s 2 uiv 0iimuw:]e 
JÓ JO 

11.117 
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Calcularemos la primera parte de est. integral: 

11.118 
o 

(niw.°+ 
e clWs°cbVa°  

- .Jço,o te
i)(e huI j ) 

  

40M^  

El cálculo de la segunda parte de 11.117 es más tedioso, pero no complicase 

—4°: Ç 

y la integración referida es: 

—2fliM1 W _-e m,e  

11.119
4fl 44ft% 4(,z.4) 

con lo cual, sustituyendo L.lL 11.119 en ii.jL, obtenemos: 

VI  [1.120 - Jd°°  

_4Ç1fl11 

-e  - 

- 4u1w1, 4flnii 4u.(m-'4) 411(P-'4'  

f 
1 4m2e 

L 4nfl 4(v4-4 4fti(m-4) 

Esta expresión es cero para todos los valores de m1  y m2  desde -  Oo  hasta 

+ oo, excepto para m1  = 0, 2, -2. y  m2  = 0, 2, 2, en los cuales el denemi-

nador se anula. Calculamos el resultado, con un proceso de límite 

La expresión es la siguiente: 
1 (1

- 

o  Jo
e 

j  

ZTt(r1iWp°4-y wfl 
1 oj 
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Para calcular los coeficientes C, correspondientes, observamos que son-
102 

posibles las siguientes combinaciones¡ 

m 2 2 

mi  2 02 =0  

Mi W
-2 152 -2 

2 

m a2  

mi .0 m2 2  

0 a 

Consideremos uno salo de esos casos, digamos, O y 152 • 2. Aplicando la 

regla de L'Hopital, 

r  C 
02

a 
- ':i s (o - 4 uPrI': t1eo v i (_R e°] 4 

411 4Ir 

.4'" 

o 4TL 4 a 

con lo cual se tienes 

11.121 
a 

/1 - Vs Vj
0 

 Ut(Jt 

 

  

2 

 

Asimismo, encontramos por el mismo métodos 



—i 
22 

—i 
-22 

iL920JJt 

4 

lYP,9j?eLJt - vITi 
- 4 

wl - -2-2 
- 

—.1. 
2-2 ( 

w  

V
ø
i
. 

 cj Y.  Y u
V1 Qt 

4 

jfj
T 

4 

rr 4 

' 

11 
4JrL I.P, 

—4. 
4 IT °  

£ 
4ni a.': 

r. —i wi  0-2 416 te 

w  
20 

w1  -20 

w  
02 

11.122 
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c2._t C- 2. 

: -1.  

iOO y •i 
— y, VjCJ,J 

4 

a 

 

Ahora, utilizando 11.1029  obtenemos los términos W1: 

11.123 
y,
o Y. 

z 

a  

* vv TI . 

2. 

AI*Ato  J Jt - TAT 
2 - VV20 

- -- o-a 

Con la expresin 11.0889 y  11.123, encontramos el desarrollo de 

1N: 2:2: W (JecpiztL(m1w.° fhiw) 
Mi flt, 

por tanto 

2 



4fl(W?-IV) 

-r 

4ITW,0  
te 

Vj 
01 

 

2 
"a 

Il 
y.,

e 
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11.124 = We4W 4.
O) 

#W 
-
2. 
 

.. 

 

4l'iv: +W W 4fl W: 0t1 -411i 
 .

• + + W0e 

-Sustituyendo los valores dados por 11.123 y factorizando: 

11.125 \AJ1  
4$(WP,.W -4øW.V20 ) 

¡61T L  

4 
ai(ws°twt) 

y
d e
, 1-Z. 

 

Sustituyendo las exponenciales y eliminando: 

o 
11.126 Wt: L9' ICA 41 

- ¿f,LfSQn4U(W4wfl 

2 (s°+ ¿') 

- 
•z (i4°-) 

Utilizando 11.087 y 11.089: 

11.127 g(J): 
14.

4ir 

0'LIt5em4Ir(w?4 w) O4g&O 5€b411 (w- w) 
z('?-'t) J 

Por otro lado (ecs. 11.091) 

.. 
aW 4. •Q 

o 
W: W, +  

ji, 
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Para obtener las ecuaciones de transformaci6n anteriores, hay que derivar su 

cesivaniente 11.126 con respecto a w y J 
k• 
 Abreviaremos la notaci6n del si- 

guiente modo, seas 

11.128 
~DWI 

 =
e 
Í j) C9 WZ 

wJ) 

Las ecuaciones de transformaci6n serán entonces: 

JÇi4(wJ) 
11.129 

Wk w (wj) 

Resolviendo este sistema:
(*) 
 

11.130 
W: w-  

Por otro lado 

w ff31 

en donde las 14, están dadas por 11.114 ( a primer orden de ) ). Si inser-

tamos este resultado en 11.130 y  esta expresi6n en 11.106 obtenemos q(t) y 

pk(t) a primer orden de  A : 

W 

- 1 

(*) 
Ya que al reemplazar w°por w , en los términos de orden A  cometemos un 

error del orden de X2  que puede ser despreciado. 

1.11 
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-  

por tanto, podemos escribir:  

 

k: 
ITX 

 

11.131 Lt(I?bt +I.)  

Desarrollando la raíz hasta primer orden de A 

ahora sen (A - = sen A cos E - cos A sen E 

con A = 

se tiene: 

  

' F-11L  ( i + \ 
JM )  ~s"  

  

11.132 

  

)i,) 

Desarrollando las funciones trigonométricas: 

obtenemos 

cose 1- k1 

- (i+ ) £\ [sen Z1T(Ilt4-) (i— 222tf) 
cYs 

- CeS 

- 211 ('t #s) 4 ,f--lc  iea Lt (I.t 

- tnta t
ik 

JIK
« seiifrkt+8.)_ 22 t(+,) 

4- "si 
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Agrupando potencias de  k. 

11.133 (t [s4)4 ( 21T (Igj t 

- 

)t 
 (_ T2 Stm ff(IPKt*) 2.1TÇt CGtf3s)) 

0bsrvese que este resultado concuerda fielmente con la solución del proble 

ffJ

im 
 

ma sin perturbar (ecs. 11.106) cuando ,4O. 

Del mismo modo obtenemos pk(t) 

col rt(wk_K T

r 
Desarrollando la raíz: 

np 

çII cos  l it  (wk- K ) 

Utilizando cos(A - B) = cos A cos B - sen A sen B 

¿Ç2flWg 

ahora: cOS.j*.92 #.., 
a 

IC 

Haciendo operaciones y agrupando 

Tjk-.T-icl  [cos 2-Ir j- ( ces ¿ir Wk 
- 2k SeM Lfl 

... wv. 

+  
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Sustituyendo finalmente )' y Wic se tiene: 

11.134 - 

- tKN2iT(IPkt 43It)] 

4)1t [-2 tu(i't+ - 
 airgj 

2119V. ¡K 
- 

. 4-.» 

Obsérvese de nuevo, que esta solución concuerda con la que se da para el 

problema sin perturbar 11.106, cuando )-40. 
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11 .3.3 SISTEMAS DEGENERADOS.- 

Con ciertas modificaciones, el desarrollo seguido para el caso no degenera 

do, así como la discusión de la página 19, se aplicarán al tratamiento de-

los Sistemas Degenerados. 

Sea un sistema con f grados de libertad, con m frecuencias linealmente de-

pendientes, o sea, m-degenerado. 

Consideremos (ecuacin 1.063) una funci6n generadora F 
2 
 del tipo: 

11.135 F w 2 3 w+ 
Ir:: LI 

con ecuaciones de transformación: 

11.136 
OW aW T 

- GP 1  

Escribamos W como un desarrollo de Taylor en 

w(wi J,): WQ (w 
e
) JLÇ  )+ 

de modo que: 

 

: 1( ~ jc,  sy¿ 4- 
a 

- ? .W. + 

3W: 11,137 

Buscaremos una transformación que conecte las variables: 

No perturbado,Degenerado Perturbado, Degenerado 

asociadas con H' Asociadas con 

de modo que tengamos, mediante la transformación: 
14  ' (w' J i:(w 

De 11.136, encontramos: 

e
(Jt 

>1 -f.. w,c : 
¿Di,  11.138 
Wi  

lÁ) + .
4-.. IW\+l )  ... 
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Por otro lado, (véanse las ecuaciones 11.085 y 11.086) 

11.139 HI 
(jo) 

(Hemos utilizado notaci6n vectorial para denotar multidimensionalidad) 

11 .140
Hft(gl))s = :(')+ A ¡,$4($I) F 

Desarrollando en serie de Taylor 11.139 alrededor de Jo  = 

.- 11.141 H 5 ) X): H'(j.) QN' 
ajis 

. 

+L • 

a - 
3; < DTj  

Por otro lado, usando 11.1379  con ¡u + 1 i f , tendremos 

-.0 
.. + I <9  W. 

Ii 3wr 
con lo cual 

11 .142 m+1 ¿ 1 4.  f 

En el el caso en que 1 ( il m, se tendrás 

o sea

A 1-.. 

1Y°: + JI. + -A 11  Ip 



11.144 21JK' 4J3J 4 
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con lo cual 

11.143 - 

Por tanto obtenemos 

y finalmente 

11.145
0 1 

YA

+(_S' wI
i t ¡ t vn 

sI 

Por comodidad llamemos 

(i) rl Pfl 

Al : m+i ¿ 
tt ti 

Volviendo de nuevo a 11.141 

J.o-3 • ) 

t 1 

4: 

• (.3t- s) (jí  

+!it 
j.w+) 

wi @1341  

2: 
:vll 
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Usando los resultados 11.142 y II145 

( 
+. —# 

I1(o0,): (i2' A¡
t') W' 

1 

4 ± ) c9UJ 
(") W;

') 
() W• 

#tL—
* 

:t 

4
f M Wt

\ 
( (1) W' 

1 ¿ aw 

— 

\ W. 
(A 

+
f 

1 L_
H' 1

d (AP + — au 
:YiIt 

4... 

Sustituyendo H por su desarrollo de Taylor 11.139, con 3 

- 

+2: U)  
L : 

( ( ) 

~ 

 

L' 
((3) \ 4! (4)+... 4.. 

 

 

 

 

..o 



L ir- 

¿— 

« £ ahll 

4! 22í 

A 

A' A 

A (t) 

"3 

¿. J3J  
: yi4 1 

() At  A 'i

di w, 
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(ti 

+ — L — JO(Ar....' )(AJ •. 

jM4'I 
• a a 

Agrupando potencias de e igualando coeficientes con 11.140 

YA 

 

) £4 c (a) A 4L --0 • AL 

 

11 ut 

4 LL r 
ftT' 

A • 1 k ti) VJt 

•1 

T 



LI 
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4' ) 

!M ( 4+ €W .A1)) 
e'j* aw <9 WS9e  

4. A(1 4rJ & 

 

4 ç a2I4 (7.) aW 
7 - 

2H CI) t) 

tIjj  

( 
+. —A 4—A 

S)  

i

aW £Ç  

¡tj 

Del mismo modo se obtiene el coeficiente correspondiente a FI3 

Las complicaciones son evidentes, no tanto por lo difícil, sino por lo-

aparatoso del desarrollo. A partir de los coeficientes encontrados,(coin-

prese con las ecuaciones 11.095 ), se contirua con el procedimiento -- 

desglosado en la página 65 y  66. No entramos en mayores detalles aqur,-- 

porque consideramos que con lo mostrado, se tiene un panorama global del 

tipo de complicaciones a las que se llega con la teoría Canónica para el 

caso degenerado Multi dime risioial 
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2.- TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTES 

DEL TIEMPO 

11.4.- Descripcin General.- 

En este arti'culo discutiremos brevemente las perturbaciones, en el caso en 

que el par&netro perturbador depende del tiempo. Consideraremos para sim-

plificar, dos ejemplos unidimerisionales. Supongamos que H es el haxnilto- 

niano para un sistema dado de partículas, H(q., p, t), en el caso no --

perturbado. Una influencia externa sobre este sistema dará lugar a un nue 

yo hamiltoniano H,dependiente de las variables dinámicas y de A • Existen 

dos maneras de tratar este pequeño numero. Puede ser que la influencia --

perturbadora actiíe salo por un tiempo muy pequeño, y cause 5010 una lige-

ra desviaci6n en la trayectoria del sistema; o bien puede ser que esta nue 

va influencia s610 altere el movimiento cambiando lentamente las frecuen-

cias naturales de]. sistema. Del primer caso utilizaremos como ejemplo el- 

movimiento de una partícula libre, en tanto que del segundo, el oscilador 

anarm6nico. Sea: 

11 .146 Fi = Fi + >H + )'H2  +... 

Para el tratamiento que seguiremos, despreciaremos los términos de orden- 

en delante. 

Supongamos que efectuarnos una transformaci6n de modo que reemplacemos las 
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- 

variables 
k'k  por los nuevo omentos OIK y las nuevas coordenadas 

• En el caso no perturbado, tenemos que el sistema desc'rito por - 

el hainiltoniano K (t), que se anula (ecuaciones 1.029, 1.030 y  1.031 

Si tomamos la función generadora del tipo 2 

F2  = S(q, o , 

entonces se tiene: 

at 

En otras palabras, si no existiera perturbación, las nuevas variables OIK, 

, serían constantes. Con la perturbación presente, la transformación - 

es tal que el sistema es descrito por un hamiltoniano H( 1 ,t ) con 

11.147 a 

y de acuerdo con las ecuaciones de Hamilton: 

11.148 
1 • 

11.4.1.- EjemplolMovimiento Lineal. 

Sea una partícula libre, perturbada durante un tiempo lo por una fuerza 

constante F = A  . Físicamente se supone que la energía transmitida a la - 

partícula durante ese tiempo es pequeña, comparada con su energía cinóti- 
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ca. Matemáticamente esto significara que los terminos de orden /1 y  mayo 

res serán despreciados en los cálculos. 

El hamiltoniano para este caso es: 

11.149 

Entonces 

11.150 

t 
: 

2n 

A0: 1 
am 

Resolvamos primero el caso no perturbado: 

11.151 
C95 A0  

Por separaci6n de variables: 

y 

11.152 aw 4- 

o -91 > a C4  

Por tanto 

a 

y finalmente: 

11.153 V/T JiVnØL'9. excepto por una constante. 

Entonces tendremos 

11.154 

. .m 
Como

QS 

- - 

se tiene: 



 

: 4t 11.155 

 

Sustituyendo 11.15 en 11.15,. obtenemos: 

H0  
o sea, es la energía cinótica de la partcuia, para el caso no perturba 

do. Tomemos ahora en cuenta la perturbación: 

Aplicando las ecuaciones de Hamilton: 

11.156 (!' 

y 

11.157 

La interpretación física de II.156y 11.157 puede hacerse con alguna expli 
1. 

caco,-,: Como F = , y ç =-.- , 11.156 puede escribirse asi: 
2. Tm 

11.158 &: F!.:F. 
m 

Esta expresión describe el intercambio de energía entre el potencial per-- 

turbador y la energía cinética de la partícula. Como la Energía ci 

nótica se incrementa durante el intervalo (O ,''), de acuerdo con 11.158. 

Integrando & desde t = O hasta cualquier tiempo t en el intervalo (O  

se obtiene: 

'It  
11.159 (2mceV2 - (mot0  

ro 
con - 

2.rn 

Integrando 11.157 desde t = O hasta t en el ;ntervalo (O ,T) 
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- 

t 
I+  

t4(.aosIt M 4(•''!2 

t 
tt) 

JO 
: e' 0 cX p(t e 

CkY..
+ 

A (t (2o' 

y 

Haciendo operaciones; 

Desarrollando el factor despreciando los términos de 

en delante: 

•J!'& -4.2 11.161 a -(a.t ') 
2. 

Combinando 11,15.5,  II.lS iT.. 

2t2  112  
 

___ 11.162 ç1.(_-__ ) '

2r 
tE. (O".' 

 

Este resultado es coincidente; determina la posición de una partfcula en 

vuelo, bajo la acci6n de una tuerza (compárese con el movimiento parabólico 

bajo la acci6n de la gravedad). Veamos el significado físico de - De -- 

11.155 se infiere que es el negativo del tiempo al cual q = 0. Mientras- 

la perturbación actija, la trayectoria de la partícula sufre una desviación 

parablica desde una línea recta en una gráfica espacio tiempo. Si se cons 

truye la tangente a la gráfica para cualquier tiempo t', esta línea no pa- 

sará a través del origen, sino a travs del punto (q = O , t = - ) 

11.160 

con solución* 

en donde 
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mov. no 
perturbado 

/ 
/ Línea Tangente 

.1' 
•
\J 

 en t 

mov. ., 

perturbado 

ti  ' 

FIG, 3 . Interpretación geomtrica de 

) t 

Obsrvese en la figura que - esta a la izquierda de t. Para valores rna- 

yores a t en el mismo intervalo (Q ,), - será mayor. Por tanto, 
- 

tiene su valor mximo al tiempo t = lt  . De 11.160, se tiene: 

moto 

Después del tiempo t = , el movimiento es lineal. 

Podemos por tanto concluir que 11.157 puede interpretarse como el valor del 

promedio de cambio del punto de intersecci6n de la tangente a la trayecto-

ria, con el tiempo, y que esta cantidad es cero en el caso no perturbado. 

11.4.2.-Ejemplo: Oscilador Anarmc5njco. 

Como un segundo y más informativo ejemplo, consideremos un oscilador anar- 



se obtiene: 

11.166 

y 

11,1. 67 

01 

- 8( 

— 

00,2 5 w 
2. 

• - 01 mi 
(3 ao 
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monico lineal perturbado por un pequeño potencial 

El hamiltoniano del sistema es: 

a 
11 .163  

m 2. 

con: - 

t<.:  COINS 1. 

11.164 'tD: ..f. # :14 

Resolveremos primero el caso no perturbado. De acuerdo con el ejemplo 1.9. 

Sea S una funci6n generadora: S:w(o, _ -t 

Entonces: 

y 

por tanto: 

ahora: 

por lo cual: 

4 m K z.rn 

w v t 

o t 

+ '1'2. 

de acuerdo con las ecuaciones 1.103. 

Apliquemos ahora la perturbaci6m. 

11.165 j.Lr 4 : 

De acuerdo con las ecuaciones de Hamilton: 
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Por otro lado, como la fuerza es derivable del potencial perturbador: 

11.168 i  3 
s uu 

Por otro lado, derivando q respecto del tiempo; 

• 
,: (*10,  )  

Entonces 

con lo cual 

11.169 

—
oo(tw (tco.sw((3*.t) 
Yn  

e 
(: F• 

El movimiento del sistema perturbado puede observarse que es peri6dico, pe 

ro dicho período debe diferir de !lr 
tU 

bar7por al menos un factor del orden de . Adcms, el riompo promedio de 

sobre un período, es 

11.170 1 t: &ct ° 

Este resultado muestra, que a primer orden, no hay intercambio promedio de 

energía entre H y el potencial perturbador 

El tiempo promedio de sobre un período se calcula en forma similar: 

11.171 101  

Aquí, ha sido mantenida constante durante la integracin, ya que difie 

re de una constante por al menos un factor del orden de A  . Como 

tiene un factor de ese orden, el error es del orden k , que puede despre 

el período del sistema sin pertur 
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ciarse. 

Ahora, de q, puede verse que es el negativo del tiempo al cual dicha va 

riable es O. Esta es una interpretaci6n similar a la que hicimos en el ejem 

p10 anterior. Ntese que, cuando aumenta el tiempo, se hace diferente de 

tit 
cero y el periodo ya no sera .. En su lugar, el sistema perturbado, coma 

íw 
pletar un período cuando Por tanto, el nuevo periodo es 

La integral de -1! desde t = O hasta t - da el valor aproximado de 

en tnJ. Esta es entonces la diferencia entre el nuevo período, y el del 

sistema ño perturbado. La divisi6n por . lir para obtener el tiempo promedio 

ademas, proporciona el cambio fraccional en el periodo relativo al caso no 

perturbado. Como 111   es positivo, el período es más pqueño para el siste-

ma perturbado. También, mientras el movimiento es ai.n periódico, la ecua--

ci6n 11.1.71 nos dice que el período es ahora una función de la amplitud A 

en donde Un an1isis mis profundo del sistema perturbado, podría 

mostrar que -la amplitud es ligeramente mayor  que A. Hablando crudamente, - 

el movimiento no perturbado es encajado en intervalos cada vez más delga--

dos por la perturbación, con un correspondiente incremento en la amplitud. 

La importancia real de este procedimiento de perturbaci6n, no son las consj 

deraciones acerca de la trayectoria aproximada, sino en el cálculo de los 

romedios d y . La consideracian de esos tiempos promedios, a- 

rroja suficiente información para cualquiera interesado sólo en los efec--

tos seculares. 
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CONSIDERACIONES FINALES. 

Hemos presentado una descripción muy ligera de la TeorÇa de Perturbaciones 

El desarrollo más detallado est dirigido al caso no degenerado e indepen-

diente del tiempo, pues creemos que es la pauta a seguir para verificar -- 

los otros casos. - 

No hemos discutido con detalle el tratamiento de la Degeneración; en este-

caso, las soluciones conducen a series divergentes, y salo son validas en-

pequeños intervalos de tiempo, en contraposición a la Mecánica Cuántica,--

donde uno puede evitar fácilmente estas dificultades. Una discusión más am 

pIla de este caso específico, puede ser motivo de otro trabajo de tesis. 

En nonclusi6n, debemos mencionar que henos discutido sólo unos cuantos as-

pectos de la Teoría de Perturbaciones. Las Perturbaciones Periódicas, por-

ejemplo, que son de gran importancia en Mecánica Celeste, no han sido con-

sideradas. 
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A.J.-PRINCIPIO DE HAMILTON. 

Consideremos la posición generalizada de un sistema mecánico como un punto 

en un espacio f-dimensional, con un sistema coordenado en el cual, cada e-

je da el valor de una q  particular. A éste, lo llamaremos espacio de Con-

figuración. Representemos el espacio de ConfiguraciSn como un plano dibuja 

do en ángulo recto con respecto eje del tiempo (ver la figura) y supon- 

gamos que el sistema tiene coordenadas conocidas q(t1) en algún punto ini- 

cial t1  y q(t2) en algún punto final t2  

FIG. 4 

Espacio q 

El problema es encontrar la trayectoria sobre la que se mueve el sistema 

desde q(t1) a q(t2). Dicho camino está representado en la figura por la 1i 

nea oscura. 

Otra manera de llamarle a ésto, es como sigue: de todos los posibles cami-

nos q(t) desde q(t1) hasta q(t2), dos de los cuales se representan en la f 

figura por líneas punteadas, el sistema escoge s610 uno. ¿ Sobre qué base 

lo escoge 9 La respuesta es que el siátema sigue la trayectoria que es un 

solución de las ecuaciones de Lagrange El asunto a tratar, es demostrar - 
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que desde este punto de vista, se pueden obtener las ecuaciones de Lagrange. 

Escojamos un camino arbitrario q(t) que vaya de q(t1) a q(t2). Como a lo - 

largo del mismo, las %  y las 4,  son funciones conocidas del tiempo,el la-

grangiano puede expresarse como una función del tiempo, sobre la trayecto-

ria. Sobre un camino diferente, cono la depende nci,atemporal de las q. di—  

fiere,el lagrangiano será una función diferente del tiempo. 

A.01 

Para cada camino posible, la integral 

It1 

ta. 

L((t)(t),t 

tendr diferentes valores. "El camino a lo largo del cual el Sistema mecá-

nico se mueve, es un extremo de esta integral". Este es el Principio de Ha 

milton del cual derivaremos las ecuaciones de Lagrange. 

Consideremos una familia de Trayectorias q(t> identificadas cada una por - 

el valor de un cierto parámetro e . Esta familia deberá contener la trayec 

toria real, y escogeremos la parametrizacin de modo que E =0 para ese ca 

mino. Por tanto, cada trayectoria de la familia es función de t, y estará- 

rotulada por € , de modo que podemos escoger la forma q(t , ). Como to 

dos los caminos empiezan en q(t1) y terminan en q(t  2), tendremos: 

A.02
: I (tt.' =t 

 
la 

En otras palabras: 

A.03 o 



Como los límites del integrando A.05 están fijos, 

A.06 di  
E ¿ 

con lo cual 

A.09 
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Para diferentes caminos, la integral A.Ol tendrá diferentes valores 

A.04 

ti ita 

L((t (t1 L,t')ct 
Jtí ti 

Podemos establecer, que para cada familia de trayectorias que satisfacen 

- las condiciones enunciadas arriba, S(0) es un "valor extremo', o sea 

as   A.05 d ltl,(,.L] 

Este es el principio de Hamilton: la integral temporal del Lagrangiano es- 

un extremo del movimiento real. Como los tiempos t y t2  son arbitrarios, 

A.05 es una reformulaci6n general de la Segunda Ley de Newton. 

y 

A.07
L 

El segundo trmino de A.07 se puede escribir 

 

ra&L 
dt

[<9 
j 
 
-[i A.08 

 

Insertando A.08 en A.07, 

Í&L1&. 
—I-i -'1-QL 

 
- 8% dt 1 3% j01 re 

rQL la 

1 



ra valores distintos de t, 

go, concluimos que: 

por tanto: 

A.lO 

Sabemos que sólo es cero en los puntos inicial y final; por tanto, pa 

t 2. 
(rL 

dt 

01 será una función arbitraria del tiempo. Lue 
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Sustituyendo A.09 en A.06 (para í =0 ) 

 

*2. 

4 J
ei c3- 

o 

La segunda integral es trivial: 

1L
1tt 

 

 

por A.03. 

 

A.11 

que son las ecuaciones de Lagrange. 



A.12 

en donde 

A.13 

¿ f + ;- 

.7.  - 
:3Y 
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A .2. -TRANSFORNACI ON DE LEGENDRE 

Consideremos una funcin de dos variables f(x,y), de modo que la diferen—

cial, tiene la forma: 

Supongamos que queremos cambiar de la base (x,y) a la nueva base (u,y).1ro 

ponemos una funci6n G definida del siguiente modo: 

A.14 

La diterencial de G esta dada por: 

A.Ij cG: íav - xciu. 

ahora tendremos: 

A.16 u-: - aG 

que son en efecto las inversas de las ecuaciones A.13. 

La transformacin de la base (q,, t) a (q,p, t) difiere del procedimiento 

mencionado salo en que ahora hay tres variables. 1or analogía con A.14, de 

finimos (excepto por el signo) 

Aj7 - L(c) 

que es precsamente 1.011 
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A.3.- EL HAMILTONIANO COMO CONSTANTE DE MOVIMIENTO 

ii un sistema es conservativo, las fuerzas son derivables de un potencial; 

A.18 —;— 

Por otro lado, en Fisica Galileana, L = T - V 

por tanto: 

A.19 - 
It iI7z (9 

por otra parte: 

A.20 

.2 

Si x 
1 1 

= x. 
1

(q., t), entonces:

ri2  
Ahora, si en las ecuaciones de transformación no aparece expircitamente el 

tiempo, entonces A.21 puede escribirse así: 

A.22 T:  tZIM-', '4-1 11  

En esta ecuación T es una función homogénea cuadr.tica de las velocidades. 

Por otro lado, H = 

i 

Sustituyendo A.19 en la ecuación de Hamilton: 

A.23 4--  ¿ .
— L . .r 

El teorema de Euler establece que si F es una función homogénea de grado n 

en la variable entonces: 
Çi :fl 
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Aplicando este resultado en A.23, recordando que el grado de la variable - 

es 2, obtenemos: 

A.24 H=2T-T+V=T+V=E 

la energía total del Sistema. 

- El Flainiltoniano es una constante de movimiento igual a la Energía, sólo si 

L no depende explícitamente del tiempo y L = T - y con T homogénea cuadré 

ti a de la velocidad, Otras posibilidades son que H pueda ser una constan-

te de movimiento, pero no la Energía ( si T no es homogénea ciiadrtica), - 

que H pueda ser la Energía, pero no constante (si o bien ninguno- 

de los casos mencionados. 
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A.4,- RESOLUCION DE LA INTEGRAL PARA J EN EL PROBLEMA DE KEPLER. 

La integral mencionada es 

A.25 

Las raices del integrando, corresponden a valores de r para los cuales p 

es cero. Para una 6rbita cerrada, hay dos raíces, r1  y r2  , correspondien-

tes al apogeo y al perigeo de la 6rbita. Ademas, el ciclo radial esta ca—  

racterizado por r moviéndose desde r1  a r2  y regresando a r1  . Por tanto,-

podemos escribir 

A.26 

TI  

Una elegante técnica para evaluar esta integral, fue introducida por Born, 

y consiste en extender r al plano complejo. El integrando tiene entonces u 

na interesante característica : Es una funci6n multivaluada con brazos r1-

y r2  y un polo en el origen. Representaremos la integral A.26 por una in-

tegracicSn a lo largo del contorno C, como se indica en la figura: 

FIG. 5 Contorno deformado para la integral A.26 

-nl2. 
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Los brazos del integrando, están escogidos de modo que la porci6n del con-

torno sobre el eje real, corresponde a la rarz cuadrada positiva, y la por 

cic5n por debajo del eje real corresponde a la raíz cuadrada negativa. Intro 

duciendo el pequeño contorno C
0  que encierra el origen, y el contorno C  ID 

, 

cuyo radio se aproxima a infinito, estableceremos el dominio multiconecta-

do acotado por los contornos C, C
0  y C. El integrando A.26 es anali'tico-

en este dominio y sus fronteras, y podemos por tanto aplicar el teorema de 

Cauchy: 

( 1 
A.27 r 

.o 

o bien* 
(1 

A,28
s

1 
o 

C -( 
Consideremos primero la integral sobre C

o  . Incluye un polo simple de or-- 
den 1 y por el teorema del resÇduo: 

A.29 r 
 

CO  

¿.1rL 

El signo menos se debe a la direcci6n del Contorno. La integraci6n sobre-- 

C se obtiene introduciendo la transformaci6n: r: !. dr: - 
co t ti- 

Debemos entonces evaluar: 



la para un resduo de orden 2 

( tt_Llltt11 h2 ) 

t4o 

- t-,o
(.1  

z. 
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Esta integral tiene un polo de orden 2 en t .0 (r = w). Usando la frm 

-iJ 
"2  ( , , r,.) 

Por tanto obtenemos: 

/2 f 

A.30 j
i 
:• ((r-r)[r_rtfl ar -n(ri.prt  

Sustituyendo A.30, A.29, y A.28 en A.26, se tiene finalmente: 

A.31 Sr: iT(rItt'_a1T(r1rz. '/2  

de donde: 

A.32 

Que es el resultado 1.083. 

CP 

(Tri-J& + 

— E ) 



-105- 

81 BLIOGRAFIA 

MAX BORN • "T}IE MECHANICs OF THE ATOM". 

Ungar, Nueva York, 1960. 

H. GOLDSTEIN. "CLASSICAL MECHANICS". 

Addison-Wesley, Read. Mass., 1960. 

RONALD A. MANN. "THE CLASSICAL DINAMICS OF PARTICLES'. 

Acadexnic Press, Nueva York, 1964. 

E. SALETAN, A. CR4ER. 'THEORETICAL MECHANICS". 

Jnhn Wiley and Sons. Nueva York,1971. 

L. LANDAU, E. LIFSCHITZ. "CUL0 AREV1A1)O DE FLICA TEOtICA. 

Vol. 1, Ed. MIR, Mosci, 1971. 

J. W. LEECH. 'MECANICA CLASICA". 

Uteha, México, 1968. 

PARDO SANCHEZ, GONZALEZ CABALLERO, BRUQUE. 'MECANICA". 

Paraninfo, Madrid, 1975. 

T. C. BRADBURY. "TREORETICAL MECHANICS'. 

John Wiley and Sons. Nueva York 1968. 

D. TEER HAAR. 'ELEMENTS OF HANILTONIAN D1NAIy1ICS". 

North Holland, Amsterdam, 1964. 



-106- 

H, CORBEN , P. STEHLE. "CLASSICAL MECHANICS". 

John Wiley and Sons, Nueva York, 1960. 

E. SCHROEDINGER. "QUE ES UNA LEY DE LA NATURALEZA ? ". 

Breviarios del Fondo de Cultura, México, 1975 

A. SOMMERFELD. "LECTURES ON THEORETICAL PHYSICS". 

Vol. 1, Academic Fress, Nueva York, 1964. 

M. EISBERG. "FUNDAMENTOS DE FISICA MODERNA". 

Limusa, México, 1974. 

JOHN RAY. "EL PRINCIPIO DE HAMILTON', 

American Journal of Physics. vol. 41, 1973. 

THOMAS L. FERRELL. "PERTURBACIONES DE HAMILTON JACOB( ". 

American Journal of Physics. Vol 39 1970. 

M. E. (»IELIANOVSKI. "PROBLEMAS FILOSOFICOS DE LA MECANICA CUANTICA". 

UNAN, México, 1960. 


