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Introduccion

El movimiento de una carga eléctrica en el campo de un dipolo
puntual es un problema de interés intrinseco en Mecanica Clasica. Es un
ejemplo de movimiento de una particula en un campo conservativo que no es
central.

Este problema fue estudiado por Fox! en el afio de 1969, motivado
por el interés de entender los estados ligados en el correspondiente problema
de Mecénica Cuantica. En su trabajo, Fox utilizé la formulacion Lagrangiana
de la Mecanica Clasica.

En afos recientes en algunas publicaciones se ha retomado este
problema®®, Mediante la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento
se determina la trayectoria de la particula para diferentes valores de las
condiciones iniciales; pero estos trabajos carecen de una clasificacion
sistematica de las trayectorias.

La version cuéntica de este problema fue estudiada recientemente por
Connolly y Griffiths®. Ellos investigaron la existencia de valores criticos del
momento dipolar para obtener estados ligados. En este mismo trabajo hacen
notar que en 1947 Fermi y Teller descubrieron que un dipolo puntual admite
estados ligados si y s6lo si el momento dipolar excede un valor critico.

El proposito de este trabajo es estudiar el movimiento clasico de una
particula cargada en el campo de un dipolo puntual, resaltando la importancia
de las constantes de movimiento de este sistema. Ademas de las dos
constantes de movimiento conocidas, la energia total y la componente del

momento angular a lo largo del dipolo, se obtiene otra constante de



movimiento f; ésta representa una herramienta adicional que permite estudiar
las propiedades basicas del movimiento®.

En el primer capitulo se presenta en forma detallada el trabajo de K.
Fox. ElI movimiento se analiza mediante las ecuaciones de Lagrange de la
particula y el teorema de conservacion de la energia. Se muestra que el nico
caso en el que la particula no se aleja indefinidamente del dipolo o bien cae a
éste es aquel en el que la distancia r de la particula al dipolo es constante y la
energia es cero. Ademas, se concluye que un valor minimo del momento
dipolar es condicion necesaria para los movimientos con r constante cuando
las condiciones iniciales estan dadas.

En el segundo capitulo se aborda el problema con la formulacion
Newtoniana de la Mecénica Clasica. Mediante una derivacion simple se
obtiene la constante de movimiento S y se establece una relacion entre ésta y
la energia total. Se obtiene una clasificacion de las trayectorias, reproduciendo
los resultados obtenidos por Fox y agregando otros. En el caso particular de
las trayectorias en las cuales la particula se mueve permaneciendo a una
distancia fija del dipolo, se establece la equivalencia mecénica con el pendulo
esféerico y con el trompo simétrico con precesion monétona. Con base en la
clasificacion de las trayectorias, éstas se obtienen en los casos mas
importantes mediante la solucion numérica de las ecuaciones de movimiento.

En el tercer capitulo, el movimiento de la particula se estudia
mediante la formulacién de Hamilton-Jacobi de la Mecénica Clasica. La
ecuacion de Hamilton-Jacobi de la particula se resuelve con el método de
separacion de variables. La integral completa que se obtiene contiene a las tres
constantes de movimiento. Como consecuencia de la separacion de variables
de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, el espacio fase de seis dimensiones se

desdobla en tres subespacios de dos dimensiones, de modo que el estudio del



movimiento se realiza mediante el analisis de las Orbitas en estos subespacios,

considerando los valores posibles de las constantes de movimiento.



Capitulo 1

Formulacion Lagrangiana.

1.1 Ecuaciones de Lagrange de una particula cargada en el campo

de un dipolo puntual.

Consideremos el movimiento de una particula con carga g y masa m que
se mueve en el campo de un dipolo eléctrico puntual d fijo en el espacio. El
origen del sistema de referencia estd colocado en el dipolo, y r denota el
vector de posicidon de la particula (figura 1.1). El estudio de este problema
mediante la formulacion Lagrangiana de la Mecéanica Clasica fue realizado por
K. Fox'.

Figura 1.1. Particula cargada que se mueve en el campo de un dipolo puntual.

La funcidn Lagrangiana de la particula, esta dada por:
L=T-V, 1.1)



donde T es la energia cinética de la particula y V su energia potencial dada
por:

_gdcosé

V(rﬁ)_ 4z 1’
0

, (1.2)

con r=|F|y 0 el angulo formado entre 7 vy d .
En coordenadas esféricas, con el eje z orientado en la direccién del

dipolo, la lagrangiana queda expresada como

L= L2 + 1267 + regeseng) - 99°050 (1.3)
2 4re 1
Las ecuaciones de movimiento de Lagrange de la particula son

doL oL d, . : : qdCosé

—— ——=—(mrf)-mr(0* + #*Sen’0) — =0, 1.4
dt of or dt( ) ( / ) 2r 1’ (1.4)
Ea—".—%:i(mrzé)— mr’¢*Send - Cos6 — quen29 =0, (1.5)
dt 06 06 dt A ¥
ia—".—a—":i(mr%-SenZQ):o. (1.6)
dt og o¢ dt

De la ecuacion (1.6) se sigue que la componente del momento angular
de la particula a lo largo del dipolo
L, =mr2¢-Sen?d, (1.7)
es una constante de movimiento.

Como la funcion Lagrangiana (1.3) no contiene explicitamente el
tiempo y la energia potencial (1.2) no depende de la velocidad, la energia total

qdCos ;9 | (1.8)

E=T+V =%m(r'2 +1°0° +1r°¢Sen’6) +

A7 ¥

es una constante de movimiento.

Multiplicando la ecuacién (1.4) por r y la ecuacion (1.8) por dos
obtenemos



quosH

mri — mr20? —mr?¢*Sen?6 — =0
27
m(i* +r’0” + r’¢*Sen’9) + quosf =2E;
27 ¥

sumando estas dos ecuaciones se obtiene
mr®>  mir
+—.
2 2
Reescribiendo (1.9) queda

E:

m md
E=—(r*+ir)=——(rr),

2( ) 2dt( )
de aqui, integrando:

Eidtl_fgd(;'tr)dt

esto es
Et =g(r‘r k)

donde r, =r(0) y r, = ¢(0); asi

r(t)=(@+r'oroj1,

m r

esto es

dr (ZEt jl
— + 1,
dt m r

(1.9)

(1.10)

Resolviendo esta ecuacion por separacion de variables obtenemos r(t)

J. r'dr' I(+rrjdt

, 2Et?

- 2
re= - +2frt+r;




2
r(t)=\/2Et + 2 rt+r?, (1.11)
m

Elevando al cuadrado la ecuacion (1.10) y obtenemos

. 4E*t* A4Efrt | 1
rZ:L —— + 0°+r02r02j—2,

m m r

y sumando r? —r dentro del paréntesis queda

2 222
r?= ri:i [erznt+2r‘orot+ m;oEro +1) —rf] (1.12)

Elevando al cuadrado la ecuacién (1.11) y comparando con la ecuacion
(1.12) se obtiene

. 2E mr’r?
F2 — r24 00 _r02

Cmr? 2E
22 .2 2
p2=2E(1 Mok K (1.13)
m 2Er r

que expresa r como funcién der.



1.1 Analisis del movimiento.

Caso E <O0.

Para f, <0, de (1.10) se sigue que r'(t)<0 para todo t, por lo que r
siempre decrece, de modo que r(t)— 0, asi que la particula cae al dipolo con
r‘(t)—>—oo (figura 1.2). El tiempo t; que tarda en caer al dipolo se puede
obtener de la ecuacion (1.11) haciendo r(t;)=0, asi:

, 2E

mr,
t, :ZEO(_rOJF\rO _m] (1.14)

rit)

L

&

Figura 1.2: Grafica r(t) contra t para el caso E<Oy r, < 0. La particula cae al
dipolo con 1 — —oo.



Para r, >0, de acuerdo a (1.10) inicialmente la particula se mueve

alejandose del dipolo, hasta el instante:

£, :—mzrg(), (1.15)

en el que f(t) se anula, en este instante el valor de r es:

=2
mr,

1 (1.16)

'k

a partir de este instante r‘(t)<0 (hay un punto de retorno), por lo que r
decrece, hasta que r(t)—0. Asi la particula cae al dipolo con F(t)— —o

(figura 1.3). El tiempo que tarda en caer al dipolo, segun la ecuacién (1.11), es

t, =—mr(f, + /2 —(2E/m) )/ 2E.

rix)

I3 1 £

Figura 1.3: Grafica r(t) contra t para el caso E<Oy r, > 0. Inicialmente la
particula se aleja del dipolo, pero finalmente cae a éste con f — —x,



Para r, =0, de acuerdo a (1.10), r'(t)<0 para toda t, por lo que
r(t)—0 con ¢(t)— —oo, la particula cae al dipolo, (figura 1.4). De (1.11) se

sigue que el tiempo que tarda en caer al dipolo, es t, = ro(\/—m/2E>

rit)

t
Iy

Figura 1.4: Grafica r(t) contra t para el caso E<Oy r, =0. La particula cae al
dipolo con  — —o0,

Resumiendo, para energias negativas, no importa cudles sean las

condiciones iniciales, la particula cae al dipolo con ¥(t)— —oo.

10



CasoE>0
Para f, <0, inicialmente la particula se acerca al dipolo, hasta que en el

instante t se anula F(t), de acuerdo a la ecuacion (1.10), también en este caso

t, =-mr,f,/2E, en este instante r=r, =r, 1-(mfiy/2E); después de ese
instante r'(t) >0, esto es, hay un punto de retorno.
Sin embargo, segun la ecuacion (1.11) también es posible que la

particula caiga al dipolo (r =0) en el instante t, = —mro(r'0 —\JIs —(2E/m))/2E.

o mr;’ mr mr;’
Es necesario distinguir los tres casos: E >—-, E < 20 y E= 20

Cuando E > (1/2)mr/, la particula no alcanza el origen en ningln

instante. En este caso se presenta un punto de retorno; después r >0,

r(t)—> +o0 y de acuerdo a la ecuacion (1.13), r —+/2E/m (figura 1.5).

i

\\

T ¥

Figura 1.5: Gréfica r(t) contra t para el casoE > (1/2)mr} y f, <0.
Inicialmente la particula se acerca al dipolo, pero finalmente se aleja
indefinidamente con f —+/2E/m.

11



Cuando E < (1/2)mr}, no hay un punto de retorno. En este caso la

particula cae al dipolo, con #(t) — —oo, segun la ecuacion (1.13) (figura 1.6).

i

I t

Figura 1.6: Gréafica r(t) contra t para el caso E<(@/2)mf’ y f, <0. La
particula se acerca desde el inicio al dipolo, hasta caer a este con I — —o0.

12



Cuando E=(1/2)mr?, la particula se mueve hacia el origen con

velocidad radial constante =¥, =—/2E/m de acuerdo a la ecuacion (1.13).

En este caso la particula cae al dipolo (figura 1.7).

gl

¥
I

Figura 1.7: Gréfica r(t) contra t para el caso E=@1/2)mr} y f, <0. La
particula se acerca al dipolo desde el inicio hasta caer en éste, con velocidad
radial constante r =¥, =—/2E/m.

13



Para f, >0 segun la ecuacion (1.10) la particula se aleja del dipolo,

r(t)— +oo, y de acuerdo a (1.13) r —+/2E/m (figura 1.8).

r

t

Figura 1.8: Grafica r(t) contra t para el caso E>0y r, > 0. La particula se aleja
del dipolo con F —~2E/m.

Resumiendo, para E>0, dependiendo de las condiciones iniciales, la

particula cae al dipolo con f(t)— —w 0 ¥ ——/2E/m; o la particula se aleja

del dipolo de modo que r(t)—>oo y r—>~2E/m.

14



CasoE=0

Para ¥, <0, de acuerdo a la ecuacion (1.10), f(t)<0, asi la particula
cae al dipolo en un tiempo t, =-r,/(2r,), de acuerdo a la ecuacion (1.11), y

F(t) — —oo de acuerdo a la ecuacion (1.13) (figura 1.9).

)

¥
1

Figura 1.9: Gréfica r(t) contra t para el caso E=0 y r, <0. La particula se
acerca al dipolo hasta que cae a éste con I — —oo.

15



Para r, >0, de acuerdo a (1.10) r(t)>0 para toda t, asi la particula se
aleja del dipolo, de modo que r(t)—o y F(t)—0 segin la ecuacion (1.13)

(figura 1.10).

ro

t

Figura 1.10: Grafica r(t) contra t para el caso E=0 y f, > 0. La particula se
aleja indefinidamente del dipolo con ¥ —0

16



Para r, =0, de acuerdo a la ecuacion (1.10) r‘(t)= 0 para toda t, asi que
r(t)=r,. En este caso la particula se mueve sobre una esfera de radio r, con

centro en el dipolo (figura 1.11).

r

t

Figura 1.11: Grafica r(t) contra t para el caso E=0y r, = 0. La particula se
mueve sobre la superficie de una esfera de radio r,.

1.2 Movimientos sobre la superficie de una esfera

De acuerdo a los resultados de la seccion anterior, el Unico caso en el
que la particula no cae al dipolo o se aleja indefinidamente de éste, se presenta
cuando E=0y r(0)=0; en este caso r(t)=r,.

De la ecuacion (1.8), con E=0, f(t)=0, y con ¢ obtenida de (1.7), se
obtiene:

L2 , qdCosd _
2mr2Sen’d  4ne )

%mrgéz ' 0 (1.17)

17



Realizando el cambio de variable x=Cosé, la ecuacion (1.17) puede ser
rescrita en la forma
mr, X L2 xqd

2(1—x2)+ 2mr?(1-x? )+ Are 1) =0

de aqui se sigue

)'(2_ qd _ZﬂEOL?;_X_i_X3
27z,mrt | mad ’

esto es

g2 =9 (~k—x+x), (1.18)
27 ,mr,

27
=0

0 1.19
mad (1.19)

De la ecuacion (1.18) se obtiene

tzjdt: 00 j(—k—x+x3)_2dx (1.20)

Aunque la ecuacidon (1.20) conduce a una integral eliptica, es posible en
principio, obtener x(t). Asi, es posible obtener 6¢z).
De (1.7) se sigue que
L « dt
t)=—
7 ! Sen®6(t)

2
mr,

De la ecuacidn (1.18) se concluye que para que exista una solucion real,

y(x):—k—x+x3 debe ser positiva para alguna x que se encuentre en el
intervalo de -1<x<1. Ahora:

y(0) =y(1) =y(-1) = -k (1.2)
y(~0) = ~o0, y(o0) =0,

18



Los puntos criticos de y(x) se obtienen de

dy(X) — 3X2 —1= 0’ (122)
dx

de aqui x ==++/1/3, evaluando y(x) tenemos:

1 2

Y- é}ﬁ_k (1.23)
1 2

y éj% - 29

Por lo tanto y(«/l/S) es minimo y y(— «/1/3) es maximo. En el intervalo
0<x<1, y(X) es negativa. Asi, para que y(x) sea positiva en algun intervalo de
se -1<x<0 (figura 1.12), el maximo debe ser positivo, por lo tanto

¥(x)

| |
/ X 1y P

Figura 1.12. Gréafica de y(x)=—k —x+ x° en el intervalo de [-1,1]

2
K< 7 (1.25)

usando la ecuacion (1.19) obtenemos

19



33, L2
<———mm<
mq

0 d, (1.26)

Las raices x; Y X, del polinomio y(x)=-k—x+x* se encuentran en el
intervalo -1<x<0 como se muestra en la figura 1.12. A los valores xi, X, de x le
corresponden los valores 6y, 6, de la coordenada 6 comprendidos en el
intervalo n/2<f<m de modo que la particula se mueve en el hemisferio
inferior, para g>0. En los puntos x;, X, se cumple x =0 (ecuacién (1.18)) y en
consecuencia se cumple @ =0 en los puntos 6;, 6,, es decir 6; y 6, son puntos
de retorno. Para L, dado por las condiciones iniciales, la ecuacion (1.26)
establece una condicién sobre el valor de d para que existan trayectorias sobre
la superficie de una esfera. Reciprocamente, para un valor dado del momento
dipolar, siempre es posible encontrar un conjunto de condiciones iniciales que
satisfagan (1.26).

20



Capitulo 2

Formulacion Newtoniana

2.1 Constantes de movimiento de una particula cargada en el campo

de un dipolo puntual.

-

La fuerza ejercida por un dipolo puntual cuyo momento dipolar es d,

sobre una carga g esta dada por

Fo_9 3der. g d (2.1)
drg r° drg r®

0 0

El origen esta colocado en el dipolo y F denota la posicion de la carga (como
se muestra en la figura 1).
Aunque esta fuerza no es un campo central, es posible derivarla de un

potencial en la forma usual

F=-VV,
donde
V(r,0)= 30500 2.2)
Are ¥
q fed
V(r,8)=—1— 2.3
(r ) A, r° \%3)

esto es, F es una fuerza conservativa, por lo que la energia total E es una
constante de movimiento.

La torca sobre la carga es

NopxF=-939°Tpp a 1g
e, 1 dre, ¥

xd

5 3

0

21



N=— g %an.
dre, 1

La evolucion temporal del momento angular esta dada por

dL
dt

=N.

(2.4)

(2.5)

De la ecuacion (2.4) se obtiene que la componente de la torca en

direccion de d es cero (N od = 0), por lo que la componente del momento

angular en esta direccion es constante (ecuacion (2.5)).

Tomando el producto escalar de la ecuacién (2.5) con el momento L

obtenemos:
IO I SV S
dt Ar, ¥

Usando la identidad

o dL 1dL?
dat 2 dt’
queda:
dL? q 1 -
=— — xd
dt 2, I’ Le(rxd).

0

Expresando L =F x mv, obtenemos

d.>  gm 1
it 2=

[(r xV) e (Fxd)],

0

usando la identidad

(AxB)e(CxD)=(AeC)(BeD)—(AeD)(C eB)

queda
sz gm_1 rer)(Ve ° °
i (RLIDRGEIEL)
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r r?

d’ _ gm|Ved (Fed)@er)| (2.10)
dt 27,

Si usamos la identidad

_dr _dr
re—=r—

dt  dt
en (2.10), obtenemos

ar 5 B}
dL? am | dt _drred

dt 27 r dt r’

d* _  qm a.i([j, (2.11)

i[Lz +ﬂa.£j:o, (2.12)

lo cual implica que la cantidad

gmd cosé

=L+
p 27,

(2.13)

es una constante de movimiento. Asi, aunque el momento angular no se
conserva, existe otra constante de movimiento S caracteristica del movimiento
de una carga en el campo de un dipolo puntual.

A continuacion obtenemos una relacion entre la energia total E y la
constante de movimiento /.

La energia total es:

E =%mv2 v, (2.14)
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donde la energia potencial V esta dada por (2.2), esto es

£ = Ly 4 99C0S0 (2.15)
2 dre 1
De las ecuaciones (2.13) y (2.15) se obtiene:
2
E=£mv2+ ,82_ L - (2.16)
2 2mr 2mr
El cuadrado del momento angular esta dado por
L2 = (F x mV) e (F x mV) = m?[r?v? — (F e V)? |, (2.17)

donde hemos utilizado la identidad (2.8). Sustituyendo (2.17) en (2.16) se
obtiene:

o, B MV ey ] _miFev)'  p
’ 2mr? 2mr

2 1

(2.18)

la ecuacion (2.18) establece una relacion entre la energia total y la constante
de movimiento f.
Si introducimos un sistema de coordenadas esféricas (r, 8, ¢) orientando

el eje z en la misma direccion que el momento dipolar d, las constantes de

movimiento E, Led (d es un vector unitario en la misma direccién que J)
guedan expresadas como:
qdCosé

1 . .
E==-mlr?+r20%+r%$*Sen?0)+ _
2 ( ¢ ) Arg,r? (2.19)
L =Led=mr2dSen?o, (2.20)
L2 » 4., MadCos®
= L _+mir'et + ——, 2.21
P Sen’d 27 ( )

0
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Usando la ecuacion (2.20), podemos reescribir la ecuacion (2.19) en la

forma:
: L2
E=tmre L [mepege 4, MadCOSOY (2.22)
2 2mr Sen<o 27
ahora, usando la ecuacion (2.21) obtenemos
Ezimr'2+ ,82’ (2.23)
2 2mr

que es la forma que toma la ecuacion (2.18) en coordenadas esféricas. La
ecuacién (2.23) muestra que la constante 8 desacopla la coordenada radial de
las angulares.
Este resultado también puede ser obtenido aplicando la segunda ley de

Newton
F=mr,
a la carga g, usando la ecuacion (2.1) queda

q 3der. q d

S . :ml_;, (224)
dre, I Are, 1

en coordenadas esféricas,
(i —ré* - rgesen’of
F =|+(2¢0+rd-rg’SenaCoso) , (2.25)
+ (2r'¢38en¢9 + 2r0gCos + r¢Sen 0)&
asi (2.24) queda
('r' —ro* - r¢25en29)f
=m| +(2¢6+rd - rg*SenCos 0 (2.26)
+ (2r'¢58en¢9 +2r0gCos O + rgSen 6?)¢3

o]
w
o
[
=l

;o ad
re° 4. rd

0

Tomando el producto escalar de (2.26) con f obtenemos
qd Cos@ _

3

m(i" —ré* - r¢328en26?), (2.27)
2,
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gue podemaos reescribir como:

mi‘ = %[mzr“éz + m2r4¢528en26+—qucosaj,
mr 27,
usando la ecuacion (2.21) obtenemos
mi’ = p (2.28)

mr?
Al igual que la ecuacién (2.23), esta ecuacion muestra que la constante
S permite desacoplar la coordenada radial de las angulares; asi f juega el

mismo papel en el problema del dipolo, que L* en el caso de un campo central.

2.2 Trayectorias acotadas y no acotadas

La ecuacion (2.23) es equivalente a la ecuacidon de conservacion de la

energia de una particula de masa m que se mueve en una dimension con

energia potencial efectiva

V. (r)= B (2.29)

- 2mr?’
En tanto que la ecuacidon (2.28) es similar a la ecuacion de movimiento
obtenida al aplicar la segunda ley de Newton a una particula de masa m que se

mueve en una dimension, sometida a la fuerza efectiva

F=r (2.30)
mr

De la ecuacion (2.23) y (2.29) obtenemos:

1 (dr

—m — | =E-V, >0, 2.31
2 (dtj ef ( )

por lo tanto los valores permitidos de r se obtienen de la condicién
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<E. (2.32)

Caso >0

En este caso F,(r)>0, la fuerza es repulsiva. La energia potencial se

muestra en la figura 2.1, donde puede verse que s6lo se permiten energias
mayores a cero. Hay un punto de retorno en r,. De acuerdo a (2.32), r>ry;
debido a que la fuerza es repulsiva, r—oo, independientemente de la
direccién de la velocidad radial inicial de la particula, por lo tanto, en este

caso, todas las trayectorias son no acotadas.

Ferl7)

E=0

Figura 2.1. Gréafica del potencial efectivo V(r) contra r para £>0. Hay un
punto de retorno r;, son admisibles solo valores positivos de E. Las
trayectorias son no acotadas.
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Caso p<0

En este caso F,(r)<0, la fuerza es atractiva. La energia potencial se

muestra en la figura 2.2. Para energias mayores o iguales a cero como se
observa en la figura 2.2, no hay punto de retorno y se tienen las siguientes

posibilidades: si r(0) >0, r —o0, en este caso la trayectoria es no acotada,
pero si (0) <0, entonces r — 0, si ry es finito la trayectoria es acotada. El
caso en el que r(0) =0, no es compatible con las condiciones <0 y E>0, de

acuerdo a la ecuacién (2.23). Para E<0 hay un punto de retorno r,. De acuerdo

a la ecuacion (2.32), r<ry; para cualquier valor de r(0), r — 0; la trayectoria

es acotada.

el

E-0

E=0

Figura 2.2. Grafica del potencial efectivo V(r) contra r para <0. Son
posibles todos los valores de la energia. Se presentan trayectorias acotadas y
no acotadas.

Caso p=0

Para este caso Fy (r)=0, Ve (r)=0y
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E :lm(gj >0, (2.33)
dt

de aqui se sigue que ¢ es constante. Para E>0, r - si F(0)>0, la
trayectoria es no acotada; y r — 0 si r(0) <0, en este caso, si ry es finito la

trayectoria es acotada.

Para E=0, debido a (2.33) se cumple r=0, esto es r=r, constante. La
trayectoria de la particula se encuentra sobre la superficie de una esfera de
radio ry, con centro en el dipolo. Este es el unico caso en el que la distancia
entre la particula y el dipolo es constante. En los otros casos la particula se
separa del dipolo o cae a éste. Entonces, E=0 y =0 es condicion necesaria y
suficiente para obtener trayectorias con r constante.

Esta condicion también puede ser obtenida de la ecuacion (2.23). Si E=0

y p=0, entonces r=0, asi r=r, constante. Si r=ry, de la ecuacion (2.23)

obtenemos:
B
E= omr? (2.34)
0

y de la ecuacién (2.28) se sigue =0y también E=0.
Al evaluar la ecuacién (2.23) en t=0, se observa que las condiciones

E=0 y =0 son equivalentes a las condiciones iniciales E=0 y r(0) =0. Este
ultimo resultado muestra que para tener trayectorias sobre la superficie de una

esfera, la velocidad inicial v, debe estar contenida en un plano perpendicular

al vector de posicion inicial. De la ecuacion (2.15) se sigue:
V= d|gCosé, |

2.35
o 2m,mr) (2.35)
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Los resultados anteriores son equivalentes a los que se obtuvieron
mediante la formulacion Lagrangiana del problema (Seccion de trayectorias

acotadas del capitulo 1).
2.3 Movimiento sobre una esfera
Como se ha visto en la seccion anterior, una condicion necesaria y

suficiente para tener trayectorias sobre una esfera (r=r, constante) es E=0,

S=0. La energia potencial para esta trayectoria es:

V(o) =—2_coso (2.36)
Are 1,

El potencial en este caso es similar al del péndulo esférico. Para estas

trayectorias, de la ecuacion (2.21) obtenemos:

L2 » 442 MadCosé
z Ja] =0 .
Sencg " 00T 27, ! (2.37)
asi
: | 2
Lorzgr L AdCos6_, (2.38)
2 2mr;Sen‘0 Az,

La ecuacion (2.38) es similar a la ecuacion para un pendulo esférico con
energia total cero. Esta ecuacion es idéntica a la ecuacién (1.17) del capitulo 1.

Siguiendo el tratamiento usual podemos estudiar el movimiento angular
sobre la esfera analizando el movimiento unidimensional de una particula de
masa m en el potencial efectivo:

L2 qdCosé
2 2 + 2 -
2mry Sen<6  Arsyrg

Ve (6) = (2.39)

De la ecuacion (2.38) y (2.39), se sigue
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1 .
5 MG 0% +Ver (0) =0 (2.40)

Fer(6)

k=]
=l
T

Figura 2.3. Gréfica del potencial efectivo V(0) contra 0 para g>O0.

La figura 2.3 muestra una grafica del potencial efectivo V(6) contra
en el intervalo 0<f<=m para una carga q positiva. Ahora obtenemos el valor

minimo de V() que ocurre en 6, de (2.39) se sigue:

dv,(0) ~ LiCosd, qdSend,

2 3 2
do |,., mr,Sen*6. 4z v,

0,

de aqui obtenemos
mqd
2

Cosé, =—
4re, L

Sen*d, <0 (para g>0), (2.41)

asi Cos@, <0, por lo tanto se cumple n/2<6<x.

De la ecuacion (2.40) se sigue que los valores permitidos de 6 se

obtienen de la condicion:

Vei(6) <0, (2.42)
en particular
Vef(‘gc) < 0, (243)
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En el caso V(6.) < 0, se cumple 0:<6<6,; segun (2.40) en estos puntos
se cumple 6=0, ya que Ve(601)=Ve(65)=0 (figura 2.3), asi 0, y 6, son puntos de
retorno. La trayectoria se encuentra entre dos circulos contenidos en planos
perpendiculares al eje del dipolo. Los valores de 6, y 6, se obtienen de la
condicion:

Ver(6) = 0. (2.44)
esto es

L , qdCosé _
2mr/Sen’0 A v}

0, (2.45)

gue podemos reescribir como

2
LZZ + mad Cos@=0. (2.46)
Sen‘d 2m,

Para determinar las raices de la ecuacion (2.46) hacemos el cambio de

variable x=Cos#, asi la ecuacion (2.46) queda:

L2

. Max_q (2.47)
1-x° 2m,
esto es

3
X x+ Lo (2.48)
mqd
Introduciendo la constante
27 L2
C=—"2>0 ara g>0 2.49
qd para g (2.49)

en la ecuacion (2.48) obtenemos

—-x*+x+C=0 (2.50)
Si denotamos y(x) = -x*+x+C, entonces

y(0) =y(1)=y(-1) =C, (2.51)
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y(=o0) =00, y(o0)=—o0

Ahora obtenemos los puntos criticos de y(x)

YX) _ a2 410, (2.52)
dx

de aqui se obtiene x = ++/1/3, evaluando y(x) obtenemos:

- %J:_%m (2.59)
y %J:%w (2.54)

Por lo tanto y(\/1/3) es maximo y y(— \/1/3) es minimo.

¥(x)

1 N

_I1 \‘%-_._._,__rf”f i

Figura 2.4. Gréfica de y(x) = -x*+x+C

En el intervalo 0<x<1, y(x) es positiva, asi que para obtener dos raices
reales x; y X, dentro del intervalo de -1<xy, X,<1 (0<8<m), éstas deben cumplir
(-1<x4, %,<0). Por lo tanto, el minimo de y(x) debe ser negativo (ver figura
2.4), asi:

33



2
-—+C <0,
33

esto es

2
C<— 2.55
373 (2.55)
Usando la ecuacion (2.49) en (2.55) obtenemos:
33z,
>—>
mq

d 0, (2.56)

la cual coincide con los resultados obtenidos de la ecuacion (1.26) en la
seccidn de movimiento sobre una esfera del capitulo 1.

Debido a que -1<x;, X,<0, los correspondientes angulos 6, y 6, se
encuentran en el intervalo m/2<6<m. Por lo tanto, para g>0 la particula se
movera en el hemisferio inferior. Para L, dado por las condiciones iniciales, la
ecuacion (2.56) establece una condicion sobre el valor de d para que existan
trayectorias sobre la superficie de una esfera. Reciprocamente, para un valor
dado del momento dipolar, siempre es posible encontrar un conjunto de
condiciones iniciales para las cuales la ecuacion (2.56) se satisface. Este es el
resultado obtenido por Fox ® (Capitulo 1).

De acuerdo a la ecuacién (2.20) ¢ no cambia de signo, asi las

trayectorias de la carga sobre la superficie de una esfera son similares a la
curva que se obtiene al proyectar sobre una esfera unitaria el eje de simetria de
un trompo simeétrico que tiene precesion mondtona, como se muestra en la
figura 2.5°.
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Figura 2.5. Trayectoria de una particula sobre una esfera para V¢(6,)<0, L,0 y

¢>0

De la ecuacion (2.1) se sigue que un cambio en el signo de la carga es
equivalente a un cambio en la orientacién del dipolo o una inversion del eje z
sin cambiar la orientacion del dipolo. Por lo tanto, el movimiento para q
negativa es idéntico al movimiento para g positiva, pero en el hemisferio
superior.

Para el caso V(6;)=0, el Unico valor permitido de 0 es 6. y la

trayectoria es una circunferencia contenida en un plano perpendicular a d.
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Como L,=mry? ¢ Send; se conserva, el movimiento es circular uniforme. De la
ecuacion (2.39) se sigue:

L2 qdCosé,

V,(6.)= + =0
« (6 2mr2Sen®d,  Ane,r? ’ (2.57)
y de la ecuacion (2.41):
Sen’6
L ___mad ° (2.58)

Sen’d.  4m L’ Cosd,

sustituyendo en el primer término del lado derecho de (2.57) queda:

qd (3Cos®6, -1
« (6) 87rgor02( Cosé, ’ (2.59)
por lo tanto
Cosé, = (2.60)
\/_
sustituyendo este valor en (2.41) obtenemos
1 mqd .
+——=- Sen’d.. 2.61
V3 A |2 ) (261)

De la ecuacion (2.61) se obtiene:

47&90
\f 3mqd
47r50 1 J
\f 3mqd
_drg, 2
\/7de
De aqui obtenemos

33,2
mg

(1-Cos?0, f

_4
9

d=F7 (2.62)
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Como ocurre en el pendulo esférico, cuando la energia es ligeramente
mayor que el minimo del potencial efectivo, la coordenada & oscila

armoénicamente alrededor de 6, con frecuencia angular’

2 l d 2Vef (9)‘
mrz  d6? ‘9:6 (2.63)
Usando la ecuacion (2.39) obtenemos
o 1 L2 N 3L;Cos’0, qdCosé,
mr’ { mr’Sen’d, mr’Sen‘d,  4m I}
o = 1 ( L:Sen’d, N 3L;Cos*¢, qdCosé,
mr?{ mr?Sen‘d.  mr’Sen‘d. 4w, )
2 2
wZ = 1 > > LZ 2 (1+ 2C08200)_M y
mr,” \ mr,;’Sen"6. 47 1 Cos6,
usando (2.41) del lado derecho queda:
2
o qd : 1+3Cos°6, | (2.64)
47 mr, Cosé,
Si L, es cero, de la ecuacion (2.38) se sigue:
l 2,92 qd
—mry 6 Cosé =0. .
5 mry 6% + pp 0s (2.65)

Esta ecuacidon es como la de un péndulo simple plano cuya energia es
cero. La trayectoria es una semicircunferencia contenida en plano paralelo a
d, que contiene al dipolo; para q>0 (q<0) la trayectoria esta en el hemisferio
inferior (superior).

Este Gltimo resultado ha sido obtenido por otros autores®®, para las

condiciones iniciales V, =0, F, contenido en el plano dado por 6=n/2, y para

las condiciones T,, V, =v, €, y Vo tal que E=0; esto es:
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VL B (2.66)

2
27 ,mr,

En todos estos casos E=0, =0, y L,=0.

2.4 Analisis de la parte angular

En la seccion anterior analizamos la parte angular del movimiento para
trayectorias sobre una esfera; en esta seccion extendemos este analisis al resto
de las trayectorias.

De la ecuacion (2.21) se sigue

2
mirigt = p| o, MAdCOsO., (2.67)
Sen‘@ 27,
Introduciendo la funcion
2
() = 4 MadCosO. (2.68)
Seng 27,
obtenemos que los valores permitidos de 6 satisfacen la condicion
f(O)<p (2.69)
£(0)
A=0
81 Bc 82/ L g
T -
i~/
=0

Figura 2.6 Grafica de la funcién f{9) contra 6. Esta grafica es similar a la
figura 2.3 para el potencial efectivo V(6) vista en la seccion anterior,
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Caso =10

De la ecuacion (2.69) se sigue que los valores permitidos de 6 se
obtienen de la condicion:
f(0) <0, (2.70)
y por lo tanto
f(0)<0 (2.71)
donde 6. es el minimo de f(0).

Caso f(0.)<0. En este caso 6, <0<0,, donde 0, y 6, son puntos de

retorno. Los valores de 6, y 6, se pueden obtener de (2.68), haciendo

L2 mqdCosé@
—+ =

0,
Sen’6 27

0
la cual es idéntica a la ecuacion (2.46). Como se vio con anterioridad, 6, y 6,
se encuentran en el intervalo n/2<6<m y ademas:

33w, L
>0y
mq

d 0 (2.72)

Caso f(6.) =0, para este caso 4 s6lo puede tomar el valor 6.

Caso <0
De la figura 2.6 concluimos que 6,<6<6,; también en este caso los

angulos 6, y 0, estan en el intervalo n/2<6<m.

Caso >0

Conforme aumenta el valor de S, tendremos 0<6<r.
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2.5 Regiones del movimiento

Del anélisis de la parte radial (Capitulo 1) y del anélisis de la parte
angular obtenemos las regiones en las que se realiza el movimiento para las

condiciones iniciales mas representativas (figuras 2.7 — 2.11).

Figura 2.7: Region del movimiento en el caso <0, E>0 y f(0) > 0. En este

caso la particula se mueve en la regién comprendida entre dos conos truncados
y su distancia al dipolo se extiende desde r, hasta infinito (g>0).
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Figura 2.8: Region del movimiento en el caso <0, E>0 y r(0)<0. En este

caso la particula se mueve en la regién acotada entre los dos conos. La
distancia de la particula al dipolo varia entre 0 y r; (g>0).
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Figura 2.9: Region del movimiento en el caso =0, E=0,r(0)=0 y L,#0. El
movimiento de la particula se realiza en la region marcada sobre la esfera
(g>0).
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Figura 2.10 Region del movimiento en el caso <0 y E<0. En este caso la
particula se mueve en la region acotada entre los dos conos. La distancia de la
particula al dipolo varia entre 0 y r; (q>0).
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Figura 2.11. Region del movimiento en el caso f—oo y E>0. La regién de
movimiento es todo el espacio excluyendo el volumen de la esfera interior.
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2.6 Trayectorias

En esta seccion se muestran las trayectorias de la particula en los casos
mas representativos (figuras 2.12-2.20); la seleccion de estos casos se basa en
el analisis realizado en las secciones 2.2 - 2.4. Las trayectorias se obtuvieron a
partir de la solucién numérica de la ecuacion de movimiento de la particula
(ecuacion (2.24)), usando la version 7 del programa Mathematica.

La ecuacion (2.24) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones
escalares:

3kaxd

mX =
5/2
(x2+-y2-+22)

3kqyd
5/2

myz(x2+y2+zz)

. 3kqzd kqd
mé = - 312

(><2+y2+22)5/2 Q2+y2+22)

donde x, y, z son las coordenadas cartesianas de la particula y k es la constante
de Coulomb.
En términos de X, Y, z, las constantes de movimiento quedan expresadas

como:

m(x2+y? +22) kqzd
== 2 Jr(x2+y2-+22)3/2
2mkqgzd

12
x2+y2+zzy

b= mz[(yzz-z _Zzyz)z +(X222 —22)'(2)2 +(X2y2 —y2X2)2]+(

L, =m(xy - yx)
Los valores de E, £, L, correspondientes a las diferentes trayectorias se
obtienen  escogiendo  apropiadamente  las  condiciones iniciales

Xo1 Vo1 2y %, Yor 2, Para la posicion y velocidad de la particula.
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b)

Figura 2.12. a) Trayectoria para #>0, E>0, L,=0, (0)< 0: el movimiento de la
particula se encuentra sobre un plano, acercandose al dipolo hasta una

distancia minima y después se aleja (r—), la trayectoria es no acotada. b)
Vista superior de la misma grafica. EI movimiento sobre un plano ocurre

cuando L,=0.
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b)

Figura 2.13 a) Trayectoria para >0, E>0, L,#0, r(0)<0: la particula se
acerca al dipolo hasta una distancia minima y después se aleja (r—), la
trayectoria es no acotada. b) Vista superior.
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b)

Figura 2.14 a) Trayectoria para >0, E>0, L,#0, #(0)>0: la particula se aleja
del dipolo (r—), la trayectoria es no acotada. b) Vista superior
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b)

Figura 2.15 a) Trayectoria para <0, E<0, (0)>0 y L,#0: la particula se aleja
del dipolo hasta una distancia maxima y después cae al dipolo (r—0), la
trayectoria es acotada. b) Vista superior.
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b)

Figura 2.16. a) Trayectoria para <0, E<0, r(0)<0 y L,#0: la particula cae al
dipolo (r—0), la trayectoria es acotada. b) Vista superior.
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b)

Figura 2.17. a) Trayectoria para <0, E>0, r(0)<0 y L,#0: La particula cae al
dipolo (r—0), la trayectoria es acotada. b) Vista superior.
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b)

Figura 2.18. a) Trayectoria para <0, E>0, #(0)>0 y L,#0: la particula se aleja
del dipolo (r—w), la trayectoria es no acotada. b) Vista superior
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Figura 2.19. Trayectoria para =0, E=0, r,=0 y L,=0: se obtiene una

trayectoria con r; constante el movimiento de la particula es similar al de un
péndulo simple plano.
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b)

Figura 2.20. a) Trayectoria para =0, E=0, ,=0 y L,#0 se obtiene una
trayectoria con r constante sobre una esfera, girando en ¢ y oscilando en 6. b)
Vista superior. EI movimiento de la particula es similar al de un péndulo

esférico.
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Capitulo 3

Formulacion de Hamilton-Jacobi

3.1 Funcion Hamiltoniana de una particula cargada en el campo de

un dipolo puntual.

La funcion Hamiltoniana H de la particula, la podemos obtener a partir

de la funcion Lagrangiana (ecuacién (1.3)) mediante la transformacion de

Legendre:

H:rpr+6}p€+¢5p¢—L, (3.1)

esto es

H =ip, +6p, +dp, —(1m(r'2 1267 +r242Sen20) - quosfj’ (3.2)
2 e g

donde py, ps Y P, son los momentos generalizados, canonicamente conjugados

de las coordenadas generalizadas r, 6y ¢, los cuales estan dados por:

p, = % =mfr (3.3)
p, = % =mr?@ (3.4)
P, :Z—;: mr2gSen?d. (3.5)

Sustituyendo en (3.2) las velocidades generalizadas ¢, ¢ y ¢ obtenidas de

(3.3), (3.4) y (3.5) respectivamente obtenemos:

2 2
H= 1 pf+p—§+ . i . +qu0526?. (3.6)
2m r r°sSen‘d) A4mr
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3.2 Ecuacién de Hamilton-Jacobi de una particula cargada en el

campo de un dipolo puntual.

Como H no depende explicitamente del tiempo, una integral completa

de la ecuacion de Hamilton-Jacobi®

( g¢_§§j @ZO, (3.7)
or'oe0’ og) ot

tiene la forma

S=-Et+S,(r,0,¢) (3.8)

donde E es la energia total constante y Sy es la accidén abreviada, la cual

satisface la ecuacion

2 2
1 (asoj +i2(880j = 1 2 2s,) quose _E. (3.9)
2m|\ or re\ oo r-send\ o¢ 47229 r

Para resolver la ecuacion (3.9) utilizamos el método de separacion de

variables; como ¢ es una coordenada ciclica, buscamos una solucién de la

forma;

S, =dp, +5,(r)+5,(0), (3.10)
donde p, es constante. Sustituyendo en (3.9) queda

i (dslj +i(dszj N p¢ QdCOSQ _E, (311)
2m| { dr r’\ de r’Sen’é 47zg re

gue podemaos reescribir como

" [dsj omE (dszj . Py madCoso|_
dr dé Sen®6 27

De aqui se sigue que
2
r{(dsl) —2mE}=—,B (3.12)
dr
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y (3.13)

(dsszJr p; , MgqdCosg
do Sen’d 27

0

donde S es una constante de separacion. De la ecuacion (3.12) se sigue

S,(r)=] 2mE—rﬁ2dr, (3.14)
y de (3.13)
P,  mqgdCosé
— do 3.15
5.(0)= j\/ﬂ Sen’d 27 (3.15)
Sustituyendo (3.14) y (3.15) en (3.10), obtenemos la accion abreviada:
p; dCos &
S, =dp, + [.|2mE - dr+ __P Mg do 3.16
o=, %] I\/ﬂ Sen’d  2m, (3.16)

ahora sustituyendo (3.16) en (3.8) obtenemos una integral completa de la

ecuacion de Hamilton-Jacobi:

,B P,  mqdCosé
S =-Et 2mE - —d da. .
+¢p¢+f\ m r+j\ Sen’d 27, (3.17)
De esta ecuacion se sigue
i _ 5 2mE — ﬁ (3.18)
Tor r
oS p,  mqdCoséd
= - |p— — , 3.19
P =56 \/'B Sen’d  2m, (3.19)
0S
De la ecuacion (3.19) obtenemos
P, , mgdCosé
=" +p+——— 3.21a
g Sen’g ' P 27 ( )

0
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mqdCos 4

=L+
p 25,

(3.21b)

donde L? es el cuadrado del momento angular. Las ecuaciones (3.21a) o
(3.21b) muestran que S es una constante de movimiento. Esta es la constante
de movimiento obtenida en el capitulo 2 mediante la formulacion Newtoniana
(ecuacion (2.13)).

De la ecuacion (3.18) se sigue

2

2%1+Fﬁr2 _E. (3.22)
Esta ecuacién establece una relacién entre la constante de movimiento gy la
energia total E.

Como p; Y ps son cantidades reales se sigue de (3.18) y (3.19) que los
valores admisibles de las coordenadas r y & son aquellos para los cuales se

cumple:

p _<E, (3.23)
2mr

P, N mqgdCos & <
Sen’6d 27

B (3.24)

0

Podemos determinar las propiedades generales del movimiento
utilizando las ecuaciones (3.21), (3.22), (3.23) y (3.24) y las ecuaciones
canonicas de Hamilton; estas Gltimas las obtenemos a continuacion:

. OH
= oH _P

_E_Er’ (3.25)

. oH

o= = P (3.26)
4

. oH p,

_oH _ | 3.27

/ op, mr’Sen’d (3.27)
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oH 1 (., P, mgdCos@d) 2
__on_ + 4 - 3.28
P or mr? [pg Sen’d 27, mr? (3.28)
’Cos@

o, __OoH _ 12 P, a mqgdSen & | (3.29)
00 mr°{ Sen°d 4Are
oH

) =——— =0. 3.30

La ecuacion (3.30) expresa que p, es constante de movimiento.

3.3 Analisis del movimiento.

El movimiento de la particula se realiza en intervalos de r y 6 para los

cuales las condiciones (3.23) y (3.24) se satisfacen.

Parte radial

Para analizar la parte radial del movimiento introducimos la funcion

f(r)= p (3.31)

amr?

En términos de f(r) la condicién (3.23) queda
f(r)<E (3.32)
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Caso f>0.
Fi¥

E={

Figura 3.1: Grafica de f(r) contra r, con >0y E>0. En este caso r > ry.

De la figura 3.1 y de la ecuacién (3.32), se sigue que la energia so6lo
puede ser positiva. En este caso r > ry, donde r, =,/#/2mE se obtiene de la
condicion f(r,)=E. De las ecuaciones (3.22) y (3.25) se sigue que en este

punto p, =0 y r=0. De (3.28) obtenemos que p, >0 para todo t, por lo

tanto para cualquier valor de pr(O), r-oyp —>+J2mE.
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Caso p<0
kilts)

E=0

E=N

Figura 3.2: Grafica de f(r) contra r, <0.

De la figura 3.2 y de la condicion (3.32) se sigue que son admisibles
valores positivos, negativos y cero para E. En este caso, de (3.28) se concluye

que P, <0 para todo t; de modo que se tienen las siguientes posibilidades:

E>0
Caso pr(0)<0, debido a que p, <0, se cumple que p, <0, por lo

tanto de acuerdo a (3.25), r >0 y p, > —oo (ecuacion (3.22)), la particula
cae al dipolo.

Caso p,(0)>0, r >y p, —+/2mE , la particula se aleja del dipolo.

De la ecuacion (3.22), se concluye que la condicidn p,(O):O no es

compatible con <0y E>0.
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E<O
En este caso r <r,, donde r, = /#/2mE . Para cualquier valor de p, (0),

r-0y p, —>—oo, laparticula cae al dipolo.

Caso p=0
En este caso, de la ecuacion (3.22) se sigue que E=p?/(2m)>0, asi

que p, es constante. Consideremos el caso E >0, si pr(0)<0 entonces de
acuerdo con (3.25), r -0 y segun (3.22), p, =—J/2mE, la particula cae al

dipolo. Si p,(0)>0, entonces, r — oo (ecuacion (3.25)) con p, =-/2mE , la

particula se aleja del dipolo.

Cuando E =0, se cumple p, =0, y de acuerdo con la ecuacion (3.25)

r =0, por lo que la particula se mueve sobre la superficie de una esfera con
centro en el dipolo y radio r,. Este es el Unico caso con una separacion fija
entre el dipolo y la particula, por lo que E=0 y =0 es una condicidn necesaria

y suficiente para obtener trayectorias con r constante.

Parte angular

Para analizar la parte angular del movimiento introducimos la funcion

2
(6)= e, MadCosd (3.33)
Sen“6 2,
En términos de g(6) la condicion (3.24) queda:
9(0)<p (3.34)
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gle)

ﬂ'-:::[] e I

Figura 3.3: Grafica de g(6) contra 4 para ¢>0.

La figura (3.3) muestra la grafica de g(6) contra 0 en el intervalo 0<6<n
para q>0. En esta figura se incluyen rectas correspondientes a diferentes

valores de . El valor minimo de g(6) se presenta en 6. y esta dado por:

Cos, = —M. (3.35)
A7z, P,
Debido a que Cosé, <0, se cumple n/2<0.<m.

Consideremos el caso =0, de la ecuacion (3.34) se sigue que:
g(@)<0 (3.36)
y en particular
9(6.)<0, (3.37)
en este caso se cumple 6, <0< 6,, donde 0, y 6, se obtienen de la condicién
9(0)=0, (3.38)
esto es

P N mqdCosé

0. 3.39
Sen’O 27 (3.39)

0
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Haciendo la identificacion p,=L,, esta ecuacion es formalmente

idéntica a la ecuacion (2.46) del capitulo 2. Asi mediante un analisis similar al
realizado en el capitulo 2, concluimos que para =0y g>0, los angulos 6, y 6,
estan en el intervalo m/2<6<m y se cumple que:

33z, p’
>0 s
mq

d 0.

De este resultado y de la figura 3.3 se concluye que cuando £<0, los angulos
0,y 6, también quedan en el intervalo n/2<6<r asi que también en este caso el
movimiento se realiza en el hemisferio inferior para g>0. Para el caso >0, 6;
y 0, pueden extenderse méas alla de este intervalo si el valor de S es

suficientemente grande.
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3.4 Trayectorias en el espacio fase

En esta seccion se representa graficamente el movimiento de la
particula mediante trayectorias en el espacio fase.

Debido a la separacién completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi,
cada momento generalizado ha quedado expresado en términos de una sola
variable que es la correspondiente coordenada generalizada (ecuaciones
(3.18), (3.19), (3.20)). Asi el espacio fase de seis dimensiones formado por
todos los puntos (r, 8, ¢, pr, Pa P,) Se ha desdoblado en tres subespacios, p; r,
P 0y P, ¢, cada uno de dimension dos. Dependiendo de los valores de las
constantes de movimiento E, g, p,, en cada uno de los subespacios se puede
obtener una familia de curvas (llamadas oOrbitas) que representan el
movimiento de la particula. Las trayectorias en el espacio fase se obtienen
mediante la superposicion de estas curvas.

A partir de la ecuacion (3.18), o de manera equivalente (3.22), podemos
obtener las orbitas en el plano p, r para diferentes valores de E y f. El sentido
de las curvas lo obtenemos usando la ecuacién (3.25). A partir de la ecuacion
(3.19), o de manera equivalente (3.21b) podemos obtener las drbitas en el
plano py O, en este caso el sentido de las curvas lo obtenemos usando la
ecuacion (3.26). Dado que el momento p,, se conserva, las orbitas en el plano
P, @ resulta ser rectas horizontales.

A continuacion, los casos analizados en la seccidén 3.3 se representan
para las correspondientes valores de las constantes de movimiento E, f, p,
mediante las Orbitas correspondientes en los planos p, r, py 6, p, ¢
(figuras 3.4 — 3.12).
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Caso >0, E>0

Figura 3.4. Orbita en el plano p, r para el caso f>0 y E>0. Se observa que
r>r =./f/2mE. Tanto para p,(0)>0 como para p,(0)<0, r—ow y
p, > ~2mE.

F

Fy

aa)
N

Figura 3.5. Orbita en el plano p, @ para el caso 5>0. La curva es cerrada, el
sentido de ésta se obtiene de la ecuacion (3.26). Para este valor de S, 6 se
encuentra en el intervalo /2<6<m.



Py

Figura 3.6. Orbita en el plano p, ¢ para el caso p,>0. El sentido de ésta se
obtiene de la ecuacion (3.27).

Caso p<0, E>0

F,

Figura 3.7. Orbita en el plano p, r para el caso <0 y E>0. Para p,(0)>0,
r—>oy p, —-/2mE, la particula se aleja del dipolo. Para p,(0)<0, r -0y
p, —> —, la particula cae al dipolo. El momento generalizado debe cumplir

Pr >‘x/ﬁ
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Fs

NN L

Figura 3.8. Orbita en el plano p, @ para el caso <0 (el cual corresponde en
este caso al mismo valor de £ del Caso <0, E<0). La curva es cerrada, el

sentido de ésta se obtiene de la ecuacion (3.26). Para este valor de S, 6 se
encuentra en el intervalo /2<6<m.

Py

Figura 3.9. Orbita en el plano p, ¢ para el caso 4<0. El sentido de la curva se
obtiene de la ecuacion (3.27).
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Caso <0, E<0

¥
/g r
Figura 3.10. Orbita en el plano p, r para el caso <0 y E<0. Se observa que

r<r,=.B/2mE. Para cualquier valor de p,(0), r—>0 y p, — -, la
particula cae al dipolo.

F

Fs

NN e

an
\

Figura 3.11. Orbita en el plano p, @ para el caso 5<0 (el cual corresponde en
este caso al mismo valor de £ del Caso <0, E>0). La curva es cerrada, el

sentido de ésta se obtiene de la ecuacion (3.26). Para este valor de S, 6 se
encuentra en el intervalo /2<6<m.



Py

Figura 3.12. Orbita en el plano p, ¢ para el caso 5<0. El sentido se obtiene de
la ecuacion (3.27).

3.5 Orbitas de la particula.

A partir de la ecuacién (3.18) obtenemos la familia de curvas en el
plano p, r para diferentes valores de las constantes f y E (figuras 3.13 — 3.15)
y a partir de la ecuacion (3.19) obtenemos la familia de curvas en el plano p, 8

para diferentes valores de las constantes gy p, (figura 3.16).
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Fr

Py

b)
Figura 3.13 a) Orbitas en el plano p, r con diferentes valores de £>0 y un
valor fijo de E>0. El valor minimo de r, r, =./8/2mE , varia con f de curvaa

curva. El valor limite p, =+/2mE cuando r — oo es el mismo para todas las
orbitas. b) Orbitas en el plano p, r para diferentes valores de E>0 y un valor
fijo de p>0. El valor minimo de r, r,=,/#/2mE, varia con E de curva a

curva. El valor limite p, =+~/2mE cuando r — oo varia con E de curva a
curva.
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Fr

b)
Figura 3.14 a) Orbitas en el plano p, r con diferentes valores de <0 y un
valor fijo de E>0. Si p,(0)>0, r >, y p, »>~/2mE es el mismo valor
limite para todas las curvas. Si pr(0)<0, r—-0,y p, >—o para todas las
curvas. b) Orbitas en el plano p, r con diferentes valores de E>0 y un valor
fijo de <0. Si p,(0)>0, r —o0, y p, »~/2mE diferente valor limite para
cada curva. Si p,(0)<0, r—0,y p, ——oo para todas las curvas.
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b)

Figura 3.15 a) Orbitas en el plano p, r con diferentes valores de <0 y un
valor fijo de E<0. El valor maximo de r dado por r, =./3/2mE , varia con
de curva a curva. Para todas las curvas r -0y p, ——oo. b) Orbitas en el
plano p, r para diferentes valores de E<O y un valor fijo de p<0. El valor
méaximo de r dado por r, =,/£/2mE , varia con E de curva a curva.
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I

s

b)

Figura 3.16 &) Orbitas en el plano p, @ para diferentes valores de £y el mismo
valor de p,. A medida que g aumenta, se amplian los intervalos en los que
varian py y 6. Las curvas son cerradas, ésto indica que la parte angular 6 del
movimiento es oscilatoria. b) Orbitas en el plano p, @ para diferentes valores
de p, para un valor de . A medida que p, aumenta, los intervalos en los que
varia 6 se hacen mas pequefios.
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Conclusiones

1. EI movimiento de una particula cargada en el campo de un dipolo
puntual, en general se realiza en tres dimensiones, salvo en algunos casos
especiales en los cuales la trayectoria de la particula esta contenida en un
plano o en la superficie de una esfera; ésto es consecuencia del caracter no
central del campo.

2. La existencia de una tercera constante de movimiento f ademas de
la energia total y de la componente del momento angular a lo largo del dipolo,
representa una herramienta adicional para determinar las propiedades mas
importantes del movimiento de una carga en el campo de un dipolo.

3. En la formulaciébn Newtoniana de la Mecanica Cléasica, se
determinan las regiones clasicas en las que se mueve la particula, mediante las
tres constantes de movimiento, sin necesidad de resolver ninguna ecuacion
diferencial; los resultados que se obtienen son mas completos que los
obtenidos en trabajos basados en un enfoque directo con las ecuaciones de
movimiento.

4. El Gnico caso en el que la particula no se aleja indefinidamente del
dipolo o bien cae a éste, es aquel en el que la energia y la constante S se
anulan. En este caso la distancia entre la particula y el dipolo permanece
constante; la trayectoria de la particula esta contenida en la superficie de una
esfera con centro en el dipolo. Si la carga es positiva (negativa) la trayectoria
de la particula estd contenida en el hemisferio inferior (superior). Una
condicidn necesaria para la existencia de estas trayectorias es un valor minimo

para el momento dipolar, dadas las condiciones iniciales.
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5. En el caso de trayectorias sobre una esfera, el movimiento de la
carga es como el de un péndulo esférico con energia cero. Ademas, la
trayectoria de la particula es similar a la curva que se obtiene al proyectar
sobre una esfera unitaria el eje de simetria de un trompo que se mueve con
precesién monotona.

6. En la formulacion de Hamilton-Jacobi, la constante de movimiento
S aparece como una constante de separacion al resolver la Ecuacion de
Hamilton-Jacobi por el método de separacion de variables. El espacio fase de
seis dimensiones de la particula, se desdobla en tres subespacios de dos
dimensiones cada uno; de modo que se pueden trazar tres familias de curvas
(orbitas), una en cada uno de estos subespacios, parametrizadas por las tres
constantes de movimiento, la energia E, f y el momento generalizado p,. Las
propiedades mas importantes del movimiento se obtienen a partir de las

caracteristicas geométricas de las orbitas.
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