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Capitulo I
Introduccion

El fenémeno de interés ocurre en la célula, unidad biolégica capaz de autorrepli-
carse que es base de todos los organismos vivos conocidos. Dentro de ella se
encuentra un citoesqueleto responsable de darle forma y soporte interno, éste se
conforma de tres familias de protefnas: microfilamentos, filamentos intermedios
y microtibulos; cada una de ellas responsable de papeles diferentes. La familia
que le compete a este trabajo es la de los microtiibulos, cuyo acomodo geométrico
de los electretos que los componen, los proveen de un extremo positivo (general-
mente situado en la membrana celular) y otro negativo (generalmente situado
en el centrosoma). La tarea de éstos es determinar la posicién de los organe-
los y dirigir el transporte intracelular, para esta segunda puede uno imaginarse
a los microtibulos como carreteras por las cuales se transportan paquetes de
diferentes tipos de un sitio de la célula a otro. Las sustancias acarreadas varian
de entre vesiculas con agua y glucosa, hasta organelos como mitocondrias. Las
proteinas especializadas que llevan dichos cargamentos reciben el nombre de
motores moleculares, de las cuales las mds importantes son las kinesinas y las
dinefnas. Estas se mueven a lo largo de los microtibulos antes mencionados,
las kinesinas avanzando hacia el extremo positivo mientras que las dineinas lo
hacen hacia el extremo negativo.
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Figura 1. Estructura de una celula.

Los motores moleculares, debido a su tamano nanométrico, estdn bajo la
accion de las fluctuaciones aleatorias de la densidad de moléculas del medio, lo



cual produce efectos similares a los del movimiento browniano. Sin embargo,
debido a que las kinesinas y dinefnas se encuentran sujetas al microtibulo,
su locomocién no es de naturaleza puramente aleatoria, sino que tiene una
componente que los hace avanzar en una direccién definida. Es por eso que
es necesario introducir el concepto de movimiento browniano rectificado para
poder capturar la naturaleza de ese fenémeno.

Existe una variedad de fenémenos y modelos que hacen uso del movimiento
browniano rectificado. Por ejemplo, el trabajo de Charles S. Peskin et. al.[1],
donde estudian una particula que se mueve sobre una barra de longitud L, di-
vidida en N segmentos de longitud 0 cada una, que marcan posiciones donde
puede estacionarse la particula antes de avanzar, pero nunca retroceder debido
a una reaccion quimica que se lo impide. Consideran que la posicién del motor
molecular es una variable aleatoria y realizan una descripcién basada en un en-
semble estadistico. Introducen una densidad de sistemas ¢ (x,t) y proponen una
ecuacion de Fokker-Planck modificada para calcular la velocidad de la particula
y describir el movimiento de una bacteria llamada listeria monocytogenes.

Una de las aportaciones importantes durante la década de los 90s para la
comprensién del movimiento de las kinesinas fue la de K. Svoboda et. al.[2],
quienes estudiaron las fluctuaciones en el desplazamiento de una canica de SiO4
siendo tirada por una kinesina dentro de un medio saturado de adenosina tri-
fosfato (ATP). Encontraron que el movimiento de la kinesina es esencialmente
unidireccional, midieron la desviacién estdndar de las posiciones como funcién
del tiempo y plantearon que las fluctuaciones deberian seguir una distribucién
gaussiana. También asociaron el tamano reducido de la desviacién esténdar a
la presencia de dos o més procesos sucesivos con tasas de reaccién de magnitud
comparable que darfan lugar a un proceso bioquimico ciclico. Hacia finales de
la década, la precisién en la medicién de las posiciones se da junto con el manejo
de pinzas 6pticas para controlar el peso del cargamento que llevan las kinesinas.

J. Howard([3] en su trabajo encuentra que la kinesina avanza en lo que parecen
ser pasos de 8nm de longitud, ejerciendo una fuerza que llega a ser de 5pN
y, considerando la energia libre aportada por el proceso de hidrolizacién de
la ATP, concluye que la eficiencia del motor molecular podria ser del 50%.
Ademss propone que las dos cabezas que componen a la kinesina se mueven
en coordinacién ejecutando un movimiento rotatorio. Mds adelante K. Visscher
et. al[4] confirman el avance de J. Howard, miden la posicién en el transcurso
del tiempo, determinan el peso del cargamento portado por la kinesina en 6.5 +
0.1pN, encuentran la velocidad de avance en funcién de la concentracién en
micromoles de ATP presente en el fluido y muestran que la curva resultante es
ajustable a la ley de Michaelis y Menten, 1itil para describir reacciones quimicas
catalizadas por enzimas.

M. J. Schnitzer et. al.[5] corroboran los resultados anteriores y varian el
cargamento de la kinesina, grafican la velocidad contra diferentes pesos del
cargamento y concentraciones de ATP. Sin embargo, no son capaces de resolver
la disyuntiva sobre si la kinesina, al caminar, se mueve como un gusano que se
arrastra, i.e., una cabeza siempre al frente y otra detrds; o si se trata de un
bipedo en el que las cabezas alternan su movimiento, donde la cabeza activa



avanza y pasa la otra cabeza, similar a los humanos.

El problema del método de locomocién es, aparentemente, resuelto por Ah-
met Yildiz et. al.[6], quienes describen a la kinesina como un dimero que realiza
pasos de 17.3 + 3.3nm de modo tal que su centro de masa avanza a razén de
8.3nm cada paso. Y. Zhang|[7] actualiza los resultados anteriores y los extiende
al caso de la dinefna citopldsmica y de la miosina V.

En la primera parte de este trabajo se presenta el sistema bioldgico y el
enfoque que se le da como problema fisico, comenzando por estudiar el campo
eléctrico producido por un dipolo eléctrico, la energia de interaccién de dos
dipolos eléctricos, la energfa libre en la interaccién de pares de dipolos eléctricos
(energia libre de Helmholtz) la cual nos permite explicar la razén de que el
sistema de paqueteria falla cuando alguien sufre de fiebre, el célculo de la fuerza
eléctrica entre dos dipolos y una estimacién tedrica de la fuerza entre dipolos,
la energfa media, energfa libre y la entropia.

En la segunda parte se estudian los elementos de la teoria de procesos es-
tocdsticos necesarios: La ecuaciéon de Langevin y la ecuacién de Fokker-Planck
unidimensional. Es importante hacer notar que este trabajo se restringe a los
procesos con ruido blanco, ya que estos son facilmente manejables y resultan
ser suficientes para describir a la kinesina sometida a fuerzas brownianas.

En la tercera parte se presenta un modelo, que consiste en introducir un
potencial semiperiédico donde se mueve una particula que recibe paquetes de
carga que pueden hacerla avanzar del minimo en el que se encuentra al con-
tiguo. El estudio de los periodos de espera de la particula es original y es parte
de una explicacién tedrica de las observaciones experimentales que han hecho
cientificos en trabajos anteriores. Las gréficas de posicién contra tiempo que
se obtienen son escalonadas, donde en cada escalén se observan irregularidades
pequenas pero numerosas debido a las fuerzas brownianas que actian sobre la
kinesina. Este estudio podria ser de interés didédctico para estudiantes de nivel
licenciatura.

En la cuarta parte se construyen las tasas de transiciéon del modelo, se aplica
la ecuacién maestra para calcular la velocidad media y la desviacién estandar
del avance de la particula. El resultado de la velocidad media puede encontrarse
en la literatura, pero las razones fisicas y matemaéticas de la forma que presentan
no estdn del todo claras. Los resultados de la desviacién estdndar, la entropia
y la distribucién estacionaria no se encuentran en la literatura. Como se dijo
antes, las gréficas del modelo tedrico que se obtienen con las simulaciones son
escalonadas, presentando un parentesco cualitativo con las que se observan de
los resultados experimentales, pero el algoritmo actual no es suficiente para
realizar comparaciones cuantitativas.

En las conclusiones se hace un resumen de todos los resultados obtenidos
y se subraya cudles son novedosos. También es importante resaltar que en
las conclusiones se agrega un andlisis cuantitativo del trabajo recuperable a
diferentes temperaturas y se logra respaldar la afirmacién de que el sistema de
paqueteria comienza a fallar cuando alguien sufre de fiebre.



Capitulo II

El Sistema Biolégico y las
Magnitudes Mecanicas de la
Fisica Estadistica

1 Descripcién del problema general:

Esta seccién estd dedicada a presentar el sistema biol6gico. En el interior de
las células existe un armazoén de protefnas que provee soporte interno en las
células y les da forma, éste recibe el nombre de citoesqueleto. Estéd formado por
filamentos muy largos llamados microtibulos que también sirven como rieles por
los cuales se mueven diversas sustancias. Una de estas sustancias es la kinesina,
cuya funcién es la de transportar otras sustancias que no pueden diseminarse
por su gran tamano, a través de la célula.

Como se discutird en este trabajo, una sustancia flotando libre en el in-
terior de la célula se transportarfa con demasiada lentitud si estuviera sujeta
tdnicamente al movimiento browniano. En cambio, el papel de la kinesina es
proporcionar una traslacién lineal a lo largo de los microtibulos. Conocer los
detalles de cémo ocurre esto forman parte del objetivo de esta tesis.

Las kinesinas son proteinas que pueden considerarse como el servicio de
paqueteria dentro de la célula, transportdandose a través de esta a lo largo de
los filamentos llamados microtibulos y llevando diferentes tipos de cargamentos
(como vesiculas o mitocondrias). Pueden representarse como bipedos diminutos
formados por dos "patitas" con las que se anclan al microtibulo, estas entonces
se enrollan en forma de espiral para crear una "cola" con la que sujetan la
carga a transportar. Las patitas, o cabezas como se les llama usualmente en la
literatura, caminan dando pasos de 16nm por largos "cables" que se extienden
por varios cientos de nanémetros. A partir de estos datos, la mayoria de los
investigadores han llegado a la conclusién de que el cuerpo de la kinesina se
mueve, como un todo, en pasos de 8nm de largo.

Las cabezas de la kinesina miden aproximadamente 7.5x4.5x4.5nm, un tallo
tipico puede medir del orden de 45nm, mas un par de filamentos que alcanzan
cerca de 10nm y que sirven para sujetar las cargas.[§]
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Figura 2a. Diagrama de una kinesina

Figura 2b. Kinesina arrastrando cargamento.
Imagen tomada del video de Emmanuel Dumont, Kinesin
protein walking on microtubule, en linea en:
https://www.youtube.com/watch?v=y-uuk4Pr2i8



¢ Qué son las kinesinas?

Las kinesinas son una familia grande de protefnas motores asociadas a mi-
crotibulos que transportan varios tipos de cargamentos, incluyendo organelos,
complejos proteinicos, vesiculas, etc. Convierten energia quimica proporcionada
por la hidrolizacién de moléculas de adenosina trifosfato (ATP) en energia
mecdnica. Pueden ser agrupadas en 14 familias diferentes, clasificadas sobre
la base de distintos criterios de semejanza en la secuencia de aminoédcidos que
las forman (Ver V. Hariharan et. al. y referencias contenidas en su trabajo en
[9))-

Los miembros de esta familia varian en su forma y afinidad por cargamentos
especificos, pero la kinesina-1 (también llamada kinesina convencional) fue la
primera kinesina en descubrirse y la que ha sido mds estudiada. La estructura
de la molécula comprende dos cadenas enrolladas a las que cominmente se les
denomina "cadenas pesadas" y "cadenas ligeras". La cadena pesada estd for-
mada por un motor (cabeza) y uno de los filamentos que constituye el tallo, tiene
una masa aproximada de 120 kilodaltons (kDa)! a 130kDa. La cadena ligera
estd formada por una parte de la cola, la cual tiene un papel durante el enlace
con el cargamento, pero no son esenciales para la generacién de movimiento;
tiene una masa de 60kDa a 70kDa. Toda la molécula tiene en conjunto una
masa de entre 360kDa y 400k Da.[10]

El motor se subdivide en el motor central, el eslabén de enlace adyacente y
la regién del eslabén. Cada motor central estd formado por alrededor de 325
aminodcidos[10], tienen forma de punta de flecha con dimensiones aproximadas
de 7.5nm x 4.5nm x 4.5nm (ver F. Jon Kull et. al.[11]) y contiene dos centros de
unioén, uno para el microtibulo y otro donde se hidroliza el ATP y se convierte
en adenosina difosfato (ADP).

1Un dalton (Da), también llamado unidad de masa atémica (u), es igual a
1.660538921(73) x 10~27kg
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Las proteinas motores viajan en una direccién especifica, esto se debe a la
naturaleza polar de los microtibulos y que las cabezas se unen al microtibulo
en una orientacién. La mayoria de las kinesinas caminan hacia el lado positivo,
lo cual generalmente se traduce en el transporte de cargamento desde el centro
de la célula hacia la periferia, este es el caso de la kinesina convencional. Al
caminar, las cabezas se trasladan en pasos de 16nm, dando como resultado
un avance de 8nm de su centro de masa[l2], una de ellas siempre estd unida
al microtibulo[13]. La velocidad de traslacién de la kinesina-1 generalmente
se encuentra entre los 400nm/s y 900nm/s[14], aproximadamente, avanzando
alrededor de 100 pasos antes de separarse del microtibulo[15].

. De qué naturaleza es la interacciéon entre la cabeza de la kinesina y el



electreto?? Las fuerzas intermoleculares que ocurren en esta clase de fenémenos
fisicos suele ser presentada mediante el siguiente diagrama:

moléculas interactuantes o iones

|

no

¢ participan (hay iones si ¢hay presencia de
moléculas involucrados? moléculas y de
polares? iones?
no si si 10
¢participan
atomos de H,
N, O, 0 F?
no si
fuerzas de fuerzas entre Ligaduras fuerzas entre ligaduras
LOﬂdQﬂ pares de de H, como iones y dipolos i6nicas como
(son dipolos dipolos H:0, NH3 como Kbr NH;s y NHq
inducidos) y HF en H20

Figura 4. Tipos de interacciones.

La magnitud de las distintas interacciones se listan en la tabla siguiente:

Tipo de interaccién Alcance Energia (kJ/mol) Energia (kgT)

Covalente muy corto 100 — 900 40 — 360

Enlace de H muy corto 10 —40 4—-16

Carga-carga ~ % 503 200

Carga-dipolo ~ 7,% 97 39

Dipolo-dipolo ~ %3 19 7.5

van der Waals ~ %6 0.56-5 0.2-2
Tabla 1.

P. Xie y colaboradores[16], asi como Ciudad et. al.[17], afirman que se trata
de una interaccién coulombiana. En este trabajo sostenemos que esto no es posi-
ble por las razones siguientes: 1) Si bien los electretos pueden ser considerados
como pares de cargas eléctricas, la hipétesis de estos investigadores induce a la
idea de una ionizacién previa de las moléculas involucradas, lo cual complica la
descripcién y lleva a creer que podria tratarse de una interaccién carga-carga o
carga-dipolo. 2) Si asf fuera, la energfa proporcionada por la hidrolizacién de la
molécula de ATP serfa insuficiente para sacar a la particula del minimo de poten-
cial. Por lo tanto, proponemos que la cabeza de la kinesina no puede amarrarse
al microtibulo mediante alguna de las cuatro primeras opciones, porque en ese
caso los 22kgT de energia proporcionados por una molécula de ATP hidrolizada
no lograrfan despegar a la kinesina del microtibulo. En consecuencia, solamente
quedan las tltimas dos posibilidades.

2Un electreto es un material dieléctrico que presenta un momento dipolar eléctrico. Es
andlogo al imdn que genera campo magnético.



Nuestra propuesta tedrica es que la interaccion se realiza mediante pares de
dipolos inmersos en un bano térmico que produce fluctuaciones aleatorias en su
orientacién. En la siguiente seccién haremos ver que esta clase de interaccién,
que decae como %3, pasa a ser una interaccién que decae como %6 cuando es
promediada de acuerdo a un ensemble canénico. Para ese fin vamos a estudiar
la fuerza entre dos dipolos, la energia media, la energia libre y la entropia entre
dos dipolos eléctricos. Pondremos especial atencién en los resultados numéricos
que produce nuestro cdlculo.

. Qué es el microtibulo?

El armazon interno de la célula, el citoesqueleto, lo conforman tres familias
diferentes de proteinas, las cuales se juntan para formar tres tipos de filamentos
distintos con propiedades mecdnicas y roles biolégicos dependiendo del grupo
del que se trata:

1. Filamentos intermedios: Proveen resistencia mecénica.

2. Microtibulos: Determinan la posicién de los organelos® rodeados por
membranas y dirigen transporte intracelular.

3. Microfilamentos: Determinan la forma de la superficie celular y son nece-
sarios para la locomocion de toda la célula.

Estas estructuras se extienden con frecuencia de un extremo de la célula al
otro, abarcando decenas o cientos de micrémetros, sin embargo las proteinas
individuales del citoesqueleto generalmente son del tamano de unos cuantos
nanémetros. Son estas proteinas individuales, llamadas "subunidades", las que
se unen de extremo a extremo para formar protofilamentos y se asocian unos
con otros lateralmente, dando lugar asf a los polimeros antes mencionados.

En el caso de los microtiibulos, éstos son largos, rectos y huecos; tienen un
didmetro externo de 25nm y 12nm de didmetro interior. Son mads rigidos que los
microfilamentos, comtinmente tienen uno de sus extremos unido al centrosoma y
estdn formados por 13 protofilamentos. Las subunidades que lo conforman son
dimeros formados por una a-tubulina y una S-tubulina, proteinas compactas
que se mantienen unidas principalmente por enlaces longitudinales, los enlaces
laterales que unen los 13 protofilamentos son mé&s débiles en comparacion.

3Se denominan organelos (o también organulos, organelas, organoides o elementos celulares)
a las diferentes estructuras contenidas en el citoplasma de las células.
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Figura 5. Estructura de un microtubulo.

Cada subunidad de tubulinas es un dimero polar de 8nm de longitud, tienen
la propiedad de ser un electreto con carga negativa localizada hacia el monémero
«, por tanto la distribucién de carga en un microtibulo tiene la forma de
dipolos linealmente distribuidos y la misma polaridad que la de un dimero
de tubulina. El orden de las subunidades dentro de un microtibulo forman
una red ligeramente girada, esto produce un campo eléctrico periédico espe-
cial sobre la superficie del microtibulo en el sentido expresado por Y. Hui y
colaboradores [18], quienes escribieron un potencial electrostédtico que se ase-
mejaria, de acuerdo a su cédlculo numérico, a una fuerza de la forma siguiente:
F(z) = A[sen (3:z) + 1sen (*£z)], donde 0 < z < L. Esta expresién ha sido
utilizada frecuentemente para modelar el movimiento de motores moleculares.
Los autores hacen ver que un motor dipolar se moveria en direccién positiva
de acuerdo a una ecuacién de Langevin en la cual el término que contiene la
aceleracion es irrelevante. De aqui solamente tomaremos la idea de la existencia
de un potencial periédico, sin asignar ninguna rotacién y demostraremos que la
forma especifica del potencial no importa.

Figura 6. Campo electrico producido por dimeros formados por
a-tubulinas y S-tubulinas.

La figura 7a muestra cémo se conduce en el tiempo el desplazamiento de una
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particula browniana. Si comparamos con la figura 2 de Yildiz y colaboradores
[6], resulta que se hace necesario introducir un potencial como el siguiente:

U(z) = —Ayz + C} cos? (% (xz— 4)) , (1)

tal que se introduzcan minimos locales en los sitios donde se estaciona la kinesina,
durante unos instantes antes de dar el siguiente salto al minimo local contiguo.

] WWN M M\NWWMM
|

Posici

Z 4 [ g 10 12 14
Tiempo
Figura 7a. Movimiento de una particula
Browniana.

300 85+ 38nm

193247 nm

/] 33.5+32nm
@ 141+43nm »
: 16.8+3.8nm
b2y 12.8+1.9nm
Eil | ST 1302 420m
229+3.0nm

[ 20821

200 3
g J 17.0£2.7 nm
£ 18.7+3.2nm
5 150 v 314£28mm
-1 - 208£39nm -
2 & 138+44nm N 16.2+2.4nm
o 100] o 17.9£3.7nm 7 142+29nm 187+ 15nm

208+2.7mm ¥ 153:20mm
148+24nm

y  19.0+26nm
11.5£2.4nm

220+24nm
17.9+23nm

50

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Time (sec)

Figura 7b. Movimiento de una kinesina caminando sobre
un microtubulo.

La siguiente grafica muestra la conducta periédica con minimos cada 8
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unidades:

A

minimos en x=0.13535 +8n, n=0,1,2,...
V(x)

10

-

>

-5
-5

5 \/10 R/ - \\ x

Figura 8. Potencial periodico.

La constante C; proporciona la profundidad del potencial y debe reflejar la mag-
nitud del enlace entre la cabeza de la kinesina y el microtiibulo, de modo que
conviene medirla en miiltiplos de kgT. La constante A, introduce la asimetria
entre dos méximos consecutivos y es la fuerza que toma en cuenta el peso del
cargamento. Esta es la razén para medirla en piconewtons. Enseguida se mues-
tra una gréafica con C7 = 1y varios valores de A;.

A=0.1, rojo, A=0.05 verde, A=0.01 Azul
V()

/“x\ l.4j
\\ 1. 2:*
\ o

\ 1of
\ 0.8F
\ 0.6F A
\\ E / \
\ 0.4 r N\
L \
\\ 0.2 r \\\

N[
Lo e N N

Figura 9. Variaciones en la forma del potencial
periodico.
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En este modelo la kinesina se queda atrapada en un minimo del potencial y
al tiempo que transcurre en un valle se le llama periodo de espera. Més adelante
veremos que la forma especifica del potencial es importante tinicamente a través
de sus segundas derivadas.

2 Potencial producido por un dipolo eléctrico

En esta seccién se obtendrd la expresiéon para el potencial escalar producido por
un dipolo eléctrico que se encuentra sumido en un medio acuoso. Un dipolo
eléctrico es un arreglo de una carga positiva +¢ y una negativa —q separadas
una distancia 2a como se indica en la figura

Figura 10. Dipolo.

Se considera el caso en que r >> a.
El potencial eléctrico que generan estas dos cargas en un punto 7 es de la
q —q
O(r)=k| ===+ ==
=+ (i +
donde k = 4—71r5 y € =constante de permitividad del agua.
El inverso de la magnitud de ¥ — @ se puede trabajar como sigue

forma )

1 1

(P2 +a2—2a-7)
_ (e 2@\ 1 2T ~3
B r2 r2 Tor 72
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Haciendo n = 2ff se trabaja el factor derecho en la siguiente forma

Fy=-n)t =14 20 +0 ()

de donde resulta

=y

| | =
2

[2
=3 |
7 N
—
+
ﬁ‘m
[\v]

=
+
~__

Anédlogamente

B 1 —1
*m = kq(w 7t )

- |7+ d
kq a-r a-r
~ I+ ——-14+—7+
T T T

se obtiene

Haciendo ¥ = 7 y definiendo el momento dipolar eléctrico como p' = 2¢gd
resulta el potencial electrostatico producido por un dipolo eléctrico

L j7
D(r) ~ ——-
(7 4dre 12
3 Campo eléctrico producido por un dipolo eléc-
trico

En esta seccién calcularemos el campo electrostatico producido por un dipolo
eléctrico. El campo eléctrico correspondiente se calcula mediante la siguiente
expresion

E() = -V () =~V [f ()97

donde f(7) = §+ 7y g(7) = 4.
Necesitamos las siguientes identidades

Vi(fg) = (Vflg+f(Vg)

= . lr= /= 0

(F~V)r - ;[F—r(Fm)}

v(/Y E) — (,I v)§+(§ V)A‘
+/T><(V><§ +]§><(V><ff)



Al calcular hay que tener presente que p es un vector constante:

Vi@ = VEr)=0 V)r+@-V)p
+px (Vx7)+7x (VXD

el vector unitario tiene rotacional cero: V x 7 = 0, entonces

V@-r)=@-V)r

luego
— N — ~ 1 — AN AN
V)= V)r=_1[p-r{.7)
Ahora
Vg() = Vr 2=V (2*+y°+ z2)71
= —(2®+y*+ z2)72 (2333'\4— 2y7 + 22%)
vi+yj + 2k 7 P
B T v e
Reuniendo resultados
p-T L1 1
Vifg) = V<T2) :V(p~7")r—2+(p~7") <VTQ)
1., A r
= ;[p—T(P =+ @ 7) —273
PR e
o3 3 73
resulta
B= - 37 ()
T dwer3 P oriper

que es el campo eléctrico producido por un dipolo.
La fuerza eléctrica que produce un dipolo eléctrico sobre una carga @ es
1 Q

FeQi-— L Q@ spr
@ 4ge 3 [P = 3r (-7

4 Energia de interaccién de dos dipolos eléctri-
Cos

En esta seccion se calcula la energia de interaccién electrostética entre dos dipo-
los eléctricos que se encuentran fijos en sus respectivos puntos en el espacio.
Enseguida se aborda el caso mds general, en el cual el par de dipolos estdn
suspendidos en un fluido a temperatura T. Se obtiene la energia media del sis-
tema sobre la base de que éste puede describirse por medio de la estadistica de
Maxwell-Boltzmann.
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En los textos de teorfa electromagnética se demuestra que la energia de
interaccién de un dipolo con un campo externo Fe,; es

U= _ﬁ'Eezt

Si Eeyzt es producido por otro dipolo eléctrico, conviene numerarlos para
distinguirlos, sean p} y po los momentos dipolares de los dos dipolos. La energia
de interaccién entre ellos es

. 1 1
Uz 3 By e —y d 2 2z _gn (5
D2 ext P2 { dre ri”Q [Pl T12 (;01 7“12)]}

donde 715 es la distancia entre los dos dipolos y 712 es el vector unitario orientado
a lo largo de la recta que une a los dipolos:

1 1
— [ .7 _3 o >
dne 13, [p2 - P (P2 - T12) (P1 - T12)]

Dos dipolos eléctricos que se acercan tienden a alinearse como se indica en
la siguiente figura

Figura 11. Dipolos
alineados en el estado de
minima energia.

debido a que es la configuracién de minima energfa.

Cuando dos dipolos eléctricos se encuentran flotando en un fluido que se
encuentra a temperatura 7', ocurre que ambos son afectados por las fluctuaciones
térmicas del medio, lo cual produce oscilaciones aleatorias que sacan al par
de dipolos de la configuracién anterior. La siguiente figura indica la nueva
configuracién fisica

17



Figura 12. Dipolos ejecutando oscilaciones
termicas.

Se trata de un problema de fisica estadistica y para estudiarlo conviene
describir el sistema por medio de tres dngulos. Tomamos el eje Z del sistema
de coordenadas en el eje que une a los dos dipolos, 712 = k.

Para entenderlo consideremos dos dipolos eléctricos que son coplanares con
el plano XZ. En este caso bastan un par de dngulos medidos a partir de la
parte positiva del eje Z para describir la orientacién de cada uno, son 07 y 02

18



Figura 13. Dos dipolos
contenidos en el mismo
plano.

En este caso la expresién de cada dipolo es

P = p1 (/i\sené?l 1 % cos 91)
ﬁQ = P2 (/7,.\5677,02 + 7€\COS 02)

Si se aplica una rotacién por un dngulo azimutal ¢ al dipolo dos, se necesita
utilizar la matriz de rotacién correspondiente, esta es

cos¢p —seng 0
R=| sen¢ cos¢p O

0 0 1
y resulta
cos¢p —sengp 0 pasents senby cos ¢
Rpo=| senp cos¢p 0O 0 =po | senfysene
0 0 1 P2 cos O cos 0o

La siguiente figura indica la nueva orientacién

19



angulo dihedro

Figura 14. Dipolos
contenidos en planos
distintos.

Con estos angulos en los intervalos 0 < 61 <7, 0 <0, <7y 0< ¢ <27 es
suficiente para describir cualquier orientacién. Sustituyendo estas expresiones
para los dipolos en la ecuacion para la energia de interaccién entre dos dipolos
resulta

1 1
U = —— (0591 —3(p5 -7 S
4re 3y P2 P2 (P2 - T12) (P1 - T12)]
_ 11 m (?sengl + % cos 01) - D2 ( isenfz COS%;;;eneﬁenfﬁ‘F )
= 3 - 2
o — 3 (p2 cosO2) (p1 cos 1)
1
— 71’131)02 (senfysenfy cos ¢ + cos b7 cos O3 — 3 cos 01 cos s)
dme 19
simplificando
1
= 7% (senfysenbs cos ¢ — 2 cos 61 cos 03)
4dme 19,

En términos de la fisica estadistica, cada tercia de dngulos tiene asociada una
probabilidad de ocurrir. Si el fluido estd a temperatura ambiente, se aplica la
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estadistica de Maxwell-Boltzmann y la funcién de particién es

Q) = [ dne

donde 8 = kBLT y dS) = senb1dfsenbzdf2de.
La energia media de interaccién es

[dQUe=PY

W= Taaem

La integral no se puede calcular analiticamente cuando U es la energfa de inter-
accién dada arriba para los dos dipolos, pero se puede hacer una aproximacién
valida para muchos casos que se presentan a temperatura ambiente: SU < 1.
Entonces

e PV~ 1 - pU 4 = (BU)

El criterio consiste en tomar tinicamente la primera contribucién no trivial. El
denominador se trata diferente que el numerador

1 1 1
JdQe T pao[i-pu+ L suy +.| S

T ™ 27
/dQ :/ sen91d91/ senﬂgdﬂg/ d¢ = 8
0 0 0

El numerador se aproxima como

/ dQUe PV ~ / dQu {1 —BU + = (BU) }

= /dQU—ﬁ/dQU2+§/32/dQU3+

para razonar con base en la condicién SU < 1, multiplicando por % se tiene

/dQUe*ﬁU ~ %/dQ (BU - B2U% + %63U3 + )

y es evidente que la primera contribucién distinta de cero viene del término
cuadratico. Detallando cédlculos

& i 2 1 pip2 ( senbisends cos p—
/dQU = / sen91d61/ sen92d92/0 d¢{4’/T€ r?Q ( 200801 C0802 )}

1 pipo 2 senflsenfy cos p— \
T 4me T3y / d91/ d92/ 9 2 cos 01 cos O =0

donde
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Ademss

T T 2
1 pip2 [ senfisenfs cos p—
2 _
/dQU = /0 sen91d01/0 sen92d92/0 d¢{4ﬂ€ . ( 9 cos B 05 0

_ lem (1)’
3 \dnme 13,

La energfa de interacciéon promedio es

JdQUePU 5 [dQ(BU - B7U° +...)
[dQe=PU [ d

2
— 16z g2 (Lplpz) )
_ ( dme 1, 2 5( 1 plpz)

U) =

87 3" \4re 13,

Este es el término de Keesom para la interaccién dipolar eléctrica

)~ 2L (1 e’
T 3kpT \4me 13,

Esta es la interaccién cuya energia es del orden de 2kgT. Ver tabla 1.

5 Energia libre en la interaccion de pares de
dipolos eléctricos

En esta seccién se calcula la energia libre de Helmholtz y la entropia del sistema.
La expresién de la fisica estadistica para la energia libre es

F = féan = ;ln{/dQeBU}

F ~ ;m{ dQ(l—BUJr —p*U? + )}
_ 1 5
- Bln{ dQ B/UdQ+ B/UdQJr }
_ 1 2
= Bln{/dQ—&- ﬂ/UdQ—i— }
. l 2167T ip1p2
— ﬁln{8 (47&2 7“:132> Jr}
_ 4 B2 (1 pipe\’
o B { 3 4775 r§’2> te
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Conservando hasta el término cuadrético

8201 pipe\’
14+ 5 (=5

3 \4me 17,

ln(a—l-m):lna—i—g—FO(xg)

1 B[ 1 pipa\’
2 dmsr e (2
5{n7r+3 (4775 T3y

2
g g (1p1p2)

I5) 4me 7”%2

La energfa libre estd dada por la expresién

1
F~——In{8n
ﬁ {

aprovechando que

resulta

|
1

F = —%1n87r+ % (U)
El primer término es lineal en la temperatura, de donde resulta que cuando
esta crece se vuelve mas importante. En cambio el segundo va como el inverso
de la temperatura, de modo que la interaccién debida a los dipolos tiende a
debilitarse. Esto significa que si la temperatura en la célula crece, a la kinesina
le serd mds dificil sujetarse al microtibulo y el servicio de distribucién de la
célula falla.

En el apéndice intitulado: Célculo numérico de la energia de Helmholtz
proveniente de interacciones dipolo-dipolo, se presenta una gréfica de F (T)
respecto a temperaturas tipicas del cuerpo humano. Se calcula la disminucién
de esta energia cuando T crece en 1, 2 y 3 grados centigrados y se obtiene el
valor del trabajo recuperable AW a partir del sistema dipolo-dipolo inmerso
en un bano térmico (agua). Enseguida se muestra una tabla que compara AW
con la fluctuacion de la energia, (desviacion esténdar o) y se hace ver que
AW excede a la fluctuacién en al menos 2.74 veces el valor de o . A partir
de este resultado proponemos que es este exceso de trabajo recuperable el que
introduce inestabilidad en el sistema fisico y dana el funcionamiento del proceso
de acarreo de cargamentos de las kinesinas.

Se puede calcular la entropia aprovechando la relacién termodindmica: F' =

(U) — TS

1 1
(V) =TS = —ZInsr+5(U)
S = k31n87r+%(U>

De modo que hay una contribucién positiva a la entropia por parte de cada par
de dipolos.
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6 Caélculo de la fuerza eléctrica entre dos dipolos

En esta seccion se calcula la expresién analitica para la fuerza electrostédtica que
se ejercen entre si un par de dipolos eléctricos.

En la interaccién de la kinesina con el microtibulo la energia de interaccién
(U) es atractiva, mientras que el término proveniente de la entropia es repulsivo.

F=_vVU=-vV (—_ﬁ-E) :v(ﬁ.ﬁ)

con E el campo del otro dipolo
Entonces

1 1
\Y v{47T5TZ1)’2 [ps - p1 (p2 - 712) (P1 7“12)]}

. . . —
Centrando el sistema de referencia en el dipolo cuyas coordenadas son 77,
como se ve en la figura

2

X

Figura 15. Coordenadas colocadas en el dipolo 1.

La ecuacion para VU es:

vo-tlv (p2 ) CERIALE

haciendo f (r) = ps -7y g (r) = p1 - 7 queda como:

s (2

ahora haciendo A (r) = f (r) g (r =

H
N———
l_|

—~

=

~—
ﬁw‘ —_
| S
——



Calculando V [A (r) B ()]

V (AB) = (VA) B + A(VB)

Se necesita calcular VA

VA=V (fg)=(Vf)g+[(Vg)
Trabajando f

Vi=(ps - V)F+@T-V)ps +p2 x (VX7)+7x(VxDp3)

N ~
como p es un vector constante y V x 7 =0

Vi o= (2 V)7

Ahora trabajando g

1 PRSI
Vg=(pi-V)7=~[pi —7(pi - 7)]

Entonces VA queda como

VA = V(fo)= V(5P @)= - 5 - @ P 3 ) +
@7+ 7t~ 751 )
a5 = {15 -GG+ F -

Calculando VB
VB = Vr 3=V (:E2 +y? + 22)_%

~

0 -2 -0 _3
= i (@Yt +27) 2+38—y(x2+y2+z2) * 4

_3
2

~0
k& (@2 + ¢ + 22)

o~

3 _3 ~ 3 _5
- i{—2(x2+y2+z2) 22x}+j{—2(x2+y2+z2) 22y}—|—
~( 3 s
k{—2 (m2+y2+z2) 22,2}
3z~ 3y~ 3zo vityj+zk T T

= oo Zp=-3 = =—3—
T5 7’5 7’5 7‘5 7”'5 7”'5 7‘4
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Entonces A (VB) resulta

AwD) = @7 67 (35

Regresando a VU

L ] (B E A
VU = —(p3-p1 <—34 -3 + (p3 T);[pl—r( 1-7)) 73
4de T =N (= T
( T)(p1 -7 (*374)

Entonces la expresion para la fuerza electrostédtica entre un par de dipolos
es

1 3

F=-VU=—2
47r<€r4{

(p3 - p1) 7+ p3 (b1 - 7) +p1 (2 7) = 5 (b2 - 7) (p1 - 7) 7}

7 Estimacién tedrica de la energia media

En esta seccién se hace una estimacién tedrica de la energfa promedio de in-
teraccién entre dos dipolos inmersos en un bano térmico, tomando datos ex-
perimentales para los valores de los momentos dipolares y la separacién entre
los dipolos. Como se vio anteriormente, la energia promedio estd dada por la

expresién
2 1 (1 pipp)’
U)=——-—|— 2
) 3kpT (47r5 3, ) @

Para hacer una estimacién de (U) podemos suponer una temperatura T =
300°K, con dipolos dados por p = {1,1.5,2} x 1073°Cm y graficar las separa-
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ciones en .11nm < r15 < .3nm. Resulta la gréfica que sigue:

Azul p=1, Morado p=1.5, Marrén p=2
U kD

— r (angstroms)
. 2.0 2.5 3.0

-15

Figura 16. Curvas de la energia media de interaccion.

Una tabla que contribuye a comprender mejor las magnitudes involucradas se
anexa enseguida:

p=15x10%"Cm p=16x10Cm p=17%x102Cm p=18x10Cm p=1.9x%x1073Cm

r(107%m) (U en ksT (Uyen kgT (Uyen kgT (Uyen ksT (Uyen kgT
1 5.08629 6.5844 8.39135 10.5469 13.0934
1.5 0.446533 0.578054 0.73669 0.925932 1.14948
2 0.0794733 0.102881 0.131115 0.164796 0.204584
2.5 0.0208335 0.0269697 0.034371 0.0432003 0.0536304
3 0.00697708 0.0090321 0.0115108 0.0144677 0.0179607
3.5 0.0027669 0.00358186 0.00456482 0.00573744 0.00712267
4 0.00124177 0.00160752 0.00204867 0.00257494 0.00319662
4.5 0.000612529 0.000792942 0.00101055 0.00127014 0.0015768
5 0.000325523 0.000421402 0.000537047 0.000675004 0.000837974
Tabla 2

Usando los datos de Visscher et. al., el balance de energfa queda como
sigue: el trabajo realizado por una kinesina al dar un paso es de 12.56kgT
(1kgT ~ 4.14 x 10721J) y la energfa proporcionada por la molécula de ATP es
de 22kpT. Sise considera que la interaccion entre la kinesina y el microtibulo es
del tipo dipolo-dipolo, como hemos argumentado, se necesitan aproximadamente
2kpT para romper la unién entre la kinesina y el microtibulo, dejando 7.44kgT
que se disiparian en calor.
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En (kBT) %

Energia proporcionada por ATP 22 100

Trabajo realizado por kinesina 12.56 57.091

Energia para separar kinesina de microtibulo | 2 9.09

Disipacién de calor 7.44 33.818
Tabla 3

Haciendo una analogia con los diagramas usuales de V(r) vs. r en, por
ejemplo, la ionizacién del dtomo hidrogenoide, en la Figura 17 se tiene una
tendencia a cero a partir de valores negativos y una recta en U = —2 [kgT)] para
indicar la cantidad de energia requerida para separar una de las cabezas de la
kinesina del microtibulo, tal que la energia restante de la hidrolizacién del AT P
es utilizada para hacerla avanzar.

U (kT)

e e 0 0 0 L L p(angdroms)
15 2.0 25 3.0

Figura 17. Curva de energia media de interaccion y marca
para indicar la energia requerida para separar la kinesina
del microtubulo.

Hay un argumento que nos lleva a pensar que la Tabla 3 es realista: La
eficiencia del proceso es de 57.091%, lo cual va acorde con el dato mencionado
por S. M. Block[15] y también con el resultado experimental adelantado por J.
Howard [3] en 1996.
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Capitulo III
Herramientas de Procesos
Estocasticos

8 Ecuacién de Langevin

En esta seccion se estudia el enfoque de Langevin para el movimiento browniano,
serd ttil para comprender el origen de la fuerza aleatoria que sufre la kinesina.

Considérese una particula browniana con:

v = velocidad
m = masa
F = Fuerza actuante

F es una fuerza que se separa en dos componentes dependiendo de la velocidad

con la que varfan, es decir:

donde

F = Fuerza de variacién lenta
F = Fuerza de variacién rdpida o fluctuante

Entonces la segunda Ley de Newton se representa como sigue:

dv — ~
—=F+F
mdt +

Si F' es una fuerza de friccién amortiguante de la forma:

F=—av

se tiene que, para una particula esférica de radio a, la ley de Stokes da:

a = 6mna

donde 7 es un coeficiente que depende del medio.
Reescribiendo la ecuacién (3):

m:c:fa:'c+17'

Multiplicando (6) por
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mat = —axs + oF (7)

pero como ‘{;’”—f = xx + zx se tiene que mzrzr = m‘%"’” —mx , entonces (7) queda
€omo:
d (xx) ) . ~
M= —me = —art +aF (8)

Promediando (8)

m{ —a =m<x>—a<a:x>+<xF> 9)
Considerando que la equiparticién de la energia estd dada por:
1 -2 1

sustituyendo la ecuacién (10) en la ecuacién (9) se tiene

d <mx> ) ~
m—o = kBT—a<m:> + <mF> (11)
Se toma como hipétesis que = y F no estdn correlacionadas, es decir:
(xF) = (z) <ﬁ> =0
entonces (11) resulta ser:
d <x:r> '
m— + <mx> =kpgT (12)

Sea
z= <$x> (13)

multiplicando (12) por +

m

oy « kBT o
emlz 4+ —zem! = “em!
m m
d oy kBT @ ¢
_— {enL Z} = e‘m.
dt m

integrando respecto a ¢
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o 4/ t If T o 4/ t
ernt z | = iﬁ mt |
0 m « 0
resulta
o kBTm o
mlz(t)—2(0) = ———(em'—
em'z(t) —z(0) o (e )
o kgT o
() =2(0)e =t + % (1— et (15)
es decir
: , o kT a
= —mt L 227 (1 —emt
<xm> = <xm>oe + - (1—emt) (16)
B 2
pero como xx = %d( o ), la ecuacién (16) puede reescribirse de la siguiente
forma:
: 1d{x?
<a:x> = - < >0 =0
0 2 dt
1d(z?) kgT o
A i

Multiplicando por 2 e integrando respecto a t

(@)~ (22)y =220 [t 5 (50— )]

m

Con <x2>0 = 0 como condicién inicial

- (2?) = %jT [t - %e*%t + @}

. (18)

Para casos en que el valor del coeficiente de friccién viscosa es muy pequeno

la comparacién con la masa de la particula browniana produce la desigualdad:
Siy=2

vt <1 (19)

En ese caso

1
=1ttt g (y) 4]

Cuando el tiempo transcurrido es lo suficientemente largo, resulta
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<$2> N QkBT [t _ ﬁl n E _ 2]€BTt
o o o o o
o 2kgT
(2*) ~ ——t (20)

En particulas brownianas el desplazamiento medio es cero, pero el desplaza-
miento cuadrado promedio es lineal en el tiempo. Esto significa que la particula
sf se aleja del punto donde se encontraba al tiempo t = 0, pero lo hace de
acuerdo a la raiz cuadrada del tiempo transcurrido.

Para el caso de sustancias quimicas existentes en una célula, se trata de
un desplazamiento demasiado lento para las necesidades de esta. El problema
es resuelto mediante el acoplamiento de la kinesina con el microtibulo en una
forma que se estudiard méds adelante.

Por otra parte, la ecuacién (10) indica que una kinesina desacoplada de un
microtubulo estd sujeta a una fluctuacién de origen térmico que le imprime una
energia que se manifiesta como un movimiento aleatorio muy violento. Por lo
tanto, si la kinesina se amarra al microtiibulo, se debe a una energia necesaria-
mente superior. Esto puede resolverse si la energfa de interaccién dipolar es la
de Keesom.

El siguiente resultado fue obtenido primero por Einstein[19] y se demuestra
en el Apéndice II:

<x2> = 2Dt
kT

D === (21)

El resultado en la ecuacién (21) es llamado relacién de fluctuacién-disipacion.

9 Ecuacion Maestra en una dimensiéon

En esta seccién se obtiene la ecuacién maestra. Serd 1til para describir el
movimiento de la kinesina como si se tratara de una masa puntual que salta
de un valle a otro de un potencial que serd introducido més adelante. También
servird para obtener la ecuacién de Fokker-Planck (EFP) como caso particular
y finalmente la ecuacién de difusion, que es la que describe el movimiento brow-
niano. La EFP servird para introducir una ecuacién estocdstica que se usard
para simular numéricamente el movimiento de la kinesina. La ecuacién maestra
también servird para calcular la velocidad de la kinesina, su posicién media en
el microtibulo y la desviacién esténdar de dicha posicién.

Considérese un sistema formado por n elementos idénticos que pueden repro-
ducirse o desaparecer aleatoriamente con una tasa de reproduccién por unidad
de tiempo dada por g, y una tasa de desaparicién por unidad de tiempo dada
por 7,. Debido a que el nimero cambia al azar, es necesario recurrir a una
descripcién probabilista, por eso es necesario incorporar una probabilidad de
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que existan n elementos al tiempo t. En lo sucesivo, n serd llamada la variable
aleatoria.

;\ Y 4

ﬁn-z <’ n n+1 :if \>—

\/\/\/

I1+1

Figura 18. Diagrama de estados del sistema.

Sea P (n,t) la probabilidad de que ocurra la variable aleatoria n al tiempo ¢,
y sea I el intervalo de tiempo formado por todos los instantes que ocurren entre ¢
y t+At. Esdecir [t,t + At] = I. El objetivo es calcular la ecuacién que describe
la evolucion en el tiempo de la funcién P (n,t), para ese fin se considerardn tres
eventos que ocurren en el intervalo I. Cada uno de estos eventos estd compuesto
por dos eventos especificos.

Primer evento: Al tiempo ¢ la variable aleatoria estd en n — 1 y pasa a tomar
el valor n mientras transcurre I. La probabilidad de este evento es:

P(n—1,t) gn_1At

Segundo evento: Al tiempo ¢ la variable aleatoria toma el valor n+ 1y pasa
a tomar el valor n durante el intervalo I: La probabilidad de este evento es:

P(n+1,t)rn1At

Tercer evento: Al tiempo ¢ la variable aleatoria toma el valor n y se queda
alli durante el intervalo I. La probabilidad de este evento es:

P (n,t)[1— (gn +mn) At

La probabilidad de que la variable aleatoria tome el valor n al tiempo ¢+ At
se denota como P (n,t + At) y, por conservacién de esta, debe estar dada por
la suma de las tres probabilidades introducidas en el parrafo anterior. Resulta:

P(n,t+At) = P(n-—1,t)g,—1At
+P (’Il + 1at) Tn+1At +P (’I’L,t) [1 - (gn + Tn) At]

P (n - l,t) In—1

+P(n+1,t)rpe1 — P(n,t)gn — P (n,t)r, At

P(n,t+ At) — P(n,t) =
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Reacomodando

P (n,t+ At) — P (n,t)
At

= Pn—1Ltgn1+Pmn+1,t)rm
—P(n,t)gn — P (n,t)ry,

tomando el limite At — 0

OP (n,t)

5 =gn1P(n—1,t) — g, P (n,t) + rny1 P (n+ 1,t) — r, P (n,t)

Esta es la ecuacién que describe la evolucién temporal de P (n,t). Se le conoce
con el nombre de ecuacién maestra.

Una forma matemd&tica muy ttil para esta ecuacién maestra se obtiene si se
definen a los siguientes operadores:

enf(n)=f(n+1) elf(n)=f(n-1)

se les conoce como "operadores de paso":
Usando los operadores, la ecuaciéon maestra se reescribe como

P t
% = 5;1P (TL, t) gn — P (TL, t) gn +EnP (TL, t) T — P (na t) Tn
= [5;1 - 1] P(n,t)gn +[en — 1] P (n,t)ry

Cuando los valores de n son suficientemente grandes, sus cambios unidad por
unidad pueden ser aproximados como si se tratara de variables continuas. En
ese caso se puede seguir un procedimiento no riguroso que consiste en desarrollar
f (n £ 1) mediante serie de Taylor:

0 52
Pl D)= )= S+ gt g+
andlogamente
0 2
f(n—l):gglf(n):f_a%Jr%aTJ;J“

Este resultado sugiere aproximar los operadores de paso como sigue:

~ 2 419 “1~1_0 4108
5”_1+8n+ 2902 En ~1 67L+28n2

y entonces la ecuaciéon maestra se puede aproximar en la forma siguiente:

1 2
+ ] P(n,t)r, + [8 + = 4

OP (n,t) _lo 1 92 0
on  20n?

ot = |on 2o oo P g

34



y se obtiene la ecuacién de Fokker-Planck:

XD — O (1 = gu) P (0. 0] + 5 g [+ 0) P ()]

Los coeficientes que aparecen en las derivadas de primero y de segundo orden
se llaman, respectivamente, término de flujo:

An =0gn —Tn

y término de difusion:
Dn =0n+7Tn
Siendo asi la ecuacién de Fokker-Planck es

OP (n,t) _ 0AnP (n,t) n 182DnP (n,t)

ot on 2 on?

La ecuacion de difusion es el caso particular en el cual A, =0y D, toma
un valor independiente de n. Resulta

OP(n,t) D 0?P (n,t)

ot 2 On?

Son muchos los sistemas que se pueden estudiar mediante una variable aleatoria
n como la que se describe con la ecuaciéon maestra. Por ejemplo:

1. Una especie de bacterias que se reproducen y mueren in vitro, es decir, en
un recipiente de laboratorio.

2. El fenémeno de efusién de un gas. Consiste en el escape de un gas a
través de un orificio de anchura a, donde a < (d), siendo (d) la distancia
promedio que recorre una particula del gas antes de chocar con otra. Es el
caso de un globo que se desinfla lentamente porque las moléculas escapan
a través de los orificios microscépicos del material que forma al globo. En
este caso r, toma un valor finito pequeno y g, ~ 0.

3. El decaimiento de materiales radiactivos. El caso es matemadticamente
similar al de la efusidn.

Ejemplos de fenémeno difusivo con término de flujo igual a cero son:

1. La caminata aleatoria, en cuyo caso r,, = g,, debido a que la probabilidad
de que crezca n es igual a la probabilidad de que disminuya.[20]

2. El movimiento browniano que presentan particulas del tamano de micras
que flotan en liquido en estado de equilibrio a temperatura 7.

3. El recorrido de una kinesina a lo largo de un microtibulo. Este es el tema
que se trata enseguida.
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10 Discusion tedrica del modelo

En esta seccién explicamos por qué se utiliza la ecuacién de Fokker-Planck y
la ecuacién de Langevin como base para el modelo estadistico y mecdnico del
movimiento de la kinesina. Dada una variable estocdstica x (t) que satisface una
ecuacién de la forma matemética de la ecuacién de Langevin

dx

g =P @) Y (@)E) (22)

donde £ (t) es un proceso estocéstico estacionario de media cero, es posible
obtener una ecuacién de la forma

OP (z,t) O 12

T @ P @)+ 5 (W@ P (23)

donde P (z,t) es la probabilidad de que ocurra el valor z al tiempo t. A la
ecuacion (23) se le llama ecuacién de Fokker-Planck.

Las condiciones que debe cumplir el proceso estocastico £ (¢) han sido am-
pliamente discutidas en la literatura especializada. De acuerdo a N. G. van
Kampen[21], cuando el ruido cumple con la correlacién que define a un ruido
blanco

(E@BEX)) =rd(t—1) (24)

la ecuacion (23) es equivalente a una ecuacién de Fokker-Planck. En cambio, si
el ruido no es delta-correlacionado (ruido coloreado) el problema es mds com-
plicado; de modo que se necesita recurrir a otras alternativas planteadas por el
autor.

H. Graber et. al.[22] demuestran que si el ruido tiene correlacién con un
tiempo 7 finito de acuerdo a la ecuacién

B \t—t’\

Ewe) =" (25)

entonces x (t) es un proceso con memoria y no local en el tiempo y en el espacio.
Van Kampen logré encontrar una relacién entre ecuaciones con forma mate-
mdtica igual a la de la ecuacién (22), con ruidos cuya correlacién

EWEE) =k(t—t) (26)

se vuelve irrelevante para tiempo |7| > 7., donde 7. es un tiempo caracteristico
del sistema fisico que se describe. El procedimiento es técnicamente complicado
y vélido para una sola variable. Los detalles se pueden encontrar en el articulo
de van Kampen.

En sintesis, el problema es facil de manejar para ruidos que cumplen con la
ecuacién (24) y tales que ¥2 = D con D una constante de difusién.

El proceso inverso que consiste en obtener una ecuacién de la forma dada
en la ecuacién (22) a partir de otra de la forma dada en (23) no tiene solucién
tinica. Dicho de otra forma, si se conocen ¢ (r) (término de flujo) y D = W2
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(término de difusién), no se dispone de una solucién tal que dada la ecuacién
(23), exista s6lamente una ecuacién de la forma de (22). Para una dimensién se
obtiene ¥ = 4++v/D de modo que por razones fisicas uno puede escoger el signo
positivo. En cambio para sistemas con dos grados de libertad, descrito por una
variable vectorial @ = (x1,z3), se requiere imponer una condicién adicional que
ayude a determinar unfvocamente la matriz

D11 D2
D=
{Dm D22]

Cuando el sistema requiere tres variables escalares @ = (1, Z2,x3) se nece-
sitan tres condiciones adicionales. Y asi sucesivamente para varias variables
N > 3.

H. Risken concluye que sin relaciones adicionales, la ecuacién de Langevin
(la ecuacién (22)) no puede ser unfvocamente determinada a partir de conocer
el término de flujo, ¢ (z) y el término de difusion W2 (z) = D (x)[23].

Es una costumbre sin fundamentos asociar la ecuacién de Langevin con la
velocidad y tomarla como una generalizaciéon de la segunda ley de Newton al
caso de fuerzas estocdsticas actuando sobre la particula. Si bien el planteamiento
original de P. Langevin si fue ése, con el uso cotidiano de la ecuacién (22) al
modelado de diversos sistemas se entiende que z (t) puede ser cualquier otra
magnitud fisica adecuada para la descripcion fisica del sistema. En este sentido,
los experimentos con kinesinas moviéndose a lo largo de microtibulos brindan
mediciones de la posicién de la kinesina, de la velocidad media de esta y de la
fuerza que se les aplica in vitro para simular el cargamento que portan dentro
de las células vivas. Por lo tanto se toma la idea planteada por F. Jiilicher et.
al[24], quienes, para estudiar el movimiento de la kinesina, plantean el uso de
una ecuacién de la forma

dx oW (z)
—=———" 4 F(t 27
7 5, TE®) (27)
donde £ es una constante de fricciéon. La posibilidad de hacer esto es bien
explicada por R. Fox et. al.[25], quienes proponen inicialmente la ecuacion

d ~
JWE%:~4hanwff+P%ﬂ (28)
con v (t) la velocidad de la kinesina, la escriben como
M dv 1 1 ~
—_——— =V — F(t 29
e dt = U ek’ T omnBe” D) (29)

y demuestran que el término de la izquierda es extremadamente pequeno,
de modo que proponen la ecuacién reducida

dx

dt

Siguiendo esta misma linea de trabajo de estos autores, aqui se trabaja
una ecuacion similar a (30) pero cuidando de no trasladar idénticos todos los

=—c()+9g() (30)
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términos del movimiento browniano usual a nuestra ecuacién. En cambio, se
argumenta como debe ser la forma del potencial involucrado a partir de los
resultados empiricos disponibles.
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Capitulo IV
El modelo

11 Un modelo para la kinesina

En esta seccién se presenta el modelo mecédnico para describir el movimiento
de la kinesina como si se tratara de una masa puntual. Para ese fin se consid-
era un sistema fisico formado por un medio acuoso en equilibrio térmico y de
volumen V', similar al interior de una célula, donde flota un microtibulo, una
kinesina y una cantidad N4 de moléculas de adenosina trifosfato (ATP), ademds
de moléculas de adenosina difosfato (ADP). Estd plenamente caracterizado que
los organismos vivos disponen de procesos externos que inyectan energfa para
recuperar el nimero de moléculas de ATP a partir de las moléculas de ADP. Ini-
cialmente se estudia el movimiento de una kinesina a lo largo de un microtibulo
tomando como base los datos proporcionados por Yildiz et. al.[6] y se propone
un modelo que se basa en las siguientes hipétesis:

1. La kinesina se encuentra atada al microtiibulo y con posibilidad de avanzar
tnicamente cuando ocurre una transferencia de energia proveniente de la
hidrolizacién de una molécula de ATP.

2. La densidad, ng = %, de las moléculas de ATP que flotan en el volumen
V' es uniforme.

3. La accién de la molécula de ATP sobre la kinesina, para hacerla avanzar,
es un proceso complejo formado por p eventos que siguen un orden dic-
tado por la bioquimica del fenémeno, pero que presentan cierto grado de
aleatoriedad. Este serd llamado el proceso interno.

Entre los investigadores existe consenso en el sentido de que el avance de
la kinesina a lo largo del microtibulo ocurre por "saltos" y no mediante un
movimiento similar al de un gusano que se arrastra.

Considerando las condiciones planteadas en los tres puntos anteriores, puede
afirmarse que las diferentes influencias actuantes sobre el fenémeno se mantienen
constantes en el tiempo, de modo tal que, siguiendo a Feller[26], se trata de un
proceso homogéneo en el tiempo en el cual la interaccién de las moléculas de
ATP con una kinesina dan lugar a eventos aleatorios susceptibles de ser descritos
como una coleccién de procesos de Poisson que dictan cémo es el avance de la
kinesina a lo largo del microtiibulo.

Otro efecto a tomar en cuenta es el hecho de que la kinesina atada al mi-
crotubulo es sacudida por los cambios de densidad del agua, lo cual da lugar
a que el nimero de impactos por segundo de las moléculas de H2O sobre la
kinesina produzcan una fuerza browniana.

Para abordar esta parte del fenémeno puede plantearse, como hipdtesis ini-
cial, el modelado de la kinesina asociando su centro de masa a una particula
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que se encuentra bajo la accién de un ruido similar al browniano y sujeta a un
potencial que oscila periédicamente, m&ds un potencial que crece linealmente.
Este tltimo permite introducir la presencia de fuerzas externas que se pueden
ejercer sobre la kinesina por medios 6pticos[27][28][29][30]. A estas fuerzas se les
llama cargamentos en la literatura. Ademads, procede adelantar que los datos de
Yildiz et. al.[6] nos llevaran a admitir que un potencial con estas caracteristicas
puede ser ttil para interpretar, inicamente, la conducta del avance promedio
de la kinesina.

Para establecer la idea con mayor claridad, puede citarse el siguiente poten-
cial

U (x) = ax + ccos? (bx)

La funcién del potencial periédico es incluir la periodicidad de los dipo-
los eléctricos dispuestos en el microtibulo. La polaridad del mismo llevaria
a introducir un potencial con pendiente negativa para generar una fuerza que
contribuya al avance, pero la necesidad de modular la presencia del cargamento
jalado por la kinesina obliga a agregar un potencial lineal de pendiente positiva.

El objetivo bésico es introducir minimos locales en los sitios donde se esta-
ciona la kinesina por unos instantes antes de dar el siguiente salto a un minimo
local contiguo. A los intervalos en que la kinesina no da saltos largos se les
llama periodos de espera. Dos minimos locales consecutivos estdn separados por
una barrera de potencial, lo cual sugiere recurrir a un modelo muy usual: el
fenémeno de tunelaje a través de potenciales de barrera[31][32]

Esta particula puramente conceptual puede moverse de un minimo a otro
del potencial como consecuencia de una transferencia de energia a partir de
una molécula de ATP, tomando asi un movimiento preferente en una direccién
tal que se presenta la asimetria observada en los experimentos. Los resultados
de Yildiz et. al.[6] indican que las kinesinas alternan periodos de espera con
pasos cuya longitudes x son aleatorias, pero con promedio bien determinado
y desviacién estandar muy pequenia. Si denotamos la media como (z) y la
desviacién estdndar como o, sus cocientes son tales que

0.065 < @ < 0.32
Op

para el caso que los autores citados llaman: kinesina homodimero E215C.

12 Estudio de los periodos de espera

En esta seccién se obtiene un modelo teérico original para explicar los datos
de Yildiz et. al.[6] sobre periodos de espera. Este resultado es la base para
la simulacién numérica que se presenta més adelante. Los periodos de espera
medidos por Yildiz et. al.[6] presentan un histograma similar a una distribucién
Chi-cuadrado. Esto sugiere la existencia de un mecanismo interno que tiene
cierto grado de aleatoriedad y en el cual debe ocurrir, como resultado final, la
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transferencia de energia de una molécula de ATP a una kinesina, lo cual en
este modelo corresponde a un paso de un minimo de potencial a otro contiguo.
La probabilidad de una colisién de ATP con la kinesina se obtiene separando el
andlisis en lo que ocurre en dos intervalos que no se intersectan: [0,t]y (¢,¢ + dt).
Es como sigue:

Sea P (t) la probabilidad de que el choque no ocurra en el intervalo de tiempo
(0,¢). Claramente debe cumplirse que

P0) =
limP(t) = 0

t—o0

Sea w (t) la densidad de probabilidad de que ocurra un choque al tiempo t.
Esto significa que w (t) At es la probabilidad de que se presente la colisién en el
intervalo (¢,t + At), en tanto que

1—w(t) At

es la probabilidad de que no haya un choque en el intervalo (¢,t + At). Si los
eventos que ocurren en los intervalos (0,t) y (¢,t + At) son estadisticamente
independientes, entonces debe cumplirse la siguiente relacién:

P+ At)=P(t)[1 —w(t) At]
Desarrollando en serie el lado izquierdo:

dP (t)

P(t+ M) = P(t) + —

At + O (At?)
por lo tanto, a primer orden resulta
dP (t)

dt
cancelando términos, reacomodando y tomando el limite At — 0 se obtiene

P(t)+ At~ P(t)[1 —w(t) Al

dP (t)
dt

+w(@)P()=0
cuya solucién es

P(t) = P(0)e Jwt
tal que para el caso en que w es constante en el tiempo

P(t)=P(0)e "

Sea © (t) la probabilidad de que transcurran t segundos antes de que se
presente un suceso en el proceso bioquimico interno mencionado anteriormente.
Para determinar O (¢) recurrimos de nuevo a dos intervalos que no se intersectan:
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[0,¢] y (t,t+dt). El planteamiento es que el evento no ocurre en el intervalo
[0,t], pero si sucede en el intervalo (¢,t + At). Para eventos estadisticamente
independientes se cumple que

O(t)At=P(t)w(t) At

de modo que en el caso de w constante en el tiempo resulta

O(t) =P (0)we
Puesto que P (0) = 1, resulta

O (t) = we "

Para un intervalo diferencial de duracién AT se cumple que e 4T =1 —
wAT + ... de donde resulta

O () AT ~ [w (1l —wAT + .. )| AT ~ wAT + ...

Se llamaréd ézito al evento final del proceso interno que se manifiesta mediante
la transferencia de energia de la molécula de ATP a la kinesina y la hace avanzar
al minimo contiguo. Se denota como P;,; su probabilidad y para determinarla
se supone un intervalo de tiempo cuya duracién es de T' segundos y en el cual
ocurren 7 eventos del proceso interno, tal que los primeros r — 1 fracasan pero
el r-ésimo es un éxito. La probabilidad de que esto ocurra estd dada por el
producto de la probabilidad de que se presenten r — 1 eventos en [0, T:

P(r-1,T)
y la probabilidad de un éxito en el intervalo diferencial (T,T + AT) ~ wAT.
Resulta
P(r—1,7)0 (t) AT

Sobre la hipdtesis de que son eventos regidos por una distribucién de prob-
abilidad de Poisson, se tiene:

1
(r—1)

Si los eventos son estadisticamente independientes

P(r—1T) = (WT) e

e

Poi = P(r—1,T)0(t)AT

_ 1 r—1 —wT
P’Lnt = (T‘ — 1)' (WT) e ((A)AT 4+ .. )
Pint Y _pr-lewTAT

(r—1)!

que es la distribucién de probabilidad de Erlang de orden r.
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Yildiz et. al.[6] ofrecen la distribucién

g(T) = \?Te T

como resultado de su andlisis de datos. Comparando Pj,: y g(T) con A = w,
resulta r = 2, de modo que el proceso interno mencionado previamente consta

de dos pasos. El resultado numérico de estos autores es

A=1.14+0.03s"!

es decir, la kinesina ejecuta entre 1.11 y 1.17 pasos internos cada segundo. La

grafica es como sigue:

g(t)

0.4 7N

0.3

0.1

¥}
[
S
o “‘.“‘
N
-

1

Figura 19. Distribucion de Erlang de orden 2 y
media 1.14

12.1 Estudio de la longitud de los pasos de la kinesina

En el reporte de Yildiz et. al.[6], el movimiento de la kinesina alterna periodos
de espera con pasos cuya longitud media es (x), ~ 17.4nm % 3.2nm para el
caso de kinesinas tipo E215C. En cambio, de acuerdo a Fehr et. al.[29], los
pasos de la kinesina tienen un tamafo de (z) = 8.4nm + 0.08nm, en lugar
de lo reportado por Yildiz et. al. Charles Asbury[33] explica esta diferencia
afirmando que Ahmet Yildiz y colaboradores midieron el paso de una de las
cabezas de la kinesina, mientras que Fehr et. al. midieron el avance de la cola
de la kinesina. En consecuencia, el movimiento paso a paso de esta da lugar a
que, siendo pasos de “8nm, una de las cabezas se desplaza ~16nm/[34].

En consecuencia se plantea que la posiciéon x de la kinesina en el microtibulo

estd dada por la expresién
z=(x)+n
donde 7 es una variable aleatoria tal que su media y su desviacién estdndar estd

dada por
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(n) =0, 03,29

Como ya se adelantd, se propone entonces un potencial de la forma

U(z) =ax+V(x)

tal que V (z) =V (z + L), con L = (z). Siendo asi, las posiciones medias de la
kinesina estdn discretizadas como:

wkaL

donde k£ =1,2,..., knax, donde ky.x marca el extremo del microtibulo.

Aplicando el teorema de limite central, se postula que durante los periodos
de espera la posicién de la particula se distribuye en torno a zj de acuerdo a
una distribucién gaussiana

Considerando los datos de Fehr et. al.[29] resulta que § ~ 0.08nm, de modo
que resulta la siguiente gréfica

Figura 20. Distribucion gaussiana con media 8 y
desviacion estandar 0.08

El ajuste de una distribucién gaussiana es equivalente a postular que durante
el intervalo de tiempo en que la cabeza de la kinesina se encuentra amarrada
al microtibulo en un punto zj es tal que se registra una fluctuacién aleatoria
como las presentadas en cada escalén de la Figura 7b. Este movimiento al azar
es descrito mediante una probabilidad P.. () que satisface una ecuacién de
Fokker-Planck que serd estacionaria durante el intervalo ya mencionado.

22101 =zi) Pest ()] | D 9 [Pest ()]

0=- on 2 on?
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donde A y D son constantes. Su solucién es

A A(n—ap)?
Pesi () = Ee b

Comparando resulta

A=1, D =26
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Capitulo V
Implicaciones del Modelo

13 Avance sin retroceso

En esta seccién se discute la forma matematica de las tasas de transicién en-
tre minimos consecutivos del potencial y se establece la desigualdad que se debe
cumplir entre las energias involucradas. A partir de las observaciones experimen-
tales se ha determinado que la kinesina no realiza retrocesos, por el contrario, se
trata de un movimiento tipo caminata muy sincronizado[34]. En consecuencia,
el potencial U (z) cumple tunicamente dos papeles:

a) Permitir la introduccién de una fuerza de carga.

b) Facilitar la ubicacién de puntos fijos donde ocurre el periodo de espera.

Si U (x) es aproximado mediante pardbolas respectivas en torno a x = a y
x = b, de acuerdo a la teorfa de Kramers, la tasa de escape hacia atrds (tunelaje)
estd dada por la expresién[35]:

_U®)-U(a)
Kese = 2mDade D

donde x = a es un minimo local y x = b es el médximo inmediato anterior.

Siguiendo a R. D. Astrumin[36], la probabilidad de avance, Pg, y la proba-
bilidad de retroceso, Pg, estan relacionadas como sigue

Pr _ Mt
Pr
donde Wg es el trabajo externo total hecho para mover hacia adelante a la

particula.
En este modelo

_Aau
r = PR = Kese = 2mDade™ D

con AU = U (b) — U (a). Sustituyendo

Wp-AU AU
Pr =e *8T 2wDade” D

y haciendo D = kgT resulta

Wg —2AU

Pr =2nkgTade *BT
Para reflejar que el resultado experimental no registra retrocesos se necesita

que en la teorfa se cumpla la siguiente desigualdad:

Pr
—_ 1
P

En consecuencia
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Wg—AU

e kpT >> 1

Tomando logaritmo se obtiene la siguiente condicién:

Wr > AU

La energia Wr de la desigualdad anterior es la mencionada por Martin
Bier[37] como la energfa de hidrolizacién del ATP. En sus palabras: "Bajo condi-
ciones fisiolégicas esta hidrolizacién libera alrededor de 22kgT de energia...". En
electronvolts (eV) es Wr = 22kpT = 0.56874eV

La teoria de Kramers para las tasas de transicién se basa en aproximar los
potenciales mediante parabolas en torno a sus méaximos y sus minimos, por esa
razon la forma especifica de la parte periédica del potencial es irrelevante. En los
iltimos cuatro anos se ha empezado a medir las propiedades eldsticas de diversas
partes de la kinesina que, se piensa, deben influir en su desplazamiento. Si esto
se corrobora, obligard a seleccionar una forma especifica para el potencial.

14 La densidad de ATP y la velocidad de la ki-
nesina

En esta seccién se construye la tasa de transicién hacia adelante de la kinesina.
De acuerdo a Schnitzer et. al.[38] la velocidad de la kinesina a lo largo del
microtubulo estd en funcién de la concentracion de ATP de acuerdo a la siguiente
grafica

a T T T T T
1,000 b .
7100 & i
2] = E
e E E
£

g; -

3 10k e
° E e 1.05pN 3
E o 3.59pN

& 5.63pN
1k 4
1 10 100 1,000 10,000

ATP concentration (uM)

Figura 21. Grafica de concentracion de ATP contra
velocidad de desplazamiento de la kinesina.

Esto indica que debemos incluir un factor f(n4) donde na es la concen-
tracién de ATP y f es una funcién de forma sigmoide, tal que

47



lim f (TLA) = fmax

nap—0o0

con fmax un valor donde n 4 ya no impacta sobre la velocidad de la kinesina
Entonces

f (TLA) = Umaxh (TLA)
tal que

lm vmaxh (na) =1
n.A—00

Entonces la probabilidad de transicién hacia adelante serd

Wg—24aU
9 = Vmaxh (na) Pr = 2rkpTade” *87  vpaxh (na)

Schnitzer et. al.[38] proponen la siguiente forma para h (n4)

na

na+ Ky

donde K, recibe el nombre de constante de Michaelis-Menten.
La expresion completa es

h(na) =

—2AU

Wp=2aU n
g =2rwkgTade F*sT max_A

na+ Ky

Para concentraciones muy pequenias se puede hacer la aproximacion

2 3
A nA na n
A M () +(A> .
na + Ky Ky Ky Ky
14.1 Promedio de la velocidad y desviacion estandar de la
posicién
Para aplicar la teoria de procesos de un paso se propone una discretizacién de

la posicién z de la kinesina en el microtiibulo basandose en que las posiciones
medias de la kinesina se pueden escribir como:

T = ML

donde m =1,2,..., Mmax, CON Myax marcando el extremo del microtibulo.
En lo sucesivo nuestro estado fisico serd el nimero natural m, al cual se le asocia
la probabilidad P (m,t) de que la particula esté en m al tiempo ¢. La ecuacién
maestra es

AP (m,t)
ot

de donde resulta que

= (e~ 1) gmP (m,t) + (€ — 1) 7 P (m, t)
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T <gm *Tm>

dt
Para el segundo momento tenemos
d{m?
<dt > = <gm + Tm> -2 <m (gm - rm))

Derivando la siguiente expresién

2 — gy {0

= 2(m) {{gm —Tm)}
= 2(m) (gm) — 2(m) (1)

d (m)”
dt

= 2

3

Restando

- = {gm +7rm) — 2(MGm, — Mmrp)
=2(m) {gm) + 2 {m) (rm)

con 0% = (m?) — (m)? reacomodamos

do?

= (9m Hrm) = 2((mgm —mrim) + () {gm) = (m) {rm))

En sintesis, es suficiente con las tasas de transicién hacia adelante y hacia
atras
WE=2AU g . ng _ AU
g = 2rkgTade  *5T —2 2 r = 2rkgTade *BT
na+ Ky

En consecuencia la velocidad media es

=2 g2V
Y dt dt
Wg—2AU
v = L QWkBTadeIZTM_QWkBTa(sw—%
nA"‘KM
_ AU Wgp—AU UmaxT A
= 2mkgTadle *BT fpr— YmaxP4 4
' rreene <e ’ na+ Ky >

Igual que en el caso del movimiento browniano, la varianza crece en forma
lineal con el tiempo. En este caso g y 7 no dependen de la posicién de la kinesina
en el microtibulo, es decir, son independientes de m, por tanto

(mgm) = (m) (gm) » (mrm) = (m) (rm)
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En esta situacién particular

do?
o (Gm + Tm)

de donde resulta

AU Wgp—AU
o’ (t) = | 2nkpTadLe *5Te Fpr— Ymaxl'A )y
na+ Ky
Esta es la razén por la cual es aplicable la aproximacién de Fokker-Planck,
no rigurosa, que se obtuvo anteriormente

oP(mt)  Ol(rm = gm) P (m,t)] 10?[(rm + gm) P (m, t)]

ot om 2 om?
con término de flujo dado como:

Am:gm_'rm

y de difusién dado por:

Dm:gm+rm

A partir de estas expresiones se obtienen los resultados encontrados antes
para la velocidad y la desviacion estandar.

15 Distribucién de probabilidad estacionaria y
entropia de un ensemble
Se finaliza la descripcién tedrica del movimiento de la kinesina presentando una

expresién para la aportacién de esta a la entropia de un ensemble de ellos. La
distribucién de probabilidad estacionaria satisface la ecuacion

0= (5_1 —1) gmPs (m) + (€ = 1) ryy, Py (m)

de la forma

Ps (m) _ PQgOgl o dm—1
/]"17‘2 PR /]"m

con Py una constante de normalizacién tal que

Mmax

ZPs(m):l

m=0

Mmax

P
7’1’)"2...’]"‘m
m=0

P, (m) = P20 (91) (92) (9m1>
T'm 1 T2 Tm—1

50




Es este caso g y » no dependen de m, de modo que

P (m) = Po (g)m

con
Wp—2AU
kpT AU
9 _ 2rkgTade T
r 2nkpgTode” *BT
resulta

mAU

P, (m) = Ppe” *5T

Un ensemble de sistemas fisicos en equilibrio tendrd una entropia definida
como

S = —kpT (In (P, (m)))

S = —kpT <1n (Poe_r’?TAg>>

Si hay N kinesinas en una célula, la entropia de este conjunto estadistico
serd

Sy = —=NkpT (In Pye~"P2Y)

16 Simulacién por computadora

Para describir la posicién de la kinesina respecto al tiempo en la simulacién, se
parte de la ecuacion % = —c (t) + g (t), donde g (t) = v (t) £ (t). Entonces (30)
toma la forma:

G URE 0130 (31)

con ¢ (t) el término de flujo, ¢ (¢) la raiz del término de difusién y £ (¢) el
ruido blanco que le proporciona su comportamiento aleatorio. Reescribiendo
(31) se obtiene:

de=—c(t)dt+ ¢ (t)E () dt (32)
Por otro lado se tiene que dw = w (t) dt es la forma diferencial del proceso de

Wiener?, con w () la derivada generalizada. Si se considera que w (t) = £ (t),

entonces se tiene que la ecuacién (32) queda como:

de = —c(t)dt + (t) dw (33)

4El proceso de Wiener es un movimiento Browniano con coeficiente de difusién 1.
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La ecuacién diferencial (33) puede aproximarse mediante diferencias finitas:

Az = —c(t)At+(f) Aw (34)
Tppr —xk = —c(t) (tep1 — ) + ¥ () (W1 — wy)
Tpy1 = Tp—c(t) (e — ) T () E®) (Wrp1 —wr—1)  (35)

La ecuacién (35) puede ser resuelta usando el método de Euler-Maruyama. Las
siguientes gréaficas, similares a las obtenidas experimentalmente por Yildiz. et
al. (figura 7b)[6], se obtuvieron de la simulacién.

Cada linea irregular es horizontal e indica que la kinesina estd atrapada
en un valle. Durante ese intervalo esta no avanza y logra hacerlo solamente
cuando ha transcurrido el tiempo necesario para que una molécula de ATP le
proporcione la energfa necesaria para pasar al valle que sigue. El movimiento
browniano es rectificado por la presencia del potencial. Mientras se encuentra en
un valle, la kinesina ejecuta un movimiento azaroso regido por una distribucién
gaussiana estacionaria pero las oscilaciones aleatorias no son suficientes para que
la kinesina escape del valle de potencial. Cuando ha transcurrido un periodo
de espera generado de acuerdo a la distribucién de Erlang, ocurre un salto al
siguiente valle.

distancia recorrida

w [

20 25 30 3

No. de pasos

e
LA

10

w b

Figura 22. Primera simulacion. Varios escalones y dos
periodos de espera de un paso.
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Figura 23. Segunda simulacion. Escalones y periodos de espera
de un paso.
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Figura 24. Tercera simulacion. Escalones y periodos de espera
de un solo paso.
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Figura 25. Cuarta simulacion. Aparecen periodos de espera de
longitud aleatoria.
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Figura 26. Quinta simulacion. Los escalones tienen apariencia
similar a los resultados experimentales mostrados en la figura 7b.
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Capitulo VI
Conclusiones

En este trabajo se desarrolla un estudio mecdnico y fisico estadistico del movimiento
de una kinesina a lo largo de un microtibulo que actia como un riel que guia
el movimiento. Se plantean argumentos que llevan a concluir que la interaccién
de esta con el microtibulo se realiza por medio de pares de dipolos eléctricos.
Se obtiene la energfa correspondiente y encontramos que hay coincidencia cuan-
titativa con las tablas conocidas de interaccién entre moléculas. El cédlculo de
la eficiencia de la kinesina para transformar en trabajo la energia proveniente
de la hidrolizacién de la ATP es del mismo orden que la estimada experimen-
talmente. Hemos calculado la energia libre de Helmholtz y el anilisis de los
cambios de esta indica que, aun tomando en cuenta diferentes mecanismos que
el organismo utiliza para reestablecer la homeostasis®, las células de una per-
sona enferma de fiebre sufren alteraciones importantes en la energia recuperable
para realizar trabajo. Esto permite explicar por qué el sistema de paqueteria
de cada célula empieza a fallar cuando la temperatura corporal aumenta uno o
dos grados centigrados.

Para modelar el movimiento de la kinesina se considera a esta como una
masa puntual que se encuentra bajo la accién de un potencial asimétrico casi
periédico, tal que convergen tres acciones distintas sobre la masa: el ruido
browniano debido a que la carga de la kinesina estd inmersa en un fluido, la
interaccién dipolar mencionada en el pdrrafo anterior y la energia proveniente
de la hidrolizacién de la molécula de ATP. Se demostré que el modelo puede
descansar en una ecuaciéon de Fokker-Planck en la que la difusion es estacionaria
y el término de flujo proviene de la fuerza derivada a partir del potencial ya
mencionado. Las tasas de transicién entre dos valles contiguos de dicho potencial
fueron construidos mediante un argumento conceptualmente limpio desde el
punto de vista de la fisica. Dichas tasas son conocidas en la literatura, pero
hasta donde nuestro conocimiento alcanza, es la primera vez que se realiza una
argumentacion libre de confusiones tedricas.

Otro conjunto de resultados novedosos son la obtencién de la ecuacién maes-
tra que describe la probabilidad de que la kinesina esté en el n-ésimo valle al
tiempo t, ademds, se encontré la solucién estacionaria de esa ecuacién, lo cual
permite calcular, en principio, todas las propiedades estadisticas de un ensemble
de sistemas fisicos kinesina-riel, por ejemplo, la velocidad media de la kinesina
y la entropfia asociada a su traslacién a lo largo del microtiibulo.

Cada vez que la kinesina da un paso, se queda entrampada en una posicién
determinada durante un intervalo de tiempo cuya duracién ha sido estudiada ex-
perimentalmente, pero lo novedoso en este trabajo es que fue posible demostrar
que los histogramas obtenidos por los investigadores corresponden a un sistema

5Es una propiedad de los organismos vivos que consiste en su capacidad de mantener una
condicién interna estable compensando los cambios en su entorno mediante el intercambio
regulado de materia y energfa con el exterior.
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estadistico similar a los periodos de espera de los automovilistas que hacen fila
en la caseta de una autopista.

Los resultados anteriores permiten llevar a cabo una simulaciéon en computa-
dora de la masa puntual que representa el centro de masa de la kinesina. Los
resultados obtenidos hasta ahora muestran que las graficas resultantes son sim-
ilares a las experimentales y se puede afirmar que existe acuerdo cualitativo con
los resultados experimentales, sin embargo, el algoritmo que tenemos disponible
hasta ahora no ayuda a realizar comparaciones cuantitativas entre la velocidad
media ofrecida por el modelo y la que se ha medido en los experimentos.
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Capitulo VII
Apéndices

17 I

17.1 Caélculo numérico de la energia libre de Helmholtz
proveniente de interacciones dipolo-dipolo

En la quinta seccién, y anteriormente en este capitulo, se mencioné que el sis-
tema de paqueteria intracelular falla cuando la temperatura aumenta, pero alli
no se hizo un anélisis cuantitativo del trabajo recuperable dentro de la célula
a temperaturas normales y a temperaturas elevadas. Tampoco se explicé cémo
ésto afecta al sistema. Se hard ahora para respaldar la afirmacién anterior.

Sea

con

b
F(T)=—al — =
(1) = ~aT — -
a = kpln8rw
, ()
3kp
o = L pip2

3
Amereg Ty

Tomando p; = pz = p = 0.7 x 1073%A-ms, gy = 8.854187817 x 10" 12F-m~!,
e, =17Ty7r15=0.5x10""m

a =

/
a =

b =

kpln8r = 4.4515 x 10*23%

L pipe
drerey T3

()
3kp

=1.9905 x 10723

=9.5657 x 107 %#J.K

Entonces F (T') queda como

F(T)=—(4.4515x107**)T

~9.5657 x 10724
T

Calculandor valores de F (T) a distintos valores de T

T

F(T) [Joules] F(T) [ue]

309.5
310.5
311.5
312.5

—1.37841 x 10~2Y  —3.32955
—1.38286 x 10720 —3.3403

—1.38731 x 1072  —3.35105
—1.39176 x 10720 —3.36181

Tabla 4
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donde ue = kT

Los cambios de energfa de Helmholtz entre una temperatura inicial 7; y una

temperatura final Ty se denotan

AF = F(Iy) - F(T))

Se puede calcular diferentes valores de AF con T; = 309.65 °K = 36.5 °C e

incrementos de Ty de un grado

T °C Ty °K AT AF (ue) W (ue)
Temperatura normal 36.5 309.65 0 0 0
Fiebre ligera 37.5 310.65 1 —0.0107526  0.0107526
Fiebre alta 38.5 311.65 2 —0.0215051 0.0215051
Fiebre muy alta 39.5 312.65 3 —0.0322577  0.0322577
Tabla 5

Considerando que la fluctuacién (desviacion estdndar) de la energfa es

op = 3.9237 x 10 3ue

puede compararse el trabajo recuperado con la fluctuacion

AT AW AW 100
(o8 5] OR
0 0 0
1 2.7404 274%
2 5.4808 548%
3 8.2212 822%
Tabla 6
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T

Figura 27. Cambios en la energia de Helmholtz debido a incrementos en la
temperatura.

17.2 Trabajo recuperado a partir de la interaccién dipolo-
dipolo

El valor absoluto de F'(T') no debe ser fuente de preocupacién, lo importante
son los cambios AF relacionados con el trabajo realizable como sigue.

AF = —-AW

Por lo tanto, hay una diferencia entre dos casos: 1) una célula a temperatura
de 36.5°C y 2) una célula a 37.5°C. Los procesos isotérmicos que ocurren
en el segundo caso son tales que una kinesina cuenta con AW = —AF =
0.0107526ue de trabajo recuperable que se anade a la energia proporcionada
por la hidrolizacién de la molécula de ATP. Si se considera un tercer caso, en
el que una célula se encuentra a 38.5°C, resulta que el trabajo extra es AW =
0.0215051ue. M4s atin, si se trata de una célula en el organismo de una persona
con fiebre muy alta, con 39.5°C' de temperatura, existe AW = 0.0322577ue.

Si se compara el trabajo recuperado con el valor de las fluctuaciones de la
energfa promedio, se tiene que para el caso de solamente un grado mayor de
temperatura, el trabajo recuperado es casi el triple de las fluctuaciones, lo cual
debe introducir inestabilidad en el proceso de traslado de la kinesina a lo largo
del microtibulo
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17.3 Interpretacién del efecto fisico sobre la kinesina

Para explicar el punto de la subseccién anterior es de utilidad hacer una analogia
con el dtomo de hidrégeno:

Un electrén puede ser atrapado por un protén si su energia es inferior a 13.6
electronvolts, pero en un gas muy caliente, como en la corona del Sol que se
encuentra 5 x 109 K, la energfa cinética de los electrones es del orden de

e = kpT = (8617385 x 107°eVK™") (5 x 10°K)
= 430.87eV

lo cual da lugar a que no existan dtomos de hidrégeno formados en la corona so-
lar. En cambio, en el interior de un horno de fundicién industrial a temperatura
de T =103C = 1.3 % 103K la energfa cinética de un electrén es de solamente

e = kpT = (8617385 x 10°eVK™") (1.3 x 10°K)
= 0.112eV
de modo que puede ser atrapado por un protén y formar un dtomo de hidrégeno.
Basados en esta analogia, se propone que el aumento de la temperatura de

la célula produce un exceso de trabajo recuperable que dana el funcionamiento
de su sistema de paqueteria.
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18 1II
A partir de la ecuacién de Fokker-Planck

OP (z,t) __0[A(z) P(z,1)]  0?[D () P (x,1)]

ot oz Ox?

se puede obtener la ecuacién de evolucién de cualquier magnitud fisica f (x)
definida en el intervalo I dado por todas las x tales que a < z < b donde

P(a,t)=P(bt)=0 (36)

lo cual indica que la particula, o punto estado, solamente puede estar en el
intervalo I.
Multiplicando por f (z) e integrando en I resulta

/ Flo 8P xt / flo (x t)]dx—l— (37)
2
/ f(x) aal 61:2 (=, )]dx (38)

Analizando término por término, el del lado izquierdo:

aP (2,1) d(f (z))
/ F@) =5 dt/ A bde = =0 (39)

Para estudiar el primero del lado derecho se integra una vez por partes

Pty _ [ (@) A@) P ()], -
/f T T _{ f‘“”f‘”AmP(w,t)dw} "

a

_ 5f()
_/a L0 Aw) P (w,1) d

(T a@) (a)

Para el segundo término del lado derecho se integra dos veces por partes, con
la primera derivada haciéndose cero en los extremos, y resulta:

b 2 x x °f (x
[ 1@ Dl ’t)]d$=<agx(2 )D(‘””)> )

Sustituyendo estas expresiones en (37) resulta la ecuacién de evolucién de

T w0 () e

Ejemplos importantes son:

fla)=x
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En este caso a(2)
S = A) (44)

Por esta razon al coeficiente A (z) se le llama término de flujo. Es la rapidez
promedio con la que cambia la magnitud x.
Otro ejemplo es

f () =2?

Ahora resulta
d <m2>
dt
Un ejemplo importante es la evolucién temporal de la varianza

o® (t) = (%) (t) = (@) (1) (46)

Derivando respecto al tiempo

= (2zA (x)) + (2D (2)) (45)

do?  d(x?) d ()
W a (0
Sustituyendo (44) y (45) en (47) se obtiene
o2
ddT = (224 (z)) + (2D (z)) — 2 (z) (A (x))
reacomodando
O~ 2((pA @) ~ (a) (A @) +2(D (a) (48)

Para el caso particular en que A (z) =0y D (z) = D constante, se obtiene
el caso del movimiento browniano. En este caso la varianza evoluciona como
sigue:

do?
— =2D 49
= (49)
La integracién es directa
o?(t) = 2Dt (50)

De donde resulta que la varianza esta dada por la expresién

o (t) = V2Dt> (51)
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