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Introducción

Física: es donde está la acción.

Anónimo

H
asta el año 1942 existían tres representaciones de la mecánica cuántica, la de

Schrödinger, Heisenberg y Dirac, las cuales basan la interpretación de los fenómenos

cuánticos de las partículas en la dualidad onda-partícula de de Broglie. Fue en ese año cuando

Richard Feynman introdujo una nueva forma de concebir y describir a estos fenómenos, a la cual

se le conoce como Formulación de Integral de Camino de la Mecánica Cuántica (FICMC) [1].

Con la Formulación Ondulatoria de la Mecánica Cuántica, analizamos a los sistemas cons-

truyendo y resolviendo su correspondiente ecuación de Schrödinger, dada en general por

Ĥψ(q, t) = i~
∂ψ(q, t)

∂t
,

donde Ĥ es el operador Hamiltoniano y ψ(q, t) es la función de onda. Esta ecuación, surgió de

la necesidad de obtener a la función de onda que describe el comportamiento de una partícula,

tal y como lo propone la dualidad Onda-Partícula, que resumimos en la Hipótesis de de Broglie:

las partículas microscópicas se comportan a veces como onda y a veces como partícula.

En la FICMC, para analizar a un sistema se construye su correspondiente propagador, dado

en general por

K(qf , tf ; qi, ti) = N

∫
D q exp

{
i

~
S

}
,

donde S es la acción de la mecánica clásica. Este propagador surge de los postulados de Feynman,

en los cuales se propone que las partículas microscópicas siguen todas las trayectorias posibles

cuando cambian de estado, y cada trayectoria aporta a la transición con su correspondiente

acción.

El objetivo principal de este trabajo es describir la FICMC, tanto su interpretación del com-

portamiento cuántico de las partículas, como sus aplicaciones; entre las cuales está el encontrar

las eigenfunciones y eigenvalores de un sistema, así como estudiar la teoría de dispersión.
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Introducción

En la expresión del propagador K(qf , tf ; qi, ti) vemos que éste se relaciona con la acción

clásica, es por esto que hemos preparado la presentación del trabajo de la siguiente forma: En

el capítulo 1, se introduce el concepto de acción y el principio de mínima acción de la mecánica

clásica, el cual garantiza que de todas las trayectorias posibles para la evolución de un sistema,

desde un punto inicial (qi, ti) a uno �nal (qf , tf ), éste seguirá la que deje estacionaria a la acción.

En el capítulo 2, se presenta la FICMC cuya base fundamental son los postulados de Feynman,

los cuales a�rman que la evolución de los sistemas (cuánticos) no satisface el principio de mínima

acción, i.e no sólo la trayectoria que cumple con éste aporta a la amplitud de probabilidad de

dicha evolución; �sino que todas las trayectorias aportan con cierta probabilidad�.

Finalmente, en el capítulo 3, utilizamos las herramientas desarrolladas de la integral de camino

para resolver dos problemas: El primero consiste en encontrar las eigenfunciones y eigenvalores

de un sistema formado por una partícula cargada de masa m, que se encuentra en presencia de

un campo magnético uniforme y de un potencial de oscilador armónico. El segundo corresponde

a la dispersión de una partícula cargada y sin spin por un potencial Coulombiano, dispersión de

Rutherford.

Tanto en este último capítulo, como en el desarrollo de todo el trabajo, se hace énfasis en

la interpretación de los fenómenos cuánticos desarrollada por Feynman, y se hace incapié en las

relaciones que consideramos de mayor importancia de esta formulación, tanto por la descripción

física que se introduce en ellas, como por las aplicaciones que se pueden desarrollar con las

mismas.
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Capítulo 1 Acción en Mecánica Clásica: Todo se reduce a

seguir sólo un camino.

L
as leyes de Newton nos permiten describir de forma precisa a fenómenos físicos es-

tudiados por la mecánica clásica, por ejemplo, con ellas podemos conocer la trayectoria

que seguirá una partícula bajo las condiciones que deseemos investigar1.

El objetivo principal de este capítulo es introducir el concepto de acción y mostrar que las

trayectorias obtenidas de la segunda ley de Newton dejan estacionaria a esta cantidad. Esto nos

llevará a presentar el principio de mínima acción, el cual es un formalismo de la mecánica clásica

alternativo a las leyes de Newton. Revisaremos este principio y el concepto de acción ya que

nos servirán en el capítulo 2 para plantear las bases del formalismo de la mecánica cuántica de

integral de camino.

Comenzaremos por introducir algunos conceptos importantes del cálculo variacional así como

sus propiedades, ya que además de introducir notación que se utilizará a lo largo del capítulo,

nos ayudará a lograr los objetivos descritos anteriormente.

Conceptos de Cálculo Variacional

El cálculo variacional fue desarrollado en gran parte por Leonard Euler a principios del

siglo XVIII. Surgió de la necesidad de resolver una larga lista de problemas interesantes tales

como el de encontrar la curva con un perímetro dado que encierra mayor área (problema de los

isoperímetros), la curva de descenso más rápido para una partícula que se encuentra afectada

por un campo gravitacional (problema de la braquistócrona), la curva de menor longitud que une

a dos puntos en el espacio Euclidiano, etc. Como podemos ver, estos problemas tienen en común

que consisten en encontrar una curva o función que extremaliza a una cantidad como el área, el

tiempo, la longitud, etc.

La razón por la cual usamos cálculo variacional, es porque nos sirve para comparar curvas y

así obtener cuál de ellas nos da un valor extremo para una cantidad de interés. Teniendo presente

1En este trabajo los términos trayectoria y camino serán indistinguibles. Se utilizarán para referirnos a la curva

descrita por el cambio de estado de una partícula en cualquier espacio (de con�guración, fase, coordenado, etc).
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1. Acción en Mecánica Clásica: Todo se reduce a seguir sólo un camino. 4

el objetivo de este capítulo, que se reduce a comparar la trayectoria que obtenemos con las leyes

de Newton, con otras trayectorias posibles para el cambio de estado de un sistema, podemos

decir que en la utilidad del cálculo variacional es donde radica nuestro interés por introducirlo

en esta sección.

Esta rama del cálculo basa sus principios en algunos conceptos similares a los utilizados en

el cálculo diferencial ordinario, como resumiremos a continuación[2]:

Funcional

En el cálculo diferencial una función f(x) es una regla de correspondencia que a cada

elemento x de un conjunto A le asigna un elemento f(x) de un conjunto B. De forma

análoga, en el cálculo variacional de�nimos a un funcional J [f(x)] como una regla de

correspondencia que a cada función f(x) de un conjunto Ω le asigna un número del conjunto

R. Para ilustrar el concepto de funcional presentamos los siguientes tres ejemplos:

• Evaluación de una función.

J [f(x)] = f(27) (1.1)

En este caso el funcional J [f(x)] evalúa a las funciones de un cierto conjunto en el

número 27. El resultado es el número que el funcional J [f(x)] le asigna a dicha función.

• Funcional de tiempo.

J [y(x)] =

∫ y2

y1

(
1 + ( dxdy )2

2gy

) 1
2

dy (1.2)

Aquí el funcional J [y(x)] le asigna un número a la función y(x) que representa el

tiempo que le toma a una partícula para ir de y1 a y2 sobre y(x), cuando cae desde

el reposo debido a la fuerza de gravedad, siguiendo la curva y(x). Este es el funcional

del problema de la braquistócrona, el cual consiste en encontrar la curva y(x) para la

cual el funcional (el tiempo) es mínimo.

• Funcional de longitud.

J [f(x)] =

∫ b

a

√
1 + ḟ(x) dx (1.3)

El número que le asigna el funcional J [f(x)] a la función f(x) en este caso representa

la longitud de la curva f(x) que une a los puntos a y b. El problema de encontrar la

curva más corta que une a dos puntos en el espacio Euclidiano consiste en encontrar

f(x) para el cual J [f(x)] es mínimo.



1. Acción en Mecánica Clásica: Todo se reduce a seguir sólo un camino. 5

Figura 1.1: Comparación entre desplazamiento virtual δr y desplazamiento real ∆r.

Para introducir el concepto de derivada de una función en el cálculo diferencial se estudian los

incrementos de las funciones ∆f(x) y de la variable independiente ∆x. Ahora introducimos el

concepto de variación de una función para de�nir a la derivada funcional con la cual podremos

encontrar características importantes de los funcionales, como sus condiciones de extremalización.

Variación

La variación de una función 2, denotada por δf(x), es la diferencia de dos funciones en un

mismo valor de la variable independiente x.

δf(x) = f2(x)− f1(x). (1.4)

Como ejemplo de δf(x) podemos mencionar al desplazamiento virtual de una partícula,

que es la comparación de dos trayectorias en un mismo instante t1, y está dado por:

δr = r′(t1)− r(t1). (1.5)

En la Fig.(1.1) se muestra el desplazamiento virtual δr y el desplazamiento real ∆r (com-

paración de una función en dos instantes) de una partícula, para ilustrar la diferencia que

existe entre estas dos de�niciones.

2Nótese que en el cálculo variacional las palabras incremento de una función y varación de una función son

diferentes, lo cual no sucede en el cálculo diferencial.



1. Acción en Mecánica Clásica: Todo se reduce a seguir sólo un camino. 6

De igual forma de�nimos el incremento de un funcional como la comparación de un funcional

en dos funciones diferentes (para las cuales está de�nido):

∆J [f(x)] = J [f2(x)]− J [f1(x)], (1.6)

lo que podemos escribir de la siguiente manera (considerando Ec.(1.4) en Ec.(1.6))

∆J [f(x)] = J [f1(x) + δf(x)]− J [f1(x)].

De forma análoga a la de�nición de derivada de una función, de�nimos la derivada de un funcional

(a la cual nos referiremos como variación del funcional) como:

δJ [f(x)]

δf(x)
= ĺım

δf(x)→0

J [f1(x) + δf(x)]− J [f1(x)]

δf(x)
. (1.7)

De Ec.(1.7) concluimos que la forma de calcular variaciones de funcionales es similar a la de

derivadas de funciones. Un resultado importante del cálculo diferencial, es que si el valor de la

derivada de una función en un punto es cero, éste es un punto crítico de la función y existe la

posibilidad de que ésta sea extremalizada en dicho punto. De igual forma, ahora que conocemos

la de�nición de variación de un funcional podemos enunciar el siguiente teorema, que trata el

caso de extremalización de funcionales.

Teorema fundamental del cálculo de variaciones

Si existe una función fE(x) para la cual se cumple:

δJ [f(x)]

δf(x)

∣∣∣∣∣
fE(x)

≡ δJ [fE(x)] = 0, (1.8)

entonces fE(x), a la cual le llamaremos función extremal, es una función que deja estacio-

nario3 al funcional J [f(x)].

Aplicando este teorema a los funcionales de las Ecs.(1.2) y (1.3) encontramos que la solución

al problema de la braquistócrona es la curva dada por un arco de cicloide y la solución al problema

de la curva más corta, en el espacio Euclidiano, es la línea recta [3].

Como se planteó en la introducción de este capítulo, utilizaremos los conceptos establecidos

anteriormente con el propósito de evidenciar que las trayectorias obtenidas con las leyes de

Newton dejan estacionario a un funcional que llamaremos acción.

3Minimiza, maximiza o es punto de in�exión del funcional [5]. También se utiliza el término estacionario para

referirse a que un cambio a primer orden del funcional en la función extremal es cero.
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1.1. Principio de Mínima Acción

PRINCIPIO GENERAL.Cuando se produce algún

cambio en la naturaleza, la cantidad de acción ne-

cesaria para este cambio es la más pequeña posible,

donde la cantidad de acción es mvd.

P. de Maupertuis [4]

Para encontrar la trayectoria que seguirá una partícula de masa m cuyo movimiento tiene ca-

racterísticas clásicas hay que conocer su posición inicial ri, velocidad inicial ṙi, las fuerzas que

actúan sobre ésta y resolver la siguiente ecuación diferencial correspondiente a la segunda ley de

Newton:

F =
dp

dt
, (1.9)

donde F resulta de sumar a todas las fuerzas que actúan sobre la partícula y p = mṙ es el

momento lineal. Es muy importante mencionar que en ciertas situaciones la trayectoria que

sigue una partícula es impuesta por fuerzas de constricción, que asociamos a situaciones en las

que la partícula está en contacto con una super�cie, atada a un cable, etc. Por ejemplo, una

partícula que se mueve en la super�cie de un cascarón esférico de radio R, sigue la trayectoria

cuya descripción respeta la relación x2+y2+z2 = R2 que surge de su interacción con la super�cie.

Motivados por la descripción anterior, escribimos a la segunda ley de Newton como sigue

F(c) + F(a) = m
dṙ

dt
, (1.10)

donde hemos considerado que la masa de la partícula es constante y separamos a la fuerza total

que actúa sobre ella en:

fuerzas de constricción F(c)

más las fuerzas aplicadas F(a) sobre la partícula que modi�can la dinámica de la misma por

su naturaleza. Por ejemplo la fuerza gravitacional afecta el movimiento de una partícula si

ésta tiene masa.

Entonces, al resolver la Ec.(1.10) y considerar las condiciones iniciales podemos obtener a r

para todo t i.e. la trayectoria que sigue la partícula. Estamos interesados en conocer la caracte-

rística que distingue a esta trayectoria de todas las posibles trayectorias por las que la partícula
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Figura 1.2: Posibles trayectorias para ir del punto inicial ri en ti al �nal rf en tf .

puede viajar desde un punto inicial en un tiempo ti hasta uno �nal en tf , como se muestra en la

Fig.(1.2).

Para encontrar lo que diferencia a la trayectoria que se obtiene con la segunda ley de Newton

de todas las demás trayectorias posibles, necesitamos compararlas entre sí. Para hacerlo, apro-

vecharemos la de�nición de desplazamiento virtual en Ec.(1.5), comenzando por multiplicar la

expresión (1.10) por δr (
F(a) −m dṙ

dt

)
· δr = −F(c) · δr. (1.11)

Al producto de las fuerzas por el desplazamiento virtual se le conoce como trabajo virtual. Es

importante notar que debido a la de�nición de desplazamiento virtual, para cada t entre ti y tf

tendremos un valor de trabajo virtual. Para calcular el trabajo virtual total realizado entre estos

dos puntos, integramos con respecto a t desde ti hasta tf . Además, consideramos el caso en el

que las fuerzas F(a) = F(cv) son conservativas y que por lo tanto se cumple δV (r) = −F(cv) · δr.

Con esto la Ec.(1.11) nos queda como sigue

−
∫ tf

ti

δV (r) dt−
∫ tf

ti

m
dṙ

dt
δr dt = −

∫ tf

ti

F(c) · δr dt. (1.12)

Ahora asumimos el principio del trabajo virtual o principio de D'Alembert, el cual establece que

el trabajo virtual total, hecho por las fuerzas de constricción es igual a cero, por lo que

−
∫ tf

ti

δV (r) dt−
∫ tf

ti

m
dṙ

dt
δr dt = 0. (1.13)
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La motivación del principio de D'Alembert es que en general las fuerzas de constricción son

perpendiculares a los desplazamientos virtuales con lo que el producto punto F(c) · δr es cero.

Como vemos en Ec.(1.13) al considerar este principio desaparecen las fuerzas de constricción de

nuestro análisis.

Integramos por partes el segundo término de Ec.(1.13) y ésta es ahora

−
∫ tf

ti

δV (r) dt+

∫ tf

ti

mṙ · dδr
dt

dt− [mṙ · δr]
tf
ti

= 0. (1.14)

Como todas las curvas van del punto inicial ti al �nal tf (ver Fig.(1.2)), la variación del vector

de posición en estos puntos será nula, con ello tendremos que el operador de variación conmuta

con el de integral y de derivada, además de que el tercer término es cero. Esto se debe a que, en

general, δ drdt = dδr
dt − δt y δ

∫
r dt =

∫
(δr + δt) dt. Con esto la Ec.(1.14) se reduce a

δ

∫ tf

ti

(
1

2
mṙ2 − V (r)

)
dt = 0.

Identi�camos a la función Lagrangiana dada por L(r, ṙ) = 1
2mṙ2 − V (r) y en estos términos el

resultado anterior se puede escribir como sigue

δ

∫ tf

ti

L(r, ṙ) dt = 0. (1.15)

Al comparar la Ec.(1.15) con el teorema fundamental del cálculo de variaciones dado por Ec.(1.8),

podemos concluir que:

La función Lagrangiana L(r, ṙ) es función extremal de un funcional. Es decir la trayectoria

que sigue una partícula, según la segunda ley de Newton, es aquella para la cual el funcional

S[r] ≡
∫ tf

ti

L(r, ṙ) dt (1.16)

es estacionario.

El funcional S[r] se llama función principal de Hamilton, pero es más conocido con el nombre de

acción. Utilizaremos el resultado anterior para motivar un principio conocido como principio de

Hamilton o más comunmente como Principio de Mínima Acción (PMA)4.

Principio de Mínima Acción: La evolución de los sistemas clásicos, es aquella en la que

permanece estacionario al funcional de acción, es decir satisfacen la siguiente expresión

δS[r] = δ

∫ tf

ti

L(r, ṙ) dt = 0. (1.17)

4Aunque el nombre lo diga la acción no siempre es mínima, lo es sólo bajo algunas condiciones [5]. Pero por

costumbre le seguiremos llamando Principio de Mínima Acción.
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Otra forma de enunciar este principio es contestando la siguiente pregunta: dados dos puntos

�jos5 en el espacio coordenado (en general se cumple en cualquier espacio), uno inicial ri en un

tiempo ti y otro �nal rf en tf ¾cuál es la trayectoria que seguirá una partícula entre estos dos

puntos si está sujeta a un potencial V (r)? La respuesta es: seguirá la trayectoria para la cual la

acción dada por Ec.(1.16) es estacionaria.

Considerando que en general la función Lagrangiana depende de las coordenadas generali-

zadas qi, las velocidades generalizadas q̇i y del tiempo, analizaremos a la acción con el �n de

encontrar las condiciones que debe satisfacer la función Lagrangiana para cumplir con el PMA.

Utilizando la Ec.(1.7) tendremos que la variación de la acción está dada por

δS[qi(t)] =

∫ tf

ti

(
∂L
∂q̇i

δq̇i +
∂L
∂qi

δqi

)
dt,

donde se ha considerando que no hay variaciones temporales. Al integrar por partes el primer

término y de nuevo tomar en cuenta que la variación temporal es nula, podemos reescribir lo

anterior como

δS[qi(t)] =

∫ tf

ti

(
d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

)
δqi dt. (1.18)

Si además aplicamos el PMA, la Ec.(1.18) es ahora

δS[qi(t)] =

∫ tf

ti

(
d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

)
δqi dt = 0. (1.19)

Consideramos el lema fundamental del cálculo de variaciones que establece∫
f(x)δx dx = 0, (1.20)

si y sólo si la función f(x) = 0 para δx arbitrarias, entonces de Ec.(1.19) se sigue

d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= 0. (1.21)

Lo que corresponde a las ecuaciones de Euler-Lagrange. Con esto concluimos que el PMA

implica que la función Lagrangiana debe satisfacer este sistema de ecuaciones diferenciales para

dejar estacionaria a la acción. En resumen, de todas las trayectorias posibles, para una partícula

que irá de una posición inicial en ti a una �nal en tf , ésta seguirá la trayectoria que se obtenga

al someter a la función Lagrangiana del sistema a satisfacer las ecuaciones de Euler-Lagrange,

ya que de esta forma garantizamos que la acción del sistema es estacionaria.

5Por �jos nos referimos a que todas las trayectorias comienzan en ri en un tiempo ti y terminan en rf en un

tiempo tf .
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Es aquí (y al haber asumido el principio de D'Alembert para obtener la Ec.(1.13)) donde

podemos ver que el PMA es complementario a otros formalismos de la mecánica clásica. Además,

la importancia del concepto de acción y del PMA, radica en que estos nos permiten crear puentes

con teorías más generales que la mecánica clásica, por ejemplo con la mecánica cuántica (como

veremos en el capítulo 2), la electrodinámica clásica y cuántica, la relatividad (especial y general),

la teoría cuántica de campos, etc. Es decir podemos estudiar varias áreas de la Física utilizando

un concepto y un principio.

En el apéndice A se estudia la relación entre la acción de un sistema y su energía mecánica

total. Se ilustra cómo el PMA es equivalente a decir que la energía cinética promedio menos la

energía potencial promedio es mínima para la trayectoria que sigue un objeto que va desde un

punto inicial a uno �nal, esto con el �n de analizar un poco más el concepto de acción y el PMA.

Con el objetivo de presentar un ejemplo que ayudará en el capítulo 3, en la siguiente sección

analizaremos el oscilador armónico en presencia de un campo magnético uniforme (OAPCM)

utilizando el PMA.

1.2. Oscilador Armónico en Presencia de un Campo Magnético

Queremos utilizar las herramientas desarrolladas anteriormente para analizar al sistema que

consta de una partícula con masa m y carga q, bajo la in�uencia de un potencial de oscilador

armónico y de un campo magnético uniforme. El objetivo de esta sección es familiarizarnos con

el sistema ya que lo analizaremos desde el punto de vista cuántico en el capítulo 3.

Partimos de la función lagrangiana correspondiente a una partícula cargada de masa m, que

se encuentra en presencia de una campo electromagnético,

L′ = T − V − qφ+
q

c
ẋiAi, (1.22)

de donde al considerar φ = 0 obtenemos la lagrangiana que utilizaremos a continuación, V en

este caso, corresponde al potencial del oscilador armónico.

Para analizar al OAPCM, partimos de la acción de este sistema que se obtiene al sustituir el

caso φ = 0 de Ec.(1.22) en Ec.(1.16)

S[x1(t), x2(t)] =

2∑
i,j=1

∫ tf

ti

(
1

2
mẋ2i −

1

2
kx2i +

q

c
ẋiAi

)
dt, (1.23)
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donde xi son las coordenadas naturales del sistema x1 = x, x2 = y y x3 = z y A es el potencial

vectorial el cual se relaciona con el campo magnético de la siguiente forma (norma de Landau):

A =
1

2
B× r.

El campo magnético es constante en la dirección de x3, por lo que

Ai =
1

2
Bεijxj , (1.24)

donde i, j = 1, 2 (i.e. el movimiento se reestringe al plano (x1, x2) al escoger al campo en la

dirección x3), además ε12 = 1, ε21 = −1 y εij = 0 si i = j. Así Ec.(1.23) se reduce a

S[x1(t), x2(t)] =
2∑

i,j=1

∫ tf

ti

(
1

2
mẋ2i −

1

2
kx2i +

qB

2c
εijxiẋj

)
dt. (1.25)

Ahora calcularemos la variación de Ec.(1.25) para posteriormente considerar el PMA y encontrar

las ecuaciones de movimiento que debe satisfacer xi para cumplir con este principio 6. La variación

es

δS[x1(t), x2(t)] =
2∑

i,j=1

∫ tf

ti

(
mẋiδẋi − kxiδxi +

qB

2c
εij(xiδẋj + ẋjδxi)

)
dt, (1.26)

reagrupando los términos de Ec.(1.26) nos queda

δS[x1(t), x2(t)] =

2∑
i,j=1

∫ tf

ti

(
−kxi +

qB

2c
εij ẋj

)
δxi dt+

2∑
i,j=2

∫ tf

ti

(
mẋi +

qB

2c
εijxi

)
δẋi dt,

que al integrar por partes el segundo término obtenemos

δS[x1(t), x2(t)] =
2∑

i,j=1

∫ tf

ti

(
−kxi +

qB

2c
εij ẋj −mẍi −

qB

2c
εij ẋi

)
δxi dt

+
2∑

i,j=1

(
mẋi +

qB

2c
εijxi

)
δxi

∣∣∣∣∣
tf

ti

. (1.27)

Considerando que los puntos xi y xf están �jos a ti y tf respectivamente, y el PMA, la Ec.(1.27)

nos queda como sigue

δS[x1(t), x2(t)] =
2∑

i,j=1

∫ tf

ti

(
−kxi +

qB

2c
εij ẋj −mẍi −

qB

2c
εij ẋi

)
δxi dt = 0,

y reescribiendo

δS[x1(t), x2(t)] =

2∑
i,j=1

∫ tf

ti

(
−kxi +

qB

c
εij ẋj −mẍi

)
δxi dt = 0. (1.28)

6Estas ecuaciones se pueden obtener sustiyendo directamente la Lagrangiana del sistema en las ecuaciones de

Euler-Lagrange. Pero queremos hacer énfasis en el PMA.
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Ahora consideramos al lema fundamental del cálculo de variaciones Ec.(1.20) y Ec.(1.28) para

concluir que las coordenadas xi deben satisfacer las siguientes ecuaciones para dejar estacionaria

a la acción

mẍ1 −
qB

c
ẋ2 + kx1 = 0, (1.29)

mẍ2 +
qB

c
ẋ1 + kx2 = 0. (1.30)

En términos de la frecuencia de Larmor ωL = qB
2mc y de la frecuencia del oscilador armónico

simple, ω2
0 = k

m tenemos

ẍ1 − 2ωLẋ2 + ω2
0x1 = 0, (1.31)

ẍ2 + 2ωLẋ1 + ω2
0x2 = 0. (1.32)

Para resolver este sistema de ecuaciones y con ello encontrar la trayectoria que deja estacionaria

a la acción de�nimos la siguiente variable z(t) = x1 + ix2. Con esto podemos combinar las

Ecs.(1.31) y (1.32) de la siguiente forma

z̈ + 2iωLż + ω2
0z = 0,

cuyas soluciones están dadas por

z(t) = A exp {λ+t}+B exp {λ−t} .

A y B son constantes complejas y λ± son las soluciones de la ecuación característica

λ2 + 2iωLλ+ ω2
0 = 0,

es decir

λ± =

(
−ωL ±

√
ω2
L + ω2

0

)
i.

Ya que A = C− exp {iφ−} y B = C+ exp {iφ+} con C−,C+,φ−,φ+ constantes reales, las cuales

dependen de las condiciones iniciales, podemos escribir la solución de la siguiente forma

z(t) = C− exp {i (Ω−t+ φ1)}+ C+ exp {−i (Ω+t+ φ2)} , (1.33)

donde

Ω± = ±ωL +
√
ω2
L + ω2

0. (1.34)

De la Ec.(1.33) podemos extraer

x1(t) = C− cos(Ω−t+ φ−) + C+ cos(Ω+t+ φ+), (1.35)
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Figura 1.3: Un oscilador armónico simple (sin presencia de un campo magnético), sigue una

trayectoria dada por la combinación lineal de los dos movimientos circulares ilustrados en el

lado izquierdo, para los cuales existe sólo una frecuencia de oscilacion Ω = ω0. De las Ecs.(1.35)

y (1.36) se concluye que el movimiento en el plano (x1, x2) del OAPCM, es una combinación

lineal de dos movimientos circulares de radios C− y C+ con oscilaciones de frecuencias Ω− y Ω+

respectivamente, como se ilustra en el lado derecho.

x2(t) = C− sen(Ω−t+ φ−)− C+ sen(Ω+t+ φ+). (1.36)

Un oscilador armónico simple (sin presencia de un campo magnético), sigue una trayectoria

dada por la combinación lineal de los dos movimientos circulares ilustrados en el lado izquierdo

de la Fig.(1.3), para los cuales existe sólo una frecuencia de oscilacion Ω = ω0. De las Ecs.(1.35)

y (1.36) se concluye que el movimiento en el plano (x1, x2) del OAPCM, es una combinación

lineal de dos movimientos circulares de radios C− y C+ con oscilaciones de frecuencias Ω− y Ω+

respectivamente, como se ilustra en el lado derecho de la Fig.(1.3).

Las velocidades de nuestro sistema están dadas por las siguientes expresiones

ẋ1(t) = −C−Ω− sen (Ω−t+ φ−)− C+Ω+ sen (Ω+t+ φ+),

ẋ2(t) = C−Ω− cos (Ω−t+ φ−)− C+Ω+ cos (Ω+t+ φ+),

con esto podemos calcular la energía del sistema

E =
1

2
m[C2

−(Ω2
− + ω2

0) + C2
+(Ω2

+ + ω2
0)].

Utilizando las expresiones de Ω± dadas por Ec.(1.34) tendremos que la energía se puede escribir

de la siguiente forma

E = E+ + E− (1.37)
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con

E± = mC2
±ω

2
0

(
1 +

ω2
L

ω2
0

± ωL
ω0

√
1 +

ω2
L

ω2
0

)
. (1.38)

Finalmente podemos concluir que el objetivo principal de este capítulo se ha logrado. Ya

hemos presentado la característica importante de las trayectorias (que siguen sistemas clásicos)

de dejar estacionaria a la cantidad introducida con el nombre de acción.

En el capítulo siguiente veremos cuál es el rol de la acción en la mecánica cuántica, nos

daremos cuenta de que a este nivel no podemos describir el cambio de estado de un sistema

recurriendo al PMA, ya que aquí las partículas siguen todas las trayectorias (cada una con cierta

probabilidad). Nos interesa entonces describir el comportamiento cuántico de sistemas físicos con

la FICMC, lo cual implica considerar que todas las trayectorias, por las que puede evolucionar

un sistema de un estado inicial ψ(qi, ti) a uno �nal ψ(qf , tf ), son posibles y que cada una aporta

con una amplitud de probabilidad que depende directamente de la acción clásica correspondiente

a dicha trayectoria. De ahí la importancia de haber analizado el concepto de acción.



Capítulo 2 Acción en Mecánica Cuántica: Todos los caminos

conducen al estado �nal.

L
a formulación más elegante de la mecánica clásica es sin duda la basada en

el PMA. Tal y como vimos en el capítulo anterior, este principio implica que una

partícula, cuyo movimiento tiene características clásicas, sólo seguirá la trayectoria r(t) para

la cual la acción S[r] =
∫ tf
ti
L(r, ṙ) dt es estacionaria. Desde sus estudios de preparatoria, este

principio atrapó la atención de Richard Feynman quien motivado por éste y por un artículo de

Paul Dirac titulado �The Lagrangian in Quantum Mechanics� logró establecer una conexión entre

el concepto clásico de acción y las ideas de la mecánica cuántica ya establecidas por Schrödinger,

Heisenberg y Born[8][12]. Por la discusión que queremos plantear en este capítulo, mencionaremos

los siguientes dos aspectos de estas ideas:

A nivel atómico sólo podemos hablar de la probabilidad de tener un resultado en un ex-

perimento. La forma de obtener esta probabilidad es calculando la norma al cuadrado de

una función compleja ψ, llamada amplitud de probabilidad.

Se introduce el concepto de función de onda, denotada por ψ(q, t), la cual nos da la amplitud

de probabilidad de localizar a una partícula en la posición q en un tiempo t.

Dirac en [9] sugiere que la función exp(iεL), donde L es la función Lagrangiana de la mecánica

clásica, es algo análogo a una transformación para la función de onda de la mecánica cuántica, que

funciona como sigue: dada una función de onda inicial ψ(qi, ti) se puede obtener una función de

onda en un tiempo posterior a ti con sólo aplicarle la transformación descrita. Feynman postuló

que para obtener a ψ(qf , tf ) a partir de ψ(qi, ti) la transformación de la que habló Dirac debe

ser exp(iS~ ) donde S es la acción clásica. Además postuló que todos los caminos para ir a qf

partiendo de qi son posibles, lo cual tiene que considerarse a la hora de aplicar la transformación

a la función de onda. En la sección 2.1 introduciremos a la transformación mencionada con el

nombre de propagador.

Con estas nuevas ideas nació una forma de hacer mecánica cuántica conocida como Formu-

lación de Integral de Camino de la Mecánica Cuántica [11] y fue presentada en 1942 en la tesis

doctoral de Feynman titulada �The Principle of Least Action in Quantum Mechanics�[1].

16
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En esta formulación se introduce la idea de que todos los caminos son posibles para ir de qi a

qf , con ella se construye al propagador con el cual podemos describir la evolución de un sistema.

El objetivo principal de este capítulo es introducir el concepto de propagador y su forma

conocida como integral de camino, en donde se muestra la relación entre el concepto de acción

y el propagador. Además, utilizando la integral de camino se presentará la forma de obtener los

eigenvalores de la energía de un sistema así como las eigenfunciones del mismo. Como estamos

interesados en describir procesos de dispersión con ésta herramienta, haremos un desarrollo per-

turbativo del propagador el cual nos permitirá obtener una expresión para calcular la amplitud

de probabilidad de la dispersión de una partícula por un potencial dado.

Comenzaremos por describir la forma de obtener la probabilidad de un evento en la mecánica

cuántica. Con esto se motivará la idea de que todos los caminos para la evolución de un sistema

son posibles, lo cual es fundamental para introducir al propagador.

Probabilidad en la mecánica cuántica

. . .Does this mean that physics, a science of great

exactitude, has been reduced to calculating only

the probability of an event, and not predicting

exactly what will happen? yes!...

Richard Feynman [10]

Cuando estudiamos fenómenos atómicos encontramos que sólo podemos calcular la probabili-

dad de que ocurra un evento y no predecir exactamente lo que pasará. Esto no debe preocuparnos

ya que, en palabras de Feynman, �la ciencia no ha colapsado aún�[10]. Por ejemplo, en el fenó-

meno de re�exión parcial Fig.(2.1), no podemos predecir si un fotón particular que parte de una

fuente será re�ejado por una super�cie de vidrio. Lo único que podemos decir es que de cada

100 fotones que salgan de la fuente, x serán registrados en un detector A colocado frente a la

super�cie y y serán registrados en un detector B colocado detrás de la super�cie (los valores x y

y dependen del material).

El concepto tradicional de probabilidad no es alterado en la mecánica cuántica. Cuando

decimos que la probabilidad de cierto resultado A en un experimento es p, nos referimos al
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Figura 2.1: Se ilustra al fenómeno de re�exión parcial, el cual consiste en que parte de los fotones

que salen de la fuente son re�ejados por la super�cie y otra parte la atraviezan. Un caso común

es cuando nos re�ejamos en un estanque de agua y además podemos ver las piedras dentro del

estanque.

sentido convencional de hacer cálculos en probabilidad. Si el experimento es repetido n veces,

uno espera que se obtenga A en la fracción correspondiente a p. En el ejemplo de re�exión parcial

el resultado A es que el fotón sea re�ejado y la probabilidad de que suceda es p = x
100 . Lo que

sí cambia, y de forma radical, es la forma de calcular probabilidades. Para motivar esta nueva

forma, vamos a analizar el experimento de la doble rendija el cual se describe en la Fig.(2.2). En

dicha �gura vemos que en (1) tenemos una fuente de electrones (e−). Éstos saldrán hacia (2)

que consta de una placa con dos rendijas denotadas por A y B. Los e− pasarán a través de A

y B para �nalmente llegar a (3) que consta de una pantalla con un detector (por ejemplo un

contador Geiger-Müller).

Figura 2.2: Experimento de la doble rendija, los electrones salen de (1), pasan a través de (2) y

se detectan en (3).

Consideraremos el caso en el que la fuente emite a todos los e− con la misma energía y que
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Figura 2.3: En (a) se muestra la curva de P (x) vs x, en (b) se muestra la curva de probabilidad PA

de que el e− llegue a x debido a que pasó por A, la curva en (c) representa a la probabilidad PB

de que e− llegue a x dado que pasó por B y �nalmente en (d) se muestra la curva de probabilidad

obtenida al sumar PA y PB.

el detector registra un pulso por cada e− que llegue a éste. Mediremos el número de pulsos por

segundo registrados en el detector para varias posiciones x del mismo. Con esto determinaremos

experimentalmente la probabilidad P (x) de que un e− vaya de la fuente al detector en x.

Cada e− que va de la fuente al detector debe ir a través de la rendija A o de la B. Como

consecuencia de esto esperamos que la probabilidad de llegar al detector en x, sea la suma de

la probabilidad de que el e− llegue a x debido a que cruzó por A, denotada por PA más la

probabilidad PB de que llegue a x debido que cruzó por B. La única forma de comprobar que

esto es cierto es realizando el experimento. En la Fig.(2.3) se muestra un esquema del resultado

de este experimento [12]. La descripción de dicha �gura es: en (a) presentamos la curva de P (x)

vs x obtenida en el experimento, en (b) a la curva de probabilidad PA de que el e− llegue a

x debido a que pasó por A, la curva en (c) representa a la probabilidad PB de que e− llegue

a x dado que pasó por B y �nalmente en (d) se muestra la curva de probabilidad obtenida al

sumar PA y PB. Al comparar (a) con (d) concluimos que la probabilidad de que el e− llegue

a x es diferente a la suma de las dos probabilidades ((b) + (c)) como se había propuesto, i.e.

P 6= PA + PB.

Algo muy importante es que al analizar la curva P (x), podemos notar que corresponde a la

distribución de intensidad de un patrón de interferencia, obtenido cuando el experimento de la

doble rendija se realiza con una onda. Este hecho hizo que físicos de inicios de siglo XX, como
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Louis De Broglie, propusieran que existía una dualidad onda-partícula para el e− (conocida como

hipótesis de De Broglie)[13]. En lugar de considerar esta idea introduciremos el postulado I de

Feynman el cual es una de las ideas fundamentales en las que se basa la FICMC.

Postulado I: La probabilidad de que una partícula sea encontrada en q(t) dentro de una

región del espacio-tiempo, es el cuadrado de la suma de las contribuciones dadas por cada

camino en dicha región [11].

Este postulado introduce la idea de considerar que todos los caminos, que van de la fuente a

x, son posibles. Y que la función P (x) es el resultado de calcular la norma de cierta función

compleja denotada por ψ a la cual llamaremos amplitud de probabilidad . Donde ψ será la suma

de las amplitudes de probabilidad independientes, por ejemplo para el experimento de la doble

rendija tenemos:

ψ(A : 1): será la amplitud de probabilidad de que el e− pase de la fuente, etiquetada con

(1), a la rendija, etiquetada con A.

ψ(3 : A): será la amplitud de probabilidad de que el e− pase de la rendija A al detector,

etiquetado con (3).

así sucesivamente.

Con esto, la amplitud de probabilidad de que los e− vayan de la fuente (1) al detector (3) está

dada por:

ψ(3 : 1) = ψ(3 : A)ψ(A : 1) + ψ(3 : B)ψ(B : 1) (2.1)

y el patrón de intensidad en la pantalla estará dado por la probabilidad

P (3 : 1) = |ψ(3 : 1)|2. (2.2)

Vemos que esta probabilidad tiene �términos de interferencia�. Para evidenciar estos términos

usamos Ec.(2.1) en Ec.(2.2)

P (3 : 1) = |ψ(3 : 1)|2 = |ψ(3 : A)ψ(A : 1)|2 + |ψ(3 : B)ψ(B : 1)|2

+ψ(3 : A)ψ(A : 1)ψ∗(3 : B)ψ∗(B : 1) + ψ∗(3 : A)ψ∗(A : 1)ψ(3 : B)ψ(B : 1)︸ ︷︷ ︸
términos de interferencia

,

lo que es equivalente a

P (x) = PA + PB + términos de interferencia.
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En el ejemplo anterior vimos que la probabilidad de detectar al e− que va de la fuente

al detector en x, se construye al considerar que todos los caminos son posibles y que cada

uno contribuye con una amplitud de probabilidad de que ocurra dicho fenómeno. Además para

calcular la probabilidad, fue necesario construir la función de amplitud de probabilidad total, la

cual es la suma de todas las amplitudes independientes, y calcular la norma al cuadrado de ésta.

En resumen podemos decir que se ha ilustrado la noción de todos los caminos posibles. Ésta será

clave para construir las integrales de camino, como veremos a continuación.

2.1. El Propagador y la Integral de Camino

A la amplitud de probabilidad de encontrar a una partícula en la posición q en un tiempo t,

le llamaremos función de onda y la denotaremos por ψ(q, t). Más concretamente:

Función de onda: Amplitud de probabilidad que se obtiene al considerar la contribución de

todos los caminos que llegan al estado (q, t) desde un estado (qi, ti) en el pasado.

Una pregunta fundamental de la mecánica cuántica es: dada una función de onda a un tiempo

t ¾cómo podemos encontar la correspondiente función de onda en un instante posterior? La

respuesta es: para encontrar a ψ(qf , tf ) a partir de ψ(qi, ti) basta considerar que todos los caminos

para dicha transición son posibles, por lo tanto cada uno aporta una amplitud de probabilidad

denotada por φk(q, t). Con esto tendremos

ψ(qf , tf ) =
∑

k
φk(q, t)ψ(qi, ti), (2.3)

lo que podemos leer como: ψ(qf , tf ) es la amplitud de probabilidad total de llegar a (qf , tf ) dado

que venimos de (qi, ti) y tomamos los caminos φk(q, t).

Dado que el número posible de trayectorias es in�nito y forman un continuo, reemplazamos

la suma sobre todas las trayectorias por una integral sobre las mismas. Como φ es, en general,

una función compleja la podemos expresar de la siguiente forma φ = A exp {iθ(q, t)}, con esto

tenemos

ψ(qf , tf ) =

∫
D q A exp {iθ(q, t)}ψ(qi, ti),

donde, como veremos más adelante,D q es el resultado de multiplicar los in�nitos diferenciales

correspondientes a los in�nitos caminos. A la cantidad que permite la transición de la función de

onda inicial a la �nal se le conoce como propagador y se denota con K(qf , tf ; qi, ti). Concluimos
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que el propagadorK(qf , tf ; qi, ti), nos ayuda a responder la pregunta fundamental con la siguiente

expresión:

ψ(qf , tf ) =

∫
K(qf , tf ; qi, ti)ψ(qi, ti)dqi. (2.4)

Interpretamos a K(qf , tf ; qi, ti) como la amplitud de probabilidad de la transición de qi en ti a

qf en tf y de la Ec.(2.2) la probabilidad de esta transición es P (qf , tf ) = |K(qf , tf ; qi, ti)|2. De

lo anterior vemos que es en el propagador donde está la información sobre todos los caminos.

A continuación introduciremos el postulado II de Feynman el cual nos dice cómo cuanti�car

la aportación de cada camino mediante esta fase y magnitud, que es lo que los diferencía entre

si:

Postulado II: todos los caminos contribuyen con igual magnitud, pero la fase de su contri-

bución es la acción clásica (en unidades de ~); i.e. la integral temporal de la Lagrangiana

tomada a lo largo del camino[11].

Al tomarlo en cuenta nos queda la siguiente expresión para el propagador

K(qf , tf ; qi, ti) = N

∫
D q exp

{
i

~
S

}
, (2.5)

donde N es una constante que resulta de multiplicar las amplitudes de una in�nidad de trayec-

torias y es divergente 1. Es importante mencionar que la Ec.(2.5) es la representación de integral

de camino del propagador. La acción se ha postulado a ser la fase con la que cada camino aporta

a la amplitud de probabilidad total en evolución de un sistema, por lo que concluimos que la

forma de determinar cómo y cuánto aporta cada camino a la amplitud de probabilidad total de

la transición es con la acción correspondiente a cada uno de ellos. Es decir, en la expresión de

integral de camino dada por Ec.(2.31) se muestra el papel de la acción en la mecánica cuántica;

aquí no sólo el camino que la deja estacionaria interviene en la evolución de un sistema �todos

son posibles�.

Hemos construido la integral de camino partiendo de los postulados de Feynman. Ésta nos

ayudará a analizar los sistemas de interés para la mecánica cuántica no relativista. A continuación

mostraremos cómo podemos implementar las ideas centrales de los postulados de Feynman, para

obtener la integral de camino utilizando los resultados de la mecánica cuántica ya establecidos

por Heisenberg, Schrödinger, etc.
1Al calcular observables físicos se obtienen resultados libres de divergencias utlizando técnicas de renormaliza-

ción, las cuales consisten en esencia en construir observables con respecto a una referencia estándar dada por las

condiciones en las que se realice la medición de dicho observable
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Figura 2.4: Transición de (qi, ti) a (qf , tf ) via un punto intermedio en t.

Partiremos de responder a la pregunta fundamental hecha párrafos arriba utilizando la ex-

presión para la función de onda en la notación de Dirac

ψ(q, t) = 〈qt | ψ〉H . (2.6)

Lo cual representa una proyección de | ψ〉H en la base 〈qt |, donde | ψ〉H es la función de onda

en el esquema de Heisenberg [13]. Comenzaremos por insertar un conjunto completo de estados

de posición en el lado derecho de Ec.(2.6) (nótese que consideramos el estado ψ(qf , tf ))

〈qf tf | ψ〉H =

∫
〈qf tf | qiti〉〈qiti | ψ〉Hdqi. (2.7)

Al comparar Ec.(2.7) con Ec.(2.6) tendremos la siguiente expresión para la función de onda

ψ(qf , tf ) =

∫
〈qf tf | qiti〉ψ(qi, ti)dqi,

que al compararla con Ec.(2.4) concluimos que la cantidad 〈qf tf | qiti〉 juega el papel del propa-

gador al llevar a la función de onda de un estado inicial a uno �nal. Por lo tanto el propagador

en la notación de Dirac es

K(qf , tf ; qi, ti) ≡ 〈qf tf | qiti〉. (2.8)

Como nuestro interés es evidenciar que en el propagador está la información de todos los

caminos por los que puede evolucionar el sistema, analizaremos sus propiedades considerando a

un tiempo t entre ti y tf , como se muestra en la Fig.(2.4). La amplitud de probabilidad de ir de

ti a tf via t será: primero para ir de ti a t

ψ(q, t) =

∫
K(q, t; qi, ti)ψ(qi, ti)dqi, (2.9)
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Figura 2.5: Transición de (qi, ti) a (qf , tf ) via n + 1 puntos intermedios separados una longitud

τ .

y para ir de t a tf

ψ(qf , tf ) =

∫
K(qf , tf ; q, t)ψ(q, t)dq. (2.10)

Introduciendo la expresión para ψ(q, t) de Ec.(2.9) en Ec.(2.10)

ψ(qf , tf ) =

∫
K(qf , tf ; q, t)

∫
K(q, t; qi, ti)ψ(qi, ti)dqidq,

lo que podemos escribir como

ψ(qf , tf ) =

∫ ∫
K(qf , tf ; q, t)K(q, t; qi, ti)ψ(qi, ti)dqidq. (2.11)

Al comparar Eq.(2.11) con Ec.(2.4), identi�camos a

K(qf , tf ; qi, ti) =

∫
K(qf , tf ; q, t)K(q, t; qi, ti)dq. (2.12)

Entonces la transición de (qi, ti) a (qf , tf ) puede considerarse como el resultado de la transición

de (qi, ti) a todos los puntos intermedios (q, t) seguidos de la transición de este punto a (qf , tf ).

Es decir, el propagador tiene la propiedad de que se puede subdividir en propagadores para

subintervalos de tiempo entre dos puntos.

Ahora veremos cómo podemos obtener la representación de integral de camino del propagador

partiendo de la Ec.(2.8) y utilizando la propiedad del propagador dada por Ec.(2.12). Para esto,

dividiremos el intervalo de tiempo [ti, tf ] que le toma a un sistema para ir de un estado inicial

ψ(qi, ti) a uno �nal ψ(qf , tf ), en n + 1 segmentos iguales de longitud τ como se ilustra en la

Fig.(2.5). Por analogía con lo realizado para obtener Ec.(2.12) y usando Ec.(2.8), tendremos

〈qf tf | qiti〉 =

∫
· · ·
∫
dq1dq2 · · · dqn〈qf tf | qntn〉〈qntn | qn−1tn−1〉 · · · 〈q1t1 | qiti〉, (2.13)
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donde la integral es tomada sobre todos los posibles estados intermedios.

A continuación calcularemos el propagador sobre un pequeño segmento de un posible camino.

Partimos de la siguiente expresión para el propagador en un intervalo de tiempo [tj , tj+1]

〈qj+1tj+1 | qjtj〉 = 〈qj+1 | exp

{
−iĤτ

~

}
| qj〉, (2.14)

donde τ ≡ tj+1 − tj .

Expresamos la función exponencial de Ec.(2.14), en desarrollo en serie de Mclaurin, para

tener:

〈qj+1tj+1 | qjtj〉 = 〈qj+1 | 1−
iĤτ

~
+O(τ2) | qj〉. (2.15)

Considerando que los subintervalos de tiempo τ , en los que se divide el intervalo [ti, tf ], son

pequeños, τ << 1, podemos escribir a Ec.(2.15) como

〈qj+1tj+1 | qjtj〉 = 〈qj+1 | qj〉 −
iτ

~
〈qj+1 | Ĥ | qj〉+O(τ2). (2.16)

Analizaremos el primer término del lado derecho de Ec.(2.16), comenzando por insertarle un

conjunto completo de estados de momento

〈qj+1 | qj〉 =

∫
dpi〈qj+1 | pi〉〈pi | qj〉. (2.17)

Utilizamos la siguiente relación [13] 2

〈q | p〉 =
1√
2π~

exp

{
i

~
pq

}
, (2.18)

con esto la expresión Ec.(2.17) se reduce a

〈qj+1 | qj〉 =
1

2π~

∫
dpi exp

{
i

~
pi(qj+1 − qj)

}
. (2.19)

Para analizar el segundo término (lado derecho) de Ec.(2.16) consideraremos que el operador

hamiltoniano está dado por

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ (q),

2Se obtiene de considerar el siguiente elemento de matriz 〈q | p̂ | p〉 = p〈q | p〉, el cual satisface 〈q | p̂ | p〉 =

−i~ d〈q|p〉
dq

, con lo que nos queda la siguiente ecuación diferencial p〈q | p〉 = −i~ d〈q|p〉
dq

. Cuya solución es

〈q | p〉 =
1√
2π~

exp

{
i

~pq
}
.
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entonces tendremos que calcular

〈qj+1 | Ĥ | qj〉 = 〈qj+1 |
p̂2

2m
| qj〉+ 〈qj+1 | V̂ (q) | qj〉. (2.20)

Introducimos conjuntos completos de estados de momento correspondientes a las variables p y

p′ en el primer término de Ec.(2.20) (lado derecho) con lo que nos queda

〈qj+1 |
p̂2

2m
| qj〉 =

∫
dp′dp〈qj+1 | p′〉〈p′ |

p̂2

2m
| p〉〈p | qj〉. (2.21)

Usamos nuevamente la Ec.(2.18) además del hecho

〈p′ | p̂
2

2m
| p〉 =

p2

2m
δ(p− p′),

en Ec.(2.21) y obtenemos

〈qj+1 |
p̂2

2m
| qj〉 =

1

2π~

∫
dp′dp exp

{
i

~
(p′qj+1 − pqj)

}
p2

2m
δ(p− p′).

Finalmente integramos con respecto a p′ para tener

〈qj+1 |
p̂2

2m
| qj〉 =

1

2π~

∫
dp exp

{
i

~
p(qj+1 − qj)

}
p2

2m
. (2.22)

Es importante señalar que p̂2 del lado izquierdo es un operador mientras que en el lado derecho

nos quedó la función p2.

Para el segundo término (lado derecho) de Ec.(2.20) con consideraremos la prescripción del

potencial en el punto medio, como se indica a continuación

〈qj+1 | V̂ (q) | qj〉 = V (
qj+1 + qj

2
)〈qj+1 | qj〉. (2.23)

Por analogía con el procedimiento realizado para obtener Ec.(2.22) analizaremos la Ec.(2.23)

introduciendo conjuntos completos de estados de momento, agrupando términos, considerando

la Ec.(2.18) e integrando, lo que nos lleva a obtener

〈qj+1 | V̂ (q) | qj〉 =
1

2π~

∫
dp exp

{
i

~
p(qj+1 − qj)

}
V (q̄j) (2.24)

donde q̄j = 1
2(qj+1 + qj). Una vez más de lado derecho no hay operadores.

Sumamos las Ecs.(2.22) y (2.24) para formar la Ec.(2.20), quedándonos

〈qj+1 | Ĥ | qj〉 =

∫
dp

2π~
exp

{
i

~
p(qj+1 − qj)

}
p2

2m
+

∫
dp

2π~
exp

{
i

~
p(qj+1 − qj)

}
V (q̄j).

Lo que podemos escribir como

〈qj+1 | Ĥ | qj〉 =

∫
dp

2π~
exp

{
i

~
p(qj+1 − qj)

}
H(p, q̄j) (2.25)
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donde H(p, q̄j) = p2

2m + V (q̄j). Ahora sustituimos a las Ecs.(2.25) y (2.19) en Ec.(2.16)

〈qj+1tj+1 | qjtj〉 =

∫
dp

2π~
exp

{
i

~
p(qj+1 − qj)

}(
1− iτ

~
H(p, q̄j) +O(τ2)

)
. (2.26)

Además consideramos(
1− iτ

~
H(p, q̄j) +O(τ2)

)
≈ exp

{
− iτ

~
H(p, q̄j)

}
τ << 1,

con esto la Ec.(2.26) se puede escribir como sigue

〈qj+1tj+1 | qjtj〉 =

∫
dp

2π~
exp

{
i

~
p(qj+1 − qj)−

iτ

~
H(p, q̄j)

}
.

Si usamos p = pj representando al momento entre tj y tj+1 o equivalentemente entre qj y qj+1

�nalmente tendremos

〈qj+1tj+1 | qjtj〉 =

∫
dpj
2π~

exp

{
i

~
[pj(qj+1 − qj)− τH(pj , q̄j)]

}
, (2.27)

lo cual nos dará el propagador sobre un segmento de un posible camino.

Para obtener el propagador completo en el intervalo [ti, tf ] sustituimos el resultado anterior

Ec.(2.27) en Ec.(2.13)

〈qf tf | qiti〉 = ĺım
n→∞

1

2π~

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
j=0

dpj exp

 i

~

n∑
j=0

[pj(qj+1 − qj)− τH(pj , q̄j)]

 , (2.28)

donde hemos utilizado la notación:

n∏
j=p

dφj = dφpdφp+1 · · · dφp+n

tanto para p como para q. Si consideramos el ĺımn→∞ equivalente a que τ → 0, es decir, que los

intervalos de tiempo [tj+1, tj ] sean in�nitesimales, la Ec.(2.28) nos queda como

〈qf tf | qiti〉 =
1

2π~

∫
D qD p exp

{
i

~

∫ tf

ti

[pq̇ −H(p, q)] dt

}
(2.29)

donde qi = q(ti), qf = q(tf ) yD φ ≡ ĺımn→∞
∏n
j=p dφj . La Ec.(2.29) es la integral de camino

para la amplitud de transición de (qi, ti) a (qf , tf ). De este resultado podemos observar que

Cada par q (t) y p(t) de�nen un camino en el espacio fase. En conclusión el propagador es

el resultado de considerar que todos los caminos para ir de un estado inicial a uno �nal

son posibles. Esto se ve de forma explícita en la integral de camino ya que para obtener el

propagador con ésta es necesario integrar sobre todos los caminos.
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La forma de obtener la aportación de cada camino en la construcción del propagador está

medida por la integral que aparece en la exponencial 1
~
∫ tf
ti

[pq̇ −H(p, q̄)] dt.

Ya contamos con una de las expresiones para la amplitud de transición, lo cual será de gran

ayuda para realizar cálculos como espectros de energía de un sistema, dispersión de partículas,

etc.

Con el propósito de simpli�car la notación y de lograr obtener la expresión de la integral de

camino construida con los postulados de Feynman, la cual hace evidente el papel de la acción en

el propagador, retomamos la Ec.(2.28)

〈qf tf | qiti〉 = ĺım
n→∞

1

2π~

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
j=0

dpj exp

 i

~

n∑
j=0

[pj(qj+1 − qj)− τH(pj , q̄j)]

 ,

y como H(pj , q̄j) =
pj

2

2m + V (q̄j) podemos escribirla de la siguiente forma

〈qf tf | qiti〉 = ĺım
n→∞

1

2π~

∫ n∏
j=1

dqj

n∏
j=0

dpj exp

 i

~

n∑
j=0

[
pj(qj+1 − qj)− τ

pj
2

2m
− τV (q̄j)

]
integramos respecto a pj 3 y nos queda

〈qf tf | qiti〉 = ĺım
n→∞

( m

2π~τ

)n+1
2

∫ n∏
j=1

dqj exp

 i

~

n∑
j=0

[
m

2
(
qj+1 − qj

τ
)2 − V (q̄j)

]
τ

 . (2.30)

Al tomar el ĺımn→∞ vemos que

〈qf tf | qiti〉 = N

∫
D q exp

{
i

~

∫ tf

ti

L(q, q̇) dt

}
,

donde L(q, q̇) es la función Lagrangiana, como
∫ tf
ti
L(q, q̇) dt es la acción de la mecánica clásica,

�nalmente tenemos

K(qf , tf ; qi, ti) = 〈qf tf | qiti〉 = N

∫
D q exp

{
i

~
S

}
. (2.31)

Con lo que concluimos que los postulados de Feynman nos llevan a las mismos resultados que

los esquemas tradicionales de la mecánica cuántica mencionados por ejemplo en [13].

Cuando analizamos a un sistema en la mecánica cuántica nos interesa encontrar las funciones

de onda correspondientes a dicho sistema, así como los eigenvalores de la energía del mismo ya que

3La integral se resuelve utilizando el siguiente resultado∫ ∞
−∞

exp
(
−ax2 + bx+ c

)
dx =

(π
a

) 1
2

exp

(
b2

4a
+ c

)
.
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con esto podemos dar una descripción amplia del comportamiento del sistema. A continuación

se obtendrá la forma de relacionar a la integral de camino con los eigenvalores de un sistema.

Partiremos de la siguiente expresión para el propagador 4

K(x1f , p2f , tf ;x1i, p2i, ti) = 〈x1f , p2f , tf | x1i, p2i, ti〉,

lo que podemos escribir de la siguiente forma

K(x1f , p2f , tf ;x1i, p2i, ti) = 〈x1f , p2f | exp

{
− i
~
Ĥ(tf − ti)

}
| x1i, p2i〉, (2.32)

lo cual es equivalente a Ec.(2.29).

Denotamos a los eigenestados que corresponde a los eigenvalores En con | n〉 los cuales

satisfacen la condición ∑
n

| n〉〈n |= 1,

además introducimos este conjunto completo de estados en Ec.(2.32)

K(x1f , p2f , tf ;x1i, p2i, ti) =
∑
n,m

〈x1f , p2f | m〉〈m | exp

{
− i
~
Ĥ(tf − ti)

}
| n〉〈n | x1i, p2i〉.

Tenemos que φn(x1, p2) = 〈x1, p2 | n〉 son las eigenfunciones expresadas en términos de las

variables x1 y p2. Al comparar esta expresión con Ec.(2.29) concluimos

1

2π~

∫
D qD p exp

{
i

~

∫ tf

ti

[pq̇ −H(p, q)] dt

}
=
∑
n

exp

{
− i
~
En(tf − ti)

}
φ∗n(x1f , p2f )φn(x1i, p2i).

(2.33)

Como el propagador también está dado por la Ec.(2.31) tenemos

K(x1f , p2f , tf ;x1i, p2i, ti) = N

∫
D q exp

{
i

~
S

}
=
∑
n

exp

{
− i
~
En(tf − ti)

}
φ∗n(x1f , p2f )φn(x1i, p2i).

(2.34)

De Ec.(2.34) vemos que la integral de camino nos muestra una conexión directa entre la

mecánica clásica y la mecánica cuántica, ya que podemos conocer a las eigenfunciones de un

sistema cuántico y obtener sus eigenvalores de energía (lado derecho de la ecuación) si construimos

la acción clásica del sistema y utilizamos el método de integral de camino para encontrar al

propagador (lado izquierdo de la ecuación).

Otro interés de estudio de la mecánica cuántica son los procesos de dispersión. A continua-

ción presentaremos un análisis de éstos procesos utilizando la forma de integral de camino del

propagador. Esto nos llevará a presentar un conjunto de reglas, llamadas reglas de Feynman, que

nos ayudan a construir la amplitud de probabilidad de una dispersión.
4Donde hemos escogido la dependencia de las coordenadas x1, p2 ya que de esta forma nos será de gran utilidad

en el capítulo 3.
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2.2. La Integral de Camino en Procesos de Dispersión

En esta sección ilustraremos cómo se utiliza el método de integral de camino para estudiar

procesos de dispersión, utilizando el hecho de que la dispersión de una partícula por otra se

describe por la interacción a través de un potencial. Para esto expresamos a Ec.(2.31) como

sigue

〈xf tf | xiti〉 = N

∫
D x exp

{
i

~

∫ tf

ti

T dt

}
exp

{
− i
~

∫ tf

ti

V dt

}
, (2.35)

donde se ha usado el hecho S =
∫ tf
ti

(T−V )dt y se ha cambiado de notación q → x. Comenzaremos

por hacer la siguiente consideración ∣∣∣∫ tf

ti

V dt
∣∣∣ < ~,

lo cual implica que la interacción entre las partículas es mediada por un potencial débil o que

ocurre durante tiempos muy cortos. Esta consideración es clave para calcular la amplitud de

transición, ya que nos permite utilizar el método perturbativo como método de aproximación

haciendo el siguiente desarrollo conocido como desarrollo perturbativo (serie de Mclaurin de

exp
{
− i

~
∫ tf
ti
V dt

}
)

exp

{
− i
~

∫ tf

ti

V dt

}
= 1− i

~

∫ tf

ti

V dt− 1

2!~2

[∫ tf

ti

V dt

]2
+ . . . , (2.36)

sustituimos la Ec.(2.36) en Ec.(2.31) y con esto podemos escribir al propagador como

K(xf tf ;xiti) = K0 +K1 +K2 + . . . , (2.37)

donde K0 es el propagador de partícula libre, K1 es la corrección a primer orden del propagador

y así sucesivamente.

A continuación se obtendrán las expresiones de cada uno de los propagadores enlistados

arriba, ya que con ellos obtendremos la forma explícita de K(xf tf ;xiti) hasta primer orden.

Comenzaremos con K0 que es el resultado de multiplicar el primer término del desarrollo per-

turbativo Ec.(2.36) con la exponencial de energía cinética, esto es:

K0 = N

∫
D x exp

{
i

~

∫ tf

ti

T dt

}
= N

∫
D x exp

{
i

2~
m

∫ tf

ti

ẋ2 dt

}
(2.38)

donde se ha usado la forma explícita de la energía cinética (T = 1
2mẋ

2). Para resolver la integral
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de Ec.(2.38) retomamos la forma discreta5

K0 = ĺım
n→∞

( m

2πi~τ

)n+1
2

∫ n∏
j=1

dxj exp

 i

2~
m

n∑
j=0

(xj+1 − xj)2

τ

 . (2.39)

Procedemos a resolver la integral anterior6. Como (n+ 1)τ = tf − ti, el propagador de partícula

libre está dado por

K0 =

(
m

2πi~(tf − ti)

) 1
2

exp

{
i

2~
m

(xf − xi)2

tf − ti

}
.

Para conservar la evolución temporal de eventos, es decir considerar que se debe cumplir tf > ti,

escribimos al propagador de partícula libre de la siguiente forma

K0 = Θ(tf − ti)
(

m

2πi~(tf − ti)

) 1
2

exp

{
i

2~
m

(xf − xi)2

tf − ti

}
, (2.40)

donde Θ(tf − ti) es la función paso y está de�nida como sigue

Θ(tf − ti) =


1 tf > ti

0 otro caso.

Ahora se calculará K1, el cual está dado por la multiplicación del segundo término del desarrollo

perturbativo Ec.(2.36) con la exponencial de energía cinética de la siguiente manera

K1 = − i
~
N

∫
D x exp

{
i

2~
m

∫ tf

t1

ẋ2 dt

}∫ tf

t1

V dt.

En forma discreta, lo anterior se escribe como

K1 = − i
~

ĺım
n→∞

( m

2πi~τ

)n+1
2

n∑
i=1

τ

∫
dx1 · · · dxn exp

 i

2~
m

n∑
j=0

(xj+1 − xj)2

τ

V (xα, tα),

donde no hay que perder de vista que se reemplazó la integral temporal del potencial por una

sumatoria, y que el potencial está seleccionado en un punto. Separaremos la sumatoria del ex-

ponente en dos partes: una que vaya de j = 0 a j = α− 1 y otra que vaya de j = α a j = n.

5Véase la Ec.(2.30).
6Resolvemos la integral utilizando el siguiente resultado∫ ∞

−∞
dx1 dx2 · · · dxn exp

{
iλ[(x1 − a)2 + (x2 − x1)2 + . . .+ (b− xn)2]

}
=[

inπn

(n+ 1)λn

] 1
2

exp

[
iλ

n+ a
(b− a)2

]
.
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Con lo que nos queda

K1 = − i
~

ĺım
n→∞

( m

2πi~τ

)n+1
2

n∑
i=1

τ

∫
dx1 · · · dxn exp

 i

2~
m

α−1∑
j=0

(xj+1 − xj)2

τ


× exp

 i

2~
m

n∑
j=α

(xj+1 − xj)2

τ

V (xα, tα).

Como V (xα, tα) depende de xα nos será de gran ayuda escribir la expresión anterior de la siguiente

forma

K1 = − i
~

ĺım
n→∞

n∑
i=1

τ

∫
dxi

P n−α+1
2 exp

 i

2~
m

n∑
j=α

(xj+1 − xj)2

τ

 dxα+1 · · · dxn

(2.41)
×V (xα, tα)

P α
2 exp

 i

2~
m

α−1∑
j=0

(xj+1 − xj)2

τ

 dx1 · · · dxα−1


donde se ha hecho

(
m

2πi~τ
)n+1

2 = P
n+1
2 . Comparamos la expresión anterior Ec.(2.41) con Ec.(2.40)

e identi�camos a los siguientes propagadores:

K0(xf , tf ;xα, tα) = Θ(tf−tα) ĺımn→∞
(

m
2πi~τ

)n−α+1
2

∫
exp

{
i
2~m

∑n
j=i

(xj+1−xj)2
τ

}
dxα+1 · · · dxn

K0(xα, tα;xi, ti) = Θ(tα−ti) ĺımn→∞
(

m
2πi~τ

)α
2
∫

exp
{

i
2~m

∑i−1
j=0

(xj+1−xj)2
τ

}
dx1 · · · dxα−1.

Con esto K1 es

K1 = − i
~

ĺım
n→∞

n∑
i=1

τ

∫
dxiK0(xf tf ;xα, tα) V (xα, tα)K0(xαtα;xiti) .

Al tomar el límite nos queda

K1 = − i
~

∫ tf

t1

dt

∫
dxK0(xf tf ;xt) V (x, t)K0(xt;xiti) ,

como nos interesa conservar la evolución temporal de eventos, concluimos que la integral sobre t

puede ser tomada sobre todos los valores de t, así tendremos

K1 = − i
~

∫
dt

∫
dxK0(xf tf ;xt) V (x, t)K0(xt;xiti) (2.42)

lo cual corresponde a la corrección a primer orden del propagador libre.

Juntando las Ecs.(2.42) y (2.40) la expresión para el desarrollo perturbativo del propagador

Ec.(2.37), queda de la siguiente forma

K(xf tf ;xiti) = K0 (xf tf ;xiti) (2.43)

− i
~

∫
dt

∫
dxK0(xf tf ;xt) V (x, t)K0(xt;xiti) + . . . ,
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Figura 2.6: Desarrollo perturbativo del Propagador.

la cual es la solución en serie de perturbaciones de K, y es conocida como serie de Born. En resu-

men K0 describe la propagación libre de una función de onda de (xi, ti) a (xf , tf ), K1 describe

la propagación de una función de onda con una perturbación en (x1, t1), así sucesivamente.

Esquematicamente el desarrollo perturbativo del propagador se puede visualizar como en la

Fig.(2.6).

En la medición de un proceso de dispersión, las condiciones experimentales son: en t→ −∞

la partícula es libre, luego es dispersada y es libre nuevamente en t → +∞. Estas serán las

condiciones para nuestra función de onda ψ. Tendremos que ψ es una onda plana en ti denotada

por ψi(xi, ti). Además consideraremos que V → 0 para tiempos t >> ti y tf >> t donde t es el

instante en el que se realiza la interacción.

Tomando hasta la primera aproximación la serie de Born Ec.(2.43) tenemos para ψi(xi, ti)

(donde se utiliza la Ec.(2.4))

ψ(+)(xf , tf ) =

∫
K0 (xf , tf ;xi, ti)ψi(xi, ti) dxi (2.44)

− i
~

∫
K0 (xf , tf ;x, t)V (x, t)K0 (x, t;xi, ti)ψi(xi, ti) dx dxi dt,

donde ψ(+)(xf , tf ) corresponde a una onda que fue libre en t = −∞. Esto involucra a un

propagador que llamaremos de retardo K0 (x, t;x′, t′), el cual es cero para t′ > t.

Así mismo la solución se puede escribir para ψ(−)(xi, ti), la cual consiste en una onda que

será libre en t→∞, en términos de la función denotada por ψf i.e dado que fue dispersada. Aquí

se involucrará un propagador que llamaremos de avance K0 (x, t;x′, t′) el cual será cero cuando

t > t′.

Estamos interesados en la amplitud de probabilidad de detectar una partícula (al �nal) con

un momento de�nido, esto es, una onda plana ψf , la cual será plana ya que V → 0 para valores

�grandes� positivos de t. Como ψ(+)(xf , tf ) y ψ(−)(xi, ti) son las amplitudes de probabilidad
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de que: la partícula sea dispersada dado que fue libre y sea libre dado que fue dispersada,

respectivamente. Entonces, la superposición de éstas dos amplitudes de probabilidad nos dará la

amplitud de dispersión con la siguiente expresión:

S =

∫
ψ∗f (xf , tf )ψ(+)(xf , tf ) dxf . (2.45)

Al sustituir la Ec.(2.44) en Ec.(2.45) obtenemos la amplitud de probabilidad de la transición de

ψi a ψf a través del potencial V (x, t) a primer orden

Sfi =

∫
ψ∗f (xf , tf )K0 (xf , tf ;xi, ti)ψi(xi, ti) dxi dxf

− i
~

∫
ψ∗f (xf , tf )K0 (xf , tf ;x, t)V (x, t)K0 (x, t;xi, ti) (2.46)

×ψi(xi, ti) dxf dx dxi dt.

Considerando que los momentos �nal e inicial en tres dimensiones son: Pf = ~Kf y Pi = ~Ki,

tendremos que las correspondientes funciones de onda ψi(x, t) y ψf (x, t) estarán dadas por:

ψi(x, t) =
1

(2~π)
3
2

exp

{
i

~
(Pi · x− Eit)

}
y ψf (x, t) =

1

(2~π)
3
2

exp

{
i

~
(Pf · x− Ef t)

}
,

(2.47)

donde E = p2

2m y (2~π)−
3
2 es el factor de normalización. Sustituyendo Ec.(2.47) en Ec.(2.46) y

usando la siguiente identidad ∫
exp{iq · x} dx = (2π)3δ(q), (2.48)

nos queda a primer orden

Sfi = δ(Kf −Ki)−
i

~

∫
ψ∗f (xf , tf )K0 (xf , tf ;xt)V (x, t)K0 (x, t;xi, ti) (2.49)

×ψi(xi, ti) dxf dx dxi dt.

Donde hemos considerado conservación de la energía Ei = Ef . La amplitud de dispersión es

entonces un elemento de una matriz, denotado con Sfi, cuyos (fi) elementos están dados por

Ec.(2.49); a ésta matriz se le conoce como matriz de dispersión o matriz S. El primer término

corresponde a la �no� interacción dando conservación de momento y una matriz S unidad. Las

interacciones son representadas por el segundo término. La amplitud de que un particular estado

de �salida ψf � resulte de un particular estado de �entrada ψi� es a primer orden

A (1) = − i
~

∫
ψ∗f (xf , tf )K0 (xf , tf ;xt)V (x, t)K0 (x, t;xi, ti) (2.50)

×ψi(xi, ti) dxf dx dxi dt.
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Ahora tenemos una expresión para la amplitud de dispersión en términos del propagador libre

K0 y del potencial de interacción.

Reglas de Feynman para la amplitud de dispersión

La ecuación Ec.(2.50) puede ser trasladada hacia un conjunto de reglas para calcular la

amplitud de dispersión, conocidas como reglas de Feynman las cuales se presentan a continuación.

La idea consiste en representar con diagramas cada término de la serie de Born, por ejemplo

podemos representar la amplitud dada por Ec.(2.50) (la cual es una aproximación a primer orden)

con el siguiente diagrama:

Entre cada extremo del diagrama y el potencial hay propagación libre. La amplitud de disper-

sión se puede formar al sumar los correspondientes diagramas al orden deseado; por ejemplo

la amplitud de dispersión con corrección a primer orden resulta de sumar los siguientes dos

diagramas.

Multiplicamos por ψi(x, t) y ψf (x, t) a los extremos de cada diagrama, integramos sobre las dos

variables espaciales relevantes y con ello obtendremos la expresión para la amplitud de dispersión.

En la derecha se ilustra el diagrama correspondiente a la corrección a segundo orden de la

amplitud de probabilidad de una dispersión.
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Entonces, por las reglas antes presentadas tendremos que la corrección a segundo orden,

denotada porA (2), es:

A (2) =

(
−i
~

)2 ∫
ψ∗f (xf , tf )K0 (xf , tf ;x′, t′)V (x′, t′)K0 (x′, t′;x, t)V (x, t)

×K0 (x, t;xi, ti)ψi(xi, ti) dxi dx dt dx
′ dt′ dxf . (2.51)

Como mencionamos anteriormente las amplitudes de probabilidad dependen del propagador

libre. Para el cual tenemos una expresión en el espacio coordenado, en el apéndice B se presentan

las correspondientes representaciones del propagador libre en el espacio fase, y en el de momento

y energía. En estos espacios se evidencia que la propagación libre se da sólo si hay conservación

de momento y de energía.

Por último obtendremos una expresión para la amplitud de dispersión que nos servirá en el

capítulo 3 para estudiar la dispersión de Rutherford. Comenzamos por sustituir la expresión para

K0 dada por la Ec.(B.6)

K0 (xf tf ;xiti) = Θ(tf − ti)
∫

exp

{
i

~

(
q · (xi − xf )− q2

2m
(tf − ti)

)}
dq,

en la amplitud de dispersión dada por la primera aproximación de Born Ec.(2.50), junto con las

expresiones de ψ∗f (xf tf ) y ψi(xiti) y obtenemos

A (1) = − i

~(2π)3
1

(2π~)3

∫
exp

{
− i
~

(
Pf · xf −

P2
f

2m
tf

)}
Θ(tf − t)

× exp

{
i

~

(
q · (x− xf )− q2

2m
(tf − t)

)}
V (x, t)

× exp

{
i

~

(
q′ · (xi − x)− q′2

2m
(t− ti)

)
Θ(t− ti)

}

× exp

{
i

~

(
Pi · xi −

P2
i

2m
ti

)}
dxf dx dxi dt dq dq

′. (2.52)

Integramos con respecto a xf∫
exp

(
− i
~

(Pf − q) · xf
)
dxf = (2π~)3δ(Pf − q).
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Este es el mismo resultado para la integral con respecto a xi, donde ahora Pf → Pi y q → q′.

Utilizando los resultados anteriores integramos con respecto a q para tener∫
exp

(
− i
~
q · x

)
δ(Pf − q) dq = exp

(
− i
~
Pf · x

)
,

y la contribución de la integral sobre q′ que se obtiene cuando Pf → Pi, q → q′ y x → x0.

Resolvemos las integrales que involucran a tf∫
exp

(
− i
~
q2

2m
tf

)
δ(Pf − q) dq = exp

(
− i
~
Pf

2

2m
tf

)
y a t0, al cambiar Pf → Pi, q→ q′ y tf → t0 en el resultado anterior.

Finalmente utilizando los resultados anteriores la Ec.(2.52) se reduce a

A (1) = − i

(2π)3~

∫
exp

{
i

~
[(Pi −Pf ) · x− (Ei − Ef )t]

}
V (x, t) dx dt, (2.53)

con Ei,f =
P2
i,f

2m . A partir de la expresión anterior, podemos calcular la amplitud de dispersión

de una partícula que cumpla con las condiciones que describimos al inicio del capítulo a través

de cualquier potencial V (x, t).

Para concluir con este capítulo, podemos decir que hemos presentado una interpretación

de los fenómenos cuánticos alterna a la desarrollada por De Broglie, Schrödinger, Heisenberg

entre otros. En esta interpretación se relaciona a la mecánica cuántica con la mecánica clásica

por medio del concepto de acción. Esto es evidente en la Ec.(2.5) que se construye con los dos

postulados de la formulación de integral de camino de la mecánica cuántica, los cuales tienen

como idea central considerar que todos los caminos, para la evolución de un sistema, aportan

a dicha evolución con una amplitud de probabilidad. La forma de obtener información de un

sistema con la integral de camino es utilizando Ec.(2.34) la cual relaciona a las eigenfunciones y

eigenvalores de la energía con el propagador del sistema. Finalmente para estudiar procesos de

dispersión, hicimos un desarrollo perturbativo del propagador lo cual nos llevó a establecer las

reglas de Feynman. Éstas nos ayudan a construir la amplitud de probabilidad de una dispersión.

En el siguiente capítulo, pondremos en acción los resultados anteriormente descritos anali-

zando al sistema de una partícula de masa m y carga q en presencia de un campo magnético

uniforme y de un potencial de oscilador armónico simple. También se estudiará la dispersión de

Rutherford con el objetivo de ilustrar la forma de utilizar la teoría de dispersión antes presentada.



Capítulo 3 La Integral de Camino en Acción.

En este capítulo presentaremos las aplicaciones, descritas al �nal del capítulo dos, de la

integral de camino. Comenzamos por analizar el espectro de energía del sistema formado por una

partícula cargada en presencia de un campo magnético uniforme y de un potencial de oscilador

armónico. Terminaremos por analizar la dispersión de una partícula cargada por un potencial

coulombiano, lo que corresponde a la dispersión de Rutherford.

En el capítulo 1 utilizamos el principio de mínima acción para analizar al sistema de una

partícula cargada en presencia de un campo magnético uniforme y de un potencial de oscilador

armónico. En este capítulo analizaremos el mismo sistema, desde un punto de vista cuántico,

utilizando el método de integral de camino que se desarrolló en el capítulo 2 [16] .

Reescribiremos a la Lagrangiana del sistema en términos de las coordenadas (x1, p2, ẋ1, ṗ2)

lo que nos lleva a tener un término de acoplamiento entre estas coordenadas.

Veremos que para poder resolver la integral de camino correspondiente a este sistema es

práctico realizar una rotación ortogonal al sistema de coordenadas con el objetivo de desacoplar

el término mencionado, ya que después de esto la Lagrangiana resultante en el nuevo sistema de

coordenadas corresponde al sistema de dos osciladores armónicos independientes, lo que permite

evaluar la integral de forma directa.

Analizamos los casos límites B << m, k << B y m << B2 del espectro obtenido para

el sistema y notamos que existe una correspondencia directa entre los primeros dos límites y

los sistemas reducidos correspondientes a dichos límites, además encontramos que para hacer

coincidir el espectro obtenido con el de la teoría reducida en el tercer caso, es necesario hacer

una rede�nición de una de las frecuencias obtenidas.

El resultado del último análisis descrito coincide con el obtenido por Dunne y Jackiw quienes

analizaron este sistema utilizando el método de operadores [17].

38
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3.1. Oscilador Armónico en Presencia de un Campo Magnético

Comenzamos por reescribir a la Lagrangiana de este sistema, como la transformada de Le-

gendre de la función Hamiltoniana correspondiente, es decir

L =
2∑

i,j=1

piẋi −H, (3.1)

donde

H =

2∑
i,j,β=1

(
1

2m
(pi −

1

2
Bεijxj)(pi −

1

2
Bεiβxβ) +

1

2
kx2i

)
(3.2)

Ahora bien, utilizaremos la Ec.(2.34) para encontrar el espectro de energía así como las

correspondientes funciones de onda, las cuales dependen sólo de x1 y p2 por la forma en la que

construimos a Ec.(2.34).

De las Ecs.(3.1) y (3.2), vemos que la función Lagrangiana que integraremos en el propagador

es una función cuadrática en las coordenadas x2 y p1. Tomando en cuenta este hecho y las

relaciones entre el resto de las coordenadas involucradas a través de los paréntesis de Poisson,

podemos considerar la integral con respecto a las variables x2 y p1 como parte de una constante

N [16][17]. Por lo tanto, usando la Ec.(2.29), escribimos al propagador como sigue :

K(x1f , p2f , tf |x1i, p2i, ti) = N

∫
D qD p exp

{
i

~

∫ tf

ti

Lef dt
}
, (3.3)

donde Lef = Lef (xi, p2, ẋi, ṗ2) es

Lef =
B2 +mk

2k
ẋ21 +

B

k
ẋ1ṗ2 +

1

2k
ṗ22 −

(
1

2m
p22 +

k

2
x21

)
(3.4)

y hemos hecho q = c = 1.

Para poder resolver la integral, tenemos que desacoplar el término B
k ẋ1ṗ2, para esto de�nimos

a las siguientes matrices de 2× 2

M =

B2+mk
k

B
k

B
k

1
k

 , K =

k 0

0 1
m

 ,

y al vector X = (x1, p2)
T , con esto podemos escribir a la Lagrangiana de Ec.(3.4) de la siguiente

forma

Lef =
1

2
ẊTMẊ− 1

2
XTKX. (3.5)

Aplicaremos una transformación al vector X = (x1, p2)
T para cambiar de coordenadas y ya

no tener el término en el que se acopla a ẋ1 con ṗ2. El nuevo vector será Y = (y1, y2)
T y lo
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obtendremos al realizar una transformación escalar S sobre el vector X, seguida de una rotación

ortogonal O. Con esto tendremos:

Y = OSX.

El objetivo de aplicar la transformación escalar es lograr que las dos nuevas coordenadas y1 y y2

tengan las mismas unidades, y el de la ortogonal es el de rotar los ejes del espacio fase para con

ello desacoplar a las coordenadas ẋ1 y ṗ2. Estas matrices estarán dadas por

S =

√k 0

0
√

1
m

 , O =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 .

Para mantener invariante a la Lagrangiana de Ec.(??) transformamos a las matrices M y K de

la siguiente manera:

M′ = OS−1M(OS)−1

y

K′ = OS−1K(OS)−1,

con lo que nos queda la siguiente función Lagrangiana en las nuevas coordenadas

L′ef =
1

2
ẎTM′Ẏ − 1

2
YTK′Y. (3.6)

Las matrices M′ y K′ son

M′ =

 B2

k2 cos2 θ + m
k − 2

√
m

k
3
2
B sin θ cos θ B2

k2 cos θ sin θ +
√
m

k
3
2
B(cos2 θ − sin2 θ)

B2

k2 cos θ sin θ +
√
m

k
3
2
B(cos2 θ − sin2 θ) B2

k2 cos2 θ + m
k + 2

√
m

k
3
2
B sin θ cos θ



K′ =

1 0

0 1

 .

Escogeremos una matriz de rotación que diagonalice a la matriz M′, con el objetivo de no tener

acopladas a las coordenadas ẏ1 y ẏ2, para lograr esto tenemos que resolver la siguiente ecuación:

B2

k2
cos θ sin θ +

√
m

k
3
2

B(cos2 θ − sin2 θ) = 0, (3.7)

al sustituir la solucion (ver apéndice D) de esta ecuación en las entradas M′11 y M′22 nos quedan

las siguientes expresiones para las matrices M′ y K′

M′ =

M1 0

0 M2

 , K′ =

M1Ω
2
1 0

0 M2Ω
2
2

 . (3.8)
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Donde

M1 =
1

2k2
[2mk +B2 +B

√
4mk +B2], (3.9)

M2 =
1

2k2
[2mk +B2 −B

√
4mk +B2] (3.10)

y

Ω2
i =

1

Mi
. (3.11)

Sustituyendo las matrices M′ y K′ de Ec.(3.8) en Ec.(3.6) obtenemos

L′ef =

2∑
i=1

(
1

2
Miẏ

2
i −

1

2
MiΩ

2
i y

2
i

)
, i = 1, 2. (3.12)

Como podemos ver esta Lagrangiana no tiene términos acoplados. Esta función es la Lagrangiana

de dos osciladores armónicos ortogonales e independientes con masasMi y frecuencias Ωi. Ahora

procederemos a calcular el propagador correspondiente a ésta

K(Yf , tf |,Yi, ti) = N

∫
D yi exp{ i

~

∫ tf

ti

L′ef (yi, ẏi) dt}.

Existen varios métodos de encontrar este propagador, por ejemplo podríamos hacerlo utilizando

la forma discreta [18] de la integral de camino tal y como lo hicimos cuando encontramos el

propagador de partícula libre Ec.(2.40). Lo que haremos es representar a los caminos como una

variación del camino clásico [12] como se muestra a continuación

K(Yf , tf |,Yi, ti) = N

∫
D yi exp

{
i

~

∫ tf

ti

[
1

2
Mi(ẏ

cl
i + δẏi)

2 − 1

2
MiΩ

2
i (y

cl
i + δyi)

2

]
dt

}
,

con esto podemos expresar al propagador de la siguiente forma

K(Yf , tf |,Yi, ti) = NF (tf − ti) exp

{
i

~
Sclef

}
,

donde F (tf − ti) son �uctuaciones al camino clásico relacionadas con todos los caminos (excepto

el clásico) que unen a los puntos i y f . Con la forma explícita de F (tf − ti) y con la expresión

para la acción del oscilador armónico [12][18] tenemos que el propagador viene dado por

K(Yf , tf |,Yi, ti) = N

(
2∏

k=1

MkΩk

2πi~ sin {Ωk(tf − ti)}

) 1
2

(3.13)

× exp{
2∑

k=1

iMkΩk

2~ sin {Ωk(tf − ti)}
[(y2kf + y2ki) cos Ωk(tf − ti)− 2ykiykf ]}.
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Ahora que contamos con la expresión del propagador de nuestro sistema Ec.(3.13), haremos el

siguiente cambio de variable en ésta para obtener la expresión de las eigenfunciones y eigenvalores

del sistema

sin {Ωk(tf − ti)} =
1

2i

1− p2

p
y cos {Ωk(tf − ti)} =

1

2

1 + p2

p
,

donde p = exp {−iΩk(tf − ti)}. Además de�niremos a las siguientes variables

ξki =

√
MkΩk

~
yki y ξkf =

√
MkΩk

~
ykf .

Con esto la Ec.(3.13) se escribe de la siguiente forma

K(ξkf , tf |, ξki, ti) = N

(
2∏

k=1

MkΩkp

2πi~

) 1
2

(1− p2)−
1
2 exp

{
−1

2
(ξ2kf + ξ2ki)

}
(3.14)

× exp

{
2ξ2kfξ

2
kip− (ξ2kf + ξ2ki)p

2

1− p2

}
.

Utilizamos la siguiente relación conocida como fórmula de Mehler [19]

(1− p2)−
1
2 exp

{
2ξ2kfξ

2
kip− (ξ2kf + ξ2ki)p

2

1− p2

}
=

∞∑
nk=0

1

2nknk!
Hnk(ξki)Hnk(ξkf )pnk ,

donde Hnk son los polinomios de Hermite. Con esto el propagador Ec.(3.14) nos queda como

sigue

K(ξkf , tf |, ξki, ti) = N

(
2∏

k=1

MkΩkp

2πi~

) 1
2

exp

{
−1

2

(
ξ2kf + ξ2ki

)} ∞∑
n=0

1

2nkn!
Hnk(ξki)Hnk(ξkf )pnk .

Al regresar el cambio de variable (a las variables Yi,f ) obtenemos

K(Yf , tf |,Yi, ti) = N

(
2∏

k=1

MkΩk

2πi~

) 1
2

exp

{
−1

2
(
MkΩk

~
y2kf +

MkΩk

~
y2ki)

}
(3.15)

×
∞∑

nk=0

1

2nknk!
Hnk

(√
MkΩk

~
yki

)
Hnk

(√
MkΩk

~
ykf

)

× exp

{
−iΩk(tf − ti)(nk +

1

2
)

}
.

Comparamos a Ec.(3.15) con Ec.(2.34) y concluimos que las eigenfunciones de este sistema son

φ(Yf ) = N
1
2

(
2∏

k=1

MkΩk

2πi~

) 1
4

exp

{
−1

2

(
MkΩk

~
y2kf

)}
Hnk

(√
MkΩk

~
ykf

)
.
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Así mismo, los eigenvalores de la energía

Enk = (nk +
1

2
)~Ωk,

por lo que la energía total es

En1,n2 = (n1 +
1

2
)~Ω1 + (n2 +

1

2
)~Ω2 (3.16)

Esta expresión es el análogo cuántico de E = E+ +E− del caso clásico (Ec.(1.37)). A continua-

ción analizaremos el espectro de energía dado por Ec.(3.16). Comenzaremos por escribir a las

frecuencias Ωi como sigue (usamos las Ecs.(3.9), (3.10) y (3.11))

Ω1 =

√
2k√

2mk +B2 +B
√

4mk +B2

y

Ω2 =

√
2k√

2mk +B2 −B
√

4mk +B2
.

Si consideramos B << m y k �ja, nos queda

Ω1 =

√
k

m
− B

2m
+ 2

(
B2

8
√
m3k

)2

+O(B4)

y

Ω2 =

√
k

m
+

B

2m
+ 2

(
B2

8
√
m3k

)2

+O(B4),

por lo que, en el límite B
m → 0, la energía total Ec.(3.16) toma la siguiente forma

E
B
m
→0

n1,n2,n3 = (n1 +
1

2
)~ω0 + (n2 +

1

2
)~ω0 + (n3 +

1

2
)~ω0 n1, n2, n3 = 0, 1, 2 . . . . (3.17)

Aquí es necesario tomar en cuenta a la coordenada x3 ya que sin campo el movimiento no será

restringido al plano. La expresión anterior es la de la energía del oscilador armónico tridimensional

tal como era de esperarse al disminuir la intensidad del campo. De la misma forma, las frecuencias

se pueden escribir, para k << B y m �ja, como sigue:

Ω1 =
k

B

[
1− km

B2
+ 2

(
km

B2

)2
]

+O

((
k

B2

)4
)

y

Ω2 =
B

m
+
k

B

[
1− km

B2
+ 2

(
km

B2

)2
]

+O

((
k

B2

)4
)
,

con esto nos queda que, en el límite k
B → 0, la energía está dada por

E
k
B
→0

n = (n+
1

2
)~ωc n = 0, 1, 2 . . . , (3.18)
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donde ωc = B
m se conoce como frecuencia de ciclotrón (es la frecuencia de una partícula de

masa m cargada en presencia de un campo magnético). Ec.(3.18) coincide completamente con la

energía de teoría reducida correspondiente a k = 0.

Para m << B2 tenemos

Ω1 =
k

B

[
1− km

B2
+ 2

(
km

B2

)2
]

+O
(( m

B2

)4)
y

Ω2 =
B

m
+
k

B

[
1− km

B2
+ 2

(
km

B2

)2
]

+O
(( m

B2

)4)
,

por lo que

ĺım
m
B2→0

Ω1 =
k

B

y

ĺım
m
B2→0

Ω2 = ĺım
m
B2→0

(
B

m
+
k

B

)
→∞.

Entonces, para el límite considerado, es necesario hacer la siguiente rede�nición Ω2 → Ω2− (Bm +

k
B ) ya que éste nos dará un valor �nito para la energía que coincide con el de la teoría reducida

correspondiente a m << B2 [17].

E
m
B2→0
n =

k

B
~(n+

1

2
) n = 0, 1, 2 . . . (3.19)

Por otro lado vimos que los límites B << m y k << B nos dan el resultado exacto de la teoría

reducida en la energía, mientras que para hacer coincidir el límite m << B2 de la teoría general

con la correspondiente teoría reducida hubo que considerar la rede�nición Ω2 → Ω2 − (Bm + k
B ).

Para analizar el hecho de que no coincidan directamente la energía En y Em<<B
2

n , utilizaremos

a

L′eff =
1

2
Miẏ

2
i −

1

2
MiΩ

2
i y

2
i , i = 1, 2

y a

M1 =
1

2k2
[2mk +B2 +B

√
4mk +B2] =

B2

k2
[
2mk

B2
+ 1 +

√
4mk

B2
+ 1]

M2 =
1

2k2
[2mk +B2 −B

√
4mk +B2] =

B2

k2
[
2mk

B2
+ 1−

√
4mk

B2
+ 1]

vemos que al considerar el límite nos queda

Mm<<B2

1 =
B2

k2
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Mm<<B2

2 = 0

es decir en el límite sólo tendremos la lagrangiana de un oscilador con masa Mm<<B
1 = B2

k2
y

por lo tanto frecuencia Ωm<<B2

1 = B
K y el hecho de que Mm<<B2

2 = 0 implica que es necesario

considerar Ω2 = 0.

Para concluir, podemos decir que el escribir a la función Lagrangiana del sistema en forma

matricial y considerar una transformación ortogonal y otra escalar de las matrices que la forman,

nos permitió reescribir la Lagrangiana como la correspondiente a dos osciladores independientes,

lo cual nos facilitó obtener el propagador del sistema. De ahí, al realizar los cambios de variable

correspondientes, obtuvimos directamente las eigenfunciones y eigenvalores del sistema.

A continuación utlizaremos la teoría desarrollada con la integral de camino para dispersión,

analizando la dispersión de Rutherford.

3.2. Dispersión de Rutherford

Ahora aplicaremos la teoría desarrollada en el capítulo 2 a la dispersión de Rutherford, la

cual tiene las siguientes características: es la dispersión de una partícula cargada y sin spin en

un potencial Coulombiano. Satisface las siguientes condiciones iniciales: en t→ −∞ la partícula

es libre, luego es dispersada y es libre nuevamente en t→ +∞.

Partimos de sustituir el potencial de Coulomb (V (x) = Ze2

4πε0
1
| r|) en la Ec.(2.53) (la cual

nos da la amplitud de dispersión de una partícula que cumpla con las condiciones iniciales que

describimos al inicio del capítulo a través de cualquier potencial V (x, t)), y obtenemos

A = − i

(2π)3~
Ze2

4πε0

∫
exp

{
i

~
[(Pi −Pf ) · x− (Ei − Ef )t]

}
1

|r|
dx dt.

Procedemos a resover la integral anterior, comenzamos por integrar con respecto a t, lo que

nos da (usamos la Ec.(2.48))

A = − i

(2π)3~
Ze2

4πε0
2π~δ(Ef − Ei)

∫
exp

{
i

~
(Pi −Pf ) · x

}
1

|r|
dx dt,

esta última integral no converge en el in�nito, introduciremos un factor de amortiguamiento dado

por exp {−ar} para hacer que la integral sea convergente y luego tomaremos el límite a → 0

para deshacernos de este factor, con esto nos queda resolver la siguiente integral

A = − i

(2π)3~
Ze2

4πε0
2π~δ(Ef − Ei) ĺım

a→0

∫
exp

{
i

~
[(Pi −Pf − ar) · x]

}
1

|r|
dx dt,



3.2. Dispersión de Rutherford 46

la que nos da como resultado 4π~2

q2 , con q = Pi −Pf y así nos queda

A = − i

(2π)2
Ze2~2

4πε0

1

q2
δ(Ef − Ei),

lo que corresponde a la amplitud de dispersión, a partir de ella podemos calcular la sección de

dispersión σ.

Además |A|2 nos da la probabilidad de que una partícula emerja con momento Pf . De igual

forma tendremos que |A|2 (2π)3

(2π~)3 dPf nos da la probabilidad de que una partícula emerja con

momento entre Pf y Pf + dPf , donde (2π)3 es el factor de normalización.

Así mismo, si consideramos el tiempo de la interacción T , tendremos que |A|
2

T
(2π)3

(2π~)3 dPf

es el número de partículas por segundo que emergen en este rango de momento. Para obtener

las secciones de dispersión dividimos por el �ujo incidente Pi
m e integramos con respecto a Pf .

Considerando que hay 1
(2π)3

partículas por unidad de volumen, tendremos entonces que el �ujo

incidente es Pi
(2π)3m

partículas por segundo por unidad de área.

Así la sección de dispersión será:

σ =

∫
|A|2

T

(2π)3m

~3Pi
dPf ,

al calcular |δ(Ei−Ef~ )|2 nos queda 1

|δ(Ei − Ef )|2 =
T

2π~
δ(Ei − Ef ),

con este resultado tendremos que σ es

σ =
mZ2e4

4π2ε20

∫
1

Piq4
δ(Ef − Ei) dPf .

Como Pi = (2mEi)
1
2 y d3Pf → P2

f dPf dΩ, además dPf = (2mEf )−
1
2mdEf , después de integrar

con respecto a Ef nos queda

σ =
m2Z2e4

4π2ε20

∫
1

q4
dΩ,

1Es necesario calcular esta cantidad ya que la involucra |A|2. El procedimiento para calcularla es haciendo la

siguiente consideración:

δ(
Ei − Ef

~ ) = ĺım
T→∞

1

2π

∫ T
2

−T
2

exp

{
i(Ei − Ef )

~ t

}
dt.

Integrar con respecto a t. Luego calcular el área debajo de la función obtenida en la integral anterior y usar el

hecho

ĺım
T→0

sin2(αx)

αx2
= πδ(x).
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ahora como q = Pi −Pf tenemos

q2 = P 2
i + P 2

f − 2PiPf cos θ.

Ya que Pi = Pf ≡ P obtenemos, en forma diferencial con P = mv

dσ

dΩ
=

(
Ze2

8πε0mv2

)2
1

sin4 θ
2

.

Lo que corresponde a la fórmula de Rutherford. Como vimos, surgió de analizar la aproximación

a primer orden de la amplitud de dispersión dada en la serie de Born. De igual forma podemos

obtener la sección de dispersión correspondiente a otros órdenes de esta serie, comenzando por

obtener la amplitud de dispersión hasta el orden deseado utilizando las reglas de Feynman des-

critas en el capítulo 2, así como las condiciones que se deseen estudiar. Por ejemplo podemos

analizar la dispersión de Rutherford considerando que la partícula se encuentra en presencia de

un campo magnético uniforme. Donde podemos aprovechar la expresión del propagador obtenida

en la sección (3.1).



Conclusiones

Hemos descrito la forma de analizar fenómenos cuánticos no relativistas, utilizando la repre-

sentación de integral de camino del propagador de la mecánica cuántica. Para lograr esto, fue

necesario revisar el concepto de acción de la mecánica clásica, ya que éste se relaciona con el

hecho de que a nivel clásico, las partículas describen una trayectoria (la que deje estacionaria

a la acción) en el espacio en el que se represente su cambio de estado. El propagador surgió de

introducir la idea de que a nivel cuántico todas las trayectorias son posibles para la evolución de

un sistema, y nos ayuda a describir dicha evolución.

Entre las propiedades importantes que se analizaron del propagador, está la relación del

mismo con las eigenfunciones φn y los eigenvalores de la energía En de un sistema. Vimos que

al construir el propagador (en su forma de integral de camino) de un sistema, de éste se leen

directamente φn y En, esto se ve claro en Ec.(2.34). También se presentó la forma de analizar

procesos de dispersión utilizando la integral de camino, ésto nos llevó a establecer un compendio

de reglas (reglas de Feynman) para calcular la amplitud de probabilidad de una dispersión.

Otra característica importante que revisamos del concepto de acción fue su relación con la

energía mecánica total, vimos que el principio de mínima acción se puede presentar diciendo la

energía cinética promedio menos la energía potencial promedio es mínima para la trayectoria que

sigue un objeto que va desde un punto inicial a uno �nal.

Podemos decir que hemos cumplido con el objetivo principal de este trabajo de tesis, de

obtener las herramientas necesarias para analizar sistemas cuánticos utilizando la integral de

camino. Así como el de presentar la interpretación de todos los caminos posibles para la evolución

de un sistema cuántico, lo cual es alternativo a la dualidad onda-partícula de Louis de Broglie.
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total.

E
l principio de mínima acción es equivalente a decir que la tayectoria que sigue una

partícula en el espacio de con�guración es aquella para la cual la diferencia T − V es

mínima, nótese que es la diferencia entre la energía cinética y la potencial lo que se minimiza y

no la energía total de un sistema, analizaremos ésto de la siguiente manera [7]:

Partimos del hecho de que por la primera ley de Newton, sabemos que una partícula libre

moviéndose a velocidad constante con respecto a un sistema de referencia inercial, sigue una línea

recta en el plano (t, x); trataremos de �justi�car� el hecho de que la partícula siga esa trayectoria.

Lo haremos respondiendo lo siguiente ¾tiene la naturaleza alguna razón energética para este

fenómeno?, por ejemplo ¾por qué la partícula no toma la trayectoria alternativa denotada por

LMN y formada por los segmentos A y B como se muestra en Fig.(A.1)?.

Figura A.1: Trayectoria LMN alternativa a LN.

El primer intento de responder la pregunta es diciendo �la naturaleza quiere que la partícula

gaste la menor energía cinética para ir del punto L al N�, si esta respuesta es correcta entonces

la energía cinética a lo largo de la trayectoria LN será menor que la de la trayectoria alternativa

LMN.

Al hacer el análisis, obtenemos los siguientes resultados para la energía cinética correspon-
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diente a la trayectoria LN es

T =
1

2
m

(
∆x

2∆t

)2

=
1

4

(
1

2
m

(
∆x

∆t

)2
)
. (A.1)

Que es igual a la energía cinética promedio de esta trayectoria denotada por 〈TLN 〉. Mientras

que para la energía cinética promedio correspondiente a la trayectoria LMN tenemos

〈TLMN 〉 =
1

2
× TA +

1

2
× TB =

1

2

(
1

2
m

(
∆x

∆t

)2
)
, (A.2)

comparando el resultado de Ec.(A.1) con Ec.(A.2) concluimos que la respuesta que dimos a la

pregunta anterior parece ser correcta, para veri�car que lo es analizaremos qué implica, sobre el

movimiento de la partícula, el hecho de que gaste el mínimo de energía cinética. Comenzamos

por calcular la variación de la energía cinética promedio correspondiente a la trayectoria LN y

obtenemos

δ〈T 〉 ≈ −1

2

dp

dt
δx.

Ahora, tomando en cuenta que la condición para que la energía cinética sea mínima es que no

tenga cambios para variaciones pequeñas δx, concluimos que se debe cumplir

δ〈T 〉 ≈ −1

2

dp

dt
δx = 0.

Lo que para variaciones arbitrarias implica

dp

dt
= 0,

de donde tenemos p = constante, que es equivalente a decir que la velocidad de la partícula es

constante y por tanto la trayectoria de la partícula es una línea recta en (t, x). En conclusión

la partícula libre sigue una línea recta en (t, x) ya que es así como �gasta� la menor cantidad de

energía cinética.

Cuando consideramos que la partícula está sometida a un potencial V (x) y tratamos de

justi�car su trayectoria extendiendo la idea anterior, i.e. proponiendo que la partícula seguirá la

trayectoria para la cual la energía total es mínima, encontramos la siguiente relación

− dp

dt
+

dV

dx
= 0.

Lo cual contradice a la segunda ley de Newton. La siguiente respuesta que podemos proponer es

�la razón energética de la naturaleza de que la partícula siga cierta trayectoria, debido a que está
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sujeta a un potencial V (x), es que ésta gaste el mínimo de diferencia entre la energía cinética y

la potencial�, al aplicar esta idea obtenemos

δ〈T − V 〉 =
1

2

(
− dp

dt
− dV

dx

)
δx = 0.

Donde nuevamente para variaciones arbitrarias

− dp

dt
− dV

dx
= 0,

lo que corresponde a la segunda ley de Newton. En conclusión podemos enunciar esta segunda

ley, de otra forma, diciendo la energía cinética promedio menos la energía potencial promedio es

mínima para la trayectoria que sigue un objeto que va desde un punto inicial a uno �nal [8].



Apéndice B Otras representaciones para el propagador libre.

S
eaK0 (Pf tf ;Piti) la amplitud de probabilidad de que una partícula con momento

Pi en el tiempo ti sea observada después con un momento Pf en un tiempo tf , la cual

estará dada por la transformada de Fourier de K0 (xf tf ;xiti) de la siguiente forma:

K0 (Pf tf ;Piti) =

∫
exp

(
− i
~
Pf · xf

)
K0 (xf tf ;xiti) exp

(
i

~
Pi · xi

)
dxi dxf .

El propagador libre K0 (xf tf ;xiti) está dado en 3-D, generalización del obtenido en 1-D, por

K0 (xf tf ;xiti) = Θ(tf − ti)
(

m

2πi(tf − ti)

) 3
2

exp

{
im

2~
(xi − xf )2

tf − ti

}
,

lo cual sustituimos en la expresión deK0 y nos queda

K0 (Pf tf ;Piti) = Θ(tf − ti)
(

m

2πi(tf − ti)

) 3
2
∫

exp

{
i

~
(Pi · xi −Pf · xf )

}
(B.1)

× exp

{
im

2~
(xi − xf )2

tf − ti

}
dxi dxf .

Para evaluar la integral de Ec.(B.1) haremos los siguientes cambios de variable

x = xi − xf X = xi + xf

p = Pi −Pf P = Pi + Pf . (B.2)

De donde

P · x + p ·X = 2(Pi · xi −Pf · xf ).

El jacobiano de la transformación es
(
1
2

)3
con esto y con Ec.(B.2), la Ec.(B.1) se escribe de la

siguiente forma

K0 (Pf tf ;Piti) = Θ(tf − ti)
(

m

2πi(tf − ti)

) 3
2
(

1

2

)3 ∫
exp

{
i

2~
(p ·X)

}
dX (B.3)

×
∫

exp

(
i

2~
P · x

)
exp

(
im

2~
x2

tf − ti

)
dx.

Usamos el hecho

exp

{
i

2~
(p ·X)

}
dX = (2~)3(2π)3δ(p),
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en Ec.(B.1) y como p = Pi −Pf nos queda

K0 (Pf tf ;Piti) = Θ(tf − ti)
(

m

2πi(tf − ti)

) 3
2

(2π~)3δ(Pi −Pf ) (B.4)

× exp

(
− i

8m~
P2(tf − ti)

)
.

La función delta que aparece en Ec.(B.4) implica la conservación del momento lineal, por lo

tanto el propagador libre será diferente de cero sólo cuando exista conservación de momento

lineal. Esto además implica (de P = Pi + Pf ) que P2 = 4P2
i por lo tanto la Ec.(B.4) también

se escribe como sigue

K0 (Pf tf ;Piti) = Θ(tf − ti)
(

m

2πi(tf − ti)

) 3
2

(2π~)3δ(Pi −Pf ) (B.5)

× exp

(
− i

2m~
P2
i (tf − ti)

)
.

La Ec.(B.5) es la amplitud de probabilidad de la transición de una partícula con Pi en ti a Pf en

tf . Es importante mencionar que si queremos recuperar el propagador en el espacio coordenado

tenemos que calcular la transformada de Fourier de Ec.(B.5) lo que nos da la siguiente expresión

que será de gran ayuda en cálculos de dispersión.

K0 (xf tf ;xiti) = Θ(tf − ti)
∫

exp

{
i

~

[
q · (xi − xf )− q2

2m
(tf − ti)

]}
dq. (B.6)

Ahora cambiaremos al espacio de momento y energía realizando la transformada de Fourier de la

dependencia temporal en la Ec.(B.5). Comenzamos por sustituir aK0 (Pf tf ;Piti) en la siguiente

expresión

K0 (PfEf ;PiEi) =

∫
exp

{
i

~
Ef tf

}
K0 (Pf tf ;Piti) exp

{
− i
~
Eiti

}
dti dtf

con lo que nos queda

K0 (PfEf ;PiEi) = (2π~)3δ(Pi −Pf )

∫
exp

{
i

~
(Ef tf − Eiti)

}
Θ(tf − ti) (B.7)

× exp

{
− i

2m~
P2
i (tf − ti)

}
dti dtf .

Haremos el siguiente cambio de variable τ = tf − ti para resolver la integral de Ec.(B.8) de donde

tf = τ + t0. Con esto tendremos

K0 (PfEf ;PiEi) = (2π~)3δ(Pi −Pf )

∫
exp

{
i

~
(Ef − Ei) ti

}
dti (B.8)

×
∫

Θ(tf − ti) exp

{
i

~

(
Ef −

P2
i

2m

)
τ

}
dτ.
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La presencia de la función paso en la integral respecto a τ , reduce la integral a∫ ∞
0

exp (iωτ) dτ, (B.9)

donde

ω =
1

~

(
Ef −

P2
i

2m

)
. (B.10)

Para que la ingral Ec.(B.9) converja necesitamos ωεC, por lo tanto nos conviene hacer el siguiente

cambio ω → ω + iα con αεR+ y α << 1. Así la solución de la integral dada por Ec.(B.9) es∫ ∞
0

exp {i(ω + iα)τ} dτ =
1

i(ω + iα)
. (B.11)

El resultado de la integral respecto a ti de Ec.(B.8), se presenta a continuación∫
exp

{
i

~
(Ef − Ei) ti

}
dti = 2πδ(Ef − E). (B.12)

Sustituimos a las Ecs.(B.11) y (B.12) en Ec.(B.8) y nos queda que el propagador en el espacio

de momento y energía está dado por

K0 (PfEf ;PiEi) = (2π~)4δ(Pi −Pf )δ(Ef − E)
i~

Ef − Pi
2m + iα

, (B.13)

de donde concluimos que se da la propagación sólo si hay conservación de la energía y del

momento. Esto nos permite escribir las reglas de Feynman en el espacio de momento y energía

las cuales son más fácil de recordar que las escritas en el espacio coordenado ya que se basan en

argumentos físicos (conservación de E y de P).



Apéndice C Soluciones de la Ec.(3.7).

D
ebido a que la Ec.(3.7) 1 es una ecuación de cuarto grado, tiene como soluciones

los siguientes cuatro valores para cos θ:

cos θ1 =
1√
2

√
4mk +B2 +

√
B4 + 4B2mk

B2 + 4mk
, cos θ2 = − 1√

2

√
4mk +B2 +

√
B4 + 4B2mk

B2 + 4mk
,

cos θ3 =
1√
2

√
4mk +B2 −

√
B4 + 4B2mk

B2 + 4mk
, cos θ4 = − 1√

2

√
4mk +B2 −

√
B4 + 4B2mk

B2 + 4mk
.

Al sustituir cada una de estas soluciones en las entradas M′11 = M1 y M′22 = M2 obtenemos

el siguiente comportamiento

M1(cos θ1) = M2(cos θ4), M1(cos θ2) = M2(cos θ3),

M2(cos θ1) = M1(cos θ4) y M2(cos θ2) = M1(cos θ3)

de donde podemos concluir que sólo dos soluciones son distinguibles. Para decidir cuál solución

utilizaremos para la rotación, consideramos el hecho Ω2
i = 1

Mi
y analizamos las diferentes series

de frecuencias obtenidas con las soluciones cos θ1 y cos θ2. Vimos que para las series m << B2

con k �ja, y B << m con k �ja, obtenemos resultados factibles para ambas soluciones. Lo que

nos ayuda a discriminar a una de las soluciones, son las series para k << B y m �ja, con las

cuales obtenemos:

Con cos θ1

Ω1 =

(
1

M1(cos θ1)

) 1
2

=
k

B

[
1− km

B2
+ 2

(
km

B2

)2
]

+O
(( m

B2

)4)
,

Ω2 =

(
1

M2(cos θ1)

) 1
2

= 0.

Y con cos θ2

Ω1 =

(
1

M1(cos θ2)

) 1
2

=
k

B

[
1− km

B2
+ 2

(
km

B2

)2
]

+O

((
k

B2

)4
)
,

1La cual al resolverla nos da los valores de cos θ, y con ello los de sin θ, que nos sirven para que la matriz M′

sea diagonal y desacoplar las coordenadas ẏ1 y ẏ2.
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Ω2 =

(
1

M2(cos θ2)

) 1
2

=
B

m
+
k

B

[
1− km

B2
+ 2

(
km

B2

)2
]

+O

((
k

B2

)4
)
.

Al comparar las series, observamos que sólo las obtenidas con la solución cos θ2 nos permiten

tener una correspondencia con las teorías reducidas como se ve al �nal del capítulo 3.
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