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Introduccion

En la década de los ochenta surgié un gran interés por el estudio de estructuras
periédicas construidas a partir de materiales con propiedades dieléctricas distintas, co-
nocidas como cristales fotonicos, los cuales presentan un comportamiento analogo al
de los cristales naturales, como es una estructura de bandas para la luz (o bandas
foténicas)[1, 2|, mientras que los cristales naturales presentan bandas de energia para
los electrones. Motivados por estas investigaciones, en los anos noventa se propuso que
estructuras periddicas compuestas de dos materiales con propiedades elasticas diferen-
tes, conocidos como cristales fonénicos, debian presentar una estructura de bandas para
las vibraciones y el sonido[1, 2]. Se estudiaron estructuras elasticas peridédicas formadas
por cilindros de un material contenidos una matriz de propiedades elasticas diferentes,
formando una red cuadrada de periodicidad bidimensional. Para estos sistemas, se en-
contré que existen bandas prohibidas (o gaps) para las frecuencias, donde no pueden
existir vibraciones transversales, sonido o fonones[1, 2].

La motivacién de este trabajo es el estudio de las propiedades de una estructura
periédica de dos materiales con parametros mecanicos diferentes, constituida por placas
de vidrio alternadas con capas de glicerina formando un cristal fonénico de periodicidad
unidimensional. Este sistema fue estudiado en forma tedrica y experimental. Se midio la
transmisién de un pulso ultrasénico longitudinal a incidencia normal a las placas, y se
analizo el espectro de frecuencias de la senal resultante. También, se dedujo la relaciéon de
dispersion para el vector de onda de Bloch k y la frecuencia w de las ondas longitudinales
en direccion del eje de simetria del cristal. Finalmente, se simulé la propagacion de
ondas longitudinales con direccién normal a un sistema elastico periédico finito con los

mismos parametros del cristal fonénico, y se obtuvo el espectro de frecuencias de las
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ondas transmitidas a través del medio.

La distribucién del contenido es la siguiente: el Capitulo 1 esta dedicado al desarrollo
de la teoria de la mecéanica de sélidos elasticos, concluyendo con la obtencion de las
ecuaciones de onda para perturbaciones longitudinales y transversales en un medio
continuo, asi como las condiciones de frontera correspondientes. Aunque se trabaja con
un sistema formado por un sélido y un fluido, se plantea la posibilidad de aplicar el
formalismo desarrollado para sélidos elasticos a la propagacion de ondas longitudinales
en fluidos ideales.

En el Capitulo 2 se deduce una expresion analitica con la cual se puede conocer la
relacién de dispersion para un cristal fonénico de periodicidad unidimensional. En este
capitulo también se hace una revisién de los conceptos basicos de cristalografia necesa-
rios para la obtencion de dicha ecuacién. El método empleado para la simulacién de las
ondas elésticas se explica en el Capitulo 3, desarrollandolo para el caso de propagacion
de ondas longitudinales en una dimension.

El Capitulo 4 describe el método experimental empleado para la medicion de la
transmision en el cristal fondénico, asi como el procedimiento usado para la construcciéon
del mismo y la caracterizacion de las propiedades de los materiales. Finalmente, en el

Capitulo 5 se comparan los resultados obtenidos con cada enfoque.



Capitulo 1

Teoria de la elasticidad

En este capitulo se abordaran los conceptos basicos de la mecéanica de sélidos elasti-
cos, o teoria de la elasticidad, necesarios para el desarrollo del trabajo. El modelo del
cual se parte es el del medio continuo, es decir, que cualquier elemento de volumen del

material siempre contiene un nimero muy grande de dtomos o moléculas[3].

1.1. Tensor de deformaciones

Consideremos un cuerpo sélido con una configuracion inicial descrita por los vectores
de posicion x de cada uno de sus puntos, respecto a un sistema de coordenadas fijo.

Al aplicar una fuerza externa sobre este cuerpo, sufre un cambio en su configuracién
y los puntos en el material se desplazan. A este cambio en la configuracién se le llama
deformacion. Denotamos a la nueva posicién de los puntos con x’.

El cambio de las posiciones desde la configuracion inicial hasta la nueva configuracion

se denota mediante el vector de desplazamiento, definido como
u(x) =x'—x. (1.1)

Este vector es una funcién de las posiciones en la configuracién inicial. En la Figura 1.1
se ilustra la deformacién de un cuerpo y el cambio de la posicién de un punto dentro

del mismo.
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Figura 1.1: Cuerpo sometido a una deformacion. Se muestra la configuracién inicial con
linea gris.

La deformacién del material y el consecuente desplazamiento de sus puntos provoca
un cambio en la separacién entre ellos. Determinando como es este cambio podemos
conocer como es la deformacién. Consideremos dos puntos muy cercanos entre si, de
modo que estan unidos por un vector dx antes de la deformacién y por un vector dx’

después de ella, como se muestra en la Figura 1.2, donde

dx' = dx + du. (1.2)

Figura 1.2: Cambio de la separacién de dos puntos vecinos. Con linea punteada se
denota a la configuracién inicial.
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La separacion entre los puntos en la configuracién inicial viene dada por el elemento

de longitud dl y en la nueva configuracién por dl’, con

di* = daf + dal + daj (1.3)
y
di”* = da'? + dalf + daf. (1.4)
De (1.2) sabemos que
dr; = dx; + du;, (1.5)

de modo que podemos expresar (1.4) como
dl* = (dzy + duy)* + (doy + dug)? + (dxs + dus)?, (1.6)
o en la forma compacta, tomando la convencién de suma sobre indices repetidos

Para pequenas deformaciones, podemos aproximar du; de la forma

du; ~ <%) dx;, (1.8)

asi, la separacion entre puntos vecinos en la nueva configuracion viene dada por

dl”? ~ {dmi + (‘%i) da;jr. (1.9)
827]'

Desarrollando esta ecuacion, obtenemos

di* —dI* ~ 2 (8%) dx;dzr; + <8ul> <8uz> dzjdxy. (1.10)

P, oz, ) \ oo

Como los indices ¢ y j son mudos, podemos expresar el primer término del lado

bt
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derecho como

2 <8Ij> dx;dxr; = (8_%) dx;dz; + (8%) dx;dz;

() @ o

Ademas, como estamos considerando deformaciones pequenas, el segundo término

del lado derecho de (1.10) puede ser despreciado, de tal modo llegamos a
dl/2 — de ~ 2uijdxida:j, (112)

donde se ha definido

Uiy - + . ( . )
2 al’j 81’1
Este se conoce como tensor de deformaciones y contiene informacion sobre cémo cam-

bian los elementos de longitud con las deformaciones[4]. Una propiedad importante de

este tensor es que es simétrico, esto es

Para conocer el significado de los elementos de este tensor, consideremos tres puntos

dentro de un cuerpo deformable muy cercanos entre si, como se muestra en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Puntos vecinos en la configuracién inicial y en la nueva configuracion.
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El tensor de deformacion nos permite escribir du; = u;;dx;, entonces

Si orientamos los ejes coordenados de forma que dx; = dx, dvy = dzs = 0, dys = dy
vy dy; = dys = 0, entonces las longitudes de los vectores que unen a los puntos en la

configuraciéon deformada son, hasta primer orden en wu;;,

o' = /A, T e, dy = /A~ T Fumdy. (116)

De estas ecuaciones se deduce que las componentes de la diagonal del tensor de defor-
maciones contienen informacién sobre el cambio en las distancias en las direcciones de

los ejes coordenados.

Como se muestra en la Figura 1.3, en la configuracién inicial el vector dx es per-
pendicular al vector dy de modo que dz;dy; = 0. En la nueva configuracion, el angulo

0" entre dx’ y dy’ se obtiene del producto punto entre ellos, ya que
dridy; = da'dy’ cos ' (1.17)
Haciendo uso de (1.15), hasta primer orden en u;;,
dedy; ~ dz;dy; + 2u;;dr;dy; = 2uqadzdy. (1.18)

Es decir, la informacion sobre el cambio en el angulo entre los vectores que unen a los
puntos esta contenida en wu15. Cuando el dangulo entre dos lineas dentro de un cuerpo,
inicialmente ortogonales, cambia al deformarlo, se denomina deformacion de corte. Esto
ocurre cuando se aplican fuerzas en direccion tangente a la superficie del medio. Si no
se presenta este cambio, la deformacién es llamada compresion y si la magnitud de ella

es la misma en todas las direcciones se conoce como compresion hidrostatica.

En general, las componentes fuera de la diagonal del tensor de deformacion corres-
ponden a deformaciones de corte y las de la diagonal a compresiones en cada direccion

del sistema coordenado.
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1.2. Tensor de esfuerzos

Cuando un sélido elastico se somete a una deformacién, dentro de él se generan
fuerzas que tratan de regresarlo a su estado de equilibrio original. Estas fuerzas son
llamadas esfuerzos internos. En la teoria clasica de la elasticidad se considera que las
fuerza que causan los esfuerzos internos sélo actian de un punto del material a los
puntos vecinos. Estos implica que las fuerzas ejercidas por una parte del material a su
alrededor sélo actiian en la superficie de ésta[4].

Para el estudio de la distribucién de fuerzas internas hacemos un corte transversal
a un cuerpo sujeto a una deformacioén, como se muestra en la Figura 1.4. Donde n es
el vector unitario normal al area AS sobre la seccion del sélido y AF es la fuerza que

actua sobre dicha superficie.

Figura 1.4: Corte transversal de un sélido deformado.

El vector de esfuerzos, o vector de traccién, se define como|2]

T"(x,n) = lim aF (1.19)
AS—0 AS

Este es un campo vectorial que es funcion tanto de la posicion del punto en el cuerpo,
como de la orientacion de la superficie sobre la cual actia la fuerza. El superindice

denota la superficie correspondiente, en términos del vector normal a ella.
Consideremos una seccion de volumen ciibica en un cuerpo sometido a una deforma-
cién, con las caras del cubo paralelas a los planos coordenados de un sistema cartesiano,
como se muestra en la Figura 1.4. Para cada cara, el vector unitario normal é; a ella

estd en la direccion del eje coordenado ;. Para estas superficies, el vector de traccién
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puede expresarse como
T (x,¢;) = 04;¢;. (1.20)

El término o0;; es conocido como el tensor de esfuerzos. Representado en forma
matricial, este tensor es
Ozz Ozy Ogz
o] = |oye oy 04| - (1.21)
Ozo Ozy Oz
Los términos de la diagonal corresponden a esfuerzos normales, en la direccién corres-

pondiente. Los que estan fuera de la diagonal, a los esfuerzos de corte. La Figura 1.5

ilustra el significado fisico de las componentes del tensor de esfuerzos.

O-ZZ
—
0o Oz
Oy A
s T
%’Uyy
z e
O gz Té1

T

Figura 1.5: Tensor de esfuerzos para un elemento de volumen ctibico.

Para una superficie arbitraria con vector normal n dado por
n= n1é1 + ngég + n3é3, (122)
en este caso, el vector de traccion puede expresarse como

T" = n, T%. (1.23)
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Aplicando la ecuacién (1.20) en (1.23), tenemos

T :(0'11711 + 0919 + O'317’Lg)é1+
(01211 + 022ng + T39213) €9+

(01311 + 023ng + 033n3)€3,

o bien, en forma compacta,

()

Es importante notar que el tensor de esfuerzos es simétrico, esto es
045 = Ojs- (125)
Para demostrar esta propiedad estudiaremos un cuerpo elastico en equilibrio mecani-
co. La condicion de equilibrio mecanico establece que tanto las fuerzas como las torcas
aplicadas sobre un cuerpo deben anularse. En el caso de un sélido elédstico, cada ele-

mento de volumen del mismo debe estar en equilibrio. Esto implica que la suma de

esfuerzos internos y fuerzas externas debe ser cero.

Consideremos una regiéon de volumen V', dentro del sélido. La fuerza resultante

debida a la deformacion se obtiene como la suma de los esfuerzos sobre la superficie

ﬁzéﬁw, (1.26)

donde S es la superficie que encierra al volumen V. Sustituyendo (1.24) en la integral,

S S

De aqui, aplicando el teorema de la divergencia para tensores[5]

resulta

S Va$k

10
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entonces,
n.dS = | =LdV. 1.29
/S 0jill; /v D ( )
Asi, la fuerza sobre este volumen del cuerpo es
O+
fi=[| =Zav. (1.30)
v Ox;

De aqui se deduce que la fuerza por unidad de volumen que actia sobre este elemento
viene dada por
00 ;;
F, == 1.31
- (1.31)

Si f£* son las fuerzas externas aplicadas sobre el cuerpo, entonces, la condicién de

equilibrio queda expresada de la forma
Fi+ ff*' = 0. (1.32)
Usando la ecuacién (1.31), esta condiciéon queda

daji :
— crt = (). 1.33
oz, T (1.33)

Ademas, se debe cumplir, que las torcas sobre cada elemento de volumen del cuerpo
se anulen. La torca total, sobre una secciéon de volumen V' del cuerpo, se calcula como
la suma de la torca debida a los esfuerzos internos mas la producida por las fuerzas

externas. Entonces, la condicion de equilibrio rotacional queda expresada como
/ e Ty dS + / €kt frodV =0, (1.34)
S 1%

donde S es la superficie que encierra al volumen V', T} es el vector de traccién sobre
ella y €1 es el simbolo de Levi-Civita. Usando la relacién de este vector con el tensor

de esfuerzos (1.24), la integral queda

/€ijklﬁj0'zknzd5+/ €ijkxjf]§$tdv = 0. (1.35)
s v

11
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Aplicando el teorema de la divergencia en la primera integral, podemos escribirla

como una integral de volumen sobre V| esto es

0
/V {8_951(%’“%0”“) + Ez‘jkxjflfmt} dv =0, (1.36)

desarrollando esta integral llegamos a

81‘]‘ 80’lk "
ijk | 75— i e dV = 0. 1.
/Vejk {axlglk+$J8xl + z; f§ V=0 (1.37)
Usando la propiedad
8xj
= =10; 1.
8[El it ( 38)
la integral queda
0
/ €ijk [Ujk + z; (—aglk + f;fmtﬂ dv = 0. (1.39)
% Iy

La condicién de equilibrio para las fuerzas (1.33) implica que el segundo término del

integrando debe anularse. Finalmente, la integral resultante es
/ eijkajkdv = 0. (140)
v
Como el volumen V' es arbitrario, entonces el integrando debe ser cero, esto es

€ijkOjk = 0. (141)

Para que se cumpla esta ecuacién, como el simbolo de Levi-Civita es antisimétrico

en los indices j y k, oj;, debe ser simétrico. Por lo tanto
g ik = g kj-
Con esto queda demostrada la propiedad de simetria del tensor de esfuerzos.

12
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1.3. Ley de Hooke

Para deformaciones pequenas, los esfuerzos aplicados y las deformaciones resultantes
estan relacionadas en forma lineal. Esto implica que cada componente del tensor de
esfuerzos es directamente proporcional a las componentes del tensor de deformacion.
Esta relacion se expresa como

045 = UgjkiUki, (142)

donde Cj;i; es llamado tensor de elasticidad y contiene los médulos eldsticos del material.
Este es un tensor de rango cuatro que, en general, tiene ochenta y una componentes
independientes. Gracias a las propiedades de simetria de los tensores de esfuerzo y de

deformacién, dichas componentes se reducen a sélo treinta y seis independientes|5].

En el caso de materiales homogéneos, que son aquéllos donde las propiedades mecani-
cas no varian de un punto a otro, todos los médulos elasticos son constantes. Pero, en
general, los valores de los moédulos elasticos pueden depender de la orientacién del
medio, a esta propiedad se le denomina anisotropia y se presenta en materiales como
cristales o maderas. Sin embargo, como la mayoria de los metales son policristalinos,
es decir que estan formados por granos monocristalinos orientados aleatoriamente, sus
parametros mecanicos no dependen de la orientacién. A este tipo de materiales se les
denomina isotropicos. Esta ultima propiedad implica que el tensor de elasticidad del
medio debe ser invariante bajo cualquier rotacién. Esto se expresa matematicamente

mediante la siguiente ecuacién para el tensor de elasticidad|5]
Cijkl = RiijanpquCmnpqa (143)

donde R;; es una matriz de rotacion. Es posible demostrar que la forma més general

para un tensor isotrépico de rango cuatro es [5, 6](ver Apéndice A)
Cijki = ;01 + B0 + V0uljk, (1.44)
donde los coeficientes «, 8 y v son constantes.

13
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Sustituyendo (1.44) en (1.42) obtenemos

04 = (dij0k + Boidji + V0udjn )k
= ozull(Sij + ﬁui]‘ + YUji- (145)

Aplicando la propiedad de simetria del tensor de deformaciones, definiendo A\ = «

y 2pu = B+ 7, queda
Oij = )\ulléij + 2,LL’U/Z] (146)

Estas constantes, A y u, son llamadas coeficientes de Lamé[4, 5, 6]. Es conveniente
expresar esta ecuacién como la suma de una compresion hidrostatica y una deformacion

de corte puro. Para esto, descomponemos el tensor de deformaciones usando la identidad

1 1

uij = —u”@j + uij — _ulléij y (147)
3 3

aqui, el primer término corresponde a una compresion hidrostéatica y el segundo a una

deformacién de corte. Esto se deduce observando que el primero término no contiene

elementos fuera de la diagonal y en el segundo, la suma de dichas componentes es cero.

Usando la identidad (1.47) es posible reescribir (1.46) como

1
Oij = KUZl(Sij + 2[[1 (uij — gull@j) , (148)
donde 5
K=A+gu (1.49)

es el modulo de compresién del material, que mide la resistencia del medio a compre-
siones hidrostaticas. La constante p es llamada mdédulo de corte o de rigidez y mide la

resistencia a las deformaciones de corte.

La ecuacién (1.46) y su forma alternativa (1.48) son conocidas como la ley de Hooke
generalizada para solidos eldsticos isotrdpicos[5]. Como se observa, para este tipo de
materiales sélo son necesarios dos modulos elasticos independientes para describir el

comportamiento mecénico del medio.

14
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1.4. Ondas elasticas

En general, las ecuaciones de movimiento para un material eldstico se obtienen
aplicando la segunda ley de Newton a un medio continuo. De esta ley, sabemos que el
cambio del momento en el tiempo es igual a la fuerza total aplicada sobre un cuerpo.
En el caso de un medio continuo, el momento por unidad de volumen es el producto de
la densidad por la velocidad en cada punto[3, 4, 7]

ou
P=rg (1.50)

donde u es el vector de desplazamiento y p la densidad del medio.

Con esto, la segunda ley de Newton para un medio elastico toma la forma

5 (05) = Fe o (151)

donde F; son las fuerzas por unidad de volumen debidas a los esfuerzos internos y pf; son

las fuerzas externas por unidad de volumen. La derivada temporal puede aproximarse

0 8ul 82ui
al (p 875) ~ PG (1.52)

si tomamos en cuenta que las deformaciones son tan pequenas que el valor local de la

Ccomo

densidad permanece constante en el tiempo.

Aplicando la ecuacién (1.31), resulta

82'&@' . aO'Z'j
P ot? N aiL'j

+pfs. (1.53)

Esta es la expresion general para las ecuaciones de movimiento en un medio eldstico.

Haciendo uso de la ecuacién (1.48) para la ley de Hooke en medios isotrépicos,

995 _ s o, (a““ _ Lo ) . (1.54)

a.ﬁUj 856]' " 837]' 38_% g

tenemos

15
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Por otro lado, el tensor de deformacion se define como

g = 2 aZL'j (%cz '

Entonces, sustituyendo u;; en (1.54) obtenemos

0oij 1 0%u; 0%u;
7 — K - ] 1 . 1'

Asi, la ecuacién de movimiento para un medio eldstico homogéneo e isotrépico es

0%, 1 o [0u; 0%,
L= (K + = J ! ’ 1.
P o < + 3u> oz, < axj) +u 02 +pfi (1.56)

Esta ecuacién es comtinmente expresada en notacién vectorial de la forma|3]

0*u

1
Pom = uV2u + (K + —,u) V(V -u)+ pf. (1.57)

3

Haciendo uso de la la identidad vectorial

Viu= -V x (Vxu)+V(V-u), (1.58)
la ecuacién (1.57) queda
0*u 9 9
P = PaV(V-u) = piV ox (Voxu) + pf, (1.59)

donde ¢; es la velocidad del sonido longitudinal del medio y ¢; es la velocidad del sonido

transversal. Estas vienen dadas por

K+3
R (1.602)
p
' p
=", (1.60b)
fop



1.4. ONDAS ELASTICAS

Es importante notar que siempre se que cumple ¢; > ¢, es decir, las perturbaciones
longitudinales en cualquier medio siempre se propagan a mayor velocidad que las trans-

versales en el mismo.

Volviendo a la ecuacién de movimiento, el vector de desplazamiento u puede ser

descompuesto en dos partes independientes
u=u +u, (1.61)

donde u; representa compresiones hidrostaticas y u; deformaciones cortantes puras.

Estas componentes satisfacen las ecuaciones

Vxu =0, (1.62a)
V-u = 0. (1.62b)

Sustituyendo (1.61) en (1.59) obtenemos, en ausencia de fuerzas de volumen, la

ecuacion ) )
o‘w;  0*wy

e o

luego, usamos la identidad (1.58) en esta ecuacién y aplicamos las propiedades (1.62)

=cV(V-w) -V x (Vxuw), (1.63)

para llegar a la ecuacion de movimiento

[82ul

T v+ |

o ctVQut} = 0. (1.64)

Es posible separar ésta en dos ecuaciones independientes. Para esto, tomamos la

divergencia en ambos lados de (1.64) y obtenemos

2
V. {aatl?ll — leVQul} =0. (1.65)

Ademas, como V x u; = 0, entonces se cumple que

2
V x [38;211 - CZQVQul] = 0. (1.66)
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CAPITULO 1. TEORIA DE LA ELASTICIDAD

Si tanto la divergencia como el rotacional de un vector son cero, entonces, el vector

mismo debe ser cero. Esto nos permite obtener la ecuacion para u;

8211[

e Vi, =0, (1.67)

que es una ecuacién de onda clasica para la componente longitudinal del vector de

desplazamiento.

Procediendo de forma analoga es posible obtener una ecuacién independiente para

la componente transversal. Para esto se toma el rotacional de (1.64)

2
V x {aa;“ — cfvzut} =0, (1.68)

en este caso, de las propiedades (1.62) se observa que también se cumple

821115
A\ { ETe VA, | = 0. (1.69)
Entonces, el rotacional y la divergencia de la expresion entre paréntesis se anulan. Esto
implica que
a2ut
ot?

Esta ecuacion corresponde a la ecuacién de las ondas transversales en el medio eldstico.

— 2V, = 0. (1.70)
Para una onda monocromatica viajando en un medio elastico, la solucion al vector

de desplazamiento es la suma de una onda longitudinal y una onda transversal[4]
u(x,t) = w(x)e ™" + uy(x)e ™", (1.71)

donde w = 27 f con f la frecuencia de la onda en hertz. Cada componente satisface las

ecuaciones de Helmholtz
V2u; + kfu; = 0 y V2u, + k*u, = 0. (1.72)
Los términos k; = w/¢; y ky = w/¢; son los nimeros de onda de la componente longitu-
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1.4. ONDAS ELASTICAS

dinal y de la transversal, respectivamente.

Para ondas planas monocromaéticas, la expresién (1.71) para el vector de desplaza-
miento queda

u(x, t) — ulei(kl~x—wt) + utez‘(kt~x—wt)’ (173>

donde k; t k; son los vectores de onda longitudinal y transversal, de magnitud k; y &,

respectivamente; u; y u; son vectores constantes que satisfacen las ecuaciones
u; X kl =0 y U - kt =0. (174)

Lo cual indica que la direccion de oscilacion de la onda es paralela a la direccién de

propagacién para la componente longitudinal, y perpendicular a ella para la transversal.

Sabiendo que las deformaciones en un medio elastico pueden separarse en componen-
tes longitudinales y componentes transversales, las cuales se propagan con velocidades ¢
y ¢, respectivamente, resulta importante expresar la ley de Hooke para medios isotrépi-
cos y homogéneos en términos de estas velocidades. Usando las ecuaciones (1.60), los

modulos de compresién y de corte quedan

K=plc—5¢) vy n=pq (1.75)

Sustituyendo éstas en la ecuacién (1.48) se llega a la expresion
0y = 2pcius; + plcf — 26 undy;. (1.76)

Para un cuerpo sometido iinicamente a compresiones hidrostaticas, el tensor de esfuerzos
se reduce a[4]
0ij = —poij, (1.77)

donde p es la presién. Comparando esta relacién con la ecuacién (1.76), obtenemos que
p=—pcV-u, (1.78)
donde se ha hecho uso de las propiedades de la d;; y de la definiciéon del tensor de
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CAPITULO 1. TEORIA DE LA ELASTICIDAD

deformacién (1.13).

En un medio donde se propaga una onda plana longitudinal, sélo existen compre-
siones hidrostaticas, por lo que se cumple (1.78). Ademds, en este caso, el vector de

desplazamiento es de la forma
u(x,t) = weltkx—et), (1.79)
Calculando su divergencia, se obtiene
V-u =ik - welkxet), (1.80)

Como el vector de onda y el vector de deformacion longitudinal son paralelos, entonces

k; - u; = kju, donde u es la magnitud del vector de desplazamiento. Entonces,

V- u = ikue' Xt (1.81)
Usando esta relacién en (1.78), queda

p = pctkyue’krx—et), (1.82)

La impedancia actstica especifica (a la que en adelante nos referiremos simplemente
como impedancia acistica) se define como la razén de la presién a la velocidad de las

particulas asociada en el medio[8] y se denota con la letra z,

p
== 1.83
=t (1.8)
En un medio continuo, la velocidad en cada punto viene dada por
ou
= —. 1.84
MY (1:84)
Para una onda plana longitudinal
vV = —iwu = v = wuekIx=wh, (1.85)
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1.5. CONDICIONES DE FRONTERA

Sustituyendo (1.82) y (1.85) en (1.83), la impedancia acistica longitudinal para un
medio elastico se expresa como
2 = pey. (1.86)

De forma anéloga, se define la impedancia actstica transversal como
2z = pey. (1.87)

En un fluido ideal, al ejercer un esfuerzo de corte sobre él, se deforma continuamente
sin resistirse. Esto implica que su moédulo de corte p es igual a cero. Entonces, el tensor
de esfuerzos para un fluido ideal[6] viene dado por (1.77) y no pueden existir ondas
transversales en dicho medio. Esto nos permite aplicar el formalismo desarrollado para
el caso de sélidos elasticos, considerando tnicamente deformaciones pequenas, para el

estudio de ondas longitudinales propagandose en fluidos ideales en reposo.

1.5. Condiciones de frontera

Las ecuaciones (1.67) y (1.70) describen el comportamiento de ondas mecdanicas que
se propagan en un medio elastico isotrépico homogéneo. Cuando estas ondas viajan
entre dos medios con propiedades elasticas diferentes, el vector de desplazamiento u
debe satisfacer ciertas condiciones en la frontera que separa a los medios para tener
soluciones fisicamente aceptables.

Consideremos dos materiales elasticos isotrépicos y homogéneos con parametros

elasticos diferentes, separados por una superficie S como se ilustra en la Figura 1.6.

Figura 1.6: Frontera que separa a dos medios elasticos diferentes.
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CAPITULO 1. TEORIA DE LA ELASTICIDAD

Si no hay discontinuidades en la superficie que une a los medios, la deformacion del
medio 1 debe ser igual a la deformacién en el medio 2 en cada punto de la misma. Esta

condicién se describe en términos del vector de desplazamiento como

u'l, = v’ (1.88)

donde el superindice indica el medio al que corresponde cada vector.

Otra condicion se obtiene de la tercera ley de Newton. De esta ley se deduce que
la fuerza ejercida por elemento de volumen sobre sus alrededores debe ser igual a la
fuerza que ejercen éstos sobre dicho volumen, pero en direcciones opuesta. En este caso,

implica que el vector de traccién total sobre la frontera se anula, es decir
" + T2 =0, (1.89)

Expresando el vector de traccién en términos del tensor de esfuerzos

T} = ainy, (1.90)
y notando que 11 = —ny, podemos reescribir la ecuacién (1.89) de la forma
(0f; —oi;)n; = 0. (1.91)

Cuando la superficie que separa a los medios es plana, éstas condiciones se vuelven
mas simples. En coordenadas cartesianas, tomando como frontera al plano z = 0, cuyo
vector unitario normal es é,, la condicion de continuidad del vector de desplazamiento

Se expresa en las ecuaciones

Ui|z:o = ui’z:&
Uy|—0 = U | =0, (1.92)
Uli|z:0 = u§|2:0~

Las primeras dos ecuaciones corresponden a deformaciones tangenciales a la frontera y
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1.5. CONDICIONES DE FRONTERA

la tercera, a la deformacién normal a la misma.

Para la condicién del tensor de esfuerzos, quedan

O-;:):’ZZO = U,zx'Z:Oa
0l,lm0 = 0%, ].=0, (1.93)
1 2

O,2lz=0 = 0,,|2=0-

De forma analoga a las ecuaciones anteriores, las dos primeras de éstas se refieren a los
esfuerzos tangenciales a .S, mientras que la tercera es para los esfuerzos normales.

En general, cuando una onda elédstica incide sobre la superficie que separa a dos
medios distintos, ocurre un cambio en la naturaleza tanto de la onda que es reflejada
como de la que se transmite. Esto es, si la onda incidente es puramente longitudinal (o
transversal), la onda reflejada y la transmitida resultantes seran una mezcla de ondas
longitudinales y transversales (ondas mixtas). Los tnicos casos donde no se presenta
este tipo de conversién son cuando la onda incide en forma normal a la superficie, o
cuando incide una onda transversal cuyas oscilaciones son paralelas a dicha superficie

(conocida como polarizacién de corte horizontal)[4].
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Capitulo 2
Cristales fononicos

Los cristales fononicos son estructuras periédicas compuestas por dos materiales con
propiedades elésticas diferentes[1]. Reciben este nombre por presentar una estructura
analoga a la de los cristales naturales, y asi como éstos presentan una estructura de
bandas permitidas y bandas prohibidas para la energia de los electrones, los cristales
fonodnicos tienen bandas de frecuencias para las ondas eldsticas.

En este capitulo se estudia el caso de un cristal fonénico de periodicidad unidi-
mensional donde se propagan ondas elasticas longitudinales. Se obtiene una expresién
analitica que relaciona la frecuencia de estas ondas con el vector de onda de Bloch.
Antes de obtener dicha relacién se revisan algunos conceptos bésicos de cristalografia,

los cuales pueden aplicarse al caso de estructuras peridédicas de materiales elasticos.

2.1. Ciristales y estructura cristalina

Se denominan cristales a los sélidos cuyos constituyentes, sean atomos, moléculas o
iones, forman un arreglo periddico ordenado. Este arreglo recibe el nombre de estructura
cristalina. Una forma de describir dicha estructura es a través de las redes cristalinas,

las cuales son los arreglos infinitos de puntos discretos descritos por

Tn = njaj; + ngas + Nnsas, W n; € Z, (21)
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CAPITULO 2. CRISTALES FONONICOS

donde a; son los vectores de traslacion primitivos y forman los ejes cristalinos.
Para un cristal unidimensional, sélo existe un tipo de red cristalina, y ésta es de la

forma mostrada en la Figura 2.1.

e © o o2 -0 o o o o o

Figura 2.1: Red cristalina unidimensional.

Los vectores de traslacién primitivos a; definen un paralepipedo, conocido como
celda primitiva[9]. Esta celda contiene el menor nimero de dtomos y al ser traslada-
da segin T, rellena todo el espacio sin superposiciones ni vacios[4]. Su volumen es
Q. = a; - (ag X a3). Los cristales se forman por la repeticién periédica de estas celdas
primitivas.

Un caso particular de celda primitiva es la celda de Wigner-Seitz. Esta red se forma
trazando lineas desde un punto de la red cristalina a cada uno de los puntos vecinos;
en el punto medio de cada linea se colocan planos normales a ellas. La region de menor
volumen encerrada por estos planos es la celda de Wigner-Seitz[9]. Esta contiene la zona

del espacio mas cercana a un punto de la red.

F .

Figura 2.2: Red de Wigner-Seitz de una red cristalina bidimensional.

2.2. Red reciproca

Cualquier propiedad local f(r) de un cristal es invariante bajo la traslacién T,, y es
una funcién periddica con periodos aj, as, az en las direcciones de los ejes cristalinos, es

decir

f(r+T)= f(r). (2.2)
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Esta periodicidad nos permite estudiar dicha propiedad mediante el analisis de Fourier.

Definimos los vectores primitivos de la red reciproca en tres dimensiones como

™
bi = el-ij—Caj X ag, (23)

éstos tienen la propiedad

a; * bj = 27'('(5@']'. (24)

Para redes cristalinas de periodicidad unidimensional, el vector primitivo de la red

reciproca se define como

27
b=— 2.5
el cual cumple con la propiedad (2.4).
El conjunto de puntos en el espacio reciproco dados por la expresion
Kn = m1b1 -+ m2b2 -+ mgbg, A m; € Z, (26)
es una red de Bravais, conocida como red reciproca.
Entonces, la representacion en serie de Fourier de f(r) es
Qc K ) .
K
donde
fx = / &K f(r)dV. (2.8)
Qe
Esta representacién cumple con la propiedad de periodicidad de f(r), ya que
1 K
= iK-(r+T)
f(r—l—T)—QchKe :
K
1 Kor K-
— Q—CZfKe’K KT, (2.9)
K

27



CAPITULO 2. CRISTALES FONONICOS

Como

K- T= (m1b1 + meQ + m3b3) . (n1a1 + noag + ngag)
= 2m(myny + mang + manz) = 27 M, (2.10)

con M un entero. Entonces
KT = 2™ — 1 (2.11)
Sustituyendo (2.11) en (2.9), queda

f(r+T)= Qic Zf;miKr = f(r). (2.12)

Lo que confirma que dicha representacién cumple con la propiedad de periodicidad.

2.3. Teorema de Bloch

El problema en consideracion es analogo al de un sistema cuantico de una particula
en un potencial periddico, cuyo estado es descrito mediante una funcién de onda. El

teorema de Bloch establece que dicha funcién puede escribirse como
Tue(r) = ™M (x), (2.13)

donde ¥y es la funcién periddica de Bloch, que tiene la misma periodicidad que el
potencial[9]. Los eigenvalores de la energia €,(k) = ¢,(k + K) son periddicos, con pe-
riodicidad K.

Como los eigenvalores para una n dada son periédicos en k, todos los valores distintos
de €,(k) se dan en la primera zona de Brillouin. Esta zona se construye como la celda
de Wigner-Seitz, pero en la red reciproca. La estructura de bandas es la coleccion de los
eigenvalores de la energia de la primera zona de Brillouin. Para un cristal de periodicidad

unidimensional con constante de red a, la primera zona de Brillouin es [—7/a, 7/al.
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La descripcion de onda de Bloch puede aplicarse a cualquier fenémeno ondulatorio
en un medio periddico. En el caso de ondas elasticas, el papel de la funcién de onda lo

toma el vector de desplazamiento u(r,t).

Para redes cristalinas de periodicidad unidimensional, con vector de traslancion
T = ndé., donde n es un entero y d es la constante de red, la expresion para el teorema

de Bloch toma la forma

U(2) = P(2)e™, (2.14)
donde
Y(z+d) =P(2). (2.15)
Entonces, sustituyendo (2.15) en (2.14) queda
U(z +d) = (2 + d)e*=

(z)eikzeikd

U(z +d) = U(z)e*, (2.16)

<

Como tanto la funciéon de onda como su derivada deben ser continuas en todo el dominio,
entonces, para las derivadas de la funcién de onda, como 1(z) es periddica con periodo

d, se cumple que

dop - _ el (2.17)
dz |, dz|,
Derivando (2.14) respecto a z, tenemos
- =% @ + ik (z)e™,
dw e dy
— =M= U(z). 2.1
o= @ +ikWU(z) (2.18)
Evaluando en z + d, resulta
dw , d
e e 4a). (2.19)
dz |4 dz |, 4
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Aplicando (2.16) y (2.17) en (2.19), queda

dv , g d
e R g (2.20)
dz |,.,4 dz |,
Finalmente, de aqui se llega a la ecuacion
e gmad? (2.21)
dz |, .4 dz |,

Esta ultima ecuacién es una consecuencia del teorema de Bloch.

2.4. Estructura de bandas

Estudiaremos un cristal fonénico con periodicidad unidimensional que se forma al-
ternando placas de dos materiales con propiedades eldsticas diferentes. Se denotara con
1 al material con placas de grueso a y con 2 al otro material, de grosor b. El periodo
de este sistema es d, con d = a + b. En la Figura 2.3 se ilustra un sistema con estas

caracteristicas.

-d b 0 a d N
Figura 2.3: Cristal fonénico de periodicidad unidimensional.

Este modelo es similar al de Kronig-Penney, en el cual se modela la estructura de

cristales naturales unidimensionales como un arreglo periédico de potenciales de pozo
cuadrado|9].
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Como se estudian ondas longitudinales, la amplitud de la onda es paralela al vector
de onda. Entonces, para ondas planas longitudinales propagandose en la direccién z

dentro del cristal fonénico, las soluciones para el vector de deformacién son de la forma

:A iklz A_ —iklz < <
u(z) = {ul(z) v oA V2= (2.22)

 Jue(z) = Byett2r 4 B_emir g <2< d

Cabe notar que la funcién u(z) sélo describe el comportamiento de las ondas en
una celda unitaria, denominada celda principal. Pero, dado el caracter periodico del
sistema, es suficiente analizar esta celda y después aplicar las condiciones de continuidad
y periodicidad necesarias. Estas condiciones vienen dadas por las ecuaciones (1.93) y
(1.92). Como la amplitud de las ondas sélo tiene componente en la direccién z, dichas

condiciones se reducen a:

U1,z|zza = U2,z|zza = ui(a) = ux(a), (2.23)
duy
0z

_ 20
21 az

zZ=a

0'172 z2=a = ngzlz:a = plC%l (224)

zZ=a

En la ecuacién (2.24) se ha hecho uso de la ley de Hooke en la forma (1.76) y de la defini-
ci6én del tensor de deformacién (1.13), donde p; es la densidad del medio correspondiente

y ¢; es su velocidad del sonido longitudinal.
Aplicando estas condiciones en la funcién de onda (2.22), obtenemos las ecuaciones

Apefe A _emhe — B k20 L B emih2a (2.25)

kipicd (Ape™® — A_e™ 1) = kypoc2 (Be*2 — B_e~h2e), (2.26)

Escribiendo la ecuacién (2.26) en términos de la frecuencia w y de las impedancias

acusticas longitudinales de cada medio, queda de la forma
zw(A e — A ™™ 1) = 0(B, e — B_e %), (2.27)
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donde z; = pic1, 23 = paco v W = kicy = kaco.
Del teorema de Bloch, tenemos

U(z +d) = U(z)e*, (2.28)
En este caso, en z = 0, la expresién queda

uy(d) = u1(0)e™, (2.29)

Ap+ Al =e ™ (Bye™d + Be72) (2.30)
Para la derivada de la funcién de onda, de la ecuacién (2.21) se tiene que

ou

ou _ ikd @
0z

N 0z

z=d

(2.31)

2=0

De la continuidad de tensor de esfuerzos en z = d y de la ecuacién (2.31) obtenemos

ika OU ou
p1C3) {e kd% Z:J = pacy 92 ) (2.32)
de aqui
kipich(Ay — AL) = kapacye ™ (Bpe™? — B_e *27) (2.33)
0, en términos de la impedancia acustica
z1(Ap — A) = zpe ™ (Bie*? — B_e7 ) (2.34)
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Las ecuaciones (2.25), (2.27), (2.30) y (2.34) se pueden resumir en la forma matricial

1 1 _eidlkak) ik th)] [ 4,

21 —21 — zpetdlka—k) o —id(katk) | A
ikia ikia ikoa ikaa B = 0. (235)

e 1 e_ 1 —e 2 _e_ 2 +

Zleikl(l _Zle—ikla _22€ik2a ZQe—ikga B_

Para tener una solucién distinta a la trivial, se debe cumplir que el determinante de la

matriz sea cero, es decir

1 1 _id(ka—k)  _ g—id(ka+k)
_ _ o id(ka—k) —id(ka+k)
z z Z9€ 29€
! o . = =0 (2.36)
etkia e~ tkia —gtk2a —p—thka
Zleikla _Zlefilﬂa _ZQeikQa ZQefikQa
Este determinante puede simplificarse definiendo
Cy=¢eMa Oy, =¢k2e D, =¢chd ¢ D=7 (2.37)
Con esto la ecuacién (2.36) queda
1 1 —DyD  —D3D
z —z —20D5D  2oD5D
. S ) (2.38)
Ch Cy -y -C5
2101 —lef —ZQCQ 2205

Para resolver éste, recurrimos a las propiedades de los determinantes. Si sumamos un
multiplo escalar de un renglén o columna de la matriz a otro, su determinante no

cambia. Entonces, multiplicando el primer renglén y el tercero por —z; y sumandoselo
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al segundo y al cuarto, respectivamente, obtenemos

11 —DsD DD
0 =221 (21 — 22) Do D (21 + 22)D35D _0
4 Cy —CY —C5

0 —22CF (21— 2)Cy (214 22)C5

(2.39)

Ademds, para cualquier matriz cuadrada A se cumple det(A) = det(AT). Asi, la ecua-

cién (2.39) es equivalente a

1 0 Ch 0

1 —27 Cy —22CY 0
—DsD (21 — 22) DD —Cy (21 — 22)Cy
—Di;D (214 2)D5D —C5 (21 + 22)C5

Desarrollando este determinante se llega a

42129+ (21 — 22)2CFCE Do D — (21 + 29)*CFCy D3 D

+42122D2—(21 + 22)2010;D2D + (21 - 22)20102D;D =0.

Multiplicando la ecuacién (2.41) por D*, queda

42122(D + D*)+(21 - ZQ)QCTO;DQ - (21 + ZQ)QCTCQD;

—(21 + 22)°C1C3 Dy + (21 — 22)°C1Co Dy = 0.

Agrupando términos semejantes y desarrollando

42’122(D + D*) + [(2’1 — ZQ)QCT — (21 + Zz)ch]C;DQ
+[(Zl — 2’2)201 — (21 + ZQ)QCT]CQDS = O,

34

(2.40)

(2.41)

(2.42)



2.4. ESTRUCTURA DE BANDAS

42129(D + D*) + [(27 — 212 + 23)OF — (2 + 2129 + 23)C1]C3 Dy
+[(22 — 2120 + 22)C1 — (21 + 2120 + 25)CF)Ca D} = 0,

Sustituyendo (2.37) en (2.43)

421 29[2c0s(kd)] + (27 + 23 )[—2isen(kia)][2isenky (d — a)]
—22129[2c0s(kya)][2cosky(d — a)] = 0,

821 29c08(kd) + 4(27 + 23)sen(kya)senky(d — a)
—82129c08(k1a)cosky(d — a) = 0. (2.44)

Como b = d — a, entonces podemos escribir la ecuacién (2.44) como
821 29c08(kd) + 4(23 + 23)sen(kia)sen(kqob) — 8z 2z9cos(kya)cos(kab) = 0. (2.45)
Finalmente, dividiendo ésta entre 8225 se llega a la ecuacion
),

cos(kya)cos(kab) — ( sen(kia)sen(kqob) = cos(kd). (2.46)

22122

Es conveniente expresar esta relacion en términos de la frecuencia f de la onda. Recor-

dando que en un medio homogéneo
ki = —, (2.47)

donde el indice indica el medio al que corresponde. Entonces, sustituyendo esta relacion

en la ecuacién (2.46) y expresando la frecuencia angular en términos de la frecuencia
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temporal f, como w = 27 f, se llega a la ecuacion

cos (27Taf> cos (27be> _ 1 (ﬁ + Q) sen (27mf) sen (27be) = Cos(kd)- (2'48)
1 Co 2\ 29 21 1 2

Esta ecuacion es andloga a la que se obtiene con el modelo de Kronig-Penney. La

solucion a esta ecuacién permite conocer la relacion de dispersion entre f y k para
un cristal fononico de periodicidad unidimensional con constante de red d. Como el
rango de la funcién coseno es [—1, 1], para tener soluciones a (2.48) es necesario que el
lado izquierdo tome valores entre —1 y 1. El conjunto de frecuencias para las cuales se
cumple esta condicién forma las bandas de propagacion, mientras que aquellas donde
no se cumple constituyen las bandas prohibidas. La estructura de bandas depende de
los valores de los pardmetros de longitud (a, b y d), de las velocidades del sonido en los

materiales (¢; y ¢2) y de sus impedancias acisticas (z1 y z3).
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Capitulo 3

Simulacion numeérica con FDTD

El método de las diferencias finitas en el dominio del tiempo, conocido por sus
siglas en inglés como FDTD (finite-difference time-domain), es cominmente usado pa-
ra simular la propagacion de ondas electromégneticas. Esto se logra discretizando las
ecuaciones de Maxwell[10] dependientes del tiempo (la ley de Ampere y la de Faraday),
aproximando las derivadas mediante diferencias finitas. En este trabajo se aplicé este
método para la simulaciéon de ondas mecanicas longitudinales en medios elasticos, con

propagaciéon en una dimension.

3.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones que se discretizaron en este trabajo, para simular las ondas elasticas,
fueron la segunda ley de Newton para un medio elastico en ausencia de fuerzas de

volumen, correspondiente a la ecuacién (1.53) con f; =0

2
0 U; o 80’@'

= 3.1
PoE T o (3.1)
y le ley de Hooke para medios isotrépicos (1.76)
_ 2 2 2
0ij = 2pciu; + pci — 2¢; )uydi;. (3.2)
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CAPITULO 3. SIMULACION NUMERICA CON FDTD

En el sistema estudiado, s6lo se consideraron ondas longitudinales que se propagan en
forma perpendicular a las placas. Tomando al eje z paralelo al eje de simetria del cristal
fondnico, el vector de onda y el vector de desplazamiento quedan paralelos a z. Asi, el

sistema de ecuaciones se reduce a

2
O“u,  Jo.

Y 0
Uy
0.2 = p(2)ci(2) 55 (3.4)
donde se hizo uso de la definicién
ou,,
2z — . 3.5
u 5, (3.5)

Por simplicidad, de aqui en adelante se denotaran v, — vy 0., — 0. Con esto, el

sistema de ecuaciones que se debe resolver queda expresado como

OPu(z)  do(z)

p(2) o2 9. (3.6a)
o() = () () 20, (3.6b)

3.2. Diferencias finitas

Para discretizar las ecuaciones con las que se trabaja, se aproximan las derivadas

como diferencias finitas centrales, es decir, la derivada de una funcién f(z) respecto a

%zi[f (:c—i—%Aq:) —f(x—%Ax)}. (3.7)

Entre mas pequeno sea Az, la aproximacion serd mas cercana a la derivada exacta.

T se toma como

38



3.2. DIFERENCIAS FINITAS

Repitiendo el proceso, la aproximacién para la segunda derivada de f(x) resulta
d*f _d (df
de?  dx \dx )’
d*f 1

d2? ~ () [f (z+Az) = 2f(z) + f(z — Az)| . (3.8)

Ademas, es necesario discretizar las variables, tanto la espacial z como el tiempo t. Para

hacer esto, se toma

x = kAz, (3.9)

donde k es un entero. Esto implica que sélo tomaremos valores de la funcién f(x) en
puntos discretos del espacio, separados una distancia Az entre si. Con esto, las derivadas

pueden expresarse de la forma

Lo [ (a0 - (k-3 a0)] (3.10)
' d? 1
d_j;’; ~ A [ F((k+ )AT) — 2f (kAx) + F((k— 1)A)]. (3.11)

O bien, denotando f(kAx) como f(k),

dj;(f)zé[f(m%)—f(k—%)], (3.12)
T [ - 25+ F- 1) 313)

El tiempo se discretizé de forma similar, expresando el instante ¢ como un nimero n

de pasos finitos At, es decir t = nAt.

En este caso, la coordenada espacial z se discretizé6 como z = kAz. Como se ha
venido haciendo, para simpificar las expresiones, se denota u(z,t) como u"(k) y a o(z,t)

como o"(k). Asi, las derivadas parciales de estas funciones, que aparecen en el sistema
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de ecuaciones (3.6), se aproximan mediante las diferencias finitas

Mn [k w3 (3.14a)
% ~ i [0n<k+%) ok — %)] (3.14b)

' o2 1
8_;‘ ~ i [t () = 207 (k) + (k)| (3.14c)

Usando las ecuaciones (3.14) en las ecuaciones (3.6), éstas se transforman de un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales a un sistema de ecuaciones de diferencias finitas.

Este es el par de ecuaciones que se resuelven numéricamente

u (k) = 2ut(k) 4+ u (k) o"(k+ 5)—o"(k—3)

(3.15a)

() = plh(pp 2 D) (3.15b)

Los pardametros de la densidad p y de la velocidad del sonido longitudinal ¢; del medio,

en general, dependen de la ubicacion espacial, es decir

p=p(z) y a=alz)

Los argumentos de las funciones k + % v k — %, que aparecen en las ecuaciones
anteriores, indican que los nodos donde se evalia el vector de desplazamiento u™(k)
estan localizados en medio de los nodos del tensor de esfuerzos o™ (k). En la Figura 3.1

se ilustra esta caracteristica.

n n n n

Up_o Up_q Uy, U1 Ug42

@ S} @ S @ & & o— - —
ol 4 ol o o 4 o
k-3 k-1 k+1 k+3

Figura 3.1: Nodos intercalados de u y o.
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El algoritmo empleado consiste en obtener el campo u™ (k) en términos de los cam-
pos pasados u™(k), u" "' (k) y de la derivada espacial del tensor de esfuerzos o™ (k). Este
ultimo campo se obtiene a su vez de la derivada espacial del campo pasado u"(k), pre-
viamente calculado. Las relaciones necesarias para obtener esta informacién se derivan

de las ecuaciones (3.15), de donde se obtienen

(k) = ;g,ggi [0"(k + 1) — o™ (k = D] + 2u" (k) — u" (k) (3.16a)
' k) [ey(K))2
o"(k) = % [u"(k+3) —u"(k—3)]. (3.16b)

Para un medio inhomogéneo formado por varios materiales elasticos, una onda longi-
tudinal requiere un tiempo minimo At = Az /¢y para recorrer una distancia Az, donde
co es la velocidad del sonido longitudinal maxima. Entonces, para los pasos temporales,

la condicion de estabilidad para la simulacion con este método es

Az
At < —. (3.17)
Co
Esta es conocida como la condicién de Courant[10], en este caso para simulaciones

unidimensionales de ondas eldsticas. Por simplicidad, se uso

_Az

At = :
200

(3.18)

Usando la relacién (3.18) para los pasos temporales y espaciales en las ecuaciones (3.16),

el sistema de ecuaciones que fue usado para las simulaciones quedé finalmente

WHL(k) = D(k) [a"(k +1)— ok - g)} +2um (k) — u M k), (3.19a)
o™ (k) = R(k) [u"(k + 1) —un(k— %)} , (3.19D)

donde
R(k) = eBR®E -y D(k) = AL (3.20)
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Aplicando sucesivamente estas ecuaciones un nimero N de pasos temporales, se obtie-

nen los campos u y o después de recorrido un tiempo NAt.

3.3. Condiciones de Mur

Debido a las limitaciones computacionales, sélo es posible trabajar en una regién del
espacio finita, a la que se denomina celda de simulaciéon. En este trabajo se consider6 una
celda unidimensional de longitud L, con un extremo en z = 0 y el otro en z = L. Esta

a su vez, se dividié en K subintervalos iguales de longitud Az, de modo que

Az = —. 3.21
2= (321)

Entonces, el punto z = 0 corresponde al nodo k =0y el punto z =L a k= K.

Como se trabaja con una celda de simulacion finita, es necesario incluir condiciones
de absorcion en las fronteras artificiales de la misma para evitar que las perturbaciones
sean reflejadas en dichos puntos. Estas reflexiones se producen porque es como si la
onda, al llegar a estos puntos, se encontrara con un material con pardmetros diferentes
al del medio donde se esta propagando. Para evitar esto, se considera que en los extremos
las ondas solo se propagan hacia afuera de la celda.

En el punto z = 0, s6lo debe haber ondas viajando a la izquierda. Esto implica que

el vector de desplazamiento en dicho punto es de la forma:
u”(2,t) = uge' e (3.22)

Calculado las derivadas parciales de u~ respecto a z y a t, se obtiene

ou~ .

(;Z _ _ikqul(—kz—W) = —iku”. (3.23a)
y -

% — _Z'wuoei(*kZ*Wt) = —wu . (323b)

Como k = w/c, entonces, de estas ecuaciones, se obtiene la siguiente relacién para las
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3.3. CONDICIONES DE MUR

derivadas parciales del vector de desplazamiento en el punto z = 0

—0. (3.24)

La ecuacién (3.24) es una de las condiciones de absorcién de Mur de primer orden|[11].
Para obtener la condicién en el otro extremo se procede de forma andloga. En z = L,

se considera una onda viajando hacia la derecha, de la forma
ut(z,t) = uge'*==wh (3.25)

derivando u™ respecto a z y t se llega a

ou™

= ikuge’ "t = ikt (3.26a)
z
y Gut

% = —iwuge®* et = _jut. (3.26D)

Entonces, la condicion de absorcion de Mur en z = L es
out N 10u™
0z c Ot

Si u(z,t) satisface las ecuaciones (3.24) y (3.27) en los puntos correspondientes, en-

~0. (3.27)

z=L

tonces se garantiza que no habra reflexién en las fronteras de la celda. Pero, como se
aproximan las derivadas con diferencias finitas, el porcentaje de las reflexiones elimina-
das dependera del tamano del Az. Para discretizar las condiciones de Mur, es necesario
expresar la derivada espacial como el promedio de las derivadas espaciales entre los
puntos temporales nAt y (n + 1)At, esto es

ou 1 [ur(k+1)—u(k)  w"""(k+1)—u""'(k)

2. 75 As + As : (3.28)

Hay que notar que no se us6 una diferencia finita central, sino una diferencia adelantada,

esto se debe a que la funcién discretizada u”(k) sélo esté definida en los puntos kAz,
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para k un entero entre 0 y M. La derivada temporal se puede escribir como el promedio
de las derivadas temporales entre los puntos z = kAz y z = (k+ 1)Az, de la forma
ou 1 [ut(k)—u(k)  w"'(k+1)—u"(k+1)

i) AL + AL . (3.29)

Sustituyendo (3.28) y (3.29) en la primera condicién (3.24), con k = 0, queda

u"(1) —u™(0) + u"H(1) —u"H(0)  w"(0) —u™(0) 4w (1) —wu(1)
2Az a 2cAt = 0. (3:30)

Despejando u™™(0) de esta ecuacién, se obtiene una expresién para la condicién de

absorcién de Mur que puede ser trabajada numéricamente, ésta es

u"tH0) = u™(1) + % [ (1) — u™(0)] . (3.31)

De manera similar, para obtener la forma discreta de la condicion de Mur en el otro
extremo, se sustituyeron las expresiones (3.28) y (3.29) en la ecuacién (3.27), en este

caso con k + 1 = K. La expresién resultante para "™ (K) es

cAt — Az

n+1 _.n .
ut(K) = ui(K 1)+0At—|—Az

[u" K —1) — u"(K)] . (3.32)
Recordando la condicién de Courant (3.17), si la velocidad del sonido en el material de
los extremos de la celda es la mas alta, es posible expresar ¢At como oAz, con a < 1.

Entonces, podemos escribir
cAt— Az  a—1

cAt+ Az  a+1

(3.33)

Para las simulaciones hechas en este trabajo, se tomé6 o = %, de modo que las condiciones

de absorcién en las fronteras empleadas fueron

u"(0) = u"(1) — 3 [u" (1) — u™(0)] (3.34a)
' 1
u"TN(K) =u"(K —1) — 3 [u" (K — 1) —u"(K)]. (3.34b)
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Estas condiciones permiten eliminar la mayoria de las reflexiones en las fronteras de la

celda de simulacion.

3.4. Fuentes

Ademas de las ecuaciones de movimiento para ondas elasticas longitudinales y de
las condiciones de absorcién de Mur en las fronteras, es necesario colocar una o mas
fuentes de perturbaciones mecdanicas en el medio. Existen dos formas de hacer esto,
una es asignar un valor a wu(z,t) en un punto de la malla, sobrescribiendo el valor
previamente calculado. A este tipo de fuente se le llama fuente dura[10]. Este nombre
se debe a que si una onda pasa por dicho punto, vera el valor impuesto por la fuente y
sera reflejada. El otro tipo de fuente es conocida como fuente suave. En este caso no se
especifica un valor sobre el punto, sino que se le suma al valor ya calculado[10].

Para las simulaciones de este trabajo, se usé una fuente suave colocada en el nodo

con k =1, donde se inserté un pulso que varia en el tiempo de la forma

t—4a)2

P(t) = Ae~ " sin(2m ft), (3.35)
donde a determina el ancho del pulso, A la amplitud y f la frecuencia. En la Figura
3.2 se muestra la grafica de un pulso de este tipo.

L)

o

Figura 3.2: Pulso con envolvente gaussiana.
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3.5. Parametros de la simulacion

El sistema estudiado consiste en una repeticion periédica infinita de bicapas forma-
das por placas de dos materiales elasticos distintos. Para la simulacién, fue necesario
reducir el nimero de celdas unitarias a un nimero finito M. La celda de simulacion fue
construida con las M bicapas, colocadas entre un medio de incidencia y un medio de
transmision, ambos de longitud Ly y del mismo material. Cada bicapa esta formada por
una capa de un material A, de ancho L,, y un material B, de ancho L, con L, < Ly;

asi, el ancho total de la celda de simulacion es

W = Lo+ M(L, + Ly) + L. (3.36)

Ly

Figura 3.3: Estructura de la celda de simulacién.

Para poder usar las condiciones de Mur en la forma (3.34), se escogi6 al material de
incidencia y de transmision como el de mayor velocidad longitudinal cg.
La longitud de las divisiones tomé como L,/10, es decir, la longitud de cada paso

espacial es
L,

La ecuacién (3.37) permite calcular el nimero de nodos de cada capa de la celda,

Az (3.37)

obteniéndose
K, =10, (3.38a)
L
K, = [10L—”] (3.38D)
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L
Ky = {mL—O] : (3.38¢)

donde los corchetes indican que se toma el entero mas cercano y los subindices denotan al

medio correspondiente. Entonces, el nimero total de divisiones de la celda de simulacion

(o nimero total de nodos de la malla) es
K = 2K, + M(10 + K). (3.39)

Otro parametro necesario es el niimero total de pasos temporales. Si se toma al tiempo
total T" como el que tarda la onda en recorrer toda la celda de simulacién, éste resulta
L L L
T:2—°+M(—“+—”). (3.40)
Co Ca G
Ademas, el tiempo total debe ser igual a N pasos temporales, es decir T = NAL.

Despejando el nimero de pasos temporales se llega a

T
N=—. 3.41
AL (3.41)
De la relacién entre pasos temporales y pasos espaciales (3.18), se tiene
L
At = —2. 3.42
2000 ( )

Sustituyendo (3.42) y (3.40) en la expresiéon (3.41), se tiene que el nimero de pasos

temporales totales es

Lo Co Ly co
N =2 20— M| 20— 20——1| ). 3.43
{ La} " ({ Ca} " { Lq cy ( )
Eligiendo los pardmetros eldsticos (¢; y p) del material de los medios de incidencia y

transmisién igual a los del medio A, la expresién para N se reduce a

N =2Ny+ M (20 + V) , (3.44)
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donde I
Ny = [20—0} (3.45a)
L,
' L
N, = 202280 3.45h
b { I cb] ( )

Finalmente, para analizar los datos calculados mediante la simulacion con el FDTD,
se guardaron los valores de u™(kg), para ng < n < N, en un archivo de datos. El punto

con kg es el donde el pulso de la fuente sale de la multicapa, es decir en
kr= No+ M0+ N,)+ 1=K — Ko+ 1. (3.46)

El valor ng es el niimero de pasos temporales que tarda el pulso en llegar a dicho punto,

esto es

np =N — N,. (3.47)

Los datos obtenidos fueron analizados para obtener el espectro de frecuencias de la

onda transmitida a través de la multicapa.
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Capitulo 4
Método experimental

El sistema estudiado experimentalmente en este trabajo consistié en una multicapa
formada por placas de vidrio, alternadas con capas de glicerina. Antes de construirla,
se caracterizaron la densidad y la velocidad de sonido longitudinal de cada material.
Una vez obtenidas éstas, se procedié a su construccion usando ocho capas de vidrio,
separadas por huecos con glicerina. Sobre este sistema se hizo incidir una onda mecéanica
longitudinal, en forma perpendicular a las placas mediante un transductor ultrasénico.
Del otro lado de la multicapa, se colocé otro transductor del mismo tipo para medir la
onda transmitida a través de la multicapa. Los datos obtenidos de aqui fueron analizados
en una computadora para conocer el espectro de frecuencias de la transmisién vy, asi,
obtener las bandas de frecuencia de la multicapa dentro del rango de frecuencias del

experimento.

4.1. Caracterizacion de los materiales

Para las placas de vidrio se usaron portaobjetos de Imm de grosor. Para determinar
la densidad del vidrio, se midieron la masa y el volumen de diez portaobjetos diferentes.
Estos se pesaron usando una balanza analitica Ohaus PA313. Para conocer el volumen,
se midieron las dimensiones de los portaobjetos, el grosor d, el ancho a y el largo b

de cada uno, usando un calibrador digital Mitutoyo CD-6” CSX. Con estos datos, el
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volumen medio de las placas se obtuvo mediante la férmula V' = dab. Una vez conocida
la masa promedio y el volumen promedio de los portaobjetos, se calculé la densidad
como p, = =&y se obtuvo p, = 2.49 + 0.03 2.

Tanto las mediciones de las propiedades de la glicerina como la de la transmisién
en la multicapa se hicieron de forma paralela, para tener mayor uniformidad en la
temperatura de las muestras. Esta temperatura se midié usando un multimetro Fluke
179 con un termopar tipo K y fue de 26.0°C.

La densidad de la glicerina se midié pesando una probeta de 25ml llena de glicerina
hasta la marca de 25.0 ml y restando al resultado la masa de la probeta vacia. El valor
encontrado para la masa de la glicerina se dividié entre el volumen contenido en la
probeta. Se encontré que la densidad de la glicerina a 26.0°C es p, = 1.24 £ 0.06%5.

La otra propiedad medida en cada material fue la velocidad del sonido longitudinal.
Para la medicion de la velocidad del sonido en los materiales se usaron transductores

ultrasénicos piezoeléctricos, los cuales se muestran en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Transductores piezoeléctricos longitudinales empleados en las mediciones
ultrasénicas, de izquierda a derecha: CHF104 (10MHz), TAB104 (10MHz) y V303
(IMHz).

Se colocaron diez portaobjetos diferentes entre los transductores y se midié el tiem-
po de vuelo de un pulso longitudinal, es decir, el tiempo que tarda en atravesar el
material. Para la emisién se empled un transductor NDT Systems CHF104 conectado
a un generador de funciones Tektronix AFG 3021B, con el cual se emitié un pulso de
10 MHz con una amplitud pico a pico de 10 V.

Del otro lado de las muestras se usé un transductor NDT Systems TAB104 para

recibir el pulso transmitido dentro del vidrio. Para la captura de los datos se usé un
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osciloscopio Tektronix TDS 2012, conectado a una computadora mediante un adaptador
de GBIP a USB. El canal 2 de dicho osciloscopio se conecté a la salida del generador
de funciones y el canal 1, el transductor receptor. En la figura 4.2 se ilustra el esquema

de este arreglo.

Pusrto GPIA
GENERADDR
DE FUNCIONES OSCILOSLORID
Tektronis Tektronix
= '_-,_'I .'l'.'::..-. e e S
;. Enrpe CH GHZ .L"f:,"éﬁ#}..*;i’ﬂilﬁi )
LI O [T 11 ] o 1% %
l:_-.-':]
B T
Transducio Transducion
efisor receptor

Muesira

Figura 4.2: Arreglo empleado para las mediciones de velocidad del sonido.

Primeramente se midié el tiempo de vuelo de un pulso en una placa de vidrio. Sobre
ésta se apilo otro portaobjetos y se midié el tiempo total que tardo el pulso en atravesar
las dos placas.

El tiempo de vuelo dentro de una placa se calculé como la diferencia entre tiempo

total y el tiempo de referencia medido inicialmente para un solo vidrio, esto es
ly = tr — o,

donde tr es el tiempo total, ¢y el tiempo de referencia y ¢y el tiempo de vuelo dentro de
un vidrio, como se muestra en la Figura 4.3. Fue necesario realizar este procedimien-
to para tomar en cuenta el retraso intrinseco producido dentro de los transductores,

asi como para facilitar las mediciones.
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Figura 4.3: Medicién del tiempo de vuelo en los vidrios.

Para determinar la velocidad se dividié el grosor promedio de los vidrios, medido
anteriormente, d = 0.108 + 0.001cm, entre el tiempo de vuelo promediado de las diez
mediciones. Con este método se encontré que ¢, = (5.6240.07) x 10°2 es la velocidad
del sonido longitudinal en el vidrio.

La mediciéon de la velocidad del sonido en la glicerina se hizo de forma similar a
la del vidrio, pero, como la glicerina es un fluido, fue necesario contenerla dentro del
recipiento mostrado en la Figura 4.4.

Este se construyé usando dos vidrios comerciales planos de bmm, de 10cm por
8cm. Antes de construirlo, se midié el tiempo de vuelo en las dos placas juntas usando
el procedimiento antes descrito, empleando dos transductores longitudinales Olympus
V303 con un pulso de 1.0 MHz como el mostrado en la Figura 4.5. Después, entre estas
placas se colocaron tiras de este mismo material para cubrir la orilla en tres de sus

lados, dejando uno descubierto.

o2



4.1. CARACTERIZACION DE LOS MATERIALES

Figura 4.4: Probeta usada para medir la velocidad del sonido en la glicerina.

Una vez construido el recipiente, se vertio glicerina dentro de él y se midié el tiempo
de vuelo dentro de las tres capas usando los mismos transductores. El tiempo que
tardo el pulso en atravesar la glicerina se calculé como la diferencia entre el tiempo
total y el tiempo de vuelo en los vidrios.

Conociendo el tiempo de vuelo dentro de la glicerina, la velocidad del sonido se
calculé como el ancho de la capa de glicerina entre dicho intervalo de tiempo. El an-
cho se tomé como la longitud de la separacion entre las placas de vidrio, la cual fue
D = 0.583 £ 0.005cm. La velocidad del sonido medida en la glicerina, a 26.0°C, fue
cg = (1.93£0.02) x 10°<2.

G 1 -
() II"| =% | YA '
0% / =
st ) : [\
3 _,.I'II’III | | Ilﬁl' 0.6 -
Rt ad i y [
= a4 . -
i
/
ir \, | Tozt / Y .
| o o, =
-10 L L 1 | g b= 1 ] I
0 ) 4 E : m o 0.5 I 1.5 2
Tiempa (=) Freawean (WHz}

Figura 4.5: Pulso de 1MHz emitido por el transductor V303: (a) en el dominio del
tiempo; (b) en el espacio de frecuencia.
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CAPITULO 4. METODO EXPERIMENTAL

4.2. Elaboracion de la multicapa

Se usaron ocho portaobjetos de vidrio para formar las capas. Para separar cada
placa, se cortaron 28 separadores de vidrio de 2.5cm de largo por ~1.0cm de ancho
y 0.1lcm de grosor, usando los mismos portaobjetos. Entre las placas se pegaron dos
separadores apilados en cada extremo, quedando una separacion D = 0.221 + 0.002cm
entre cada placa. En forma perpendicular a las capas se pegd un portabojetos con resina
epoOxica para cubrir los huecos. Finalmente, se taparon los lados con resina epdxica para

evitar fugas.

Figura 4.6: Izquierda: Multicapa vacia. Derecha: Multicapa con glicerina.

Una vez construida la multicapa, se vertié cuidadosamente la glicerina entre los

huecos hasta llenarlos. En la figura 4.6 se muestra la multicapa usada en el experimento.

4.3. Medicién de la transmision en la multicapa

Para medir la transmision de ondas longitudinales dentro de la multicapa, se em-
pleé el mismo método usado para medir la velocidad del sonido. Para este caso, en lugar
del generador de funciones, se empleé un pulsador de onda cuadrada Olympus modelo
5077PR.

Al pulsador se conecté un transductor ultrasénico longitudinal Olympus modelo
V303 de 1MHz para generar el pulso. Este transductor se colocé de un lado de la
multicapa, en forma perpendicular a las placas de vidrio. Del otro lado se usé un

transductor del mismo tipo para captar la transmision. Este transductor se conecté al
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4.3. MEDICION DE LA TRANSMISION EN LA MULTICAPA

| I—
Puerto GPIB
PULSADOR OSCILOSCOPIO
Olympus Tektronix
Salida CH1 CH2
L L L

'—D (—l
Transductor Transductaor
emisor receptor

Muestra

Figura 4.7: Arreglo empleado para la medicién de la transmision.

oscilador y éste envio los datos a la computadora para su analisis posterior. Este arreglo
se ilustra en la Figura 4.7.

La razén para usar un dispositivo diferente para generar el pulso fue debido a la
necesidad de tener una perturbacion incidente de mayor intensidad, pues el generador
de funciones sélo puede producir senales con amplitud de voltaje pico a pico de 10V,
mientras que con el pulsador es posible tener hasta 400V. Esto es necesario para poder
detectar mas facilmente la onda transmitida, ya que la intensidad de la senal recibida
por el transductor receptor es mucho menor a la de la emision, tanto por la atenuacion
debida a las propiedades de los materiales, como por las numerosas reflexiones internas
que se producen entre las capas.

En el pulsador se ajusto el voltaje de salida a 300V, con una frecuencia de repeti-
cién de pulsos de 200Hz y la frecuencia del transductor a 1.0MHz. La senal recibida
por el osciloscopio fue enviada a la computadora, donde se capturé usando LabView.
Los datos obtenidos se analizaron con OriginPro 8 mediante la transformada discre-
ta de Fourier, usando el algoritmo de la transformada rapida de Fourier(FFT). Esta

transformada convierte la senal del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia,
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CAPITULO 4. METODO EXPERIMENTAL

permitiendo conocer las frecuencias que componen a dicha senial. Con esto se pudo de-
terminar la estructura de bandas de transmision y bandas prohibidas de la multicapa,

para frecuencias desde 0 hasta 1.8MHz.
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Capitulo 5

Resultados

Se estudio el sistema tanto de forma tedrica como experimental y se compararon los
resultados obtenidos. Se calculé la estructura de bandas usando la relacién de dispersién
para un cristal fonénico de periodicidad undimensional. Con el programa de FDTD se
simulé la transmisién de un pulso con envolvente gaussiana, y se analizo la transmision
de dicho pulso a través de una multicapa de diez celdas mediante la transformada rapida
de Fourier. A su vez, se calculd el espectro de frecuencias de los datos obtenidos en el
experimento, para la transmision de un pulso ultrasonico en la multicapa de vidrio y

glicerina.

5.1. Espectro de frecuencias experimental

Se analizd la senal recibida por el transductor receptor, resultante de la transmi-
sion de un pulso ultrasénico longitudinal de 1IMHz dentro de la multicapa construida
experimentalmente, como se describié en el capitulo 4. Esta senal fue convertida del
dominio del tiempo al de la frecuencia, haciendo uso de la transformada rapida de Fou-
rier con el software OriginPro 8. Con esto se determin el espectro de frecuencias de la
onda transmitida a través del medio periédico. En éste se observa como existen zonas
de frecuencias donde la transmision disminuye practicamente a cero. Este espectro se

muestra en la Figura 5.1, junto con la transformada de Fourier del pulso incidente.
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CAPITULO 5. RESULTADOS
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Figura 5.1: Espectro de frecuencias experimental de: (a) la transmisién; (b) el pulso
emitido por el transductor.

o8



5.2. ESTRUCTURA DE BANDAS FONONICAS

5.2. Estructura de bandas fononicas

A partir de la ecuacion (2.48) se calculd la relacion de dispersion de la frecuencia f y
la magnitud del vector de onda k. Para encontrar dicha relacion, se buscaron las raices
de la ecuacién (2.48) numéricamente, para el nimero de onda k en la primera zona de
Brillouin, para valores entre 0y 5. Se dividié este intervalo en 1000 subintervalos y para
cada valor de k se buscaron las raices en el intervalo de frecuencias entre 0 y 2MHz. Se
usaron los valores de los parametros reportados en el capitulo 4, tomando al medio 1
como el vidrio y al medio 2 como la glicerina, modelandola como un fluido ideal. Estos

parametros son

a = 0.108cm,
b= 0.221cm,
p1 = 24955,
p2 = 1.24-55,

¢ = 5.62 x 10722,
¢y =1.93 x 10°<2,

La impedancia acustica longitudinal para cada medio se calculé usando estos valores,

obteniendo

21 = p161 = 13.99 x 105 4

cm?-s?

Z9 = P2Cy = 2.39 x 105 .

cm?2-s°

En la Figura 5.2 se muestra la relacién de dispersion obtenida usando estos parame-

tros.
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18 -

16 -

Fracuencia (MHz)

08

k(e/d)

Figura 5.2: Relacion de dispersion del nimero de onda k y la frecuencia f para el cristal

fondnico de periodicidad unidimensional estudiado.
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5.3. SIMULACION CON FDTD

5.3. Simulaciéon con FDTD

Se simulé la propagacién de un pulso en una multicapa peridédica unidimensional de
M = T bicapas, empleando el algoritmo del FDTD elastico descrito en el Capitulo 3.
Se usaron los mismos pardmetros correspondientes al vidrio y a la glicerina usados en
la seccion 2 de este capitulo. Se tomaron como medios de incidencia y de transmision
al vidrio, ambos de Ly = 50.0cm de ancho.

El pulso usado fue de la forma (3.35) con f = 0.93MHz, a = 0.5 x 1075 y
A = 1.0, con los que se obtuvo el pulso mostrado en la Figura 5.3. Los parametros

fueron escogidos del tal forma que el pulso simulado fuera semejante al pulso usado en
el experimento (Figura 4.5).
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Figura 5.3: Pulso usado en la simulacién con FDTD: (a) en el dominio del tiempo; (b)
en el espacio de frecuencia.

Se analizaron los datos obtenidos para la transmisién de dicho pulso a través de la

multicapa, aplicando la transformada rapida de Fourier. Este resultado se muestra en

la Figura 5.4, junto a la transformada del pulso incidente.
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Figura 5.4: Espectro de frecuencias de: (a) la transmisiéon simulada de un pulso con
envolvente gaussiana en una multicapa de vidrio y glicerina; (b) el pulso incidente.
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5.4. COMPARACION DE LOS RESULTADOS

5.4. Comparaciéon de los resultados

Se observa una notable correspondencia entre los resultados arrojados por cada
método, como se ve en la Figura 5.5. De la relacién de dispersién, se encontré que
hay bandas prohibidas para la propagacién de ondas longitudinales, en el rango de 0
a 1.8M H z, entre las frecuencias de 0.24 a 0.42M Hz, de 0.56 a 0.84M H~z, de 0.94 a
1.26 MHz y de 1.35 a 1.66M Hz. En las zonas de frecuencias donde se predice tedri-
camente la existencia de estas bandas prohibidas, la transmisién disminuye significati-
vamente, tanto en la simulacién con FDTD, como en el experimento. Sin embargo, el
espectro de frecuencias de la transmision medida experimentalmente muestra que exis-
ten ligeras diferencias entre el ancho de las zonas donde la transmision fue minima y
las bandas prohibidas que se obtienen con la relacion de dispersién; esto puede deberse
a la incertidumbre existente en las medidas de las capas y de los parametros de los
materiales, de modo que los valores usados en la teoria no coinciden perfectamente con
los valores reales.

Comparando la Figura 5.1 y la Figura 5.4 se observa que la envolvente del pulso
transmitido con la simulacion es de la misma forma que el espectro del pulso incidente,
mientras que para el experimento la envolvente de la transmision tiene mayor amplitud
para frecuencias bajas que para las altas y la forma de dicha envolvente no es como
la del pulso emitido por el transductor. Esto se debe a la atenuacién producida por
la viscosidad de la glicerina, que es mayor para frecuencias mas altas. Como en la
simulacion no se consideraron estos efectos, no se observa dicho cambio.

Los resultados fueron comparados con la transmsién de trenes de ondas planas
para el sistema estudiado, calculada con el método de matriz global[12], el cual no
es desarrolado en esta tesis y sélo se incluye con fines comparativos. La transmision
obtenida mediante este método es consistente con los demés resultados, siendo nula
para las frecuencias que estan dentro de las bandas prohibidas. Si se comparan los
espectros de frecuencias de la transmision del experimento y de la simulaciéon con la
transmision para trenes de ondas, se observa como los puntos donde ésta es maxima

corresponden a maximos locales en los espectros de frecuencias.
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Figura 5.5: (a) Relacién de dispersién;(b) transmisién con el método de matriz global,
(c) espectro de frecuencias de la simulacién;(d) espectro de frecuencias experimental.

64



Conclusiones

Se estudio un cristal fonénico de periodicidad unidimensional, formado por un arre-
glo periddico de capas de vidrio de grosor a alternadas con capas de glicerina de grosor
b, por cuatro métodos diferentes. Por un lado se obtuvo tedricamente una expresion
analitica para calcular la relacion de dispersién del nimero de onda k y las frecuencias
de las ondas longitudinales f en el cristal fonénico. También se desarrollé una variante
del método de diferencias finitas en el dominio del tiempo para simular la propagacién
de ondas elésticas longitudinales en una dimensién. Por otro lado, se construyé una
multicapa con vidrio y glicerina, sobre la cual se hizo incidir un pulso longitudinal y se
analiz6 la onda transmitida dentro de la estructura.

Al comparar los resultados obtenidos con cada método, se observé que existe corres-
pondencia entre las bandas de transmision y bandas prohibidas que predice la relacion
de dispersién, encontrada tedricamente, con las bandas de frecuencia medidas en el
experimento y las simuladas. Estos resultados se muestran lado a lado en la Figura
5.5. En las zonas donde no hay solucion para la relacion de dispersién se observa que
la transmisiéon de ondas longitdinales es practicamente cero, mientras que en donde
existen soluciones si hay propagacion para estas ondas.

También se observo que la viscosidad no tuvo efecto en la estructura de bandas del
cristal fondénico; sin embargo, si provocé atenuacion en la amplitud de la transmision,
siendo mas notable para altas frecuencias.

La correspondencia entre los resultados obtenidos sugiere que el caracter periddico
de un cristal fononico efectivamente genera una estructura de bandas de transmision
y bandas prohibidas para las ondas eldsticas, de forma andloga a las bandas que pre-

sentan los cristales naturales para la energia y los cristales foténicos para la luz. Esto
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CONCLUSIONES

hace posible la elaboracién de estructuras periddicas elasticas con una estructura de
bandas tal que permita aislar un sistema mecanico de perturbaciones de las frecuencias

contenidas en las bandas prohibidas, entre otras aplicaciones.
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Apéndice A
Tensores isotropicos

Un tensor isotropico es aquel cuyas componentes tienen los mismos valores en cual-
quier sistema coordenada cartesiano[6]. Aqui se describe y se desarrolla un método
para obtener la forma general de tensores cartesianos isotrépicos, particularizando para

tensores de rango 4.

En general, se define a un tensor contravariante A"*2~*» de rango n como un arreglo
n-dimensional cuyas componentes se transforman de un sistema coordenado a otro de

la forma , , ,
A/’ili2-~’in — axil ax'@ o axzn A]l]Q]n (Al)
Oxj, Ox;,  Oxj, ’

donde las coordenadas no primadas son las de la base original y las primadas las de la

nueva base.
Un tensor covariante A; 4, ;, es aquel que se transforma como

A/ . ale 8xj2 ' &UMA

1112...1n amgl axiz o ax;n J1j2---Jn "

(A.2)

Se denomina tensores cartesianos a los que estan representados en sistemas coorde-

nados cartesianos. En estos sistemas, se cumple la relacion[13]
/

dx; Oz}

2

(A.3)
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APENDICE A. TENSORES ISOTROPICOS

En este caso, no hay distincion entre tensores covariantes y tensores contravariantes.
Como s6lo trabajaremos con tensores cartesianos, en adelante al referirnos a un tensor
estara implicito que es cartesiano y se denotara con subindices.

Para conocer cémo se transforma un tensor bajo rotaciones de los ejes coordenados,
se partird de ver como es dicha transformacién para un vector x;, o tensor de rango 1.
Consideremos una rotacion de los ejes 1 y 2 alrededor del eje 3, en un angulo 05 en el

sentido contrario a las manecillas del reloj. Las componentes del vector x; en el sistema

rotado son
¥} = wycosbs + wosenbs, (A.4a)
Ty = —x1senfz + 1900803, (A.4Db)
Ty = T3. (A.4c)

Esta transformacién puede ser expresada en forma compacta como
, —_—
z; = Qijx;, (A.5)
donde @;; son los elementos de la matriz de rotacién

cosfl3  senflz3 0
Q= —senf3 cosfs 0] . (A.6)
0 0 1

Para rotaciones en angulos muy pequenos (o infinitesimales),

cost ~ 1,

senf ~ 6.

Asi, denotando 3 — dfs, la matriz de transformacion para rotaciones infinitesimales

alrededor del eje x3 queda

1 dos O
0 0 1
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Para rotaciones sobre los ejes x1 y 9, las matrices de rotacién correspondientes son,

1 0 0
P=[0 1 do (A.8)
0 —do, 1
y
1 0 —dbs
T=(o0o 1 o |. (A.9)
g, 0 1

Una rotaciéon en el espacio puede expresarse como tres rotaciones sucesivas alrededor
de cada eje coordenado. En este caso, la ecuacion de transformaciéon de un vector x;
viene dada por

donde
Rij = QT P (A.11)

son las componentes de la matriz R = QTP.

Multiplicando las matrices Q,T y IP se obtiene, hasta primer orden en dfy,

1 doy  —db,
R=|—a8; 1 db, |. (A.12)
do, —df, 1

De aqui, las componentes de una matriz de transformacién R, para rotaciones infinite-

simales, pueden expresarse como
Rij = 0ij + €xd0y, (A.13)

donde ¢;; es la delta de Kronecker y ¢, es el simbolo de Levi-Civita.
Antes de deducir la expresion general para un tensor isotrépico de rango 4, se desa-

rrollara la forma general de uno de rango 2, la cual seré de utilidad posteriormente.
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APENDICE A. TENSORES ISOTROPICOS

Como las componentes de un tensor isotropico son las mismas en todos los sistemas
coordenados cartesianos, entonces, para un tensor isotrépico A;; de rango 2, se debe
cumplir

Aij = RuRjm Aim, (A.14)

con R;; dado por (A.13). Desarrollando el producto R;R;,, hasta primer orden en df,

RiRjpm =0y + €isdbs)(dm + €jmedby)
:5il5jm + (5il€jms + 5jm6ils)d95' (A15)

Sustituyendo (A.15) en (A.14) queda
Aij = Aij + (€jms Aim + €usAij)dbs. (A.16)

De aqui,
(€jmsAim + EilSAlj>d68 = 07 (A17)

como el angulo df, es no nulo, necesariamente el término en paréntesis debe anularse,

entonces
ejmsAim + eilsAlj = 0 (A18)

Haciendo el cambio [ — m en el segundo término del lado izquierdo y aprovechando la

propiedad del simbolo de Levi-Civita €;;, = €, obtenemos la ecuacion
6sijAim + Esim14mj = 0. (Alg)
Haciendo uso de la identidad

€ijk€itm = 0j10km — OjmOkl, (A.20)
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entonces

€sin€sim :5116nm - 5zm5nz

€sin€sjm =0ijO0nm — OimOn;. (A.21)
Como 8;; = 3, d;5 = 05 y 0udij = 0y,
Esin€sim = 20nm. (A.22)
Multiplicando (A.19) por €y, v sustituyendo (A.21) y (A.22) en la expresién obtenida
20nmAm; + (0ij0nm — OimOn;)Aim = 0,

de aqui
Ay
? 6nj .

El término A;; es la suma de los elementos de la diagonal de A;;, la cual es una constante,

donde A es una constante arbitraria. Esta es la forma general de un tensor isotrépico

de rango 2.

Para llegar a la expresion general de un tensor isotrépico de rango 4, se procede
de forma similar. Sea Cjji; un tensor isotrépico de rango 4, entonces, éste satisface la
ecuacion

Cijkl == RiijanpquCmnpq- (A24)

Partiendo de (A.15) y desarrolando hasta primer orden en df;

Riijanp - [5im5jn + (5im€jns + 5jn€im5>d05](6kp + 6kptd‘gt)
= 5im6jn5kp + (6im6jn€kps + 5jn5kp6ims + 5im5kp€jns)d957 (A25)
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Riijanpqu :5im5jn5kp5lp + (5im5jn5kp€lqs + 5jn5kp51q€ims
+ 5im5kp5lqejns + 5im5jn5lq€kps)d08' (A26)

Sustituyendo (A.26) en (A.24) llegamos a la ecuacién
(Esimcmjk’l + 6sjnc(inkl + EskpCijpl + Eslqcijkq)des =0. (A27)

Como df, es distinto de cero, el término entre paréntesis debe anularse. Expresando los

indices repetidos como m, se llega a la ecuacién
€simCmijkl + €sjmCimkl + €skmCijmi + €stimCijem = 0. (A.28)
Multiplicando esta ecuacién por €4, v haciendo uso de la identidad (A.20)

25mn0mjkl + (5ij5mn - 5im5jn)0imkl
+ (5zk5mn - 5im5kn)0ijml + (5il6mn - 5im6ln)0ijkm = 07

2011 + Cinkt — CrmiiOn + Crjnt — CrjmiOkn + Cijen — CrmjkmOm = 0.

Haciendo el cambio n — ¢ y acomodando los términos, queda
2051 + Cjirt + Crjit + Cijii = Crmii0ij + Crjmidik + CrnjikmOit- (A.29)

De forma andloga, multiplicando la ecuacién (A.28) por €gjn, €skn ¥ €sin S€ Obtienen,

respectivamente, la ecuaciones

20511 + Cjing + Cikji + Curj = CramiiOij + CimiemOii + Cimmidjin, (A.30)
2C5ik1 + Crjit + Cikgt + Cijik = CijmmOri + CrjmiOit + Cimmidjr, (A.31)
2051 + Cijki + Cikg + Cijik = CijmmOii + CimkmOji + CrnjikmOit- (A.32)
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Como Cjj; es un tensor isotrépico de rango 4, la contraccién|7] Cijpm & su vez debe ser
un tensor isotropico, de rango 2. Aprovechando (A.23), podemos expresar los términos

de este tipo de la forma

Clijmm = A0ij, (A.33)
Crnjkm = 10k, (A.34)
Crumkl = VO, (A.35)
Cimmi = 004, (A.36)
Cimpem = TOik, (A.37)
Crngmi = N1, (A.38)

donde A, i, vy o son constantes. Sustituyendo estos resultados en las ecuaciones (A.29)
a (A.32), tenemos

205k + Clir + Crjit + Cijii = V0i0i5 + 105108 + 110504,

2C55k1 + Crjir + Cigi + Cijie = Ao + 105105 + 0010k,

(
20551 + Cjint + Cigi + Cigg = V005 + 703051 + 00510,k (A.40
(
2C3m1 + Cijki + Cuakg + Cijik = Aij0g + T0ik0j1 + 110504 (
Restando (A.39) de (A.40) y (A.41) de (A.42) se obtienen las ecuaciones

Cikjt + Cikj — Crjir — Cijri = (T — 1)05004 + (00 — 11)d;x6i1, (A.43)
Cijki + Cikj — Crjit — Cinji = (T —1)6510i + (1t — 0)030j, (A.44)

respectivamente. Sumando (A.43) y (A.44), queda

Citkj — Crjir = (7 — 77)§jl5ik- (A.45)
Restando (A.43) y (A.44),

Cikji — Cljki = (0 — p)d;104. (A.46)
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Sii=j=k=1 ellado izquierdo de las ecuaciones (A.45) y (A.46) se anula, entonces

T—n=20 = T =1, (A.47)
p—o=0 = H=o. (A.48)

Sustrayendo (A.39) de (A.41) y (A.40) de (A.42), y haciendo uso de (A.48), llegamos a

Cikjt + Cijik — Ciirt — Cljki = (A — )00 (A.49)
Cijki + Cijik — Ciirt — Cigji = (A — )00 (A.50)

Al sumar (A.49) con (A.50)
Cijlk - Cjz’kl = ()\ - V)(Sijfskh (A-51)
haciendo ¢+ = 7 = k = [, se deduce que
A= (A.52)

Usando los resultados obtenidos en (A.47), (A.48) y (A.52) en las ecuaciones (A.45),
(A.46) y (A.51) obtenemos las relaciones

Cikj = Chjit, (A.53)
Cikji = Cljki, (A.54)
Cijlk — Cjikl- (A55)

De estas ecuaciones junto con (A.47), (A.48) y (A.52) se deduce que las ecuaciones

(A.39)-(A.42) son equivalentes y se reducen a una sola ecuacién

2051 + Cijik + Cikji + Cug; = v0i;0k + 1n0ir0j1 + 1010 . (A.56)
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Permutando los indices j, k y [ por pares

2055 + Cijir + Citjie + Cigy = 1001 + 110i£051 + 1671051, (A.57)
2Cuk; + Ciujr + Cirgj + Cijig = 10350k + n0ix0j1 + V0701, (A.58)
2Cikj1 + Cirty + Cijig + Cijre = 10ij0r1 + V031051 + 110410,y (A.59)

Sumando las ecuaciones (A.57)-(A.58) queda
2(Cijur+ Clianj + Cint) +3(Cogna + Ciji+ Cit) = (V404 0)(0350k1+ 0k 051+ 0udjne) - (A-60)
Intercambiando los indices [ y k
3(Cijkr+ Ciktj + Cijie) +3(Clijir+ Cinji+ Cuang) = (v +1+ 1) (05500 + 0udjx+0ik051). (A.61)
Restando las ecuaciones (A.60) y (A.61), tenemos que
Cijit + Curj + Cirji = Cijir + Ciujr + Cigij- (A.62)
Haciendo uso de esta expresién en (A.60)
Cijik + Cirji + Cugg = %(V + 1+ ) (0ij0n + dixdji + dudjr).- (A.63)

Finalmente, sustituyendo este resultado en (A.56) obtenemos la expresién general para

un tensor isotropico de rango 4
Cijit = 0050k + Bir0j1 + Y0ud i, (A.64)

donde «, 5y v son constantes.
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Apéndice B

Cddigo para FDTD elastico

unidimensional

Program FDTD
Implicit none

Real*8 :: Dz,Dt,W,L_O,L_a,L_b,c_0,c_a,c_b,rho_0,rho_a,rho_b
Real*8, Dimension(:), Allocatable :: U, U_1, U_2, S, D, R
Integer :: i, j, N, N_O, n_R, K, K_0, K_a, K_b, M

IFuncion pulso

Real*8, External :: Pulso

IParametros usados

L_0=50.0 IAncho del medio externo a la multicapa
L_a=0.108 IAncho de las capas del medio A
L_b=0.221 IAncho de las capas del medio B
rho_0=2.49 IDensidad del medio externo

rho_a=2.49 !Densidad del medio A
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rho_b=1.24 !Densidad del medio B

c_0=5.62d5 !Velocidad longitudinal en el medio externo
c_a=5.62d5 !Velocidad longitudinal en el medio A
c_b=1.93d5 !Velocidad longitudinal en el medio B

IAncho de los pasos espaciales
Dz=L_a/10.0d0

IAncho de los pasos temporales
Dt=0.5d0*Dz/c_0

INumero de celda unitarias
M=10

INumero de divisiones en cada medio
K_0O=nint(L_0/Dz)
K_a=nint(L_a/Dz)
K_b=nint (L_b/Dz)

INumero total de divisiones
K=2*xK_0+M* (K_a+K_b)

INumero total de pasos temporales
N_O=nint(L_0/c_0/Dt)

N=2xN_0 + Mx*(nint(L_a/c_a/Dt)+nint(L_b/c_b/Dt))

INumero de pasos temporales necesarios para atravesar la multicapa
n_R=N-N_O

IDefine el numero de elementos de cada arreglo
Allocate(U(0:K),U_1(0:K),U_2(0:K),D(0:K),S(0:K),R(0:K))
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IConstruye el arreglo que contiene los valores de la densidad

Call Medio(D,rho_0,rho_a,rho_b,K,K_0,K_a,K_b,M)

!Construye el arreglo auxiliar R(k)
Call Medio(R,c_0,c_a,c_b,K,K_0,K_a,K_b,M)

R=D*R*R/Dz
D=Dt/(c_0*D)

IAmplitud inicial de la deformacion
U=0.0d0
U_1=U

ITensor de esfuerzos inicial

5=0.0d0

IAbre los archivos donde se guardan los datos
Open(25,File="Pulso.dat",Status="Unknown" ,Action="Write")

Open(26,File="Transmision.dat",Status="Unknown",Action="Write")

IAplica el algoritmo del FDTD
Do i=1,N
U_2=0U_1
U_1=U
S(0:K-1)=R(0:K-1)*(U(1:K)-U(0:K-1))
U(1:K)=D(1:K)*(S(1:K)-S(0:K-1))+2.0*U_1(1:k)-U_2(1:K)

ICondiciones de absorcion
U0)=U_1(1)-(U(1)-U_1(0))/3.0d0
UK)=U_1(K-1)-(U(K-1)-U_1(X))/3.0d0
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IFuente
U(1)=U(1)+Pulso(i*Dt)

IGuarda el pulso incidente
If(i < 2#N_0) Then

Write (25,*) i*Dt, U(1)
End If

IGuarda la onda transmitida
If(i >= n_R) Write (26,*) real((i-n_R)*Dt), real (U(K-K_0+1))

End Do

Close(25)
Close(26)

End Program FDTD

Function Pulso(t)

Real*8 :: Pulso, t, A, f, alfa
Real*8, Parameter :: Pi=4.0dO*atan(1.0d0)

£=1.0e6

alfa=0.5e-6

A=1.0
Pulso=Axexp(-(t-4.0%alfa)**2/(2.0%alfa**2))*sin(2.0*pixfx*t)

End Function Pulso
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Subroutine Medio(P,P_0,P_a,P_b,K,K_0,K_a,K_b,M)

IConstruye el arreglo que contiene los valores del parametro P del medio !

Icomo funcion de la posicion.

Integer :: K,K_0,K_a,K_b,M,1
Real*8 :: P(0:K), P_0O, P_a, P_b

IMedio de incidencia

P(0:K_0)=P_0

IPrimera capa

P(K_0+1:K_0+K_a)=P_a

P(K_O+K_a+1:K_O+K_a+K_b)=P_b

ICapas restantes!

Do i=2,M
P(K_0+(i-1)*K_a+(i-1)*K_b+1:K_0+i*K_a+(i-1)*K_b)=P_a
P(K_0+i*K_a+(i-1)*K_b+1:K_0+i*(K_a+K_b))=P_b

End Do

IMedio de transmision

P(K_O0+Mx(K_a+K_b)+1:K)=P_0

END SUBROUTINE Medio
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