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Introducción 
 

La óptica se encarga en el estudio del comportamiento y de las propiedades de la luz, una 

propiedad importante es la interacción que tiene la luz con la materia. Su desarrollo ha sido 

de gran interés en la humanidad, gracias al desarrollo del láser, un nuevo mundo de 

posibilidades se ha abierto para nuevos estudios sobre la interacción de materiales iluminados 

por campos electromagnéticos de alta potencia. Con la óptica no lineal se obtuvieron 

respuestas no esperadas en su momento entre la luz y la materia, lo cual nos da un amplio 

panorama para sus aplicaciones. 

 

Un ejemplo de la relación que hay entre la luz y la materia, cuando tenemos un haz de luz 

que es propagado por un medio y éste alcanza el límite que lo separa del segundo medio, 

sucede que este haz retorne al primero, esto es llamado reflexión, en el caso que el haz logre 

pasar al segundo medio donde una parte se convertirá en otra forma de energía, a esto se le 

llama absorción y la parte que no cambia se le conoce como transmisión. Entonces la 

interacción que haya entre la luz y un material, dependerá de la naturaleza de éstos, es 

importante tener presente las características del material, ya que estas son un factor 

importante cuando se estudia la incidencia de la onda electromagnética en un material, 

también hay que tomar en cuenta la frecuencia que tiene el campo electromagnético, ya que 

cuando el material de estudio es un metal, tendremos las siguientes situaciones dependiendo 

de la frecuencia del campo, el metal brillará en frecuencias bajas debido a que los electrones 

tendrán una respuesta casi instantánea, en el caso cuando la frecuencia es mucho mayor, este 

mismo material actuaría como un dieléctrico. 

 

Lo que nos indica el comportamiento óptico de un material a nivel macroscópico es la 

constante dieléctrica, ésta juega un papel muy importante, Drude ideó el primer modelo 

donde se toma en cuenta la descripción de la función dieléctrica en los electrones ligados 

débilmente en los metales. 

 

En el presente trabajo se estudia las propiedades ópticas de nanoestructuras, observando la 

interacción que hay entre un material cuando se le hace incidir un campo magnético, el 
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material utilizado es Ag, la geometría utilizada son cilindros de 5nm de radio, donde se aplica 

un arreglo de dos cilindros en paralelo y se estudia la interacción que tienen entre ellos cuando 

incide el campo electromagnético, se varía la distancia entre ambos cilindros para ir 

observando lo que va sucediendo. 

 

Para este trabajo se usó la simulación numérica computacional, la cual arroja resultados que 

concuerdan con un modelo ya descrito en la literatura. Aclarando que, en la simulación 

primeramente se parte de una porción del universo a estudiar, esta porción no es más que una 

representación simplificada de un sistema de la realidad, los resultados que se obtengan de 

la simulación no serán necesariamente los mismos que se pueden obtener de la naturaleza, 

ya que para esto tendríamos que tomar en cuenta todos los aspectos que no se tomaron en 

nuestro modelo, es por esta razón que sólo se tomó en cuenta las variables que representan 

una importante influencia en nuestro modelo. En el presente trabajo se realizaron 

aproximaciones y suposiciones en la física, esto con el fin de obtener expresiones factibles 

para su comparación.  

 

El método que se utilizó para las simulaciones fue el Método de Elemento Finito (FEM por 

sus siglas en inglés), este método se encarga de resolver ecuaciones diferenciales parciales 

con un conjunto de condiciones de frontera. 

 

Para llevar a cabo la simulación del Método de Elemento Finito se utilizó el paquete 

computacional COMSOL Multiphysics, este software permite la solución de problemas con 

distintas teorías físicas.  
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Capítulo 1 
 

En el presente capítulo se describirá los conceptos básicos de la teoría electromagnética, así 

como el modelo de Drude, dicho modelo se utilizará en el trabajo para describir la interacción 

radiación materia. 

 

Clasificación Eléctrica de los Materiales 
 

La forma de clasificar a los materiales depende de su área de estudio o bien, de sus 

aplicaciones, es decir, vía sus propiedades ópticas, mecánicas, de estructura, entre otras [1]. 

Para fines del trabajo se clasificarán en conductor, dieléctrico y semiconductor. 

 

En la siguiente tabla se muestran algunos ejemplos de materiales: metales, semiconductores 

y aislantes en función de la propiedad resistividad [2]: 

 

 

Sustancia Resistividad (Ω ∙ 𝐦) 

Metales 

Plata 1.47 x10-8 

Cobre 1.72 x10-8 

Oro 2.44 x10-8 

Aluminio 2.75 x10-8 

Mercurio 95 x10-8 

Nicromo 100 x10-8 

Acero 20 x10-8 

Platino 10.6 x10-8 

Plomo 22 x10-8 

Manganina 44 x10-8 

Constantán 49 x10-8 

Nicromo 100 x10-8 

Tungsteno 5.25 x10-8 
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Semiconductores 

Silicio puro 2300 

Germanio puro 0.60 

Carbono puro (grafito) 3.5 x10-5 

Aislantes 

Ámbar 5 x1014 

Vidrio 1010- 1014 

Lucita >1013 

Mica 1011-1015 

Cuarzo (fundido) 75 x1016 

Azufre 1015 

Teflón > 1013 

Madera 108-1011 

 

Tabla 1.1: Ejemplo de algunas sustancias: Metales, Semiconductores y Aislantes, 

mostrando su respectiva resistividad. 

 

 

Teoría Electromagnética  
 

Los fenómenos denominados electromagnéticos son aquellos donde intervienen las ondas 

electromagnéticas, en otras palabras, su propagación en el vacío, en algún material donde la 

fuente de estas ondas son las cargas eléctricas. La carga eléctrica es una propiedad intrínseca 

de la materia en la cual se conoce que hay dos tipos de carga y que siempre es un múltiplo 

entero en la naturaleza de la carga del electrón 𝑞𝑒 = −1.6 × 10
−19 𝑐𝑜𝑢𝑙𝑜𝑚𝑏.  

 

La teoría electromagnética es una rama de la física que se construyó con ayuda de varios 

investigadores como Gauss, Ampere, Faraday, Lenz, Hertz, Maxwell, entre otros. Este último 

se encargó de sintetizar el conocimiento que se tenía en ese momento del electromagnetismo, 

y se le llaman ecuaciones de Maxwell [3]. Las ecuaciones de Maxwell son: 
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𝛻 ∙ �⃗⃗� = 𝜌 (1.1) 

 

𝛻 ∙ �⃗� = 0 (1.2) 

 

𝛻 × �⃗� = −
𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
 

(1.3) 

 

𝛻 × �⃗� = 𝜇𝐽 + 𝜇𝜖
𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
 

(1.4) 

 

Donde �⃗⃗� = 𝜖�⃗� , es el desplazamiento eléctrico, �⃗�  el campo eléctrico, �⃗�  el campo magnético, 

𝐽  la densidad de corriente, 𝜇 y 𝜖, la permeabilidad y permitividad, respectivamente. 

 

La ecuación (1.1) es la ley de Gauss, es válida para campos estáticos y para los que varían en 

el tiempo. Esta ley establece que la fuente de campos eléctricos es la carga eléctrica. La 

ecuación (1.2) se puede interpretar como la inexistencia de los monopolos magnéticos, ni 

siquiera para campos magnéticos dependientes del tiempo. O sea, que las líneas de campo 

magnético no divergen de ningún punto ni convergen a ningún otro, esto es, que su 

divergencia es cero. La ecuación (1.3) es la ley de Faraday y establece que todo campo 

magnético variando en el tiempo inducirá un campo eléctrico. Finalmente, la ecuación (1.4) 

conocida como la ecuación de Ampere-Maxwell, ya que parte de la Ley de Ampere 

(original), la cual describe la relación entre el campo magnético y la corriente que la origina, 

o sea, la electricidad produce magnetismo. Después Maxwell introdujo un término adicional, 

correspondiente a la llamada corriente de desplazamiento, esto debido a que en la Ley de 

Ampere (original) había una falla cuando las corrientes eran variables, que Maxwell resolvió. 
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Es importante mencionar que la polarización de un dieléctrico ocurre como respuesta al 

campo eléctrico en el medio y su grado de polarización depende del campo eléctrico y de las 

propiedades del material [2]. Para ello se utiliza la ecuación constitutiva: 

 

 P⃗⃗ = χ(E)E⃗⃗  

 
(1.5) 

donde la cantidad escalar χ(E) se llama susceptibilidad eléctrica del material. Usando la 

expresión de desplazamiento eléctrico: 

 

�⃗⃗� = 𝜖0�⃗� + �⃗�  
(1.6) 

 

Y al combinar las ecuaciones (1.5) y (1.6), tenemos que: 

     

�⃗⃗� = 𝜖(𝐸)�⃗�  (1.7) 

 

𝜖(𝐸) = 𝜖0 +  𝜒(𝐸) 

 
(1.8) 

Obtenemos una ecuación para D⃗⃗  en medios isotrópicos, donde ϵ(E) es la permitividad del 

material. Aunque hemos tenido el cuidado de expresar χ y ϵ en la forma χ(E) y ϵ(E), 

experimentalmente se encuentra que χ y ϵ son a menudo independientes del campo eléctrico, 

excepto quizás para campos muy intensos. Es importante mencionar que la respuesta de los 

materiales ante campos electromagnéticos depende de la frecuencia con la que se incide la 

luz, es decir,  

 

�⃗� = 𝜒(𝜔)�⃗�  (1.9) 

 

�⃗⃗� = 𝜖(𝜔)�⃗�  (1.10) 

 

Cuando el material se puede describir con la ecuación (1.10) se dice que el material es lineal. 
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Ecuación de Onda  
 

Mediante las ecuaciones de Maxwell es posible obtener a la ecuación de onda, para ello se 

toma el rotacional de la Ley de Faraday, ecuación (1.3)  

 

𝛻 × (𝛻 × �⃗� ) = −(
𝜕(𝛻 × �⃗� )

𝜕𝑡
) 

 

(1.11) 

 

Usando la siguiente propiedad y el hecho de que no hay fuentes ni sumideros, entonces: 

 

 

𝛻 × (𝛻 × �⃗� ) = 𝛻(𝛻 ⋅ �⃗� ) − 𝛻²�⃗�  

 

(1.12) 

Sustituyendo (1.12) en (1.11): 

 

𝛻(𝛻 ⋅ �⃗� ) − 𝛻2�⃗� = −
𝜕(𝛻 × �⃗� )

𝜕𝑡
 

(1.13) 

 

−𝛻2�⃗� = −
𝜕(𝛻 × �⃗� )

𝜕𝑡
 

 

(1.14) 

 

Usando la Ley de Ampere-Maxwell y tomando en consideración que el material es lineal, 

homogéneo e isotrópico se obtiene que: 

 

𝛻2�⃗� = 𝜇𝑜𝜖𝑜
𝜕2�⃗� 

𝜕𝑡2
 

 

(1.15) 
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Sabemos que: 

 

𝑐2 =
1

𝜇𝑜𝜖𝑜
 

 

(1.16) 

 

Entonces: 

 

𝛻2�⃗� =
1

𝑐2
𝜕2�⃗� 

𝜕𝑡2
 

(1.17) 

 

De la expresión anterior, observamos que tiene la forma de la ecuación de onda, donde el 

término 
1

𝑐2
 corresponde a la velocidad de la onda, la cual es la velocidad de la luz ya que es 

la velocidad de la onda electromagnética, 𝑐 = 3𝑥108𝑚/𝑠. 

La expresión (1.17) es una ecuación diferencial parcial de segundo orden lineal que la 

asociamos a la ecuación de onda tridimensional.  

 

 

 

 

Condiciones en la Frontera 
 

La ecuación (1.17) describe la propagación de ondas electromagnéticas libre de fuentes y 

sumideros. Ahora se presentará la variación del campo electromagnético en la interfaz de un 

material cuando se propaga la luz, es decir, las condiciones en la frontera. Si la onda 

electromagnética se propaga de un material con permitividad 𝜀1 a otro con permitividad 𝜀2 

se puede utilizar un volumen como se muestra en la Figura 1.1 y aplicar la ley de Gauss. 
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Figura 1.1. Muestra que las condiciones en la frontera para los vectores de campo en la zona 

interfacial entre dos medios, 1 y 2, pueden obtenerse aplicando la Ley de Gauss a 𝑆 e integrando 

�⃗� ∙ 𝑑𝑙 a lo largo de la trayectoria 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴. [3] 

 

Como consideración adicional, hay una densidad superficial libre 𝜎𝑓 la cual puede depender 

de la posición. Por conveniencia se toma un volumen como un cilindro de volumen ∆𝑆𝑑ℎ y 

con esto concluimos que la carga encerrada es 𝑞 = 𝜎𝑓∆𝑆 +
1

2
(𝜌1 + 𝜌1)𝑑𝑉. 

La altura del cilindro es despreciable, por ello el volumen también lo es. Aplicando la ley de 

Gauss tenemos que:   

 

�⃗⃗� 2𝑛 − �⃗⃗� 1𝑛 = 𝜎𝑓 (1.18) 

 

Como se observa la componente normal de �⃗⃗�  es discontinua cuando existe una densidad 

superficial en la interface. De igual manera se concluye que la componente normal de campo 

magnético es continua, es decir:   

�⃗� 2𝑛 − �⃗� 1𝑛 = 0 (1.19) 

 

Las otras condiciones en la frontera obtenidas de la ley de Ampere-Maxwell y Faraday son: 

 

 

�⃗⃗� 2𝑡 − �⃗⃗� 1𝑡 = �̂� × �⃗⃗� 𝑓 (1.20) 

 



13 
 

�⃗� 2𝑡 − �⃗� 1𝑡 = 0 (1.21) 

 

Donde �⃗⃗�  es la intensidad del campo magnético y �⃗⃗� 𝑓 es la densidad de corriente superficial. 

 

 

 

Solución a la Ecuación de Onda 
 

Una solución a la ecuación de onda considerando ondas planas monocromáticas es: 

 

�⃗� (𝑟 , 𝑡) = �⃗� 𝑜𝑒
𝑖(�⃗� ∙𝑟 −𝜔𝑡) 

(1.22) 

 

Calcularemos su divergencia suponiendo que la amplitud es constante: 

 

∇ ∙ �⃗� (𝑟 , 𝑡) = �⃗� 𝑜 ∙ (𝑖�⃗� )𝑒
𝑖(�⃗� ∙𝑟 −𝜔𝑡) 

(1.23) 

 

De igual forma, derivando con respecto al tiempo: 

 

 

𝜕�⃗� (𝑟 , 𝑡)

𝜕𝑡
= �⃗� 𝑜(−𝑖𝜔)𝑒

𝑖(�⃗� ∙𝑟 −𝜔𝑡) 

 

(1.24) 

Por lo que es posible sustituir los operadores: 

 

∇→ 𝑖�⃗�  

 

𝜕

𝜕𝑡
→ −𝑖𝜔 

 

(1.25) 

Utilizando esto, se puede reescribir las ecuaciones de Maxwell libre de fuentes y sumideros: 
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�⃗� × �⃗� = −
𝜔

𝑐
�⃗�  (1.26) 

 

�⃗� × �⃗� =
𝜔

𝑐
�⃗�  (1.27) 

 

�⃗� ∙ �⃗� = 0 (1.28) 

 

�⃗� ∙ �⃗� = 0 

 

(1.29) 

De las últimas dos ecuaciones se concluye que las ondas electromagnéticas planas son 

transversales como se muestra en la Figura 1.3.  

 

 

Figura 1.3. Esta figura muestra una onda electromagnética plana transversal, en donde 

tenemos el campo eléctrico �⃗�  perpendicular al campo magnético �⃗� .  

 

Cuando en las ondas electromagnéticas la amplitud es independiente de la posición y de la 

frecuencia, se dice que están linealmente polarizadas. Por ejemplo, si la dirección del campo 

eléctrico esta descrito por la expresión: 
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�⃗� (𝑟 , 𝑡) = �̂�𝐸𝑜𝑒
𝑖(�⃗� ∙𝑟 −𝜔𝑡) 

(1.30) 

 

Se dice que esta linealmente polarizada en dirección 𝑥. Además, otra onda plana que es 

solución a la ecuación de onda puede ser una combinación lineal de la siguiente manera: 

 

�⃗� (𝑟 , 𝑡) = �̂�𝐸1𝑒
𝑖(�⃗� ∙𝑟 −𝜔𝑡) + �̂�𝐸2𝑒

𝑖(�⃗� ∙𝑟 −𝜔𝑡+φ) 
(1.34) 

 

Se dice que esta elípticamente polarizada. Un caso especial es cuando la fase φ = ±
𝜋

2
 y 𝐸1 =

𝐸2 la onda esta circularmente polarizada. 

 

 

 

Modelo de Drude-Lorentz 
 

Como se mencionó, los materiales se pueden clasificar según sus propiedades ópticas, 

eléctricas, entre otras. Una de las preguntas naturales que se hicieron fue, ¿Por qué algunos 

materiales conducen y otros no? Uno de los primeros modelos que explicaban dicho 

comportamiento fue el modelo de Drude. Drude propuso lo siguiente [4,5]: 

   

a) No hay interacción electrón-electrón, ni electrón-ion, solo hay choques elásticos con 

los iones. 

b) Las colisiones son eventos instantáneos que cambian de manera abrupta la velocidad 

de un electrón. 

c) Un electrón experimenta una colisión con una probabilidad inversamente 

proporcional al tiempo promedio entre colisión (τ). 

d) Los electrones alcanzan el equilibrio térmico con sus alrededores solo a través de 

colisiones. 
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Lorentz modificó el modelo de Drude agregando un factor de asociado con la interacción del 

electrón y el átomo, el cual lo tomó como un oscilador armónico simple. Entonces, la segunda 

ley de Newton quedaría de la forma: 

 

𝑚0
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+𝑚0𝛾

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑚0𝜔0

2𝑥 = −𝑞�⃗�  
(1.37) 

 

donde γ es la tasa de amortiguación, 𝑞 es la magnitud de la carga eléctrica del electrón, �⃗�  es 

el campo eléctrico de la onda de luz, 𝑥 es el desplazamiento del electrón y 𝑚0 la masa del 

electrón. Se considera que el campo electromagnético tiene la forma: 

 

�⃗� (𝑡) = 𝐸0⃗⃗⃗⃗ 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝛷) =𝐸0⃗⃗⃗⃗ ℜ𝑒(𝑒
−𝑖(𝜔𝑡+𝛷))  (1.38) 

 

donde 𝐸0 es la amplitud y 𝛷 es la fase de la luz. Sustituyendo la ecuación (1.38) en la 

ecuación (1.37) y se propone una solución real de la forma: 

 

𝑥(𝑡) = 𝑋0ℜ𝑒(𝑒
−𝑖(𝜔𝑡+𝛷′)) (1.39) 

 

donde 𝑋0 y 𝛷′ son la amplitud y fase de las oscilaciones respectivamente. Se obtiene que:  

 

𝑋0 =
−𝑞𝐸0/𝑚0

𝜔0
2 − 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

 (1.40) 

 

El desplazamiento de los electrones de sus posiciones de equilibrio produce un momento 

dipolar variable en el tiempo 𝑝(𝑡). La magnitud del dipolo está dada por la siguiente 

ecuación: 

𝑝(𝑡) = −𝑞𝑥(𝑡) (1.41) 

 

Si 𝑁 es el número de átomos por unidad de volumen, la polarización seria:  
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�⃗� = 𝑁𝑝 = −𝑁𝑞𝑥 =
𝑁𝑞2

𝑚0

1

𝜔0
2 − 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

�⃗�  (1.42) 

 

Por otro lado, la polarización y el campo de desplazamiento tienen la relación: 

 

�⃗⃗� = 𝜀0�⃗� + �⃗�  (1.43) 

 

Y si suponemos que el material es isotrópico, lineal y homogéneo la ecuación constitutiva es 

de la forma: 

 

�⃗⃗� = 𝜀�⃗� = 𝜀0𝜀𝑟�⃗�  
(1.44) 

 

 

Por lo tanto, se puede obtener: 

 

𝜀𝑟 = 1 +
𝜔𝑝
2

𝜔0
2 − 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

 (1.45) 

 

 

El término  𝜔𝑝 = √
𝑁𝑒2

𝑚0𝜀0
 se le llama frecuencia de plasma. 

 

Resonancias en un Cilindro Metálico 
 

Partiendo de que en los metales hay un gran número de electrones, muchos de éstos no se 

encuentran ligados a un determinado núcleo atómico, esto permite que los electrones puedan 

moverse en cualquier dirección en el material, todo este movimiento hace que se forme un 

plasma, esto quiere decir que una determinada porción de las partículas están cargadas 

eléctricamente y no tienen un equilibrio electromagnético, esto es lo que hace que sean 

buenos conductores y que respondan muy bien cuando se les aplica un campo 

electromagnético. Cuando se les incide un campo eléctrico, los electrones pasan a través del 
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material haciendo que ocurra el fenómeno de conducción eléctrica, y cuando se incide 

radiación electromagnética sobre el material, hace que haya excitaciones de conjuntos de 

esos electrones que andan libres y tengan una resonancia, a esto se le conoce como plasmones 

[6]. 

 

La siguiente sección está basada en el trabajo desarrollado por Priscilla Ivette Escobedo [7]. 

Con lo anterior, de una forma más resumida, podemos decir que los plasmones son 

oscilaciones colectivas de los electrones, en base a esto, si tenemos un campo Ψ, éste tendría 

un comportamiento únicamente dependiente de 𝜌, la cual es la componente radial, y también 

sería de la forma de una ecuación Bessel, entonces con lo establecido anteriormente, la 

solución sería de la siguiente forma: 

 

 

Ψ = 𝑅(𝜌)𝑒𝑖𝑚𝜑𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧𝑒𝑖𝜔𝑡 (1.46) 

 

Teniendo a 𝑚 el modo excitado, 𝜑 el campo transversal, 𝑘𝑧 el vector de onda del plasmón 

paralelo al eje de la nanoestructura cilíndrica y 𝜔 la frecuencia de oscilación. Derivando 

parcialmente la ecuación (1.46) respecto a 𝑡, 𝑧 y 𝜑, tenemos: 

 

𝜕Ψ

𝜕𝑡
= 𝑖𝜔Ψ (1.47) 

 

𝜕Ψ

𝜕𝑧
= 𝑖𝑘𝑧Ψ (1.48) 

 

𝜕Ψ

𝜕𝜑
= 𝑖𝑚Ψ (1.49) 

 

 

Ahora, partiendo de la ecuación de Helmholtz: 

 

(∇2 + 𝑘2)∅ = 0 (1.50) 
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Y en términos de z y del plano perpendicular al plano ⊥, podemos escribir la ecuación (1.50) 

como: 

 

(∇⊥
2 + 𝑘⊥

2)�⃗� = 0 (1.51) 

 

 

Con 𝑘⊥
2 = 𝑘0

2 − 𝑘𝑧
2     𝑦   𝑘0

2 = 𝜇𝜖𝜔2 

 

Entonces: 

 

(∇⊥
2 + (𝜇𝜖𝜔2 − 𝑘𝑧

2))�⃗� = 0 (1.52) 

 

(∇⊥
2 + (𝜇𝜖𝜔2 − 𝑘𝑧

2))�⃗� = 0 (1.53) 

 

 

En el material se tiene: 𝜀1 y 𝜇1; por lo que dentro del cilindro se tiene que: 

 

(∇⊥
2 + (𝜇1𝜀1𝜔

2 − 𝑘𝑧
2)) {�⃗�

 

�⃗� 
} = 0 (1.54) 

 

Y considerando que fuera del cilindro tenemos el vacío, entonces: 𝜀0 y 𝜇0, sustituyendo: 

 

(∇⊥
2 + (𝜇0𝜀0𝜔

2 − 𝑘𝑧
2)) {�⃗�

 

�⃗� 
} = 0 (1.55) 

 

Escribimos la ecuación de Helmholtz en coordenadas cilíndricas, debido al problema que 

estamos tratando, y debido a que estamos trabajando en dos dimensiones, la componente en 

z es cero, teniendo: 

 

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(𝜌
𝜕∅

𝜕𝜌
) +

1

𝜌2
𝜕2∅

𝜕𝜑2
+ 𝑘⊥

2∅ = 0 (1.56) 
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Utilizando el método de separación de variables, llegamos a: 

 

𝜕2R

𝜕𝜌2
+
1

𝜌

𝜕𝑅

𝜕𝜌
+ (𝑘⊥

2 −
𝑚2

𝜌2
)𝑅 = 0 (1.57) 

 

Con 𝑚 un número entero, el cual es el modo transversal de la resonancia plasmonica. 

Observando la ecuación (1.57), vemos que tiene la forma de la ecuación de Bessel, esto nos 

lleva a que la función 𝑅(𝜌) es una función Bessel. Usando las ecuaciones de Maxwell en el 

caso que no hay corriente eléctrica, tenemos: 

 

∇ × �⃗� = −𝑖𝜔�⃗�  (1.58) 

 

∇ × �⃗� = 𝑖𝜔𝜇𝜖�⃗�  (1.59) 

 

∇ ∙ �⃗� = 0 (1.60) 

 

∇ ∙ �⃗� = 0 (1.61) 

 

 

A las ecuaciones de (1.58) a (1.61) podemos aplicarles la definición de rotacional y 

divergencia en coordenadas cilíndricas debido al problema con el cual estamos tratando, 

además con 
𝜕Ψ

𝜕𝑧
= 𝑖𝑘𝑧Ψ y 

𝜕Ψ

𝜕𝜑
= 𝑖𝑚Ψ que ya se obtuvieron en las ecuaciones (1.48) y (1.49) 

respectivamente, considerando también las condiciones de la polarización Transversal 

Eléctrica o TE que nos dice que no existe ninguna componente del campo eléctrico en la 

dirección que éste se propague; �⃗� 𝑧 = 0, �⃗� 𝜌 = �⃗� 𝜑 = 0 𝑦 𝑘𝑧 = 0. 

 

−𝑖𝜔�⃗� 𝑧 = (
1

𝜌
+
𝜕

𝜕𝜌
) �⃗� 𝜑 −

𝑖𝑚

𝜌
�⃗� 𝜌 (1.62) 

 

𝑖𝜔𝜇𝜖(�⃗� 𝜌�̂� + �⃗� 𝜑�̂�) = �̂� (
1

𝜌
𝑖𝑚�⃗� 𝑧) − �̂� (

𝜕�⃗� 𝑧
𝜕𝜌
) (1.63) 
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1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(𝜌�⃗� 𝜌) +

1

𝜌
𝑖𝑚�⃗� 𝜑 = 0 (1.64) 

 

𝜕�⃗� 𝑧
𝜕𝑧

= 0 

 

(1.65) 

  

Vemos que en la ecuación (1.62), el campo magnético sólo depende del campo eléctrico que 

se encuentra en la zona transversal cilíndrica. Y de la ecuación (1.63) vemos qué: 

 

𝑖𝜔𝜇𝜖�⃗� 𝜌 =
1

𝜌
𝑖𝑚�⃗� 𝑧 (1.66) 

 

𝜕�⃗� 𝑧
𝜕𝜌

= −𝑖𝜔𝜇𝜖�⃗� 𝜑 (1.67) 

 

Un cilindro metálico puede soportar resonancias, dichas resonancias dependen de los 

materiales y del radio del cilindro. Para estudiarlas teóricamente, se debe de resolver la 

ecuación de onda, al estudiarla en coordenadas cilíndricas se obtiene la ecuación para la parte 

radial [7-9], entonces, retomando el resultado de la ecuación (1.57) y reescribiendo como: 

 

[
𝑑2

𝑑𝜌2
+
1

𝜌

𝑑

𝑑𝜌
+ (𝑘⊥

2 −
𝑚2

𝜌2
)]𝑅(𝜌) = 0 (1.68) 

 

Misma que es la ecuación de Bessel cilíndrica [10], usando nuevamente que 𝑘⊥
2 = 𝜇𝜖𝜔2 −

𝑘𝑧
2 y es la componente del vector perpendicular al eje del cilindro. Si definimos 

 

𝑘⊥
2 = 𝛾2 = −𝜇1𝜀1𝜔

2 dentro del metal (1.69) 

 

𝑘⊥
2 = 𝛽2 = 𝜇0𝜀0𝜔

2 fuera del metal (1.70) 

 

Dichas condiciones describen un campo electromagnético que se desvanece dentro del metal 

y que se propaga fuera de él, lo que proporciona el signo negativo dentro del metal es que 𝛾 
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sea imaginario. Con lo anterior definido, la ecuación (1.68) se puede escribir de la siguiente 

forma: 

 

Dentro del metal: 

 

[
𝑑2

𝑑𝜌2
+
1

𝜌

𝑑

𝑑𝜌
+ (𝛾2 −

𝑚2

𝜌2
)]𝑅(𝜌) = 0 (1.71) 

 

Fuera del metal: 

 

[
𝑑2

𝑑𝜌2
+
1

𝜌

𝑑

𝑑𝜌
+ (𝛽2 −

𝑚2

𝜌2
)]𝑅(𝜌) = 0 (1.72) 

 

 

Y recordando de la ecuación (1.67), tenemos: 

 

�⃗� 𝜑 =
𝑖𝜔

𝑘⊥
2

𝜕�⃗� 

𝜕𝜌
 (1.73) 

 

Como se mencionó anteriormente, tomando el caso de polarización TE, es decir, 𝐵𝑧 ≠ 0 se 

tienen las siguientes soluciones: 

 

Para el interior del cilindro: 

 

𝐵𝑧 = 𝑎𝑚𝐼𝑚(𝛾𝜌)𝑒
𝑖𝑚𝜑 (1.74) 

 

Y para el exterior del cilindro: 

 

𝐵𝑧 = 𝑏𝑚𝐻𝑚(𝛽𝜌)𝑒
𝑖𝑚𝜑 (1.75) 
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Donde 𝑎𝑚 y 𝑏𝑚 son coeficientes de amplitud de las ecuaciones Bessel. Obteniendo 𝜕�⃗�
 𝑧

𝜕𝜌
  de 

(1.74) y (1.75) y sustituyendo en (1.73), tenemos: 

 

Para el interior del cilindro con 𝜌 ≤ 𝑅: 

 

𝐸𝜑 = 𝑎𝑚
𝑖𝜔

𝛾2
𝐼𝑚
′ (𝛾𝜌)𝑒𝑖𝑚𝜑 

 

(1.76) 

 

Para el exterior del cilindro con 𝜌 ≥ 𝑅: 

 

𝐸𝜑 = 𝑏𝑚
𝑖𝜔

−𝛽2
𝐻𝑚
′ (𝛽𝜌)𝑒𝑖𝑚𝜑 (1.77) 

 

 

Utilizando las ecuaciones de continuidad en 𝜌 = 𝑅 , se obtiene: 

 

 

∑𝑎𝑚𝐼𝑚(𝛾𝑅)𝑒
𝑖𝑚𝜑

𝑚

=∑𝑏𝑚𝐻𝑚(𝛽𝑅)𝑒
𝑖𝑚𝜑

𝑚

 (1.78) 

 

∑𝑎𝑚
𝑖𝜔

𝛾2
𝐼𝑚
′ (𝛾𝑅)𝑒𝑖𝑚𝜑

𝑚

=∑𝑏𝑚
𝑖𝜔

−𝛽2
𝐻𝑚
′ (𝛽𝑅)𝑒𝑖𝑚𝜑

𝑚

 (1.79) 

 

Al integrar desde 0 a 2𝜋 se obtiene, igualando las ecuaciones a cero, se forma un sistema de 

ecuaciones de 2x2, entonces: 

 

|
𝐼𝑚(𝛾𝑅) −𝐻𝑚(𝛽𝑅)

𝛽𝐼𝑚
′ (𝛾𝑅) 𝛾𝐻𝑚

′ (𝛽𝑅)
| = 0 (1.80) 

 

Desarrollando el determinante, tenemos: 

 



24 
 

𝛾𝐼𝑚(𝛾𝑅)𝐻𝑚
′ (𝛽𝑅) + 𝛽𝐼𝑚

′ (𝛾𝑅)𝐻𝑚(𝛽𝑅) = 0 (1.81) 

 

A la ecuación (1.81) se le conoce como relación de dispersión. 

 

Por otro lado, la energía que se esparce debido a una nanoestructura se puede calcular 

mediante el vector de Poynting 𝑆 𝑒𝑠𝑝 = �⃗� 𝑒𝑠𝑝 × �⃗⃗� 𝑒𝑠𝑝 ya que define el promedio temporal del 

flujo de energía en una unidad de área. La energía electromagnética 𝑊 que es dispersada por 

un cilindro con superficie 𝑎, con una normal �̂�: 

 

 

𝑊 = ∫𝑆 𝑒𝑠𝑝 ∙ 𝑑𝑎  (1.82) 

 

Luego, es posible definir cantidades que están “normalizadas” con respecto al flujo 

incidente.  

𝐶𝑒𝑠𝑝 =
∫𝑆 𝑒𝑠𝑝 ∙ 𝑑𝑎 

𝑆𝑖𝑛
 (1.83) 

 

A su vez, la energía que absorbe el material se calcula 

 

𝐶𝑎𝑏𝑠 =
∫𝑆 𝑎𝑏𝑠 ∙ 𝑑𝑎 

𝑆𝑖𝑛
 (1.84) 

 

 

Y se define como: 

 

 𝐶𝑒𝑥𝑡 = 𝐶𝑎𝑏𝑠 + 𝐶𝑒𝑠𝑝 (1.85) 

 

 

Por otro lado, tenemos entonces, lo que se le llama factores de eficiencia 𝑄𝑒𝑥𝑡 =
𝐶𝑒𝑥𝑡

2𝑅𝐿
.  
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Capítulo 2 
 
 

En el presente capítulo se describirá el método que se empleó para poder obtener los 

resultados de este trabajo. 

  

Breve Historia 
 

El método de elemento finito(FEM) es un método numérico que se encarga de obtener 

solución aproximada de ecuaciones diferenciales parciales, este método generalmente se 

aplica a fenómenos físicos y en la ingeniería. Este método tuvo su origen en la década de 

1940, para la década de 1950, que es cuando aparecen los primeros sistemas 

computacionales, ya que debido a que los cálculos de estructuras con los métodos anteriores 

de aquella década eran manuales y esto los hacía tediosos. Ya en la década de los 70’s debido 

al gran crecimiento que tuvieron los programas de elementos finitos, causó que el tiempo de 

cálculo y la memoria de los ordenadores también crecieran. Un campo que es relativamente 

nuevo en el cuál se está aplicando el método de elemento finito es de la bioingeniería, el cual 

está preocupado por las dificultades que se presentan con materiales no lineales, geometría 

no lineal, entre otras complejidades que se siguen descubriendo. Desde 1950 hasta la 

actualidad, han sido muchos los avances que se han hecho en la aplicación de este método 

para resolver problemas complicados relacionados con fenómenos físicos e ingeniería 

[5,11,12].  

 

Introducción al Método de Elemento Finito 
 

Lo principal en el método de elementos finito es tener el cuerpo de la materia, ya sea por 

ejemplo un sólido, líquido o gas, esto va a ser representado como un conjunto de 

subdivisiones llamados elementos finitos. Estos elementos se van a considerar para hacer las 

interconexiones en las uniones especificas denominadas nodos o puntos nodales, lo más 

común es que los nodos se encuentren en los límites de los elementos en los que se consideran 

los elementos adyacentes a conectar, los cuales nos van a crear un sistema de ecuaciones para 

poder modelar el sistema físico. 
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Existen dos enfoques generales que se asocian al método de elemento finito en la aplicación 

de problemas mecánicos estructurales. El primer enfoque, llamado de fuerza o flexibilidad, 

este método utiliza las fuerzas internas como las incógnitas del problema. Para obtener las 

ecuaciones que rigen, primero se usan las ecuaciones de equilibrio, entonces las ecuaciones 

adicionales que van a ser necesarias son encontradas mediante la introducción de ecuaciones 

de compatibilidad, teniendo como resultado un conjunto de ecuaciones algebraicas para la 

determinación de las fuerzas desconocidas. 

 

Existen dos formas de obtener las ecuaciones de elemento finito, el método variacional y el 

de residuos ponderados. El método variacional: en este método es necesario usar funciones 

obtenidas del cálculo variacional, en este caso, encontrar los valores extremos de un 

funcional. Este método general puede ser utilizado para desarrollar las ecuaciones que rigen 

tanto para problemas estructurales y problemas no estructurales. El método variacional 

incluye una serie de principios. Uno de estos principios, es el teorema de la mínima energía 

potencial que se aplica a los materiales que se comportan de una manera lineal-elástica. 

 

El método de residuos ponderados es llamado también método de Galerkin. El método de 

Galerkin: en este método se tiene el promedio ponderado del residuo, después se multiplica 

la ecuación por una función peso, y se integra sobre todo el dominio de cada elemento, este 

resultado deberá ser cero, después es necesario acoplarlas con los otros elementos finitos para 

resolver el problema. 

 

El segundo enfoque es llamado de desplazamiento o de rigidez, este método asume los 

desplazamientos de los nodos como las incógnitas del problema, por ejemplo, las condiciones 

de compatibilidad que requieren que los elementos estén conectados a un en común, después, 

las ecuaciones que gobiernan se expresan en términos de desplazamientos nodales utilizando 

las ecuaciones de equilibrio. 

 

La solución de un problema haciendo uso del método de elementos finitos normalmente sigue 

un proceso ordenado paso a paso, y se puede establecer de la siguiente manera [5,11,12]: 
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1) Se discretiza la estructura: En esta primera etapa del método de elementos finitos se 

refiere a que primero hay que dividir la estructura o la región de solución en 

subdivisiones o elementos. De otro modo, hay que modelar la estructura por 

elementos finitos adecuados. El número, tipo, tamaño y disposición de los elementos 

son los que deciden. 

 

2) Se eligen funciones para interpolar: hay que seleccionar apropiadamente la 

interpolación o el modelo de desplazamiento. Debido a que la solución de 

desplazamiento de una estructura compleja en cualquier condición de carga no se 

puede predecir con exactitud, se supone alguna solución dentro de un elemento a la 

aproximación de la solución desconocida, esta solución tiene que satisfacer ciertos 

criterios de convergencia, generalmente la interpolación se toma en forma de un 

polinomio. 

 

3) Se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas para un elemento mediante la 

formulación débil.  

 

4) Obtención de las ecuaciones y del elemento de la matriz comúnmente denominada 

como de rigidez. Inicialmente, el desarrollo de elementos de matriz de rigidez y los 

elementos de ecuaciones se basa en el concepto de coeficientes de influencia de 

rigidez, lo que significa un fondo en el análisis estructural. En este paso es donde se 

aplica el método de Galerkin para nuestro caso. 

 

5) Montar las ecuaciones de elementos para obtener las ecuaciones globales o totales e 

introducir condiciones de frontera. 

 

6) Se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones lineales mediante el álgebra 

lineal. 
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Aplicaciones del Método de Elementos Finitos 
 

El método de elementos finitos se puede utilizar para analizar los problemas tanto 

estructurales como no estructurales. En las áreas estructurales típicas se incluyen [13]: 

 

1.- Análisis de esfuerzos, incluyendo la armadura y el análisis del marco, y problemas de 

concentración de esfuerzos típicamente asociados con agujeros u otros cambios en la 

geometría de un cuerpo. 

2.- Pandeo o curvas. 

3.- Análisis de la vibración. 

 

Los problemas estructurales incluyen: 

1.- Transferencia de calor. 

2.- Flujo de fluido, incluyendo la filtración a través de medios porosos. 

3.- Distribución de potencial eléctrico o magnético. 

 

Ventajas del Método de Elemento Finito 
 

Como ya se mencionó con anterioridad, el método de elementos finitos se puede aplicar a 

numerosos problemas, tanto estructurales como no estructurales. Este método tiene una serie 

de ventajas que lo han hecho muy popular [13]. Entre ellas están: 

 

1.- Modela cuerpos de forma irregular con bastante facilidad. 

 

2.- Manejar las condiciones generales de carga sin dificultad. 

 

3.- Incluir efectos dinámicos. 

 

4.- Manejo de comportamiento no lineal existente con grandes deformaciones y materiales 

no lineales. 
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Elemento Finito en una Dimensión 
 

En esta sección nos enfocaremos en el método de elemento finito en una dimensión [5,13,14], 

para esto se usará el método de residuos ponderados ya descrito anteriormente, para un 

elemento Ω, el cuál se muestra en la Figura2.1. 

 

Para esto partimos de resolver la ecuación de Poisson: 

 

∇2𝑉 =
𝜌

𝜖𝑒
 (2.1) 

 

 

 

Figura 2.1. Se presenta un elemento del dominio que se va a estudiar, en el cual 𝑥 = 𝑥1
𝑒 y 

𝑥 = 𝑥2
𝑒 son los nodos. 

 

En la Figura 2.1 se observa un elemento del dominio que se va estudiar, en el cual 𝑥 = 𝑥1
𝑒 y 

𝑥 = 𝑥2
𝑒, son los nodos, como vemos los nodos están etiquetados como 1 y 2, respectivamente, 

dentro de este elemento, es donde se va a resolver la ecuación diferencial, para esto, 

proponemos la siguiente solución general: 

 

𝑉 =∑𝑣𝑗
𝑒𝑁𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

 (2.2) 
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Donde 𝑣𝑗
𝑒 es el valor de los nodos y 𝑁𝑗(𝑥) son funciones para la interpolación, y 𝑛 es el 

número de nodos, para este elemento, tenemos que: 𝑛 = 2. Entonces, vemos que: 

 

𝑉 = 𝑣1
𝑒𝑁1(𝑥) + 𝑣2

𝑒𝑁2(𝑥) 
(2.3) 

 

Las funciones 𝑁𝑗(𝑥)  nos van ayudar a discretizar el dominio del sistema físico a estudiar, 

esto se refiere a dividir la estructura o la región de solución en subdivisiones o elementos. 

Entonces tendríamos que las funciones de forma son: 

 

𝑁1(𝛼) =
1 − 𝛼

2
 

 

𝑁2(𝛼) =
1 − 𝛼

2
 

(2.4) 

 

Donde la variable 𝛼 es la coordenada natural, la cual se encuentra en el intervalo −1 ≤ 𝛼 ≤

1. La Figura 2.2 muestra las funciones de forma, así como una combinación lineal las cuales 

representan el potencial 𝑉. 

 

Figura 2.2 Se muestran las funciones de forma y las relaciones entre las coordenadas 

cartesianas y las naturales. 
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Siguiendo el método de residuos ponderados, para formar el residuo se utiliza la ecuación 

diferencial a resolver, como indica el método se multiplica por una función peso 𝑤(𝑥), y 

luego se integra sobre todo el dominio del elemento. Entonces, el residuo para un solo 

elemento es: 

 

 

𝑟 = ∫ 𝑤(𝑥) [
𝑑

𝑑𝑥
(𝜖𝑒

𝑑𝜑

𝑑𝑥
) + 𝜌] 𝑑𝑥

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

 (2.5) 

 

 

Con las condiciones de método ya definido, podemos decir que este residuo es cero. Para 

cada función peso, se forman incógnitas en los nodos, por lo tanto, es necesario tantas 

funciones peso como nodos. Cuando las funciones de forma se eligen como funciones peso, 

se le llama Método de Galerkin. Integrando por partes la ecuación (2.5), se obtiene: 

 

 

𝑟 = ∫
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

𝜖𝑒
𝑑𝜑

𝑑𝑥
𝑑𝑥 − ∫ 𝑤(𝑥)𝜌𝑑𝑥

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

+ 𝑤(𝑥2
𝑒)𝐷(𝑥2

𝑒) − 𝑤(𝑥1
𝑒)𝐷(𝑥1

𝑒) = 0 (2.6) 

 

 

Ahora, sustituyendo las funciones de peso en la ecuación (2.6): 

 

 

∫
𝑑𝑁1
𝑑𝑥

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

𝜖𝑒∑𝑣𝑗
𝑒

2

𝑗=1

𝑑𝑁𝑗(𝑥)

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 𝑁1𝜌𝑑𝑥 + 𝑁1(𝑥1

𝑒)𝐷𝑥
𝑒(𝑥1

𝑒)
𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

− 𝑁1(𝑥2
𝑒)𝐷𝑥

𝑒(𝑥2
𝑒) 

 

 

∫
𝑑𝑁2
𝑑𝑥

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

𝜖𝑒∑𝑣𝑗
𝑒

2

𝑗=1

𝑑𝑁𝑗(𝑥)

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 𝑁2𝜌𝑑𝑥 + 𝑁2(𝑥1

𝑒)𝐷𝑥
𝑒(𝑥1

𝑒)
𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

− 𝑁2(𝑥2
𝑒)𝐷𝑥

𝑒(𝑥2
𝑒) 

 

(2.7) 
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Como 𝑁1 y 𝑁2 son las subdivisiones o elementos, y como 𝛼 se encuentra en el intervalo −1 ≤

𝛼 ≤ 1. Podemos valuar ambos elementos usando la ecuación (2.4), y tenemos que: 

 

 

𝑁1(𝑥1
𝑒) = 1 

 

𝑁2(𝑥1
𝑒) = 0 

 

𝑁1(𝑥2
𝑒) = 0 

 

𝑁2(𝑥2
𝑒) = 1 

(2.8) 

 

 

Sustituyendo las condiciones base en la ecuación (2.7), vemos que se eliminan los últimos 

términos de cada ecuación, obteniendo: 

 

 

∫
𝑑𝑁1
𝑑𝑥

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

𝜖𝑒∑𝑣𝑗
𝑒

2

𝑗=1

𝑑𝑁𝑗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 𝑁1𝜌𝑑𝑥 + 𝐷𝑥

𝑒(𝑥1
𝑒)

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

 

 

 

∫
𝑑𝑁2
𝑑𝑥

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

𝜖𝑒∑𝑣𝑗
𝑒

2

𝑗=1

𝑑𝑁𝑗

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 𝑁2𝜌𝑑𝑥 + 𝐷𝑥

𝑒(𝑥2
𝑒)

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

 

(2.9) 

 

 

Podemos expresarlo también en su forma matricial: 

 

 

[
𝐾11 𝐾12
𝐾21 𝐾22

] (
𝑣1
𝑒

𝑣2
𝑒) = (

𝑓1
𝑒

𝑓2
𝑒) + (

𝐷𝑥
𝑒(𝑥1

𝑒)

𝐷𝑥
𝑒(𝑥2

𝑒)
) (2.10) 
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Donde: 

𝐾𝑖𝑗
𝑒 =∑

𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑥

𝜖𝑒
𝑑𝑁𝑗

𝑑𝑥
𝑑𝑥

2

𝑗=1

 (2.11) 

 

Y: 

 

 

𝑓𝑖
𝑒 = ∫ 𝑁𝑖𝜌𝑑𝑥

𝑥2
𝑒

𝑥1
𝑒

 (2.12) 

 

Todos los cálculos que se hicieron anteriormente fueron para un solo elemento, después es 

necesario acoplarlas con los otros elementos finitos para resolver el problema ya que todos 

los elementos forman al dominio, luego se hará la matriz que va a representar nuestro sistema 

de interés. 

 

A continuación, se tomará ya en cuenta todo el dominio dividido por elementos, como se 

muestra en la Figura 2.3, para así poder aplicar el método de elemento finito. 

 

 

 

 

Figura 2.3 Podemos ver que ya se toma en cuenta todo el dominio dividido por los 

elementos, para así pasar a aplicar el método de elemento finito. 
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Como vemos en la Figura 2.3, tenemos el dominio y sus elementos, y cada elemento cuenta 

con dos nodos, esto quiere decir que contamos con 𝑁𝑛 + 1 nodos, y con lo que ya se hizo 

anteriormente, tenemos para cada elemento: 

 

𝐾11
𝑒 𝑣1

𝑒 + 𝐾12
𝑒 𝑣2

𝑒 = 𝑓1
𝑒 + 𝐷1

𝑒 

 

𝐾21
𝑒 𝑣1

𝑒 + 𝐾22
𝑒 𝑣2

𝑒 = 𝑓2
𝑒 − 𝐷2

𝑒 

 

(2.13) 

 

Para el primer elemento: 

 

𝐾11
1 𝑣1

1 + 𝐾12
1 𝑣2

1 = 𝑓1
1 + 𝐷1

1 

 

𝐾21
1 𝑣1

1 + 𝐾22
1 𝑣2

1 = 𝑓2
1 − 𝐷2

1 

 

(2.14) 

 

Para el segundo: 

 

𝐾11
2 𝑣1

2 + 𝐾12
2 𝑣2

2 = 𝑓1
2 + 𝐷1

2 

 

𝐾21
2 𝑣1

2 + 𝐾22
2 𝑣2

2 = 𝑓2
2 −𝐷2

2 

 

(2.15) 

 

Para el 𝑁𝑛 elemento: 

 

 

𝐾11
𝑁𝑛𝑣1

𝑁𝑛 + 𝐾12
𝑁𝑛𝑣2

𝑁𝑛 = 𝑓1
𝑁𝑛 + 𝐷1

𝑁𝑛  

𝐾21
𝑁𝑛𝑣1

𝑁𝑛 + 𝐾22
𝑁𝑛𝑣2

𝑁𝑛 = 𝑓2
𝑁𝑛 − 𝐷2

𝑁𝑛 

 

(2.16) 
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De la Figura 2.3, tenemos: 

 

𝑣2
𝑒 = 𝑣1

𝑒+1 

 

𝐾11
1 𝑉1 + 𝐾12

1 𝑉2 = 𝑓1
1+𝐷1

1 

 

𝐾21
1 𝑉1 + 𝐾22

1 𝑉2 = 𝑓2
1−𝐷2

1 

 

𝐾11
2 𝑉2 + 𝐾12

2 𝑉3 = 𝑓1
2+𝐷1

2 

 

𝐾21
2 𝑉2 + 𝐾22

2 𝑉3 = 𝑓2
2−𝐷2

2 

(2.17) 

 

Y así sucesivamente: 

 

𝐾11
𝑁𝑒𝑉𝑁𝑒 + 𝐾12

𝑁𝑒𝑉𝑁𝑒+1 = 𝑓1
𝑁𝑒+𝐷1

𝑁𝑒 

 

𝐾21
𝑁𝑒𝑉𝑁𝑒 + 𝐾22

𝑁𝑒𝑉𝑁𝑒+1 = 𝑓2
𝑁𝑒−𝐷2

𝑁𝑒 

(2.18) 

 

Agrupando ecuaciones: 

 

𝐾21
1 𝑉1 + (𝐾22

1 + 𝐾22
2 )𝑉2 + 𝐾12

2 𝑉3 = 𝑓2
1 + 𝑓1

2−𝐷2
1+𝐷1

2 

 

𝐾21
1 𝑉2 + (𝐾22

2 + 𝐾22
3 )𝑉3 + 𝐾12

3 𝑉4 = 𝑓2
2 + 𝑓1

3−𝐷2
2+𝐷1

3 

 

𝐾21
(𝑁𝑒−1)𝑉(𝑁𝑒−1) + (𝐾22

(𝑁𝑒−1) + 𝐾22
𝑁𝑒)𝑉𝑁𝑒 + 𝐾12

𝑁𝑒𝑉(𝑁𝑒−1)

= 𝑓2
(𝑁𝑒−1) + 𝑓1

𝑁𝑒−𝐷2
(𝑁𝑒−1) + 𝐷1

𝑁𝑒  

 

𝐾21
𝑁𝑒𝑉𝑁𝑒 + 𝐾22

𝑁𝑒𝑉(𝑁𝑒+1) = 𝑓2
𝑁𝑒 − 𝐷2

𝑁𝑒  

(2.19) 
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De este modo se puede escribir en forma matricial: 

 

 

𝐾𝑣 = 𝑓 + 𝑑 (2.20) 

 

La ecuación (2.20) tiene que ver con la ecuación global del sistema, es decir, es el resultado 

de tener en ella a todos los elementos del dominio en el cuál se trabaja. 

 

Entonces, tenemos que su forma matricial es: 

 

(

 
 
 
 
 

𝐾11
(1) 𝐾12

(1)

𝐾21
(1) 𝐾22

(1) + 𝐾11
(2) 𝐾12

(2)

𝐾21
(2) 𝐾22

(2) + 𝐾11
(3) 𝐾12

(3)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

𝐾21
(𝑁𝑒−1) 𝐾22

(𝑁𝑒−1) + 𝐾11
(𝑁𝑒) 𝐾11

(𝑁𝑒)

𝐾21
(𝑁𝑒) 𝐾22

(𝑁𝑒))

 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

𝑉1
𝑉2
𝑉3
⋮
⋮

𝑉(𝑁𝑒)
𝑉(𝑁𝑒+1))

 
 
 
 

 

 

 

=

(

 
 
 
 
 
 

𝑓1
(1)

𝑓2
(1)
+ 𝑓1

(2)

𝑓2
(2)
+ 𝑓1

(3)

⋮
⋮

𝑓2
(𝑁𝑒−1) + 𝑓1

(𝑁𝑒)

𝑓2
(𝑁𝑒) )

 
 
 
 
 
 

+

(

 
 
 
 
 
 

𝐷1
(1)

−𝐷2
(1)
+ 𝐷1

(2)

−𝐷2
(2)
+ 𝐷1

(3)

⋮
⋮

−𝐷2
(𝑁𝑒−1) + 𝐷1

(𝑁𝑒)

−𝐷2
(𝑁𝑒) )

 
 
 
 
 
 

 

(2.21) 
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De la ecuación (2.21), el segundo término del lado derecho representa la densidad de flujo 

eléctrico en los nodos, ahí mismo, el segundo término, que viene siendo el nodo 2, como 

vemos, tenemos −𝐷2
(1)
+ 𝐷1

(2)
≠ 0, este término será cero sólo cuando la solución sea una 

aproximación, ya que, si en el caso de que el número de nodos incrementara, la diferencia 

sería aún más pequeña, es por esta razón que se tomará como solución cuando −𝐷2
(1)
+

𝐷1
(2)
≅ 0. Bajo estas condiciones, reescribimos el término derecho de la ecuación (2.21) y 

será solución cuando: 

 

 

(

 
 
 
 
 
 

𝐷1
(1)

−𝐷2
(1)
+ 𝐷1

(2)

−𝐷2
(2)
+ 𝐷1

(3)

⋮
⋮

−𝐷2
(𝑁𝑒−1) + 𝐷1

(𝑁𝑒)

−𝐷2
(𝑁𝑒) )

 
 
 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 

𝐷1
(1)

0
0
⋮
⋮
0

−𝐷2
(𝑁𝑒))

 
 
 
 
 

 (2.22) 

 

 

Ya en esta ecuación, podemos ver que tenemos la forma de la matriz global de todos los 

elementos de la región, después se pasa a aplicar las condiciones de frontera y se resuelve el 

sistema de ecuaciones. 
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Capítulo 3 
 
 

En este capítulo se muestran los resultados obtenidos en las simulaciones numéricas del 

material conductor que se eligió. En este caso la manera en que se resolvieron las ecuaciones 

diferenciales parciales fue por el Método de Elemento Finito (FEM), ya descrito 

anteriormente en el Capítulo 2, para llevar a cabo este método se hizo uso del Software 

COMSOL Multiphysics desarrollado por COMSOL Inc, usando el paquete para la solución 

de problemas multifísicos contenido en dicho software. 

 

Se trabajó con un metal noble, en este caso fue Ag, estudiando sus propiedades ópticas y 

observando cómo éstas se comportaban al cambiar la  geometría.  Los sistemas geométricos 

estudiados fueron: un cilindro sólido, dos cilindros separados una distancia y finalmente un 

cilindro con un hueco en distintas posiciones.  

 

3.1 Resultados de un Cilindro 
 

El primer sistema a estudiar será un cilindro de radio 5 nm de Ag, en el cual se le hizo incidir 

una onda plana con polarización TE, es decir, �⃗⃗� = �⃗⃗� 0𝑒
−𝑖𝑘𝑥 y el campo eléctrico oscilando 

en 𝑦. Obteniéndose como resultado la Figura 3.1.2. Se muestra que la resonancia esta 

alrededor de 335.4 nm siendo este resultado congruente con el resultado con lo reportado en 

el artículo [13] en el cual para radios pequeños debe de ser alrededor de 3.7eV, o bien, 335 

nm. Esto se basa en la ecuación trascendental para un cilindro solo está dada por la ecuación 

[14]: 

 

𝛽𝐼𝑚
′ (𝜂𝑅)𝐻𝑚

(1)(𝛽𝑅) + 𝜂𝐼𝑚(𝜂𝑅)𝐻
′
𝑚
(1)(𝛽𝑅) = 0 

 

donde 𝛽 = √𝜀0𝜔2/𝑐2, 𝜂 = √−𝜀𝐷𝜔2/𝑐2, y tomando el límite para radios pequeños, 𝛾2 ≪

𝜔𝑝
2 y utilizando el modelo de Drude se tiene que: 

𝜔𝑟𝑒𝑎𝑙 = √
𝜔𝑝2

1 + 𝜀∞
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Para demostrar esto sustituimos en la ecuación de dispersión la aproximación para radios 

pequeños  𝐼𝑚(𝜂𝑅) ≈
1

𝑚!
(
𝜂𝑅

2
)
𝑚

 y 𝐻𝑚(𝛽𝑅) ≈ −𝑖
(𝑚−1)!

𝜋
(
2

𝛽𝑅
)
𝑚

 se obtiene  

 

𝜂2

𝛽2
− 1 = 0 

De aquí,  

𝜔𝑠 =
𝜔𝑝

√1 + 𝜀∞
 

Sustituyendo valores se obtiene [14]: 

 

ℎ

2𝜋
𝜔𝑠 = 3.70 𝑒𝑉 

 

Además, con el fin de mostrar el criterio con el cual se basó la convergencia se puede observar 

en la Figura 3.1.3, donde se calculó la absorción y el esparcimiento para un radio de 7.5 nm 

para un numero distinto de elementos. Esto se realizó para cada figura. Las resonancias 

dependen de distintos factores como el radio, el medio exterior, entre otras para probar esto 

aumentaremos el radio de los cilindros desde 5 nm hasta 10 nm como vemos en la Figura 

3.1.4.     
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Figura 3.1.1. Muestra el modulo del campo eléctrico para la longitud de onda de 360 nm, 

para un cilindro de radio 5 nm. 

330 332 334 336 338 340

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

 

 

C
e

x
t

Longitud de onda (nm)

335.4 nm
R=5nm

 

Figura 3.1.2 Muestra la Sección de Extinción con respecto a la Longitud de onda para un 

cilindro de radio de 5 nm. 
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Figura 3.1.3 Muestra la Sección de Extinción con respecto a la Longitud de onda para un 

cilindro de radio de 7.5 nm. para distintas particiones. 
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Figura 3.1.4 Muestra la Sección de Extinción con respecto a la Longitud de onda para un 

cilindro de distintos radios. 

. 

 

Observando la Figura 3.1.4, se observa que a medida que el radio de cada cilindro va 

aumentando hay un corrimiento hacia el rojo desde 335 nm hasta 337 nm mostrando así que 

el dependiendo de tamaño del cilindro el comportamiento óptico es modificado. Es 

importante notar que, aunque varíe su resonancia, la aproximación no-retardada obtiene es 

congruente para radios de alrededor de 5 nm. 
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3.2 Resultados Dos Cilindros 
 

Para dos cilindros de radio de 5nm cada uno y usando distintas separaciones entre ellos, 

usando un arreglo donde los cilindros se encuentran uno al lado del otro paralelamente 

respecto a la horizontal y con el campo magnético incidiendo como �⃗⃗� = �⃗⃗� 0𝑒
−𝑖𝑘𝑥.  

 

 

Figura3.2.1 Muestra el modulo del campo eléctrico para la longitud de onda 340 nm, para dos cilindros de 

radio 5 nm, a), b) y c) con una separación entre ellos de 1 nm, 5 nm y 40 nm respectivamente. 
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Los resultados que se obtuvieron de las simulaciones que se hicieron para dos cilindros de 

radio 5nm, con separación entre ellos de 1nm, 5nm, 10nm, 20nm y 40nm con el campo 

magnético incidiendo como �⃗⃗� = �⃗⃗� 0𝑒
−𝑖𝑘𝑥 son los siguientes: 

310 320 330 340

0.000

0.005

0.010

0.015

 

 

 Separacion 1nm

 Separacion 5nm

 Separacion 10nm

 Separacion 20nm

 Separacion 40nm

C
e

x
t

Longitud de Onda (nm)

335nm

 

Figura 3.2.2 Muestra la Sección de Extinción respecto a la Longitud de onda para dos 

cilindros de radio de 5 nm con sus respectivas separaciones. 

 

De la Figura 3.2.2 podemos observar que entre más cercano esté un cilindro de otro la 

interacción entre éstos es mayor, lo que nos lleva a que haya más resonancias, dicho lo 

anterior, podemos comprobarlo ya que en la separación de los dos cilindros de 1 nm vemos 

hasta 3 resonancias, cuando se alejan a una distancia de 5nm vemos como disminuye el 

número de resonancias a 2, cuando la interacción debido a la separación de los cilindros es 

menor, o sea a mayor distancia, vemos como solamente se genera una resonancia, teniendo 

éstas un corrimiento hacía el rojo y aumenta la extinción, mismo producido por la poca 

interacción que tienen ambos cilindros entre ellos.  
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Para dos cilindros de radio de 5nm cada uno y usando distintas separaciones entre ellos, 

usando un arreglo donde los cilindros se encuentran uno al lado del otro paralelamente 

respecto a la horizontal y con el campo magnético incidiendo como �⃗⃗� = �⃗⃗� 0𝑒
−𝑖𝑘𝑦: 

 

Figura 3.2.3 Muestra el modulo del campo eléctrico para la longitud de onda 400 nm, para 

dos cilindros de radio 5 nm, a), b) y c) con una separación entre ellos de 1 nm, 5 nm y 40 

nm respectivamente. 
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Los resultados que se obtuvieron de las simulaciones que se hicieron para dos cilindros de 

radio 5nm, con separación entre ellos de 1nm, 5nm, 10nm, 20nm y 40nm con el campo 

magnético incidiendo como �⃗⃗� = �⃗⃗� 0𝑒
−𝑖𝑘𝑦 son los siguientes: 
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Figura3.2.4 Muestra la Sección de Extinción respecto a la longitud de onda para dos 

cilindros de radio de 5nm con sus respectivas separaciones. 

 

De la Figura 3.2.4 podemos observar que entre más cercano esté un cilindro del otro la 

interacción entre estos es mayor, lo que nos lleva a que haya más resonancias, dicho lo 

anterior, podemos comprobarlo ya que en la separación de los dos cilindros de 1 nm vemos 

hasta 3 resonancias, cuando se alejan a una distancia de 5nm vemos como disminuye el 

número de resonancias a 2, cuando la interacción debido a la separación de los cilindros es 

menor, o sea a mayor distancia, vemos como solamente se genera una resonancia, teniendo 

éstas un corrimiento hacía el azul y con un aumento en la extinción, mismo producido por la 

poca interacción que tienen ambos cilindros entre ellos.  
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3.3 Resultados de un Cilindro Core-Shell 
 

Otro sistema de interés actual debido a la creación de nanotubos es el sistema Core-Shell. 

Por lo que se estudió distintos casos concéntricos y no concéntricos usando el Método de 

Elemento Finito y, los trabajos de Moradi [15-17]. Para fines de comparación se trabajará 

con la aproximación no retardada y con los siguientes parámetros. 𝜀 = 1 −
𝜔𝑝
2

𝜔2
, donde 

ℎ

2𝜋
𝜔𝑝 = 8.03𝑒𝑉. El resultado de Moradi [15] es: 

 

𝜔±
2 =

𝜔𝑝
2

2
[1 ± (

𝑅1
𝑅2
)
𝑚

] 

 

Para 𝑚 ≠ 0. Al sustituir valores se obtiene 171 nm y 356 nm. Al utilizar el Método de 

Elemento Finito se obtuvieron 172 nm y 359 nm. Por lo que se tiene un error de menos del 

1% con respecto al teórico, mostrado con ello que la metodología es correcta.  

 

 

Figura 3.3.1 Muestra el modulo del campo eléctrico para la longitud de onda 400 nm. Los 

radios de los cilindros son 5 y 8 nm.  
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Figura 3.3.2 Muestra el modulo del campo eléctrico para la longitud de onda 400 nm. Los 

radios de los cilindros son 5 y 8 nm con una separación del centro de 2.8 nm 

 

Volviendo a los parámetros originales para la Ag estudiaremos distintas configuraciones de 

cilindros concéntricos y no-concéntricos. Se estudiará el comportamiento de la luz 

interaccionado con distintas configuraciones de Core-Shell como se muestra en la Figura 

3.3.3. Se observa que a medida que la relación entre radio exterior e interior aparecen dos 

resonancias y a medida que aumenta las resonancias se deslizan hacia la derecha donde la de 

menor frecuencia aumenta en intensidad y la de mayor frecuencia disminuye. Para el caso 

límite, se observa que convergen a la resonancia de un cilindro de radio de 8 nm la cual es 

336 nm.  

 

Por otro lado, en la Figura 3.3.4 se observa lo que Moradi [17] encontró a medida que la 

distancia entre los centros de los cilindros aumenta la resonancia a baja frecuencia se corre 

hacia el rojo. Además, los cálculos del presente trabajo muestran que aparecen más 

resonancias las cuales las asociamos a la interacción de los campos electromagnéticos entre 

los cilindros.  
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Figura 3.3.3 Muestra la Sección de Extinción con respecto a la Longitud de onda para un 

cilindro Core-Shell para distintas configuraciones. 
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Figura 3.3.4 Muestra la Sección de extinción con respecto a la Longitud de onda para un 

cilindro Core-Shell no concéntricos para distintas configuraciones. 
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Figura 3.3.5 Muestra el modulo del campo eléctrico para la longitud de onda 440 nm. Los 

radios de los cilindros son 5 y 8 nm con una separación del centro de 1.5 nm 

 

Para estudiar la simetría en el ángulo 𝜃 se realizaron tres corridas tomando fija la distancia 

entre centros de 1.5 nm, pero colocando el centro en (-1.5,0), (1.5,0) y (0,1.5) nm y 

obteniéndose que es invariante, esto se muestran en las Figuras 3.3.5 y 3.3.6. 

 

Sin embargo, al estudiar el caso (1.5,1.5) nm la simetría se rompe, Figura 3.3.7, esto quiere 

decir, que depende solo de la distancia entre los centros y para ello se calculó y se comparó 

con los casos (-1.5,1.5), (1.5,1.5) y (-1.5,-1.5), aseverando la hipótesis que se realizó, 

observándolo en la Figura 3.3.8.  
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Figura 3.3.6 Muestra la Sección de Extinción con respecto a la Longitud de onda para un 

cilindro Core-Shell no concéntrico para distintas configuraciones. 
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Figura 3.3.7 Muestra la Sección de Extinción con respecto a la Longitud de onda para un 

cilindro Core-Shell no concéntrico para distintas configuraciones. 
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Figura 3.3.8 Muestra la Sección de Extinción con respecto a la Longitud de onda para un 

cilindro Core-Shell no concéntrico para distintas configuraciones. 
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Conclusiones  
 

Se resolvió el comportamiento de la luz al interaccionar con nanocilindros de plata mediante 

el método de elemento finito.  

 

Los resultados que se obtuvieron de ir variando el radio de un solo cilindro, es que se observa 

que a medida que se va aumentando el radio de cada cilindro hay un corrimiento al rojo, así 

como también hay un aumento en la Sección de Extinción. Eso nos demuestra que la 

respuesta óptica del material depende fuertemente de la geometría. 

  

Para el caso en el cual tenemos dos cilindros, se observa que la distancia entre ellos en verdad 

tiene demasiada relevancia en las resonancias, ya que la interacción entre éstos es mayor, 

conforme la distancia es pequeña los resultados arrojaban un número mayor de resonancias, 

mientras que conforme se van alejando, o sea a una mayor distancia de separación, todo 

indicaba que al final la poca interacción daba lugar a una sola resonancia, cuando la distancia 

es demasiada entre los cilindros vemos que tiene un comportamiento como si se tratase de 

un solo cilindro. También se observa que si su campo eléctrico oscila en 𝑥 o en 𝑦 los 

resultados son distintos, esto es debido a que no hay simetría alguna entre sí. 

 

Para el caso de los Core-Shell hay un corrimiento al rojo a medida que la relación entre los 

radios aumenta, además depende solo de la distancia entre los centros. En el caso cuando 

tenemos los cilindros en el arreglo Core-Shell observamos que cuando hay un 

desplazamiento del arreglo en la horizontal o en la vertical, manteniendo la distancia fija 

entre centros, las resonancias que encontramos son las mismas, pero cuando hacemos un 

desplazamiento tanto en el eje vertical como horizontal, comienza a observarse que no hay 

simetría si comparamos con los resultados en el caso donde sólo había desplazamiento en las 

coordenadas (1.5,0), (-1.5,0), (0,1.5) y (0,-1.5), entonces también tomamos los casos para los 

desplazamientos (1.5, 1.5), (1.5,-1.5) y (-1.5, 1.5), y se observó que había simetría entre ellos, 

entonces concluimos que sólo depende de la distancia entre los centros de ambos cilindros. 
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Apéndice 
 

La ecuación diferencial de Bessel tiene la siguiente forma [18]: 

 

𝑥2
𝑑2𝑓(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝑥2 − 𝑛2)𝑓(𝑥) = 0 (A.1) 

 

donde la variable 𝑥 es proporcional a la coordenada radial y 𝑛 es un entero. Debido a que la 

ecuación (A.1) es una ecuación diferencial de segundo orden, la solución está conformada 

por dos funciones linealmente independientes, la cual tiene la siguiente forma: 

 

𝑓(𝑥) = 𝐴𝐽𝑛(𝑥) + 𝐵𝑌𝑛(𝑥) (A.2) 

 

donde 𝐽𝑛 y 𝑌𝑛, son la función Bessel de primera especie y orden 𝑛, y función Bessel de 

segunda especie y orden 𝑛, respectivamente. Las funciones  𝐽𝑛 y 𝑌𝑛 se pueden obtener 

proponiendo como solución un desarrollo en serie de potencias para la ecuación (A.1), de la 

siguiente manera: 

 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼∑𝑎𝑘𝑥
𝑘

∞

𝑘=0

 (A.3) 

 

Si sustituimos la ecuación (A.3) en la ecuación (A.1), considerando también igualar los 

mismos términos con la misma potencia de 𝑥, así obtenemos el valor del exponente 𝛼 y una 

relación de recurrencia entre los valores de 𝑎𝑘, para el caso de la función 𝐽𝑛, la cual es la 

función de primera especie, tenemos: 

 

𝐽𝑛(𝑥) = (
𝑥

2
)
𝑛

∑
(−1)𝑘(𝑥 2⁄ )

2𝑘

𝑘! (𝑛 + 𝑘)!

∞

𝑘=0

 (A.4) 
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Mientras que para 𝑌𝑛, la cual es la función de segunda especie, tenemos: 

 

𝑌𝑛(𝑥) = lim
𝑣→𝑛

𝐽𝑣(𝑥) cos(𝑣𝜋) − 𝐽−𝑣(𝑥)

𝑠𝑒𝑛(𝑣𝜋)
 (A.5) 

 

Donde 𝐽𝑣(𝑥) son las funciones Bessel no enteras. 

 

Ecuación de Bessel modificada de orden 𝑣: 

 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 + 𝑣2)𝑦 = 0 (A.6) 

 

Con 𝑡 = 𝑖𝑥, y sustituyendo, tenemos: 

 

𝑡2
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑡

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ (𝑡2 − 𝑣2)𝑦 = 0 (A.7) 

 

Solución para todo 𝑣 

𝑦 = 𝑐1𝐼𝑣(𝑥) + 𝑐2𝐾𝑣(𝑥) (A.8) 

 

Donde: 

 

𝐼𝑣(𝑥) = 𝑖
−𝑣𝐽𝑣(𝑖𝑥) (A.9) 

 

𝐾𝑣(𝑥) =
𝜋

2

𝐼−𝑣(𝑥) − 𝐼𝑣(𝑥)

𝑠𝑒𝑛(𝑣𝜋)
 (A.10) 

 

 
Donde 𝐼𝑣(𝑥) y 𝐾𝑣(𝑥) son linealmente independientes. 
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