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1. Introduccién

La densidad de probabilidad como el cuadrado de la funcién de onda es un concep-
to muy importante en la mecanica cuantica, tanto que le valié el premio nobel a
su autor Max Born; ademas esta fuertemente ligado a conceptos muy importantes
que unen la teoria cuantica con la mecdnica newtoniana, hablamos de los valores
promedio de las variables dinamicas, por estas razones es base del estudio en clases
introductorias a la mecénica cuantica. Pero a medida que los problemas se complican
nos encontramos con la imposibilidad de estudiar dicho concepto por la existencia
de sistemas con gran numero de grados de libertad; sin embargo Scott C. Johnson
y Thomas D. Gutiérrez proponen un método de visualizacién para densidades de
probabilidad de sistemas de osciladores acoplados, estas proyecciones utilizan prin-
cipalmente la caracteristica de que estos pueden ser descritos como un conjunto de
osciladores armoénicos independientes bajo las coordenadas normales; estas proyec-
ciones contienen informacion interesante sobre tépicos avanzados como los fonones

y teoria cuantica de campos.

En el presente trabajo se hard un estudio tedrico de dichos sistemas para desglosar
las caracteristicas que hacen posible la técnica de visualizacién, partiendo de un
arreglo sencillo de dos osciladores acoplados del cual se estableceran los conceptos
basicos como la frecuencia de oscilacién y los modos normales, para después aplicar
estos conocimientos en sistemas mas complejos como es una cadena lineal, un siste-
ma de N particulas acopladas que es un adecuado modelo de cristal unidimensional,
estudiando propiedades como la relacién de dispersiéon y la interpretacién de las
vibraciones del cristal como particulas; por iltimo hacemos el salto del sistema dis-
creto al continuo y finalmente presentamos las técnicas de visualizacién de Johnson

y Gutierrez.



Densidad de probabilidad para osciladores acoplados Carlos Eduardo Ruiz Rosales

2. Dos osciladores acoplados

En este capitulo estudiamos el sistema de dos osciladores acoplados para estable-
cer con claridad qué se entiende por modo normal de vibracién y aprovechar su

simplicidad para visualizarlos.

2.1. Ecuaciones de movimiento

El sistema se conforma por dos cuerpos de masa m unidos mediante un resorte de
constante x, ambos anclados a paredes por medio de otros resortes con la misma
constante de elasticidad, con libertad de movimiento sobre la direccién transversal al
arreglo, donde g1 y g2 son las posiciones de desplazamiento de las masas con respecto
a la posicion de equilibrio, como se puede apreciar en la figura 2.1. Considerando

oscilaciones pequenas la funcion lagrangiana del sistema es

L= 3m(di + @) — 384 + (0 — @2)° + a3). (2.1.1)

Figura 2.1: Sistema con dos grados de libertad, indicados por las lineas

punteadas que oscilan alrededor de la posicién marcada por la linea sélida.

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para obtener las ecuaciones de movi-

miento resulta

mg, = —Kq1 + “(92 - (h) (2 1 2)

mgs = —/i(fh - Ch) — Rq2,
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en apariencia dificil de resolver por la dependencia de las variables sobre la evolucién
temporal de la companera pero las ecuaciones de movimiento se presentan de forma

familiar cuando las colocamos en forma matricial

mq+ Aq=0 (2.1.3)
donde q y A son:
2k —K
q= "] va= . (2.1.4)
Q2 —Kk 2K

La ecuacién (2.1.3) tiene la forma de la ecuacién de movimiento para un oscilador
armonico con diferencias en la coordenada de elongacion que ahora es un conjunto de
grados de libertad y la constante de elasticidad es una matriz constante y simétrica;
por lo tanto aprovecharemos esta ultima caracteristica de la matriz para buscar un

cambio de coordenadas adecuado que ‘separe’ las ecuaciones.

2.2. Desacoplamiento de las ecuaciones

Probemos usar la transformacion
q— Q=358q (2.2.1)

donde S es una matriz constante e invertible de tamano 2x2 y Q = ; si

aplicamos S en la ecuacién (2.1.3) obtenemos
mSq =—-SAq=—-SAS'Sq (2.2.2)

sustituyendo (2.2.1) en los extremos de (2.2.2)

mQ = —SAS™'Q. (2.2.3)
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Si elegimos S de tal manera que Aq = SAS™! sea una matriz diagonal lograremos

desacoplar las ecuaciones; asi, con Agq = diag[\;, A2 la ecuacion (2.2.3) queda

.. o
91 - (™ @ (2.2.4)
Qo 0 X Q2
finalmente obtenemos
mQi + M@, =0
(2.2.5)

mQZ + XQ2 =0

dos ecuaciones diferenciales de oscilador armoénico sin relacién aparente entre si;
ain tenemos que determinar la transformacion S y la diagonalizacién de A. Como
mencioné al final de la seccion anterior, la caracteristica esencial que nos permi-
tira encontrar estos valores y separar exitosamente las ecuaciones es el hecho de que
A es una matriz simétrica, ademas los elementos involucrados en la diagonalizacién
tienen un significado fisico importante, los elementos de A4 son los valores propios
de A y la transformacién S, ademés de lo establecido anteriormente, es una matriz
unitaria formada por los vectores propios de A y que cumple con S8 = S7: es-
tas propiedades son bdsicas en la diagonalizacion de matrices hermiticas (la matriz
simétrica es un caso particular de matriz hermitica). Por tanto hay que resolver el

problema de valores propios para A
det(A — A1) =0, (2.2.6)

en donde 1 es la matriz unidad. La sustitucién de la matriz A, ecuacién (2.1.4), nos

lleva a resolver el polinomio caracteristico
A — 4R\ + 3K% = 0. (2.2.7)

Las soluciones a las ecuaciones (2.1.3) y (2.2.5) son de naturaleza oscilatoria, ya

sea una funcién Seno, Coseno o una combinacién de ambas, que dependerdan de una
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frecuencia de oscilacién w, por tanto me tomaré la libertad de reescribir los valores

propios como frecuencias angulares propias
M=mw? =k v M\ =mws=3k. (2.2.8)
Los vectores propios se obtienen al resolver el sistema lineal
(A—-X\1)v; =0 (2.2.9)

/l}.
donde v; = ] es el vector propio de A\; y 7 = 1,2. Al resolver las ecuaciones

Vio
J
nos encontramos con que las componentes de ambos vectores propios tienen infinitas

soluciones multiplos de uno, v1; = v12 y V91 = —v99, normalizando los vectores queda

LY Lt (2.2.10)
Vi=— y Vo= 2 : 2.
V2 1 V2 \ -1

con esto podemos construir la matriz de transformacién S con cada vector propio
como una columna de la transformacién en el orden del valor propio correspondiente,

tal que

S:E ) (2.2.11)

Con la matriz de transformacién podemos verificar A4, pero més importante ain

podemos comprender como el nuevo grupo de coordenadas Q depende de la posicién

de desplazamiento q via la ecuacién (2.2.1)

Q= %(Cb +q) vy Q2= %(CE —q), (2.2.12)
a estas coordenadas se les denomina coordenadas normales de oscilacion.

2.3. Modos normales de oscilacion

Las ecuaciones desacopladas dejan comprender que los modos normales dependen

exclusivamente de su frecuencia propia, w; para )1 y wy para (), mas aun analizan-
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do las ecuaciones (2.2.12) podemos pensar en los modos normales como un estado
colectivo del sistema donde las particulas oscilan con la misma frecuencia. Pensemos
en las condiciones iniciales q; = ¢9; de las ecuaciones (2.2.12) tenemos Q1 # 0y
)2 = 0 obtenemos el modo simétrico, donde ¢; v ¢o oscilan en fase, en cambio si
tomamos las condiciones ¢ = —q llevan a Q1 = 0 y Q3 # 0 obteniendo asi el modo

antisimétrico, donde ¢; y @9 oscilan en desfase.

b}
Mgt

Figura 2.2: Representacion de la evolucion temporal de ambos modos normales.

aj

Cualquier otro estado puede ser representado como una combinacién de estos dos,

facilmente comprobable cuando hacemos la transformacién inversa de (2.2.1).

2.4. Cuantizacion

Para crear un modelo cuantico de nuestro sistema hay que asociar un operador auto-
adjunto a los variables dindmicas; asi, la funcién hamiltoniana es ahora el operador
hamiltoniano, que al ser aplicado en una funciéon de onda ¥ definida en el espacio de
Hilbert proporcione la energia del sistema, HU = EU es la ecuacién de Schrodinger.
La funcién hamiltoniana y sus momentos conjugados son elementos que podemos

obtener de la descripcion lagrangiana mediante (2.1.1) mediante

N
H=> pi—L (2.4.1)
r=1
oL
I - . 9 2.4.2
P = 5 (2.4.2)
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resolviendo para el hamiltoniano y realizando la cuantizacién obtenemos
H = 35 (5 + 2) + 36162 + 62 + (01 — ¢2)?) (2.4.3)

donde p, = —ihd/0q, es el operador de momento ya familiar. Una estrategia para
resolver la ecuacion seria recurrir al método de separacion de variables y proponer
que la funcién se pueda expresar como ¥(qi, ¢2) = 1¥1(q1)¥2(q2), pero indudablemente
el termino (¢ — ¢2)? de potencial impide esta separacién y como en el caso cldsico
hay que desacoplar los términos; podemos probar utilizando los modos normales

y sus momentos conjugados que podemos obtener al cuantizar la transformacién
Py D1
=8 ,
Py P2

~

A B
Q1= (Q2 +aq1) C?z = 52— q1) (2.4.4)
P1=ﬁ(]52+]51) PQZ%(]%—]%)

hacemos entonces el cambio de variable
P12 + P22 = %(P2 +P1)(]52 +251) + %(ﬁ2 —ﬁl)(ﬁz - ﬁl) = ﬁ% +I§g
Q% + 3@% = %(CD +q1)* + %((h —q)’+t (-’ =¢G+8+ (e—a)

el operador hamiltoniano queda

A P2 P2 mw? - mw?2 -
He gt ont 3 G5 @ (245)

donde w; vy ws son precisamente las frecuencias propias; sin términos cruzados po-

demos hacer la propuesta

V(Q1,Q2) = ¥1(Q1)V2(Q2) (2.4.6)

y poder separar las ecuaciones en
]52
1 \IJ]_

mw1

—— Qi = By
(2.4.7)
P2 By, mw2

om QQ\IJZ E5Ws.

10
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Los modos normales de oscilacién que surgieron como consecuencia de separar las
ecuaciones de movimiento clasicas en dos osciladores armoénicos independientes fun-
cionan de la misma forma para el sistema cuantico, dos osciladores arménicos cuanti-

cos cuya solucién es familiar.

2.5. Osciladores independientes

Utilizaremos el método algebraico de los operadores de escalera para resolver el

oscilador arménico unidimensional, primero reescribimos las ecuaciones (2.4.7) como
o [PE + (mw Q)W = By (2.5.1)

donde k = 1,2, esta forma sugiere una diferencia de cuadrados u? + v? = (iu +
v)(—iu+v), aunque de entrada se puede sospechar que el resultado no serd el mismo
debido a que los operadores no son necesariamente conmutativos, aun asi siguiendo

esta idea se definen los operadores

(Fi Py + mwiQy). (2.5.2)

Ap= L
k v/ 2hmewy,

Tenemos dos operadores para cada oscilador!, con las siguientes reglas de conmuta-
cién.

(A AQ) = e (2.5.3)
(AL AL = 1A Al =0 (2.5.4)

para k' = 1, 2. El hamiltoniano en términos del producto de estos operadores queda

Hy, = hwp (AT AE 7 1). (2.5.5)

IPara cualquier expresién que contenga + o F se debe de leer como dos expresiones, al primero

se le asocian los signos de la parte superior y al segundo los inferiores.

11
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Utilizando las dos representaciones del hamiltoniano para resolver la ecuacion de

Schrodinger para las funciones Af\bk se obtiene
H AL, = (B + huwy) AWy, (2.5.6)

esto quiere decir que la energia del sistema crece o decrece en valores de fuwy; debido a
este comportamiento se les denomina operador de ascenso A} y operador de descenso
A, . Esto permite proponer un ecuacién tal que al aplicar el operador de descenso

al estado de mas baja energia se obtenga el estado vacio
AWy, =0. (2.5.7)

Se resuelve esta ecuacion diferencial y se normaliza la funcién para obtener el estado

base del oscilador
mMWwe

\I[kO(Qk) — (ﬁ)4€fmkak/2h (258)

El n-ésimo estado se obtiene al ascender la funcién n veces y normalizandola apro-

piadamente,
muwig

ion(Qi) = (1) 72 (— )i (A )remanQi/2n (2.5.9)

Resolviendo la ecuacién de Schrédinger para el estado base obtenemos la energia
basal Ejg = %hwk; como mencionamos anteriormente al ascender la funcién la energia

aumenta en multiplo de Awy, por lo tanto la energia para el n-ésimo estado es
B = (n+ 1) huwy. (2.5.10)

Por dltimo tenemos una propiedad que asocia un estado excitado con su predecesor

O sucesor:

A \Ijkn vVn + \Ijk: (n+1) (2511)
ALV, = VW) (2.5.12)

12
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estas interacciones para el sistema completo ¥, ,,, = ¥y, Us,, son independientes

A;r\ynmz =Vni+ 1\11(n1+1)n2
AQ_\IIW«IHQ = V n2lpn1(’rl2*1)'

Hemos encontrado que la solucion general del problema clasico de dos osciladores
armonicos acoplados se resuelve mediante la combinacién lineal de dos soluciones,
tal que en cada una de ellas las dos masas vibran con la misma frecuencia. Se llaman
modos normales de vibracién y tienen la ventaja de que pueden ser vistos como dos

osciladores arménicos independientes.

En el siguiente capitulo aprovecharemos esta idea para estudiar la cadena lineal de

osciladores acoplados.

13
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3. Cadena lineal

En este capitulo estudiamos la cadena lineal. Obtendremos la frecuencia del k-ésimo
modo normal de vibracién, calcularemos la velocidad de fase y la de grupo, obten-
dremos la expresion para el momento lineal de todo el sistema y veremos con la
ecuacion (3.4.16) que desde el tratamiento cldsico se tiene disponible la posibilidad
de interpretar un cristal como un conjunto de particulas interactuantes. Enseguida
procederemos al proceso de cuantizacién siguiendo el mismo procedimiento que para

el sistema de dos osciladores acoplados.

3.1. Ecuaciones de movimiento

Como un modelo de sdlido unidimensional utilizaremos una cadena lineal de N
atomos, con misma masa a distancias iguales, interactuando por fuerzas restitutivas,
como se muestra en la figura 3.1, tal que el movimiento de un elemento de la cadena
afecte la cadena entera; bajo la suposicién de oscilaciones pequenas en comparacion
con la separacion de los atomos podemos pensar en un potencial tal que la interaccién
entre particulas sélo sea debido a los vecinos inmediatos. la lagrangiana del sistema

€s
N

N
L=> 3m@—> 36lgr—a) (3.1.1)
r=1

r=1

con ¢, como el desplazamiento de la r-ésima particula, m la masa de los atomos y
es la constante de elasticidad de la interaccién. Imponemos una condicién de frontera
periddica, como se puede apreciar en la figura 3.1 donde se conecta la N-ésima masa

hacia la primera

qr+N = qr- (312)

14
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qx

1 r+1
1N @ V. W@,

Figura 3.1: Cadena lineal de N particulas acopladas

Utilizando la ecuacion de Euler-Lagrange para la r-ésima particula

doL oL
dt o4, 9dq,

(3.1.3)

hay que desarrollar la sumatoria de la lagrangiana para los elementos que contengan
@y qr,
L=...—Y5(¢gy —q1)* + 3m@ — 36(gr1 — @)* + ... (3.1.4)

asi la familia de ecuaciones de movimiento queda.

mg, + £(2¢, — ¢y41 — ¢r—1) = 0. (3.1.5)

Podemos escribir el conjunto de ecuaciones (3.1.5) en forma matricial, como se hizo

en seccién de los dos osciladores acoplados
mq+ Aq =0,

con q un vector columna y A una matriz cuadrada, ambos de dimensién N. intentar
resolver el problema de valores propios para diagonalizar la matriz A implicaria de-
terminar el valor de N para usar el teorema de Laplace e ir reduciendo el problema
hasta alcanzar una matriz 3x3 para terminar aplicando la regla de Sarrus, conside-
rando que este proceso puede resultar en un calculo muy extenso utilizaremos otra

via para encontrar las frecuencias y modos normales.

15
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3.2. Frecuencia de oscilacion

Del analisis de los modos normales de oscilacién de la seccién 2.2 comprendimos que
estos se presentan cuando todos los elementos del sistema oscilan en una frecuencia
particular w; asi proponemos una solucién ondulatoria forzando a sus particulas a
moverse en una frecuencia 1nica, tal que al sustituirla en la ecuacion de movimiento
(3.1.5) nos proporcione el comportamiento de las frecuencias para cada modo normal.

Proponemos una familia de ondas viajeras de la forma
g = ¢O€ika7‘—iwt (321)

Donde ¢ es una amplitud arbitraria, w es la frecuencia de oscilacién, a es la distancia

de separacién entre particulas, k = 27” es el nimero de onda y A es la longitud de

onda. Calculamos la segunda derivada con respecto al tiempo
(jr — _¢Ow26ikar—iwt7 (322)
sustituimos (3.2.1) y (3.2.2) en la ecuacién de movimiento (3.1.5).

_mw2¢oeikar7iwt + H(Qqsoeikarfiwt o qboeika(rJrl)fio.nf o qboeika(rf1)*1'0.125) =0

_mWQQT + "1(2%" - QTeika - QTe_ika) =0

y reducimos la ecuacion eliminando el factor comin ¢,, para obtener una ecuacion

de la frecuencia y el numero de onda
—mw? + k(2 — e*r — e7k) = (3.2.3)
utilizando propiedades trigonométricas reescribimos las exponenciales tal que
—mw? + k(2 — 2cos ka) = 0, (3.2.4)

resolviendo para w en términos de k,

k
Wi = :t2~/%sen7a (3.2.5)
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de esta relacién se puede obtener informacién de cémo las ondas se propagan en el

solido.

3.3. Relacién de dispersion

La expresién (3.2.5) describe el efecto de la cadena como medio sobre la velocidad de
la onda viajera g,, ésta presenta un efecto de separacion, o en otras palabras disper-
sién, si para un paquete de ondas que contenga elementos con diferentes longitudes
de onda estos se propaguen a diferentes velocidades, esta aseveracién puede reali-
zarse al comparar la velocidad de grupo vy, que es la velocidad de propagacion del
sistema, con la velocidad de fase vy, que es la velocidad en la que una fase particular
(ikra) se propaga en el espacio; si v, = vy entonces la onda no se ve dispersada por
el medio, estas velocidades estan definidas como sigue

w v_aiw
9Ok

y Y (3.3.1)

Uf:

Debido a que w solo puede ser positiva asociamos los valores negativos de k con el

signo menos de la raiz, por lo tanto podemos reescribir (3.2.5) como

wy = 2\/51 sen(ka/2)|. (3.3.2)

De las definiciones de velocidad de fase y de grupo se puede observar que la forma
més evidente en que vy = vy, y por consecuencia ser un medio no dispersivo, es
cuando w depende linealmente de k, pero para nuestra relacion de dispersiéon los

valores de las velocidades quedan

v = v, W‘ (3.3.3)
vy = v,| cos(ka/2)| (3.3.4)

1 . .
donde v; = (ka?/m)2. Podemos ver claramente que vy # v,; sin embargo si hacemos

un desarrollo en serie de Taylor para longitudes de onda grandes comparadas con

17
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la separacion entre las particulas A > a, considerando relevantes solo los valores a

orden cero, la relacién (3.3.2) queda,

K , ka
wk:2,/%(]?]+...):vs\k], (3.3.5)

para esta seccion de valores de k, la velocidad de fase y de grupo son iguales

V= Vg = Vs

\_t /
Omax
N/ k<<a k
-27/a -m/a 0 n/a 2n/a

Figura 3.2: Relacién de dispersion para la cadena lineal

Esta diferencia quiere decir que para longitudes de onda corta les corresponde un
valor de la frecuencia menor al del medio no dispersivo, como se puede observar en
la figura 3.2 esto se manifiesta como la separacién entre la linea recta y la curva y
se debe a la inercia de las particulas pues tienen que oscilar de cresta a valle a una

velocidad menor.

3.4. Modos normales de oscilacion

Hasta el momento no hemos analizado los valores de k, pues la relacion de dispersiéon
no supone restriccion alguna sobre éstos, pero como podemos sospechar del analisis

del problema de los dos osciladores acoplados en donde pasamos del espacio de las

18
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coordenadas de posicion con dos grados de libertad al espacio de las coordenadas
normales con el mismo nimero de grados de libertad, podemos esperar lo mismo
para el caso de N particulas, que las oscilaciones propias del sistema wy tengan
N modos normales asociados. Dicho esto podemos trabajar la solucién propuesta
(3.2.1) en la condicién de frontera (3.1.2), para ver qué comportamiento tiene k en
respuesta a la condicién ciclica:

(b(l ezka(7'+N)fzwt _ ¢Oezkar71wt

‘ (3.4.1)
QTemaN = qr,
dividiendo la ecuacion en ¢, queda sencillamente.
ekl =1 (3.4.2)
la solucion que satisface esta ecuacién es
2mu
k=—, 3.4.3
N (3.4.3)

donde u pertenece a los nimeros enteros Z. Esta condicién discretiza los valores para
k, esto tiene gran significado pues de haber sido una variable continua no hubiésemos
podido asociar los N grados de libertad del espacio de posicién. Asi elegimos u para

que tenga N valores,

u=0,+1,%2,...,£(3N - 1), 1N, (3.4.4)

esto limita el dominio del numero de onda a

Tok<t (3.4.5)
a a

Encontrados los valores de las frecuencias donde las particulas del sistema oscilan
a una frecuencia particular como la solucién (3.2.1), proponemos un estado més

general como una sumatoria de estas funciones, la familia de soluciones es

gr(t) =) gpetteriont (3.4.6)
k
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donde ¢y es una amplitud de oscilacion. Separamos las componentes que solo de-
penden del nimero de onda e identificamos a estas como los modos normales de
oscilacién

Qu(t) = N2gpe ™t (3.4.7)

donde N3 es un factor de normalizacién, entonces (3.4.6) queda
g (t) = N2> Qu(t)e™™, (3.4.8)
k

una transformada de Fourier discreta del espacio de posicién al espacio de frecuen-

cias, la transformacion inversa es
Qult) = N72 ) gr(t)e (3.4.9)

podemos comprobar que esta solucién es correcta si separa las ecuaciones de movi-

miento (3.1.5)

mN—% Z leikar + :‘QN_% Z Qk(2eikar - eika(r—i—l) o eika(r—l)) -0
k k
N~z Z{m@k + K[2 — 2cos(ka)|Qx }e* " = 0
k

las funciones e forman una base para todo valor de k por lo tanto hay indepen-

dencia lineal, la ecuacion queda
mQy + 4k sen’(%)Q, =0
utilizando la relacién de dispersion (3.3.2) reescribimos
Qr + wiQr = 0. (3.4.10)

Las ecuaciones de movimiento clasicas se separan como esperabamos. con el propdsi-
to de definir los momentos conjugados para el espacio de las coordenadas normales
primero desarrollamos el momento lineal

oL

= mg, (3.4.11)
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y de manera andloga definimos

P =—. (3.4.12)
OQk
Para realizar la diferencial necesitamos la lagrangiana en términos de los modos nor-

males L(Qy, Qk), hacemos el cambio para la lagrangiana (3.1.1), primero la energfa

cinética,
%m Z cif = %mN_1 Z Z Z Qka/ei(Hk/)m
r r kK
= %m Z Z Qka'ék(—k/) = %m Z Qkakv
koK k

para reducir la expresién anterior usamos una relacién ortogonal? de los valores k
y k' que resulta en una delta de Kronecker, nos arroja k' = —k, ésto sugiere una
relacion entre Q) v QQ_, que estudiaremos més adelante, por ahora completemos el

desarrollo para la lagrangiana realizando el cambio de variable para el potencial,
%K Z(qT“ )= %KNA Z[Z Qpetter (et — 1)]2
r ook
_ %RN—I Z Z Z QuQuueithriar (gike _1)(cika _ 1)
rook K
=1k Z QrQ k(2 — e — k) = ZW%Qkaka
k k
reescribimos la funcion lagrangiana en términos de los modos normales de oscilacion
L=3m> QuQ-r—mY wiQiQ . (3.4.13)
k k
De manera que los momentos (3.4.12) quedan
P, =mQ_y, (3.4.14)
en términos de la derivada de (3.4.9) y (3.4.11),

P,=N"2 > et (3.4.15)

2desarrollada en el apéndice.
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De esta relacion podemos interpretar un nuevo concepto de momento ademas del

momento lineal p,., pues si k=0
Po=N":Yp, (3.4.16)

donde > p, es el momento lineal total del sistema, esto quiere decir que el momento
lineal esta relacionado solo con k = 0, Kittel(1967):” muchos procesos de interaccién
en cristales se comportan como si el nimero de onda total > k fuera conservado
para las particulas interactuantes, y por esta razon k es referido como el momento
del cristal o cuasimomento, son estas caracteristicas que le dan al estudio de las

vibraciones en un cristal un caracter de particula.”

3.5. Cuantizacion

Para hacer el proceso de cuantizacién necesitamos hacer los mismos requerimientos
que se utilizaron para el sistema de los dos osciladores, elegir funciones de cuadrado
integrable en el espacio de Hilbert, representar las variables dinamicas con operado-
res, establecer las reglas de conmutacién y determinar la descripcién hamiltoniana.
Comenzamos estudiando la funcién hamiltoniana para la lagrangiana (3.1.1)
2
T

N N
p
H= E o + 5 26(gr1 — 40)%, (3.5.1)

r=1 r=1

J

sabemos que el término de acoplamiento del potencial no permitira proponer una
solucién como producto de osciladores independientes, por lo tanto similar al mo-
mento conjugado de los modos normales; definimos una descripcién hamiltoniana en

el espacio de los modos normales

H=> PQr—L, (3.5.2)
k
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usando la lagrangiana (3.4.13) queda
H=35=3"PPy+m) wiQrQ-i. (3.5.3)
k k
Con los operadores de posicion y momento definidos como es usual
(Gr, Ps] = iR, (3.5.4)
la relacién de conmutacion para las nuevas coordenadas queda
Qi Pl = N7V (g ol M) = ihyy (3.5.5)
y el problema cuantico descrito por la ecuacién de Schrodinger es

mim(@,t) = HU(Q, 1), (3.5.6)

dado que el potencial no depende del tiempo podemos utilizar el método de separa-
cién de variables y separar en un producto de soluciones, la soluciéon temporal que
tiene la forma exp(iFt/h) donde E es la energia, y la solucién estacionaria obedece

la ecuacién

Z [ﬁpkp—k + mwiQkQ—k]‘I’(Q) = EV(Q). (3.5.7)

k

Una vez méas utilizamos el método de separacién de variables para reescribir la

funcién de onda como osciladores independientes
v(Q) =[] v(@w), (3.5.8)
k

Entonces, usando F = )" Ej, la ecuacién estacionaria de Schrodinger para cada k

queda

~

ﬁpkpfk + mwiQrQ-1V(Qr) = E U (Qy). (3.5.9)

Es un buen momento para estudiar la relacién de Qk con Q,k utilizando el hecho

de que el operador de posicién es igual a su operador adjunto, ¢, = ¢! sustituimos
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la transformacién (3.4.8).

Z leikar _ Z Qzefikm"
k

k

esta relacion se satisface si

Qr=Q',. (3.5.10)
que a su vez implica

P, =Pl . (3.5.11)
Estas relaciones indican que los estados k y —k son estados degenerados, es decir,
comparten la misma energia. El sistema queda descrito por un conjunto de N osci-

ladores independientes que resolveremos de manera similar a la seccién 2.5 pero con

un cambio en la interpretaciéon denominado como segunda cuantizacion.

3.6. Segunda cuantizaciéon

Para resolver la ecuacién (3.5.9) podemos hacer como en la seccién 2.5 y definir un

par de operadores para cada valor de k, tales que

Al = (—iPy + mwpQ_y) (3.6.1)

1
vV 2hmwy,

1 . R
A, = —— (1P 3.6.2
k \/m(z kTt mkak)v ( )

la inclusion de los estados —k no presenta ninguna diferencia en las reglas de con-

mutacién,

(A}, Ap] = e (3.6.3)
AL, AL) = [Ay, A] = 0, (3.6.4)

tampoco en la forma del hamiltoniano

=

2
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Guiados por la idea, de que las vibraciones en oo -

los cristales se comportan como particulas con -~

momento k, hacemos una reinterpretacién de la

funcién de onda extendiendo el espacio de Hil-

) Figura 3.3: Cambio de interpretacion
bert al espacio de Fock

RESIIE (3.6.6)

k

En vez de pensar en un sistema de una particula a ciertos niveles de energia pensamos
en un conjunto de cuasiparticulas denominadas fonones, la interpretacion de los

operadores cambia

Al lng) = Ve + 1 g + 1) (3.6.7)
Ag |ng) = /g [ng — 1) (3.6.8)

el operador AL crea un fonén en el estado k y el operador A, remueve un fonén
en el estado k del sistema, por eso se renombran como operadores de creaciéon y
aniquilacién, respectivamente. El estado (3.6.6), a diferencia de los estados utilizados
anteriormente es un estado en la representacién del nimero de ocupacion, es decir
que cada valor ny es el numero de particulas en el estado k£ del sistema, donde este

es el valor propio del operador de nimero
Cada particula tiene una contribucién de Awy en la energia,

HAL [ni) = (B + hewy) Af [ny) (3.6.10)
HA; |ng) = (B — hwi) Ay ng) (3.6.11)

por esta razén es que el fondén es el cuanto de energia de las vibraciones en cristales,

asi como el fotén es el cuanto en el campo electromagnético. Definimos el estado
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de minima energia como el estado que contiene cero particulas [0) = |0,0,...,0,0)

para todo estado k, la accion del operador de aniquilacion sobre el estado vacio es
A |0)y = 0. (3.6.12)

Los estados excitados se obtienen de agregar fonones mediante la aplicacién operador

de creacion al estado vacio.

3.7. Estados coherentes

Se dice que dos ondas son coherentes si tienen la misma frecuencia y la diferencia
de fase entre ambas se mantiene constante. Para el caso de la mecanica cuantica,
el concepto fue propuesto por Schrodinger en 1926 con la idea de encontrar solucio-
nes que satisficieran el principio de correspondencia, éstos son estados del oscilador
armoénico cuantico que evolucionan siguiendo el movimiento de oscilador arménico
clasico.

e a in
@) = [T 2 Ao (371)

Nk

donde ay, es el valor propio del operador de aniquilacion aplicado al estado coherente
Ap o) = o o) (3.7.2)

con |a) = [] |aw), au es un nimero complejo porque el operador de aniquilacién no es
hermitiano. En apariencia complicado, este estado es una transformacion efectuada
sobre el estado base por un operador unitario |a) = ST(a)|0) cuyo propésito es

desplazar las funciones del centro; en la representacion de coordenadas de posicién

\Ija(%’) = \I[(QT - <QT>a)v (373)

donde (g,),, es el valor esperado de ¢, en el estado «, si obtenemos la dependencia

temporal de este estado podremos comprobar si es cierto que sigue la evolucién del
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sistema clasico, para esto colocaremos ¢, en términos de los operadores de creacién

y aniquilacién, usando las ecuaciones (3.6.1) y (3.6.2) reescribimos

Qr(t) = ()2 (Aw(t) + AT (1)), (3.7.4)

sustituimos en (3.4.8)

¢ (t) QkaN % Z zkarfiwkt + 142e*ikarfiwk.t)7 (375)
k

utilizado (3.7.2) para resolver el valor esperado de ¢, () en el estado coherente queda

(al gr(t) o) = ()7 Y (age™ermiont 4 qrehar—iont) (3.7.6)
k

el resultado es una onda viajera.

(@), (t) = miZN % Z cos(kar — wyt) (3.7.7)

k
En sintesis, de acuerdo al principio de correspondencia, cada modo normal de vi-
bracién clasico tiene asociado en mecanica cuantica un estado coherente al que se le
asocia un conjunto de kets de la forma |ay). Asi como cldsicamente la soluciéon mas
general posible es una combinacién lineal de todos los modos normales de vibracién,
en mecanica cuantica tenemos la expresién (3.7.7). En el momento de visualizar la

onda del fondn, lo que haremos sera recurrir a la conducta de cada una de las Q)

porque son las que estan asociadas con los modos normales.

En el siguiente capitulo veremos cémo abordar el caso de la cuerda continua y de

qué manera aplicar los elementos que hemos visto para la cadena de masas.
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4. Cuerda continua

En este capitulo vamos a estudiar las vibraciones en una cuerda continua para esta-

blecer las diferencias y similitudes del proceso discreto y el continuo.

4.1. Campo clasico

El sistema es una cuerda con densidad homogénea p y longitud L que oscila con
vibraciones pequenas, el desplazamiento de la r-ésima particula ¢,(¢) del sistema
discreto es ahora una funcién de la posicién g(z, t), denominado campo. La condicién

de frontera ciclica toma la forma

q(0,t) = q(L, ). (4.1.1)

Los elementos de nuestro sistema se encontraran en el continuo, por ejemplo, las
funciones lagrangiana y hamiltoniana son densidades y la fuerza es medida por
unidad de longitud; asi, la ley de Hooke para el continuo es
o=¢£% (4.1.2)
o 1.
donde o es la tensién en la cuerda, £ es el modulo de elasticidad de Young y % es

la deformacién de la cuerda, entonces la densidad lagrangiana sera

1o, 1.(8g\?

Para obtener las ecuaciones de movimiento ya no podemos invocar las ecuaciones
de Euler-Lagrage, pues funcionaba para particulas puntuales, entonces hacemos una

generalizacién para el continuo.

Dada un densidad lagrangiana £(¢, 0,¢) que depende del campo ¢ y de sus gradien-
tes 0,0 = 0¢/0x", con = 0,1,2,3 donde 1 = 0 es la coordenada temporal, y los
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otros tres las coordenadas espaciales®. definimos la accién como la integral en una

regién €2 del espacidtiempo como

S:/ﬁd“x (4.1.4)
Q

donde d*z = dz'dx'dx?dz?, La variacién de la accién es

5S = / ( 5é + f¢) ((%gb))d“x (4.1.5)

utilizando
5(9,0) = 9,(66) (4.1.6)
derivamos por partes el segundo término de la integral, haciendo uso de que la

variacién en las fronteras es cero, tenemos

58 = /((% axua<af¢)>6¢d”x (4.1.7)

Aplicamos el principio variacional de minima acciéon 65 = 0, para cualquier variacion

en el campo d¢ # 0,
oL 0 oL

96 0w 0(0u0)

Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo. Aplicado la lagrangiana

(4.1.8)

(4.1.3) obtenemos
P*q 0%

la familiar ecuacién de la onda.

4.2. Frecuencia de oscilacién

Siguiendo las ideas de la cadena lineal, forzamos al sistema a oscilar a una frecuencia

w proponiendo como soluciéon una onda plana con el propdsito de encontrar cémo

3Usando notacién covariante

29



Densidad de probabilidad para osciladores acoplados Carlos Eduardo Ruiz Rosales

cambia la frecuencia con respecto al nimero de onda,
q(z,t) = goe™= ! (4.2.1)

con ¢ el desplazamiento en la posicion x = 0 en ¢t = 0; sustituimos esta propuesta

en la ecuacién (4.1.9). Calculando las segundas derivadas parciales

222 _ _quOeikz—iwt
xr
gig — _w2q06ikx7iwt

entonces queda sencillamente

_pw2q06ikx—iwt + gk2qoeikz—iwt =0

—pw? + EK* =0
resolviendo para w
1
wi = (£)2 k] (4.2.2)

obtenemos una relacién de dispersion lineal.

4.3. Relacién de dispersion

El médulo de Young y la densidad son caracteristicas del

medio, por lo tanto, siempre constantes; reescribimos W
N\ /
w = v,|k| (4.3.1) \ /
donde v, = (%) 2, esta es la velocidad de propagacién de la N/ k

»
»

onda plana en el medio. Como establecimos previamente, Figura 4.1: Relacion de dis-

el medio serd dispersivo si la velocidad de grupo y fase persién para una cuerda.

son diferentes; de las definiciones (3.3.1) se puede ver claramente que
Vg = Uj = Vs, (4.3.2)

Por lo tanto la cuerda continua es un medio no dispersivo.
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4.4. Modos normales de oscilacion

Antes de encontrar los modos normales de oscilacion, tenemos que conocer como
afecta la condicion de frontera a los valores de k; podemos adelantarnos y decir que
esperamos un valor asociado de k para cada valor x, pero ain no podemos decir si

es una variable continua o discreta, por lo tanto, de la condicién de frontera (4.1.1)

qoe—iwt — qoeikL—iwt
e’ikL =1
se sigue que
2mu
k=— 4.4.1
. (141)

Donde u pertenece a los enteros. De nuevo la condicién de frontera ha discretizado
los valores de k; mas atin, ya que x es una variable real tiene infinitos valores, por

lo tanto los valores permitidos de k son
—00 < k<o (4.4.2)
y naturalmente los valores de u son todos los valores del conjunto de los enteros Z
u=0,+1,4+2 £3,..., +o0. (4.4.3)

La solucién general es un campo ¢ como una sumatoria de estados caracterizados

por el nimero de onda y su frecuencia de oscilacion
q(z,t) = Z PperrTint (4.4.4)
k

estos estados caracterizados por la frecuencia de oscilacién son los modos normales

de oscilacién

Qu(t) = L2 ge™™", (4.4.5)
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el campo en términos de los modos normales queda
glo,t) = L72 Y Que™ (4.4.6)
k
siendo la transformada inversa
Qp=1L"2 /L q(z,t)e *dy. (4.4.7)
0

Es importante notar que la ecuaciéon de movimiento (4.1.9) aparentemente no pre-
senta el acoplamiento que presentan los sistemas discretos anteriormente abordados,
pero si recordamos la definiciéon de derivada, nos daremos cuenta de que esto no es
cierto y existe acoplamiento, pues

o N , (4.4.8)

se asocia a las elongaciones de dos ”particulas.? distancia infinitesimal Az. Entonces
a partir de nuestra experiencia esperariamos que el espacio de los modos normales de
oscilacion describan osciladores independientes; calculemos las segundas derivadas

parciales

2
9 q _ _Zk2leikm
k

a2

a2q L
Y4 _ Z lezkx
ot? -

al sustituirla en la ecuacién de la onda
pZleikx + & Z kQlez’km -0
k k
ka + ngQk - 07

finalmente obtenemos

. )

Qr + wiQr = 0, (4.4.9)
una familia de ecuaciones de movimiento de osciladores arménicos, idénticas a las

ecuaciones de movimiento (3.4.10).
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4.5. Cuantizacién del campo

Para hacer el proceso de cuantizacion de un campo debemos hacerlo de manera
similar al proceso de cuantizacion para sistemas de particulas y establecer el valor

del conmutador para los operadores asociados al campo clasico:
[4(x, 2),p(a", 8)] = ihé(x — o), (4.5.1)

para lograr obtener la ecuacion de Schrodinger se requiere la descripcion hamilto-
niana, por lo tanto, definimos la densidad de momentos conjugados y la densidad

hamiltoniana basados en una transicion al continuo, la densidad de momentos es

oL
p(x,t) = % pq(x,t) (4.5.2)
y la densidad hamiltoniana queda

H=ps—L
2 2 (453)

p 1 )

Py e

TR (83”) ’

podemos obtener la funcién hamiltoniana como sigue
L
H = / Hdx (4.5.4)
0

Como bien conocemos la descripcion en términos de los modos normales resulta la
mas conveniente para describir los sistemas de osciladores acoplados, por lo tanto
haremos la transformacién directamente en la hamiltoniana, definiendo el momento

lineal en términos de los momentos para los modos normales como
p(z,t) = L2 Z Py (4.5.5)
k

Asi calculamos las componentes del hamiltoniano

L 2 L
/ Ly - i[ﬁl Z Z PPy / R gy = ﬁ Z PPy

2p

L 0 2 / / b !
/ 3 <8§> de = —1& Z Z kk Qka/ e dy = 3€ Z FQrQ,
0 kK 0 k
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esto es posible usando la relacién de ortogonalidad para el continuo desarrollada en

el apéndice; finalmente el operador hamiltoniano queda.
H=35> PPyt ipd wiQuQ s (4.5.6)
k k

A partir de aqui utilizamos el formalismo de segunda cuantizacion desarrollado en
la seccién 3.6 para describir las perturbaciones o vibraciones en el campo como fono-
nes. Podemos notar que el operador hamiltoniano que describe la cuerda continua es
idéntico al operador (3.5.3) de la descripcién de la cadena lineal, asi como las ecua-
ciones de movimiento clasicas para ambas descripciones coinciden, las condiciones
son iguales cuando N — oo v Na = L, estas condiciones seran clave en el siguiente

capitulo para visualizar un campo.
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5. Densidad de probabilidad

En este capitulo desglosaremos la idea de visualizaciones de densidades de probabi-

lidad para sistemas de fonones de Johnson y Gutiérrez.

5.1. Técnica de visualizacion

Para el sistema de dos osciladores acoplados la den-
sidad de probabilidad puede ser observada de manera
completa en tres dimensiones, también puede ser vi-

sualizada en dos dimensiones representando el eje ver-

tical por medio de una escala de grises, segun sea el
valor de la densidad marca la tonalidad del punto, a Figura 5.1: Estado base para dos
mayor valor se acerca al negro y el blanco represen- ©osciladores.

ta densidad de probabilidad cero. Esta técnica simula

de manera adecuada la superficie de la funcién que sera la clave de las siguientes

representaciones.

Figura 5.2: Escala de grises para el estado

base de un sistema de dos osciladores.
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Como hemos establecido a lo largo del texto, el sistema en el espacio de las coordena-
das normales es descrito por un conjunto de osciladores armoénicos unidimensionales
independientes; individualmente describen una densidad de probabilidad familiar,
una funcién gaussiana, asi que guiados por la representacién en escala de grises
realizamos una proyecciéon en una dimension, pero agregamos un ancho arbitrario
para que sea apreciable; los cdlculos individuales de las densidades son facilmente

calculables mediante

P(Q1) = [¥(Q)]?
P(Q?) = "I/(Qz)ﬁ

finalmente, la ultima representacion del sistema son proyecciones unidimensionales
iguales a las anteriores pero en el espacio de coordenadas de posicién; para calcular
las densidades individuales hacemos

Plg)) = / " U(Q, Q)2das

o0

P(q2) = /OO "I’(Ql,QQ)Pd(h

o

dq1 do Q Qo

Figura 5.3: Proyecciones unidimensionales
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Las proyecciones unidimensionales de la figura 5.3 son complicadas de interpretar,
sobre todo las proyecciones en (), pues para el espacio de posicién se tiene una
grafica que proporciona la probabilidad de encontrar a las particulas en las diferentes
posiciones a lo largo del eje ¢ y las proyecciones en los modos normales no tienen
una explicacién directa; sin embargo si recordamos las ecuaciones (2.2.12), @1 =
1/v2(qs + q1) describe el centro de masa y Qy = 1/v/2(gs — q1) la posicién relativa

de las particulas

a1 92 Q4Q2
| Qg\
g1 9z Q1Q,

Figura 5.4: Ejemplo de estados excitados en las tres proyec-

ciones AT |0,0) (superior) y A} [0,0) (inferior).
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5.2. Visualizacion de la cadena lineal

Para un sistema con méas de dos particulas no podemos seguir usando la proyeccién
en dos dimensiones, pero podemos adaptar los conjuntos de graficas unidimensiona-
les para representar un espacio de N particulas; primero agrupamos todos los ejes en
uno solo ¢,, con un eje horizontal r adimensional donde las distancias entre las pro-
yecciones es la distancia a entre las masas, luego realizamos el mismo procedimiento
para las proyecciones en las coordenadas normales, el eje vertical es la agrupacion de
los ejes en Qi y el eje horizontal es el niimero de onda k, de igual manera adimensio-
nal, la proyeccion en k£ = 0 es no existente pues como discutimos anteriormente este
corresponde exclusivamente al momento lineal total. Las densidades de probabilidad

individuales de @)}, se calculan

P(Qr) = [T(Qu)|*

son sencillas, como en el caso para dos particulas, en cambio las proyecciones ¢, se

vuelven bastante complejas de calcular

P(Qr) = / |‘1’(Q)|2dQ1dQQ coodgr_1dgyyq .. dgy—1dgy

o
Donde ¥(q) es la funcién de onda completa en términos de las coordenadas de

posicion, Una integral que es mejor realizarla numéricamente.

gr Qk

e s

Figura 5.5: Estado base de un sistema de 8 particulas
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En la seccion 3.7 se establecié que los estados coherentes eran aquellos donde la
funcién de onda era desplazada del centro siguiendo la evolucion temporal del sistema
clasico; como indica el teorema de Ehrenfest, la evolucién del operador de posicién
sigue la trayectoria de una onda viajera que se propaga en el medio, sea un sélido
o el campo de fonones. En la figura 5.7 podemos observar el estado base de la
combinacion de una onda viajera en k = 1y k = —1, este estado es especialmente
ilustrativo pues simula de manera adecuada una onda propagandose a través de un

solido, como se aprecia en la figura 5.6.

Longitud - )

de onda

Direccién de propagacion
de la onda

Figura 5.6: Representaciéon de una onda transversal en un sélido
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O
=

L 3
-
2
L 3
>~

r Qk

O

7

r Qk

O

3

Qx

'l

Figura 5.7: Evolucién temporal de un estado coherente en |k| = 1 de 8 particulas
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5.3. Visualizacién del campo

El estudio de la cuerda elédstica nos llevd a que bajo la interpretacién de los mo-
dos normales de oscilacién las ecuaciones de movimiento son iguales para ésta y
la cadena lineal, por lo tanto es valido que al aumentar de manera considerable
el nimero de particulas nos acerquemos a la descripciéon de un campo de fonones,
mismo argumento que se traslada a la técnica de visualizacién de densidad.

qx Qk

F 3 F 3

Figura 5.8: Estado coherente en k=-1 de un sistema de 50 particulas

Johnson y Gutiérrez dicen que un estado de 50 particulas es cualitativamente una
buena representacion de un laser de luz coherente. También pueden representar las

ondas eléctricas de la emision de una antena de radio.
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6. Analisis y conclusiones

En este trabajo se partié de un estudio del sistema dos osciladores acoplados para
establecer que los modos normales de oscilacién son aquéllos en los que cada una de
las masas del sistema oscila con la misma frecuencia. La descripcién en términos de
las coordenadas normales permite separar las ecuaciones de movimiento y describir
el sistema como dos osciladores armonicos independientes. Debido a que este sistema
puede ser observado de manera completa es utilizado para desglosar la técnica de

visualizacion de Johnson y Gutiérrez.

Enseguida estudiamos la cadena lineal, un sistema de N osciladores acoplados; consi-
derado como un modelo de solido unidimensional ya que mediante su estudio clasico
mostréd caracteristicas como la relacion de dispersion que presentan materiales soli-
dos, como los metales. Otra caracteristica que nos mostrd el sistema fue que al
ser descrito en términos de los modos normales este muestra dos conceptos de mo-
mento, el primero y familiar es el momento lineal p, y el segundo es el nimero de
onda k, denominado como el momento del cristal como consecuencia de que es una
cantidad conservada, este ultimo concepto de momento da pie a que cuando descri-
bimos la cuantizacién en términos de los modos normales y obtenemos N osciladores
armoénicos cuanticos independientes podamos hacer uso del formalismo de segunda
cuantizacion del cual interpretamos los operadores de ascenso y descenso, usuales
de la solucion de un oscilador armonico cuantico, como operadores de creacion y
aniquilacion, respectivamente, cuya aplicacién sobre la funcién de onda agrega o
elimina una particula de energia fwy, en vez de la interpretacién usual de los niveles
de energia; la diferencia recae en que las funciones de onda existen en una extensién

del espacio de Hilbert llamado espacio de Fock.

La cuerda continua es estudiada mediante la mecanica clasica de campos, tras apli-

car el principio de minima accién obtenemos la familiar ecuacién de la onda, el
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acoplamiento se da en elementos separados a una distancia infinitesimal, por lo tan-
to, podemos seguir las ideas de la cadena lineal y resolver la ecuacién de movimiento
en la descripcién de las coordenadas normales Qg (t), la diferencia es que para este
sistema tenemos un numero infinito de modos pues el sistema consta de un nimero
infinito de grados de libertad ¢(x,t), después de realizar la cuantizacién canénica y
la subsecuente descripcion en términos de los modos normales de oscilacion se vuel-
ve aparente que la descripcién discreta y continua coinciden. El uso de la segunda
cuantizacion para describir un campo cuantico lleva a la interpretacion de que las
vibraciones del campo se manifiestan en forma de elementos con caracteristicas de
particulas, especificamente cuasiparticulas, llamadas fonones para las vibraciones de

una red cristalina como nuestro sistema.

Son todos estos desarrollos y conceptos en los que descansa la técnica de visualizacién
de la densidad de probabilidad del sistema de osciladores acoplados; el principal, es
el hecho de que bajo la descripcién de los modos normales Q) el sistema queda
descrito por un conjunto de osciladores independientes; asi cada funciéon de onda
separada es una gaussiana proyectada en una dimension cuyo ancho permite observar
la escala de grises que representa el valor de la funcién de densidad, después esta idea
es abstraida al espacio de la posicién ¢,, estas dos proyecciones son especialmente
ilustrativas cuando se utilizan los estados coherentes, los cuales descentralizan la
funcién de onda en valor de la posiciéon promedio, es decir el sistema cuantico sigue
la evolucién temporal del sistema clasico como indica el teorema de Ehrenfest y
el principio de correspondencia, asi como es el caso para la figura 5.7, las funciones
siguen el movimiento de una onda viajera, similar a como se propaga una onda en un
solido, y cuando N — oo se puede observar la funcién de densidad de probabilidad

de un campo cuantico.
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7. Apéndice

En esta seccion se presentan ciertos desarrollos que son utilizados recurrentemente
durante el texto, no son esenciales pero pueden ser de gran utilidad si se desea

analizar los desarrollos con mas detalle.

7.1. Relaciones ortogonales

Probemos la siguiente representacion de la delta de Kronecker en una serie geométri-

ca finita

=

-1
27

en = — N§, (7.1.1)

3
I
<)

donde n, 7, s son nimeros enteros, si r=s entonces

r

1=N,

i
o

T

Sir—s =0, con g como cualquier entero entonces

=

-1 .
ami 1 — 6271'20 0

N = " =
€ 1 — e2mio/N :

I
o

n
De manera similar, para el continuo, probemos la siguiente representacién de la delta
de Dirac

L )
/ T Ty = L5, (7.1.2)

0

donde r y s son ntmeros enteros y x una variable real, si r=s entonces

L
/ de =L,
0

sir —s = o, con ¢ cualquier entero entonces

L 2o
2mi e -1
el dy = —L=0.
0 2mio
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7.2. Coddigo de graficos

Los graficos de las figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 y 5.7 se encuentran en el trabajo de
Johnson y Gutierrez, pero para el presente trabajo se reprodujeron en el lenguaje del
graficador Gnuplot versién 4.6; aqui se presentan algunos ejemplos por si se desean

analizar.

gnuplot> set termopt enhanced

gnuplot> set termoption dash

gnuplot> set style line 1 It 2 lc rgb ’'black’ Iw 2

gnuplot> set size square

gnuplot> set border 0

gnuplot> set samples 1000

gnuplot> unset colorbox

gnuplot> set isosamples 100, 100

gnuplot> set view map scale 1

gnuplot> set style function pm3d

gnuplot> set palette negative nops_allcF maxcolors 0 gamma 1 gray
gnuplot> set arrow 1 from -2.2,-2.2 to 2.2,2.2 1s 1 front filled
gnuplot> set arrow 2 from 2.2,-2.2 to -2.2,2.2 Is 1 front filled
gnuplot> set label 1 'Q_1" at graph 0.93, graph 0.99 front font ’Arial,20’
gnuplot> set label 2 'Q_2" at graph -0.05, graph 1 front font ’Arial,20’
gnuplot> unset xtics

gnuplot> set xrange [-2.5:2.5]

gnuplot> set xzeroaxis

gnuplot> set label 3 'q_1" at graph 1.02, graph 0.53 font ’Arial,20’
gnuplot> set arrow 3 from -2.5,0 to 2.5,0 front filled lw 2

gnuplot> unset ytics

gnuplot> set yrange [-2.5:2.5]

gnuplot> set yzeroaxis

gnuplot> set label 4 'q_2" at graph 0.45, graph 1.08 font ’Arial,20’
gnuplot> set arrow 4 from 0,-2.5 to 0,2.5 front filled lw 2

gnuplot> f(x,y) = ((y+x)**2)*exp(-(1.3*x**2)-(1.3*y**2)4-0.7*x*y)
gnuplot> splot f(x,y)

Este es el codigo del grafico en dos dimensiones de la parte superior de la figura 5.4,
en su mayor parte son ajustes estéticos, el comando més importante es “set style
function pm3d” el cual permite realizar el mapeado de las superficies en escala de

grises.

gnuplot> set size ratio 1
gnuplot> set view map scale 1
gnuplot> set termopt enhanced
gnuplot> set border 0
gnuplot> unset colorbox
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gnuplot> set isosamples 100, 100

gnuplot> set samples 1000

gnuplot> set style function pm3d

gnuplot> set palette negative nops_allcF maxcolors 0 gamma 1 gray
gnuplot> unset xtics

gnuplot> set xzeroaxis

gnuplot> set xrange [-6:10]

gnuplot> set arrow 1 from -6,0 to 10.5,0 front filled Iw 2

gnuplot> set label 1 'k’ at graph 1.05, graph 0.5 font a1"1a1 ,207
gnuplot> unset ytics

gnuplot> set yzeroaxis

gnuplot> set yrange [-5:5]

gnuplot> set arrow 2 from 0,-5 to 0,5 front filled 1w 2

gnuplot> set label 2’QKk’ at graph 0. 33, graph 1.05 font ar1a1>[,<20”
gnuplot> fl(x,y X > -5.75 && x < -4. 25 7 exp —O 9238*y 2) /O
gnuplot> f2(x,y X > -3.75 && x < -2.25) 7 exp (sqrt(2) 4*% Yo :0/0

gnuplot> f3(x,y) = (x > -1.75 && x < -.25) 7 exp —O 3826 /
gnuplot> f4(x,y) = (x > 2.25 && x < 3.75) 7 exp(-0.3826*y **

gnuplot> 5(xy) = (x > 4.25 && x < 5.75) ? exp (()sqrt(g%ﬁ)/Z)ﬁ* **2 :0/0
gnuplot> f6(x.y) = (x > 6.25 && x < 7.75) ? exp(-0.923 0/0
gnuplot> f7(x.y) = (x > 8.25 && x < 9.75) ? exp(-y**2) :

amuplot> splot - 1(xy), 2(x,y), 83(xy), fA(xy), 5(x,y), 6(X Y) f7(xy)

Este es el cédigo del grafico del estado base en la representacion de los modos
normales de oscilacion de la figura 5.5, para representar las proyecciones en una
dimension en la escala de grises las funciones se definieron en dos dimensiones lo que
crea una superficie en todo el espacio, asi limitamos el grosor de esa superficie con
la herramienta “(x > a && x < b)“ para simular el pequeno grosor y la separacién

entre las proyecciones unidimensionales.
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