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INTRODUCCION

En este trabajo se hablara acerca un poco de la historia y los origenes
de los agujeros negros, asi como acerca de los fisicos involucrados en
la solucidén de este fendmeno. También se tomara un poco la discusion
de la filosofia de la ciencia que hacemos y que en principio, nos
dejaron como herencia fisicos como Galileo Galilei, Johannes Kepler,
Newton, Huygens, Laplace, entre otros. Pondremos en duda conceptos
que resultan extraidas de las hipdtesis propuestas de como puede ser la

naturaleza, contra los verdaderos fendmenos naturales.

Se obtendra la primera solucion a las ecuaciones de Einstein que es
conocida como la “solucion de Schwarzschild”, asi como la discusion
acerca de que le pasa a esta solucién en el horizonte de eventos,
veremos que esta solucion en el radio de schwarzschild presenta una
singularidad de coordenada que debera ser eliminada, usando otras

coordenadas.

Se usara y deducira las coordenadas de Eddington-Finkelstein, para
eliminar la singularidad que hay en r; que es llamado el radio de
Schwarchild, también se trabajara con las coordenadas de Kruskal que
son un par de coordenadas con las cuales se le dara una forma
matematica a la métrica de Schwarzschild en donde ya no aparecera la
singularidad en el horizonte, es decir, se habrd eliminado esta

singularidad usando las coordenadas de Kruskal.

Se pondréan en duda la manera en que la fisica actual es que recurre con

gran facilidad a explicaciones abstractas, por momentos hasta misticas,



acerca de algunos fendmenos que suceden en nuestra naturaleza. Se
hablara también de la importancia que tiene el experimento en la
ciencia que se construyo con todas las dificultades que esto implicd
para los fisicos como Galileo y otros. Hablaremos del juego de la
ciencia y del juego platonico, en donde se recordara que el juego
actualmente empleado es la ciencia, y no las abstracciones platonicas
sin interés alguno por los fendmenos naturales, sino interés en el
razonamiento puro proveniente de si mismo, esta es la postura
platénica que se supone haber desaparecido por su falta de objetividad
y de ser poco acertadas a los fendmenos estudiados. Aunque al parecer
esta filosofia platdnica est4 ganando terrenos una vez mas en el campo
de la ciencia, se desconocen los motivos (consciente 0

inconscientemente) pero este es nuestro panorama actual.

Esperamos que este trabajo sea claro y nos sirva para hacer reflexiones

acerca de nuestro panorama actual de la ciencia.



Capitulo 1

ANTECEDENTES HISTORICOS DE AGUJEROS NEGROS

Los agujeros negros han sido objetos fisicos de gran interés en la
astrofisica y la cosmologia, cabe aclarar que estos objetos son de

interés debido a su gran complejidad tedrica como observacional.

No hace mucho tiempo, los agujeros negros eran muy dificiles de
detectar debido a que tienen campos gravitacionales tan intensos que ni
la luz misma puede salir de ellos, es por esto que era tan dificil
observarlos, estos objetos se forman debido a la muerte de estrellas,
hay una competencia entre fuerzas, la gravitacional y la presion de los
gases con los que esta formada la estrella, cuando la gravitacional es
mayor a la presion de la estrella entonces la estrella colapsara
formandose asi un agujero negro. En este trabajo veremos algunas
consecuencias de los agujeros negros tanto causalmente como
predicciones de otros universos, pero sin tomar ningln aseveramiento
debido que aunque los agujeros negros se han podido detectar en
nuestro universo todavia no se sabe que ocurre dentro de ellos asi que
parte de estos estudios que se trataran en este trabajo son meramente

tedricos y no existe ninguna observacion de dichas predicciones adn.

1.1. Los agujeros negros de Laplace

En 1969 John Wheeler fue el primero en nombrar a estos objetos con el
nombre de agujeros negros, pero 200 afios atras aproximadamente ya
eran sindnimo de debate. En esa época se encontraban dos posturas
acerca de la naturaleza de la luz; la Newtoniana, que establecia que la

luz estaba compuesta de diminutas particulas, y la segunda la de
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Huygens, que la luz estaba compuesta por ondas. Afios mas tarde se
encontré que la naturaleza de la luz estd asociada a ambas, tenia
caracteristicas ondulatorias y corpusculares a la vez, de aqui partieron
los fisicos para encontrar una nueva teoria, la mecanica cuantica. Pero
volviendo al tema, la teoria de Huygens no estaba nada claro como es
que se veria afectada la luz por la gravedad teniendo estas
caracteristicas ondulatorias, porque como no son particulas, entonces,
no tienen masa Yy la interaccion gravitacional es entre masas. Pero si la
luz estaba compuesta de particulas entonces si podrian ser afectadas
gravitacionalmente (como lo demostré Einstein con su teoria de la
relatividad general) como lo son los cohetes, las balas y los planetas.
Inicialmente se pensaba que las particulas de luz viajaban a velocidades
infinitas, de modo que la gravedad no seria capaz de atraparlas, pero el
descubrimiento de Ole Roemer en el afio de 1676 fue que la luz viajaba
a una velocidad finita, esto significaba que la gravedad pudiera tener

efectos sobre la luz.

En 1975 Pierre-Simdn Laplace en uno de sus trabajos hace notar, al
igual que Michell, que de acuerdo con la teoria Newtoniana de la

gravedad y la teoria corpuscular de la luz de Newton, la luz no puede

2GM
RC?

escapar de un cuerpo celeste tal que > 1, donde M es la masa del

objeto atractor, R es su radio, G la constante de gravitacion universal y
¢ la velocidad de la luz. Textualmente aclara “un astro luminoso de la
misma densidad de la tierra y cuyo diametro fuera 250 veces mayor
que la del sol, no dejara, debido a su atraccion gravitacional, que
ninguno de sus rayos llegara hasta nosotros; es, pues, que los cuerpos
luminosos mayores del universo sean, por su propia naturaleza,

invisibles”.



Laplace para decir lo anterior hizo un calculo simple. De la

conservacion de la energia tenemos que:

K+V=E (1.1)

Pero para un cuerpo atractor como una estrella y tratdndose de la luz
queriendo escapar de la estrella vemos que debe cumplir para superar
el campo gravitacional y salir de la estrella que

1 GMm

—mc?———> 1.2
ch " >0 (1.2)

De este modo se sigue que

1, - GMm 13

Smet =2 — (1.3)
2GM

r = 2 (1.4)

Que por definicion este es el radio de Schwarzschild. Pero debido a la
teoria ondulatoria de Huygens la cual se qued6 como la que explicaba
la naturaleza de la luz debido a que tuvo mucho éxito en los fenébmenos
Opticos como el de refraccion, difraccidn, reflexion, Laplace tuvo que

olvidar esta idea hasta siglos mas tarde retomadas por Schwarzschild.

Entonces las conclusiones de Laplace eran correctas, segun los datos
actuales el diametro tiene que ser 246 veces el diametro solar, lo cual
nos lleva a que la prediccion de Laplace fue muy buena. Hay que
agregar que este calculo clasico es el Unico que empata con la
relatividad general de Einstein, lo cual es interesante que para este
fendmeno tan increible como el de agujeros negros las dos teorias

convergen en el colapso.



1.2 Formacion de agujeros negros

La atraccion gravitacional que ejerce un objeto sobre una particula
depende solo de dos cosas: la masa del objeto y la distancia a la
particula. Esto es explicado por Newton y posteriormente por Einstein.

Para que un objeto que emite luz desde su superficie sea un agujero
negro, es decir, que no deje escapar dicha luz, debe tener suficiente
masa como para que la atraccién gravitacional en su superficie sea la
necesaria para poder frenar la luz. Toda esta en la relacion entre la
masa Yy el tamafio del objeto, es decir, debe cumplir ciertas condiciones
para que se forme, por ejemplo, que tenga mucha masa y un tamafio
pequefio. A este proceso que lleva a una estrella en convertirse en un

agujero negro se le conoce como “colapso gravitatorio”.

Expliquemos primero a grandes rasgos qué es una estrella, una estrella;
posee una gran cantidad de gas que se encuentra confinado a ella
debido a su propia gravedad, al igual que nuestra atmdsfera que se
encuentra atrapada en nuestro planeta tierra. La estrella tiene una forma
aproximada de una esfera y su tamafio no cambia durante miles de
millones de afios en su vida normal. Esto significa que existe una
fuerza que contrarresta a la atraccion gravitacional, de lo contrario el
gas seria atraido hacia el centro de la estrella cada vez mas y més hasta
hacer mas pequefio el tamarfio de la estrella, esta fuerza que contrarresta
a la gravedad es la presion del propio gas que esta en constante
equilibrio con la fuerza gravitacional, esta presion es muy alta debido a
las altas temperaturas que existen dentro de las estrellas, esto se debe a
las reacciones nucleares que se dan dentro de la estrella, en ellos los

atomos de hidrogeno(que es la mayor parte de gas que hay en las
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estrellas)se fusionan para formar atomos de helio y debido a esto hay

una gran liberacion de energia.

Una vez que la estrella pierde su combustible y su masa excede la masa
critica, que es conocido como el limite de Chandrasekhar, que es 1.5
veces la masa del sol, se convierte en una estrella de neutrones, en
donde los atomos se contraen tanto que los electrones para no violar el
principio de exclusién de Pauli se fusionan con los protones y crean
neutrones, estos resultados fueron estudiados por el fisico Robert
Oppenheimer en el afio de 1939. Después de esto los fisicos se
preguntaron si la estrella de neutrones podria llegar a un equilibrio y
detener el colapso gravitacional, y al parecer la respuesta es que no, la
fuerza gravitacional vencera a la presion y el colapso es inevitable
siempre y cuando la masa exceda unas 8 masas solares. EI mismo
Oppenheimer en conjunto con Hartland Snyder realizan un trabajo
referente a qué sucede con una estrella lo suficientemente grande, unas
60 veces la masa del sol, entonces, concluyeron que este es el problema
de una masa esférica que se comprime indefinidamente debido a su
propia atraccién gravitacional, a este colapso se le conoce como
agujero negro. En conclusion los agujeros negros se deben a las
estrellas, como vimos el final de una estrella debido a su masa,
terminard en enana blanca si no excede el limite de Chandrasekhar, o
en una estrella de neutrones, si excede este limite, 0 en un agujero

negro si su masa es muy grande.
1.3 Agujeros blancos y agujeros negros

El descubrimiento de la expansion del universo, ha sido de gran
importancia para los cientificos debido a que esto pretende explicar el
origen del mismo, mediante la teoria del “Big-bang”, que dice que
toda la materia estaba concentrada en una region del espacio, tan

pequefio como lo es un punto, como si fuera un agujero negro, hubo
.



una explosion y la materia se expandidé por todo el espaciotiempo
enfridndose y permitiendo que se formaran los atomos, la materia, las
galaxias, y todo lo que conocemos hoy en dia. Esto es importante
debido a que en el estudio de los agujeros negros, existen unos
resultados teoricos que nos hacen temblar s6lo de pensar lo maravilloso
que puede ser nuestro universo, que a veces hasta nos parece ficcion.
Como en los afos 20, Einstein en conjunto con Rosen encontraron lo
gue se conoce ahora como puente o portal de Einstein-Rosen, que es el
resultado de la estructura del espaciotiempo de la métrica de
Schwarzschild en las coordenadas de Eddington-Finkelstein, ain mas,
se ha propuesto la existencia de universos paralelos, y que el puente de
Einstein-Rosen conecta a estos dos universos, aunque John Wheeler
propuso que los dos universos paralelos son sélo dos puntos del mismo
universo separados por una distancia muy grande y que en este caso el
puente de Einstein-Rosen conectaria las dos regiones lejanas del

espacio a lo que llamo ““agujero de gusano” .

Bien, pues en los puentes de Einstein-Rosen lo que no se puede ver
dentro de un agujero negro, es lo que conecta al otro universo paralelo,
se le conoce como “agujero blanco”, y es lo contrario de un agujero
negro en lugar de absorber todo a su paso lo expulsa, es por esto que

algunos piensan que el Big-bang es el resultado de un agujero blanco.

Aunque todos estos resultados s6lo han sido elucubraciones arrojadas
de la geometria de los agujeros negros, hasta la fecha no existen
ninguna evidencia observacional de que existan estos puentes de
Einstein-Rosen o los agujeros de gusano de Wheeler, de manera que
hasta el momento son resultados matematicos, que no estan sustentados
en las mediciones astrondmicas, aunque también cabe decir que

desconocemos muchas cosas, como por ejemplo el concepto de



“singularidad”, que no es mas que algo que no podemos explicar

mediante las herramientas matematicas actuales.



Capitulo 2

LA SOLUCION DE SCHWARZSCHILD

La solucion que da Schwarzschild a las ecuaciones de campo de
Einstein no solo fue la primera solucion a estas ecuaciones si no
también es de las mas importantes ya que representa el espaciotiempo
generado por una masa esféricamente simétrica en su exterior y sin
rotacion. Esta métrica es muy utilizada en el campo de la astrofisica
para explicar cémo son los campos gravitacionales de objetos masivos

como lo pueden ser planetas o estrellas, etc.

Einstein habia dicho después de terminar la teoria de la relatividad
general que estas ecuaciones de campo, serian muy dificil resolver
debido a que por un lado se tiene informacion del espaciotiempo y por
el otro la informacién de que es lo que hace que este espaciotiempo se
deforme, entonces se le hacia muy dificil encontrar una solucién
general a estas ecuaciones, pero paso poco tiempo de esto cuando
Schwarzschild encontr6 la primer solucidn, y el truco fue imponerle
condiciones al espaciotiempo como se hace cuando se resuelve un

problema de valores en la frontera.

Schwarzschild impuso las siguientes condiciones a las ecuaciones de
Einstein:

e El campo es estatico

e El campo es esféricamente simétrico

e El espacio esta vacio

e El espacio es asintoticamente llano, es decir, si r — oo, se recupera

el espaciotiempo de Minkowski
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De manera general podemos escribir el tensor métrico covariante en

coordenadas esféricas de la siguiente manera:

Jee 9o 9to Gie

_| 9rt YGrr Iro Gre
I =\ gor  Gor oo o 21

g(pt g(pr g(p@ g(p(p

De donde aplicando las condiciones anteriores impuestas por

Schwarzschild el tensor métrico se reduce a:

gie O 0 0

10 g 0 0

Guv = 0 0 Jdog O
0 0 0 gy

(2.2)

Debido a que el campo gravitacional solo afecta las componentes
radiales y temporales tendremos que geg = Nge Y Gpp=Ne, d€ este

modo el tensor métrico queda:

_eZQ(T) 0 0 0
0 2A(T)
I € o 0 (2.3)
0 0 T 0
0 0 0 r’sen?8

Y la inversa del tensor métrico es:

11



Con o(r) y A(r) dos funciones a determinar a partir de las ecuaciones de

Einstein y que ademas deben cumplir que:

rh_)rg ®(r)=0 (2.5)

lim A(r) =0 (2.6)

T—00

Para que lejos del agujero negro se recupere el espaciotiempo de la

relatividad especial de Minkoski.

Necesitamos el tensor métrico debido a que aparece en el tensor de

curvatura.

2.1 La métrica de Schwarzschild

Las ecuaciones de Einstein son:

Gy = kT, (2.7)
Donde:
1
Gyv = Ruv - EguvR

12



Sustituyendo lo anterior en la (2.7) nos queda:

1
Ry — EguVR = kT,, (2.8)

Multiplicando por el tensor métrico contra variante tenemos que:
uv 1 uv
g Ry, — EguvR =kg Ty
1
Haciendo una contraccion tenemos:
1
R —R(4) = kT

De aqui que:
R = —kT (2.9)

Sustituyendo (2.9) en (2.8) tenemos que:
1
R;w - E (_kT)guv = kTuv

1
Ruv = kTuv - E (kT)guv

Ruv = k(Tuv - Tguv)
Para las ecuaciones de campo en el vacio T,,,, = 0 entonces:

G

=0 (2.10)



Esto implica que:
Ry, =0 (2.11)

Y debemos encontrar los:
Rgo=0 R5,=0
R11=0 R33=0

Y la forma del tensor de Ricci es:
Ry = 0,5 — 0,15, + LI L5, — Lo (2.12)

uotpv wvipo

Por lo que nos queda claro que hay que encontrar los simbolos de
Christoffel que son de la forma:

1
[;g/ = Egap(augpv + avgup - apguv) (2.13)

Calculamos los simbolos de Christoffel para =0 nos queda como:

0 1 0p
1711/ = Eg (augpv + avgup - apguv) (2.14)

0 0 0 0

FOO I—E)l 1—2)2 F03

0 0 0 0

o _ )T I Iz I

14



Debido a que el tensor métrico es diagonal y todos los demas términos
fuera de ella son cero, excepto para p=c son distintos de cero los

tensores métricos, por lo que se obtiene:

p=0c=0
0 1 00
[;‘w = Eg (augm/ + avguo - aoguv)

Desarrollando todos los términos quedan como:

0 @@) 0 0
[0 )o@ 0 0 0
e 0 0 0 0
0 0 0 0

Ahora para =p=1 tenemos que:

1
[;le = Egll(auglv + avgul - alguv) (2.15)

(I Ty Iy Igs)
WL
By ThGh T
Lfslo Iy I 1~313J

De este modo los simbolos para este caso son:

P'e24-2) 0 0

) 0 A 0 0

g 0 0 —re 24 0
0 0 0 —rsen?fe?4

16



Ahora para c=p=2 para obtener:

1
[/ttzv = _g22 (augm/ + avguz - azguv) (2.16)
2

(G T T3 13
pg={f M M fl
I, i 1% 1ﬂ23|

er% I 4 ri)

Asi los simbolos de Christoffel para este caso son:

0 0 0 0
r2 — 0 0 r-1 0
Hv 0 r-1 0 0
0 0 0 —senf cos6

Ya por ultimo calculamos los términos para c=p=3, para obtener:

1
IL?;/ = _g33(aug3v + avgu3 - 639;11/) (2.17)
2

IS g I T
s )Ry S OG
SR DS O O
\H B

Asi los simbolos de Christoffel para este caso son:
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0 0 0 0
1ﬂ3 — 0 0 0 1"_1
nv 0 0 0 cotf
0 r 1 cot@ O

Asi que podemos escribir los Unicos coeficientes de Christoffel

distintos de cero que son:

1 1 1 1 2 2 2 0 0 3 3 3 3
[bO'[111IEZ'[§31[12'I}l'153'161'110'[13'151'153'132

Pero debido a la propiedad de simetria de los simbolos de Christoffel:

L5 =17 (2.18)

Lo anterior se reduce a:

1 1 1 1 2 2 0 3 3
[bO'[11'[EZ'153'[12'[§3'161'[§1'153

Solo se reduce a 9 elementos de los cuales los pondremos en una tabla

puesto que los usaremos para obtener los tensores de Ricci:

Iy = @'e?(4=2) Ly =—re 4 Iy = —rsen?@e=24

1 _ !
I;7 =4 ) 9
I =r

18



I4 = —senfcosO

Ahora regresando a lo planteado anteriormente acerca del tensor de Ricci
que esta dado como:

Ruv = av[/'x% - acr[/'g/ + I—['fc)r[;')q/ - I;g/[;')% (2.19)

Corremos los indices para u = v = 0 entonces el tensor queda

Roo = 0oloy — 95150 + Fol:; 20 — Toolps (2.20)

Como podemos observar el primer termino de la ecuacion se anula
debido a que contiene una derivada parcial respecto al tiempo, entonces

nos dedicaremos a calcular los otros tres términos restantes.

Calculamos el segundo término:

0, I5h = 0olgy + 01150 + 0,155 + 0315y (2.21)

De la tabla que obtuvimos de los coeficientes de Christoffel podemos
notar que el tercer y cuarto término son cero, el primer término también
lo es debido a la derivada temporal, entonces, s6lo nos sobrevive el

segundo sumando.

19



2(p-4)

aoroao = ar<ple

Desarrollando la derivada respecto r nos queda finalmente

0,Ish = (" +20'% — 29" 1")¥>=D

Ahora calculemos el tercer sumando corriendo p

Loy = Tp oy + i + TA T + iyl
De donde corriendo sobre ¢ obtenemos

I 1 = 207200

Ya por ultimo calculamos

P —_ P o0 P 1 P2 P 3
roorp?f - I—borpo + roorpl + I—l)orpZ + F00Fp3

Asi que

TALG = (% + @' A + 20" )e?@=A

00! pa

(2.22)

(2.23)

Sustituyendo los resultados anteriores en el tensor de Ricci producimos

la siguiente ED

20



Roo =0
20'N — 202 — D" + 20" —P'E — NP — 20T

@'+ (@ —N+2r1)=0 (2.25)

Ahora calculamos:

Ry = 6111% - 001"1‘{ + 1"1’; p(i - 1"1?11;)% (2.26)

Calculando el primer sumando
0% = 0,13 + 01175 + 0,115 + 05133
OIS =@" + A" —2r 2
Calculando
— N = —N"
Calculamos
Lol = Dol + MLy + LELA + TS0 (227)

IALq =%+ A% +r72

Calculando el cuarto término

=0 (2.24)

21



—IHLG = —(IOT + AT + TATS + I3 T5)

De manera que calculando la suma sobre sigma tenemos
1

L5 = —N®' — A2 — 2\

Reacomodando términos tenemos

Ry =" + ' (d —A)— 207" (2.28)

Calculamos ahora

Ryy = 0,155 — 0,155 + IG5 — T505  (2.29)

Calculando el primer sumando

02155 = 0,1 + 02153 + 0,155 + 0,155

0,02 = —Csc?0

Calculando el segundo sumando

—601“202 = —601“202 - 611“212 - 621“222 - 631“232

—0,05 = (1 —2rA)e 24
22



Ahora calculamos el tercer término

L% = —2e 24 + cot?d

Ahora el

—THLS = rd'e " 4 rpe ™" 4 2e724
Ahora construimos él:
Ryy=[r(N —d)—1]e? +1=0 (2.30)
Ya por ultimo calculamos
Ry3=0
Rz = 03135 — 0513 + T 15, — T35 (2.31)

De igual forma como calculamos los anteriores se obtiene:

{[r(A — ") —1]e ?A + 1}sen?0 = 0 (2.32)

De tal modo que los tensores de Ricci son:

Q"+ P (D — AN +2r)=0 (2.33a)

23



D" + D' (d —A) =20 =0 (2.33b)
[r(A —d)—1]e 2 +1=0 (2.330)
{[r(N — @) —1]e 24 + 1}sen?0 = 0 (2.33d)

De este sistema de ecuaciones diferenciales tenemos que restando
(2.33a) a (2.33b) obtenemos:

2ANT 1+ 20 r 1 =0
Asi llegamos a que
¢ = —A (2.34)

Hemos encontrado una relacion entre las derivadas de las funciones a

determinar, asi pues sustituyendo (2.34) en (2.33c) obtenemos:

d - —
—(re 2y =1 (2.35)

Integrando respecto r obtenemos:
a
e =1+ - (2.36)
Siendo a una constante de integracion

Ahoratenemos que @ + A = W que se obtiene integrando respecto a
r la ecuacion (2.34), de aqui tenemos:

p2(®+4) — 1’ con W' =e?W = constane
De aqui

e 24 =W'e?? (2.37)
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Siendo asi aplicamos la condicion que el espaciotiempo es

asintoticamente plano para obtener el valor de W’
Entonces
w =1
Y con lo anterior témenos la siguiente relacion para (2.37)
—2A _ 2@

e =e

Por lo que podemos concluir también que
a
e?® =1+ — (2.38)

Ya con esto terminamos por obtener las componentes y sustituimos en

el tensor métrico

a
-(1+-) 0 0 0
r
0 1+ %y-1
Guv = 1+2) 0 0 | (2.39)
0 0 r? 0 /
0 0 0 r2sen?s

Ahora solo nos falta encontrar el valor de a. Sabemos bien que esta
métrica describe el espaciotiempo dentro y fuera de un objeto masivo
esféricamente simétrico como es el caso de una estrella o un planeta,
entonces, esperamos recuperar la forma de la métrica para campo débil

cuando r — oo, tomando este limite entonces tenemos

Gulr > ) =—(1+) (2.40)
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= z -1
grr(r > o) = (1+5) (241)

Por otro lado, de la métrica de campo débil tenemos

Gee = —(1 +20) (2.42)

grr = (1 —20) (2.43)

Donde db=—% de manera que comparando (2.40),(2.41) con

(2.42),(2.43) para obtener que @ = —2M, asi obtenemos la métrica de

Schwarzschild

1 M 0
/ ( " ) 0 0
2M
Juv = 0 1- T)_l 0 0 (2.44)
0 0 r? 0
0 0 0 1r?sen?d

También se puede escribir como el elemento de linea o intervalo de

espaciotiempo de la siguiente manera

2M 2M
dS2 = — (1 - 7) dtz + (1 - 7)_1(17'2

+ r2(d6? + sen?0dp?) (2.45)
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2.2 El problema en el horizonte de un agujero negro

El problema en el horizonte de Schwarzschild aparece en la ecuacion
(2.45) cuando r=2M vy para r=0, pero, en r=0 es una singularidad fisica,
la métrica no esta definida en ese punto, aunque para r=2M presenta
una singularidad de coordenada, veamos un ejemplo de esta

singularidades.

Bien lo que haremos es mostrar que la singularidad en el horizonte no
es una singularidad fisica sino una singularidad de coordenada. Es facil
a veces crear singularidades de coordenada por ejemplo podemos

tomar en el plano euclidiano la métrica:

ds? = dx? + dy? (2.46)

Ahora bien si introducimos la coordenada
1
n= §x3 (2.47)
Tendremos que:

x = (3)3 (2.48)

Tomando su diferencial nos queda

d
dx = -2 (2.49)

(3n)s
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De manera que sustituyendo en la métrica nos queda

d 2
ds2 =L ay2 (250

(3n)3

De donde se logra apreciar que existe una singularidad en n=0. A esto
se le conoce como singularidad de coordenada. Esta singularidad es
removible pero no es tan facil encontrar la forma de remover una
singularidad de coordenada o saber si una singularidad es debida a la

coordenada o no.
2.3 La Coordenada de Wheeler

Si miramos la estructura causal de la métrica de Schwarzschild,
mediante las geodésicas nulas radiales, las geodésicas nulas que van de
r=0ar = oo 0 Vviceversa. Para d® = d = 0, tomando el elemento

de linea a
ds? =0 para geodésicas nulas

Entonces:
2M 2M
0=— (1 - T) dtz + (1 —_ T)‘ldrz (251)

Multiplicando por (1 - g)y dividimos entre dr? nos queda:

dt? B 1
el (2.52)
Entonces:
dr =+ (2.53)
- LT 2M. :
(1--—)
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Integrando (2.53) tenemos:

f dt = f dr (2.54)
— | 2m, .
1--—)
Obtenemos que:

(u+2M)
t=t0+deu

De manera que:

t=z+[r+2MLn (ﬁ —1)] (2.55)
Y definimos a:
= [r +2MLn (ﬁ - 1)] (2.56)

Donde a (2.56) se le conoce como la coordenada de Regge-Wheeler.

Y podemos apreciar que la coordenada r toma valores en el rango
rg <r < oo, donde r; = 2M, mientras que la coordenada de Regge-
wheeler tomara valores en el rango —co < r* < 00.Vemos que para la

region r < r; se tiene que, si dividimos entre 7, se obtiene:
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Y restando 1 en la desigualdad construimos el factor del logaritmo de

la coordenada tortuga que es:

T
——1<0
Ts

De manera que como el logaritmo no admite cantidades menores que
cero para los nimeros reales, por tanto ese argumento debera estar en

valor absoluto entonces (2.56) se transforma en:

rt = [r +rgln

;s— 1” (2.57)
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Capitulo 3
LAS COORDENADAS DE EDDINGTON-FINKELSTEIN (E-F)

Habiendo encontrado ya la solucion de Schwarzschild, nos
encontramos con los problemas de r = 0 y r = . La singularidad de
r =0 es una singularidad esencial y es algo ya particular en los
agujeros negros, es decir, una singularidad fisica verdadera, pero en
r =1 produce una singularidad Unicamente por como se escoge el

sistema coordenado.

Es por esto que Eddington y Finkelstein introdujeron unas coordenadas
para eliminar la singularidad de 2M en la métrica de Schwarzschild,

que es lo que nos apresuraremos a hacer en este capitulo.

. . 2M
Notemos que el término (1 —==) no aparece en las componentes

angulares, por lo tanto las coordenadas U y V solo dependeran de las

coordenadas temporales y radiales.

3.1. Coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes
Introducimos las variables:

V=t+r" (3.1)
Que se obtuvo en la ecuacién (2.55) anteriormente

Con lo cual la diferencial es:
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1
dv = dt +dr|1+7— (3.2)

I's

Haciendo &lgebra llegamos a que el diferencial es:

dr
dv =dt + _ & (3.3)

T
Despejamos el diferencial de tiempo para obtener:

dr
dt = dv — _& (3.4)

r

Elevando al cuadrado (3.4) obtenemos:
rS — I«S —
dt? = dv? — 2dvdr[1 — 7] Ly dri[1 - 7] 2 (3.5)

Sustituyendo (3.5) en la métrica de Schwarzschild ecuacion (2.45)

obtenemos:
r
ds? = [1 _ 75] dV? + 2dVdr + r2[d6? + sen?0dg?]  (3.6)

De manera que para r = 2M en (3.6) se ve que ya no hay problema,
solamente se anula el primer término. Esto no implica que el tiempo se
detenga, solo tenemos que recordar que el diferencial dV tiene

componentes temporales.
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3.2 Coordenadas de Eddington-Finkelstein salientes

Ahora introducimos una nueva variable

U=t—r" (3.7)

Calculamos su diferencial usando la ecuacion (2.55) tenemos que:

r
dU = dt — [ ]dr (3.8)
r —TIg
De aqui finalmente obtenemos:
dr
dU =dt — — (3.9
5
T

Asi despejando el diferencial de tiempo y elevando al cuadrado nos

queda:

l«S TS
dt? = dU? — 2dUdr[1 — 7]—1 +dr?[1 - 7]-2 (3.10)
Sustituyendo (3.10) en la métrica de Schwarzschild nos queda que:

r
ds? = — [1 _ 75] dU? + 2dUdr + r2[d6? + sen?6dp?]  (3.11)

De (3.11) vemos que al igual que (3.6) el primer término se anula al

evaluar en r = ry pero lo demas permanece bien comportado.
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De manera que con estas nuevas coordenadas logramos quitar la
singularidad de r = rg.y demostramos que efectivamente sélo era una

singularidad de coordenada.

Ahora veremos qué es lo que pasa con la estructura causal de ambas

coordenadas.

3.3 La estructura causal de las coordenadas de Eddington-

Finkelstein

Restando las ecuaciones (3.1) y (3.7) tenemos que:
r
V—U=2r+2rn [r— - 1] (3.12)
S
Que podemos escribirla también como:

1
E(V_U) = [r+rsLn

;S— 1” (3.13)

Calculando sus diferenciales tenemos que:

Lav—any =—&
2 _[1 Is

(3.14)

De manera que despejando el diferencial de r y sustituyéndolo en la

ecuacion (3.11) obtenemos:
r
ds? = —[1- 75] dUdV + r2[d6? + sen?0dp?]  (3.15)

Que obtenemos el mismo resultado despejando el diferencial de r en

(3.14) y sustituyéndolo en (3.6). Pero ahora si apreciamos que en
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conjunto las coordenadas (U,V, 8, p) que mapean todas las regiones
dentro y fuera del agujero negro tienen problemas para r = rg debido g
que el primer término se hace cero en (3.15), de este modo necesitamos
otro conjunto de coordenadas que en conjunto no presente este

problema en 2M.
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Capitulo 4

COORDENADAS DE KRUSKAL

En este caso, la superficie r = 2M estd de nuevo a una distancia
infinita yaseaen V = —oo 0 U = oo . Por esto se realiza un cambio de

coordenada que traiga a esta superficie una distancia finita.

En términos de las nuevas coordenadas (i, ¥) definidas por:

14

U = 2r.e?rs 41
S

1%

i = —2r.e s (4.2)
Conry =2M

Estas coordenadas se llaman coordenadas de Kruskal-szekeres, donde
los puntos en el horizonte se encuentran parametrizadas por (ii =
0,28, ¥ (u,v=0,0,¢). El hecho de que U y V tengan valores finitos en
el horizonte sugiere que la forma de la métrica es regular en esos

puntos.

Con esto si sumamos (4.1) y (4.2) obtenemos:
v _u
U+ 10=12r (leS —e 2Ts) (4.3)
Entonces:

1 v _u
@D =T=r, (e —e)  (44)
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De donde ésta es la coordenada que introduciremos; ahora calculemos

su diferencial

|4 U

1 v _u
dT = EdVeZTs + EdUe 2Ts (45)

Ahora restando (4.1) y (4. 2) obtenemos:

s _u
U —1=2r (e”s +e er) (4.6)
Entonces:
1 v _u
E (V — ﬁ) =X = Tg (eZTS + e ZTS) (47)

Y ahora calculamos su diferencial:

|4 1 U

1 v _u
dX = EdVeZTs - EdUe 215 (48)

Ahora elevando al cuadrado (4.5) y (4.8) tenemos:

1 v o1 U | v-u
dTZ — —dVZBrS + _dUZe rs + =dVdUe 27s (4.9)
4 4 2
Y
1 Yy 1 v v-u
dX? =—-dV?ers + —dU%?e s —=dVdUe ?'s (4.10)
4 4 2
Ahora restando (4.9) y (4.10) tenemos que:
v-u
dT? — dX? = dVdUe?rs (4.11)

37



De tal manera que:

u-v

dvdU = (dT? — dX?)ezrs (4.12)

Sustituyendo (4.12) en (3.15) obtenemos una forma de la métrica en

términos de las coordenadas de Kruskal que es:

u-v

ds? = - 1= 2| @ - dx?e =

r2[d6? + sen?0dp?]  (4.13)

Ahora solo nos falta trabajar con la ecuacién (3.13) para desaparecer el

problema en r = 7, que es el objetivo de este estudio, entonces:

1 r
E(V—U)=r+rsLn -

Y se sigue que:

V-U r
=—+1Ln
27 Ty

r
——1
rS

Exponenciando lo anterior se tiene que:

r vV-u
e rse?rs = [—— 1 (4.14)
Multiplicando el lado derecho de (4.14) por el factor %/% tenemos:

r v-u

r?e e = (1——) (4.15)
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Sustituyendo (4.15) en (4.13) obtenemos finalmente:

r V-U u-v

r, _r VU u-v
ds? = —?Se rse 2rs (dT? — dX?)e 27s

+ 1r2[dB? + sen?0d¢?] (4.16)

Ahora observemos que esta nueva forma a la que hemos llevado a la
métrica de Schwarzschild no es singular en r =2M, la Unica
singularidad sigue siendo la que hay en r =0, que no podemos
eliminar eligiendo otro sistema de coordenadas ya que ésta es una
singularidad real o fisica la estructura del espaciotiempo de un agujero

negro.

Estos mapeos con estas nuevas coordenadas traen a la luz segun los
estudios realizados hasta ahora que un agujero negro es la conexién
entre dos universos. Uno de estos universos es donde nos encontramos
nosotros y el otro es donde se encuentra el otro extremo del agujero
negro que no se puede observar, al otro se le conoce con el nombre de
agujero blanco y tiene la caracteristica que a diferencia de los agujeros
negros, éste expulsa materia, es por esto que los tedricos que trabajan
en este campo muestran la importancia de estos fendmenos debido a
que se, cree que un agujero blanco podria haber sido la razén de como

se origino nuestro universo.
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Conclusiones:

Ya se ha visto que estos fendmenos de la naturaleza son muy interesantes,
pero pareciera que estamos tomando una postura ya antes tomada en la
historia de la ciencia, siempre es bueno preguntarnos ¢qué es la ciencia?,
bueno pues puede haber varias formas de contestar a esta pregunta, pero
una de ellas sencillamente es el estudio de los fendbmenos naturales que
suscitan en nuestro universo, con la ayuda de teorias matematicas y
experimentos que verifiquen la veracidad de estas teorias, hace algunos
siglos la ciencia era s6lo lo que la razon nos indicaba y eso nos llevé a un
atraso de més de un siglo, me pregunto si hoy en dia los fisicos saben

exactamente lo que es la ciencia.

Me preocupa el hecho de que la razén esta ganando terreno en el campo de
la fisica como lo hicieron los platénicos en su tiempo, en el caso de los
agujeros negros los fisicos aseguran la existencia de dos universos por lo
menos, 0 mas de dos, como consecuencia de la estructura del agujero negro
en las coordenadas de Kruskal, sin ningin argumento experimental u
observacional, también aseguran que de un agujero negro se pudo haber
originado el universo apoyandose del hipotético “agujero blanco”, la
cuestion es, si nuestro universo se cred de un “agujero blanco”, significa
que nuestro universo es una maquina de produccion de miles de universos,
debido a que existen en nuestro universo millones de agujeros negros y
entonces por cada agujero negro que haya, existe un nuevo universo
credndose, es interesante pensar en un universo de esta indole, pero todas
estas deducciones supuestas por las coordenadas de Kruskal son totalmente
hipoteéticas, sin ninguna base experimental y este tipo de cosas son traidas
como consecuencia debido que se olvida o se desconoce las dos partes de
la cual se compone la ciencia. Por ejemplo los estudios que se realizaron en
esta tesis para r < r, parecieran que no son del todo correctos(o en todo

caso habria que revisar si las funciones son suaves y diferenciables en esta
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region), debido que en esa region del espaciotiempo las funciones y el
espaciotiempo mismo no son bien comportados, cosa que exige las
ecuaciones de Einstein, de manera que ya de entrada introducimos la
hipotesis de que en la region r < r; el espaciotiempo sigue siendo suave y
diferenciable. Es posible que la falta de fé en la existencia de Dios para los
cientificos se deba a que no hay evidencia experimental de él, no se le ha
observado ni detectado, aunque en la fisica hay muchos fenbmenos que no
se les ha medido, ni detectado, ni mucho menos observado, y nadie se pone
a cuestionar su existencia. Esto se debe a nuestra incapacidad de no
abandonar la hipotesis, o tal vez que no hemos ain encontrado como

estudiar a la naturaleza sin recurrir a fantasias o al misticismo.

Hoy en dia en la fisica existen muchas cosas que se desconoce su
explicacion y se recurre a cosas “virtuales”, los estados virtuales,
desplazamientos virtuales, particulas virtuales etc. Y todas estas cosas
virtuales no se pueden medir ni observar pero son validas en el contexto de
las teorias y hacemos como si existieran en la naturaleza. Esto es un
ejemplo de que tan facil los cientificos recurrimos a la hipétesis, es como

nuestro pecado original.

Por ejemplo, dentro de la regién r < 7, un cuerpo experimentaria cambios
en las coordenadas temporales y espaciales de forma extrafia, como por
ejemplo la componente temporal juega el papel de la coordenada de r y
viceversa, de manera que esto es un resultado de la teoria en esa region,
aunque no pueda ver ninguna evidencia observacional, debido que al
cruzar el horizonte de eventos nada puede ser observado desde afuera, es
curioso que las coordenadas independientes intercambian papeles en esa

region.

En resumen, necesariamente tenemos que recurrir a los experimentos, a las

mediciones u observaciones para la validez de una teoria y ademas que
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estos experimentos puedan medir que las hipdétesis introducidas en estas
teorias correspondan lo mas fielmente posible a los fendmenos naturales.
No introducir hipdtesis fantasmas como las cosas “virtuales” que no se
pueden medir u observar, nuestra ciencia se basa en evidencias
experimentales también, adn que haya algunos que piensen que ésta
pudiera ser una postura ortodoxa de la ciencia, debemos saber
perfectamente cémo se juega el juego antes de poder jugarlo, y tratar de
pensar en como remplazar esas hipotesis de virtualidad que presenta
algunos campos de la ciencia, como lo son las particulas virtuales, los

universos paralelos, entre otras cosas.
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Apéndice A
Espacios curvados (coordenadas curvilineas)
Sea un objeto en el espacio ubicado por las siguientes coordenadas:
W =w(xy,2) ,u; =u(x,y,2) ,uz = uz(x,y,2)
Ahora tenemos qué los vectores base son variables en el espacio curvo.

Definiendo las bases reciprocas tenemos que:

R or

e = E
Y

el = vu!
También tenemos que:

é'é; = &
Las componentes covariantes son:

a; = d.ée;
Las componentes contravariantes son:

al = d.é

De manera que el tensor métrico se define como:

9ij = €i-€j
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Y el espacio de Riemann es:
ds? = dr.dr
ds? = g;;du‘du’

Donde este es el esquema general para los espacios curvos, el tensor

métrico, los vectores base y el elemento de linea.

El tensor métrico es utilizado para subir o bajar indices de la siguiente

manera:
gijb? =b" 5  gYb; = b’

i

9% g = 6]

Los simbolos de Christoffel

—

. . de;
Consideremos las derivadas de los vectores base ﬁ, donde este es un
vector, que podemos escribirlo como combinacién lineal de los vectores
base €. Introduciendo el simbolo Fij?" para denotar los coeficientes de esta

combinacion lineal, tenemos:

aé)l k=
e Iijey ey

.. . 08é;
Donde I“l-j-‘ es el coeficiente k-esimo del vector a—z}.

Usando la relacion:

QY
o
[

2

En la ecuacion (1) tenemos que:
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de;
kol _ 21 L
I;76, =€ i
Para obtener:
0€;
rt=gl,—
Y ou’

Los simbolos de Christoffel son simétricos respecto al intercambio de

indices como:

06, 0o  0oF 08
ow  ouwoul  ouldul  aul

08; B d¢;
ow  dul

(2)

Comparando la ecuacion (2) con (1) tenemos que:
Iifé = [ é,
[féc—Giee=0 5  &(Lf-L)=0

De manera que hemos llegado a la propiedad de simetria de los simbolos

de Christoffel:
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Ahora bien para obtener una expresion para los simbolos de Christoffel,

usaremos la derivada del tensor métrico.

agU ae] 051
ouk u"( &) =ik au" jau"

De la ecuacion (1) tenemos que:

agij

2 2 l > o l
Sk ei.eli +ej.ely

L

99:
a_ulli = ]kgl] + szgu (4)

Ahora permutando ciclicamente los indices libres i, j, k obtenemos:

99k
=27 = Lign + liegia - (5)

0Yki
ow l rk]gll + I—;]gkl (6)

Ahora sumando (5) y (6) y restando (4):

agjk + agki _ agl]
out  dul ouk

= ZF]gkl

1 Kl ag}k agkl agl]]
2 aul ouw  ouk
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En donde hemos encontrado como estdn expresados los simbolos de

Christoffel.
Tensor de curvatura

Partimos de la definicion de la derivada covariante que es:

vp;q = axq pqvj (8)

— ; I-vj

Vpiar = 57 rVja — F rVp;j €)

De manera que sustituyendo (8) en (9) tenemos:

0 (')vp

; ov . dv
j j k j q 1
Vpqr = 3 Grd quv]) I ——F Vk)_rqr(_axr_rqrvl)

praq

d dv Jd av; LY
Vpear = L — v — L) =+ [T, — ) —
; Ox" 0x4 a r pq p dx4 p Jq q dxT
+ quervl (10)
Ahora invirtiendo los indices tenemos que:
d avp Jd av; : - dv.
— ] J ] rk ] r
Yira = 50d 957 9xd Lrvj — Ipq xT + Dpgljrvie — Iig Axd
+ ALy, (A1)
Ahora tomando la diferencia de (10) y (11) tenemos que:
_ I"] I"k d I—'] I"] I"k 4+ — d I"]
Yoiar = Vpira = YprljqVk T 57 pa’ jrVe T 5 g orVi
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Renombrando indices para poner al vector v;como producto de todo

tenemos que:

N =F"I“jv-—il“jv-—1“k1“jv-+il“jv-
piar — Yoira = lorliqVi T G teaVi T Indlin V) T G j

. o . . a .
—(rkpi j Kk i j
Upiqr — Vpirq = (Fprrkq T X Ipq = Tpglir + x4 Fpr)'vj

Donde esto se transforma en:

_ pJ
Vpigr — Vpyrq = qurvj (12)

Donde:

. . . . a .
j _ rkpi J k J J
Rypgr = Tprliq — oxT Loq = Ipglier + x4 Ior

Que es el tensor de Riemann.

Apéndice B
Transformacion de las coordenadas de E-F a las de Kruskal

La intencion es tener un buen comportamiento en el sistema coordenado

usando las coordenadas U y V como las dos coordenadas en el plano r vs t.

El sistema coordenado resultante se relaciona con las coordenadas de

Schwarzschild por:
V-U=2r" (D
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V+U=2t (2)
Y el elemento de linea en términos de las nuevas coordenadas es:
2M
ds? = — [1 — 7] dvdU + r2[d8? + sen?0dg?]  (3)
Entonces (1) es:

V—U=2[r+2MLn(ﬁ—1)]

L= in -1

4M 2M 2M
v-u r r
e sM = (W — 1)ezM
_u r r _v
e 4M = (ﬁ_ 1) ezMe 4M (4)
Pero de la ecuacion:
V=t+r" (5)

Sustituyendo (5) en (4) nos queda:

5 r T r _t v
u:_(ﬁ—l)z eiM e aM = —e aM (6)
Ahora de:
V+U=2t
V+U—4Mt
- 2M
U+V_ t
4aM  2M
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U
Y multiplicando por e M lo anterior obtenemos:

v Lt _U
e4M = e2M @ aM

Y de:
U=t—r"

Sustituyendo (8) en (7) tendremos:

r it T v
U= (m— 1)2 esM e4M = e4aM

()

(8)

%)

De manera que (6) y (9) son las ecuaciones de Kruskal introducidas en el

capitulo 4.
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Apéndice C

También se puede llevar el intervalo espaciotiempo de la métrica de
Schwarchild a la formulacion completica de la relatividad general
haciendo:

ds? =elel +e?e? +e¥e¥ —eVe? (1)

Esta es el intervalo de espaciotiempo puesto en formas diferenciales (1-
forma). De tal manera que identificando términos de ds en la métrica de
Schwarzschild podriamos identificar las tétradas como:

r V-U Uu-v

r, _r v=u u-v
ds? = —?Se rse 2rs (dT? — dX?)e?rs +1r?[dO? + sen?Ode?]

De este modo las tétradas quedan como:

r

elr — (Tser Ts)l/sz

T

r.e Ts
21 _ (s 124y
e ( " )

e3 =rdf
e =rsenfdy

Con esto se puede llegar a la forma izquierdo degenerado que es:

ds? = 2ele? 4+ 2e3e*
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