|

Posgrado en

“El saber de mis hijos

hara mi grandeza” EDUCATIVA
UN IVERSIDAD DE SONORA Universidad de Sonora

Division de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Matematicas

TESIS

“Uso de mecanismos articulados para el trazado de curvas para la
ensefanza del concepto elipse en el bachillerato”

Para obtener el grado de:

MAESTRA EN CIENCIAS
CON ESPECIALIDAD EN MATEMATICA EDUCATIVA

Presenta:

Luisa Cristina Rodriguez Ibarra

Director de tesis:

Dr. José Luis Soto Munguia

Hermosillo, Sonora Febrero 2023



Universidad de Sonora

Repositorio Institucional UNISON

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

(@0SIe)

Excepto si se sefiala otra cosa, la licencia del item se describe como openAccess



Agradecimientos

Quiero agradecer primeramente a mis profesores del Posgrado en Matematica
Educativa, por su guia durante este viaje por el conocimiento, sin sus ensefianzas,
comentarios y retos, habria sido imposible desarrollar este proyecto. En particular,
agradezco a mi director Dr. José Luis Soto Munguia, por toda el ayuda, los comentarios
y la paciencia.

Agradezco a Conacyt por la oportunidad de financiar mis estudios en el posgrado de
mi preferencia, el cual cursé con mucho entusiasmo y dedicacién. Sin ciencia no habra
una transformaciéon nacional.

Le dedico un agradecimiento especial a mi familia, pues sin su apoyo y animo, me
hubiera sido imposible sacar adelante mis cursos y, sobre todo, mi tesis.

Agradezco y dedico este trabajo a Manuel Eduardo Radbago, mi amigo y compafiero de
vida.



0o 1o [V oo 1o T N 4
1. Antecedentes y ProblematiCa...........cccueeuueeereenniiineenniiissennsiisssensssssssnnsssssssnssssssssssssssses 9
1.1 PreSentacion .......ccccceeeeiiiiiiiii s s 9
1.2 RePasO RISTONICO ....cciiiiiiemeniiiiiiiiieiieeseieiitereesnensssessseneesnnssssssssssnessnnnsssssssssnsesnnnsssnssssnns 10
2.3 Marco Curricular de la Geometria Analitica .......ccoovviiiiiiiiiiiiiiiiiiini, 20

2.4 Estudios relacionados con el uso de mecanismos articulados en la ensefnanza de la

BEOMEEIA cereeuniiiiiiiiieieciseierireerneese s st ereesnanssssssssesersnnsssssssssessesnnnsssssssssseesnnnsssssssssnessnnnnssns 28
2.5 Objetivo GeNeral ........ceeueciiiieceeirecccreieecrrere e e renan e s eenas e e e ennsesseennssssesnnssssesnnsassennnnnanens 31
2.5.1 ODbjJEtiVOS ESPECITICOS ..eeureiuiiiiiiiieiiie ittt ettt st s e st e s b e st e e s st e sabeesbeesabeesneenane 32

2 1Y [ 1o =T o Y g [ o o N 33
4. MetOdOIOGiQ.........ccuueuueeeeeneiereennieereeiieiisreieiesssensiissssnsessssssssssssssssssssssnsssssssnssssssnes 44
5. Diseno de las secuencias y analiSis G Priori ..............ceeeeeenceerieenierseenieeseennsiesseennssnnnns 47
5.1 ElipSOZrafo de ProcClo .....c.cceeeiieeiieniieneieeniiieniireeerenerenserenssernsesensserensssessessnssssnsessnssssnne 48
5.1.1 Caracteristicas de 1a CONSTrUCCION VIFTUAL....ccuiirieiiiienieeiieesiee sttt re e s st saee s 49
5.1.2 Ecuacion de la elipse trazada por el Elipsdgrafo de Proclo .........cceeveerieieieiniieeeieeneceee e 50

0 3 Vo -1 L3 T 1 1 Lo o [ 57
6. Puesta en escena y andlisis @ POSLEIIOri...............eeeeeeneerreennieeneeeniesseeenisessennssesssnnnes 59
(o0 V3 = TR E s Lo 1 =] o (o o [N 61
AR o Ty Lol [ 7 (o T-% 3 77
7.1 Posibles lineas de trabajo @ futuro .......c.cccciiiieiiiiiiiiiiiiccrrrccrrre e se e e e 80
REfEIENCIAS ......ccuueeeeeeeeeririeiiiiiiiiieiiiseitieieesissnesessessessasissesssssnsssssssessnsssssnsssssassssnassnsnnnns 82

ANEXO. Secuencias de ACLIVIOAAES. ..........ceueeereereeeereirereeresrereessresessossssesssssssesssssssessnnens 85



Introduccion

Dentro de las habilidades matematicas que se esperan desarrollan en los
estudiantes en el transcurso del bachillerato en México se encuentra el pensamiento
geométrico, el cual regularmente se explora entre el segundo y tercer semestre. Por un
lado, en segundo semestre se abordan las operaciones figurales que involucran
conceptos como angulos, lados, congruencia y semejanza. Por otro lado, en tercer
semestre existe un curso llamado Matematicas IlII, el cual estd dedicado a estudiar
algunos conceptos de Geometria Analitica. Haciendo una revisién del programa de
dicha materia de la Direccién General de Bachillerato (DGB), observamos que se declara
objetivo de éste: promover habilidades que al estudiantado le permitan “percibir e

interpretar su entorno espacial desde un enfoque geométrico analitico” (SEP, 2017, p.6).

Por su parte, la Direccion General de Educacidn Tecnoldgica Industrial (DGETI)
sefiala que la materia de Geometria Analitica tiene como fin que cada estudiante
“interprete, argumente, comunique y resuelva diversas situaciones problematicas de su
contexto por medios graficos y analiticos, que incluyan la representacion de figuras en
el plano cartesiano.” (DGETI 2017, p.13). Sin embargo, aunque asi estd declarado,
consideramos que existe un problema al observar la realidad de lo que pasa en las aulas,
este problema radica en que, con el paso de los afios, en la escuela se ha minimizado la
importancia de la geometria sintética, la cual va estrechamente relacionada con el uso
del pensamiento geométrico. Cabe sefialar que el pensamiento geométrico
entenderemos a aquel en donde “se evidencia la importancia de la visualizacion de
relaciones entre objetos geométricos y posterior modelacion de éstas, asi como la
elaboracién y comparaciéon de algunos procedimientos propios de la geometria y de
otros, que posibilitan la transicion de una representaciéon concreta de objetos
geométricos a un analisis de propiedades de estos.” Jaime, Sdnchez Robayo, y Fonseca

Gonzalez (2008).

En el presente trabajo se disefié de una secuencia didactica que tuviera como objetivo
fomentar el pensamiento geométrico y con ello, el estudio de la elipse con una

perspectiva sobre los diferentes registros de representaciéon que tiene, asi como las



condiciones a las que estan sujetas todos los puntos que la conforman. Se reporta

también la experiencia que hubo durante el progreso de nuestros objetivos.

En el primer capitulo se hace una descripcion de la problematica que
reconocemos y que en gran medida motiva este trabajo. Se hizo una revision
bibliografica para contrastar los planteamientos geométricos con algunos hechos por
René Descartes en su obra La Geometria y con ello identificar los elementos que se

retoman y cuales se han dejado de lado, pero que seria importante recuperar.

Por ejemplo, se puede percibir en algunos libros de texto utilizados para
impartir esta materia, como las herramientas geométricas han ido quedando rezagadas
ante las algebraicas; esto se observa en especial al revisar como es el tipo de situaciones
problema y las estrategias de soluciéon planteadas a las y los estudiantes. Existe un
descuido general en la ensefianza de la geometria y en particular algunos aspectos de
su enseflanza, por ejemplo, el razonamiento y la argumentacidn. Es frecuente encontrar
actividades que proponen una situaciéon problema dentro de un contexto geométrico,
el cual se presenta mas bien como un pretexto para llegar cuanto antes a su
representacion algebraica y el tratamiento que podemos hacer de ellas, obviando o
ignorando el analisis las relaciones y conjeturas de caracter geométrico, como las
relaciones entre rectas, angulos, semejanza de figuras, paralelismo, congruencia y

ortogonalidad, entre otras.

En el capitulo dedicado a antecedentes se explora de forma mas amplia el tipo
de planteamientos que Descartes propone en la Geometria Analitica, asi como algunos
trabajos que rescatan y utilizan métodos geométricos y que incentivan en gran medida
las ideas que se buscan incorporar en el disefio de las secuencias didacticas; esto por
varias razones, primeramente porque ilustran de manera concisa actividades en las que
intervienen estudios de Geometria Analitica con uso de artefactos manipulables y
segundo, porque al ser algunos trabajos de intervencion, serd importante centrar la
atencion en cudles son las reacciones y distintos tipos de situaciones que se generan

entre las y los estudiantes, en particular, al abordar conceptos matematicos escolares



en un ambiente en el que los y las estudiantes participan de manera activa en la

resolucién de las situaciones planteadas.

Es importante sefalar que las herramientas algebraicas tienen una gran
potencia al momento de enfrentar una situaciéon problema, y es quiza esta una de las
razones por las que las operaciones algebraicas son tan utilizadas en las clases de

matematicas, aunque sea esta de Geometria.

El marco teérico en el que descansan la gran mayoria de los conceptos aplicados
para el disefio y posterior analisis es la Teoria de Representaciones de Duval. En el
capitulo que se presenta de manera extensa, se explican los diferentes tipos de
representaciéon que posee un mismo objeto matematico y la identificacion y relacion
entre los diferentes elementos de cada uno de ellos, asi como el razonamiento y la

argumentacion que se utiliza para justificar el paso entre las distintas representaciones.

En este sentido, Duval sefiala que “entre todos los campos de conocimiento en
los que los estudiantes deben entrar, la Geometria es el que exige la actividad cognitiva
mas completa, ya que apela al gesto, al lenguaje y a la mirada.” (Duval, 2016, p. 13). La
dificultad de este aprendizaje tiene diversas razones, Duval (2016) determina que “ver
una figura en geometria exige disociar lo que corresponde a la magnitud”. Por ello nos
resulta de sumo interés ahondar mas en los métodos de ensefianza de la Geometria y
analizar cuales son las posibles areas de oportunidad en cuanto al tipo de heuristicas

que se pueden formular a partir del establecimiento de relaciones geométricas.

El objetivo general y los objetivos especificos estan orientados a propiciar
discursos de naturaleza geométrica, basada, entre otras cosas, en la visualizacién de las
componentes o propiedades geométricas de las figuras, en este caso en particular
dentro de los cursos de Geometria Analitica de preparatoria, favoreciendo la
visualizacion geométrica y tomando como caso particular de estudio a la elipse. A partir
de dichos objetivos, nos propusimos una serie de acciones metodologicas a seguir para
ordenar el trabajo: el tiempo dedicado al disefio de la secuencia, la planeaciéon de la

puesta en escena, la obtencidn de resultados y el analisis posterior.



Lo relativo al disefno de las secuencias didacticas esta contenido en el capitulo
VII, en él se describe de forma mas profunda cada una de las actividades que la integran.
En un principio se pens6 que sélo seria una, sin embargo, al final se realizaron un par
de secuencias de actividades. En una se utiliza un mecanismo no articulado y en la otra
se introduce el Elipségrafo de Proclo de manera virtual. El uso de aparatos de trazado
puede generar propuestas de ensefianza alineadas a los propdsitos de la ensefianza de

la geometria en el bachillerato, porque:

a) Coincidimos con lo dicho por Bartolini (1998), al afirmar que la
introduccién de artefactos en las clases de geometria presta diferentes perspectivas
para clarificar el razonamiento entre los estudiantes, pues motiva el interés al salirse

de los métodos tradicionales de ensefianza.

b) Ademas que, la justificacion de su funcionamiento da pauta para
establecer las condiciones que cumplen los puntos de la curva trazada, con el fin de

comprender el lugar geométrico de la elipse.

Asi mismo se promueve la busqueda de relaciones entre las componentes de las
representaciones figurales presentadas, con la intencién de generar distintas
estrategias y aumentar la comprension de los distintos conceptos geométricos
abordados, pretendiendo que de su analisis se desprenda una argumentacion valida y
que finalmente, sean todas ellas herramientas utiles al momento de resolver problemas

de geometria.

Este trabajo es parte de un proyecto mas amplio que contempla el uso de
mecanismos articulados para el trazado de curvas como herramienta didactica para la
enseflanza de Geometria, el cual se centra en las secciones conicas. En el caso de este
proyecto en particular, se toma como objeto matematico de interés el concepto de la

elipse.

En el capitulo VIII se presentan los andlisis hechos una vez teniendo los
resultados de la puesta en escena, la cual sufri6 cambios en la estrategia de

implementacion debido a las circunstancias que se atravesaron. El 2019 se distingui6



por la emergencia sanitaria mundial de la pandemia del COVID-19, en donde se vieron
paralizadas las actividades escolares y posteriormente, se retomaron de manera
virtual. Por ello, tanto los disefios de las secuencias como la implementacién pasaron
de estar planteadas en un entorno fisico y con una manipulaciéon directa de los
mecanismos, a realizarlo todo de manera virtual y remota. Es decir, se retom¢ la
dinamica virtual de las clases, publicando las actividades en una plataforma y las
sesiones de trabajo en equipo fue mediante ZOOM. Asi mismo los resultados
recolectados fueron los que estas implementaciones dejaron. Las evidencias consisten
en grabaciones de las sesiones virtuales (tanto los momentos frente a grupo como el
trabajo en equipos), asi como las hojas de trabajo entregadas por los grupos al finalizar
las actividades. Este apartado fue fundamental para nuestro trabajo, pues es donde se
realizé la contrastacion tedrica con lo que pretendia promover nuestra intervencion
didactica, los que realmente sucedio6 en la practica y los elementos teéricos en los cuales

descansan las hipotesis planteadas.

Finalmente, en el ultimo capitulo se expondran las conclusiones mas
importantes del trabajo, tanto desde un punto de vista teérico como lo relativo a lo

practico, esto haciendo referencia de la puesta en escenay el analisis posterior.

Cabe destacar que tanto los antecedentes de la Geometria como los elementos
tedricos de la teoria de representaciones semioticas de Duval tuvieron un papel
fundamental para guiar tanto el analisis como para explicar y categorizar mas de una
situacion a la que nos enfrentamos. Principalmente rescatamos la idea de que cuando
se trata de geometria, es necesario dedicar una mayor cantidad de tiempo y esfuerzo a
comprender los elementos geométricos que resultan tan validos y utiles como los
algebraicos. Aunque esto implique de manera directa una mayor dedicacion de tiempo
para generar una coordinacion en los distintos registros de representacion del objeto

matematico en cuestion, en este caso la elipse.



1. Antecedentes y Problematica

1.1 PRESENTACION

En este apartado se hace una descripcién sobre las distintas problematicas que
enfrenta la ensefianza de la Geometria y cdmo es que se han sobrellevado los retos a
través del tiempo. Duval (1998) menciona que “Ensefiar geometria es mas complejo y
comunmente menos exitoso que ensefiar operaciones numéricas o algebra elemental;
entonces, ;por qué enseflar geometria a todos los estudiantes? O mas aun, ;por qué
ensefiar geometria?” (p. 37). Quiza no hay una respuesta unica para estas interrogantes,
sin embargo, es innegable la fortaleza que posee la Geometria no solo como rama de las
matematicas sino también, como una herramienta didactica muy potente dadas las
multiples posibilidades de representacién que ofrece, pues todos percibimos los
objetos materiales y mentales de distintas maneras. Retomamos la idea que postula
Goldenberg (1998): La geometria puede ayudar a los estudiantes a conectarse con las

matematicas,

e Los estudiantes se conectan bien con estudios geométricos seleccionados
apropiadamente. Los diversos ganchos incluyen nada menos que el arte, la ciencia fisica,
la imaginacidn, biologia, curiosidad, disefio mecanico y juego.

e La Geometria también se conecta ampliamente con el resto de las matematicas.
Asumiendo una especie de propiedad transitiva, las conexiones de la geometria, tanto a
los estudiantes como al resto de las matematicas, podria ayudarnos a construir buenos
puentes, atrayendo a mas estudiantes y una comunidad ajena a las matematicas en

general. (Goldenberg 1998, p. 3)

Rodriguez (2021) sefiala que la ensefianza de la Geometria esta incluida dentro de la
matematica escolar, sin embargo, ha sufrido, al igual que otros contenidos,

transformaciones en el tiempo. En este sentido observa que:

... se ha priorizado la ensefianza de la geometria analitica, haciendo uso de herramientas
algebraicas y dejando de lado la visualizacion de objetos geométricos y sus propiedades y es
este aporte visual lo que afiade a la geometria un factor que no se debe descuidar sobre todo en

la resolucién de problemas. (Mammana y Villani, 1998, p. 4)



1.2 REPASO HISTORICO

Se realiz6 una revision en la literatura acerca de la evolucion de los
planteamientos dentro del campo de la Geometria, para comprender cdmo se concebia
la generacion de ecuaciones y expresiones algebraicas a través de sus correspondientes
curvas, dando paso a la Geometria Analitica. Dentro del transcurso de este camino hubo
un momento en el que el rumbo y enfoque de la ensefianza y aprendizaje de la

Geometria cambi6 y con ello, se fueron transformando las dinamicas en las aulas.

Deniss (2009) afirma que el concepto de Geometria Analitica evolucioné en las
matematicas de la Europa del siglo XVII, en ese momento el significado del término era
bastante diferente al que se tiene en la actualidad. La principal diferencia conceptual
era que las curvas eran concebidas como objetos matematicos por si mismos, es decir,
teniendo una existencia primaria antes de incluir cualquier analisis de sus propiedades
numeéricas o algebraicas. Las ecuaciones no eran las que creaban las curvas; sino que
las curvas dieron lugar a ecuaciones. Los métodos geométricos para dibujar cada curva
siempre fueron primero, y luego, analizando las acciones geométricas involucradas en
un aparato fisico de dibujo de curvas, llegaria a una ecuacién que relaciona pares de

coordenadas Dennis y Confrey (1995).

Descartes utiliz6 ecuaciones para generar una taxonomia de curvas (Lenoir,
1979). Esta tradicion de concebir las curvas como resultado de acciones geométricas se
mantuvo posteriormente en la obra de Roberval, Pascal, Newton y Leibniz desembocé
en el calculo, una matematica desarrollada que involucré un tratamiento entre curvas

y ecuaciones, que después dieron el paso a la definicion moderna de funciones.

Dennis (1997), sefiala que en su origen que la Geometria Analitica se enfocaba
en el estudio de curvas, las cuales fueron construidas a partir de acciones geométricas
como representacion de la trayectoria del movimiento. En este sentido, a partir del
disefio de mecanismos articulados para el trazado de curvas, tuvo sentido introducir
una idea inicial de un plano cartesiano donde pudieran asociarse coordenadas de
posicién a puntos, con la finalidad de identificar la distancia de un punto mévil a un

punto de referencia, y posteriormente, llegar a una ecuacién que representara tal



movimiento, es decir: “las ecuaciones no crearon curvas; las curvas dieron lugar a las

ecuaciones” (Dennis 1997, p. 2).

De la misma manera, se reconoce que la construccidn de sistemas geométricos
que incluyen curvas conicas fueron acompafados primeramente de mecanismos como
la regla o el compas, sin embargo, conforme se iban complicando las curvas se
requirieron mecanismos mas sofisticados dando paso a los primeros sistemas
articulados, los cuales se tiene registro se deben gracias a los avances de los
matematicos griegos del siglo V a.C. y fueron construidos para resolver algunos
problemas relativos a conicas y algunos para encontrar soluciones a ecuaciones de

tercer grado insolubles inicamente con regla y compas.

La primera referencia clasica a un sistema dindmico de construccién de curvas
es la del sistema destinado a la construccidn de la cuadratriz atribuido a Hippias (460
- 400 a.C.), el cual se muestra en la Figura 1. Con esta curva se puede dividir un angulo

en un numero cualquiera de partes iguales.

| | | \\;/ﬁsf

© . o A

Figura 1. Del lado izquierdo se muestra el trazo de la cuadratriz y del lado derecho se afiaden los trazos que indican la triseccion del
angulo. Fuente: https://nanopdf.com/download/triseccion-de-un-angulo-con-la-trisectriz-de-hipias_pdf

A pesar de esto, Mozo (2017) sefiala que no hay muchas referencias de
mecanismos articulados capaces de dibujar cénicas hasta fechas posteriores. Asi
mismo, reporta que una de las primeras es la de Proclo (418 - 485 d. C.) que habla de
un compas para dibujar parabolas atribuido a Isidoro de Mileto. Hay referencias de dos

aparatos, uno presumiblemente de Platon, y otro atribuido a Nicomedes (siglo III a.C.)



los cuales se mencioné anteriormente, se componen de sistemas mecanicos disefiados
para el calculo de raices ctibicas y tienen aplicacién directa tanto a resolver el problema
Deliano (la duplicacién del cubo), como el problema de la triseccién del angulo. Aroca
(2013) hace una detallada descripcién de ambos mecanismos, a continuacidn,

presentaremos el primero de ellos.

El aparato consiste en tres barras, dos de las cuales, a y 3, estan rigidamente unidas por
un extremo formando un “angulo recto, con vértice B, y la tercera y se puede desplazar
alo largo de 3 a la que esta unida por uno de sus extremos C, manteniendo paralela a a

(ver Figura 2).

Figura 2. Aparato para resolver el problema Deliano, atribuido a Platon. Elaborada por Mozo (2017, p.16)

En cierto sentido es similar al compas y podria usarse, como este, para dibujar

circunferencias. En la figura citada se puede apreciar como se usa. Si queremos calcular



la raiz cubica de — es decir de la medida del segmento d tomando a como unidad, en un
a

sistema cartesiano se hace pasar la barra a por el punto (—a, 0), y la barray por el punto
(0,-d) y a continuacién se desplaza la Barra 3 hasta que se colocan, el vértice C en el eje
x (punto (c, 0)) y el B alcanza el eje y (punto (0, b)). La aplicacién del teorema de la

altura a los tridngulos rectangulos ABC y BCD establece que:

2 = et matods (e =Y

A o . . b3 :
Donde el ultimo término deja a d con un valor igual a — Yy a partir de esto se

resuelve el problema de la duplicacion del cubo.

Dejando atras la época griega, es innegable que cuando hablamos de Geometria
Analitica, existe una tradicién de artefactos o mecanismos que permiten solucionar
ecuaciones de mayor orden o bien, trazar curvas mas complejas que las rectas o la
circunferencia, como, por ejemplo, las cénicas. En el afio de 1657, Van Schooten publicé
su “Exercitationum mathematicarum libri quinque”. En el Libro III, van Schooten trata
de reconstruir algunas de las obras de Apolonio en lugares geométricos. Este fue un
importante tema de investigacion de la época. Quiza la obra mas conocida de Van
Schooten es "Organica conicarum sectionum ", o "Los instrumentos de las secciones
conicas." Como sugiere el titulo, el capitulo describe una variedad de mecanismos para
la elaboracién de las diferentes secciones conicas. Por ejemplo, a continuacion,
recuperamos la descripcion que Cortés (2012) hace sobre el elipségrafo de Van

Schooten (Figura 3):



Figura 3. Elipsdgrafo de Van Schooten. Elaborado por Cortés (2012, p.163)

Este mecanismo esta comprendido por Antiparalelogramo ABCD mostrado en la
Figura anterior. Las condiciones de su construccion nos indican la igualdad entre las
longitudes de los siguientes segmentos: AB = CD y AD = BC. Se dice que es
antiparalelogramo porque tiene dos pares opuestos de lados de longitud igual, pero en
el que los lados de uno de los pares se cruzan entre si. El mas largo de los dos pares de
lados siempre seran los que se crucen. Los puntos A y B son fijos (los focos de la elipse
que traza). La interseccién esta sefialada por el punto E. Al mover el mecanismo el punto
E tiene desplazamiento por los segmentos AD y BC, describiendo durante su trayectoria
una elipse. En la Figura 4 se muestra la construccién hecha por Cortés (2012) donde

afiade trazos auxiliares que permiten visualizar mejor la descripcion que se realizara.



Figura 4. Elipségrafo de Van Schooten con trazos auxiliares. Elaborado por Cortés (2012, p.163).

Por la construccion sabemos que:
AB =CD
AD = BC

La linea punteada t, es un eje de simetria. También se trazan los segmentos AC y BD.

Sea M el punto de la interseccion de t con CAy N el punto de la interseccion entre ty

BD.
El trazo del eje de simetria tiene las siguientes implicaciones en la Figura:

e tesperpendicular alos segmentos BD y AC y los corta en su punto medio, es
decir, es la mediatriz.

e tcortaalosangulos DEBy CEA por la mitad, es decir, es la bisectriz de
éstos.

Con lo anterior, podemos afirmar que los tridngulos BEN y DEN son congruentes, por el

criterio LAL:

e Tienen a EN como lado comun.
e Angulo BNE = Angulo DNE (pues el eje de simetria es perpendicular a BD y forma

angulos rectos).



e BN =ND (puesto que t biseca a BD por ser eje de simetria).

~ ABEN

R

ADEN
Y también por el criterio LAL,
~ AMEA = AMEC
De las dos congruencias anteriores obtenemos que el A AEB es congruente con A CED
por el criterio LLL (ya que de las congruencias anteriores deducimos que EB ED y EA

EC ademas de que por construcciéon conociamos que AB CD). De alli vemos que:

AE + EB = AE + ED = AD = constante.

Y con esto, se cumple la condiciéon para que el punto E trace una elipse segin la

definicién de lugar geométrico de esta curva conica.

Cabe destacar, que, si bien han sido muchos los matematicos involucrados en la
evolucion de la Geometria, una de las figuras mas prominentes en la historia,
particularmente al hablar de Geometria Analitica, Descartes (1637) muestra ejemplos
de la aplicacion del método de pensamiento que él proponia. En dicho ensayo podemos
observar cémo son los primeros planteamientos que se hacen respecto a la
visualizacion del espacio, y cdmo es que a partir de conjeturas meramente geométricas
encuentra relaciones que posteriormente expresa en lenguaje algebraico. Es decir,
dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su ecuacién

matematica.

La Geometria esta compuesta por tres libros: el primero Problemas que pueden
resolverse sin emplear mads que circulos y lineas rectas, el segundo De la naturaleza
de las lineas curvas y el tercero Sobre la construccion de problemas de sdlidos y
supersolidos. A pesar de ser el mas breve de los apéndices del Discurso, ha tenido una

repercusion tan significativa que derivo en toda una nueva rama de las matematicas.

Gonzalez (2003) incluye en su texto “Los origenes de la Geometria Analitica” una
descripcion sobre el trabajo que desarrolldé René Descartes, quien afirma que todos los
problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a ciertos términos, que no es

necesario conocer previamente mas que la longitud de algunas lineas rectas para



construirlos, tanto las que poseen valores desconocidos como que no. Luego, sin
considerar ninguna diferencia entre estas lineas conocidas y desconocidas, se debe
examinar la dificultad seglin el orden que se presente como mas natural de todos, en la
forma como aquellas lineas dependen mutuamente las unas de las otras, hasta que se
haya encontrado la manera de expresar una misma cantidad de dos maneras: lo que se
denomina una ecuacidén, porque dicho de otra manera, se parte de una igualdad con
valores conocidos y desconocidos y se pueden realizar ciertos tratamientos para

encontrar los valores desconocidos.

Por ejemplo, en la descripcién de la construccion del hiperbolégrafo de
Descartes, el cual se muestra en la_Figura 5, Manzano (2017, p.28) hace un resumen
muy preciso de cudl es la evolucién de los planteamientos hechos por Descartes

originalmente, mismo que se retomara a continuacién:

Figura 5. Hiperboldgrafo de Descartes. Fuente: Descartes (1637, pp. 319-322)

A partir de la construccion anterior, Descartes (citado en Manzano, 2017) describe:

Sea la curva EC descrita por la interseccion de la barra GL con la figura rectilinea
NKL cuyo lado KN es generado indefinidamente en direccién a Cy que, movido en el
mismo plano de manera que su didmetro KL coincide siempre con parte de la linea
AB, proporciona a la barra GL un movimiento giratorio alrededor de G (la barra estd
unida a la figura NKL en L). Si quiero encontrar a qué clase pertenece esta curva,
elijo una linea recta, como AB, y en ella elijo un punto A por el que empezar la

investigacion. Digo 'escojo esto y esto' porque somos libres de elegir los que



queramos para hacer la ecuacion lo mds corta y simple posible y no importa qué
recta escoja en vez de la AB ya que la curva serd siempre de la misma clase como es

fdcilmente demostrable. (p. 28-30)

Asi, Descartes asegura que el grado de la ecuacién que describe la curva es
independiente del sistema de coordenadas elegido. Para encontrar la ecuaciéon que

describe esa curva, procede de la siguiente forma:

e Primeramente, introduce las variables

AB=y

BC=x
e Después, se declaran las constantes

GA=a

KL=b

NL=c

e Anpartir de la figura se observa que los tridngulos KLN y KBC son semejantes, asi
que tenemos:

De aqui, se tiene que:
b
AL=y+BL=y+Ex—b

Como los triangulos LBC y LAG son semejantes:

BC_ AG
BL AL
de donde obtenemos:
X a b ) b b
b b *”‘(“zx‘ )‘“(zx‘ )

cX—b y+_-x—b

Entonces:



b ab c
xy+ xz—bx=7x—ab <—>x2=cx—B xy +ax —ac

Descartes dejo asi la ecuacién ya que queria enfatizar que era de segundo grado,

concluyendo entonces que era una hipérbola.

En este ejemplo se puede observar que las ideas que Descartes plantean para
guiar el discurso que le permite ir encontrando y generando relaciones, es de naturaleza
geométrica, es decir, a partir de las curvas trazadas, se generan las ecuaciones y no al
revés. Se parte de la premisa de semejanza entre figuras y a partir de ahi se sigue en la

formacién de argumentos dados a partir de las condiciones del mecanismo en cuestion.

El contexto planteado no busca tinicamente llegar a la ecuacion de la hipérbola,
también muestra la importancia de la visualizacion que se debe hacer de los
componentes de la configuraciéon presentada y cdmo esta visualizacién deriva en el

planteamiento de relaciones y subconfiguraciones que parten de la construccion inicial.

Después del auge que provocd entre la comunidad matematica el método
propuesto por Descartes, se realizaron una serie de propuestas distintas en el campo
de las matematicas que, si bien no eran propias de la geometria, lograron permear en
la forma de entender y ensefiar la materia. En particular, en el siglo XX se formé un
grupo de matematicos franceses cuya vision de la matematica era mucho mas abstracta
y algebraica. Mathias (1992) reporta que este grupo, llamado Bourbaki, propuso un
replanteamiento de las matematicas y el rigor con que eran planteadas y ensefiadas.
Afirmaban que, para ensefiar cierto tema, lo fundamental era aprender los axiomas
involucrados, el planteamiento era encontrar las ideas generales en las distintas areas
de la matematica ayudandose sobre todo de las estructuras. El colectivo estaba formado
por muchos matematicos muy reconocidos a nivel internacional, es por lo que lograron
tener gran repercusion, al grado de que la tendencia de ensefianza de matematicas en
las escuelas cambié y esto puede apreciarse particularmente en los cursos de

Geometria.



Mathias (1992) reporta que “Los Bourbaki” han manifestado que sus
publicaciones no estaban destinados especificamente a la ensefianza en ninguno de sus
niveles (menos para ser usados como libros de texto), sino que eran mas bien un tipo

de "caja de herramientas" para las y los investigadores matematicos.

Mathias (1992) muestra cdmo ha sido el cambio entre la manera de hacer y
describir la matematica en los ultimos cincuenta afos, y que ha sido mayor en Francia
que en otros paises. Asi mismo, resalta su contribucion en la organizacion de una parte
de la matematica, desde los grandes problemas hasta cuestiones aparentemente
secundarias como la terminologia o la notacién, dos terrenos en los que permearon de

manera profunda.

A partir de estas influencias en los enfoques y planteamientos matematicos, los
libros de texto, asi como esto, los programas educativos no quedaron exentos de
haberse transformados en distintos grados y niveles. Un ejemplo de ello es
precisamente la visidn algebraica que ha dominado en muchos ambitos. Si bien es
innegable la potencia de las herramientas algebraicas al momento de enfrentarse a una
situacion problema, hay ramas de la matematica, como la geometria, en la que se ven
involucrados objetos matematicos con una naturaleza de representacion grafica, de la
cual se pueden desprender elementos propios de las figuras geométricas como el
paralelismo, ortogonalidad, semejanza y congruencia entre figuras, que resultan igual

de validos al dar solucién a dicha situacion problema.

2.3 MARCO CURRICULAR DE LA GEOMETRIA ANALITICA

Para comprender como estos cambios han sido plasmados en el curriculo escolar, se
revisé el estatus actual de la Geometria dentro de los programas de estudio de
bachillerato en México, utilizando algunos ejemplos en concreto que describen mejor
lo que queremos sefalar. Puesto, aunque observamos que los cursos sefialan tener
como fin que cada estudiante “interprete, argumente, comunique y resuelva diversas
situaciones problemdticas de su contexto por medios grdficos y analiticos, que incluyan la
representacion de figuras en el plano cartesiano.” (DGETI 2017, p.13). Consideramos que

existe una discrepancia en la realidad que vive la ensefianza de geometria en las



escuelas, este problema radica en que, con el paso de los afios, en la academia se ha
minimizado la importancia de la geometria sintética, la cual va estrechamente

relacionada con el uso del pensamiento geométrico.

Segun la DGB (2017), en el programa de estudios de tercer semestre de
preparatoria, propuesto por la Direcciéon General de Bachillerato (COBACH) como el
propuesto por la Direccidon General de Educacion Tecnolégica Industrial (DGETI), se
plantea como parte del contenido curricular estudiar Geometria Analitica, siendo ese el
nombre la materia en DGETI y “Matematicas III” en el sistema COBACH.
Particularmente, cuando se habla del enfoque de la materia, se menciona que el objetivo
es promover el desarrollo de habilidades caracteristicas del pensamiento légico-
matematico, asi como de la capacidad de proponer alternativas de solucién a diversos

problemas presentes en su entorno desde diversos enfoques.

Dentro del curso, se indica a las y los profesores introducir a las y los estudiantes
a conceptos como: sistemas de coordenadas, linea recta o coénicas, a través de la
solucién de problemas que les permitan percibir e interpretar su entorno espacial
desde un enfoque geométrico analitico. Sin embargo, haciendo una revisiéon en algunos
de los libros de texto de nivel medio superior, se observa que la realidad dista de esos

planteamientos.

Ejemplo de esto son los siguientes ejercicios (Figuras 6 y 7) propuestos por el
libro que se utiliza para la materia de Matematicas III en Colegio de Bachilleres del
Estado de Sonora 2017. El primer recuadro es parte de la actividad diagndstica que
introduce al tema de elipses. En este ejercicio toma como contexto la forma de las
orbitas planetarias que recorren una trayectoria eliptica alrededor del Sol. Sin embargo,
sin ningun tipo de informacién previa sobre la elipse (o sobre el movimiento de los
planetas) y a continuacidn, sin profundizar en la explicacion, se les pide que desarrollen
e igualen a cero una ecuaciéon cuadratica. Dejando ver que Unicamente la mencién de la
elipse es un paso para dirigirnos a un trabajo operativo algebraico. En donde las curvas

no son las protagonicas, si no las ecuaciones que “estan tras ellas”.



Lee cuidadosamente y realiza lo que te solicita cada uno de los reactivos. Escribe con letra
clara y legible cada uno de los procedimientos, simplificando al maximo.

1. ;Qué tipo de orbita tienen los planetas?

2. ;En gué punto se encuentra el sol dentro de la drbita de los planetas?

3. Desarrolla e iguala a cero la ecuacion &-2)° . 0;_2) g
16 5

Figura 6. Ejemplo de actividad diagnéstica del tema Elipse propuesta por el libro de
Matematicas III. Pag. 182. Ed. Colegio de Bachilleres Sonora.

Mientras tanto, otra muestra de la algebrizacion en los cursos de Geometria es la siguiente
actividad, en ella destacamos que ya sin proporcionar ningtin contexto se mete de lleno a
proponer un desarrollo algebraico, con el fin de encontrar la ecuacién de la elipse. Sin
embargo, no se utiliza ninglin recurso geométrico para apoyar el razonamiento o
asociacion con la representacion figural o grafica de ésta, sino que dada la elipse se
procede a solicitar un desarrollo algebraico una ecuacién a partir de la suma de las
distancias focales. Este desarrollo no es trivial, puesto que se tienen que hacer bastantes

pasos de despejes y factorizacion para llegar a la ecuacién en la forma candnica.

ACTIVIDAD 3
SD4.1-B
Poniendo el centro de la elipse en el srigen y un punto Pix, ¥) en uno de los vértices, los focos
quedarian en las coordenadas F (-, 0 ) y F, (¢, 0 )y tomando en cuenta que la suma de las

distancia de cada uno de ellos al punto Plx, y) es igual a 2o. Determina los pasos a seguir para
delerminar su ecuacidn :

dPF,+ dPF =1a

"

Jix+e }z + + \.'] e }z +y =g

Vix+e)l+y =2a + (x-c)+)

Figura 7. Actividad 3 propuesta por el libro de Matematicas III. Pag. 190. Ed. Colegio de
Bachilleres Sonora.



O bien, los ejercicios propuestos por el libro de Matematicas III (2015) el cual es
utilizado en los programas de telebachillerato comunitario (Figuras 8 y 9). En la Figura
8 se aprecia en la actividad no. 1 que la forma de abordar a la elipse se limita a hacer
una diseccién de sus partes y la identificacién de éstas. Posteriormente se observa
nuevamente que sin ningun tipo de solicitud geométrica les dan las coordenadas de los
vértices y focos de una elipse y se pide encontrar la ecuacion que la describe. Esto hace
parecer que la figura geométrica no tiene mayor trascendencia, sino que sus partes son
las dadoras de las condiciones que conforman una ecuacion para su tratamiento y no
como generadora de ella. Lo mismo ocurre en el punto tres, donde a partir de la
ecuacion nos piden seguir el camino contrario y encontrar los elementos de la elipse
(posicién de focos, vértices, etc.), sin embargo, nunca se pide después la graficacion de
las elipses encontradas. Abonando mas a la idea de que la figura y la ecuacion son dos
objetos distintos y no representaciones de uno mismo, dejando relegados los aspectos

de visualizacién en el proceso resolutivo.

1. Escribe dentro del recuadro el nombre o la variable que corresponde a cada
elemento de la elipse.

2. Encuentra la ecuacion de la elipse y todos sus elementos, cuyos vértices estan
en V(0, 6) y V(0, -6) y sus focos en F(0, 3) y F(0, -3).

3. Dada la siguiente ecuacion de la elipse en su forma ordinaria, determina sus
elementos:
x

==
9

2

<

=1
2

2]

Figura 8. Ejercicio propuesto en el libro de Matematicas III Telebachillerato. Pag. 258. Ed. SEP



Por otro lado, tenemos la siguiente actividad de la Figura 9, la cual realmente es
muy similar a la anterior, no existe ninguna situacion problema, mas bien son ejercicios
que buscan mecanizar los procesos de desarrollo algebraicos. No parece que haya
intension de generar andlisis o razonamientos geométricos sobre la elipse, si no por el
contrario, centrar el quehacer en el tratamiento de las ecuaciones. Mas alla de decir que
la visualizacion esta rezagada, se puede observar que no es parte de las habilidades que
se busca promover. Asi mismo, se sefiala que nuevamente se ve afectada la relacion de
ver a la elipse como un solo objeto matematico en sus diferentes representaciones, es
decir, es una curva que genera una ecuacion, asi como los puntos que la conforman

cumplen la condicén del lugar geomético que la determina.

Aplicas los elementos y las ecuaciones de una elipse

Realiza los siguientes ejercicios en tu cuaderno.
2. Encuentra la ecuacion de la elipse y todos sus elementos, cuyos vértices estan
en V(0, 6) y V'(0, -6) y sus focos en F(0, 3) y F(0, -3).

3. Dada la siguiente ecuacion de la elipse en su forma ordinaria, determina sus

elementos: 2 2
x y

—+ ==

9 25

4. Dada la ecuacion de la elipse 16x% + 4y2 = 16 determina todos sus elementos.

5. Dada la siguiente ecuacion de la elipse en su forma ordinaria, determina sus ele-
mentos:
x2 y2

i — =1

36 9

Figura 9. Ejercicio propuesto en el libro de Matematicas III Telebachillerato. Pag. 259. Ed. SEP

Asi como estos, existen otros muchos ejemplos de ejercicios o problemas donde
podemos encontrarnos que el uso de figuras o situaciones con un cierto contexto
geométrico, se convierten un paso en el camino que conduce al algebra, es decir, una
forma de trabajo con base en expresiones analiticas y su tratamiento, en lugar de un
problema que verdaderamente involucre un razonamiento geométrico. Segun Hitt
(1998), en la ensenanza de la geometria hay un predominio del pensamiento
algoritmico sobre el visual; basado en ideas de Vinner (1989), Eisenberg y Dreyfus

(1990) senala:



“Hay un predominio del pensamiento algoritmico sobre el visual, una de las causas posibles es
que pensar visualmente exige demandas cognitivas superiores a las que exige el pensar
algoritmicamente; otra, es que los profesores de matematicas promueven el pensamiento

algoritmico sobre el visual”. (Hitt, 1998. p.27)

Una consecuencia visible de estas practicas son los resultados de la prueba PISA
(2012), en donde México ha resultado estar por debajo de la media esperada de
resultados de matematicas y tan solo un 4.5% de los estudiantes logran llegar a resolver
correctamente problemadticas que involucren herramientas geométricas superiores al

teorema de Pitagoras.

Es trascendente sefialar, cual es la definicion de la competencia matematica que
PISA utiliza: se define como la capacidad del individuo para formular, emplear e
interpretar las matematicas en una variedad de contextos. Incluye el razonamiento
matematico y el uso de conceptos, procedimientos, datos y herramientas matematicas
para describir, explicar y predecir fendmenos. Esta competencia le ayuda al individuo a
reconocer la funcién que desempeian las matematicas en el mundo, emitir juicios bien
fundados y tomar decisiones necesarias en su vida diaria como ciudadano constructivo,

comprometido y reflexivo. (OCDE, 2013).

Es necesario hacer una reflexiéon sobre esta definicidn, puesto que, si se compara
con respecto al enfoque de la materia Matematicas Ill, hay algunas similitudes, sin
embargo, al ver los resultados de PISA, se puede conjeturar que, o bien, no ha habido
un correcto aprovechamiento por parte de la gran mayoria del alumnado o el quehacer
geométrico en las aulas difiere del requerido para hacer la prueba y obtener resultados

satisfactorios.

Dentro de la educacién matematica existen distintos problemas que van
surgiendo cuando uno pretende ensefiar matematicas, Freudenthal (1980) enumera
trece problematicas frecuentes y una de ellas menciona en particular de la Geometria,
en él dice: “;Puede usted ensefiar geometria haciendo que quien aprende reflexione
sobre las intuiciones espaciales que éste posee?”. Esta pregunta es una motivaciéon

importante para el desarrollo de este trabajo, puesto que a partir de ella se ponen en



discusion los métodos de ensefnanza, asi como el enfoque que se le da a esta asignatura

en nivel bachillerato.

La importancia de la implementacion de esta secuencia de actividades en
primera instancia, es rescatar la Geometria Analitica planteada por Descartes segun
presenta el proyecto de Dennis (1997), pero también se busca promover en los
estudiantes el desarrollo de las habilidades de visualizacién geomeétrica segun el
proyecto de Gutiérrez (1992), lo cual se ha descuidado en la educacién actual de nivel
bachillerato en México, haciendo mas evidente esta ausencia al llegar el estudiante al

nivel universitario donde se demanda el desarrollo del andlisis geométrico.

Segin Duval (2016) “la Geometria Analitica es quizd una rama de las
matematicas mas complejas de ensefiar, esto porque la produccién de enunciados en
geometria requiere funcionamientos cognitivos que son diferentes y mas complejos
que los que se aplican fuera de la geometria.” Para lograr este tipo de habilidades es
necesario que las y los estudiantes sean capaces de abordar un objeto matematico
desde distintas representaciones, particularmente, las representaciones figurales,
algebraicas y llevar a cabo procesos de visualizacién de las propiedades geométricas de

los objetos involucrados.

Segun Duval (2016), entre todos los campos de conocimiento en los que los
estudiantes deben entrar, la geometria es el que exige la actividad cognitiva mas
completa, ya que apela al gesto, al lenguaje y a la mirada. Alli es necesario construir,
razonar y ver, indisociablemente. Asegura también que la geometria es el campo mas
dificil de ensefiar y uno de aquellos en los que, aun cuando los objetivos sean muy
modestos, los resultados que se alcanzan son decepcionantes ademas de recordar las

dificultades que conciernen a los problemas de demostracion, tipicos del campo.

Una de las estrategias que seguimos para generar en las y los estudiantes un
mayor interés hacia los aspectos geométricos de las situaciones problema, es la
incorporacion del uso de mecanismos articulados para el trazado curvas, la integracion

de esos mecanismos en las problematicas es parte fundamental de este trabajo.



Atendiendo las disposiciones oficiales, no podemos dejar de mencionar que en 2019
se expidi6 una Ley General de Educacién y se abrogdé la Ley General de la
Infraestructura Educativa. DAndonos como resultado una nueva ley que describe lo que
ahora se conoce como “la nueva escuela mexicana”, contiene en el Capitulo IV “de la
orientacidén integral” dos articulos que hablan de las consideraciones que contiene la

propuesta. Destacamos los siguientes articulos:

e Articulo 17. La orientacion integral en la nueva escuela mexicana comprende la
formacidén para la vida de los educandos, asi como los contenidos de los planes y
programas de estudio, la vinculacién de la escuela con la comunidad y la
adecuada formacién de los maestros en los procesos de ensefianza aprendizaje,
acorde con este criterio.

e Articulo 18. La orientacién integral, en la formacién de la mexicana y el
mexicano dentro del Sistema Educativo Nacional, considerara lo siguiente:

L. El pensamiento l6gico matematico y la alfabetizaciéon numérica; ...

Asi mismo, el Articulo 24. Sefiala que los planes y programas de estudio en
educacion media superior promoveran el desarrollo integral de los educandos, sus
conocimientos, habilidades, aptitudes, actitudes y competencias profesionales, a
través de aprendizajes significativos en areas disciplinares de las ciencias naturales
y experimentales, las ciencias sociales y las humanidades; asi como en areas de
conocimientos transversales integradas por el pensamiento matematico, la historia,
la comunicacidn, la cultura, las artes, la educacion fisica y el aprendizaje digital.
Ademas, define el pensamiento l6gico matematico como: estructura el pensamiento
a partir del razonamiento légico y la abstraccién, capacidades mediante las cuales se
consigue, entre otros, comprender conceptos, establecer relaciones, plantear
problematicas, identificar soluciones; elementos todos ellos cruciales para resolver

situaciones de diversa indole en todo el trayecto formativo.

Si bien hay aun mucho que profundizar, analizar y reportar sobre la Nueva
Escuela Mexicana, consideramos que la propuesta de intervencion que hacemos es

aplicable tanto dentro de parametros de la ley anterior como los de la actual, pues el



pensamiento geométrico y la Geometria Analitica siguen siendo considerado de la

misma forma dentro de plan de estudios.

Como se ha mencionado antes, una parte fundamental de este trabajo es la
introduccién de mecanismos como herramienta didactica en el disefio de la propuesta
de intervencion, por ello como un primer acercamiento, es necesario revisar trabajos
realizados previamente por autores que los hayan implementado, asi como hacer una

analisis y reflexion de sus resultados obtenidos y conclusiones.

2.4 ESTUDIOS RELACIONADOS CON EL USO DE MECANISMOS ARTICULADOS EN
LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA

Se han realizado trabajos que buscan un mejor aprendizaje de la geometria,
como el de Bartolini (1998), quien afirma que, si bien la contextualizaciéon es
importante al momento de enseflar geometria, puede no ser suficiente; ademas sefiala
que la introducciéon de artefactos en las clases de geometria presta diferentes
perspectivas para clarificar el razonamiento entre las y los estudiantes, pues los motiva

el interés al salirse de los métodos tradicionales de ensefianza.

Se decidié incorporar mecanismos articulados, para que sus movimientos sean
los generadores de curvas y que estas curvas trazas se identifiquen como
representaciones del resultado de una configuracion, para finalmente lograr reconocer
a las ecuaciones como representaciones de las curvas trazadas, con la intencién de
lograr asi la reincorporacidn del enfoque de la Geometria Analitica original de Descarte
a un formato mas compatible con el ambientes escolar actual, donde se pretende
utilizar como apoyo los mecanismos articulados disefiados con nuevas herramientas

tecnoldgicas.

Ademas, cabe destacar que el desarrollo de las matematicas no se podria
entender por completo si se estudian inicamente sus elementos tedricos y se ignora el
uso de los instrumentos y maquinas, pues son éstas en infinidad de casos, quienes han
apuntalado en la validacién y generacién de sus multiples resultados. Incluso
actualmente existen areas de la matematica que no podrian concebirse sin el uso de

alguin tipo de mecanismo tecnologico.



Manzano (2017) describe a un mecanismo articulado como un sistema mecanico
compuesto por barras rigidas unidas mediante articulaciones. Tales articulaciones
pueden permitir deslizar las barras entre si. Dentro de los artefactos existe una
categoria referente a “artefactos articulados para el trazado de curvas” y un ejemplo
comun de ellos son los elipsdgrafos, que se han utilizado por diferentes personas a
través del tiempo para el trazado de elipses. Abundan variedades: hay desde
construcciones muy simples hasta otras mas complejas. Para ejemplificar algunas, las

mostradas en la Figura 10.

Figura 10.: Conicdégrafo de Barocius (derecha) y Mecanismo de Durero para el trazado de cicloides
(izquierda) Fuente: Albrecht Diirer (1525),

Otros autores como Cortés, |., Palenius, G., y Ontiveros, C. (2012), dan a conocer
los resultados de su propuesta de intervencion didactica, la cual consistié en aplicar a
ocho estudiantes de bachillerato dos actividades de aprendizaje de Geometria Analitica
en las que se utilizan elipségrafos (artefactos concretos). Las actividades tenian el
objetivo de apoyar el proceso de demostracién en Geometria Analitica, especificamente
con el tema de Elipse. En su articulo, narran la experiencia de implementar el uso del
elipsografo de Inward y el de Van Schoteen. Con la idea de retomar las ideas de que las
curvas generan las ecuaciones y no al revés, asi mismo cdmo generar entre las y los

estudiantes un ambiente mas dindmico para trabajar. Hoyos, Capponi y Généves



(1998), argumentan que el introducir este tipo de tecnologia desencadena la

comprension de nociones y se promueve el ingenio y la creatividad cientifica.

Reportan también que, retomando ideas de (Bartolini et al 2005) los contextos
fueron elementos importantes a tomar en cuenta en la creacion de las actividades, asi
como también fue de suma importancia encontrar el material adecuado para la

construccion de los mecanismos.

Se hicieron modelos tanto fisicos como en papel. Para conseguir que las
actividades fueran lo mas precisas posibles a los elementos que se buscaban construir
respecto a la elipse, se identificé la geometria que esta detras de ambos elipsdgrafos,
esto claro, utilizando conceptos geométricos como son la congruencia entre triangulos

y también, haciendo andlisis de segmentos de lineas fijos y méviles.

Dentro de sus conclusiones globales mencionan que el trabajo en equipo y
cooperativo fue parte importante de que las y los estudiantes lograran realizar las

actividades. En cuanto a los instrumentos, sefialan dos cosas:

1) Trabajar con instrumentos concretos en el aprendizaje es viable ya que, se
observo que la mayoria de los estudiantes se motivan trabajando con ellos, es
una dindmica muy distinta a la de una clase cotidiana, ademas el concepto en
cuestion es construido por ellos mismos por lo que este puede ser mas duradero.

2) En cuanto a la manipulacién del mecanismo, al principio les cost6 trabajo
moverlo, lo cual se vio reflejado en sus trazos, los cuales quedaban muy
imprecisos. Después de realizar varios trazos, los alumnos obtenian practica y
las elipses les comenzaron a quedar bien. Un problema para los alumnos fue que
en ocasiones se salian las tachuelas con las que se fijaban los puntos fijos (focos),

y esto les perjudicaba en la estética de sus dibujos.

Se hace una mencion en particular al elipsografo puesto que sera el concepto
elipse en donde se centrara la atencion de esta propuesta. Al estar localizado en el
ultimo bloque, exige que al menos se conozcan ciertos conceptos de Geometria Analitica

que den nocidn a las y los estudiantes de las ideas.



Realizamos una revisiéon en algunos textos sobre las formas de abordar los
diferentes bloques y fue en el de la elipse donde se consideramos habia un area de

oportunidad mayor de introducir el uso de manipulables.

Finalmente, teniendo presente la realidad en los salones de clase, Rodriguez (2021)
reposta como las construcciones con regla y compas han desaparecido, es decir, se
ha abandonado el trabajo geométrico, priorizando otros como el algebraico; dejando de
lado el analizar propiedades geométricas, nociones como congruencia, semejanza y
simetria, construidas desde el trabajo geométrico, las cuales se consideran

fundamentales para promover la argumentacidn.

La problemdtica senalada anteriormente nos ha sido de motivaciéon para
proponer, como eje de este proyecto, el disefio de una secuencia de actividades que se
convierta en una herramienta util para el docente al momento de desarrollar el
concepto elipse, favoreciendo la vision geométrica de los elementos de ella. Se ha
sefialado que, las representaciones graficas y geométricas son quizd las mas
complicadas (y por lo regular menos tomada en cuenta) de generar y comprender. Para
ello se incluye el uso de mecanismos articulados, en particular, de elipségrafos como
instrumento didactico. Esperando que con el contacto y manipulaciéon de éstos se

genere un mayor interés del concepto.

Con base en la problematica sefialada, es necesario plantear un objetivo general
del trabajo, el cual sintetice de la forma mas completa la propuesta. En dicho objetivo,
se considera cual es la accidn principal en la que gira el trabajo, asi como el producto
final a obtener, de forma que serd material de analisis y discusion el cumplimiento de

éste una vez puesta en practica la secuencia didactica.

2.5 OBJETIVO GENERAL

Diseflar una secuencia de actividades didacticas que enriquezcan los
significados geométricos de la elipse, favoreciendo la visualizacion geométrica,

mediante el uso de mecanismos articulados para el trazado de curvas.



2.5.1 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

1. Identificar los elementos geométricos presentes en el trazado de una elipse.

2. Identificar mecanismos articulados que tracen elipses poniendo en juego los
elementos geométricos identificados.

3. Formular actividades que guien al estudiante en la exploracién y manipulacion

con el mecanismo articulado, asi como en los cambios de representaciones.

A continuacion, se hace la introduccion y descripcidn a algunos de los elementos
tedricos que daran rigor y solidez argumentativa a la propuesta del proyecto, asi como
también marcan la pauta de qué significados entenderemos de las habilidades que se
buscan desarrollar en el estudiantado. Los elementos que se consideren seran clave,
porque, ademas, proveen de un significado mas profundo a los conceptos que se

utilizan.



3. Marco tedrico

Para disefiar la secuencia didactica que se implemento, misma que surge a partir
de la problematica sefialada, ha sido necesario revisar en la literatura conceptos
relacionados con la ensefianza de la Geometria y la perspectiva cognitiva de Duval
(1999) sobre los registros de representacion, asi como de los procesos de comprension
de los estudiantes, los cuales surgen al momento de intentar resolver situaciones

problema, en este caso de Geometria.

Segun Torregrosa y Quesada (2007) cuando se trabaja en un ambiente
geométrico, es preciso hacer distinciones entre figuras y dibujos, porque si bien ambas
son representaciones graficas de un objeto (sea este matematico o no), estos conceptos
tienen distintos significados e implicaciones. Si se hablamos de la diferencia principal
entre dibujo y figura esta en las propiedades geométricas que las figuras tienen y los
dibujos no. El dibujo es la representacién grafica de un objeto en un sentido amplio, ya
sea sobre un papel u otro material, ademds de no poseer ningun tipo de informacién
agregada del objeto, ni necesariamente conservando de forma fidedigna las

proporciones o regularidad de los lados.

Usando como ejemplo a la elipse, suele representarse como un dibujo similar a
un 6valo, pero no es hasta que se presentan caracteristicas como sus focos, vértices,
centro, semiejes o se determina la constancia de la suma de la distancia de cualquier
punto de la curva a sus focos, que podriamos afirmar que tenemos una representacion

figural de la elipse. Esto puede verse claramente en las Figuras 11 y 12.

En la primera, se observa que no hay una regularidad en los trazos, como si se
estuviera haciendo un esbozo de 6valos que asemejan a una elipse. Mientras que, en la
segunda imagen, existen propiedades que nos dan la garantia de que estamos hablando
de la figura geométrica de la elipse, por ejemplo, observamos que es una curva cerrada
que cuenta con dos ejes de simetria, los ejes mantienen perpendicularidad entre si,
observamos que estan indicados los focos, los cuales siempre se encuentran en el eje de

mayor longitud.



Figura 11. Trazo a mano alzada de elipses. Fuente: http://diseno2014ariadnavasquezuriarte.blogspot.com/2014/09/trazo-mano-
alzada-de-elipses.html
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Figura 12. Elipse como figura, resaltando puntos importantes de su descripcion. Fuente: JulioProfe (2009)

Asi mismo, conceptos como ver y visualizar en geometria, son acciones que
ocurren en distintos niveles de profundidad y que los estudiantes pueden o no llevar a
cabo durante el proceso de resolucién de un problema de geometria, esto depende en
cierta parte del conocimiento y habilidad de quien resuelve el problema, sin embargo,
la parte medular tiene que ver con las diversas herramientas que el profesor provea
previamente a los estudiantes.

Es necesario recuperar y promover entre los estudiantes habilidades de
visualizaciéon geométrica, dado que cada vez han ido quedando rezagadas ante los
métodos algebraicos, porque ademas de resultar muy utiles a la hora de resolver
problematicas geométricas, son indispensables en el proceso de razonamiento de los

problemas.



Duval (2016) sefiala que un punto medular en el aprendizaje de la geometria se
basa en el proceso de trasladarse de un tipo de visualizacién icénica, que solo trata de
plasmar un objeto y no incluye las propiedades que harian que se pudiera realizar
operaciones en ella, a una visualizacién no iconica, en donde la figura es una
“configuracion contextualmente destacada de una red o de una organizacion mds
compleja”. Es decir, la figura con la que se trabaja y sobre la que se opera, es resultado
de una construccion de las partes que la conforman. Cabe sefialar que esta es una
caracteristica de lo que Duval (2016) Llama como la entrada del constructor y sobre la

que se abundara mas adelante.

5. Selecciona las imagenes que describen elipses:

Figura 13. Identificacion de elipses, actividad libro de texto Matematicas lll. Pag 183. Ed. Colegio de Bachilleres del Estado de
Sonora

En el caso particular de la elipse, se puede observar que en los libros de texto se
suelen dar ejemplos de objetos fisicos que asemejan a una elipse, sin embargo, no
proveen argumentos geométricos que contribuyan a entender por qué dicho objeto se
consideraria una elipse, en ocasiones el objeto mostrado ni siquiera posee de manera
fidedigna la forma de la curva, es decir, se trabaja unicamente haciendo uso del recurso
de la visualizacion icOnica para generar asociaciones entre la curva y objetos reales, sin
embargo, en este caso es confuso pues como lo mencionamos anteriormente, los

objetos mostrados no representan una elipse y esto puede derivar en generar mas



obstaculos al pasar a una visualizacién no icénica de la elipse. Un ejemplo muy claro de

ello se presenta en la Figura 13.

Ademas del desafio cognitivo que significa transitar entre la visualizacion
iconica a una no icénica, también se debe promover la coordinacién de los procesos de
visualizacién respecto a los procesos de razonamiento. Esto porque es la puerta de
entrada hacia el razonamiento deductivo, que resulta fundamental para resolver los

problemas geométricos utilizando herramientas geométricas (Duval, 1998).

Duval (2016) declara que “ver una figura en geometria exige disociar lo que
corresponde a la magnitud”. También hace una critica respecto a que ninguna de las
actividades que se utilizan clasicamente para iniciar a los estudiantes en el estudio de

la Geometria permite verdaderamente desarrollar esta manera de ver.

Por otra parte, Duval (2002) entiende la visualizacién como una herramienta
necesaria para lograr un anclaje operativo entre las representaciones semiéticas de un
objeto. Mediante la visualizacion cualquier organizacién/construcciéon puede ser
comprendida como una configuracidn, haciendo visible todo lo que no es accesible a la
vision y aportando una aprehension global de cualquier organizacién de relaciones. La
visualizacibn matematica en este contexto tiene que ver con una visiéon global,

integradora, que articule, libre de contradicciones, representaciones de varios sistemas.

Para Duval (2002), la visualizacion plantea tres problemas desde el punto de

vista del aprendizaje:
1) Discriminacidn de las caracteristicas visuales relevantes.

2) El procesamiento figural, cambios entre registros visuales (descomponer,

recomponer una figura; reconfiguracion); cambio de perspectiva, etc.

3) Coordinacién con el registro discursivo y algebraico.

La visualizacién se puede entender como un proceso en dos sentidos, por un

lado, va de lo material a lo mental y el inverso que va de lo mental a lo material.

«La visualizacion ofrece un método de ver lo invisible» (Arcavi, 2003, p. 216).

Esta visualizacién puede ser solo mental y entonces involucrar objetos no ostensivos,



es decir, mentales, o bien, puede estar relacionado con una representacion fisica y
entonces ser objeto perceptible. En este caso se busca promover que los estudiantes
pasen de las construcciones hechas con los objetos fisicos o mecanismos virtuales, a

configuraciones figurales.

Cabe resaltar que si visualizamos un dibujo se obtiene una imagen mental, la cual
no necesariamente guarda las mismas proporciones y propiedades para todas las
personas que lo observan, ya que depende de diversos factores, que pueden ir desde el
angulo de visién, hasta la percepcion de las dimensiones. Por otro lado, una figura
conlleva una serie de afirmaciones matematicas (definiciones, propiedades o
relaciones) que el dibujo no posee por si mismo, sino le son atribuidas por quien opera

dicha figura.

“Toda confusidn entre el objeto y su representacion provoca, en un plazo mas o menos
amplio, una pérdida de la comprension: los conocimientos adquiridos se hacen
rapidamente inutilizables por fuera de su contexto de aprendizaje, sea por no
recordarlos, o porque permanecen como representaciones “inertes” que no sugieren

ningn tratamiento productor.” (Duval, 20044, p. 14)

Torregrosa y Quesada (2007) nos describen una figura como la imagen mental de un
objeto fisico, la cual se puede representar mediante una configuracién geométrica, o sea, una
composicidn de otras figuras de menor dimension, a esto se le conoce por subconfiguraciones
geométricas mas simples, de dimensidon geométrica menor o igual que la original, las

cuales, a su vez, también estan vinculadas con afirmaciones matematicas.

Duval (1995, 2007) y Fischbein (1993) han subrayado el papel heuristico que
desempeiian las figuras en la resolucion de los problemas en los que se proporciona
una configuracion geométrica, asi que debe ser exhaustiva la busqueda de posibles
configuraciones y subconfiguraciones que puedan realizarse con los mecanismos
articulados escogidos en cada actividad. Las subconfiguraciones surgen a partir de la
descomposicion de una figura. La descomposicion mereoldgica de las figuras es uno de
los procedimientos mas antiguos en la historia de la geometria (Edwards, 1979). Estas
descomposiciones se clasifican en homogéneas cuando la descomposicion es en dos

figuras de la misma especie, heterogéneas cuando la descomposicién es en figuras de



dos o mas especies diferentes y estrictamente homogéneas cuando la descomposicién

se hace en figuras de la misma figura inicial, pero de menor magnitud.

Figura 14. Ejemplo de descomposiciéon dimensional 1D/2D. Duval (2016, p.31)

Las configuraciones figurales y descomposiciones seran fundamentales al
momento de utilizar mecanismos articulados para el trazado de curvas, pues a partir
de sus propiedades geométricas limitan el movimiento del punto que traza la curva
especifica y marcan las condiciones que deben cumplirse para obtenerla. A partir de la
manipulacién de ellos se forman las figuras con las que se trabajara y posteriormente
realizar las transformaciones a otros registros de representacion. Es por lo que se debe
de plantear de forma muy clara y concisa la situacién problema, para que las y los
estudiantes puedan generar distintos tipos de subconfiguraciones que los ayuden a

solventar la problematica.

Un ejemplo de una actividad que involucra distintos tipos de subconfiguraciones
para la resolucién de un problema geométrico lo presenta Clemente (2017), donde les
pide a los estudiantes probar la relacion descrita en la ilustracion 15.

Dado el triangulo A ABC de la figura. con
AB=AC y «RCB=<«TBC., probar que RC=BT

Figura 15. Problema que requiere el uso de subconfiguraciones. Clemente (2007, p. 503)

En los resultados del trabajo de Clemente (2017) puede observarse como hubo
tres divisiones entre el grupo de estudiantes, cada uno de estos subgrupos coincidié en

la forma de descomponer la figura, sin embargo, no todos lograron resolver de manera



satisfactoria el problema. A pesar de ello, es muy interesante observar las diferentes
transformaciones que sufrié la configuracién inicial pues nos muestra cémo fue el
razonamiento de los estudiantes, por ejemplo, al momento de discernir las figuras y
segmentos mas importantes o rotar las figuras para lograr mejores interpretaciones.

Los resultados de los tipos de subconfiguraciones se muestran en la Figura 16.
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Figura 16. Distintos tipos de subconfiguraciones hechas por los estudiantes. Clemente (2017, p.505)

Otro ejemplo de subconfiguraciones hechas a partir de una figura, en este otro
caso una elipse, construida por el método del jardinero, se presenta en la Figura 7, en
donde dependiendo de la localizaciéon del punto que traza la elipse es el tipo de
tridngulo que se forma y dependiendo del problema, una subconfiguraciéon puede ser

mas util o precisa que otra para resolverlo.

I)
Tioob A‘..In.

F F

Figura 17. Diferentes triangulos obtenidos a partir de una elipse trazada con el método del jardinero. Elaboracion propia.
Duval (1996) expresa que la deconstruccién dimensional exige un alto grado de

visualizacion. No se puede entender el concepto de la visualizaciéon por si solo,

planteado por Duval, sin introducir el concepto de aprehension, pues son los dos



distintos tipos de aprehension: operativa y discursiva, quienes se hacen presentes al

momento de transitar entre las diferentes representaciones semidticas de un objeto.

Se observa, en la descripcién de visualizacién formulada por Hershkowitz
(1996), quienes mencionan que al introducir caracteristicas de dicha transferencia
obtenemos formas de aprehender (de ver una figura matematicamente). O bien, en

palabras de Duval (1998):

Lo que un dibujo nos deja ver es una o varias figuras 1D/2D (de dimensién 1
representada en 2 dimensiones) o 2D/2D (lineas rectas o curvas, la frontera cerrada de
un triangulo, de un cuadrilatero, etc.) o bien figuras 3D/2D (cubos, esferas, etc.). La
identificacion visual de estas figuras se basa en leyes de organizacién perceptiva, y estas

figuras se pueden usar para representar objetos reales u objetos matematicos. (p. 39)

Duval (1995, 1998) denomina aprehension operativa a la modificaciéon de una
figura para considerar subconfiguraciones, es decir, la habilidad para, al ser presentada
una figura geométrica, generar distintos tipos de descomposiciéon dimensional de la
figura para observar sus componentes y relaciones involucradas. Asi mismo, denomina
aprehension discursiva a asociar afirmaciones matematicas a una configuracion, o sea,
tener la posibilidad de a partir de una instruccion representada de forma escrita o
verbal se pueda asociar la figura geométrica, en este caso llamada, configuracion. Es
necesario plantear formas para estimular este tipo de aprehensiones en las y los

estudiantes al momento de ensefiar geometria.

El proceso de coordinar los distintos tipos de aprehension: aprehension
discursiva y aprehension operativa que efectian las y los estudiantes, cuando resuelve
un problema de geometria segiin Duval se entiende como el proceso configural, pues se
genera a partir de una interaccién entre la configuracién inicial y sus posibles
modificaciones con las afirmaciones matematicas adecuadas. La siguiente Figura

representa esta coordinacion.



Aprehension Aprehension
discursiva operativa

Figura 18. Coordinacion de la aprehension discursiva y operativa en la resolucion de problemas de geometria. Torregrosa (2007,
p.289)

Duval (1999) define un registro de representacién como un sistema semidtico
que tiene funciones cognitivas fundamentales para un consciente funcionamiento
cognitivo entre los componentes que contiene dicho sistema. Ademas, enfatiza que
estas representaciones son las representaciones mentales realizadas y expresadas por
los individuos a través del uso de signos, es decir, no son mas que una manera de

materializar en forma visible las producciones mentales que surgen.

Duval (2004) sefiala que todo registro de representacion semiotica debe cumplir
ciertas actividades cognitivas inherentes a toda representacidon semiotica: producir la
representacion de algin objeto y permitir la transformacion de esa representacion en
otra por medio de una conversion y tratamiento. De esta manera, el sistema semidtico
que permite estas actividades es llamado registro de representacién semiotica, por

ejemplo, las figuras geométricas como la elipse o la circunferencia, entre otras.

Ademas, Duval (1999), indica que los sistemas de representacion semioética tales
como el grafico, algebraico, figural o lenguaje natural se catalogan como registros de

representacion, aplicados en la elipse se muestran en la tabla 1.

Registro lenguaje | Registro figural Registro grafico Registro
natural algebraico
T N x2 2
X2yt
1 9

Elipse

Tabla 1.Distintos registros de representacion presentados por Duval (1994)




Las representaciones semidticas pueden sufrir transformaciones de dos tipos:
los tratamientos y conversiones. Un tratamiento de una representaciéon es la
transformaciéon de esta representacion en el mismo registro donde se formd. Por
ejemplo, convertir la ecuacién general de la elipse a su forma canénica (ordinaria), la
que permite conocer el valor de los semiejes y las coordenadas del centro, es un tipo de
transformacion que ocurre dentro del registro algebraico. Por otro lado, la conversion

consiste en cambiar de un registro a otro, como en el ejemplo mostrado en la Tabla 1.

Duval (1999) afirma que para la comprensién conceptual de un objeto
matematico es necesaria la articulacidn de varios registros de representacion semiotica
y, ademas es necesario no exista la confusion entre los diferentes registros cuando se
esté trabajando con un mismo objeto. En consecuencia, en el sentido del autor, si no hay
articulaciéon entre dos representaciones semidticas diferentes significa que no hay
comprension sobre que se esta trabajando con un solo objeto, sino que se pensara que

cada representacion es un objeto independiente.

Esta idea que podria parecer simple es parte fundamental de la teoria de Duval y él lo
esquematiza de la siguiente manera (Figura 19), donde cada objeto accesible a nuestros
sentidos ya sea por medio de una percepcién visual o manual con algiin mecanismo
fisico o virtual (instrumentalmente) pueda asociar a un mismo objeto matematico, las

distintas representaciones que existe de él mismo.

asociacion 1

Una representacion A
Un OBIETO

accesible

. Una representacion B
perceptivamente

o asociacién 4 Una representacion C

instrumentalmente
Figura 19. Procedimiento asociativo en situacion de accesibilidad directa o instrumental a los objetos de estudio. Duval (2016, p.68)

Duval (2016), ademas caracteriza en la tabla 2 las cuatro entradas clasicas de los

estudiantes al enfrentarse a un problema de Geometria.



BOTANICO AG RI!“ENSOR CONSTRUCTOR INVENTOR
geometra artesano

_ Reconocer Medir los bordes de Descomponer una forma | Transformar unas
EILCE fo rir una superficie: sobre | en trazos construibles
IR ST d;?ua:liZ:;es un TER?RENO Dl sobre con ayuda de un formas en otras. Hay
(78 FEMS visuales de un un DIBUIO {variacién instrumento. Hay que R AR TR
VISUALES, ) REORGANIZADORES
e e co_n?orn.o. se de es;ala de pasar (a menudo) por R
I et privilegia UNA magnitud y, por tanto, | TRAZADOS AUXILIARES eeE

forma particular | de procedimiento de | que no pertenecenala para inicializar esas

propuesta como TiPICA medicién) figura “final” transformaciones
2. Como se No hay Las propiedades son Como restricciones de un | Implicitamente mediante
movilizan las relaciones entre criterios de seleccion orden de construccion. remision a una red mas
PROPIEDADES las diferentes para las mediciones Ciertas propiedades compleja (una trama de
GEOMETRICAS propiedades (no que se deben hacer. se obtienen mediante rectas para la geometria
con respecto hay definicion Solo son utiles si una sola operacion de plana o una trama de
al tipo de matematica remiten a una formula | trazado, las otras exigen intersecciones de planos...)
operacion posible) que permita un calculo | varias operaciones que la figura de partida

Tabla 2. Tabla de las cuatro entradas clasicas de la geometria. Duval (2016, p.16)

Duval (2016) sefiala que la mirada del constructor es la necesaria o deseada para
que el estudiante genere los objetos matemadticos, a partir de sus distintos
componentes, en este caso, se pretende generar la elipse como una figura construible a
partir de dos diferentes mecanismos, en nuestro caso, primero es trazando con el

método del jardinero y posteriormente con elipsografo de Proclo.

Con base en la problematica sefialada, asi como en los elementos tedricos
seleccionados como sustento tedrico argumentativo de la propuesta, es necesario
plantear un objetivo general del trabajo, el cual sintetice de la forma mas completa la
propuesta. En dicho objetivo, se considera cudl es la accién principal en la que gira el
trabajo, asi como el producto final a obtener, de forma que sera material de analisis y

discusion el cumplimiento de éste una vez puesta en practica la secuencia didactica.



4. Metodologia

Este capitulo plantea las acciones concretas que se realizaron para cumplir los
objetivos especificos propuestos y el objetivo general. Clasificamos las diversas
acciones realizadas en tres fases o etapas: una que se centrd en la investigacion
bibliografica y organizacién de informacion, otra con el disefio de las actividades y la
puesta en escena de éstas y finalmente, una tercera fase que englobd el analisis de los
resultados y las conclusiones del trabajo. Cada accién metodoldgica tuvo como fin

cumplir uno o mas objetivos especificos.

Fasel: Revision bibliografica, definicion de la problematica y seleccion del

mecanismo articulado.

La primera fase incluye los encuadres curriculares de la problematica, asi como las
tareas de investigacion, analisis y sintesis de informacidén que fue de interés para
justificar la problematica, argumentar y desarrollar ideas que proveyeron de estructura
y solidez al proyecto que se desarrollé. También se escogimos el mecanismo articulado

en torno al que se disefiaron las actividades.
Acciones:

1) Revision de planes y programas de estudio de estudio de Matematicas III y
Geometria Analitica a nivel bachillerado, con el fin de ubicar curricularmente la
problematica planteada.

2) Comentar y discutir capitulos de libros y articulos referentes a la ensefianza de
geometria con mecanismos articulados.

3) Seleccién del mecanismo articulado trazador de elipse.

4) Investigar y recopilar toda la informacion bibliografica del elipségrafo de Proclo.



Fase 2: De la construccion virtual del mecanismo y el disefio de actividades

En esta etapa se exponen las acciones que tuvieron como fin la construccion del
Applet del elipsografo de Proclo haciendo uso del Software GeoGebra y a partir de este,
se plantearon reactivos que integraron las actividades. Junto a ello, se buscaron
diversos contextos que sirvieran como referencia e interés para la introduccion del

mecanismo y las situaciones problema.
Acciones:

1) Construir diferentes applets que tengan una configuracién que trace la elipse, en
particular se construyo el elipsografo de Proclo.

2) Realizar un andlisis del elipségrafo de Proclo segin lo entendido por
visualizacion, asi como una buisqueda por distintas configuraciones que puedan
ser utiles para hacer una descripcién de la elipse a partir del mecanismo
articulado.

3) Proponer contextos apropiados para incorporar en el disefio de la secuencia de
actividades, que promuevan y destaque los elementos geométricos del
elipsografo.

4) Hacer un andlisis a priori de la secuencia de actividades, incluyendo y
reportando algunos de los resultados esperados.

5) Determinar la duracion que se necesita para realizar ambas secuencias y el

numero de sesiones en las que se debe descomponer la puesta en escena.

Fase 3: De la puesta en escena, recoleccion, organizacion y analisis de

resultados.

La tercera fase se compone de las acciones que se realizaron para llevar a cabo
la puesta en escena de la secuencia de actividades, desde las cuestiones técnicas: dadas
las condiciones de la contingencia sanitaria, hasta la seleccion de la poblacién muestral,
también la organizacion y el analisis de los resultados. Finalizando con las conclusiones

desprendidas de la puesta en escena y la escritura final del trabajo de tesis.



Acciones:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Seleccionar la instituciéon de educaciéon media superior que permita acceder la
participacion de al menos un grupo de estudiantes (al menos 5) hayan cursado
en el rango de 1 afo la materia de Matematicas III.

Disefiar los diferentes instrumentos para recoger la informacién. En primera
instancia se plantearon tablas que involucran los tipos de aprehension y los tres
problemas del aprendizaje de Geometria enlistados por Duval en referencia a la
visualizacion.

Poner en escena a estudiantes la secuencia de actividades, priorizando la
manipulacién del virtual del mecanismo y generando debate entre los
estudiantes.

Recolectar los resultados: acciones, comentarios, ideas o propuestas que lleven
a los estudiantes a dar respuesta a las actividades.

Hacer un andlisis a posteriori de los resultados y comparar con el andlisis a
priori.

Comenzar a plantear conclusiones respecto a la pertinencia de las actividades,
asi como el uso de los mecanismos articulados.

Plantear lineas de posibles areas de oportunidad para préximas puestas en
escena.

Redaccién y presentacion de la tesis.



5. Disefo de las secuencias y analisis a priori

En este apartado se presenta el disefio de las secuencias de actividades, haciendo
un repaso de los elementos tedricos que en las que se basa éste, ademas se hara una
descripcion del elipségrafo de Proclo, que es el mecanismo central para analizar del

proyecto.

Son dos secuencias de actividades, cada una se compone de una actividad de
inicio, desarrollo y cierre. Cada seccion espera generar en los equipos de estudiantes un
dialogo que genere procesos de visualizacion y les permita “ver” lo que no esta presente

a primera vista.

* Diélogos referentes a la construccidn fisica y
Actividadesde inicio \ virtual del mecanismo.
* Debates y resultados respecto  al
razonamiento de la construccién que genera
la curva (entrada del constructor)

* Dialogoy seleccion de elementos de la
Momentosde las o o i6 {an Uti
_ = Actividades de desarrollo — c_c_mstl_'l.’Jccmn que Ies.serlan Utiles
secuencias de actividades s Identificacionde las relaciones que pueden
producirse entre los segmentos y figuras
* Descripcidn discursiva de las relaciones

* Debate sobre el cambio de representacidna

/v la expresidn algebraica.
Actividadesde cierre * Analisisy conclusiones de sus actividades.

Figura 20. Cuadro conceptual sobre los 3 momentos de cada secuencia didactica: inicio, desarrollo y cierre. Elaboracion propia.

La primera secuencia es introductoria y no involucra al elipsografo de Proclo, lo
que busca es que el grupo de estudiantes tenga un primer acercamiento a la definicion
de elipse como lugar geométrico y se familiarice con esta forma de trabajo, donde se
privilegian las descripciones de lo encontrado, sobre las tareas de caracter puramente
algebraico. Mientras que, en la segunda, todo el andlisis y las actividades de los

estudiantes se concentraron en el elipsoégrafo de Proclo. Por motivos de la emergencia



sanitaria por la que actualmente pasa el mundo y a raiz de ello el inicio de un periodo
de clases virtuales, fue imposible que se construyeran de manera fisica el elipségrafo y
la manipulacién quedé reservada exclusivamente virtual. A continuacién, se
presentaran mas detalles sobre este elipségrafo, asi como su construccion virtual y la

deduccién de la ecuacion de la elipse a partir de dicho mecanismo.

5.1 ELIPSOGRAFO DE PROCLO

Como se ha mencionado antes, existen distintos tipos de elipsografos, sin
embargo, para aterrizar la construccion fue preciso seleccionar uno en particular. Se
seleccion¢ el elipsdgrafo atribuido a Proclo (410 - 485), el cual consistente en dos
barras rigidamente unidas con dos ranuras por las que se deslizan dos pivotes de una
tercera barra. Cualquier punto de esta ultima barra traza una elipse, en la Figura 11 se

muestra un esquema del elipsografo.

Enlainvestigacion de Cortésy Soto (2012), se plantea la propuesta para trabajar
con mecanismos articulados fisicos los cuales fueron adecuados a las situaciones en
cuanto a su tamafio y peso, donde se lleg6 a la decisiéon que el mejor material utilizado
en los disefios de los mecanismos fue el acrilico. Sin embargo, debido a las condiciones
de emergencia sanitaria al que nos enfrentamos en el 2019 se vieron interrumpidas las
clases presenciales y pensamos que no seria trivial para estudiantes de bachillerato
construirlos individualmente en su casa. Por ello optamos por transportar el disefio de

intervencion hacia actividades virtuales.
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Figura 21. Elipségrafo de Proclo. Mozo (2007, p.20)
Existe una larga tradicién de uso de mecanismos articulados, en particular el
elipségrafo de Proclo nos permite explorar el movimiento de la barra, la identificacion

de segmentos fijos y variables, y posteriormente, encontrar la ecuacion de la elipse en



su forma candnica mediante la incorporaciéon de recursos como los criterios de

congruencia entre tridngulos y el teorema de Pitagoras.

5.1.1 CARACTERISTICAS DE LA CONSTRUCCION VIRTUAL

La pandemia puso como un gran reto en la ensefianza, la migracién del trabajo a
un espacio virtual, por ello el incorporar el uso de tecnologia, en este caso el software
GeoGebra, sera una parte también fundamental de nuestro estudio, tanto para la
construccion virtual del elipségrafo de Proclo, como para la propuesta de disefio de las
actividades didacticas. Es importante prestar especial atencién a la construccion
virtual, asi como al planteamiento de actividades que involucren herramientas
tecnolégicas pues, Iranzo y Fortuny (2009) sefialan que las posibilidades de
movimiento y limitaciones del software tienen una influencia en las estrategias de
resoluciéon de problemas de las y los estudiantes, es tanta la influencia que pueden tener
estas herramientas que pueden llegar a alterar las concepciones de los conceptos

geométricos involucrados.

Adicionalmente, con la intencion de apoyar al estudiante a desarrollar
habilidades de visualizacion, se propone el trabajo colaborativo que aporte al debate y
socializacién de conocimientos previos entre ello, asi mismo, incorporar la utilidad de
mecanismos articulados digitales como lo propone el proyecto de Cortés y Soto (2012),
el cual busca aportar al desarrollo del cambio de ver las curvas, a descomponer y
reconfigurar las formas, para encontrar nuevas propiedades de la elipse como lugar
geométrico, mismo que proporcionaron argumentos geométricos para dar solucién a

los problemas planteados.

A continuaciéon, se muestra una representacion de la construccion virtual del
elipségrafo. Esto con la intencién de mostrar de una forma explicita el trazado de la

elipse y las propiedades fijas y moviles de los segmentos de recta involucrados.
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Figura 22. Elipsografo de Proclo (construccion virtual utilizando GeoGebra)

La descripcién del funcionamiento de la construccién virtual se conforma por:

e Los 4 canales por donde se mueven los pivotes son de la misma longitud.

e Los puntos F y G representan los pivotes sobre la barra y se "mantienen"” sobre

los canales.

e Elsegmento FP es de longitud fija, al representar la barra del elipségrafo, P es el

punto que traza la elipse.

El uso de un software de geometria dindmica como GeoGebra permite construir
objetos y desplazar una parte de éstos. Si el objeto ha sido construido respetando sus
proporciones y propiedades geométricas, se pueden observar cuales son las cantidades
que varian y cuales no al desplazar o arrastrar la figura. Sin embargo, el hecho de poder
desplazar objetos para observar elementos invariantes, si bien es una posibilidad que
el software brinda, solo tendra una verdadera significancia si la o el alumno es capaz de
entender este proceso, de tal forma que pueda serle util al momento de resolver las

situaciones problema presentadas.

5.1.2 ECUACION DE LA ELIPSE TRAZADA POR EL ELIPSOGRAFO DE PROCLO

En esta seccion se presenta la obtencidén de la ecuacion de la Elipse trazada por
el mecanismo en su forma candnica, la cual se determin6 a partir del andlisis del
elipségrafo de Proclo: su constitucion y las relaciones geométricas encontradas. Para
mayor claridad nos guiaremos de la Figura 23. En la figura se muestra una simulacion

de la construccion en GeoGebra del elipségrafo de Proclo. Vale decir que esta



construccion sélo es capaz de trazar media elipse y la otra mitad la trazamos con la

herramienta de espejo utilizada en el punto P, que es el punto que traza la Elipse.

Figura 23. Construccidn virtual del elipségrafo de Proclo, incluyendo el segmento Al como trazo auxiliar. Pr es el reflejo del punto P
porque el applet traza inicamente la mitad de la elipse. Elaboraciéon propia.

De la Figura anterior, retomaremos algunos elementos, con el fin de deducir la
ecuacion de la elipse en su forma ordinaria. Para esto, incorporamos el segmento Al
como trazo auxiliar, para formar un tridngulo semejante a JFP que es el tridngulo JAI.
Estos tridngulos se muestran en la Figura 24, para mayor practicidad de la deduccion,

se le denomind con letras a las longitudes de los lados.

F
A
H
h B
y
J b ! J X P(x,y)

Figura 24. Triangulos semejantes que salen de la configuracion del elipségrafo de Proclo. Elaboracién propia.

También, denominaremos a las coordenadas del punto P como x y y, el valor que
toman estas coordenadas coincide con la longitud de un lado de un tridngulo
respectivamente. El valor de y se le asigna al triangulo de menor tamafio porque A esta
colocado en el origen. Tomando en cuenta que hay semejanza entre tridngulos,

podemos afirmar las siguientes relaciones:
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Las cuales son las relaciones que guarda la proporcion entre los lados de los

triangulos, al ser estos semejantes. De la tercera ecuacidén, despejaremos B y queda:

Posteriormente, utilizando el teorema de Pitagoras, tenemos las ecuaciones:
h? = y? + b2
H? = B? + x?

Sustituyendo el valor de B en la Gltima ecuacion, obtendremos:

H 2
H? = (T}’) + x?

3 H2y2

2 + x?

H2

Dividimos todo entre H?, reacomodamos los términos y obtenemos:

xZ yZ
TERE i

Donde los valores de H y h son constantes determinadas por la longitud de la
barra mas larga del elipségrafo de Proclo. Podemos darnos cuenta de que esta
ecuacion obtenida tiene la forma de una ecuacion ordinaria de Elipse con centro en el
origen. Por ejemplo, si la barra H tuviera un valor de 10 unidades, el valor de h seria

igual a 4 unidades y la ecuacién de la Elipse seria:



La grafica de la Elipse que describe la ecuacién anterior se muestra en la Figura 25.

Figura 25. Grafica de la ecuacion de la elipse obtenida. Elaboracién propia.

A continuacidn, se presenta los argumentos mas trascendentes que llevaron a
que culminaron en el disefio de las secuencias didacticas. Posteriormente se presentara

el analisis a priori de las actividades.
Secuencia 1.

Se plantea el problema a los estudiantes de trazar una elipse mediante un
mecanismo que posee las propiedades geométricas siguientes: las tachuelas fijas que
representan los focos, asi como la longitud constante del hilo que representa la

constancia de la suma de las distancias de cualquier punto de la curva a los focos.

Figura 26. Imagen tomada por una estudiante, en ella indica cémo trazé la elipse utilizando el método del jardinero.

Esto siguiendo laidea de Duval (2016) donde afirma que, las figuras geométricas

no se dibujan a mano alzada, se construyen con ayuda de un instrumento que restringe



el movimiento de la mano. Esto porque un instrumento permite producir una forma
exacta, o al menos mas cercana a la propiedad geométrica que posee. Se produce una

invariancia en el trazo, que se ve reflejada visualmente.

Arcavi (2003) afirma que “La visualizacion ofrece un método de ver lo invisible”
(p. 216). Este “ver” puede ser solo mental y entonces involucra objetos no ostensivos,
es decir mentales, o bien, puede estar relacionado con una representacién fisica y
entonces ser objeto perceptible, en este caso se busca promover que los estudiantes
pasen de las construcciones hechas con los objetos fisicos a figuras geométricas, para
apoyar este tipo de visualizacion se utilizaron applets de GeoGebra que simulaban los
mecanismos y que les permitia manipularlos. Durante la manipulacién de los Applets,

se hacian preguntas como las siguientes:

e “Coloca el punto en la posicién que tu quieras y observa el tridngulo que se forma,
ccudl es su perimetro? Explica cémo lo calculaste.”
e ;Qué ocurre con el perimetro del tridngulo si cambias de lugar P? (dejando los

puntos Fy F’ fijos)

Figura 27. Elipse trazada utilizando una simulacién el GeoGebra del método del jardinero, se indica la longitud de cada lado del
triangulo interior.

Visualizacion y discurso constituyen dos tipos de funcionamiento cognitivo que
a menudo se han opuesto, a pesar de que, la articulacién entre ellos es absolutamente
decisiva para el aprendizaje de la geometria, pues la actividad geométrica necesita una
coordinacion cognitiva de esos dos registros de representacion. Para ello, se analizan y

proponen reactivos como los siguientes:



e Completa la siguiente oracion: “La elipse es el lugar geométrico de los
puntos del plano que...

e ;De qué longitudes o segmentos se compone la ecuacidn que describe la elipse?

Segunda secuencia

El objetivo de esta segunda secuencia es determinar los elementos geométricos
de la elipse a partir de la manipulacién y analisis del elipsografo de Proclo. Para ello se
buscara promover la mirada del constructor para que conciban la elipse a partir de la
construccion (simulada) del mecanismo y posteriormente puedan encontrar la

ecuacion candnica.

En esta segunda secuencia se plantea el problema de describir a la elipse a partir
de las partes de la construccion del elipségrafo de Proclo, para esto es necesario que se
recurra a la descomposicion dimensional de la curva. Esta es una actividad que deberan
desempefar los estudiantes para poder comenzar a operar con los segmentos
presentes y poder generar las relaciones correspondientes. Lo anterior es incluido de

en la siguiente actividad propuesta:

Figura ¢ Qué ves?

a) Dibuja los triangulos JAl y JFP

e Los triangulos semejantes como en
este caso guardan proporcionalidad
entre las razones de sus lados

Figura 28. Ejemplo de actividad donde se les solicita a los alumnos una descripcion de la figura presentada.



a) Ahora, vamos a centrar nuestra atencion en las relaciones que existen entre las
hipotenusas y los catetos ambos tridngulos. ;Cémo expresarias la razén entre

el valor de la hipotenusa y uno de los catetos?

Duval (1998) afirma que una deconstruccién dimensional representa una
revolucion cognitiva para el funcionamiento de la visualizacién icénica o no icénica. La
deconstruccién dimensional de las formas es un cambio repentino de mirada que va en
contra de todos los procesos de organizaciéon y de reconocimiento perceptivo de la
forma, pero que representa al funcionamiento profundo de la visualizaciéon en
geometria. Es por lo que se busca que los estudiantes recurran a buscar elementos mas

fundamentales que puedan darles una mayor aprehensién de la geometria involucrada.

Finalmente, se busca a partir de este mismo concepto de deconstruccién
dimensional para centrar la atencion de los estudiantes en el punto que traza la elipse
y describir las constricciones que tiene en su movimiento para trazarla, para esto ultimo
se recurrira al uso del plano cartesiano. El applet que acompafia esta ultima actividad
se muestra a continuaciéon, asi como un ejemplo de cémo se introduciran las

coordenadas cartesianas:

R 1) 5 A 0 15 20
P = (8.55, -3.12)

Figura 29. Applet del Elipségrafo de Proclo en GeoGebra, se indican las coordenadas del punto que traza la elipse.

e Para deducir la ecuacion de la elipse vamos a ubicar las coordenadas del
punto P como (x, y) porque al trazar la elipse van cambiando su valor. ;A

qué lados del tridngulo corresponden los valores de x y y?



5.2 ANALISIS A PRIORI

En esta seccidon se presentan las caracteristicas de la secuencia desde una
perspectiva diferente, se busca analizar e intenta predecir cuales son las posibles
respuestas o caminos tomados por los estudiantes al momento de realizar las distintas

actividades.

La primera actividad de la primera secuencia se caracteriza porque busca que
los estudiantes centren su atencién a las caracteristicas propias de la construccion
fisica: la posicidn fija de las tachuelas y la invarianza de la longitud del hilo. Por ejemplo,

para el siguiente reactivo se espera la siguiente respuesta:

e ;Como es esta distancia en comparacion con la longitud del hilo? ;Por
qué? Respuesta esperada: 1gual, porque la distancia del hilo no cambia

durante el trazo.

Y es a partir de este resultado, que se espera en las siguientes actividades de la
secuencia, se concentren las discusiones sobre esta caracteristica y con ello, quede
como conclusién que la propiedad que tienen puntos sobre una elipse, o bien, en este

caso los puntos que sigui6 la trayectoria del 1apiz que trazo6 la curva.

Finalmente, en esta primera parte se utilizo un applet que introdujera de forma
intuitiva la ecuacidn de la elipse y se pidid a los estudiantes que hicieran un analisis

sobre ella y los valores de la curva que estan involucradas.

En la segunda secuencia se buscé centrar la atencion de los estudiantes en el
problema de describir la construccion del elipségrafo de Proclo, asi como los elementos
que restringen el movimiento que tiene el punto que traza la elipse. Un ejemplo del tipo
de respuestas esperadas por los estudiantes al momento de manipular el applet son las

siguientes:

o ;ldentificas segmentos cuya longitud no cambie?

Respuesta esperada: FK, FG, GK, tamafo de las barras



e /ldentificas segmentos de longitud variable?

Respuesta esperada: AF, AG

Posteriormente, se centro la discusidn en los tridngulos semejantes que se forman

al unirse algunos puntos sugeridos, esto a partir de la estrategia que se disefi6 para

encontrar la ecuacion a partir de las relaciones entre los segmentos que se tienen.

Figuras

{Qué ves?

a) Dibuja los triangulos JAL y JFK

J

L

L
Pl - “

Figura 30. Respuestas esperadas de la actividad de desarrollo 2, en la cual se les solicita a los estudiantes trazar los triangulos internos

de la elipse JALy JFK.

A partir de estas descripciones se espera que los estudiantes puedan encontrar

las relaciones que hay entre los lados de ambos tridngulos a partir de la semejanza entre

estos triangulos. Posteriormente con estas relaciones entre los segmentos, deducir la

ecuacion de la elipse que se traza el elipsdgrafo de Proclo.

Laidea es que durante el transcurso de esta segunda secuencia se pueda obtener

una expresion algebraica como resultado de una discusion de caracter geométrico

sobre las figuras involucradas en la construccioén inicial.



6. Puesta en escena y analisis a posteriori

En este capitulo se comentan las condiciones de la implementaciéon de las
secuencias de actividades, asi como posteriormente se hace el analisis sobre los
resultados obtenidos de parte de los estudiantes, a partir de los elementos teoricos
propuestos por la teoria de registros de representacion semidtica de Duval que nos

interes6 observar.

Cuando se comenzo este trabajo la propuesta original era realizar el trabajo con
el elipsdgrafo de Proclo en fisico, puesto que se buscaba que el proceso de manipulacién
de los estudiantes fuera méas profundo, asi como la identificacién de los segmentos fijos
y variables fuese mas evidente, en especial, al percibir las longitudes que permanecen
constantes. Sin embargo, justo cuando llegé el momento de llevar a cabo la
implementacion de las actividades, se desato la contingencia sanitaria de la COVID-19
y con ella vino la suspension de clases presenciales y posterior regreso a las actividades
de forma virtual, lo cual sin duda fue un reto no sélo al replantear las actividades que

teniamos sino también, al ponerlas en practica.

La mayor parte de la secuencia de actividades pas6 a la interface virtual y aunque
si hubo una problematica planteada utilizando lapiz, tachuelas e hilo, la realidad es que
practicamente todas las actividades se centraron en cuestionamientos que implicaron
manejar construcciones virtuales hechas previamente en el software GeoGebra y
puestas a su disposicién, en conjunto con un cuestionario en Word, a manera de
introduccion sobre el tema de elipse, la primera secuencia tenia como objetivo la
reproduccion del método del jardinero para encontrar la ecuacidon de la elipse y
posteriormente, la segunda secuencia tuvo como fin la exploracion virtual del
elipségrafo de Proclo, para identificar los segmentos trascendentes en la construccion

y se lograra deducir la ecuacion de la elipse en su forma ordinaria.

Las actividades se disefiaron para implementarse en diez sesiones de una hora:

cinco para las actividades pertenecientes a la primera secuencia y otras cinco para las



actividades de la segunda. Dejando a cada secuencia con una hora para su actividad

introductoria, dos horas para la actividad de desarrollo y dos para la actividad de cierre.

Todas las implementaciones fueron planeadas para realizarse de manera virtual,
haciendo uso de la plataforma zoom donde se tenia un contacto “directo” entre los
estudiantes y la profesora, quien fungia como observadora y solo se manifesté al
momento de resolucién de dudas, asi mismo, el cuestionario déonde se encontraban
tanto las situaciones problema como los hipervinculos para acceder a los applets de
GeoGebra se hicieron llegar cada dia mediante la plataforma Google Classroom, pues
era esa la via institucional de entrega de materiales virtuales, recepcion y calificacién

de trabajos, tareas y exdmenes.
Las caracteristicas del grupo y de los equipos de trabajo fueron las siguientes:

® El grupo estaba conformado por 23 alumnos, los cuales se dividieron
voluntariamente en equipos de trabajo conformados por 4-5 participantes en
cada uno.

® Todos eran estudiantes del tercer semestre de bachillerato, con una edad
promedio de 14 afos.

® Los grupos focales de observacion fueron 2 equipos, uno comprendido

solamente por integrantes mujeres y uno solamente por hombres.

® Al momento de trabajar los estudiantes fueron separados mediante la funcion
de grupos de Zoom, la cual permite que por tiempos definidos los participantes

estén unicamente en comunicacion con su equipo asignado.

® Hubo un observador fijo en cada uno de los equipos, quien tenia una doble
funcién, pues ademads de recopilar la informacién de interés, estuvo atento a las
dudas que manifestaban los estudiantes, con la intencién de resolverlas y que

pudieran avanzar.

Las implementaciones se pudieron grabar, sumado a las hojas de observacion

que se habian elaborado previamente para obtener resultados especificos de las



discusiones de la implementacion. A pesar de que se habia estimado un tiempo para
cada sesién y actividad, como se mencioné anteriormente, la realidad fue que
extendieron mas de lo planeado, pues hubo confusién al momento de la interpretacién

de las instrucciones y mas aun en la redaccién de las respuestas.

6.1 ANALISIS A POSTERIORI

En este subcapitulo se presenta el andlisis de los resultados, el cual se realiz6 a
partir de las evidencias recolectadas durante la puesta en escena de las secuencias de
actividades. Las evidencias consisten en grabaciones de las sesiones de
implementacion, asi como las hojas de trabajo entregadas por los equipos al finalizar

las actividades.

El andlisis ademas toma en cuenta las observaciones por equipos, dado que
todas las actividades fueron siempre planteadas para trabajar de manera grupal. Cabe
destacar que esto se hizo con la intencién de generar no solo respuestas en las hojas de
trabajo, sino también, propiciar un debate sobre la resolucién de las problematicas,
dado que las discusiones hechas durante la actividad matematica son muy utiles para

comprender cual es el razonamiento o camino seguido por las estudiantes.

Asi mismo, el andlisis realizado de los resultados de cada actividad busca
observar, de ser el caso, elementos descritos ya previamente por Duval. Fue de especial
interés identificar cuando sucede el momento en que el estudiante genera una figura
mental de un objeto presentado a través de los diferentes registros de representaciéon

y como ocurre la sinergia entre ellos.

Esto con el fin de distinguir cual tipo de actividad podria favorecer la
visualizacion y con ello, una aprehension operativa. Posteriormente, indagar sobre
como es que surge (si es que la hay) la coordinacion figural, dando muestra de ello las
acciones, razonamientos y/o argumentos que realicen los estudiantes para establecer

los registros de representacion de la elipse.



Es de interés, ademas, observar cudles son las formas que los estudiantes toman
para buscar resolver cada situaciéon problema, segin lo planteado anteriormente algo
que esperabamos obtener como resultado es que fuera la entrada del constructor la que
predominara al momento de abordar los problemas, pero fueron los recursos con los
que conté cada equipo los que determinaron el tipo de entrada y enfoque que le dieron
a las actividades. Sin embargo, algo curioso y recurrente que se present6 fue la
necesidad que hubo de parte de los alumnos por tomar las mediciones de los segmentos
que conformaban las figuras, por ejemplo, si se hacia un cuestionamiento que
involucraba a un tridngulo, antes de analizar la pregunta se procedia a medir y
determinar la longitud de cada lado, pensando seguramente que esa informacién seria

importante para el resultado.

Cabe senalar que esta es una caracteristica tipica de la entrada del agrimensor y
conlleva mayor sentido si se toma en cuenta que un objetivo de estas actividades tenia
que ver con deducir la ecuacion de la elipse, es decir, al momento de buscar relaciones
entre los segmentos o areas, sin duda, la magnitud se convierte en un dato de suma

relevancia.

La forma en la que se presenta el andlisis es por actividad, es decir, separando
cada una de las seis actividades, tres relativas a la primera secuencia y tres de la

segunda.

Actividad de inicio

En la primera actividad se solicita a las estudiantes que con ayuda de los materiales:
tachuelas, hilo, hojas de papel y lapiz, tracen dos curvas: en primera instancia, una

circunferencia y en segundo lugar una elipse.



La construccién de la configuraciéon que daba como resultado a la circunferencia dio pie
a una serie de comentarios de parte de las integrantes del equipo que sirvieron de guia
a la compafiera que trazé la curva y cabe sefialar que los didlogos mas destacados que

se rescataron en esta parte fueron los siguientes:
En el trazo de la primera figura:

- Estudiante 1: “A ver, puse la tachuela y le amarré el ldpiz, pero ;cdmo, nomds le doy

vueltas y asi?”
- Estudiante 2: “Pues eso dice que hagas, ;qué dibujas?”
- Estudiantes 1: “Una rueda”

- Estudiante 3: “Es un circulo, ;le tomaste foto?”

Figura 31. Alumna trazando la circunferencia fijando un punto fijo con una tachuela y atando un lapiz al otro extremo.

Se puede resaltar cdmo lograron pasar del registro de representacion discursivo
(en las instrucciones) al registro figural (trazo de la circunferencia). Se cumpli6 el
objetivo de obtener la circunferencia pedida, sin embargo, al momento de describir las
caracteristicas de ella, sélo se mencioné que era como una rueda. Lo cual nos indica que
hasta este momento las estudiantes recurrieron a objetos de su vida cotidiana que se
asemejaban a lo que veian y no se mostr6 un paso de la visualizacién icénica a la no
iconica, es decir, lograron traducir las instrucciones en una figura, pero no tradujeron

la medida fija de la cuerda hacia las caracteristicas de la figura.



Posteriormente, en la parte que se les pide que apliquen el método del jardinero,
que les ayude a trazar la elipse y posteriormente hacer una descripcion de lo que ven,

de esta actividad se rescato el siguiente dialogo:

- Estudiante 3: “Entonces en la respuesta de la curva hay que ponerle que es un évalo”.

- Estudiante 2: “Si, y en sus principales caracteristicas hay que poner que es angosto y es

largo de los lados”.

Figura 32. Alumna muestra cdmo tensa el hilo con el lapiz antes de trazar la elipse.

Este dialogo lo que nos permite observar es que apenas logran describir alguna
caracteristica de las formas, pero no logran verla como figura. Es importante sefialar
que las estudiantes tuvieron dificultades para dibujar la elipse completa (como curva
cerrada), se quedaban hasta dibujar la mitad, esto creemos que pudo ocurrir por dos

razones:

1) La construccién misma impedia que fuera natural que en un solo trazo se
completara la curva y eso les dificulté pensar que lo que obtendrian seria una
curva cerrada

2) Hasta este momento en las hojas de trabajo no habria nada explicito referente a
la elipse, por su parte todo era referenciado a la curva y ellas tenian la idea de

curva como una figura no cerrada.



Las descripciones que se hicieron hasta este momento se quedaron hasta una
parte muy superficial, es decir, no se profundiz6 mas alla de las caracteristicas mas
prominentes de las figuras que se tienen, podemos observar las estudiantes tienen
nocién de la elipse en el registro figural, sin embargo, hasta este momento no
podriamos afirmar que comprenden a la elipse como una figura geométrica, sino

solamente como un dibujo hecho a partir de una construccién especifica.

Hasta este momento, se podria hablar de que los objetos geométricos con los que
estan trabajando solo se lograron identificar las caracteristicas mas predominantes, sin
hacer un analisis mas profundo de la figura obtenida. Esto realmente ya habia sido
previsto, pues no es un quehacer habitual para los estudiantes describir qué es lo que
observan y menos en una clase de matematicas (incluso si se trata de Geometria) es por
eso por lo que a continuacién se les cuestion6 acerca de los elementos de la
construccion y se les pide que analicen cudles son los segmentos de longitudes
constantes y variables. La idea es que se avance hacia una visualizacion no icénica en
donde cada uno de los elementos de la configuracién se conviertan eventualmente en

elementos con los que se pueda operar o incluso llegar a alguna conjetura geométrica.

Si bien pueden reconocer los materiales necesarios para dibujar la elipse, aun no
estd explicita la caracteristica en la que se buscaba centrar la atencién y que es
determinante para hacer la descripcidn de la elipse como lugar geométrico (que es el
objetivo de esta primera secuencia didactica). Fue hasta el cuestionamiento de una de
las estudiantes respecto a las cantidades (longitudes) que se conservan que se logro

acercar a la determinacion que se esperaba. Como muestra de ello, el siguiente dialogo:

- Estudiante 2: “La siguiente dice que cdmo varia ;Cémo es esta longitud al variar la
posicién del ldpiz? Pues por ejemplo la longitud del hilo siempre es la misma ;no? O sea,
al sumar los dos siempre dard lo mismo porque nomds cambia el punto, no se hace mds

largo el hilo, pero la de cada uno varia depende de dénde pongas el punto y ya es todo.

A partir de este dialogo las demas integrantes del equipo se convencen de que la

condicion que cumplirian todos los puntos que estan sobre la elipse trazada es la



conservacion de la suma de las distancias a los puntos fijos (tachuelas) y lo redactaron

en de la siguiente manera:

3) ¢Como es esta longitud al variar la posicion del punto donde se localiza el
lapiz? ¢Por qué?
Al sumar las dos longitudes da 10.5cm por gue es lo gue mide el hilo, y a
cambiar el punto donde se localiza varia la longitud de cada uno.

Figura 33. Hoja de respuestas del equipo 1, expresando por escrito no variacion de la longitud del hilo.

Si nos fijamos en ambas respuestas, en particular en la escrita, se puede notar que se
logré hacer el cambio del registro figural al registro discursivo. Esto utilizando la
caracteristica que encontraron sobre la no variacién de la longitud y mas atn, le dieron
un valor numérico a esa caracteristica, validando asi sus dichos con una respuesta
numérica, que segin Duval (2016) es una caracteristica de la entrada del agrimensor.
Este valor también les sirvi6 para poder comparar con otros puntos y corroborar lo que,
en el didlogo ya anticipaban. Mostrando con esto, que el trabajo colaborativo fue una
parte decisiva para determinar sus respuestas. A raiz de este tipo de situaciones,
consideramos que, sin la identificacién de los invariantes en el aparato de trazado, no
se podra identificar las caracteristicas del lugar geométrico de la curva y sin ellas no se

logra pasar al registro grafico.

Como una mejora a la secuencia, valdria la pena proponer el trazo de elipses de
diferentes tamanos utilizando diferentes longitudes de hilo, para relacionar la medida

del hilo con las diferentes formas de las elipses.

Actividad de desarrollo.

El objetivo de esta actividad es determinar la propiedad que cumplen los puntos
de la curva que forma la Elipse, esto a partir de la manipulacién y el andlisis de la

construccion geométrica virtual del método del jardinero.



Observando las respuestas del equipo a los primeros cuestionamientos que se
hacen, lo primero que salta a la vista es el hecho de que sigue persistiendo la idea de
que al hablar de la curva se trata solo de un segmento curvo y no de una figura cerrada,
pese a que con la manipulacién del software si se podria trazar a la elipse completa con
facilidad. Esto tenia una particular importancia, pues identificAindola se queria

fortalecer los elementos geométricos que caracterizan el lugar geométrico de la curva.

a) Describe la curva que traza ;hay parecido con el dibujo que hiciste en
la primera parte?
Es un segmento de la elipse que se formo en el primer paso. 4(:

L 2 ]

b) Haz captura de pantalla de al menos 3 curvas de diferentes
tamanos y explica ¢De qué depende la forma de la curva?

P 4 " — |

La forma de la curva depende de que tanto se mueve en el plano el punto P

Figura 34. Hoja de respuesta de los estudiantes, donde comparan el applet de GeoGebra con el mecanismo anteriormente utilizado
(tachuelas e hilo).

No se reconoci6 del todo la forma final de la curva (en comparacién con el
mecanismo fisico), sino arcos de ésta, indica que no hay una relacién fuerte entre la
configuracion y la figura final. Sin embargo, el que estuviera trazado el tridngulo
completo si guio el razonamiento, ademas se presentaban los indicadores de variacién
entre las longitudes de los lados del triangulo interior; haciendo notoria la disminucion
de longitud de un lado cuando el otro crecia. Esto indica que se identifico la invariancia
de la longitud del hilo y la deconstruccion dimensional 2D /1D necesaria para concebir

esta invariancia.

El hecho de que existiera un valor numérico que indicara la variaciéon de la
distancia del punto que traza la elipse a cada foco fue determinante para que se

avanzara, nuevamente estamos en presencia del tipo de entrada del Agrimensor. Este



tipo de entrada consiste en la constatacion que resulta de la lectura de un instrumento
de medicién, aunque en este caso el valor era dado. A su vez, podemos afirmar que
existi6 una relacién entre las aprehensiones operativa y discursiva, puesto que se logro
asociar las caracteristicas geométricas que conservaba el tridngulo. Identificar esta
invariancia ha resultado dificil, aun echando mano de la herramienta numérica, porque
dicha invariancia no existe visualmente y la deconstruccién 2D/1D no es obvia. Otra
mejora que valdria la pena agregar al applet es una simulacién donde exista un punto

de apoyo visual, como el que se muestra en la Figura 35.

También se debe sefialar que el proceso de deconstruccion dimensional se dio al
pasar de tener en primera instancia una figura en 2D (triangulo) a posteriormente
desglosarla en todos sus segmentos constituyentes 1D (lados) y finalmente 0D
(puntos), es decir, el tridngulo formado por los segmentos que resultan de unir los focos
y cada foco al punto que traza la curva. Los focos son puntos fijos de la construcciéon

(Figura 35).

Figura 35. Imagen de la descripcion del método del jardinero al trazar una elipse. Elaboracion propia

Actividad de cierre.

En esta actividad se tenia como objetivo de aprendizaje determinar el concepto

de elipse como lugar geométrico, asi como el paso del registro figural al grafico y



posteriormente, si fuera posible conseguir una coordinacién entre el registro graficoy

discursivo para pasar al registro algebraico.

Para ello, se les solicité a las estudiantes identificaran y enlistaran los pasos que
fueron necesarios para construir el mecanismo que utilizaron para trazar elipses, lo
cual recapitulaba su experiencia y sirvio para refrescar las componentes indispensables
para obtener la figura que trazaron fisicamente y después en el Applet. Una vez hecho
esto se centro la atencion en la elipse trazada, en particular en el triangulo que se forma
de unir con una linea recta los puntos de los focos de la elipse y el punto mévil que la va

trazando.

Es oportuno sefialar que fue muy complicado hasta este punto de las actividades que
hubiera una aprehension operativa de la elipse como objeto accesible, pues en lugar de
tener las diferentes asociaciones a las representaciones del objeto, por los comentarios
de las estudiantes como “... Primero tenemos que describir el dibujo y luego el otro que
hicimos en la compu...” parece que se esta hablando de un objeto matematico distinto

en cada ocasion.

Como se mencion6 antes, un objetivo fundamental de esta actividad era que los
estudiantes consiguieran pasar al registro algebraico, para ello se les propuso el uso del
teorema de Pitagoras como camino para encontrar la ecuacion de la elipse, empezando
por conocer el valor de la longitud de los lados del triangulo interior de la elipse, sin
embargo, lo que obtendrian de fondo es la distancia entre dos puntos en el plano. Se
reconocié el punto equidistante de los focos como una condicién para el calculo de la
distancia por este método (por la necesidad de que hubiera un angulo recto) fuera

aplicable, pues asi lo argumentaron: “solo se vale en los tridngulos rectangulos”.

La identificacién de cada uno de los segmentos de los que depende la ecuacion
ordinaria de la elipse fue parte fundamental, para comprender qué era lo que describia
la ecuacion. Se reconocen los elementos geométricos necesarios para trazar una elipse:
dos puntos fijos (tachuelas) y segmento (hilo). Se caracterizan las posiciones de las

tachuelas como puntos fijos con coordenadas fijas:



6. Abre el applet del Método del Jardinero 2 ¢Cuales son las
coordenadas de los focos? Inserta una imagen de como se ve esto.
F1: (-c, 0) F2: (c-0)

7. Activa la casilla ecuacion, comenten y escriban ;Qué es lo que
obtienen?
La forma representada graficamente de la elipse, asi como la ecuacién

x2/36 +y2/9 =1
8. ¢De qué longitudes o segmentos depende la ecuacion anterior?

De las medidas de la elipse

Figura 36. Hoja de respuesta de los estudiantes, donde sefialan la relacién que existe entre las coordenadas de los focos y las
medidas de la elipse trazada.

En cuanto a las transformaciones entre registros semioticos, podemos afirmar
que los cambios de registro se dieron de la siguiente manera:

En un primer momento, se comenz6 buscando pasar del registro figural al
discursivo, comentando los elementos caracteristicos de la elipse y relacionandolos al
concepto previamente establecido de lugar geométrico como el conjunto de puntos que
cumplen ciertas reglas o condiciones dadas, esto ayud6 a que se tuviera presente la

constante en la longitud de ciertos segmentos, asi como la posicidn fija de los focos.

Posteriormente, se introdujo la figura en un plano cartesiano y fueron
precisamente estas caracteristicas las que permitieron pasar del registro figural al
registro grafico, aunque si fue muy brusca la incorporacion del plano, se tuvo la ventaja
de que era un elemento conocido para los estudiantes y lograron establecer
coordenadas para los puntos fijos y el punto variable, esto partiendo de establecer un
origen y de esta manera se incorporaron las variables x y y como las coordenadas del

punto P que traza la elipse.

Finalmente, se pretendi6 que una vez establecido lo anterior, se diera una
coordinacion entre la representacion grafica y la representacion algebraica, y mas ain
que de estas distintas asociaciones se tuviera la claridad de que se esta hablando de un

mismo objeto.
Segunda secuencia

Actividad de inicio.



En esta segunda secuencia se introdujo el elipségrafo de Proclo de forma virtual
y donde el objetivo de aprendizaje que se tenia era determinar las propiedades
geométricas por las cuales este mecanismo traza elipses, se buscé promover la entrada
del constructor, con la intencién de comprender coémo es que estd constituido el

mecanismo y asi mismo las caracteristicas fijas y variables de éste.

Las estudiantes trazaron la elipse como resultado de una configuracién mas
compleja y de las restricciones de movimiento del punto que la traza. En un primer
momento fue complejo para ellas identificar que la curva que trazaron era similar a
elipse con la que estuvieron trabajando en la primera secuencia, esto nos indica que
hasta este punto no se logré transitar de una visualizacién iconica a una visualizacion
no icénica, sin embargo, al momento de hacer una descripciéon del mecanismo se puso
en acciéon su razonamiento que derivdé en una asociacién al registro grafico, pues
compararon las barras fijas del elipségrafo a los ejes del plano cartesiano, dando asi
sentido de que estaban, al igual que en la actividad de cierre anterior, trabajando con
puntos coordenados y segmentos que los conectan. Mostrando de esta manera que
surgid en el proceso de resoluciéon una descomposicion dimensional de 2D/1Dy 2D/0D.
Ademas, se realizaron afirmaciones sobre la construccién que eran indispensables para
trabajar en la siguiente actividad, por ejemplo, determinar que el angulo entre los

canales era de 90°. Como puede verse en la Figura 37.

4. ;Que caracteriza a las barras por donde se mueven los puntos F y G?
Estan fijas, representa el eje de las X y Y, lo que vale una de las barras es
el doble del segmento FG, forman angulos de 90°.

5. ¢ldentificas segmentos cuyas longitudes no cambien? ;Cuales?
Si, el segmento FG, EA, AB, EB, FP.

Figura 37. Hoja de respuesta del equipo 1, donde describen las caracteristicas del elipségrafo de Proclo.

Cada uno de los segmentos (1D) que se identificaron del mecanismo trazador de
elipses (2D) fueron motivo de andlisis y a cada uno se le asocié el nombre de una
variable (si su longitud variaba) y el de la cantidad que valia si es que esta se mantenia
constante. Parte importante de esta descripcion fue los segmentos se comprendieran

como lineas entre dos puntos, pues era la localizacion (coordenadas) de esos puntos las



que posteriormente ayudaron a las estudiantes a generar una aprehension operativa

en el registro grafico de la elipse.

Pese a que se lograron identificar con relativa facilidad los segmentos fijos y
variables, existio dificultad en gran medida para pasar del registro figural al discursivo,
es decir, poder expresar textualmente la conclusidn a la que se lleg6 a partir de sus
descripciones y debates, en particular, porque no tenian seguridad en los conceptos
matematicos que se utilizan para nombrar cada elemento. Como se menciond
anteriormente, cred problemas el paso de la configuracién utilizada en la primera
secuencia (método del jardinero) al elipségrafo de Proclo utilizado en la segunda, fue
tan débil la asociacion entre figuras que las estudiantes pensaron en un inicio que se
trataba de otra figura diferente a la Elipse, solo por el hecho de haber cambiado el

mecanismo con el que se trazo.

Actividad de desarrollo.

Se continu6 con la manipulacién del applet y la actividad de desarrollo planted
centrar la atencion en los segmentos fijos y variables del Elipségrafo de Proclo. También
propuso incorporar algunos trazos auxiliares en particular para guiar el razonamiento
de las estudiantes hacia una visualizacion no icénica (ver lo invisible), que derivada en
generar un proceso de descomposicion dimensional de la figura, asi como posibles
reorganizaciones con el fin de crear relaciones entre figuras, segmentos y sus

longitudes, que les encaminen a determinar la ecuacion ordinaria de la elipse.

La actividad de desarrollo tenia como un objetivo poner énfasis especial en la
construccion del mecanismo: mostrarla como objeto de interés en si mismo. Se analiz6
cada uno de los segmentos que conformaban el elipsografo, es decir, fue tan importante
la elipse trazada como el instrumento que la trazé. La aprehension operativa jug6 un
papel fundamental en esta secciéon dado el grado de razonamiento que fue puesto en
juego para encontrar la semejanza entre los tridngulos, las estudiantes hallaron esta
semejanza al comparar las razones entre los lados de cada tridngulo, fue notable que

nuevamente se recurrié a una constatacion numérica, que les permitiera comprobar



sus afirmaciones, la cual dio paso también a una asociacién entre una cantidad

numérica y una relacion figural.

El angulo recto que tienen en comun los triangulos fue fundamental para que
aceptar la idea de la semejanza entre ellos. Ademas, en todo momento se hizo presente
el recurso del teorema de Pitagoras, por el cual ya habian determinado previamente la
necesidad de que los triangulos fueran rectangulos y fue utilizado como estrategia para

obtener algebraicamente el valor de los lados de los triangulos.

Se agregaron trazos auxiliares que permitieron quedarnos con una
configuracion diferente a la inicial: dos tridngulos, uno que contenia a otro y tenian

lados compartidos, como se muestra en la Figura 38.

Figura . Qué ves?

a) Dibuja los triangulos JAl y JFP

Figura 38. Hoja de respuestas del equipo 1, en ella trazan los dos tridangulos interiores a la elipse, los cuales tienen la caracteristica de
ser semejantes entre ellos.

Una vez identificados, se trabajo con los dos tridngulos semejantes BFP y BADb'.
Se reconocieron segmentos fijos, variables y asi mismo, se determind que existia una

correspondencia que habia entre los lados respectivos.

Con respecto a la transicion entre registros de representacion semiotica,
podemos resaltar el cambio del registro figural al discursivo, pues se describieron con
lenguaje natural todos los elementos caracteristicos de la elipse al tratarla como lugar

geométrico y posteriormente, el cambio del registro figural al registro grafico,



insertando nuevamente el plano cartesiano y asignando coordenadas cartesianas a

cada punto de importante del Elipségrafo de Proclo.

Cabe resaltar que, una vez realizada la caracterizaciéon de coordenadas las
estudiantes buscaron calcular la longitud de los segmentos a partir de la ecuacidn de la
distancia entre dos puntos y con ello comparar con los valores dados. Esto no les ayudo
a avanzar en la problematica, pero fue interesante el planteamiento, pues nos muestra
la necesidad que existe por asignar y operar con valores numéricos sea cual sea la
naturaleza del problema. Lo anterior nos lleva a sefialar que una parte importante del
razonamiento matemadtico que han desarrollado los estudiantes predomina la
aritmética, aunque los valores no les signifiquen algo en particular o bien, no respondan
los cuestionamientos que se les hicieron. La necesidad de medir y asignar unidades es
caracteristica de la entrada del agrimensor y fue una actividad que se presentd

recurrentemente.

Actividad de cierre.

Finalmente, el objetivo de esta actividad fue encontrar las relaciones
determinadas entre segmentos fijos y variables, para ello se retom6 lo analizado
previamente respecto a la semejanza entre los triangulos interiores y sus respectivas
correspondencias. Se incorporé de forma directa la informaciéon obtenida de las
coordenadas de los puntos en plano cartesiano, para que las estudiantes hicieran una
descripcién de la variacion en la posicion del punto que traza la elipse y con ello
encontrar las expresiones algebraicas necesarias para encontrar la ecuacion de la elipse

en su forma candnica u ordinaria.

Si bien los estudiantes identificaron al punto P que trazaba la elipse como una
consecuencia de las variaciones de los lados de los tridngulos que se formaban o dicho
de otra manera el movimiento de P tenia como consecuencia que los lados de los
triangulos se modificaran, sin embargo, no era accesible para ellos describir la
trayectoria de este punto, la cual depende directamente del movimiento constreiido

por las condiciones que pone el Elipségrafo de Proclo.



Para que fuera hubiese una mayor familiaridad con las coordenadas variables

w_n

del punto P se les design6 coordenada “x” la que indicaba se movimiento en el eje “x” y

consecuentemente “y” a la del eje vertical, una vez que ocurri6 el cambio de nombre o
etiqueta a las coordinadas lo mismo ocurri6 con los lados cambiantes del tridngulo por
“«_n “«__)

las longitudes “x” y “y”, pero con un sentido de funcién no de incégnita, es decir, no un

valor desconocido sino un punto que varia su posicion.

Posteriormente, se pidio que el valor de las longitudes de los lados fuera expresado en
términos de “x” y “y”, acercandose aun mas a la expresion algebraica de la elipse.
Ejemplo de esto la Figura 39, que muestra los cambios de variables y la designaciéon que
se le hizo en cada segmento, por un lado, el registro figural donde se representan los
triangulos semejantes, los respectivos segmentos asociados y por otro las equivalencias

algebraicas.

x=b+b1
y=AB

k=P
A=y-B
al/FB= aly

Figura 39. Hoja de respuestas del equipo 1, en ella describen de forma algebraica la relacion que existe entre los segmentos de los
dos triangulos respectivamente.

Hubo un cambio en la concepcién que se tenia de realizar igualaciones y
relaciones entre los segmentos (lados de los triangulos) a la operacion algebraica con
las ecuaciones que incorporan a las variables. Se identificé el punto que traza la elipse
como un objeto con coordenadas variables (x, y), donde el valor de x y y correspondia

a segmentos variables de los tridngulos.

Se reconocié que el valor de las coordenadas del punto P esta relacionado a las
variaciones de longitudes de algunos segmentos, mismos que fueron asociados a los
lados de los tridangulos involucrados, sin embargo, no se llegdé mas alla de eso, pues no

se logro llegar a la expresion deseada. Sin embargo, cabe sefialar que se hizo presente



la asociacion entre distintas formas de representar ciertos objetos matematicos, como

lo fueron los segmentos y sus respectivas expresiones algebraicas.

Con respecto a los cambios de registro semioético, se debe resaltar en primera instancia,
del registro figural al discursivo, pues se comentaron y escribieron los elementos
caracteristicos de la elipse al tratarla como lugar geométrico. Posteriormente se
transito del registro figural al registro grafico, cuando se introdujo el plano cartesiano
y con él la localizacidn de los puntos trascendentes de la configuracion del Elipsografo
(que eran los vértices de los tridngulos) y finalmente, se pasé del registro algebraico al
registro discursivo, cuando se describieron las expresiones algebraicas a las que

llegaron.



7. Conclusiones

En este capitulo se engloban las conclusiones principales a las que se llegaron
después del proceso de disefio, puesta en escena y analisis de los resultados. Para llegar
a dichas conclusiones se discutieron de manera detallada los aspectos teoéricos que
fundamentan este trabajo y se espera presentar de manera concisa las reflexiones mas

trascendentes a las que llegamos.

En primera instancia, podemos afirmar que se cumpli6 el objetivo general, porque
se disefiaron y pusieron en practica dos secuencias didacticas para estudiantes de
tercer semestre del bachillerato, ambas secuencias se adaptaron a los tiempos y
condiciones escolares y, también, lograron ser implementadas como parte de su curso
virtual de Matematicas III, el cual fue a distancia dada la emergencia sanitaria de la

COVID-19.

Las dos secuencias proponian a las estudiantes que vieran mas alla de lo que
inmediatamente percibian, es decir, argumentar cudles eran las diferentes
caracteristicas observadas y comparar las diferentes propiedades que cada una le
atribuia a las figuras presentadas, es decir, lo que <visualizaban>y con ello obtener una

descripcion mas amplia y enriquecida de la elipse y del mecanismo que la trazaba.

Para afirmar lo anterior, reportamos que las estudiantes lograron identificar los
elementos necesarios para trazar la elipse y determinar las caracteristicas propias de
la figura, asi como obtener y enunciar la condicion de lugar geométrico de la curva. Las
estudiantes fueron capaces de reconocer la elipse en diferentes representaciones,
puesto que en la resolucidn de las actividades se estuvieron involucrados los registros

de representacion semioética: lenguaje discursivo, figural, grafico y algebraico.

Las estudiantes realizaron durante el desarrollo de las actividades, en cada registro,
tratamientos para hacer conversiones entre los diferentes registros de representacion.
Lo cual nos indica el cumplimiento de algunos de los objetivos especificos propuestos

durante este trabajo:



- Identificar los diferentes registros de representacion semiotica de la Elipse
trazada por el Elipsografo de Proco.
- Identificar la coordinacién entre los registros figural, grafico y algebraico que

en teoria deberia dominar un estudiante de tercer semestre de bachillerato.

Posteriormente a la identificacidn, se observé que las estudiantes consiguieron
reproducir elipses en los diferentes registros de representacién semiotica, generando
una asociacidén entre ellos, pero siendo conscientes de que es un solo objeto matematico
presentando de distintas maneras, pues tal como lo indica Duval, la transicién entre
registros de representacion es el gran reto en la ensefianza y aprendizaje de la
Geometria Analitica. Lo anterior nos afirma que las estudiantes concibieron a la Elipse
como un objeto matematico que puede representarse de diferentes formas,

convirtiendo a la Elipse en un objeto matematico accesible para ellas.

Las estudiantes recurrian constantemente a hacer asociaciones y constataciones
numeéricas, para poder dar respuestas a los cuestionamientos, aun cuando estos no
requirieran una respuesta con cifras. Estas acciones son caracteristicas de la entrada

del agrimensor descrita por Duval.

Sin embargo, pese a los resultados positivos, también notamos que existio dificultad
y confusion para encontrar sentido a las instrucciones solicitadas por parte de las
estudiantes, por un lado, reflexionaremos mas adelante lo relativo al disefio, pero
consideramos que en parte es por el tipo de actividades propuestas, las cuales ponen el
foco en aspectos geométricos o de visualizacidon, dado que, como se ha mencionado
antes, no es un quehacer comun de los estudiantes el realizar tareas descriptivas, mas
aun si se trata de una clase de matematicas, pese a ser uno de los objetivos marcados

en los planes de estudio a desarrollar en el curso.

Desde la perspectiva del andlisis, destacamos que tanto los antecedentes como los
elementos tedricos tomados de la teoria de representaciones semiéticas de Duval

tuvieron un papel fundamental para enmarcar la problematica que se abordd, asi como



para guiar el andlisis, explicar y categorizar situaciones a la que nos enfrentamos. Asi
mismo, la puesta en escena nos permitio reflexionar sobre posibles mejorias en el
disefio de los reactivos, con el fin de fomentar en mayor medida la visualizaciéon no

icOnica.

En la primera actividad de la primera secuencia, el uso de mecanismo fisico fue
determinante para generar la idea de obtener una figura a través de un movimiento
constrefliido y con ello la retomar el hecho de que los trazos en movimiento generan
curvas y que las configuraciones que limitan este movimiento determinaran el tipo de
curvas que trazan, esto era de particular interés pues fue una idea recurrente durante
el trabajo posterior, ademas un objetivo de la propia actividad era promover la entrada
del constructor. Mientras que en el resto de las actividades y la segunda secuencia

fueron los applets en GeoGebra las protagonistas.

El uso de GeoGebra fue fundamental para desarrollar ambas secuencias pues
hubiera sido muy complicado guiar a distancia a los estudiantes en la construccion y
posterior manipulacion del Elipségrafo de Proclo. Ademas, que fue imprescindible para
que los estudiantes describieran y razonaran la variacién de las longitudes de los
segmentos y lados de los tridngulos. Un aspecto que dificulté la comprension del

elipsografo fue que la construccion virtual solamente trazaba la mitad de la elipse.

Es necesario dedicar al menos una sesion previa de trabajo para familiarizar a los
estudiantes para utilizar el Software GeoGebra antes de problematizar alrededor de
construcciones hechas ahi, pues al inicio fue muy confuso para ellos y no hubo el
suficiente tiempo para buscar mas informacidn de las figuras usando las herramientas

ofrecidas por el software.

Pensamos que, si se presentan actividades bien planificadas y realizadas, estas
pueden contribuir para que el estudiante desarrolle capacidades de analisis,
visualizacion e interpretacion, las cuales se hacen necesarias para poder
comprender la nociéon de Elipse como un solo objeto matematico con distintas

representaciones.



7.1 POSIBLES LINEAS DE TRABAJO A FUTURO

Finalmente, queremos presentar algunas lineas de trabajo que reflexionamos y
sugerimos se podrian seguir para dar continuidad a los trabajos realizados en esta Tesis
de intervencion escolar, que tuvo como objetivo el disefio de secuencias didacticas para
la ensefianza de la Elipse en el nivel bachillerato.

En primer lugar, se sugiere hacer una sesion de introduccién a la Elipse, para
ello se recomienda realizar un estudio mas profundo sobre las diversas aplicaciones de
la Elipse en otras areas del conocimiento, por ejemplo, en mecanica, actstica o en
astronomia y el estudio de las drbitas eliptica de los planetas en el sistema solar, en
donde, se considera al Sol en uno de los focos de la trayectoria eliptica de la Tierra, pues
utilizando el contexto de problemas fisicos podria despertar un mayor interés en el
aula.

Una problematica identificada posteriormente en el disefio fue que no se plante6
encontrar la ecuacion candnica de la elipse por medio de la férmula de la distancia entre
dos puntos y fue presentada haciendo Unicamente una asociacién de cada parte de la
ecuacion a cada parte de la elipse. Ademas, el uso del mecanismo fisico y el virtual en la

primera secuencia gener6 confusion en el estudiantado al pasar a la segunda secuencia.

Asi mismo, el refinamiento de las secuencias aplicadas anteriormente, tendrian
que pasar un proceso de correccidn sobre la redaccién de las instrucciones para que
logren dar a entender de una forma mas eficiente los que se esta pidiendo, puesto que
como hemos reportado ha causado dificultad en los estudiantes el describir formas,
caracteristicas y propiedades de las figuras geométricas, porque no es una tarea comun
de la matematica escolar, por ello consideramos de vital importancia que las

instrucciones sean lo mas claros posibles para que no resulten ser una dificultad mas.

Para generar un mayor interés didactico, se pueden explorar diversos tipos de
elipségrafos, encontrando alguno que puedan construir ya sea de manera fisica o
virtual, el realizar esta construccion elevaria el nivel de comprensién de la Elipse por
parte de los estudiantes, asi como de sus propiedades geométricas. También podria

utilizarse un mismo elipsografo, pero variando el tamafio del mecanismo para obtener



elipses de distintos tamafios y elongaciones que provoquen encontrar las propiedades

geométricas indispensables.

Por dltimo, sugerimos realizar una investigacién mas amplia acerca de los textos
escolares relacionados con la enseflanza de las cénicas, en particular de la Elipse, para
analizar las perspectivas del docente en cuanto a la Teoria de Registros de
Representacion Semiodtica de Duval, que consideramos es fundamental para la
comprension del concepto matematico de las figuras geométricas y en particular de la
Elipse en un nivel de bachillerato, por la claridad que genera el poder concebir varias
representaciones de un mismo objeto matematico, esto nos sefialaria una amplia
comprension de las figuras geométricas, las cuales son primordiales durante el estudio

de la Geometria Analitica.
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ANEXO. Secuencias de actividades.

Primera secuencia

Actividad de inicio

Durante la historia de las matematicas ha habido
distintos tipos de mecanismos que han aportado de forma é

significativa en los avances de la ciencia: algunos que
realizan cdlculos y otros, por ejemplo, para trazadores de ‘
curvas. Tu seguramente conoces el compas, sin embargo, |
existen otros mds complejos, en esta ocasién nos ‘
centraremos en uno que en particular es facil de construir.

e Los materiales para generar nuestros trazadores de curvas son los siguientes:
necesitaremos: un pedazo de hilo no elastico de 40 cm (puede ser estambre), dos
tachuelas, un lapiz, un carton fotografico (puede ser otro tipo de cartén) y hojas
de papel.

Relinanse en equipos (zoom) y realicen las siguientes actividades

1) Instrucciones para la construccion del primer mecanismo:

- Comenzaremos clavando una tachuela en una hoja de papel (utiliza el cartén
debajo de la hoja para mantener fija la tachuela).

- Después dobla el hilo a la mitad el hilo y pégalo (o amarralo), posteriormente
coldcalo alrededor de la tachuela que se fijé previamente

- Finalmente en la otra punta del hilo coloca un lapiz y muévelo manteniendo la
tension del hilo.

a) ¢Qué figura obtienen?
b) ¢Qué puedes decir de la distancia del lapiz a la tachuela?

c) ¢éCudl es la longitud del radio?



2) Instrucciones para la construccion del segundo mecanismo:

- Extiende el hilo en la hoja

- Extiende el hilo en la hoja de tal forma que tengas un segmento de 10 cm de
longitud.

- Ubicay fija las dos tachuelas en cada uno de los extremos del segmento, utiliza
el cartdn debajo de la hoja para que queden fijas.

- Después utilizando el |apiz, tensa el hilo y muévelo procurando no dejar de
tensarlo.

e Quien tenga el material para la construccion tiene la responsabilidad de trazar la
curva, tomarle una foto o video y compartirla con sus compaiieros de equipo.

Después de haber realizado la construccién de este mecanismo y trazado la curva. Comenta
con tus compafieros y responde:

1) ¢éQué curva se traza? Haz una lista de sus principales caracteristicas.

2) Ubica el |apiz de manera que esté a la misma distancia de las dos tachuelas. llustra
como se ve este punto en la curva.

a) ¢A qué distancia esta la punta del lapiz de cada tachuela? ¢Como hiciste
para saberlo?

3) Ubica el lapiz en otro punto de la curva ¢ Cudanto mide la longitud de los segmentos
de hilo que se forman con cada tachuela?

4) ¢Cuanto suman en total el valor de las longitudes del |apiz a cada tachuela?

5) ¢éCémo es esta longitud al variar la posicién del punto donde se localiza el lapiz?
éPor qué?

e Las curvas que trazan ambos mecanismos son curvas cerradas empleando una longitud
fija, asi como uno o dos puntos fijos. En el primer caso se trata de una circunferenciay en
el segundo de una elipse (posee forma similar a un évalo).

e Los puntos en los que has colocado las tachuelas en tu dibujo se llaman focos y la forma
gue tenga la elipse, depende en cierta medida de la de la longitud del hilo, asi como la
distancia entre los focos ¢Cédmo podrias comprobar esto? Varia la distancia y dibuja
distintas elipses.




Actividad de desarrollo.

Abre el applet Método del jardinero (pica la tecla ctrl y haz click en este link), éste nos

muestra una simulacion del mecanismo con el que trazaste una elipse anteriormente, los

puntos F y F’ simulan los puntos dénde se colocan las tachuelas, el perimetro del triangulo

simula la el hilo.

a)

b)

c)

d)

f)

g)

h)

En el applet puedes variar la separacion entre las tachuelas (focos), una vez que
hayas dejado fijos los puntos, mueve el punto P y observa lo que sucede.

Describe la curva que traza ¢éhay
parecido con el dibujo que hiciste en la
primera parte?

Haz captura de pantalla de al menos 3 curvas de diferentes tamanos y explica ¢De
qué depende la forma de la curva?

Coloca el punto en la posicién que tu quieras y observa el tridngulo que se forma,
¢cudl es su perimetro? Explica cdmo lo calculaste.

¢Qué ocurre con el perimetro del tridngulo si cambias de lugar P? (dejando los
puntos Fy F’ fijos)

¢Qué longitudes cambian y cudles se quedan constantes en el calculo de este
perimetro?

¢Qué pasa con las longitudes de los segmentos FP y F'P al mover el punto P?

¢Qué relacidn existe entre estas longitudes y la longitud del hilo con el que trazaste
la elipse en la actividad de inicio?
¢Qué pueden concluir de la suma FP +F'P?

A partir de lo anterior, podriamos afirmar que todos los puntos sobre una elipse
tienen la propiedad de que...


https://www.geogebra.org/m/p7mujtw8

Actividad de cierre.

Como probablemente ya hayas visto en clases, un lugar geométrico es un conjunto de
puntos, los cuales, cumplen una serie de condiciones o propiedades dadas. Por ejemplo, la
circunferencia:

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un
punto fijo, lamado Centro (C).

A partir de las experiencias con las actividades pasadas, discute con tus compaferos y
respondan en equipo las siguientes preguntas:

1. Haz una breve descripcién de cdmo crearon la elipse con el método del jardinero

2. ¢Cudles fueron los materiales necesarios para trazar una elipse?

3. ¢Qué elementos geométricos son necesarios para trazar una elipse?

4. ¢Qué caracteristicas dirian que cumplen los puntos que estdn sobre una elipse?

5. Completa la siguiente oracion: “La elipse es el lugar geométrico de los puntos del
plano que...

6. Abre el applet del Método del Jardinero 2 ¢ Cuales son las coordenadas de los focos?
Inserta una imagen de como se ve esto.

7. Activa la casilla ecuacion, comenten y escriban ¢Qué es lo que obtienen?

8. ¢De qué longitudes o segmentos depende la ecuacidn anterior?

Segunda secuencia


https://www.geogebra.org/m/whqebg94

Actividad de inicio

En esta ocasiéon exploraremos otro mecanismo que traza curvas. Para ello vamos a
manipular el applet lamado PROCLO.

a) Mueve el punto F en el applet y observa el punto P ¢ Qué curva que traza? Comparala
con la curva que traza el mecanismo del jardinero (el que se utilizé en la primera
secuencia) ¢Cuales similitudes o diferencias identificas?

b) ¢éSe podra trazar una curva de las mismas dimensiones haciendo uso del mecanismo
del jardinero? Explica cdmo lo harias.

El elipsografo de Proclo, como su nombre, lo indica traza elipses. Este mecanismo
consiste en dos barras perpendiculares rigidamente unidas con dos ranuras por las que se
deslizan dos pivotes articulados de una tercera barra. Cualquier punto de esta Ultima barra
traza una elipse.

Cabe sefialar que los pivotes estdn separados una distancia igual a la mitad de la
distancia focal de la elipse. En la siguiente imagen se muestra como se veria la construcciéon
fisica de este mecanismo.

ﬁﬁ“;’l.ﬂll"l".'ﬂlﬂhhuu.‘fll.‘.'.'ﬂllﬂ! i}
maed) X

c) Utiliza el applet para apoyar tus respuestas y completa la siguiente tabla,
identificando en la figura presentada cada uno de los siguientes elementos,
enumera en la figura dénde ubicas cada uno.

Elementos para localizar en la figura Figura



https://www.geogebra.org/m/nphshvhb

1. Punto que trazala curva

2. Punto reflejado '

3. Barra movil P, i

4. Canal horizontal B¢

5. Canal vertical *e cee oo
6. Elipse

A partir de tus respuestas en la tabla anterior responde:

1. ¢Cuales caracteristicas posee el punto P?

2. ¢Qué representan los puntos F y G en el mecanismo de Proclo?

3. ¢Qué representan los segmentos FG?y FP?

4. ¢Qué caracteriza a las barras por donde se mueven los puntos Fy G?

5. ¢ldentificas segmentos cuyas longitudes no cambien? ¢ Cuales?

6. ¢ldentificas segmentos cuyas longitudes sean variables? ¢Cuales?



Actividad de desarrollo.

Para esta actividad de desarrollo, usaremos el applet PROCLO2, el cual contiene algunos
puntos que nos serviran de referencia.

e Seagrego el punto |, de tal forma que Al es paralelo a FP y al trazar el segmento Al
se forma la hipotenusa de un triangulo rectangulo.

a) ¢Cuales segmentos son de longitud fija y cudles de longitud variable?

b) Fijate en los tridngulos con los vértices JAl y JFP. Si el segmento Al es paralelo a FP,
éencuentras alguna similitud entre los dos triangulos?

c) Mueve el punto Fy observa qué sucede. ¢ Qué caracteristicas se conservan entre los
dos triangulos?

En la siguiente tabla se encuentran unas imagenes de los tridngulos que generaste en los
incisos anteriores. Ahora vamos a encontrar ciertas relaciones entre sus lados.

Figura ¢Qué ves?

a) Dibuja los tridngulos JAl y JFP

- \
4
2 |F
A G
0 8 6 -4 -2 02 6 8
,ZJ
4 ‘ P

e Los tridngulos semejantes como en este caso
guardan proporcionalidad entre las razones de
sus lados

b) Ubicalos segmentos Al, FB, BP y FP, para ello asigna valores “a”, “b”, para definirlos.

c) Escribe qué lado de cada tridngulo se corresponde con qué lado del otro triangulo.


https://www.geogebra.org/m/d5thu3tu

d)

f)

g)

h)

j)

La barra del elipségrafo de Proclo mide 10 u, siendo este el valor de la longitud del
segmento FP

Desliza el punto F y encuentra el valor de Al, écual es?
Ahora, vamos a centrar nuestra atencién en las relaciones que existen entre las

hipotenusas y los catetos ambos triangulos. ¢{Cdmo expresarias la razén entre el
valor de la hipotenusa y uno de los catetos?

De las expresiones que escribiste anteriormente écémo escribirias la razén de la
hipotenusa del tridngulo JAl y el tridngulo JFP?

¢Cémo expresarias el valor de la hipotenusa de cada tridngulo en término de los
catetos? Escribe las expresiones de cada caso.

Del inciso e) ¢ Puedes obtener una expresion para b (despéjala)?

Utiliza la relacién que encontraste en los incisos anteriores para calcular la
hipotenusa del tridngulo pequefio écomo queda esa expresion?

¢Reconoces este tipo de ecuacion? ¢A qué curva corresponde?



Actividad de cierre.

En esta ultima actividad, la vamos a dividir en dos partes, primero introduciremos los ejes
del plano cartesiano para apoyarnos y posteriormente vamos a buscar llegar a expresiones
que nos ayuden a describir algebraicamente la elipse a partir del elipségrafo de Proclo que
estamos utilizando.

I.  Utilizando el applet PROCLO3, analiza lo que te pide y responde:

a) ¢Qué coordenadas tiene el punto A?
b) ¢Cudles son las coordenadas del punto que traza la elipse?
c) ¢éSu posicidn es fija?

Il. Apoyandote en el dibujo de los dos tridngulos semejantes que hiciste y las relaciones
que encontraste, vamos a deducir la ecuacidn de la curva que traza el punto K (elipse).

® Recuerda que son los triangulos FPJ y AlJ
a) Para deducir la ecuacién de la elipse vamos a ubicar las coordenadas del punto K

como (x, y) porque al trazar la elipse van cambiando su valor. ¢ A qué lados del
tridngulo corresponden los valores de x y y?

b) ¢éCoémo quedarian las expresiones que habias escrito en la actividad de desarrollo inciso €) ahora en
términos de xy y?

c) ¢éComo expresarias el valor de la hipotenusa de cada tridngulo en término de los catetos? Escribe
las expresiones de cada caso.

d) Con las ecuaciones del inciso b) obtén una expresion para b en términos de x



e) Utiliza la relacion que encontraste en los incisos anteriores para calcular la hipotenusa del tridangulo
pequeio ¢como te quedaria esa expresion?



