Universidad de Sonora

Departamento de Investigacion en Fisica

Frustracion de la descomposicion espinodal en dos
dimensiones debido al arresto dinamico

Tesis presentada al
Posgrado en Ciencias (Fisica)
como requisito parcial para la obtencion del grado de
MAESTRO EN CIENCIAS (FiSICA )
por

Jesus Benigno Zepeda Lopez

Director de tesis

Magdaleno Medina Noyola

Co-director

Efrain Urrutia Banuelos

Hermosillo Sonora.
Agosto 2016



Universidad de Sonora

Repositorio Institucional UNISON

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

(@0SIe)

Excepto si se sefiala otra cosa, la licencia del item se describe como openAccess






Universidad de Sonora

Departamento de Investigacion en Fisica

Frustracion de la descomposicion espinodal en dos
dimensiones debido al arresto dinamico

Tesis presentada al
Posgrado en Ciencias (Fisica)

como requisito parcial para la obtencion del grado de
MAESTRO EN CIENCIAS (FiSICA )
por
Jesus Benigno Zepeda Lopez
Director de tesis
Magdaleno Medina Noyola

Co-director

Efrain Urrutia Banuelos

Hermosillo Sonora
Agosto 2016






Indice general

Agradecimientos
Introduccién

1. Estados de equilibrio termodinamico
1.1. Termodindmica . . . . . . . . . . . o e e e e e e
1.2. Termodindmica estadistica . . . . . . . . . . . .. . L L
1.2.1. Teoria de fluctuaciones . . . . . . . . . . ...
1.3. Diagrama de estados de equilibrio. . . . . . . .. ..o
1.4. Fase fluida, teoria de liquidos . . . . . . . . . . . ...
1.4.1. Propiedades estructurales . . . . . . ... ... ... ... .. .. ...
1.4.2. Propiedades dindmicas . . . . . . . . . .. ...

2. Estados fuera del equilibrio termodinamico
2.1. Transicién vitrea y arresto dindmico . . . . . . . .. ... L.
2.2. Delosgelesylaespinodal . . . . . ... .. . .o o

2.2.1. Ejemplo: la espinodal en un sistema descrito por la ecuacién de estado de
Vander Waals . . . . . . . ...

2.3. Ideas y conceptos claves del capitulo . . . . .. ... ... oL

3. Teoria de NE-SCGLE
3.1. Sistemas coloidales . . . . . . . . ..
3.1.1. Ecuacién de Langevin . . . . . . . . . ..o
3.2. SCGLE . . . . e
3.3. NE-SCGLE . . . . . . e
3.3.1. Procesos estocdsticos y estacionaridad . . . . . . ... ...
3.3.2. Procesos de enfriamiento instantdneos . . . . . .. ... .. ... ... ...
3.3.3. Ejemplo: sistema de Yukawa atractivo en tres dimensiones . . . . . . . . ..

4. Sistema de HD-AY en dos dimensiones
4.1. Teoria NE-SCGLE para sistemas bidimensionales . . . . . . . . .. ... ... ...
4.2. Potencial de HD-AY . . . . . . .
4.3. Propiedades estructurales de equilibrio . . . . . . . . .. ... oL,
4.4. Teoria SCGLE: propiedades dindamicas de equilibrio . . . . . . .. ... ... ...
4.5. Propiedades estructurales y dindmicas de no-equilibrio: Teoria NE-SCGLE para en-
friamientos instantdneos . . . . . . . . .. ...
4.5.1. Estados arrestados, regién predicha por la teoria NE-SCGLE . . . . .. ..
4.5.2. Vidrios y geles: diferentes tipos de arrestos dindmicos . . . . .. .. .. ..

111

VII

IX

N O W N =

11

15
15
17

21
23

25
25
26
28
29
29
30
32



v INDICE GENERAL

4.5.3. Comportamiento a vectores de onda pequenos en el factor de estructura . . 49
4.5.4. De la formacién de geles a la descomposicién espinodal plena . . . . . . . . 52
4.5.5. Diagrama final de arresto dindmico . . . . . . .. .. ... L 0L 53
4.5.6. Discusion . . . . . .. L e 54
5. Perspectivas y conclusiones 55
Apéndice 57

A. Método de soluciéon numérica para las ecuaciones de la SCGLE 58



Indice de figuras

1.1.

1.2.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

3.1.

3.2.

4.1.
4.2.

4.3.

Diagramas de fases termodinamicos de sustancias puras en tres dimensiones. La
imagen de la figura (a) es de la referencia [6], mientras que la imagen de la figura
(b) es de la referencia [15]. . . . . . . . ..o

Diagramas de fases esquemético de un sistema bidimensional de la referencia [3].

Diagrama de un plano transversal de un arreglo estructural de cuarzo (izquierda) y
un vidrio de 6xido de silicio (derecha) tomado de la referencia [22]. . . . . . . . ..

Figuras de sistemas reales en los cuales se pueden observar las estructuras de los
geles. La figura a) es tomada de la referencia [26], mientras que la figura b) es tomada
de lareferencia [27] . . . . . . . L

Diagrama de estados de solucién acuosa de lisozimas obtenido de la figura 1 a) de
la referencia [37]. . . . . . . L

.7 2
Isotermas de la ecuacién de estado de Van der Waals con P* = %, T* = bkel

a
n= % El punto critico del sistema se encuentra en T} = %, Pr = 2—17 Y e = %,

correspondiente al punto de inflexién de la isoterma T'=T,. . . ... .. ... ...

Diagrama de la regla de Maxwell de reas iguales. Las curva ad y éc corresponden a
la isoterma de los estados metaestables del sistema. La curva segmentada dc corres-
ponde a la isoterma de coexistencia, donde se muestra que tanto la presiéon como
la temperatura son constantes (vease el diagrama P — T de la figura 1.1). En este
diagrama las dos areas encerradas entre la isoterma de Van der Waals y la isoterma
de coexistencia son iguales, de aqui el nombre de laregla. . . . . . ... ... ...

Diagrama de fases del sistema de Yukawa atractivo en tres dimensiones y la corres-
pondiente curva de arresto dindmico encontrada con la teoria de SCGLE, tomada
de la referencia [1]. . . . . . . . L
Diagrama de arresto dinamico del sistema de Yukawa atractivo en tres dimensiones
encontrado con la teoria de NE-SCGLE, tras hacer enfriamientos instantdneos dentro
de la curva espinodal y fuera de la curva espinodal. Imagen tomada de la referencia

Potencial de yukawa para z =2. . . . . . .. ... Lo
Inverso de la compresibilidad contra la fraccién de area. La compresibilidad en fun-
cién de la fraccién de drea para diferentes temperaturas del sistema de Yukawa
(ecuacién 4.9) y la compresibilidad para el sistema de discos duros (ecuacién 1.42).
Diagrama de fases para el sistema HD-AY. La regién estados en equilibrio correspon-
de a estados fluidos del sistema en los cuales no existe el arresto dindmico. La linea
de arresto dindmico es obtenida a través de la teoria SCGLE. Por tdltimo, la curva
espinodal es obtenida a través de la divergencia en la compresibilidad utilizando la
ecuacion 4.10. . . . .o Lo e

17

19

21

22

23

33

33

37

38

39



VI

4.4.
4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12

4.13.

4.14.
4.15.

INDICE DE FIGURAS

Factores de estructura a diferente fracciones de drea y temperatura. . . . . .. ..
Localizacion de los diferentes estados para los cuales se presentan sus propiedades
dindmicas. . . . . ... e e
Propiedades dindmicas. El valor del vector de onda de prueba es kios: = 5/0, mien-
tras que 7 estd en unidades de tiempo de 02/Dg. . . . . . ...
Evolucion del factor de estructura bajo diferentes procesos de enfriamientos ins-
tantaneos. . . . .. .. L L oL
Primer diagrama de arresto encontrado tras hacer una secuencia de enfriamientos
desde una temperatura inicial de T;" = 1. Los puntos morados son los puntos de
arresto encontrados con la teorfa de NE-SCGLE. . . . ... ... ... ... ....
Gréficas de v~ '(u,q;Ty) para enfriamientos a una temperatura inicial de 7} = 1
a distintos valores de temperatura final Ty. Ty es la temperatura de la espinodal
correspondiente a la fraccion de area y T, es la temperatura de transicion de arresto
dindmico. . . . ...
Diagrama de arresto dindmico en el cual se muestran las temperaturas de transiciéon
T o
Gréficas de la evolucién de factor de estructura para diferentes procesos de enfria-
miento. . ..o

. Factores de estructura evaluados en u = u, para diferentes valores de temperatura

finales T. Los picos més altos en los vectores de onda mas chicos corresponden a
las temperaturas finales méas altas. . . . . .. .. ... ... .. .. ... .. ...,
Diagrama de arresto dindmico completo para fracciones de drea mayores a la de la
bifurcacidn. . . . . . ...
Ajuste de v para n = 0.20 a temperaturas mayores que Te. . . . . . . . . . ... ..
Diagrama final de arresto dindmico. Se marcan las diferentes regiones segin los
diversos criterios utilizados para el arresto dinamico. . . . . . . .. ... ... ...

42

43

46

47

48

49

50

51

51
93

o4



Agradecimientos

Empiezo agradeciendo primero que nadie a mi director de Tesis Magdaleno Medina Noyola, por
la gran cantidad de apoyo y tiempo que me ha dedicado para sacar adelante este trabajo. Quiero
agradecer también al resto del grupo de trabajo que de una u otra forma me han ayudado en
la realizacién de trabajo. Principalmente quisiera agradecer a Leticia Lépez Flores por haberme
instruido en todo lo fundamental para la aplicacién de la teoria y quien ha sido una de mis mentoras
mas importantes en la realizacién de este trabajo. Quisiera agradecer también a José Manuel Olais
Govea, Patricia Mendoza Méndez, Edilio Lazaro Lizaro y a Ernesto Cortes Morales, quienes al
igual que Leticia y Magdaleno siempre me han dado de su tiempo para ayudarme con las diferentes
problemadticas que fueron apareciendo durante la elaboracion de esta tesis.

Quiero agradecer a CONACyT, por su apoyo econémico sin el cual la elaboracién de este trabajo
no hubiera sido posible. A su vez, quisiera también agradecer al posgrado en Ciencias (Fisica) del
Departamento de Investigacién en Fisica de la Universidad de Sonora por su apoyo econémico y
las facilidades de movilidad que me han otorgado.

Por tltimo quisiera agradecer a mi familia. A mi padre José Zepeda Martinez, a mi madre
Concepcién Lépez Rosas, a mi hermano José Eduardo Zepeda Lépez y a mi companera de vida
Eva Jessenia Wong Chan por haberme acompanado y apoyado durante esta etapa de mi vida.

VII






Introduccion

Esta tesis tiene como objetivo principal la aplicacién de la teoria autoconsistente de la ecuacién
generalizada de Langevin de no-equilibrio a sistemas de fluidos bidimensionales tipo Lennard-Jones
para la prediccién de los procesos de solidificacién amorfa por descomposicién espinodal arrestada.
Este objetivo se logra aplicando dicha teorfa en un sistema coloidal, el cual es sometido a procesos de
enfriamientos instantaneos e isocoricos y cuyas particulas interactuan con un potencial de discos
duros y una parte de Yukawa atractiva. La teoria NE-SCGLE (por sus siglas en ingles), en la
referencia [1], nos presenta como antecedente la prediccién de estos sélidos amorfos para la versién
tridimensional de este mismo sistema. El principal interés en el estudio de esta teoria es que es
una de las pocas, si no es que la tnica, capaz de dar un marco teérico de primeros principios a los
procesos de solidificacién amorfa que se llevan a cabo para obtenere estados tipo geles y vidrios.
Por otro lado, se tiene como una motivacién adicional la aparente diferencia en los diagramas de
estados de equilibrio termodindmico ocasionada por la dimensionalidad de los sistemas [2], [3].
Esto hace plantear como un objetivo secundario la determinacion de los efectos que trae consigo
la dimensionalidad del sistema para la teoria NE-SCGLE.

Este trabajo se divide en una introduccién, cuatro capitulos principales y conclusiones. El primer
capitulo tiene el objetivo de dar un panorama general sobre las teorias utilizadas para el estudio
de sistemas termodindmicos en equilibrio [4],[5]. En este se presta importante atencién al estudio
de sistemas fluidos con el fin de familiarizar algunos de los conceptos y propiedades utilizadas en
la teorfa de NE-SCGLE [6]. El segundo capitulo tiene la finalidad de convencer al lector de la
importancia del estudio de sistemas fuera del equilibrio termodindmico. A su vez, en este capitulo
los conceptos como transicién vitrea, gelificacién, arresto dindmico y descomposicién espinodal son
abordados de manera general para entender los procesos que son de interés en este trabajo. En el
tercer capitulo se realiza una revisién tedrica sobre los sistemas coloidales y se estudia el marco
tedrico especifico que nos brinda la teoria Autoconsistente de la Ecuacién Generalizada de Langevin
(SCGLE por sus siglas en ingles) y su extensién para sistemas fuera del equilibrio (NE-SCGLE). El
cuarto capitulo consiste en hacer uso de esta teoria para un sistema bidimensional con un potencial
de interaccién entre particulas de disco duro y un potencial Yukawa atractivo.

Vidrios y transicién vitrea:

Los vidrios han sido utilizados por la humanidad desde hace aproximadamente 4,000 anos, no
obstante es sorprendente el pobre entendimiento tedrico de estos materiales al compararse con su
vasta cantidad de conocimiento empirico. Es de sorprenderse que las personas que trabajan dia a
dia con este tipo de materiales conozcan tanto y a la vez tan poco. Personas como los sopladores
de vidrio de porcelana, practicamente dependen de la experiencia personal y de la informacién
transmitida a través de generaciones, con las cuales son capaces de moldear y crear vidrios de
distintos colores [7], [8]. Si bien todavia queda en tela de duda que tanto puede ayudar a estas
personas un entendimiento teérico de los procesos de vitrificacién, dentro de la comunidad cientifica
el estudio de estos procesos sigue siendo de gran interés. Han pasado ya dos décadas desde que P.
W. Anderson dijo que: “El problema mas profundo e interesante que atin sigue sin resolver en la
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e Introduccion

teoria del estado sélido es probablemente la teoria de la naturaleza del vidrio y la transicién vitrea.
Este podria ser el préximo gran avance en la siguiente década.” [9], no obstante, la transicién vitrea
sigue siendo un tema polémico en el ambito cientifico. Si bien, la termodinamica de equilibrio se
encarga de estudiar las diferentes formas en las cuales se puede encontrar la materia, los vidrios no
forman parte de esta descripcién. En la actualidad existen pocas teorias de primeros principios que
ataquen el problema de la transicién vitrea, siendo la teorfa de NE-SCGLE una de estas [10],[11],[1].

Geles y procesos de gelificacion:

Aunados a los vidrios, existen otros tipos de materiales “misteriosos” comtinmente denominados
como geles. Los geles y los vidrios comparten caracteristicas que nos hacen pensar que quiza estos
no sean tan diferentes entre si. Una de estas caracteristicas es que, al igual que los vidrios, estos
también quedan fuera del alcance de la termodindmica de equilibrio. Los geles son basicamente redes
de particulas interconectadas a lo largo de un sistema, y al igual que los vidrios, son considerados
como sélidos amorfos. Algunos ejemplos de gel El estudio de estos tipos de sistemas ha sido de
gran controversia en el ambito cientifico. En particular, Emanuela Zaccarelli dice que “...no existe
todavia un marco teérico unificado capaz de describir y a grandes rasgos localizar la transicién de
geles coloidales.” [12].

Zaccarelli en este mismo trabajo clasifica diferentes tipos de geles y los diferentes procesos por
los cuales estos son obtenidos. Los geles que se estudian en este trabajo son geles fisicos creados
por sistemas que consisten de particulas suspendidas en un medio fluido. En general, se tiene
que sistemas que interaccionan con potenciales atractivos son buenos precursores de geles. En
cuanto a los procesos por los cuales estos materiales son formados, son procesos en los cuales las
aglomeraciones de las particulas del sistema son promovidas. Grandes formaciones de ctmulos
usualmente preceden a la formacién de geles. En la etapa final de la formacién de geles, estos
cumulos finalmente se agregan entre si para formar las estructuras de redes caracteristicas de los
geles. Una de las maneras mas comunes que se tiene para promover la gelificacién es mediante la
separacion de fases, también conocida como descomposicién espinodal. En esta fenomenologia, la
separacion de fases implica el crecimiento de heterogeneidades en el sistema, las cuales llevan a las
particulas de la fase mas concentradas a estar muy juntas entre si. Un método por el cual uno es
capaz de obtener geles es mediante la interrupcién de este proceso de separacién de fases. Dicha
interrupcién se logra cuando ocurre un arresto dindmico del sistema en este proceso [12].

Arresto dinamico y la teoria NE-SCGLE

En esta tesis se estudiara el arresto dindmico y cémo es que a través de este podemos llegar
a entender los procesos de solidificaciéon amorfa previamente mencionados. El arresto dindmico
consiste basicamente en el confinamiento de las particulas del sistema en una regién del espacio.
Estas se impiden el movimiento las unas a las otras a través del espacio. Para estudiar el arresto
dindmico, se hace uso del marco tedrico que nos brinda la teoria auto consistente de la ecuacién
generalizada de Langevin de no-equilibrio. La teoria NE-SCGLE es una teoria que describe la
evolucién de las propiedades estructurales y dindmicas de un sistema coloidal que es sometido a
procesos de enfriamientos que llevan a un sistema a estados fuera de equilibrio. En dicha teoria,
el arresto dindmico es encontrado cuando el desplazamiento cuadratico medio de las particulas de
un sistema en fase fluida converge a un valor finito para tiempos de correlaciones muy grandes.
Mediante este simple critero, se estudia entonces las propiedades estaticas y dindmicas de los
estados arrestados, las cuales, de forma general, culminan en la creacién de un diagrama de arresto
dindmico en donde se muestran las diferentes fenomenologias predichas por la teoria para el sistema
de estudio.



Capitulo 1

Estados de equilibrio
termodinamico

Este capitulo tiene por objetivo el introducir el concepto de equilibrio termodinamico y las
teorias que se encargan de estudiar los estados de la materia. Se establecen conceptos generales
de la termodindmica y termodindmica estadistica. Se hard una pequena revisién acerca de las
diferentes fases termodindmicas en las cuales la materia se encuentra para abordar concretamente
el estudio tedrico de las fases fluidas.

1.1. Termodinamica

La termodindmica tiene como objetivo principal determinar los cambios en las propiedades de
bulto de la materia tras la ocurrencia de procesos capaces de modificarlas. Propiedades como la
presién y el volumen de un gas son ejemplos clasicos del tipo de propiedades que la termodinamica
estudia. La termodindmica, asi como la mecanica cldsica se construye a través de una serie de
leyes empiricas. Dentro del margen de estas leyes, Callen en su libro “Thermodynamics and an in-
troduction to thermostatistics” [4] construye los principios de la termodindmica planteados través
de una serie de postulados. Los primeros tres postulados establecen las reglas para los estados
de equilibrio termodindmico estables. El primer postulado establece la existencia de los estados
de equilibrio termodindmico estables, caracterizados macroscopicamente por la energia interna y
las variables extensivas asociadas al sistema (U, X7, ..., X,,), como por ejemplo: el volumen, drea,
longitud, y nimero de particulas de cada especie quimica. El segundo postulado establece la exis-
tencia de una funcién S llamada entropia, dependiente de todas las variables extensivas del sistema
S =5U,X,...,X,), definida para todos los estados de equilibrio termodindmico estables, o de
forma corta estados de equilibrio. Esta funcién tiene la propiedad de que es méxima cuando el sis-
tema esté en un estado de equilibrio. El tercer postulado establece otras propiedades de la entropia,
tales como su aditividad para un sistema compuesto, la continuidad y la diferenciabilidad de la
funcién, y su dependencia monoténicamente creciente con la energia interna. Callen establece que
“si la relacién fundamental (S(U, X1, ..., X;,)) de un sistema particular se conoce, toda la informa-
cion termodindmica concebida del sistema es determinable de ésta...”, por lo que el conocimiento
de la entropia equivale a tener completamente determinada la termodindmica del sistema.

Como consecuencia matemadtica de los anteriores postulados, la entropia para un estado de
equilibrio debe de cumplir con las dos condiciones:

dsS =0
d?S <0 (1.2)

—~
—
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CAPITULO 1. ESTADOS DE EQUILIBRIO TERMODINA/MICO
1.2. TERMODINAMICA ESTADISTICA

Estas condiciones se cumplen para todos los estados de equilibrio del sistema. Bajo la segunda
condicién, un estado de equilibrio es entonces un estado en el cual la entropia es céncava en
términos de sus variables extensivas dependientes. Las condiciones para un sistema hidrostatico
(8 =S(U,V,N)) son las siguientes:

925 825 928 928 825 \?
(2S) <o (ZS) coZSES (PSYL, 0
oU? )y n oV2)u N ou? ov ouov
Estas condiciones tienen que cumplirse simultaneamente para que el estado sea de equilibrio. Este
principio extremal bésico es extensible a los otros potenciales termodindamicos como la energia,

entalpia y la energia libre de Helmholtz. Como consecuencia de esto es posible encontrar un conjunto
de ecuaciones que describen la estabilidad del estado las cuales complementan a las condiciones

anteriores:
or >0, or <0, on >0
oS PN oV TN ON TV

,(m) >0, (mv <0, (8“> >0
0S Vo ov S ON S.P

la derivacion de estas condiciones y otras implicaciones pueden ser consultadas en las referencias
[13][5],[4].

1.2. Termodinamica estadistica

Otro enfoque al estudio de las propiedades de la materia diferente al dado por la termodinamica
es el visto por la termodindmica estadistica. La principal caracteristica de los sistemas que estudia
la termodindmica es que son sistemas macroscépicos, sistemas normalmente conformados por maés
de 10?3 particulas. Si uno deseara explicar de primeros principios las observables termodindmicas
de estos sistemas, como por ejemplo la energia interna a través de la dindmica de estos cuerpos
utilizando las leyes de Newton, el problema es préacticamente imposible de resolver. El problema
de la dindmica de tres cuerpos es ya de por si un problema complicado, jtratar de resolver la
dindmica de 10?3 es total y completamente irracional! Aqui es donde la termodindmica estadistica
entra en juego con la visién de poder dar una explicaciéon de primeros principios a las observables
macroscopicas del sistema considerando sus variables microscépicas.

La idea fundamental con la cual la termodindamica estadistica se formula es que las propiedades de
bulto son una consecuencia de los estados en los cuales las particulas constituyentes se encuentran.
A estos estados se les conoce como microestados y no son méds que puntos en el espacio fase del
sistema (momentos y posiciones de las particulas). Mediante la descripcién de estos microestados,
la termodindmica estadistica describe a las propiedades de bulto como una consecuencia de una
descripcién contraida. La manera en que la termodindmica estadistica asocia a los microestados
con las observables macroscépicas fue postulada inicialmente por Boltzmann. Boltzmann enuncié
como principio que la entropia del sistema dependiente de las variables extensivas es directamente
proporcional al logaritmo de la cantidad de microestados que den lugar a estas variables:

S[X] = kpln(Q[X]), (1.4)

donde S es la entropia del sistema, X = (U, X1, ..., X,,) las variables extensivas del sistema, kg
es la constante de Boltzmann y §2 corresponde al nimero de microestados que describen al estado
termodindmico X . Sabemos que la termodindmica del sistema queda completamente determinada
al conocer la entropia del sistema, esto hace que el problema fundamental de la termodinamica
estadistica sea contar. Lo que uno desea a través de esta descripcion es obtener funciones de
distribucién de probabilidad para los microestados, por lo que saber qué y cémo contar es crucial
para determinar estas funciones [16].




CAPITULO 1. ESTADOS DE EQUILIBRIO TERMODINA/MICO
1.2. TERMODINAMICA ESTADISTICA

1.2.1. Teoria de fluctuaciones

El principio de Boltzmann no esta limitado a la descripcion de sistemas en equilibrio, sin em-
bargo, los estados de equilibrio juegan un gran rol en el estudio de esta teoria. Un ejemplo de las
consecuencias de considerar estados de equilibrio se tiene al tratar con la probabilidad de encontrar
al sistema en un estado cualquiera dado que el sistema se encuentra en un estado de equilibrio.
De forma general, un sistema termodinamico siempre presenta fluctuaciones en sus propiedades
termodindmicas alrededor de sus valores de equilibrio. Si se desean medir dichas fluctuaciones sélo
se ocupan instrumentos lo suficientemente sensibles para detectarlas. A través del principio de
Boltzmann se puede obtener la probabilidad de que el sistema fluctue a un estado termodindmico
X = (U, X;,...,X,) dado que el sistema se encuentra en un estado de equilibrio X,, como:

cafyy— _ UX]T 9[X]
P =S ax) T o) (1.5)

donde P¢?(X) es la probabilidad de encontrar al sistema en el macroestado X, Zfil Q[X;] es
la cantidad total de microestados del sistema, N es el nimero total de estados termodindmicos
del sistema y en donde se ha considerado una equiprobabilidad entre todos los microestados. Esta
aproximacién se hace debido a que el sistema se encuentra en un estado de equilibrio y se considera
que la probabilidad de que el sistema se encuentre en un microestado asociado al estado de equilibrio
es mucho mayor que la del resto de los microestados.

La ecuacién anterior puede reescribirse en términos de la entropia de los estados. Despejando
Q[X] de la ecuacién 1.4 y sustituyendo en la aproximacién de la ecuacién 1.5 uno obtiene la
expresién para P(X) en términos de la entropia:

PY(X) = e(SIX]=S[Xea]) /B (1.6)
Utilizando esta probabilidad, se puede definir la matriz de covarianza de las fluctuaciones como:
o= <(5X)(6X)T>7 (1.7)

donde los elementos de o se definen como:

<(5Xi)<6Xj)> =) PUUX)(X: - X[)(X; - X5, (1.8)

X

y en donde dX = X — X4, la T indica la matriz transpuesta, <> indican el promedio, X; la
i-ésima, variable macroscépica extensiva y la sumatoria indica la suma sobre todos los valores de
X. Definiendo la matriz de estabilidad de equilibrio €°? con elementos de matriz:

wf,i(yﬂm

°9 — - 1.
K kB 8X28X]>X:qu’ ( 9)

con la cual, Greene y Callen en la referencia [14] obtienen que:

<(5X)(5X)T> e =1, (1.10)

donde I es la matriz identidad. Esta tltima expresion deja en claro la relacion entre las fluctuaciones
de un sistema termodinamico con las segundas derivadas de la entropia.

En esencia, lo que se desea plasmar en esta seccidon es que existen dos vertientes principales
con las cuales se estudian los estados de equilibrio de la materia. Cudl vertiente utilizar depende
mds del problema a tratar. Actualmente los métodos experimentales permiten el estudio tanto de
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propiedades microscépicas como macroscopicas, con lo que el uso de una teoria microscopica para
estudiar sistemas macroscopicos no es una idea descabellada. Dentro de las ventajas que tienen cada
una de estas vertientes se tiene que para experimentos usualmente las cantidades macroscopicas
tienen menos margen de error, esto permite decir que tan cuantitativa puede llegar a ser la teoria,
mientras que las aproximaciones y consideraciones hechas en una teoria microscopica tienen un
gran impacto sobre los célculos realizados. Sea de la forma que sea, las vertientes no estan peleadas
entre s{ y bien pueden complementarse la una a la otra [6]. Asi, si se tiene la capacidad de medir
las fluctuaciones de una variable macroscépica, la teoria proporcionada por la termodindmica
estadistica bien puede ser utilizada.

1.3. Diagrama de estados de equilibrio

En general se tienen dos maneras de estudiar los estados de equilibrio, no obstante, las formas
especificas en la cuales se estudian dichos estados usualmente dependen del estado de agregacion en
el cual se encuentre la materia (sélido, liquido o gas). A través de un diagrama de estados de equili-
brio termodindmico, uno puede ubicar concretamente los diferentes estados de agregacién de algin
material si conoce sus propiedades termodindmicas. Este diagrama es comtinmente conocido como
diagrama de fases. Conocido el diagrama de estados de equilibrio y los estados termodindmicos de
un sistema en algin problema en concreto, entonces uno puede hacer uso de teorias apropiadas
para atacar dicho problema.

En la termodindmica, a los diferentes estados en los cuales puede estar la materia (gas, sélido
o liquido) se les conoce como fases (fase sélida, fase liquida, fase gaseosa). Un material puede ser
llevado de una fase a otra, el proceso por el cudl este cambio ocurre se le conoce como transicién
de fase. Un ejemplo tipico de una transicién de fase es cuando uno mete agua (liquida) al con-
gelador para obtener eventualmente hielo (agua en una fase sélida). Las transiciones de fases son
estudiadas por la termodinamica y se caracterizan por exhibir discontinuidades en las propiedades
termodindmicas de los sistemas, como por ejemplo en la compresibilidad isotérmica. Un estudio
detallado de esta clase de fenomenologias se encuentra en la referencia [4]. Para el presente tra-
bajo los diagramas de fases de equilibrio son utilizados como herramienta para ubicar de manera
general que clase de sistemas se pretende estudiar y recalcar el escenario estudiado con las teorias
de equilibrio termodindmico. Como antecedente y justificacién, se mencionan los efectos que la
dimensionalidad de un sistema trae consigo en los diagramas de los estados de equilibrio.

A grandes rasgos, uno puede describir las diferentes caracteristicas que diferencian una fase de
otra. Por ejemplo, las caracteristica de los gases es que normalmente se encuentran a muy bajas
densidades, altas temperaturas y presiones bajas, mientras que los sélidos se encuentran en el otro
extremo y los liquidos quedan en medio. Una de las principales caracteristicas de las fases gaseosa
y liquida es su capacidad de fluir, es decir, las particulas que conforman a dichos sistemas pueden
moverse a través de todo el espacio accesible por este, mientras que las particulas en fase sélida
estan localizadas en un arreglo periddico de largo alcance. Entre las principales diferencias entre
un liquido y un gas es notable la caracteristica de que un liquido tiene un volumen definido por si
mismo, mientras que los gases tienen el volumen del recipiente que los contenga.
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(a) Diagrama de fases termodindmico de un (b) Diagrama de fases termodindmico de un
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Figura 1.1: Diagramas de fases termodinamicos de sustancias puras en tres dimensiones. La imagen
de la figura (a) es de la referencia [6], mientras que la imagen de la figura (b) es de la referencia
[15].

En la figura 1.1 podemos observar donde quedan localizadas las diferentes fases en los diagramas
P—py P—T del espacio fase termodindamico. Una de las principales observables de estos diagramas
es la existencia de regiones de coexistencia en el diagrama P — p y las lineas de coexistencia en el
diagrama P — T'. Estas regiones y lineas senalan los limites en los cuales dos fases diferentes de un
sistema puede existir en el equilibrio termodinamico, y se caracterizan por mantener las mismas
propiedades intensivas de presién, temperatura y potencial quimico. La regiéon de coexistencia
delimita entonces a los estados de equilibrio termodindamico correspondientes a una transicion de
fase. Otros puntos que normalmente se hacen notar en estos diagramas son el punto critico y el
punto triple. En el caso del punto triple, este punto senala la coexistencia de tres fases, sélida,
liquida y vapor. El punto critico, por otra parte, es utilizado para indicar la existencia de una fase
fluida indiferenciable entre la liquida y gaseosa [15].

Pt /
n

/1
Solid / 1 Liquid

T

Figura 1.2: Diagramas de fases esquemadtico de un sistema bidimensional de la referencia [3].

Como dato adicional, se presenta en esta seccidon una comparacién entre diagramas de fases es-
quemdticos en dos y tres dimensiones (figura 1.2). En el de dos dimensiones se observa la existencia
de una fase denominada como fase hexdtica del sistema. Esta fase ha sido de gran controversia
debido a que presenta caracteristicas entre solido y liquido. “Kosterlitz, Thouless, Halperin, Nelson
y Young (KTHNY) han sugerido que la transicién de sélido a liquido puede ser fundamentalmente
diferente a la observada en sistemas tridimensionales” [2].
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1.4. Fase fluida, teoria de liquidos

En la seccion anterior se establecié la existencia de diferentes enfoques tedricos dependientes del
estado de agregacién de la materia. En esta seccién se abordardn especificamente los conceptos
y propiedades de interés para el estudio de las fases liquida y gaseosa. La dificultad de estudiar
sistemas en fase liquida, es que es una fase que queda en medio de la gaseosa y sélida, las cuales
tienen mucho més marcadas sus diferencias. Una dificultad particular de estos sistemas es que los
efectos de interaccién entre particulas no son despreciables y deben de estar presentes en una teoria
de primeros principios.

Hansen y Mc Donald en la referencia [6] presentan un enfoque bastante general sobre el trata-
miento de sistemas liquidos. Este enfoque tiene sus raices en la termodinamica estadistica y nos
plantea cémo estudiar sistemas de muchas particulas cuyas interacciones son descritas mediante
la mecénica cldsica. Se plantea que la forma de encontrar la probabilidad de los microestados es a
través de funciones de distribucién de probabilidad del espacio fase de momentos y posiciones de
las particulas. La funcién de distribucién de probabilidad del espacio fase fIN! cumple que:

/ NN pNit)drN dp™ =1, (1.11)

donde N es el ntimero de particulas y en donde "V y p" son las coordenadas de posiciones y
momentos de las N particulas [6].

El punto medular tratado por Hansen y Mc Donald es obtener informacién microscépica y
macroscopica relevante a través de estas funciones de distribucion del espacio fase. Esto se hace a
través de promedios de funciones en el espacio fase del sistema, las cuales dependen de las variables
del espacio fase A(r",p")

(4 p™) = [[AGY )N pYit)arap®, (112)

en donde <> indica que se esta promediando la funcién en el espacio fase. Especificamente son
promedios para sistemas en equilibrio termodindmico donde la funcién de distribucién del espacio
fase es una funcién de distribucién del espacio fase en equilibrio f(EN]. El calculo de las funciones
de distribucién dependen de las caracteristicas especificas del sistema con el cual se esté tratando
[6]. Como ejemplo, si se trata con colectivos microcanénicos (N, V', E), candnicos (N,V,T), gran
canénicos (V, u, T), etcétera. Un colectivo es un conjunto de sistemas termodindmicos réplica de un
sistema en el cual se tiene una cantidad de replicas igual al nimero de microestados del sistema y el
cual es utilizado para realizar un analisis estadistico. Todos los sistemas réplica estan caracterizado
por las mismas propiedades y sirven para dar reglas especificas en la manera de contar microestados.

Muchas veces la informacién de la funcién de distribucién del espacio fase es excesiva. En la
descripcién de liquidos se utilizan descripciones contraidas en las cuales sélo importa la distribucién
de posiciones de las particulas. Una distribucién de la configuracién de particulas contraidas que se
obtiene simplemente al integrar sobre todas las coordenadas del espacio fase que no son de interés:

n n N! —n
pM (") = m//féN](TNWN;t)dTN dp", (1.13)

donde p(™ es la funcién de distribucién de la densidad de n particulas. Otra forma til de rea-
lizar esta contraccion de la descripcién es a través de promedios sobre la funcién de distribucién
microscépica de las particulas:

p(r) = Z(S(’r—’ri), (1.14)
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donde 7; es la posicién de la i-ésima particula. La funcién de distribucién de densidad de n particu-
las se puede expresar en términos de la funcién anterior como:

pM () = <Hp(m)>, (1.15)
i=1
con lo que al final se reduce al mismo planteamiento inicial, estudiar promedios de funciones [6].

1.4.1. Propiedades estructurales

Dentro de las distribuciones de particulas las mas relevantes para el presente trabajo son las de
una y dos particulas n = 1,2. La funcién de distribucién de una particula p(*)(r) es interpretada
como la probabilidad de encontrarse una particula en una posicién  en un elemento de volumen
dr. Si el sistema es homogéneo es de esperarse que esta funcién sea constante e igual a la densidad
macroscopica del sistema p:

PV () = (p(r) = p. (1.16)

Por otra parte, la funcién de distribucién de la densidad de dos particulas nos dice la probabilidad
que tiene el sistema de que se encuentren dos particulas, cada una en una posicién r y r’ en un
elemento de volumen drdr':

PP (') = (p(r)p(r")). (1.17)

Una gran parte de la teoria de liquidos es formulada a través de estas dos funciones de distribucién,
de las cuales se puede obtener una gran cantidad de informacién del sistema [6].

En ocasiones las funciones de distribucién renormalizadas son preferentes al uso de las funciones
de distribucién de las densidades de particulas. De forma general para un sistema de N particulas,
la funcién de distribucién de densidad de n particulas cumple que:

/ P (P dpr™ = (NN'H), (1.18)

por lo que a medida de una renormalizacion se definen las funciones de distribucién de n particulas
como sigue:

(n) (pn
(n) () — P (T )
9" (") = s (1.19)
[Timy P (r;)
que para un sistema homogéneo se puede escribir como:
(n)
g™ (") = w (1.20)

pTL
En general n << N, la normalizacién va como N". Para n = 2, y si el fluido es homogéneo

e isotropico, esta funcién sélo depende de la distancia entre las dos particulas, facilitando por
completo la descripcién. Asi, podemos eliminar una variable de esta funcién como sigue:

[Py = 0), (1.21)
9D (1) = gO(r) = p(2;<r>~ (1.22)

La ¢ (r), o simplemente g(r), es usualmente denominada como funcién de distribucién radial. Esta
funcién nos dice el factor por el cual difiere la densidad macroscépica de la funcién de distribucién
de la densidad de dos particulas dado que se encuentran alejadas una distancia r entre si. En
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ocasiones, resulta de utilidad la definicién de otra funcién a partir de la funcién de distribucién de
2 particulas. Llamamos a esta otra funcién como la funcién de correlacion total y se define como:

K (e, ) = gP(r,r') — 1 (1.23)
(6]

na propiedad estructural de especial interés en el presente trabajo es el factor de estructura.
Este, como se vera a continuacion, se relaciona con la transformada de Fourier de la funcién de
distribucién de dos particulas. El factor de estructura para un sistema de N particulas se define
€como:

S(k) = (om0, (1.24)

donde py, es la transformada de Fourier de p(r):

N
Pr = /p(r)e_ik"'dr = Z e kT (1.25)
j=1

En la referencia [6], se demuestra que el factor de estructura y la funcién de distribucién radial
guardan la siguiente relacion:
S(k) =1+ py(k), (1.26)

donde §(k) es la transformada de Fourier de la funcién de distribucién radial. En términos de la
funcién de correlacién total, este también se puede escribir como:

S(k) =1+ ph(k), (1.27)

donde se ha ignorado el término de la delta de Dirac proveniente de la transformada de Fourier de
la constante. Asi, el factor de estructura guarda la informacion de la funcién de distribucién de la
densidad de dos particulas en el espacio de Fourier.

El factor de estructura no sélo es importante por decirnos algo sobre la distribucion de las
particulas en el espacio de Fourier, también es importante, ya que como se demuestra en la referencia
[6] para un colectivo gran canénico (sistema conformado por muchos subsistemas donde todos estos
tienen como pardmetros constantes e iguales al potencial quimico, la temperatura y el volumen),
en el limite:

1im S (k)

1.2
k—0 ( 8)

*
= Xsistema>

donde X%.ioma = Xk:Tt;;a es la razén entre la compresibilidad isotérmica del sistema y la de un
gas ideal. Este limite es entonces capaz de revelar informacién macroscopica del sistema.

Debido al valor que el factor de estructura presenta para la teoria utilizada, es necesario hablar
un poco mas de esta funcién. En particular se centrara una discusion en los métodos de obtencién
de esta funcién. Existen tres formas generales para obtener el factor de estructura: mediante experi-
mentos como dispersién de luz o videomicroscopia, simulaciones numéricas de dindmica Browniana,
molecular o Monte Carlo y modelos tedricos que usualmente consisten en resolver la ecuacién de
Ornstein-Zernike mediante alguna aproximacién que permita cerrar el sistema de ecuaciones [17]-
[20].

En el presente trabajo los factores de estructura se obtendran mediante un modelo teérico. Se
ha decidido utilizar un modelo tedrico principalmente por dos razones, tiempo de aprendizaje y
tiempo de computo, pero la teoria no prohibe de ninguna manera el uso de los otros dos métodos
para obtener esta cantidad. Antes de introducir a la ecuacién de Ornstein-Zernike, es conveniente
definir la funcién de correlacion directa de una y dos particulas. La funcién de correlacién directa
de una particula esta relacionada con las desviaciones al potencial quimico de un gas ideal debido
a las interacciones entre particulas. De acuerdo a la referencia [29], el potencial quimico de un
sistema puede escribirse de manera general como:

Bulr,n(r)] = Bu*(B) + In(n(r)) + Bib(r) — cDlr;n(r)], (1.29)
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donde p es el potencial quimico en funcién del perfil de densidad de las particulas n(r), el cual
en equilibrio es igual la funcién de distribucién de densidad de una particula (n(r) = p(*)(r)), los
primeros dos términos de la derecha corresponden a la parte de un gas ideal, el tercer término
corresponde a la desviacion hecha por un potencial externo y el cuarto es la funcién de correlacién
de una particula ¢! correspondiente a la desviacién ideal debido a las interacciones presentes entre
las particulas del sistema.

La funcién de correlacién de dos particulas ¢ (r, ') es definida como:

3cMfr; p]

(2) N —
) = S

(1.30)

donde r y 7’ son las posiciones de las particulas, y en donde la funcién de correlacién directa
queda definida como una derivada funcional de la ¢(!) con respecto a la funcién p™) [6]. Esta
funcién conecta directamente con las funciones de distribucién de probabilidad. Haciendo uso de la
ecuacion 1.10 para un sistema cuya entropia dependa del nimero de particulas N, descrito por la
funcién N(r) = p(r), podemos escribir la segunda derivada funcional de la entropia con respecto
a p(r) como:

1 §2S[p(r)] _ (1) / @)y \

b 3o = () = sV = sV ) (1.31)

donde la primera derivada funcional es equivalente al potencial quimico Su. Expandiendo el pro-
medio de la derecha:

((p(r) = ) (p(r") = p1) ) = o (,77) + pD (1) (r = ') = p D (1) pV (1), (1.32)

((p(r) = p)(p(r") = ) ) = KO (r,0") 4 pD (1) (r = 1), (1.33)

finalmente, haciendo uso de la propiedad de las funcionales inversas descrita por Hansen y McDo-
nald [6]:

/F(r7 P VF " v Ydr" = §(r — '), (1.34)

donde usamos como funcién inversa a la derivada funcional del potencial quimico, obtenemos la
forma general de la ecuacién de Ornstein-Zernike:

R (r, 7"y = D (r,r) + /0(2)(1",r”)h@)(r”,r’)p(l)(r”)dr”, (1.35)
la cual se puede reescribir para un sistema isotrépico y homogéneo como:
A2 (r) = D (r) 4+ p/c(Z)(|r — )3 (r")dr’. (1.36)

A partir de aqui se adoptard como notacién equivalente para la funcién de correlacién directa
de dos particulas 0(2)(r) = ¢(r) al igual que para la total. De la definicién de la funcién de
correlacion total y de la ecuacion de Ornstein-Zernike es posible encontrar la relacion entre el
factor de estructura y las funciones de correlacion. Tomando la transformada de Fourier espacial
en la ecuacién 1.36, y utilizando la relacién entre el factor de estructura y la funcién de correlacién
total (ec. 1.27) el factor de estructura puede escribirse como:

1

0= Ty

(1.37)
en donde se ha hecho uso del teorema de convoluciéon para la transformada de Fourier. Estas
ecuaciones nos dicen entonces como obtener el factor de estructura a partir de las funciones de
correlacion, por lo que al encontrar la solucién a la ecuacién de Ornstein-Zernike o al proponer
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una funcién para alguna de estas funciones de correlacién simultaneamente se encuentra el factor
de estructura del sistema.

La ecuacion de Ornstein-Zernike sufre de una gran falla. Esta es imposible de resolverse por si
sola, ya que es una ecuacién anidada. Uno rodea este problema haciendo uso de relaciones que
resuelven o cierran al conjunto de ecuaciones necesarias para poder encontrar las funciones de
correlacion. A estas relaciones se les denomina como relaciones de cerradura y algunos ejemplos de
estas relaciones son las dadas por: la “aproximacién esférica media”, la aproximacién de “Percus-
Yevick” y la relacién de la “ecuacién de la cadena hipertejida” [6].

En el presente trabajo no se hara uso de ninguna de las relaciones de cerradura anteriormente
mencionadas, en su lugar se utilizard una aproximacién propuesta en la referencia [30] a la cual
nos referiremos como aproximacién Sharma-Sharma. La aproximacion de Sharma-Sharma con-
siste basicamente en considerar dos potenciales distintos entre pares de particulas, un potencial
perteneciente a una parte dura y un potencial atractivo de relativamente corto alcance u(r). La
aproximacion se escribe como:

e(r) = cgn — Bu(r), (1.38)

donde cyn es la funcién de correlacion directa del potencial de nicleo duro. Esta aproximacién es
muy parecida a la aproximacién de “Debye-Hiickel” [31]:

c(r) = —Bu(r), (1.39)

la cual es famosa por describir mezclas de iones. La unica diferencia entre estas dos aproximaciones
radica en el uso de alguna otra relacién para encontrar la correlacion de la parte dura. Para tres
dimensiones es posible obtener la funcién de correlacién directa de esferas duras de forma analitica
mediante la relacién de cerradura de Percus-Yevick junto con la correccién de Verlet-Weiss [32],
[33]. Para el caso particular del presente trabajo, en dos dimensiones se utilizan los resultados de
Rosenfeld [20] donde la funcién de correlacién directa para discos duros es:

2
4n Jy (ko) BJy(ko)Ji(ko)  GJi(2ko)
k =——RA|l—= , 1.40
c(k)rp 1) { [ ko + ko + ko ( )
con o como el didmetro de los discos duros,
A = H@n=Dx+20G
77 )
B = A=m)x=1-31G
/r’ )
G = (Z//2)1/2,
7 — 140.1287%+0.0271340.067*
- (1-n)2 ’
(1.41)

y en donde Z = PV/NKgT, Z' = %. n es la fraccién de drea del sistema, definida como el
area de las particulas entre el area total del sistema, J; es la funcién de Bessel de primer tipo
de primer orden y Js la funcién de Bessel de primer tipo de segundo orden. x es el inverso de la
compresibilidad isotérmica para este sistema, adimensionada con la de un gas ideal:
=24 74427, (1.42)
XHD

El acuerdo obtenido con esta expresion y la relacién de cerradura de Percus-Yevick para el factor
de estructura de discos duros es bueno sélo para fracciones de drea menores a 7 = 0.6 como explica
Rosenfeld[20].
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1.4.2. Propiedades dinamicas

En ocasiones el interés en los promedios es temporal. Describir cémo cambia la posicion de
una particula o las distribuciones de las particulas en el tiempo puede ser de especial interés. En
estas ocasiones entran en juego las denominadas correlaciones temporales. Hansen y Mc Donald
describen todo un marco tedrico con el cual tratar correlaciones temporales y espacio-temporales
entre dos funciones cualesquiera dentro del margen de sistemas en equilibrio termodindmico:

(A™ 0,2 ) BE™ @), pV (1)) ), (1.43)

donde sélo importa la diferencia entre los tiempos ¢t y ¢'. El tratamiento y propiedades de estas
funciones de correlacién asi como ejemplos especificos pueden ser revisados con mayor detalle en
la referencia [6]. De momento nos limitaremos a presentar y describir los promedios que son de
interés para el marco tedrico presentando en el tercer capitulo.

Debido a las implicaciones que tiene la funcién de Van Hove en la teoria que se utilizara para
estudiar posteriormente los diagramas de arresto se abre un gran paréntesis en esta seccion para la
comprensién de esta funcién y sus derivados. Esta funcién es una piedra angular en la cual reside
la teorfa SCGLE y su extension a sistemas fuera de equilibrio NE-SCGLE. Su relacién con estas
teorias sera discutida en el tercer capitulo.

La funcién de Van Hove G(r,7) tiene un significado fisico sencillo. Esta es una funcién que des-
cribe la distribuciéon promedio de dos particulas dado que se conoce una distribucién microscépica
de las particulas (conocimiento de la posicién de todas las particulas) en un tiempo 7 = 0, y
en donde una de las dos particulas es utilizada como origen en el sistema de coordenadas a este
tiempo. Su definicién para un fluido uniforme es:

G(r,7) = % < p(r,7)p(0,0) >, (1.44)

por lo que podemos entender a esta como una funcién de correlacion entre densidades. La expresion:
G(r,T)dr, (1.45)

nos dice el niimero de particulas j que se encuentran en una regién dr en una posicién  a un tiempo
7 dado que existe una particula i en » =0y 7 = 0 [6]. El promedio espacial de G se entiende como
la ponderacién hecha tras agarrar cada una de las N particulas como la i-ésima particula central
y calcular la probabilidad de encontrar otra particula alejada una distancia r en términos de que
tantas particulas se encuentran a esa distancia y del valor esperado por la densidad macroscdpica.
Por otro lado, el promedio temporal es una ponderacién entre las diferentes realizaciones que pueda
llegar a tener la distribucién a un tiempo 7 dado que el sistema tenia una configuracion inicial
fija a un tiempo 7 = 0. Se entiende por realizaciéon a un experimento o secuencia de medidas de
una variable estocdstica, que en el presente caso se traduce en una secuencia de distribuciones de
particulas.

Un caso de importante mencién para la funcién de Van Hove es cuando el tiempo de correlacién
es igual a cero. En dicho caso tenemos solamente el promedio espacial de todas las realizaciones que
el sistema pudiera tener para un par de particulas. Esta funcién entonces nos dice en promedio que
tan probable es encontrar una particula a una distancia r. Si uno se queda sélo con la distribucién
de pares de particulas distintas entre si, Gp, es decir la distribucién de las j-ésimas particulas
con j # i diferente a la particula central, entonces Gp(r,0) = pg(r) donde g(r) es la funcién de
distribucién radial.

Al igual que la funcién de distribucién radial, en ocasiones es preferible utilizar la transformada
de Fourier de la funcién de Van Hove. La funcién de dispersién intermedia colectiva:

Fo(k,7) = /G(r, m)e T dr, (1.46)
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comunmente denominada como “f colectiva”, es la transformada de Fourier espacial de la fun-
ci6n de Van Hove. Esta funcién, al igual que G(r,0) al evaluarse en 7 = 0 se relaciona con una
propiedad estructural importante, el factor de estructura. El factor de estructura, S(k) es simple
y sencillamente la funcién de dispersién intermedia evaluada a un tiempo de correlacion 7 = 0,
Fo(k,0) = S(k).

La funciéon de Van Hove también es 1til para describir la distribucién espacio-temporal de una
particula. Si en vez de fijar nuestra atencién en la parte distinta de la funcién de Van Hove, nos
concentramos en la parte propia, es decir, en la distribucién de la i-ésima particula que se coloca
al tiempo 7 = 0 en el origen tenemos la funcién de distribucién de una particula G4(r,7). Al
transformar sélo la parte espacial al espacio de Fourier de esta funcién se obtiene la funcién de
correlacién intermedia propia:

Fo(k,7) = /Gs(r, e FTdr, (1.47)

denominada comuinmente como “f self”. Esta contiene informacién de la distribuciéon de una
particula trazadora, en el sentido de que solo se estd siguiendo la distribuciéon de la “i”-ésima
particula, colocada inicialmente en el origen de un sistema de coordenadas [6].

Aparte de las funciones derivables de la funcién de Van Hove existen cantidades limites de
importante mencién. Para sistemas fluidos en equilibrio termodindmico la funcién de Van Hove es
constante para tiempos y distancias muy grandes. En el limite para tiempos muy grandes se tiene
que [6]:

lim G(r,7) = p, (1.48)

T—00

lim G4(r,7) = 1

T—00 Vv’

(1.49)

donde V es el volumen del sistema. El mismo valor limite es obtenido cuando ahora se tienen
distancias muy grandes:

1m G(r,7) = p, (1.50)
) 1
TILHQOGS(T,T) =7 (1.51)

El desplazamiento cuadratico medio, o MSD por sus siglas en inglés, es otra propiedad de interés
que se obtiene a través de la correlacién temporal de las posiciones de una particula. Esta nos dice
en promedio que tan alejada puede encontrarse una particula de su posicién inicial (ro a t = 0) a
un tiempo ¢. E1 MSD se definido como:

< (r(t) —rp)? >. (1.52)

Puesto que en los sistemas fluidos, las particulas son capaces de moverse en todo el volumen del
sistema, se espera que esta propiedad aumente conforme pase el tiempo de correlacién hasta que
las particulas sienten alguna clase de confinamiento.

El desplazamiento cuadratico medio mantiene una relacion importante con la funcién de auto-
correlacién de las particulas. Para evidenciar dicha relacién primero pensemos en que podemos
escribir la posicién de una particula a un tiempo ¢ como la integral de su velocidad v(t') hasta ese
tiempo:

r(t) = /O/v(t’)dt'. (1.53)

De la misma forma la distancia cuadrada puede escribirse como:

r2(t) = //O v(t') -v(t")dt'dt”, (1.54)
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definiendo ¢ = t’ + u, integrando sobre ¢’ y tomando el promedio finalmente obtenemos que:
t
<ri(t) >= 2/ (t—u) <v(0) v(u) > du. (1.55)
0

Muchas veces la razoén en la cual el MSD varfa con el tiempo es de igual o mayor importancia que
el mismo MSD. El coeficiente de difusién es una propiedad que estd intrinsecamente relacionada
con el MSD en términos de esta variacién, la cual nos dice la rapidez con la cual una particula
se difunde o, dicho de otra forma, la rapidez con la cual ésta puede muestrear més espacio. El
coeficiente de difusién D se expresa entonces como:

_ ld<(rt) - ro)? >
© 2n dt ’

(1.56)

donde n es la dimensionalidad del sistema (1 para una dimensién, 2 para dos dimensiones, etcétera).
Esta expresion, al igual que el MSD, puede expresarse en términos de la funcién de autocorrelacién
de velocidades como: .
D= f/ <v(0) - v(u) > du. (1.57)
nJo
La descripcion de las propiedades dinamicas termina con la descripcién del coeficiente de difusién.
El conjunto de propiedades dindmicas tratadas en esta seccién revelan informacién importante del
sistema a quienes saben como interpretarlas. Un estudio detallado de estas propiedades se realiza
en el cuarto capitulo para un sistema coloidal conformado por particulas que interactian a través
de un potencial de Yukawa. En dicho capitulo pretendo explicar la dindamica del sistema a través
de estas propiedades en situaciones especificas del sistema.
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Capitulo 2

Estados fuera del equilibrio
termodinamico

En el capitulo anterior se sentaron las bases para la descripcion de sistemas en equilibrio termo-
dindmico. En este capitulo se describird la importancia de los estados fuera de equilibrio justifican-
do asi la buisqueda de una teoria que pueda estudiar sistemas fuera del equilibrio termodinamico.
En especifico se trataran los procesos de transicién vitrea y gelificacién, los conceptos de arresto
dindmico y espinodal y la relacién entre estos procesos y conceptos.

2.1. Transicion vitrea y arresto dinamico

Los vidrios han sido utilizados por la humanidad desde hace 4,000 anos. Siendo el contacto de
estos materiales con la humanidad tan antiguo como lo es, es increible que mucha de la informacién
utilizada para manipular estos materiales se obtiene simplemente a manera de prueba y error. Esta
forma de obtener informacién, aunque indudablemente ineficiente, ha marcado un camino claro
para la manipulacién tanto de formas y colores entre otras propiedades. Tratar de dar un marco
tedrico para los vidrios es una forma sensata de tratar de atacar el problema de eficiencia en su
manufactura. No obstante, la elaboracién de dicho marco ain hoy en dia presenta sus dificultades.
La dificultad de estudiar a los vidrios desde el punto de vista de la termodindmica y termodindmica
estadistica empieza desde la definicion del estado en el que se encuentran. Dicho de forma concreta,
estos materiales no existen en equilibrio termodinamico, mucho menos en un diagrama de estados
de equilibrio. En el equilibrio termodinamico las fases claras en los cuales un material puede existir
son la fase gaseosa, liquida y sélida. Las fases sélidas descritas por la termodinamica son en general
arreglos cristalinos del material. Los vidrios son usualmente llamados como sélidos amorfos debido
a que sus estructuras son més parecidas a la de los liquidos que a la de los cristales, como se
puede ver en la figura 2.1. Por ejemplo, uno pudiese pensar en el 6xido de silica, material del
cual comunmente estan hechas las ventanas de vidrio. Si uno revisa el diagrama de fases del 6xido
de silica, el estado vitreo de este material no aparece por ningun lado. Las estructuras de los
vidrios al nivel de correlaciones de dos particulas no muestra ninguna diferencia cualitativa a la de
sus correspondientes liquido a muy bajas temperaturas. Esto no quiere decir que los vidrios sean
liquidos, uno definitivamente no ve fluir las ventanas de su casa como ve fluir el agua.

En esta seccion se tratara de dar a entender la diferencia entre materiales en y fuera de equilibrio
en términos de los tiempos de relajacién estructural y la fenomenologia del arresto dindmico. Para
entender el contexto en el cual se dice que estos materiales estan fuera del equilibrio termodinamico,
se hard una pequena revisiéon de los métodos utilizados para formarlos. Previo a la revisién de
estos métodos, entender cémo es que la termodindmica de equilibrio trata el proceso de llevar
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un sistema de un estado de equilibrio a otro estado de equilibrio sirve como punto de referencia.
Cuando uno tiene un sistema termodindmico en un estado de equilibrio, la principal caracteristica
es que el promedio de las propiedades termodindmicas es constante en el tiempo. Por ejemplo,
en un sistema hidrostdatico monocomponente en un estado termodindmico de equilibrio inicial
Xo = (Vo, No, Up) se mide en promedio el mismo ntimero de particulas y energia en una fraccién
del volumen. Si el sistema cambia del estado X a un estado final de equilibrio X = (X, Ny, Uy),
una manera de asegurar por completo de que llegue a ese estado es si el sistema nunca deja de estar
en equilibrio. Cuando el proceso por el cual se llega a un estado final est4 completamente descrito
por una cantidad infinita de estados de equilibrio intermedios, el proceso se dice ser cuasiestatico.
Esto quiere decir que en un proceso cuasiestatico, el sistema se mueve de un punto a otro punto
del espacio fase de equilibrio a través de una infinidad de estados de equilibrio y si te paras en
uno de estos estados intermedios, el sistema queda perfectamente descrito en este estado. En la
préactica estos tipos de procesos no son mas que una idealizacién, en los procesos reales siempre
estan involucrados estados intermedios fuera del equilibrio, estados en los que el tiempo entra en
juego para su descripciéon. Tan solo pensemos en la expansion libre de un gas ideal en el cual
una pared impermeable a las particulas es instantaneamente rota. En este caso, las particulas del
sistema no saben de inmediato cudl es su nuevo volumen. La descripcién de los estados intermedios
entre el estado inicial y el estado final es un problema que no se puede resolver mediante la
termodindmica, no obstante, ésta te dice el estado final al cual eventualmente el sistema llegara
simple y sencillamente porque es en este estado en el cual la entropia se maximiza. Una forma
de acercarse a los procesos ideales cuasiestaticos es haciendo muchos procesos intermedios entre
estados mas cercanos que eventualmente llevan al sistema al estado final y esperando un tiempo
razonable para que el sistema equilibre entre proceso y proceso (que las variables del sistema
fluctien alrededor de un valor promedio constante) [4].

Volviendo al tema de los vidrios, los procesos por los cuales estos materiales son obtenidos
difieren por mucho a los procesos cuasiestaticos ideales. Los procesos involucrados en la formacién
de vidrios son procesos complejos que han sido refinados a lo largo de los anos y que varian segin las
caracteristicas de los vidrios deseados [7]. Sin embargo, todos estos procesos tienen algo en comun.
Como caracteristica principal, la mayoria de los procesos de formacion de vidrios, si no es que todos,
involucran rapidos procesos de enfriamiento o compresion de un liquido a estados dentro de la regién
de la fase sélida del sistema. Estos procesos en definitiva no son procesos cuasiestéaticos, por lo que
es dificil de esperar que el sistema se encuentre en estados de equilibrio intermedio entre los estados
inicial y final, y mucho menos atn, que el estado final sea un estado de equilibrio. Los procesos mas
estudiados y utilizados en la industria involucran réapidos enfriamientos dentro de los protocolos de
preparacion. Otros procesos recientemente estudiados involucran la rapida compresién de liquidos
[21]. El punto central de estos procesos, es que ocurran tan rapido como sea necesario para colocar
al sistema en un estado tal que evite la equilibracién de todas sus propiedades. Estos procesos son
entonces procesos que inhiben la cristalizaciéon dejando al sistema en un estado fuera de equilibrio,
donde el estado de equilibrio es el cristal, pero tiene una configuraciéon més parecida a un liquido
que la de un cristal y en donde es el propio sistema el cual inhibe la equilibracién. En la figura
2.1 podemos observar esquemaéticamente la diferencia estructural entre un estado cristalino y un
estado vitreo del 6xido de silicio.
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Figura 2.1: Diagrama de un plano transversal de un arreglo estructural de cuarzo (izquierda) y un
vidrio de éxido de silicio (derecha) tomado de la referencia [22].

La principal fenomenologia de la transicién vitrea se describe a través de los tiempos de rela-
jacién estructural. El tiempo de relajacion estructural, denotado comunmente como 7,, se refiere
a una medida temporal, que indica el comportamiento caracteristico de las propiedades de un
fluido. Este normalmente es relacionado con el tiempo promedio que le toma a una particula del
sistema desplazarse fuera de la regiéon delimitada por sus primeros vecinos. Las definiciones de este
tiempo pueden variar de referencia en referencia [6]. En la referencia [23] de definen estos tiempos
concretamente con la condicién de que:

Fs(k, 7o) = e L. (2.1)

De acuerdo a esta definicién, el tiempo de relajacién estructural establece que cuando la “f self”
decae a un valor de e~!. El tiempo de relajacién estructural es utilizado para distinguir entre la
fenomenologia de los vidrios y liquidos. Los sistemas moleculares son considerados vidrios cuando
los tiempos de relajacion estructurales exceden los 100 s s. Este valor se diferencia por 14 érdenes
de magnitud de los tiempos de relajacién de un liquido a altas temperaturas. Sin embargo, este
valor no es mas que un criterio operacional, de utilidad sélo para comparar debido a las limitaciones
experimentales, donde tiempos de relajacién muy grandes son dificiles de estudiar. Elegir valores
de 10s o 1000s como criterio lo inico que hace es esperar menos o més para decidir si el sistema
es vidrio o no [10].

El arresto dindmico de un sistema es un concepto usualmente utilizado para la descripcién de
la transicién vitrea. Las raices de este concepto provienen del tiempo de relajacién estructural
del sistema. Si el sistema tiene tiempos de relajacién que exceden el limite para la transicién
vitrea, estos dificilmente llegan a ocurrir en las escalas temporales experimentales. Esta lenta
relajacién estructural es acompanada por el arresto dinamico del sistema. En el arresto dindamico,
las caracteristicas que trae consigo el desplazamiento de las particulas fuera de la regién delimitada
por sus vecinas, son dificilmente observables [10]. Se entiende entonces como arresto dindmico a
la frustracion de la relajacién estructural a causa del propio sistema, en donde las particulas de
éste se bloquean entre si, haciendo practicamente imposible para las particulas escaparse de una
regién delimitada por sus vecinas (le toma un tiempo demasiado grande, si es que puede salir).
Una forma de estudiar el arresto dindmico es mediante el desplazamiento cuadrdtico medio. El
confinamiento causado por el arresto dindmico es tipicamente cuantificado por el desplazamiento
cuadrético medio [24], por lo que hace de esta propiedad una propiedad de especial interés para el
presente trabajo.

2.2. De los geles y la espinodal

En esta seccion se tratard de dar una visién general de los geles, y de uno de los métodos utilizados
para la formacién de estos es a través de una fenomenologia de separacién de fases. Se discute el
concepto de geles, el arresto dindmico dentro de los mismos y la principal diferencia entre los vidrios
v los geles. Por otra parte, se discute la metodologia de la obtencion de geles cuando el sistema
se somete a una separacién de fases cominmente conocida como descomposicién espinodal. Para
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entender esta fenomenologia se revisan los conceptos de estabilidad, metaestabilidad e inestabilidad
de un sistema termodindamico, para después aterrizar el concepto de espinodal. Por tltimo se
ejemplifica el concepto de la espinodal a través de un gas descrito por la ecuacion de estado de
Van der Waals.

La primera pregunta que uno se hace cuando estudian los geles es: “;qué es un gel?”. La definicién
dada por la Encyclopaedia Britannica: “Masa coherente de un liquido en el cual particulas muy
pequenas para ser vistas en un microscopio 6ptico ordinario, estan, ya sea dispersas o acomodadas,
sobre una fina red en la masa. Un gel puede ser notablemente eldstico y gelatinoso (como la gelatina
o mermelada de fruta), o bastante sélido y rigido (como el gel de silica)” [25]. Emanuela Zaccarelli
interpreta de la fenomenologia de los geles, que estos son estados arrestados (arresto dindmico) de
sistemas a bajas densidades [12]. A su vez, Zacarelli utiliza la terminologfa de sol-gel al definir el
tipo de gelificacion a la cual se refiere en su revisién. En el presente trabajo es precisamente este
tipo de transiciones a los cuales nos referimos. Una transicién sol-gel es una transicién que ocurre
en un sistema liquido, en donde existen particulas suspendidas (soluto). Cominmente los geles
coloidales se conforman de este tipo de sistemas de particulas dispersas en un solvente liquido. El
tema de los sistemas coloidales serd profundizado en el siguiente capitulo. Por ahora sélo basta en
pensar que al igual que Zacarelli, los geles a los cuales se refieren en este trabajo son este tipo de
geles productos de una transicién sol-gel. Por tltimo cabe contrastar que existen geles como los
formados por polimeros y los geles de silica en los cuales el solvente no es liquido, siendo estos
sistemas diferentes a los presentados en la transiciéon sol-gel.

3

Hacer una clara diferencia entre los procesos de gelacion y la transicién vitrea es complicado.
Ambos fenomenologias llevan al sistema a una fase sélida amorfa, con la principal diferencia estruc-
tural en que en los vidrios la forma en que estan distribuidas las particulas del sistema es en general
homogénea, mientras que en los geles las particulas forman una red en el volumen generando a su
vez heterogeneidades que son relevantes en su descripcion estructural. Una forma de entender la
diferencia entre estas dos fenomenologias a través de distancias caracteristicas como por ejemplo
las presentadas por las heterogeneidades o los tamanos de las celdas medidas a través del MSD.
En general se entiende el proceso de gelacién como el proceso en el cual las particulas se agrupan
entre si para formar una gran red en el volumen del sistema. En este proceso, al igual que en el
proceso de vitrificacién se presenta la fenomenologia del arresto dinamico. La diferencia entre el
arresto dinamico en el proceso de gelificacion y el proceso de vitrificacién, es que se espera que
en este tltimo el arresto dindmico ocurra con longitudes de localizacion pequenas y relativamente
homogéneas. Para el sistema de esferas duras, las longitudes de localizacién de las particulas ob-
tenidas de su MSD en estados arrestados correspondientes a un estado vitreo, estan alrededor del
10 % de su didmetro para la fraccién de volumen de transicién ¢4 [12]. En los procesos de gelifica-
cion, estas longitudes de localizacion son mayores que el didmetro de las particulas, permitiendoles
a estas tener una gran cantidad de espacio por el cual moverse. Una analogia a este fenémeno
serfa comparar el encarcelamiento de una persona en una celda de 424m? con el encarcelamiento
de la misma en una casa de 400m?. Como ejemplo del tipo de estructuras de los geles, se muestra
en las figura 2.2 las estructuras tipicas de los geles. En esta figura se puede observar las redes
estructurales formadas por los geles y la existencia de grandes heterogeneidades por las cuales las
redes pueden moverse.
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0.4

(a) Reconstruccién en 3D de imédgenes de cimulos (iz-
quierda) y gel (derecha) hechos de esferas de PMMA
con polimeros agregados con una razén de tamafio de
0.11.

$=0.086
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(b) Imégenes de microscopia confocal de un sistema de particulas de PMMA carga-
das en una suspensién con polimeros no adsorbentes.

Figura 2.2: Figuras de sistemas reales en los cuales se pueden observar las estructuras de los geles.
La figura a) es tomada de la referencia [26], mientras que la figura b) es tomada de la referencia
[27]

Existe una amplia variedad de formas de obtener geles coloidales. Zaccarelli en su revisién [12]
clasifica y relaciona a los diferentes escenarios en los cuales se da la transicién sol-gel a través de
los tipos de interacciones presentes entre las particulas del sistema. Dentro de estas clasificaciones
son de especial interés las transiciones que se dan en sistemas con interacciones fisicas atractivas.
El término fisico en la interaccién viene dado por los tiempos normalmente finitos en los cuales
las particulas estan adheridas las unas a las otras, que en contraste con las interacciones quimicas,
las adherencias son practicamente permanentes. Hay dos razones por las cuales las interacciones
atractivas son apropiadas para la formacién de geles. La primera razoén es que si los geles son el
resultado de la formacion de una red entre particulas, es facil de imaginar que las interacciones
atractivas promueven la aglomeracion de las particulas, las cuales eventualmente pueden formar
las redes de particulas caracteristicas de estos sistemas. La otra razén, un poco menos obvia, tiene
que ver con los procesos de separacién de fases presentes en este tipo de sistemas. Una de las
caracteristicas de los sistemas atractivos es que existen procesos de separaciéon de fases. Estos
procesos ocurren dentro de las regiones de coexistencia, delimitados por la curva espinodal, y
traen consigo la formacién de grandes heterogeneidades en el sistema. Es posible pensar que las
heterogeneidades en estos procesos promueven la formacién de geles simple y sencillamente porque
promueven grandes aglomeraciones entre las particulas del estado més denso. Hacer enfriamientos
rapidos dentro de la region en la cual se encuentra la separacién de fases es entonces una de las
formas con las cuales los materiales tipo geles pueden obtenerse. Muy poco ha sido documentado
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con respecto a cdmo es que la curva que delimita a la transicion vitrea entra dentro de esta regién
de separacion de fases, por lo que el estudio del arresto dindmico dentro de esta regién es un
problema abierto. Existen varios experimentos y simulaciones que reportan esta fenomenologia en
distintos sistemas coloidales, no obstante, las referencias tedricas son escasas [12]. La referencia
[1] es de importante mencién, debido a que se describe la fenomenologia anteriormente descrita a
través de la teoria de NE-SCGLE con resultados compatibles a los experimental.

Para entender mads acerca de este proceso de separacién de fases, el concepto de espinodal
debe de ser abordado. Como se mencioné en el parrafo anterior, la region en la cual el proceso
de separacién de fases estd delimitada por la espinodal del sistema. Esta se encuentra dentro
de la regién de coexistencia y aunque no necesariamente esté presente en todos los sistemas, es
caracteristica de sistemas cuyas particulas interactuan de forma atractiva. La forma més general en
la cual uno puede definir a la espinodal es que es la region que delimita el equilibrio termodinamico
de los estados metaestables de un sistema. A su vez, la fenomenologia caracteristica de los estados
metaestables que son llevados a esta regién es la separacion de fases del sistema. Para entender
entonces qué es la curva espinodal es necesario repasar los conceptos termodinamicos de equilibrio,
metaestabilidad e inestabilidad.

El concepto de equilibrio termodindmico fue previamente discutido en el primer capitulo. Un
sistema se dice estar en un estado de equilibrio termodindmico estable cuando el principio extremal
bésico de la termodindmica se cumple (véase condiciones de estabilidad, ecuaciones 1.1 y 1.2). Si el
sistema llega a estar en un estado inestable, un estado en el cual el principio extremal no se cumple,
la termodindmica nos dice que este sistema tratard de evolucionar hasta encontrar un estado de
equilibrio estable y es aqui donde normalmente la historia termina. Una historia totalmente distinta
aparece cuando en el paisaje entrépico existen més de un méximo (se entiende por paisaje entrépico
a la hiper superficie del espacio fase termodindmico creada por la entropia y las deméds variables
extensibles asociadas al sistema). El estado final al que el sistema llegue dependerd del punto en el
cual el sistema haya empezado a explorar el paisaje entropico. Las fluctuaciones termodinamicas del
sistema eventualmente llevan a éste al maximo mas cercano, y a menos de que estas perturbaciones
sean lo suficientemente grandes como para brincar de un méaximo a otro, el sistema permanecera
por un tiempo indeterminado en el primer maximo que encuentre. De esta manera, a los maximos
locales que se puedan presentar en algiin paisaje entrépico determinado se les denomina estados
metaestables. Los estados metaestables al igual que el estado correspondiente al maximo absoluto
de la entropia son estados de equilibrio termodinamico estables. Entre los ejemplos mas famosos
de los estados metaestables se encuentra el diamante, el cual es un estado metaestable del grafito.
En este ejemplo, ambos sistemas estan conformados tinicamente por carbono y existen bajo las
mismas condiciones de presién y temperatura.

Para entender los limites de la estabilidad en un estado metaestable y sus efectos en la separacion
de fases se comenta el ejemplo conocido como el agua super calentada. Es bien sabido que el
agua a condiciones normales de presion se transforma en vapor a una temperatura de 373 K. A
esta temperatura el agua normalmente estd en una region de coexistencia entre vapor y liquido,
sin embargo, existe la posibilidad de sobrepasar esta temperatura sin que el sistema pase por
el proceso de transicién de fases, obteniendo agua en fase liquida en temperaturas de hasta 603
K. De la misma manera podemos encontrar estados gaseosos del agua siper enfriados. Estos
estados son estados metaestables debido a que solamente pasan al estado correspondiente a la
coexistencia mediante una perturbacion externa. Las fluctuaciones intrinsecas del sistema no son
lo suficientemente grandes como para que este alcance el estado de coexistencia. Si el estado
metaestable se lleva a un limite en el cual este deja de ser estable, acto seguido el sistema tratara
de evolucionar al estado de equilibrio més cercano. El estado que la termodinamica dice ser el méas
estable en esta regién es un estado de coexistencia entre dos fases. En este estado de coexistencia
del sistema, las fluctuaciones termodinamicas locales inducen al sistema que antes se encontraba
en una sola fase, a separarse de forma instantanea en dos fases, creando heterogeneidades por todo
el sistema y llevando a cabo el proceso de separacién de fases. En el agua stuper calentada este
proceso de separacién de fases es tan rapido que en cuanto el vapor se forma, este rapidamente es
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expulsado del liquido sélo por su diferencia de densidades, ocasionando asi los incidentes del agua
calentada en microondas [34].

La dindmica del proceso de separacién de fases ha sido estudiada desde hace muchos anos. Cahn,
Hilliard y Cook desarrollaron una teoria con la cual explican la dindmica inicial de estos procesos
de separacién de fases en las referencias [35] y [36]. La descripcién de esta teoria va més alld
del alcance de este trabajo, por lo que se invita al lector a visitar estas referencias en caso de
interesarle. Para este trabajo lo esencial de este tema desde el punto de vista termodinamico es
solo la obtencién de la curva espinodal.

Como ejemplo de resultados experimentales, se presenta en la figura 2.3 un diagrama de es-
tados con las diferentes fenomenologias discutidas en este capitulo para un sistema de lisozimas.
Los sistemas de lisozimas son conocidos por tener un diagrama de fases bastante compatibles con
los predichos para sistemas coloidales con interacciones atractivas de corto alcance [38]. En esta
figura se observan diferentes regiones marcadas con nidmeros romanos en las cuales se aplicaron
protocolos de répidos enfriamientos al sistema dentro de la regién de coexistencia (binodal) y la
espinodal. En estos experimentos, en la region I para enfriamientos a temperaturas poco profundas
(enfriamientos por debajo y cercanos de la temperatura de la espinodal), se reporta la fenome-
nologia de la descomposicién espinodal. En la regién II se reporta la formacién de geles a través
del arresto de la descomposicién espinodal. Por tltimo, en la region I1II se reporta la existencia de
vidrios homogéneos.

T T T T T T T
a) Fluid ’ O Liquid-crystal line
%0 o @@ Binodal -
o) £ Spinodal
o Fhid+Cysta | W Glssline
@ g i = == Arrest tie line

AN
<, |

T[C]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 2.3: Diagrama de estados de solucién acuosa de lisozimas obtenido de la figura 1 a) de la
referencia [37].

2.2.1. Ejemplo: la espinodal en un sistema descrito por la ecuacion de
estado de Van der Waals

Para concretar la idea tedrica de como obtener la curva espinodal, en este apartado serd ejem-
plificada su obtencién con un gas real. Consideremos un sistema descrito por la ecuacién de Van
der Waals: e

B a
P=—-— (2.2)

v—>b w
donde P es la presion, kg la constante de Boltzmann, v = V/N es el inverso de la densidad de
particulas, a es una constante del sistema que cuantifica la atracciéon promedio entre particulas y b
es el volumen excluido por las particulas. En base a esta ecuacion se grafican las isotermas que se

muestra en la figura 2.4 y se observa que a partir de cierta temperatura 7, existe una region en las
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isotermas que viola las condiciones de estabilidad. Dicha regién estd delimitada entre un maximo
y un minimo local en los diagramas P — p. Todos los puntos en esta regién de las isotermas corres-
ponden a estados inestables del sistema debido a queson estados con compresibilidades isotérmicas
negativas.

La espinodal se dice ser una regién que delimita la estabilidad de los estados metaestables
y hasta ahora la ecuacién de Van der Waals solo proporciona un estado estable al sistema. La
construccién de otros estados estables, correspondientes al maximo més grande de la entropia, es
posible mediante el uso de la ecuacién de estado de Van der Waals en conjunto a la regla de Maxwell
o mediante el equilibrio en el potencial quimico de los estados asociados a las dos diferentes fases.
Dicha construccién puede ser revisada en las referencias [4] y [5]. En este trabajo no se discutird
maés que la esquemética empleada por la regla de Maxwell para la construccién de dichos estados.
Tomando en cuenta la existencia de los estados de coexistencia, los estados encontrados con la
pura ecuacién de Van der Waals que se encuentran en equilibrio son estados metaestables. La
espinodal entonces es trazada cuando estos estados metaestables dejan de ser sostenibles y violan
las condiciones de equilibrio termodinamico. Operacionalmente, encontrar la espinodal se traduce
en encontrar los maximos y minimos locales de las isotermas en el diagrama P — p.

Espinodal
—T*=0.25

T*=0.26
— T*=0.27

T*=0.28
——T*=0.29

0.10 4

0.08 4

0.06 4

p

0.04 4

0.02 4

0.00

0.0

. .y 2 .
Figura 2.4: Isotermas de la ecuacién de estado de Van der Waals con P* = %, T = I”‘TBT y
n= %. El punto critico del sistema se encuentra en T = %, Pr = 717 Y Ne = %, correspondiente

al punto de inflexién de la isoterma T =T, .

Es posible entonces a partir de la ecuacién de estado encontrar una forma analitica para la curva
espinodal. Derivando la presién con respecto al volumen e igualando a cero encontramos todos los
puntos correspondientes a los maximos, minimos y al punto de inflexiéon que conforman a la curva

espinodal:

oP NkgT 2N2a

— = =0. 2.3

oV - (VN 3 (2:3)
Sustituyendo NkgT por el lado izquierdo de la ecuacién de estado, se encuentra la curva de la
presién para la espinodal:

2aN? aN?

Esta ecuacion es la ecuacién utilizada para encontrar la curva espinodal en la figura 2.4.

(2.4)

Como complemento a la curva espinodal, uno puede encontrar las isotermas asociadas a la regién
de coexistencia del sistema a través de la regla de Maxwell de areas iguales. Esta regla consiste
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béasicamente en igualar las dreas obtenidas al trazar una presién constante entre dos puntos termo-
dindmicamente estables (de equilibrio termodindmico) y un punto termodindmicamente inestable.
La aplicacién de esta regla se plasma en la figura 2.5.

2
P 1
e
Py al. T <
Vb \
d
0 1 2 3 4
Vi \V Ve

Figura 2.5: Diagrama de la regla de Maxwell de 4reas iguales. Las curva ad y éc corresponden a la
isoterma de los estados metaestables del sistema. La curva segmentada ac corresponde a la isoterma
de coexistencia, donde se muestra que tanto la presién como la temperatura son constantes (vease
el diagrama P — T de la figura 1.1). En este diagrama las dos dreas encerradas entre la isoterma
de Van der Waals y la isoterma de coexistencia son iguales, de aqui el nombre de la regla.

2.3. Ideas y conceptos claves del capitulo

En general, en este capitulo se introducen muchos conceptos e ideas que son claves en este
trabajo. A medida de tener un resumen claro de lo méds importante de este capitulo se hace el
esfuerzo de abstraer las ideas principales de este capitulo, enumeradas en el orden en el cual estas
se presentan.

1. La termodindmica describe los procesos de cambios entre estados termodinamicos de equili-
brio a través de procesos cuasiestaticos.

2. Materiales como los vidrios, son obtenidos a través de procesos de enfriamiento o compresiones
rapidas que llevan a un liquido a un estado sélido amorfo fuera del equilibrio. Estos procesos
difieren por mucho a los procesos cuasiestaticos.

3. Para la descripcién de procesos reales, es necesario un marco tedrico que tome en cuenta la
dependencia temporal de estos. Esto a su vez conlleva a la descripcién de estados fuera del
equilibrio termodindmico.

4. La fenomenologia de la transicién vitrea tiene como principal caracteristica una ralentizacién
en las propiedades dindmicas de un fluido. Esta ralentizacion se estudia a través de los tiempos
de relajacion estructural 7.

5. Los geles (sol-gel) son formados por sistemas coloidales, en los cuales se tienen particulas
dispersas en un liquido. En los geles, estas particulas se agregan para formar una gran red
que se extiende en el volumen del sistema.

6. Los geles, al igual que los vidrios, presentan la fenomenologia del arresto dindmico.
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10.
11.
12.

El arresto dindmico es el atrapamiento propio de las particulas del sistema, el cual viene de
la mano con la ralentizacién de las propiedades dindmicas de un fluido.

En el presente trabajo, la diferencia entre el arresto dindmico de los geles y los vidrios se
trata en términos de las longitudes de localizacién caracteristicas de ambos tipos de sistemas.
La longitudes de localizacién es la raiz cuadrada del valor limite del MSD a tiempos muy
grandes.

Uno de los procesos més importantes para la obtencién de geles es el de enfriamientos rapidos
dentro de la curva espinodal, en la cual procesos de separacion de fases se llevan a cabo.

La curva espinodal delimita la inestabilidad de los estados metaestables.
Un estado metaestable es un estado correspondiente a un méaximo local en la entropfia.

Un estado inestable es un estado que viola las condiciones de equilibrio termodinamico esta-
ble.
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Capitulo 3

Teoria de NE-SCGLE

En el capitulo anterior se plantea la necesidad de una teoria capaz de describir sistemas fuera
del equilibrio termodindmico para el estudio de geles y vidrios. En la actualidad existen teorias
que intentan describir el fendmeno de la transicién vitrea y el arresto dindmico. Algunas de estas
teorfas son: la “Teorfa de Acoplamiento de Modos” (MCT por sus siglas en inglés), el “paisaje
energético”, la “teoria de Adam-Gibbs” y la “teorfa de transicién aleatoria de primer orden”.
Estas y otras teorfas son ligeramente examinadas en el articulo de revisién [10]. En el presente
trabajo se hard uso de la teoria “Autoconsistente de No Equilibrio de la Ecuaciéon Generalizada de
Langevin (NE-SGLE)”.

La teoria autoconsistente de no equilibrio de la ecuacion generalizada de Langevin es utilizada
para la descripcién de procesos de enfriamientos en sistemas coloidales en fase fluida. Esta teoria
recibe dicho nombre debido a que se trabaja con una generalizacién de la ecuaciéon de Langevin
que da lugar a un conjunto de ecuaciones acopladas entre si, las cuales pueden ser aplicadas a
sistemas que se encuentren fuera del equilibrio termodinamico. Los sistemas que se pueden estudiar
mediante esta teoria son sistemas coloidales concentrados particulas, con lo cual cumplen con las
caracteristicas principales de los sistemas de las transiciones sol-gel.

En este capitulo se revisara la importancia de los sistemas coloidales, asi como la fenomenologia
del movimiento Browniano caracteristico de este tipo de sistemas. A su vez se indagara sobre los
resultados tedricos que las teorias de SCGLE y NE-SCGLE presentan para el estudio de estos
sistemas, tomando importante atencién a los procesos de enfriamientos instantdaneos a densida-
des constantes en la teoria de no equilibrio. La derivacién completa del conjunto de ecuaciones
acopladas va mas alla del alcance del presente trabajo y se remitird al lector a ver la derivacién
hecha para sistemas en equilibrio (SCGLE) por Laura Yeomans en la referencia [28] y su exten-
sién a sistemas estacionarios fuera del equilibrio realizada por Pedro Ramirez en la referencia [8].
Como antecedente de este trabajo, la teoria de NE-SCGLE ha sido previamente utilizada para la
descripcién del arresto dindmico dentro y fuera de la region espinodal de un sistema coloidal mo-
nocomponente en tres dimensiones con particulas que interactian entre si a través de un potencial
atractivo de Yukawa. Este antecedente fue reportado por José Manuel Olais Govea, Leticia Lépez
Flores y Magdaleno Medina Noyola y se puede revisar con mayor detalle en la referencia [1].

3.1. Sistemas coloidales

En esta seccion se hara una revision de los sistemas coloidales y de su fenomenologia caracteristi-
ca. En particular, se dard una descripcion de estos sistemas, su importancia en la vida cotidiana
y se revisaran los aspectos importantes de las propiedades dindmicas de estos sistemas. Al igual
que cuando se revisé el concepto de gel, la primera pregunta que se hace cuando se estudian a los
sistemas coloidales es: “;qué es un sistema coloidal?” Un sistema coloidal es un sistema compuesto
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por particulas que tienen un intervalo de tamanos caracteristicos de entre 10nm hasta 1um y se
encuentran en un solvente fluido. La diferencia entre los tamanos de las particulas dispersas y las
del fluido de fondo es de al menos dos érdenes de magnitud diferentes. Algunos ejemplos comunes
de estos sistemas son la tinta, leche, mayonesa, pintura y el humo [40].

Los sistemas coloidales son de especial interés en la ciencia debido sus caracteristicas. A causa
de los tamanos de las particulas dispersas, la dindmica de estas se rige por la energia térmica kgT,
pueden ser estudiadas por técnicas de videomicroscopia y dispersién de luz y las interacciones
entre particulas son relativamente ficiles de estudiar e incluso en algunos casos modificadas [24].
En los sistemas coloidales, la fase dispersa es la que normalmente se estudia. En el contexto de
este trabajo decir sistema coloidal equivaldra a referirnos a las particulas dispersas.

Una de las principales diferencias entre un liquido coloidal y un liquido atémico esta en los
tiempos de relajaciéon de estos. Anteriormente se mencioné que la diferencia entre tiempos de
relajacién estructural de un liquido atémico a altas temperaturas y sus correspondientes vidrios
es de 14 érdenes de magnitud, lo que significa que los tiempos de relajacion estructurales de estos
liquidos son del orden de 1ps. Para los sistemas coloidales en fase liquida, los tiempos tipicos de
relajaciéon estructural son del orden de segundos, esto quiere decir que si aplicamos el mismo criterio
aplicado para los liquidos atomicos, jel tiempo que tendrias que esperar para decidir si es vidrio es
de 10% afios! Sin duda alguna esta es una limitacién experimental debido a que para hacer dichos
experimentos debieron de haber empezado desde la era jurdsica... Obviamente, los experimentales
tienen ciertas limitaciones temporales por las cuales clasifican como vidrios coloidales a sustancias
que tienen tiempos de relajacién muy parecidos a los liquidos moderadamente stper enfriados [10].

3.1.1. Ecuaciéon de Langevin

Dentro de los diferentes fenémenos que los sistemas coloidales presentan, el movimiento Brow-
niano es de especial interés para la dindmica de las particulas dispersas. El movimiento Browniano
es un fenémeno presente en los sistemas coloidales, en el cual las particulas dispersas en el medio
exhiben un movimiento aparentemente azaroso que es ultimamente ocasionado por la colisién entre
las particulas del medio y las particulas dispersas. La ecuaciéon de Langevin, es una ecuaciéon que
describe el movimiento Browniano de una particula coloidal. Esta ecuacién modela a una particula
dispersa que estd sujeta a una fuerza estocdstica f(t) y una de friccién proporcional a la velocidad
—&v:

dv

m— = —gv+ £(t), (3.1)

donde la fuerza estocdstica es gaussiana y temporalmente delta correlacionada. Esta ecuacion tiene
como solucién formal:
t
v(t) = v(0)e /T 47t/ / eI At (3.2)
0
donde 7,71 =¢&/m, f* = f/m.
La solucion formal a la ecuacién de Langevin nos dice poco de la dindmica del sistema. Asumiendo
el teorema de equiparticién es posible relacionar la fuerza fluctuante con la fuerza de friccion y la
temperatura del sistema. Una de sus ultimas consecuencias de esta relacion es la expresion para el

desplazamiento cuadrético de la particula. Al multiplicar la ecuacién de Langevin (ecuacién 3.1)
por la velocidad inicial y tomar el promedio temporal se tiene que:

d
m<d—1t)-v0>:—§<v~’vo>, (3.3)

donde el término de la fuerza se elimina al tomar el promedio. Definiendo:

1
o(t) = 3 <wv-vy >, (3.4)
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podemos reescribir la ecuacién 3.3 como:

dio(t)
dt

— &b, (3.5)

Esta ecuacion es resuelta en el espacio de Laplace. Tomando la transformada de Laplace de la
ecuacion anterior obtenemos:

m(zv(z) — 0(0)) = —€v(z2), (3.6)
de donde podemos expresar a v(z) como:
o) = 2 (.1

y en donde podemos utilizar la relacién entre el desplazamiento cuadratico medio y la funcién de
autocorrelacién de velocidades que en el espacio de Laplace se escribe como:

20(2) = 22 < r?(z) >, (3.8)
obteniendo que:
29(0)
<r?(z) >= ——A—, 3.9
r (Z) 22<Z+Tr_1) ( )

la cual finalmente en el espacio real queda como:

< r%(t) >= 20(0)7? (e_t/” -1+ t). (3.10)

Tr

Los tiempos normalmente accesibles en los laboratorios son tiempos de correlacién normalmente
mayores a 7, =~ 107%s. En el presente trabajo nos enfocaremos a hacer una descripcién de los
sistemas a tiempos mucho mayores que 7., un limite de tiempos al cual cominmente se le llama
limite sobre amortiguado que pasa al despreciar el término de la aceleracién en la ecuacion de
Langevin. Utilizando el teorema de equiparticiéon tenemos que:

kT
0(0) =3—, 3.11
(0) =32 (3.11)
con lo que en el limite sobre amortiguado, equivalente a considerar tiempos mucho mayores a m/¢,
t > 7, se tiene que:
- 6kBT7'rt

2
<ri(t) >
®) m

(3.12)

La ecuacién de Langevin tal y como estd escrita en esta seccién describe el movimiento de una
sola particula trazadora sin tomar en cuenta las posibles interacciones que pueda tener con otras
particulas del sistema. La teoria “autoconsistente de la ecuacién generalizada de Langevin” propone
una forma de tomar en cuenta estas interacciones, que modifican a la ecuaciéon de movimiento de
la trazadora como sigue:

T=—us - [ A ()it + (), (3.13)
0

"
En esta ecuacion, &€ = (°y £(t) = f°(t), por lo que los términos de las interacciones corresponden al
tercer y cuarto término del lado derecho de la ecuacién. La friccién A((t) es una friccién dependiente
del tiempo que describe los efectos de fricciéon de las interacciones directas sobre el movimiento
Browniano de la particula trazadora. Asi como existe un término de friccién relacionado con la
interaccién entre las otras particulas, también existe un término de una fuerza fluctuante F(t)
relacionado con esta interaccién [42].

27



CAPITULO 3. TEORIA DE NE-SCGLE
3.2. SCGLE

3.2. SCGLE

En esta seccién se revisaran los resultados més importantes de la teoria de equilibrio de “SC-
GLE”. El objetivo principal de esta teoria es la descripcién de la dindmica de sistemas coloidales.
Esto es posible tomando en cuenta las interacciones entre las particulas del sistema. Las principales
diferencias con la teoria desarrollada por la ecuacién de Langevin son tres: la existencia de mas de
una particula en el sistema, la fuerza de friccién ahora tiene “memoria’, es decir, que ahora depen-
de de sus valores anteriores y las propiedades de una nueva fuerza fluctuante. Estas caracteristicas
fueron previamente mencionadas en la seccién anterior.

La teoria de SCGLE es una extensién a la teoria de la ecuacién de Langevin. La teoria de
SCGLE tiene como resultado principal la descripcién dindmica de un sistema de muchas particulas
interactuantes entre si. Esta dindmica del sistema se establece a través de un conjunto de ecuaciones
acopladas que en el caso de sistemas tridimensionales y monocomponentes en un estado de equilibrio
son:

86 = 5 [P R ), (314)

en donde A((7) es la friccién dependiente del tiempo,

S(k)
k2DoS—1(k) °
2+ T A

F(k,z) = (3.15)

en donde F'(k, z) es la transformada temporal de Laplace de la f colectiva, y en donde de la misma
manera,

1
Fy(k, z) = YT (3.16)
2t T mAce)
es la transformada temporal de Laplace de la f self. La funcién
1
A(k) (3.17)

T 1 (k/kmin)?’

es para esta teorfa el tnico pardmetro de ajuste, donde ky,;, = 1.305 % 2 % 7/0, utilizado para
ajustar los valores de la fraccién de volumen de arresto de esferas duras de la teoria con los
resultados experimentales. Por tltimo, Dy es el coeficiente de difusién a tiempos cortos en el limite
sobre amortiguado. Haciendo el mismo procedimiento que se hizo encontrar 9(s) de la ecuacién de
Langevin (ecuacién 3.1), pero ahora para la ecuacién de movimiento de la trazadora obtenida de
la SCGLE (ecuacién 3.13) tenemos que:

(0)
z+ 7+ AL(s)0(2)

b(z2) = , (3.18)

que en el limite sobreamortiguado (despreciando el término de la aceleracién) se escribe como:

5(0)

0(z) = — AC(2)o(2)

(3.19)
Utilizando la relacion entre el coeficiente de difusion y la funcién de autocorrelacién de velocidades
(ec. 1.57) tenemos que:

(0)
(e + A¢(2)0(2))’

D(s) = (3.20)

con lo que tenemos que:

D(r) =Dy — /OT D(")Al(T — 7')dT’, (3.21)
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en donde Dy = 6’2%T

El desplazamiento cuadratico medio puede entonces obtenerse al integrar la ecuacién anterior.
El MSD se escribe entonces como:

< (r(t) —ro)? >= %/O D(r)dr', (3.22)

donde n = 1,2, ... se refiera a la dimensionalidad del sistema. Un resultado importante de la teoria
es la obtencién de una expresién para detectar el arresto dindmico de los sistemas a través del
MSD. En esta expresién se toma el limite cuando el tiempo de correlacién tiende a infinito en el
desplazamiento cuadratico medio. La ecuacién resultante tras tomar las aproximaciones en el MSD
a tiempos infinitos para sistemas monocompontentes tridimensionales es:

11 [S(k) — 1202(h)
5 6w2p/o I RS R) + FAIAGK) + 5]

(3.23)

donde y = lim < (Ar(r) — Arg)? >. El limite temporal tiene dos implicaciones importantes. La
T—>00

primer implicacién es que a la particula se le da la posibilidad de explorar todo el espacio accesible
a esta, que en general, es infinito a menos de que presente arresto dindmico, y en cuyo caso el valor
de ~ es finito. La otra implicacion es que el arresto dindmico no presenta la ambigiiedad planteada
por los experimentales de si el tiempo de relajacién estructural es mayor a un tiempo dado. En
este trabajo se tiene como criterio de arresto dindmico el valor limite del MSD para tiempos de
correlacion que tienden a infinito. Asi, se considera que la fenomenologia del arresto dindmico se da
cuando el MSD converge a un valor finito en este limite temporal. Es importante mencionar que,
aunque se estd calculando una propiedad dindmica (MSD), esta sélo depende de una propiedad
estructural del sistema (S(k)).

Como se puede observar de las ecuaciones 3.14-3.16 y 3.23, la dindmica completa tiene como
principal ingrediente al factor de estructura. La teoria de SCGLE es capaz entonces de describir
la dindamica de Langevin siempre y cuando se utilice un factor de estructura apropiado. Dentro
del factor de estructura se encuentra implicitamente tanto el estado termodindmico como las in-
teracciones del sistema. Una analogia clara para todo fisico a estos resultados es por ejemplo la
formulacion Lagrangiana de la mecanica clasica. En esta formulacién lo unico que se ocupa pa-
ra resolver la dindmica de los cuerpos son las restricciones de las particulas, sus interacciones y
condiciones iniciales. El factor de estructura cumple con el objetivo de proporcionar esta clase de
informacién en la teoria de SCGLE y es como si la teoria simplemente fuera la formulacién de las
ecuaciones de Lagrange para describir el movimiento de las particulas.

3.3. NE-SCGLE

En la seccién anterior se discutieron los principales resultados de la teorfa de equilibrio (SCGLE).
En esta seccién, se plasmaran las ideas centrales en la extension de la teoria de SCGLE para sistemas
fuera de equilibrio y se revisaran los resultados principales de esta nueva teoria. Concretamente,
se revisard el concepto de estacionaridad y sus implicaciones dentro de la teoria NE-SCGLE y
la aplicacién de esta teoria a procesos de enfriamientos instantdneos. Como antecedentes a este
trabajo, se revisara la aplicacién de esta teoria a procesos de enfriamientos instantdneos en un
sistema coloidal con potencial de interaccién de esfera dura y Yukawa atractivo (HSAY por sus
siglas en ingles).

3.3.1. Procesos estocasticos y estacionaridad

Hasta ahora, todas las propiedades han sido discutidas tomando en cuenta el equilibrio ter-
modindmico y la estacionaridad que este conlleva. La estacionaridad de una variable estocastica
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(variable aleatoria dependiente del tiempo) tiene como principal consecuencia la invarianza tempo-
ral de sus promedios. Asi, todos los estados de equilibrio son estados en los cuales las propiedades
discutidas en el presente trabajo son estacionarias. En el capitulo anterior se mencionaron las dife-
rencias entre los procesos cuasiestaticos y los procesos de formacion de vidrios y geles. Si bien, los
procesos cuasiestaticos son perfectamente estudiados mediante las teorias de equilibrio, el estudio
de procesos reales, como los utilizados la formacion de vidrios y geles, requiere fundamentalmente
una teoria capaz de describir procesos no estacionarios.

Retomando el ejemplo de la expansion libre de un gas ideal. Imaginense un sistema cerrado de
un gas ideal confinado en la mitad del volumen de un contenedor por una pared impermeable,
este gas esta entonces en un estado de equilibrio bien definido por sus propiedades termodinamicas
(p1, P1,T1). El proceso consiste en que la pared impermeable se rompe de alguna forma y entonces
el gas se expande libremente para ocupar el espacio de todo el contenedor. El estado final del
sistema es entonces (pa, P3,T1) y aunque la medicién de las variables termodindmicas tanto en
el estado inicial como en el final son procesos estocasticos estacionarios, durante el proceso la
estacionaridad de estas variables es perdida. En este ejemplo, el estudio del proceso en si pasa a
segundo plano, debido a que sabemos que méas temprano que tarde el sistema equilibra, llegando
entonces al estado descrito por la termodinamica. La principal diferencia entre este ejemplo y los
procesos de transicién vitrea y gelificacién es que, en el caso de estos ultimos procesos, el sistema
tarda demasiado tiempo o simplemente nunca llega al estado de equilibrio termodinamico. En estos
dos casos se tiene entonces que la descripcion del proceso es fundamental.

3.3.2. Procesos de enfriamiento instantaneos

Suficiente se ha dicho acerca de céomo tratar a los estados de equilibrio del sistema, ahora se
discutird acerca de cémo estudiar la transicién en procesos de enfriamientos instantdaneos para
sistemas coloidales en el marco teérico que nos brinda la teoria de NE-SCGLE. La idea bésica
de la extensién de la teoria a sistemas fuera de equilibrio es tratar a los procesos como si fueran
localmente estacionarios. La suposicién béasica en la estacionaridad local es que debe de existir
un tiempo lo suficientemente largo en el proceso para que las propiedades dindmicas del sistema
queden bien definidas del sistema (las funciones de correlacién). La condicién de estacionaridad
local sobre el proceso de expansién libre de un gas ideal, ejemplo previamente mencionado, implica
que las propiedades de este sistema varian sobre un valor promedio fijo en una cantidad suficiente de
tiempo como para que sus propiedades tanto estructurales como dindmicas queden perfectamente
definidas. No obstante, si uno observa todo el proceso, el sistema es no estacionario y los valores
promedio de estas propiedades varian con el tiempo. El desarrollo tedrico de esta idea, como se ha
mencionado antes, es realizado por Pedro Ramirez [8]. Este trabajo converge concretamente con
la descripcién tedrica de un proceso de enfriamiento instantdneo (enfriamiento con una razén de
cambio de temperatura infinita), en la cual se ha supuesto una densidad instantdnea homogénea
durante todo el proceso.

La ecuacién més relevante obtenida a través de esta teoria describe la evolucion temporal del
factor de estructura en un proceso de enfriamiento instantdneo. Esta ecuacién se escribe como
sigue:

0S(k;t)

= = —2k2Dob(t)pe s (k)[S (ks t)

1
pe s (k)

donde S(k;t) es el factor de estructura de no equilibrio, ¢ es el tiempo de evolucién del sistema (el
tiempo real medido en el laboratorio y diferente al tiempo de correlacién), Dy es el coeficiente de
difusion a tiempos cortos del sistema, b(t) es la movilidad del sistema, p es la densidad macroscépica
de particulas del sistema y e(r,r’; p,T) = [0Bulr, p, T]/0p(r")] [1].

En la seccion anterior se discutié acerca del sentido en el cual el factor de estructura es utilizado
en la teoria de equilibrio como ingrediente principal para la dinamica. En la extensién fuera de
equilibrio se replantea esta cuestién. El factor de estructura estd perfectamente definido dentro

1, (3.24)

30



CAPITULO 3. TEORIA DE NE-SCGLE
3.3. NE-SCGLE

de la teoria de equilibrio, este no es el caso para los sistemas fuera de equilibrio. En esta teoria
uno le saca la vuelta a este problema abogando a la relacién del factor de estructura con la
matriz de estabilidad termodindmica. De las ecuaciones 1.33 y 1.27 es indudable la existencia
de esta relacién entre las fluctuaciones de la densidad y el factor de estructura, lo que lleva a
este a estar relacionado con la matriz de estabilidad termodindmica. Esta relacién se muestra
implicitamente con la funcién de correlacion directa en la ecuacién 1.37, donde esta es tratada
como la segunda derivada funcional de la entropia. A consecuencia de esto, uno puede establecer
que el verdadero ingrediente principal de tanto la teoria de equilibrio como la de no equilibrio,
es un potencial termodindmico. Asi, el argumento es que el potencial termodindmico no presenta
problemas en sistemas fuera de equilibrio. En la teoria de NE-SCGLE la energia libre de Helmholtz
F es utilizada como ingrediente principal, del cual sélo es necesario conocer su primera o segunda
derivada funcional con respecto a la densidad:

e(r, g p,T) = oBulr, p(r), T| _ 32»3F[7°; p(r),T] ) (3.25)
p(r’) p(r”)dp(r)
Este potencial, a diferencia del factor de estructura, puede estar completamente definido en un
estado fuera de equilibrio [1].
La movilidad b(¢) ocupa un lugar importante en la teorfa de NE-SCGLE. La movilidad del sistema
no es otra cosa mas que el coeficiente de difusién a tiempos largos de correlacién adimensionado
con el coeficiente de difusién a tiempos cortos:

b(t) =1+ /OOO drAC(m; )]t (3.26)

Esta movilidad dependiente del tiempo es lo que hace a la teoria de NE-SCGLE en los procesos
de enfriamiento instantaneo tan interesante. Gracias a la movilidad podemos encontrar soluciones
estacionarias a la ecuacién de evolucién distintas a las de equilibrio. Esto quiere decir que cuando
la movilidad es cero, como es el caso en el arresto dindmico, el factor de estructura del sistema
deja de cambiar sin necesariamente haber llegado a su valor de interpolacién final 1/pe .

Para este proceso que puede predecir estados estacionarios fuera de equilibrio, las ecuaciones
que describen la dindmica del sistema mantienen la misma forma que en la versién descrita por
la teoria SCGLE. La principal diferencia que existen entre las ecuaciones de la teoria SCGLE y
la teoria NE-SCGLE es que ahora sus propiedades dindmicas no sélo dependen de un tiempo de
correlaciéon, sino que también dependen de un tiempo de evolucién:

AC(r3t) = 3(2133% /[’“[Si"g}fﬂ Y2 k. 7ot P 7 ), (3.27)
F(k,z;t) = %, (3.28)

2t TIARAC )

1
%2 Do (k)
z+ 1+)\(k)OAC(z;t)

Fy(k,z;t) = (3.29)

En la practica, este conjunto de ecuaciones no se resuelve en términos de la variable t. Una
transformacién en el tiempo simplifica enormemente la biisqueda para las soluciones estacionarias
de la teorfa NE-SCGLE. Dicha transformacién consiste en considerar un tiempo u tal que:

u(t) = /Ot b(t')dt'. (3.30)

Este tiempo u es mencionado en la referencia [1] “como tiempo material”. Esta variable es utilizada
en esta tesis como un tiempo que describe la evolucién del sistema debido a que tiene las mismas
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unidades que el tiempo de evolucién y se obtiene a través del mismo. No obstante, es importan-
te aclarar que este tiempo es fundamentalmente distinto al tiempo de evolucion. Mediante esta
transformacién es posible reescribir la ecuacion 3.24, correspondiente a la evolucién del sistema
como:

W = —2k*Dope s (k)[S*(k;u) — 1/pe s (k)] (3.31)
con solucién:
S(k§t) = S*(k,u(t)) = [ﬁé‘f(k-)}*l + {Sz(k‘) _ [ﬁé‘f(k)]71}672k2D0ﬁ8f(k)u(t). (332)

De la misma manera que las otras propiedades dinamicas, v mantiene la misma forma con la
unica diferencia de que ahora dependera del tiempo de evolucién:

Y(u)  673p Jo (A(k)S (k) + E2y(O)[A(R) + k2 (u)]

En la practica uno calcula el valor de v para cada tiempo de evolucién con su correspondiente
factor de estructura hasta encontrar un valor tal en que v sea finita. De esta forma para todo
tiempo 0 < u, < oo, donde u, es el tiempo u en el que el sistema se encuentra arrestado, se dice
tener un estado estacionario final diferente al estado final de equilibrio.

(3.33)

3.3.3. Ejemplo: sistema de Yukawa atractivo en tres dimensiones

En la seccion anterior se revisaron los resultados principales de la teoria aplicada a procesos de
enfriamientos instantaneos. En esta seccién se mostraran los principales resultados obtenidos en la
referencia [1] para un sistema coloidal monocomponente de Yukawa atractivo en tres dimensiones
al utilizar la teoria de NE-SCGLE para procesos de enfriamientos instantaneos. El resultado maés
importante de esta referencia es sin lugar a duda la extensién del diagrama de arresto del sistema
dentro de la curva espinodal. En esta extensién se proponen regiones para diferentes fenomenologias
del arresto dindmico con argumentos tedricos bastante coherentes y que a su vez describe de forma
cualitativa el escenario encontrado por experimentos.

El arresto dindmico dentro de la curva espinodal es un tema poco tratado, pero de gran interés
para la descripcién de geles y vidrios. Utilizando el marco tedrico que nos brinda la teoria NE-
SCGLE, José Manuel et al. reportan resultados teéricos donde encuentran arresto dindmico dentro
de la region espinodal. En contraste con el diagrama de fases que brinda el marco tedrico de la teoria
de equilibrio (figura 3.1), el diagrama de arresto dentro de la espinodal (figura 3.2) refleja la rica
fenomenologia reportada experimentalmente. En este ultimo diagrama se logra diferenciar entre
varias regiones donde se propone que la regién I es la region correspondiente a la fenomenologia
de una completa separacién de fases. En la region II se muestra la propuesta de lo que pareciera
ser una fase tipo gel. La divisién entre la regién Iy II no estd demasiado clara, pero se proponen
diferentes curvas para la separacién, donde cada una depende de una propiedad distinta. La regién
III denota el seguimiento del mismo tipo de arresto dindmico encontrado con la teoria de equilibrio,
déndole seguimiento a la transicion vitrea dentro de la curva espinodal. En comparacién, esta misma
figura muestra una gran congruencia con el escenario experimental de la figura 2.3. Por ultimo,
otro resultado importante reportado en esta misma diferencia es que se encuentra que la curva
espinodal también es una curva de arresto dindmico. José Manuel et al. establecen que la teoria
de NE-SCGLE en cierto limite, contiene a la teorfa descrita por Cahn, Hilliard y Cook del proceso
de separacion de fases, la cual sélo describe las etapas tempranas de este fenémeno. La teoria de
NE-SCGLE sufre de esta misma caracteristica en la descripcion del proceso de separacién de fases
y es que sblo describe este proceso hasta que otros efectos no contenidos en la teorfa (como la
tension superficial y la conveccién) conducen al sistema a la completa separacién de las fases. La
forma concreta con la cual estos dos diagramas son obtenidos serd ejemplificada en el siguiente
capitulo a través del mismo sistema en dos dimensiones.
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Figura 3.1: Diagrama de fases del sistema de Yukawa atractivo en tres dimensiones y la corres-
pondiente curva de arresto dindmico encontrada con la teoria de SCGLE, tomada de la referencia

[1].
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Figura 3.2: Diagrama de arresto dinamico del sistema de Yukawa atractivo en tres dimensiones
encontrado con la teorfa de NE-SCGLE, tras hacer enfriamientos instantdneos dentro de la curva
espinodal y fuera de la curva espinodal. Imagen tomada de la referencia [1].
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Capitulo 4

Sistema de HD-AY en dos
dimensiones

Como se indico desde el resumen y la introduccién de esta tesis, el objetivo principal de la misma
es aplicar por primera vez la teoria autoconsistente de la ecuacién generalizada de Langevin de
no-equilibrio en un fluido simple bidimensional tipo Lennard-Jones. Esto se hace para predecir
tedricamente los procesos de solidificaciéon amorfa por descomposicién espinodal arrestada en este
sistema y contrastar estas predicciones con las hechas en la version tridimensional del mismo. En
esta seccién se alcanza dicho objetivo al aplicar la teoria NE-SCGLE para procesos de enfriamiento
instantaneos a un sistema coloidal bidimensional, cuyas particulas interactuan con un potencial de
discos duros més un potencial de Yukawa atractivo. Como resultado final, se presentara el diagrama
de “fases” arrestadas predicho por la teoria para el caso de este fluido sujeto a un protocolo de
enfriamiento isocérico instantaneo.

En lo que sigue se describen los pasos realizados para llegar a este diagrama. Esquematicamente,
primero se presentan las modificaciones a las ecuaciones utilizadas por la teoria NE-SCGLE para
sistemas bidimensionales. Luego se introduce el potencial utilizado y sus caracteristicas. A continua-
cion, se trabaja con las propiedades estructurales del sistema, las cuales son brevemente discutidas
y utilizadas para trazar la regién espinodal del sistema. Una vez obtenidas estas propiedades, se
aborda el arresto dinamico obtenido por la teoria SCGLE y las diferentes propiedades dindmicas
de este sistema. Por 1tltimo, se hace una revisién de los procesos de enfriamiento instantaneos en las
diferentes regiones del sistema. En esta revisién se analizan las diversas caracteristicas del factor
de estructura y de los valores asintéticos del desplazamiento cuadratico medio, propiedades que
ahora dependen del tiempo de evolucién. En base a estas caracteristicas finalmente se encuentra
para este sistema un diagrama de arresto dinamico, el cual es cualitativamente similar al reportado
en tres dimensiones (figura 3.2).

4.1. Teoria NE-SCGLE para sistemas bidimensionales

Hasta ahora, todas las expresiones han sido escritas para sistemas coloidales en tres dimensiones.
La primera tarea que uno debe llevar a cabo es la reformulacién de las expresiones finales obtenidas
para los sistemas tridimensionales, pero ahora para sistemas bidimensionales. Para realizarlo, en
principio uno debe de involucrarse en la teoria SCGLE, revisando desde sus inicios paso a paso
donde la dimensionalidad entra en juego. Bajo las mismas aproximaciones hechas para la obtencion
de las expresiones finales para tres dimensiones, lo que se obtiene es que realmente estas expresiones
permanecen practicamente iguales para un espacio bidimensional euclidiano. La dimensionalidad
debiese de afectar a todas las expresiones dependientes del vector de onda k el cudl estda ahora
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restringido a un plano, no obstante, las iinicas modificaciones pertinentes para la teoria de SCGLE
en el conjunto de ecuaciones 3.27-3.29 son hechas en el diferencial de integracion. El diferencial
de integracion se modifica por el correspondiente diferencial de drea, por lo que el conjunto de
ecuaciones anteriormente mencionados se reescribe ahora como:

AC(rit) = 2(£r%2p/k[k[sék(;:t)_ Ui bk, ) Fo(h, 72 ), (4.1)

Fo(k,;t) =S(k;t) — (k) /OT dr' Al(T — 75 t) Fo(k, '3 t)

+A(R) /O N I R /0 " A Folk, ),

-

Fs(k,7;t) =1 — )\(k:)/ dr' AC(T — 75 t)Fs(k, 7’5 t)

0 . (4.3)

+ (k) / dr' AC(T'5t) — kZDO/ dr'Fs(k,7';t).

0 0

En cuanto a las expresiones para la “f self” y “f colectiva”, estas no se ven afectadas directamente

por la dimensionalidad. El efecto de la dimensionalidad para estas dos funciones sélo queda descrito

de manera implicita en el uso de un factor de estructura y una friccién bidimensional. Estas

funciones son escritas ahora en el espacio real, puesto que es asi la forma en la cual estas funciones

son evaluadas. El método ntimerico utilizado para evaluar estas funciones se encuentra brevemente
descrito en el apéndice de esta tesis.

Puesto que los valores asintéticos del MSD son de especial interés, este mismo ejercicio se realiza
para encontrar la nueva forma de esta funcién. De nuevo, se encuentra que la tnica modificacién
relevante en esta funcién ocurre en el diferencial de volumen en la integral. El valor asintético del
MSD queda como:

BRI [S(k) — 11222 (k)
= T / R IXRSTE) + K0T + 2y (@)]

1
v(u)

(4.4)

4.2. Potencial de HD-AY

En esta seccién se hace una descripciéon acerca del tipo de interacciones utilizadas en el sistema de
interés. Este sistema consiste en un fluido coloidal compuesto de particulas iguales que interactiian
entre ellas a través de un potencial de pares de discos duros més un potencial de Yukawa atractivo.
Este tipo de interaccién se dice ser como un potencial tipo Lennard-Jones debido a que consta
de una parte repulsiva a distancias cortas y una parte atractiva para distancias mas grandes. El
potencial utilizado es:

o) r<o
U(T) = { 7u00'€72'(§71) r 2 o (45)

donde ug es la magnitud del potencial, o es el didmetro de una particula y z es una constante que
regula el alcance del potencial (véase figura 4.1). En especial se estudiard el caso para valores de
z = 2 debido a que es el caso reportado en la literatura para tres dimensiones. El alcance con este
valor se dicen ser relativamente de largo alcance para las particulas coloidales, puesto que a una
distancia de dos veces el didmetro de las particulas el efecto del potencial todavia es considerable
(u(20) =~ —0.135ug).
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Figura 4.1: Potencial de yukawa para z = 2.

4.3. Propiedades estructurales de equilibrio

En el capitulo uno, las propiedades estructurales de interés fueron ampliamente discutidas. En
dicho capitulo se abordd concretamente el método a utilizar para calcular el factor de estructura
en términos de la funcién de correlacién directa (ecuaciones 1.37, 1.38 y 1.40). En esta seccién se
hard una revision de los resultados obtenidos referente a las propiedades estructurales del sistema.

El factor de estructura se calcula en el sistema de HD-AY considerando la aproximacién de
Sharma-Sharma (ecuacién 1.38). Con esta aproximacion, la funcién de correlacién directa queda
€como:

e(r) = enp(r) + b 1:?“@*2(5*”9(7« — o), (4.6)

donde O(r — o) es la funcién de Heaviside. Tomando la transformada de Fourier de la ecuacién
anterior, la funcién de correlacién directa queda como:

2ro
T*

c(k) = cup(k) + /(><J eV Jo(kr)dr, (4.7)

donde T* = % Con esta funcién de correlacién directa es posible expresar el factor de estructura
a través de la ecuacion 1.37 como sigue:

S(k) = !

11— peup(k) — pZE2 [ eV Jo(kr)dr”

(4.8)

Si bien, no hay una solucién analitica para la transformada de Fourier en dos dimensiones del
potencial, una simple integracién numérica permite conocer la funcién de correlacion directa y el
factor de estructura.

Delimitar estados estables de estados inestables es de principal interés en este sistema. Es po-
sible de encontrar una regién termodindamicamente inestable cuando se violan las condiciones de
estabilidad, las cuales se ven reflejadas en compresibilidades menores o iguales a cero. A través de
la relacién entre la compresibilidad isotérmica y el factor de estructura (ecuacién 1.28), se obtiene
que para el sistema de Yukawa en dos dimensiones:

_ 1
XHD—-AY _ (4'9)

. Xideal __ 8n °
Xideal XHD 2T

En la figura 4.2 se puede observar la existencia de compresibilidades negativas las cuales implican
la existencia de estados inestables. Estos estados inestables son asociados con la existencia de una
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curva espinodal, en la cual, al igual que para el gas real de Van der Waals, existen compresibilidades
negativas. Estas compresibilidades negativas se presentan en las divergencias de la compresibilidad,
como se pueden ver en esta figura. Asi, la temperatura espinodal se puede calcular bajo el limite
de xgp_ay — o0 en la ecuacién 4.9. Esta temperatura se expresa en términos de la fraccion de
area n como:

* _ 87’XHD
s,HD—AY — y
ZXideal

(4.10)

en donde el subindice indica que se refiere a la temperatura de la espinodal para el sistema Yukawa-
Hard Disk. Esta expresion delimita una region en la cual la teorias de equilibrio es incapaz de
explorar. Esta region corresponde a la regién espinodal en la figura 4.3.

Otros aspectos importantes de la compresibilidad son observados en la figura 4.2 los cuales se
discutiran a continuacién. La primera observable es el limite ideal para los diferentes sistemas. Este
limite sucede a muy bajas concentraciones y a altas temperaturas, en donde el sistema se comporta
como un gas ideal. Para un sistema puramente repulsivo, como lo es el caso de discos duros, tiene
sentido que la compresibilidad sélo disminuya en comparacién a la de un gas ideal. Esto es debido
a que se tienen particulas que se repelen, es decir, cada vez se necesita aplicar mayor presién para
para aumentar la densidad en un sistema puramente repulsivo a un sistema que no tiene ninguna
interaccion entre si. Por otro lado, para un sistema atractivo, como lo es el sistema de Yukawa
atractivo, las particulas prefieren estar juntas y es de esperarse que la compresibilidad sea mayor
a la de un gas ideal. Si se considera que el sistema tiene a distancias muy cortas el potencial de
un ntcleo duro, entonces existe una competencia entre ambos potenciales, entre mas separadas
estén entre si, la atraccién gana sobre la repulsién (densidades bajas) y entre méas confinadas
estén el efecto de su repulsién gana sobre la atraccién (densidades altas). Bajo estos hechos y
debido a que la atraccién es mediada por la temperatura del sistema, los resultados de la figura
4.2 son fisicamente razonables con la excepcién de las compresibilidades negativas. Una tultima
caracteristica observable es la convergencia de la compresibilidad del sistema de Yukawa con el
de discos duros a medida que la temperatura aumenta. Este comportamiento es esperado desde la
ecuacion para la compresibilidad, ya que a medida que la temperatura aumenta, el término aunado
al potencial disminuye, por lo que en el limite 7" — oo se recupera la compresibilidad de discos
duros.
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Figura 4.2: Inverso de la compresibilidad contra la fraccién de area. La compresibilidad en funcion
de la fraccién de drea para diferentes temperaturas del sistema de Yukawa (ecuacién 4.9) y la
compresibilidad para el sistema de discos duros (ecuacién 1.42).
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Figura 4.3: Diagrama de fases para el sistema HD-AY. La regién estados en equilibrio corresponde
a estados fluidos del sistema en los cuales no existe el arresto dindmico. La linea de arresto dindmico
es obtenida a través de la teoria SCGLE. Por ultimo, la curva espinodal es obtenida a través de la
divergencia en la compresibilidad utilizando la ecuacién 4.10.

Analicemos ahora los factores de estructura del sistema. Evaluando numéricamente la ecuacién
4.8, se obtienen los factores de estructura de la figura 4.4. En estos factores de estructura, para
vectores de onda pequenos, se puede observar un comportamiento similar al de la compresibilidad,
consecuencia de la relacién entre la compresibilidad y el factor de estructura en el limite cuando
k — 0. La divergencia en la compresibilidad para la curva de la espinodal es entonces notoria en
los factores de estructura a k pequenas conforme uno se acerca a esta regién. Otro punto a notar
es que a medida que la temperatura del sistema aumenta, al igual que en la compresibilidad, el
factor de estructura tiende al de discos duros, el cual sélo depende de la densidad. Observaciones
menos evidentes se pueden hacer al considerar el tipo de relaciéon que la funcién de distribucién
radial guarda con el factor de estructura. El factor de estructura de un sistema nos muestra la
funcién de distribucién de particulas en el espacio de frecuencias. La interpretaciéon del espacio
de frecuencias es normalmente una interpretacion mas abstracta que la que se tiene en el espacio
real, no obstante, el maximo principal del factor de estructura es asociado con la periodicidad mas
grande del sistema, la cual para un sistema de nicleos duros es del orden de 27 /0, relacionado
inversamente con la distancia de los primeros vecinos. Esto da lugar a la explicacién de por qué el
primer pico del factor de estructura se corre hacia la derecha cuando las temperaturas decrecen. Si
la temperatura decrece quiere decir que las interacciones atractivas tienen un mayor efecto sobre
la distribucién de las particulas (una temperatura mayor implica una distribucién més azarosa,
parecida a la del gas ideal). De esta forma entendemos c6mo es que los primeros vecinos tienden
a estar un poco mas juntos, una distancia mas pequena implica un vector de onda mas grande
(nétese que aunque los primeros vecinos estén mds juntos la densidad macroscépica no cambia,
sigue siendo la misma fraccién de area). El limite del gas ideal es observable a altas temperaturas
y bajas densidades por el sistema de HD-AY y a bajas densidades por el sistema de discos duros.
Para el gas ideal el factor de estructura es constante e igual a 1 tanto para dos como para tres
dimensiones.
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Figura 4.4: Factores de estructura a diferente fracciones de drea y temperatura.

4.4. Teoria SCGLE: propiedades dinamicas de equilibrio

En esta seccién se analizan las propiedades dindmicas del sistema obtenidas a través de la teoria
SCGLE. El arresto dindmico obtenido por la teoria de equilibrio es otra propiedad de interés. Este
es observable dentro de la regién de estados arrestados en la figura (4.3). La teoria nos dice que
cuando el valor de v es finito (0 < 7 < o0), entonces el sistema se encuentra en un estado de
arresto dindmico. En la figura se muestran los estados en los que ocurre que v pasa de un valor
infinito a uno finito. El método empleado para calcular v es un método de integracién recursiva de
la ecuacién 3.23, en el cual se tiene que escoger un valor de v de prueba lo suficientemente pequeno
(de preferencia un valor menor al cuadrado de la distancia caracteristica del arresto dindmico de
esferas duras 0.10) para lograr la convergencia. Por otra parte, el método empleado para obtener
este diagrama consiste en hacer bisecciones sucesivas en la temperatura hasta quedarse con un
estado arrestado para una fraccién de area fija. La tolerancia utilizada en las bisecciones para la
primera temperatura de arresto es de 10™3 cifras significativas. El valor de ki, es ajustado al
valor de 27 % 1.305, mismo valor utilizado en la referencia [1].

El punto de arresto obtenido con esta teoria para discos duros queda por arriba n = 0.70 con los
factores de estructura utilizados. En general, se tiene que las expresiones obtenidas por Rosenfeld
para el calculo del factor de estructura dejan de ser confiables a estas fracciones. Para tener una
idea del valor de la fraccién de arresto dinamico de discos duros se recurre a valores previamente
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reportados. En la literatura, MCT reporta el valor de la fraccién de drea para el arresto dindmico
de discos duros ¢4 =~ 0.7, mientras que simulaciones reportan una ¢4 ~ 0.8 [43]. Una discrepancia
similar es encontrada en tres dimensiones donde MCT reporta ¢§;D =~ 0.52, mientras que el valor
real se encuentra aproximadamente en (bgD ~ 0.582. Edilio Lazaro Lazaro reporta en su tesis de
maestria [44] que la transicién vitrea utilizando la teorfa de SCGLE ocurre en una fraccién de
volumen gbzd ~ 0.582, mientras que en dos dimensiones ¢§D ~ 0.788 para estos tipos de sistemas.
Una predicciéon mas cuantitativa puede ser hecha utilizando un valor de k,,;, que ajuste a los datos
reportados de la transicién vitrea para el sistema de discos duros. Sin embargo, dado que el interés
en esta tesis es centrado en el proceso de descomposicién espinodal arrestada, la cual ocurre a
fracciones mucho menores, se dejan a un lado estos aspectos cuantitativos para abordar mejor los
rasgos cualitativos relevantes.

La prediccién de los estados arrestados no es lo inico que se puede obtener de los valores de «
finitos. Recordando que v = lim;_ .o < (7(t) — 7¢)? >, el valor finito de + se puede interpretar
como el cuadrado de la distancia promedio que una particula del sistema puede explorar. La raiz
cuadrada de v es denominada como longitud de localizaciéon y es proporcional al tamano de la
celda promedio de las particulas. MCT reporta valores de esta longitud de localizacién para tres
dimensiones en ¢4 de 0.150 y en dos dimensiones de 0.1540 [43]. Por otra parte, un célculo rdpido
de ~ utilizando la teoria de SCGLE para esferas duras con la relacién de cerradura de Percus
Yevick y la correccién de Verlet-Weiss revela que para qbgd ~ 0.582, la longitud de localizacion es
0.0930. Hasta ahora no se ha encontrado el valor de esta longitud de localizacién para el sistema
de discos duros, debido a las limitaciones de la funcién de correlacién de este sistema encontrada
por Rosenfeld, pero de la figura 4.7 de la referencia [44] es posible observar que la longitud de
localizacion de discos duros es del mismo orden que el de esferas duras, aproximadamente 0.1c.
Las longitudes de localizacién para la curva de arresto dindmico de equilibrio de la figura 4.3 estdn
dentro del rango [0.170,0.190], lo cual quiere decir que en general se encuentran con tamaros
de celdas mayores que la de los sistemas sin interacciones atractivas. Esto es hasta cierto punto
coherente simplemente porque los efectos de interaccién ocurren a distancias mayores.

Analizando ahora la correlacién temporal del MSD, “f self” y “f colectiva”. En las figuras 4.6
(a)-(f) se puede observar la dindmica de diferentes estados, los cuales se ubican en el diagrama de
arresto dindmico como se muestra en la figura 4.5. En las figuras 4.6 (a) y (b) se presenta el MSD
para las dos fracciones de volumen. En las figuras 4.6 (¢) y (d) se muestra la “F colectiva”, y por
ultimo, en las subfiguras 4.6 (e) y (f) la “F self”. Las propiedades dinamicas de estos estados sirve
para entender el comportamiento que tiene la fase fluida frente a la cercania a la curva espinodal
v a los estados en arresto dindmico.

Se analiza ahora el comportamiento de las funciones de dispersién. Debido a los valores limites
de la funcién de Van Hove, el decaimiento de las funciones de dispersén conforme el tiempo pasa
es esperado para todo sistema fluido. El decaimiento de las correlaciones es observable desde
10’35—1 para ambas fracciones de area a todas las temperaturas. En general para la fraccion de
drea de n = 0.2 el decaimiento termina en la unidad de tiempo para valores de k¢.s; = 5/0 para
todas las temperaturas observadas. Este decaimiento nos dice que las frecuencias relativamente
cercanas a la de los primeros vecinos se empiezan a decorrelacionar en una milésima parte del
tiempo promedio que tarda una particula en difundirse un didmetro de distancia si sélo estuvieran
presentes los efectos del solvente, y que, en general, pasado el tiempo necesario para que una
particula en promedio se desplace un didmetro de su distancia original estas funciones terminan
de decorrelacionarse para estos vectores de onda. Por otro lado, se observa que para una fraccién
de area de n = 0.4, el tiempo que les toma a estas funciones decorrelacionarse aumenta. A su
vez, en esta misma fraccion de area la diferencia entre estos tiempos crece conforme el sistema se
acerca al arresto dindmico, en el cual los tiempos de decaimiento aumentan indefinidamente. Que
estas funciones se terminen de decorrelacionar a tiempos de g—i para estos vectores de onda tiene
bastante sentido. Estos vectores de onda miden longitudes de onda asociadas a valores cercanos a
o, por lo que pasado un tiempo lo suficientemente grande para mover las particulas esta misma
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cantidad de distancia provoca la decorrelacién de las funciones. Si los efectos de las interacciones
no son tan grandes es lo que se esperaria del sistema. No obstante, las interacciones estan presentes
y debido a estas las configuraciones del sistema tardan mas tiempo en decorrelacionarse. De hecho,
entre mayores sean las interacciones se tiene que el tiempo que tarden en decorrelacionarse es
mayor debido a que a las particulas les es més dificil escapar de sus primeras vecinas. Puesto que
el efecto de las interacciones aumenta al disminuir la temperatura y/o al aumentar la densidad
del sistema, estos efectos son captados en los tiempos de correlacion de estas funciones como se
muestra en las figuras 4.6 (c), (d), (e) y (f). Para contrastar este comportamiento, se pueden ver
las gréficas del MSD, la diferencia entre los tiempos que les tarda a los diferentes estados que sus
particulas adquieran el valor de la unidad de 2.

Bajo los mismos argumentos que los empleados para las funciones de dispersién en términos
de las interacciones, el comportamiento del MSD puede ser explicado. El comportamiento tipico
del MSD, al contrario de las funciones de dispersién, es que este aumenta ante el aumento en los
tiempos de correlacion. De los resultados de la ecuacién de Langevin, se tiene que el MSD de una
particula Browniana en el limite sobre amortiguado debe de ser lineal cuando no se toman los
efectos de interaccién entre particulas (ec. 3.12). Este limite es encontrado a tiempos cortos en la
teorfa de SCGLE bajo el mismo limite (m(® << 7 << Dgy/0?). Debido a esto, todos los estados
fluidos del sistema tienen el mismo comportamiento a tiempos cortos, donde sélo los efectos del
solvente son tomados en cuenta. Conforme los efectos de interaccién crecen los efectos de estas
incrementan (véase el segundo término de la parte derecha de la ecuacién 3.21) provocando la
no linealidad en el MSD. No obstante, esta no linealidad se pierde a tiempos de correlacion muy
largos, en los cuales es factible pensar que el término de interaccién entre particulas tiene el mismo
efecto que el de otro solvente. De esta manera se observan tres regimenes de tiempos diferentes en
el movimiento de las particulas del sistema, uno difusivo (coef. de difusién cte.), uno subdifusivo
(coef. de dif. no constante en el tiempo) y otra vez otro régimen difusivo.

El régimen subdifusivo es normalmente asociado con el tiempo el cual tarda una particula en
“escapar” de sus primeros vecinos. Para entender como se llega a esta conclusion se piensa en un
sistema donde las particulas sean discos duros. En este sistema se tiene que la distancia promedio
entre las particulas es d = p~1/2 = %(M))*l/zm donde para dar valores de referencia, se suponen
fracciones de drea entre 0.1 < 1 < 0.6. El valor de la distancia promedio entre estas fracciones estd
entonces entre 1.10 < d < 4o aproximadamente. Este valor de la distancia promedio representa un
estimado de la separacién entre los puntos mas cercanos de dos particulas, es decir, representa un
estimado del tamano de las celdas. En general se tienen celdas del orden de la unidad de o, con lo
cual es factible pensar que los tiempos asociados a la difusién de estas distancias son los tiempos
necesarios para que una particula escape de sus primeros vecinos.

00

00 02 04 06

Figura 4.5: Localizaciéon de los diferentes estados para los cuales se presentan sus propiedades
dindmicas.
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4.5. Propiedades estructurales y dinamicas de no-equilibrio:
Teoria NE-SCGLE para enfriamientos instantaneos

En la seccién anterior se discutié el escenario predicho por la teoria de equilibrio. En esta seccién,
en contraste con la anterior, se discutirdn los escenarios de no equilibrio encontrados en el sistema
tras estar sujeto a procesos de enfriamiento instantaneos. La teoria de NE-SCGLE permite analizar
estos tipos de procesos incluso dentro de la region espinodal, complementando de esta forma el
diagrama de arresto dinamico encontrado por la teoria de equilibrio. Los resultados de esta seccién
son los mas relevantes de este trabajo, los cuales culminan con la obtencién de un diagrama de
arresto dindmico similar al encontrado en la referencia [1].

Empecemos la discusién de este capitulo con el método utilizado para realizar un enfriamiento
instantdneo y la informaciéon que podemos obtener de estos. Los procesos de enfriamientos ins-
tantaneos empleados en este trabajo son procesos isocdricos, lo que quiere decir que los parametros
termodindmicos de control en este proceso son la temperatura inicial, la temperatura final y un
valor fijo de la densidad. El procedimiento utilizado para encontrar la evolucién de las propiedades
estructurales y dindmicas en este proceso consiste en calcular el factor de estructura de evolucién
a un tiempo u utilizando la ecuacién 3.32. Este tiempo, como se mencioné en la seccién anterior,
corresponde una transformacién del tiempo real de evolucién del sistema, con unidades de o2/ Dj.
Dicho tiempo es utilizado debido a la sencilla solucién que se obtiene para la evolucién del factor
de estructura. Una vez obtenido el factor de estructura de evolucién dependiente de u, es posible
calcular las otras propiedades dinamicas del sistema incluyendo ahora la dependencia en el tiempo
u. En esta seccién se hace un andlisis especificamente sobre los valores limites del MSD a tiempos
de correlacién muy grandes.

En las figuras 4.7 (a)-(d) se observa la evolucién en u del factor de estructura en cuatro escenarios
distintos. En la figura 4.7 (a), se muestra la evolucién de un estado de equilibrio a otro estado de
equilibrio. En este primer escenario, se esperaria que a valores de u’s muy grandes se recuperara el
factor de estructura final (véase ec. 3.32). La dependencia en la evolucién del factor de estructura
del vector de onda hace que los valores del factor de estructura de vectores de onda maés grandes
evolucionen mas rapidamente hacia sus respectivos valores del estado final. Los tnicos valores que
tardan mucho tiempo en relajar son los valores a vectores de onda muy pequenos, de manera visual,
se observa que normalmente para valores de la unidad de u sélo estos difieren en gran medida de los
valores finales. Para entender un poco mejor esto, observemos el limite termodinamico del factor
de estructura, en donde se obtiene la compresibilidad con vector de onda que tiende a cero. En
este caso limite, al sistema le toma un valor de w infinito para adquirir el valor del nuevo estado,
de hecho, la compresibilidad del sistema estd amarrada al estado inicial, como se puede observar
en el limite (limy— 00 k—0) de la ecuacién 3.32 cuando el vector de onda tiende a cero. Si uno
quisiera tener una idea de que es lo que estd pasando en el tiempo real de evolucién, uno puede
pensar cualitativamente que entre mayor sea el valor de u, mayor es el tiempo real debido a que la
movilidad es una propiedad definida positiva y sea cual sea su comportamiento implica que u crece
conforme t aumenta. Por otra parte, del analisis de las propiedades dinamicas de equilibrio se espera
que la movilidad disminuya con el tiempo para todos los procesos de enfriamientos isocéricos.

El siguiente escenario es el de un enfriamiento instantdneo dentro de la linea de arresto, como el
mostrado en la figura 4.7 (b). En este escenario sabemos que el estado final del sistema presenta
arresto dindmico y que el estado inicial no, por lo que es natural preguntarse ja qué valor de
u el sistema presenta el arresto dindmico? Para contestar esa pregunta no hay otra forma maés
que preguntarse si el sistema estd arrestado a diferentes valores de u. Uno puede encontrar el
primer valor de u para el cual el sistema se arresta, ya sea haciendo finos cortes en esta variable
y preguntéandose si y(u) es finita o bien haciendo bisecciones hasta encontrarse con dicho valor de
w. Al primer valor de u para el cual el sistema presenta arresto dinamico se le conoce como “u
de arresto” o u,. De esta forma se tiene que el factor de estructura correspondiente al del arresto
dindmico (S(k,us) = Se(k)) para un enfriamiento en especifico es el valor estacionario final del
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factor de estructura.

En la figura 4.7 (c) se ilustra el tercer escenario, para enfriamientos dentro de la espinodal.
Los factores de estructura dependientes de “u” muestran un comportamiento bastante razonable
a comparacion de lo que seria el factor de estructura final que se obtiene al tratar de utilizar la
aproximacién de Sharma-Sharma dentro de la espinodal. La propiedad 1/pef(k) en equilibrio es
simplemente igual al factor de estructura, no obstante, dentro de la espinodal esta relaciéon no es
valida y los factores de estructura obtenidos a través de esta simplemente carecen de significado
fisico. Dentro de la espinodal, 1/pe (k) exhibe divergencias, discontinuidades y valores negativos,
los cuales en general no tienen sentido para un factor de estructura. Otro aspecto importante
que se observa al hacer ingenuamente este enfriamiento dentro de la espinodal es el crecimiento
de un pico en el factor de estructura a valores de vectores de onda muy pequenos. Este pudiese
ser simplemente el efecto de la divergencia de la compresibilidad y el factor de estructura final
en la regién espinodal. No obstante, este pico es caracteristico de los procesos de descomposicién
espinodal. En la referencia [1] este pico es asociado al crecimiento en las heterogeneidades del
sistema. Siendo congruentes con la interpretacion del factor de estructura, este pico implicaria el
crecimiento de grandes cumulos de particulas a distancias muy largas.

El cuarto y tdltimo escenario, mostrado en la figura 4.7 (d), se trata de un enfriamiento dentro
de la curva espinodal y el arresto dindamico. En esta figura se observa la clara divergencia de la
propiedad 1/pes(k) a vectores de onda chico, pero es importante notar que el factor de estructura
correspondiente al arresto dindmico no presenta este maximo caracteristico de la descomposicién
espinodal a vectores de onda pequenos. Una interpretacion de este escenario es tratada mas adelan-
te, por ahora sdlo sirve para observar las distintas caracteristicas que pueden llegar a presentarse
en el arresto dindmico en diferentes regiones del diagrama de estados del sistema.
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Figura 4.7: Evolucién del factor de estructura bajo diferentes procesos de enfriamientos ins-
tantaneos.

4.5.1. Estados arrestados, regién predicha por la teoria NE-SCGLE

El objetivo principal del presente trabajo es hacer un estudio sistematico del arresto dinamico.
En el apartado anterior se dio una muestra de las caracteristicas del factor de estructura en dife-
rentes regiones del sistema. En este apartado se da un panorama general sobre los pasos seguidos
para diferenciar entre dos tipos de estados arrestados con diferencias claramente marcadas en las
longitudes de localizacion de cada uno.

El primer problema es delimitar la regién de estudio. Al igual que como se hizo en equilibrio,
se realiza un seguimiento de la curva de arresto dindmico para encontrar los primeros estados
arrestados. El procedimiento consiste basicamente en fijar una fraccién de area y un valor de la
temperatura inicial para luego variar la temperatura final en la cual se trata de encontrar un
valor finito de v para un valor finito de u, siendo esta u la u, de arresto. Este procedimiento se
repite hasta encontrar el mayor valor de la temperatura final en la cual se puede encontrar arresto
dindmico. En la figura 4.8 se muestran los puntos encontrados con dicho procedimiento, fijando la
temperatura inicial de todos los procesos de enfriamiento a 7" = 1 y variando la fraccién de area.
En esta figura observamos que al igual que en la referencia [1], la curva espinodal es también una
curva de arresto dindmico.
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Figura 4.8: Primer diagrama de arresto encontrado tras hacer una secuencia de enfriamientos desde
una temperatura inicial de T;" = 1. Los puntos morados son los puntos de arresto encontrados con
la teoria de NE-SCGLE.

4.5.2. Vidrios y geles: diferentes tipos de arrestos dinamicos

Conocido el limite en el cual se encuentran los estados arrestados, se procede a hacer un estudio
sistemético de estos procesos. Como se podran imaginar, una de las propiedades de interés es
v puesto que, como se ha venido mencionando en el trabajo, las longitudes de localizaciéon de
las particulas son encontradas a través de esta propiedad. Se espera entonces que 7y sea capaz
de revelar informacién sobre el arresto dinamico. El estudio sisteméatico de « se hace siguiendo su
valor a través de una serie de enfriamientos instantaneos. El protocolo que se siguié para hacer este
estudio fue proponer una misma temperatura inicial en el sistema 7" = 1 para luego calcular la u,
y la v(u,) a diferentes fracciones de drea y temperaturas dentro de la regién de arresto encontrada
en la figura 4.8. En la figura 4.9 se muestran ejemplos de estos resultados, donde se grafican los
valores de 7! (u,; Tf) contra los valores de la T para una misma fraccién de drea. En esta figura
se pueden observar dos escenarios completamente distintos. Estos escenarios son representativos
segin la regién en la cual el enfriamiento se lleve a cabo. Las diferentes regiones son delimitadas
por la fraccién de bifurcacion, siendo esta aproximadamente 7, ~ 0.335. La fraccién de bifurcacion,
como se observa en la figura 4.8 es simplemente la fraccién de area en la cual la curva de arresto
dindmico fuera de la espinodal se cruza con esta. Para fracciones de area mayores a la fraccién de
bifurcacién se observa en general que los valores de 7y se mantienen por el mismo orden a los en la
linea de arresto de equilibrio, y en donde el efecto de la espinodal si es que tiene algin efecto sobre
~ no es observable. El escenario observado para fracciones de drea menores a la de bifurcacion es
un escenario mas complejo. Para estas fracciones, siempre se puede encontrar una discontinuidad
en 7. La diferencia entre los valores de v en esta discontinuidad es casi constante para todas las
fracciones de area, siendo esta diferencia de dos érdenes de magnitud. Regresando a la analogia
anteriormente mencionada entre una cércel 4x4m? y el arresto domiciliario, es como si pudieras
comprar el tamano de tu celda. En esta analogia, la temperatura final tiene el mismo efecto que el
dinero y es como si hubiera una cantidad de dinero tal que te permitiera pasar de una celda 4x4m?
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a un arresto domiciliario en una casa 40x40m?. La discontinuidad puede ser lo més sorprendente
de estas curvas, pero no es lo tnico. Conforme la temperatura final se acerca cada vez mas y
maés a la temperatura de la espinodal se puede observar una divergencia en los valores de ~y. Esta
divergencia es observada en todas las fracciones de drea menores a la de bifurcacion y siempre se
obtiene al acercarse a la temperatura de la espinodal. Del comportamiento divergente de ~ para
la temperatura final de la espinodal se reafirma que la curva espinodal es una curva de arresto
dindamico y por otro lado, se concluye que las longitudes de localizacién correspondientes al arresto
en la curva divergen. Esto de alguna forma es compatible con el hecho de que las propiedades
dindmicas calculadas con la teoria de equilibrio no se comportan igual en estados cercanos a la
curva espinodal que los estados cercanos a la curva de arresto de equilibrio.

100 5 T]:OQO - 100 4 T]:O.40 3 . Yﬁl(Tf)
Y (Tf) 80 4 ; A
10 P T_de equilibrio
”””” T 604 : ?
L T | = "
: s
E o] T, (E‘ ........... -
S | SO [ R ;
001 : ; :
! 20 :
1E-3 '
1E-4 T T T “ 1 T T T T T 1
0.10 0.5 020 0.25 030 0.35 010 015 020 025 030 035 040
Tf f
(a) y~1(Ty) para n = 0.20. (b) v~ 1(Ty) para n = 0.40.

Figura 4.9: Graficas de v~ !(u,;Ty) para enfriamientos a una temperatura inicial de T} = 1 a
distintos valores de temperatura final T. T es la temperatura de la espinodal correspondiente a
la fraccién de area y T, es la temperatura de transicién de arresto dindmico.

Hecho el anélisis anterior para diferentes fracciones de area, se traza la linea de arresto que cruza
a la espinodal como se muestra en la figura 4.10. En esta figura, cada punto de la linea de arresto
dentro de la espinodal representa la temperatura en la cual ocurre esta discontinuidad. Podemos
entonces interpretar esta linea como una linea de transicion entre arrestos dinamicos, donde, por un
lado, tenemos longitudes de localizacién comparables a las caracteristicas de la transicién vitrea,
mientras que, por otro lado, longitudes de localizaciéon de al menos un orden de magnitud mayor
a las de la transicién vitrea.

48



CAPITULO 4. SISTEMA DE HD-AY EN DOS DIMENSIONES
4.5. PROPIEDADES ESTRUCTURALES Y DINAMICAS DE NO-EQUILIBRIO: TEORIA
NE-SCGLE PARA ENFRIAMIENTOS INSTANTANEOS

Espinodal
—— Arresto Equilibrio
049 —«— Transicion NE-SCGLE
« Arresto NE-SCGLE
0.3
0.2 4
£

0.1 4
0.0 T T T T T T T T T T T 1

0.0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 4.10: Diagrama de arresto dindmico en el cual se muestran las temperaturas de transicién
T..

4.5.3. Comportamiento a vectores de onda pequenos en el factor de
estructura

Recordando los factores de estructura que se obtuvieron al hacer un enfriamiento dentro de
la curva espinodal, se obtuvo que la teoria predijo la existencia de un pico a un vector de onda
relativamente pequeno. Un andlisis més detallado hecho sobre los factores de estructura en las u,
resulta esclarecedor en cuanto a las diferentes caracteristicas presentadas en las figuras 4.7 (a)-(d).
Este maximo no se observa en enfriamientos entre estados de equilibrio ni para enfriamientos dentro
de la transicién vitrea. Dado los resultados obtenidos con y(us;Ty), es posible asumir que es un
efecto heredado por el cruce de la espinodal a fracciones de drea menores a la de la bifurcacion.

En las figuras 4.11 (a) y (b), se muestran los diferentes escenarios encontrados para los factores
de estructura de arresto. Un andlisis comparativo entre los S(k; u,) obtenidos a fracciones mayores
y menores que la de bifurcacion, revela varias caracteristicas. Una es que para fracciones menores
a la de bifurcacién, el pico a vectores de onda pequenos siempre es mayor que el pico asociado a la
primera capa de vecinos para temperaturas mayores a la de la transicién entre arrestos dinamicos.
Esta es una observable en las figuras 4.11 (a) y (b), en donde la temperatura de transicién de
encuentra aproximadamente en TJ’? = 0.151, valor para el cual ya se observa el crecimiento en
el maximo. Por otra parte, cuando uno compara estos factores de estructura con los factores de
estructura para fracciones de drea méas grandes a la de bifurcacién, los efectos de la espinodal no
son observables. En general si se observa con detenimiento a estos factores de estructura, se puede
notar un pequeno maximo a vectores de onda chicos, pero es tan pequeno en el arresto que no
toma importancia en su descripcién. Estos efectos son observables en las figuras 4.11 (¢) y (d).

Otra caracteristica del maximo a vectores de onda chicos es que este crece desmesuradamente
conforme la temperatura final se acerca a la temperatura de la espinodal a vectores de onda cada
vez més pequenos. Esta caracteristica se puede observar en la figura 4.12. La longitud del vector de
onda asociada a este maximo se interpreta como una medida del tamano de las heterogeneidades,
siendo estas mas grandes a medida que el maximo se localiza en vectores de onda cada vez mas
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pequenos. Esto quiere decir que de alguna forma, el proceso de descomposicién espinodal tiene
mayor presencia a enfriamientos cercanos a la curva espinodal.

Del andlisis hecho, se concluye que el arresto dindmico para fracciones de drea mayores a la
del punto de bifurcacién y para temperaturas finales menores a la de la transiciéon entre arrestos
dindmicos estd dominado por los picos asociados a los primeros vecinos. A su vez, podemos decir
que el arresto dindmico encontrado a fracciones de area menores a la de bifurcacién y superiores
a las temperaturas de transicién estd dominado por el pico asociado a las grandes acumulaciones
de particulas o heterogeneidades del sistema. Se tiene entonces un arresto dindmico con grandes
heterogeneidades y otro arresto con estructuras bastante uniformes. Esto nos lleva a pensar que
de un lado de la transicién de arresto se obtienen vidrios con propiedades similares a los vidrios
fuera de la espinodal. Por otra parte, del otro lado de la transiciéon de arresto tenemos la formacién
de geles, donde la aglomeracién de grandes cantidades de ciimulos de particulas y las grandes
heterogeneidades son caracteristicas en este tipo de sistemas. Se presenta la figura 4.13, en donde
finalmente se ha borrado la linea espinodal para fracciones mayores a la de bifurcacién. Esto se
hace debido a que la curva espinodal no trae consecuencia alguna para el arresto dindmico ocurrido
a fracciones mayores que la fracciéon de bifurcacién.
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ko ko

(a) n =02, T; =1, Tf = 0.148. (b) 7= 0.2, T} =1, Tf = 0.150.
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Figura 4.11: Gréficas de la evoluciéon de factor de estructura para diferentes procesos de enfria-
miento.
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Figura 4.12: Factores de estructura evaluados en u = u, para diferentes valores de temperatura
finales T'. Los picos mds altos en los vectores de onda mas chicos corresponden a las temperaturas

finales mas altas.
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Figura 4.13: Diagrama de arresto dindmico completo para fracciones de area mayores a la de la

bifurcacién.
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4.5.4. De la formacién de geles a la descomposicion espinodal plena

Hasta ahora se tiene una idea clara de las diferencias entre los dos tipos de arresto dindmicos
encontrados. José Manuel et al. van un paso maés adelante delimitando mediante una serie de
propuestas lo que pareciera ser la linea que separa la fenomenologia de una completa separacion de
fases a la de una separacién de fases frustrada por el arresto dindamico. Estas propuestas separan
entonces a los procesos de descomposicion de espinodal de los procesos de gelificacién.

Una de las propuestas dadas para trazar la linea que delimita a los geles y la descomposicién
espinodal en la referencia [1] consiste en hacer un analisis complementario a las curvas de y(T’)
para fracciones de drea menores a la de bifurcacién (figura 4.9 (a)). En estos diagramas prestaremos
importante atenciéon en el comportamiento de v a temperaturas mayores a la de transicién. En
general, para estas temperaturas se observan dos regimenes de . En el primer régimen para tem-
peraturas mas cercanas a la de la transicién se observa siempre un comportamiento de crecimiento
que parece ser exponencial. Por otro lado, para temperaturas cercanas a la de la espinodal, v tiene
un crecimiento divergente tipo potencial. Olais-Govea et al. proponen una funcién compuesta de
ajuste para (1) para las temperaturas mayores a la de transicién. Esta funcién tiene la forma:

Y(Te)e” 7T para T, < T < Ty,
Ya(T) = -7 - (4.11)
Y(T.)e* T==To [E_TTU] para Ty < T < T,

donde T, es la temperatura de transicién, T, es la temperatura de la espinodal, T' = T} es la
temperatura final del enfriamiento, « es una constante y en donde Tj es el pardmetro de ajuste.
Bajo esta ecuacion, los dos regimenes diferentes tienen de limite entre si a Tj. Olais-Govea et al.
proponen a la temperatura Ty como la temperatura que delimita la fenomenologia de una completa
separacion de fases y la de gelificacién.

Para el sistema HD-AY se ha utilizado esta misma expresion también como una propuesta para
discernir si el sistema se logra separar en fases o se arresta No obstante, a diferencia de la referencia,
el mejor ajuste se hizo con un valores de o dependientes de la fraccién de area. Los valores de «
utilizado para las diferentes fracciones de drea estan en el rango de 1.15-1.35, siendo los valores
menores utilizados para las fracciones de area menores. En la figura 4.14 se muestra el acuerdo
entre el ajuste y la curva de v. Es importante aclarar que el ajuste a esta funcién presenta cada
vez mas dificultades conforme la fraccién de drea disminuye
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Figura 4.14: Ajuste de v para n = 0.20 a temperaturas mayores que 7.

4.5.5. Diagrama final de arresto dinamico

Olais-Govea et al. realizan otras dos propuestas més en términos de la descripcién de uq(T')
y del valor de las longitudes caracteristicas de los vectores de onda pequenos asociados con el
maximo del factor de estructura para diferenciar entre el proceso de una completa separaciéon de
fases y el proceso de gelificacién. Estas propuestas pueden verse en la referencia [1], sin embargo,
estas consisten en hacer lo mismo que se hizo para . Puesto que de momento no se tiene forma
de saber que tan bueno o razonable es cualquiera de estos criterios, en este trabajo se ha limitado
al uso exclusivo de una sola propuesta. De hecho, el comportamiento de estas propiedades es tan
parecida entre si que la forma funcional de la propuesta no cambia.

Mediante la propuesta para -y se tiene finalmente un diagrama de arresto dindmico que contiene
toda la fenomenologia del arresto dinamico reportada experimentalmente para sistemas coloidales
atractivos. El escenario obtenido por la teoria NE-SCGLE para este sistema bidimensional queda
entonces plasmado en la figura 4.15. Como se puede observar, el escenario es cualitativamente muy
parecido al escenario encontrado en tres dimensiones (véase figura 3.2).
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Figura 4.15: Diagrama final de arresto dindmico. Se marcan las diferentes regiones segiin los diversos
criterios utilizados para el arresto dinamico.

4.5.6. Discusion

El diagrama anterior plasma los resultados generales predichos por la teoria NE-SCGLE. En
resumen, la teoria predice la existencia de una clara transicién de estados arrestados dentro de la
curva espinodal y una mas sutil separacién entre el proceso de una completa separacién de fases y
el de gelificacion. Este diagrama es congruente tanto con el diagrama de este mismo sistema en su
versién tridimensional como con el diagrama experimental de las lisozimas (figuras 2.3 y 3.2). En
general, el proceso de descomposicién espinodal es observado a través del crecimiento de un pico
a vectores de onda pequenos, el cual es una huella caracteristica de este proceso y al cual se le es
asociado el crecimiento de las heterogeneidades. Como conclusién, no se encontré ningun efecto
distintivo en la dimensionalidad al utilizar la teoria NE-SCGLE para este sistema. En general, la
discusion de la dimensionalidad sigue abierta en el sentido de que si bien no se encontré diferencia
alguna entre una geometria euclideana tridimensional y bidimensional, los efectos de geometrias
més complicadas, como lo es el caso de una superficie esférica, siguen siendo desconocidos. No
obstante, es importante mencionar que al menos ahora se tienen resultados de una geometria
euclideana, la cual sirve como punto de referencia para contrastar geometrias mas complicadas.

En cuanto a la propuesta utilizada para el ajuste de 7, se encontré que para fracciones de area
pequenas, este ajuste presenta dificultades. La primera dificultad es debido a que se empieza a
trabajar con un rango de temperaturas muy pequeno, teniendo pocos datos para que se definan
bien ambas partes de la funcién. Por otra parte, existe un problema de error numérico en el calculo
de ~ para temperaturas muy cercanas a la de la espinodal debido a los grandes valores del factor
de estructura a vectores de onda pequenos.
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Perspectivas y conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue el de aplicar por primera vez la teoria NE-SCGLE a un fluido
bidimensional tipo Lennard-Jones para la prediccién de los procesos de solidificacion amorfa por
descomposicion espinodal arrestada. Este objetivo se ha logrado y en resumen el escenario predicho
por esta teoria se encuentra plasmado en la figura 4.15. En cuanto al objetivo secundario, pese a la
existencia de una diferencia entre los diagramas de estados de equilibrio en dos y tres dimensiones,
la teorfa NE-SCGLE no encuentra ninguna diferencia de mayor relevancia en la dimensionalidad
del sistema. El tnico efecto neto observado por la dimensionalidad es en la estédtica del sistema. El
cambio de tres a dos dimensiones trajo consigo una considerable disminucién de la regién espinodal
y por lo tanto una disminucién de todas las regiones asociadas con una fenomenologia dentro de
la espinodal.

La literatura acerca del arresto dindmico dentro de la regién espinodal es muy poca, donde la
mayoria de la informacion es experimental o de simulaciones. En cuanto a los marcos tedricos
acerca del arresto dindmico actualmente son pocos e incluso se podria decir que salvo la teoria NE-
SCGLE son inexistentes en cuanto a la frustracion de la descomposicién espinodal se trata. En las
teorias como MCT o SCGLE, el arresto dinamico sélo es tratado para la transicién vitrea, con una
inexistente posibilidad de exploracién dentro de la regién espinodal, e incluso en esta transicién,
la evolucién del sistema es inexistente y las predicciones son basadas en la existencia de un estado
de “equilibrio” final. El simple hecho de considerar un proceso de evolucién del sistema, el cual
puede ser frustrado por el arresto dindmico es lo que hace a la teoria NE-SCGLE sustancialmente
diferente y valiosa con respecto a las otras teorias. Si bien, las consideraciones que se hacen en la
teoria NE-SCGLE no pudiesen estar mas alejadas de la realidad, las predicciones que se tienen con
esta son bastante coherentes. Por lo mismo, entrar en un territorio relativamente nuevo para esta
teoria como lo es la consideraciéon de un sistema bidimensional tiene su propio mérito.

En cuanto a objetivos mas personales, la realizacién de este trabajo ha sido de gran ayuda para
mi formacién académico. Este trabajo ha cumplido con el objetivo personal de especializarme en
una rama de la fisica que es de mi interés. Considero que este trabajo ha sido definitivamente de
utilidad no sélo por familiarizarme con una teoria especifica, sobre la cual planeo trabajar en un
futuro préximo, si no, porque mas importante que el aprendizaje de esta teoria, he conseguido
una formacién y fortalecimiento de conceptos y bases tedricas que me permitirdn tener un mejor
desempeno académico y laboral en los anos venideros.

En cuanto a las perspectivas que se tienen de este trabajo son variadas. Una de las perspectivas
iniciales con las cuales se incursiond este trabajo fue para la descripcion de sistemas en geometrias
bidimensionales no euclidianas como los estudiados en experimentos realizados en el grupo de
Jasna Brujic [45], en donde observan sistemas de lipidos inmiscibles en las superficies de gotas de
emulsiones. Otra perspectiva de este trabajo es la implementacién de heterogeneidades al sistema en
los procesos de enfriamiento instantaneos, asi como la implementacion de procesos de enfriamientos
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reales con tazas de enfriamiento finitas. Otra aplicacién directa de esta teoria puede dar lugar al
utilizar sistemas que aparte de tener atracciones tengan repulsiones de largo alcance, puesto que
se sabe que experimentalmente, pueden formarse geles fuera de la espinodal con este tipo de
interacciones [12].
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Apéndice A

Método de soluciéon numeérica para

las ecuaciones de la SCGLE

Sea
Ak, ) = al/ h(r")dr" + CLQ/ Ak, 7")dr" + a3/ Ak, 7" (T — 7")d7’,
0 0 0
donde a1, as y as son independientes de 7, uno puede discretizar A(k,7) como sigue:

dA(k,T)
dr

= ar1h(r) + a2 Ak, 7) + a3% / Ak, 7"h(T — 7")d7’,
0

definiendo a: -
_ @ o AP
F(r) = I /o h(r — 7" A(k,")d7',

T/2 T

/ hr ) Ak, e+ L [ () Ak e
0 dr /2

!/

d

F(T):E

y haciendo un cambio de variable z = 7 — 7/, dz = —dr

d T/2 d 0
h(t — Ak, 7")dr" — — h(z)A(k, T — 2)dz,

F(r)=—
( dr 0 T T/2

T/2 P T/2 r—z
F(r)= /0 N )A(k:, Ydr' + /0 h(z)Mdz + Ak, 7/2)h(7/2).

or

Utilizando la aproximacion:

or

Gin = [ =T

Tic1 dr
M(r—1;)— M(t—7;_ i
Gifr) m MEZTIZHEZ D) [0 e
g = Ti—1

G(r)i= M(t —1;) — M(7 — 7;-1)dN;

donde
dNZ ~ N(’Tl) — N(’Tifl)

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

podemos partir el intervalo de integracién de la ecuacién A.6 en ng intervalos tales que 7/2 =

no(7; — 7i—1). Obtenemos entonces que:

F(r)= St AT = i) = AT — i) [h(7i) — h(Tim1)] +
Yoy [A(m) = A(ric)|[P(T — i) = h(T — Ti1)] 4+ A(T/2)h(7/2).

o8

(A.11)



APENDICE A. METODO DE SOLUCION NUMERICA PARA LAS
ECUACIONES DE LA SCGLE

Sustituyendo la ecuacién anterior en la discretizacién de la ecuacién A.2 y despejando para A(T)
obtenemos finalmente que:

A(7n) = ar{ah(m) +as Y72 [A( — 73) — A — i) [(mi) = h(mica)] +
as 32;2 [A(7i) — A(ric)][R(Tn — 7) = h(7o — 7i1)] + a3 A(7ny ) 1(T0y) + (AT) A(70-1) },

donde AT = 7,,—7,_1 = 7; —T;_1 es la discretizacion del diferencial temporal. Este método permite
avanzar con discretizaciones temporales cada ves mas grandes. Por ejemplo si resuelves 100 tiempos
igualmente espaciados, uno puede quedarse con la mitad de los datos y calcular ahora tiempos con
el doble del espaciamiento inicial.
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