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0.1 Introduccién

Indudablemente, la probabilidad es una de las ramas de la matemadtica que ha
jugado un papel fundamental en la soliciéon de problemas especificos que se
presentan en otras dreas del conocimiento. Esto se debe a que muchos de cs-
tos problemas se pueden modelar mediante nna familia de variables aleatorias
parametrizadas por el tiempo, como por ejemplo, sistemas dindmicos en los
qute intervienen elementos aleatorios los cuales representan cierta incertidum-
bre que influye en el comportamiento del sistema, problemas de decisiones
secuenciales, dentro de los cuales se encuentran los juegos de apucstas suce-
sivas, entre otros. A dicha familia de variables aleatorias se les conoce como
procesos estocasticos .

Existen muchos tipos de procesos estocdsticos cuya clasificacién se tiene
en base a sus propiedades particulares. Por ejemplo, procesos estacionarios,
con incrementos independientes, de Markov, martingalas, etc., aundue esta
clasificacién no los hace excluyentes. La teorfa desarrollada para cada uno
de estos procesos es muy amplia y podriamos decir que independientes una
de la otra.

De los temas méas estudiados en los cursos de procesos estocédsticos ni-
vel licenciatura son las cadenas de Markov. Quizé esto se debe a que sus
propiedades basadas en la definicion de probabilidad condicional, son muy
intuitivas y tienen aplicaciones directas y muy sencillas. Por lo contrario,
las martingalas, cuyas propiedades se enfocan en la delinicion de esperanza
condicional, es un tema que por lo general se excluye de los cursos, aun
siendo igual de importantes que las cadenas de Markov. Esto constituye la
motivacién principal de desarrollar este trabajo.

Si recurrimos al diccionario de la lengua espaiola para ver el significado
de la palabra martingala nos podemos topar con lo siguiente:

e calza que los hombres de armas llevaban debajo de los quijotes;

e cn el juego del monte, lance que consiste en apostar simultdneamente
a cuatro cartas de las del albur contra la quinta;

e combinacién que permite ganar el juego;



entre otros, y como sinénimo: artimana, marrullerfa, trampa.

Sin embargp, en matematicas, las martingalas son una clase de procesos
estocdsticos cuyo surgimiento fue motivado precisamente al modelar juegos
de azar justos, aunque en el transcurso de los afios, su desarrollo ha alcanzado
importantes aplicaciones en otras dreas, asi como dentro de la matematica
misma [ver, e.g., [4]].

El objetivo de este trabajo es presentar una introduccién a la teoria de
martingalas. En este sentido nos restringiremos al caso més sencillo: proce-
sos estocdsticos discretos a tiempo discreto. Sin embargo, esto no hace que el
trabajo carezca de importnancia, ya que existen muchos problemas reales que
se modelan en este contexto, como por ejemplo, problemas de apuestas suce-
sivas, sistemas genéticos, problemas de finanzas, vy cierta clase de sistemas
de colas. Algunos de estos ejemplos se analizardn a lo largo del trabajo.

La tesis estd compuesta de tres capitulos. En el primero de ellos se
han resumido algunos resultados fundamentales de la teorfa de probabili-
dad, poniendo énfasis principalmente en ol anglisis de esperanza condicional
y algunas de sus propiedades mas importantes. Se expone también la teoria
necesaria sobre procesos estocdsticos y cadenas de Markov a tiempo discreto,
las cuales se retoman en los siguicntes capitulos

Durante el segundo capitulo se presenta la definicién de martingala asi
como sus propiedades fundamentales. Primeramente y a manera de moti-
vacion se presenta un andlisis de estrategias de apuestas, tomando en cnenta
que el concepto de martingala en teoria de probabilidad tiene su origen en
Juegos de apuestas, a saber, proporciona un modelo de un Juego de azar jus-
to. Posteriormente se exponen algunos ejemplos que ilustran las definiciones
introducidas en el capitulo, y se presenta también un resultado mity impor-
tante que nos muestra la relacion que guardan las martingalas y las cadenas
de Markov.

Finalmente se conluye este trabajo presentando en el tercer capitulo, dos
resultados cldsicos en teorfa de martingalas: el Teorema de Paro Opcional
para Martingalas Acotadas y el Teorema de Convergencia de Martingalas.
[lustramos estos resultados mediante algunos cjemplos.



Capitulo 1

Elementos de la Teoria de
Probabilidad y Procesos
Estocasticos

1.1 Introduccion

En este capitulo presentamos los elementos de la teoria de probabilidad y
procesos estocdsticos que usaremos a lo largo del trabajo. Se dedica es-
pecial atencién al concepto de esperanza condicional y sus propiedades, lo
cual constituye la herramienta principal para el desarrollo del mismo. Mu-
chos detalles estdndares de la teoria de probabilidad seran omitidos, pero se
procurard incluir los mds importantes.

1.2 Probabilidad Condicional

Empezamos esta seccién definiendo el espacio de probabilidad fundamental,
para después establecer la definicién de probabilidad condicional.

Sea Q el espacio muestral de un experimento y [~ una o — dlgebra de
subconjuntos de . s decir, [~ es una familia de subconjuntos de § que
satisface las siguientes propiedades:

a) El conjunto vacio & pertenece a [ ;



b) Si A1, Ay, ... € F entonces U A4, € F;

n=1
¢) Si A € F entonces su complemento A¢ pertenece a .

A los elementos de F los llamaremos eventos.

Definicién 1.1 Una medida de probabilidad P sobre (€2, F) es una fun-
cion

P:F —[0,1]
que satisface
a) Pl@]l=0, P[Q]=1; :

b) Si Ay, Ag, ... es una coleccidn de elementos en I tales que AiNA; =0
para todo i # j entonces

P[UA”] = ZP[A”];

=] =l

y se dice que la medida P es aditivamente numerable.

La terna (2, F, P) es llamada espacio de probabilidad. Fs siempre posible
asociar un espacio (§2, /7, P°) a cada experimento y todas las preguntas en las
que podamos estar interesados acerca del experimento, podemos formularlas
en términos de éste.

Definicién 1.2 Sean A, B € [ eventos tales que P[B] # 0. Se define la
probabilidad condicional de A dado el evento B como
P[AN B
PlA| B] w= 2
P[B]

Intuitivamente, esto significa que si sabemos (0 bajo el supuesto) que
un evento B con probabilidad positiva ha ocurrido, el conjunto de posibles
resultados se reduce a B, y entonces solamente cabe la posibilidad de que
ocurra la parte de A que pertenece también a B, esto es, el evento A N B.
Asi la oportunidad de ocurrencia del evento A dado cque ha ocirrido B se
convierte en la medida relativa de A N B respecto a B.



Definicién 1.3 Los eventos A y B sc dicen ser independientes si
P[AnN B] = P[A]P[B].

En general, una familia de eventos {A; 1 €T} donde T denota un conjunto
arbitrario de indices se dice ser independiente si

PiAl =[] PlA)]

ieJ €]

para todo subconjunto finito J de T

Una caracterizacién para conjuntos independientes en términos de pro-
babilidad condicional es la signiente: sean A y B eventos tales que P [B] # 0
y P[A] arbitraria. Entonces Ay I son independientes si y sdlo si

Pl4 | B] = P[4},

lo cual significa que el saber que ha ocurrido el evento B no cambia la pro-
habilidad de ocurrencia de A.

1.3 Variables y Vectores Aleatorios
Presentamos a continuacién la definicién de variable y vector aleatorio, asi

como sus principales caracteristicas.

Definicién 1.4 Sea (0 ,F,P) un espacio de probabilidad. Una variable
aleatoria (v.a.) X es una funcin

X:0-R
tal que
X ((~oco,2]) ={we: X(w) <a} el para cada z € R.
Iis decir, una variable aleatoria X cs una funcién con valores en los reales

que asigna el valor X (w) a cada resultado w € §2 del experimento. Asf mismo,
se requiere que la imagen inversa bajo X de intervalos de la forma (—o0, zl,
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r € R, pertenezcan a f. Esto nos permite estudiar el comportamiento
probabilistico de las variables aleatorias.
Es usnal denotar por

[X € (~o0,2]] o [X <a]
al conjunto X‘l((—oo,m]).

EEn muchos casos no es facil escribir explicitamente el espacio muestral
asociado a un experimento aleatorio, lo que hace necesario analizar la carac-
teristica de interés del experimento por medio de variables aleatorias. En este
sentido, es importante estudiar el comportamiento probabilistico de dichas
variables. La manera general de hacerlo es mediante la funcién de distribu-
cién.

Definicién 1.5 La funcién de distribucidn Fx de una variable aleatoria
X es la funcion

F)( ‘R — [0} I]
dada por
Fx(z) .= PX < a.
Obsérvese que Fy satisface las siguientes propiedades:
a) Es no decreciente, es decir, si z; < 25 entonces Fy(x)) < Fx (z9);

b) Es continua por la derecha, esto es,

Fula™) = hljl})1+_ Fx(z +h) = Fx(z) para cada z € R;

lim Fy(z) =1, lim Fy(z) = 0.

T—00 I——00
d) Para cada z € R,
Fx(:l’)i) = P[_X < ‘LJ

donde Fx(z~) := ’lir(thX (x — h).



Fn términos de la funcién de distribucion, podemos clasificar las variables
aleatorias como sigue:

Definicion 1.6 .

a) La variable aleatoria X se dice ser absolutamente continua st su
funcidn de distribucion se puede erpresar como

FYX(J.E) — / ’ ‘[X(u)d‘u., T e R

para alguna funcidn integrable fx : R — [0,00). fx es llanada la
funcién de densidad de X.

b) La variable aleatoria X se dice ser discreta si existe una coleccion
numerable {xy,T2,...} CR con x; # x; para i # J tal que

Fx(z) = P[X < Bl = Z PIX =zq); #ER

In<T

La funcion [x definida por fx(z) = P[X = z], z € R, es lamada la
funcion de probabilidad de X.

Existen situaciones donde es necesario analizar dos o més variables aleato-
rias simultdneamente. Esto nos lleva a tener que generalizar las definiciones
anteriores. En principio tenemos:

Definicién 1.7 Sean Xi,..., Xn variables aleatorias definidas en el mismo
espacio de probabilidad (€2, F P). Al vector

X = (X]‘, ...,){,,{)

se le llama vector aleatorio de dimensién n. Cuando las componentes de
X son variables aleatorias discretas, decimos que X es un vector aleatorio
discreto. En el caso de ser continuas X1, ..., Xy, se dice que X es un vector
aleatorio continuo.

En base a esta definicién usaremos indistintamente los términos “compor-

tamiento conjunto de las variables aleatorias X1, ..., Xn ¥ “comportamiento
del vector X”.



Definicién 1.8 La funcidén de distribucidn conjunta Fx,  x. de las
variables aleatorias Xy, ..., X,, definidas sobre el mismo espacio de probabili-
dad (S, F, P), se define como la funcién

Fx, ..x ' R* = [0,1]
dada por
”1X1,,..,.Xn(f~'51a v mn) = I')[Xl € By gl < m?‘l]'
Ademds, si existe una funcién integrable
Ixix, : R = [0, 00)

tal que

| "
FX],..‘,XH(:E])-“}mTL) e / / Af.)(l,...,Xn(u]:“'7u?l)du'l"‘dun:
—00 —00

.

dectmos que X, ..., X, tienen distribucidn conjunta continua. En este ca-
s0 fx,. . x, se llama funcién de densidad conjgunta de las variables
X]: g )(n.-

Similarmente, para el caso discreto se tiene que para todo (x4, ..., z,) € R*

FX1,...,X,1 (CE}, iy -Tn) = E E fxl"__’)(” (nli,'l, bz k,i‘),
ki<ey kn<an
(‘,‘Oﬂde f:\'1,..,,X,1(A:1;---,kn} = l)[Xl & kl)""lXﬂ. = 'Icn}; (kl:---:kn,) 6 Rn' ;
A fx,..x, se le conoce como funcidn de probabilidad conjunta de i
X1,y X, 0 funcién de probabilidad del vector X = (X1, Xn). !

Sea X = (X, ..., X,) un vector aleatorio discreto con funcién de proba-
bilidad fx, . x y sea Jx, la funcién de probabilidad de la variable aleatoria
X,;. Entonces

in (lﬁ) = Z fX],...,X.._(j’.la "':1‘:’"“)'
“‘"‘J)J#L

Esto es, la funcién de probabilidad de X se puede obtener sumando los
valores de % 8 e x,) sobre todo xj con j # i. En este caso llamamos
a [x, la funcidn de probabilidad marginal de X;.



Definicion 1.9 Sean X, ., X, variables aleatorias definidas en el mismo
espacio de probabilidad. Decimos que Xi, ..., Xn SO independientes si
para toda coleceidn de intervalos {J;}ie, con J. C R, se tiene que

n
B[Ry © gy Ko B ] = [1Pix € Ji.
=1
En general, una familia de variables aleatorias {Xi : 1 € T} es indepen-
diente si para todo subconjunto finito J de T' las variables {X; : t € J} son
independientes.

Si Xy, ..., Xn SO0 independientes, entonces K ainy iy OB independientes
para k < n. Mas atin, Xi,, ..., X4, 501 independientes para todos los enteros
1< <. <ip &N

La independencia de ariables aleatorias se puede caracterizar por medio
de las funciones de distribucién correspondientes, asi como por medio de
las funciones de probabilidad para ol caso discreto como lo muestran los
signientes resultados:

Teorema 1.10 Las variables aleatorias X1, ..., Xn S0 independientes si Y
sélo si la funcion de distribucion conjunta Fx,..x, de Kiyvoey Kowy 5€ puede
eseribir como

n
Fx, .. Xn(Z15 -y Tn) = HFXi.(i“i): para cada (T1, o xn) € R,
i=1

donde Iy, es la funcidn de distribucién de la variable aleatoria X;.

Teorema 1.11 Sea X = (X1, X,) un vector aleatorio discrefo con fun-
cién de probabilidad fx,..x., Y 5¢0 fx, la funcidn de probabilidad de la va-
riable aleatoria X, i =1, ..M Entonces X1, ..., Xn SON independientes si Y
sdlo s

n
Freso(@ns @) = [ [, (@1-8a) € R".

i=1

e Para los objetivos del trabajo es suficiente restringirnos al estudio de
variables aleatorias discretas. Fn este sentido, el resto del trabajo se
centrard principalmente en definiciones y resultados que involucran solo
a este tipo de variables aleatorias.
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1.4 Esperanza y Esperanza Condicional

El concepto de esperanza condicional es la herramienta principal en el estudio
de martingalas. Es por esto que se dedica la presente seccién a su andlisis.
Primero se verd la nocién de valor esperado o esperanza de una variable
aleatoria. Posteriormente, se analiza el concepto de esperanza condicional,
el cnal se realiza primero condicionando sobre un evento y finalmente sobre
una variable aleatoria discreta.

Definicién 1.12 La esperanza (valor esperado) de una variable aleatoria
discreta X con funcidn de probabilidad fx se define por

EX]:= Z/fo (z),

siempre que la suma sea absolutamente convergente.

Observemos que para un evento A € [ y la variable aleatoria 1, : ) — R
definida como

1l siwe A

Lalw) = 0 siwe A :

se tiene que

E[IA] = -'D(A)-
Algunas propiedades que se deducen directamente de la definicién son las
siguientes:
a) Supongamos que la variable aleatoria X es constante casi seguramente
(c.s.), es decir, P[X = ¢| = 1 para alguna constante ¢ € R, entonces
EX]=c.

b) Sea X una variable aleatoria esencialmente acotada, es decir,
P[|X| < M] =1 para alguna constante M € R, entonces |EIX]] < M.

Otras propiedades de la esperanza se resumen en los siguientes resultados:

11



Teorema 1.13 Sea X = (X1, ..., X») un vector aleatorio discreto,
h:R" — R, y supongamos que la variable aleatoia Y = h(X) es tal que su
esperanza estd definida. Enlonces

E[Y] = E[h(X)] = Y h(x)fx(x)

donde fx es la funcion de probabilidad conjunta de Xy, Y

Teorema 1.14 Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio y supongamos que
Y, = gi(X), i = 1,..,n son variables aleatorias con esperanza finita. En-
tonces:

a) Para todas las constantes ci,...,Cn

E[(;lYl 4.+ (.’n}/n] = ZCLE[K]

i=1
b) Si PlY) < Ya] =1, entonces
E[Yy] < E[Ya].

Teorema 1.15 Sean Xi,..., X» variables aleatorias independientes comn €s-
peranza finita. Entonces

Bl < Ry ] = [ X,

#=51

1.4.1 Esperanza Condicional

Antes de definir esperanza condicional, primero veamos la siguiente defincion:

Definicién 1.16 Sean X y Y wvariables aleatorias discretas definidas en el
mismo espacio de probabilidad, y sea € R tal que [x(z) > 0. La funcidn
de probabilidad condicional de Y dado que X = se define como

frix(y | z) = e sz("r))[ = y]’ y € R.

12



Es claro que para cada = € R, donde fyx(z) > 0, se tiene
o) frix(yla) 20, yeR

) Shvixly | 2) =1

En base a esta definicién tenemos:

Definicién 1.17 Sean X y Y wariables aleatorias discretas definidas en el
mismo espacio de probabilidad con funcion de probabilidad condicional fyx.
La esperanza condicional de Y dado X = z se define como

EY | X =z]:= Z'yfv\x(’!f | )
Yy

donde la suma es sobre el conjunto numerable de valores de y para los cuales
vixty | =) > 0.

Como para cada = € R donde fx(z) > 0, fyix(y | ) es nna funcién de
probabilidad, la esperanza condicional E[Y | X = x| satisface las siguientes
propiedades, las cuales pueden demostrarse directamente de la definicién:

a) Ele)Yi+.4e.Y, | X =1] = SaEY; | X = z] paratodoey, ..., ¢, € R.

=1
b) E[h(X)| X = 2] = h(z) para cualquier funcién h : R — R.
¢) BIY | X = 2] = E[Y]si X y Y son independientes.
En vista de la definicién anterior, podemos ver a ElY | X = ] como una
funcién de :
g(z) = E[Y | X = a. (1.1)
De acuerdo a este hecho tenemos la siguiente definicién:
Definicién 1.18 La esperanza condicional de Y dado X se define como
BY | X) = g(X),

donde g estd dada por (1.1).
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La diferencia esencial entre B[Y | X = z]y B[Y | X] es que ElY | X =z
es un nimero mientras que E[Y | X] es una variable aleatoria. De hecho,
E]Y | X] sc obtiene reemplazando @ por X en la expresion para B[Y | X =
z]. En este sentido, cstaremos wtilizando el término casi seguramente (c.s.)
para comparar la esperanza condicional con una variable aleatoria. Es decir,
escribiremos

ElY | X]|=2 cs,
donde c.s. significa que P[E[Y | X]=Z] = 1.

Dentro de las principales propiedades de la esperanza condicional te-
nemos:

Teorema 1.19 .
a) La esperanza condictonal g(X) = ElY | X] satisface
Elg(X)h(X)] = B MX)]

para cualquier funcion R — R para la cual ambas esperanzas exis-
ten.

h) Sea x € R tal que [ y(z) > 0. Entonces
E[XY | X =a] =2ElY | X =a].

¢) Si H:R— R esuna funcidn inyectwa, entonces

ElY | HX)=EY | X] cs

Demostracion. .

a) Sea fx(z) la funcién de probabilidad de X. Por el Teorema 1.13,
tenemos

E[g(X)h(X)] = > _g(@)h(z)fx(x) = SCEY | X = alh(z) fx(2)

=D {nywx(y l ﬂ?)] h(z) fx(x)
= th(:n)fxy(ﬂh y)

= B[Yh(X)].

14



b) Si @ # 0, este resultado es una consecuencia directa de la Definicién
L.17 . En efecto,

BXY | X =g]= ZZfX}’JX(z | )

PX—’I XY—z
3. e

PXa:cY
3. A

o — & ie
y haciendo y = = se tiene

y a '_P{X=:.z:,Y:y]
EXY | X =2]= %:yuz. Tole)

s 't PlX =3V =y]
s (ZJ D) )

Y

= gE[Y | X =41].

El caso 2 = 0 se sigue trivialmente.

¢) Aplicando el hecho de que P[X = 3] = P[H(X) = H(z)] para cada
z € R, se sigue directamente el resultado.

El Teorema 1.19 tiene las siguientes consecuencias importantes:

® Si h(z) = 1 para todo z € R, en @), entonces Elg(X)] = E[Y]. Bs
decir,

E[E[Y | X] = E[v],
a lo cual se le conoce como la propiedad de la doble esperanza.

e Sca B C Ry tomemos h(z) = 1, (z), z € Ren a). Bntonces
Elg(X)15(X)] = BY15(X)], es decir,

E[E[Y | X]15(X)]) = E[Y15(X)].

15



De aqui,

EY15(X)] =Y _E[Y | X =alln(2)fx(=) (1.2)

e Tomando B = R en (1.2), obtenemos
Y] =S EY | X = 2)fx(z).
x
[ista expresion constituye ofra forma de calcular esperanzas, la cual es
| muy practica en muchas situaciones.
e Dec la parte b) del teorema concluimos,
E[XY | X]= XE[Y | X] cs.
De hecho, si fi, f2 : R — R son funciones arbitrarias, es facil ver que

E[[/(X)f(Y) | X] = L(XOEf(Y) | X] cs.

En los siguientes dos capitulos estaremos usando la esperanza condicional
de una variable aleatoria dado un vector aleatorio. La definicién en este caso,
asi como sus propiedades, se pueden extender de las anteriores.

Definicién 1.20 Sea Y una variable discreta y X = (Xi,...,Xn) un vector
aleatorio discreto. Se define el valor esperado de Y dado X = X como

EY | X =x]:=) yfvix(y|x),

donde [vx(y | X) = ﬂ%’?}%}i]:—xj_

Del mismo modo, se tiene la siguiente definicion:
Definicién 1.21 Sea g : R — R una funcién dada por
gz, ..y zn) == BlY | X1 = 21, gy, =5l ]
Se define la esperanza condicional de Y dado X como

ElY | X] = g(X).

16



Considerando estas definiciones y el Teorema 1.19, llegamos a las si-
guientes propiedades:

Teorema 1.22 SeanY, Y, ..., Y variables aleatorias discretas, X = & ST oy
un vector aleatorio discreto, h : R* — R yf:R— R funciones arbitrarias,
H :R"™ — R™ una funcidn myectiva, y ¢y, ..., c, € R. Entonces

o) E[E[Y | X]h(X)] = E[Y h(X)];
b) EIf(Y)A(X) | X] = WK)E[F(Y) | X] s,
¢) BY | HX)] = E[Y | X] cs;

?

k
d) EleyYi + ...+ o Ye | X] = SeElY; | X).
=1

Teorema 1.23 Sea X wuna variable aleatoria y Yy, Ys vectores aleatorios
discretos. Entonces
7 U
EE[X | Yy,Y4] | Y] =E[X | Y. cs
Demostracién. Harcmos la prueba para el caso de vectores Y., Y,
l-dimensionales. El caso general se signe de manera andloga. Fijemos ny

observemos que P[(Y},Y;) = (v',4") | Y1 = 1] = 0 para todo v # y1. Ahora,
sea

9W ") = EX | Y=y, Yy =]
Entonces

BEX [V %] 1 Yi=u) = 3 g,y )PV =y, Yo = o/ [ Vi = gy

vy

=2 9y ) PlYi =y, Y =y | Vi = 1]
yll

=2 D AP =2 | Vi =y, Yo = y'|PY =y, Yo = ¢/ | Vi = gi]
yli' €T

- ZZTP[X =z, Y1 =y,Y, =y
yf‘ T ) P[S/-l = yl]

:ZQ:P[X:J:JYI =]

= E[X | Y1 = y].
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Puesto que y; es arbitrario, se tiene el resultado. m

1.5 Procesos Estocasticos

Intuitivamente un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias
que puede ser usada como modelo matematico de los resultados de una serie
de fenémenos aleatorios. Iisto ha permitido que un buen ntimero de sus
aplicaciones se presenten en diversas areas del conocimiento.

Fn esta seccién introducimos los clementos bésicos de la teorfa de procesos
estocésticos y presentamos una clase particular de ellos, los llamados cadenas
de Markov, lo cual retomaremos et los capitulos siguientes.

Definicién 1.24 Un proceso estocdstico es una familia X = {X(t):te
T} de variables aleatorias definidas en (2, F P), dondeT C R es el conjunto
de pardmetros.

Fl hecho de que X(t) sea una variable aleatoria implica que el proceso
estocéstico se puede ver como una coleccién de funciones reales definidas
sobre T x §2, es decir, X (,): T xR — R las cuales satisfacen:

a) Para cada t € T se tiene que X(1,-) es una variable aleatoria.

h) Para cada w € Q. la funcién X (-,w) es una funcién real.

A la funcién X(,w) : T — R le llamaremos realizacidn o trayectoria del
proceso estocdstico.

Es comiin pensar que el {ndice t representa el tiempo; asi X (t) represen-
tard la posicién o estado del proceso al tiempo t. Sin embargo, es importante
notar que el conjunto de parametros no necesariamente se relaciona con el
tiempo fisico de ocurrencia de los eventos modelados por la coleccion de
variables aleatorias.

Cuando el conjunto de pardmetros T' es numerable, se dice que X =
[X(t) :t € T} es un proceso con pardmetro (o tiempo) discreto. En este
caso, v sin pérdida de generalidad, tomamos T =10,1,..} de tal manera que
el proceso estocastico X toma la forma {Xo, X1, . A
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Definicién 1.25 El espacio de estados S del proceso X = {X(t) : t € T}
es el conjunto de todos los posibles valores que pueden tomar las variables
aleatorias X (t) para cadat € T.

A cada elemento en S se le llama estado del proceso. Si S es finito o
numerable, decimos que X es un proceso discreto y si S es un intervalo
decimos que el proceso es continuo.

e En este trabajo solo consideraremos procesos estocasticos discretos a
tiempo discreto. En este caso el proceso X serd una sucesién de va-
riables aleatorias discretas definidas en el mismo espacio de probabili-
dad.

A continuacién presentamos una clase particular de este tipo de procesos.

1.5.1 Cadenas de Markov

La teorfa de cadenas de Markov es muy extensa. Aqui solo presentaremos
algunas nociones bésicas acerca de esta clase de procesos que posteriormente
utilizaremos en el andlisis de martingalas, en los capitulos siguientes.

Definicién 1.26 Sea X = {X, :n = 0,1, ..} un proceso estocdstico discre-
to. Decimos que X es una cadena de Markov si

P[Xn.+1 =] I Xp = 8 XnA] =Ty, .00y Xg = 3:0] = P[f‘{n—l—l =] { Xn = t]:
(1.3)

para todos los estados xg, ..., x,_1,4,7 € S y todo n > 0.

A la relacién (1.3) se le conoce como propiedad de Markov y tiene la
siguiente interpretacion: la distribucién condicional de cualquier estado fu-
turo X1 dado los estados pasados Xo, ..., Xuoy y el estado presente X,,, es
independiente de los estados pasados y solo depende del estado presente.

Las probabilidades condicionales

Pij(nyn+1) = P[Xpy = j | X, =]
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son llamadas probabilidades de transicidn o probabilidades en un paso, y re-
presentan la probabilidad de pasar al estado j en el tiempo n + 1, estando
en el estado 4 al tiempo n; o bien, la probabilidad de pasar del estado 7 al
estado j en el paso del tiempo n al n -+ L.

Si las probabilidades de transicion no dependen del tiempo n, decimos
que la cadena de Markov X = [Xp:m=0,1,..} es uns cadena homogénea
o estacionaria en el tiempo y escribimos

Dij = })[Xl = j | X() = ?] = P[Xﬂ,.+,1 = ] ] Ay = ?1 n= 1, sy 1,j £.9.

e En adelante, nos restringiremos al estudio de cadenas homogéneas.

Definicién 1.27 Sea X = {X,;n 2 0} una cadena de Markov. La matriz
P = (pi;) cuyos elementos son las probabilidades de transicion en un paso,
se llama matriz de transicion de la cadena de Markov.

Si ¢l espacio de estados de la .adena de Markov s finito, digamos con &
clementos, entonces I” es una matriz de k x k. En caso contrario, I’ es una

matriz infinita.

Las probabilidades de transicion satisfacen las siguientes propiedades:

a) pij 2 0;

b) S.pij =1 para todo i € S.

JES

Fsta tiltima propiedad significa que la suma de cada renglén de la matriz P
es 1. Una matriz que satisface esta propiedad se llama matriz estocdstica. Si
ademas, la suma de las columnas también es 1, la matriz es llamada matriz

doblemente estocdstica.

Un ejemplo clésico de cadena de Markov es el siguiente:
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Ejemplo 1.28 Sean 7, Z,, ... variables aleatorias independientes tales que
PlZ;=1]l=p y P|Z,= ~l=¢q=1-p parai=1,2,.., Y sea

Sp=58+2Z1+..+ 2,
donde Sy es constante. Observemos que

Plupi=@|Sa=28 1= Bty meuyiBg = g =
PlSpt1=94,8, = 2,8, = Sn1,++.390 = Sy
P8, =&, Syet) = 6513 vy Bo = 3]
PlZny=y—2,2, =% —8,_q, .., 5 = So)
- PlZ,=2—8,4,..,5 = so)
PlZoyi=y—2|PlZ, =2 —8p_y,....8; = S
Pl = w—8 3, 0, 8 = So)
=PlZ,1 =y—1].

Por otro lado,
PlSp = Yy, S, = T]
R
PlZy=y—-2,8, = ]
P8, =]
= P[Zn-ll =1y — 33],

de aqui que {S, :n =0,]1, ...} es una cadena de Markov con probabilidad de
transicion

Pey = P[Zy =y — 2.

Ejemplo 1.29 Consideremos una poblacion de N bolas las cuales pueden
ser de uno de dos colores: negra 6 blanca, y sea X,, la variable aleatoria que
mide el nimero de bolas negras en esta poblacién. Supongamos que de esta
poblacion, podemos obtener otra del mismo tamano, de la siguiente manera:
tomamos N bolas nuevas, y el color de cada una de cllas se determina de
acuerdo a los resultados que se obtienen al extraer con reemplazamiento N
bolas de la poblacion anterior, y denotemos por X,,1 a la variable que mide
el ndmero de bolas negras presentes en esta nueva poblacion. Entonces clara-
mente {X;, 1 n = 0,1,...} es una cadena de Markov con espacio de estados
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{0, ..., N}. Observemos que st al tiempo n se tienen x bolas negras, entonces

b =ol %o = () (7 0 5)

pues se tiene probabilidad §; de obtener una bola negra.

Definicién 1.30 La probabilidad de transicion en n pasos, n > 0,
para una cadena de Markov homogénea X se define por

Py = PlXmin =] | Xm =]  para todo m > 0; i,j € 5.
Observemos que
Pl = PlXm4n =] | Xm =1 =P[X,=7J | Xo=1], Ym=>0;4,j €S.
Para n = 1, se tiene que
ng = Dij

y para n =0,
p(-]' _ 1 sl = j
i 0 sii#j

Definicién 1.31 Sea X = {X, : n = 0,1,. ..} una cadena de Markov. Se
define lo matriz de transicién en n pasos, como la matriz P B i = (pl),
donde pf; son las probabilidades de transicion en n pasos.

La probabilidad de transicion en n pasos, n > 0, satisface:

GJ} p;L > 0 para todo 377 = S’

b) 3 pl=1 paratodor€ .

Jes

De b) se sigue que P™ es una matriz estocastica.
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Teorema 1.32 Sea X = {X,,;n > 0} una cadena de Markov. Entonces

P = pRpE, ¥a,m > 0; 4,5 € 8. (1.4)
kes

La ecuacién anterior es llamada ecuacidn de Chapman-Kolmogorou y nos
proporciona una manera practica de calcular las probabilidades de transicidn
en n pasos. Ademds podemos observar que es equivalente a la ecuacién
mafricial

plvtm) _ pr) p(m)

en el caso finito.
De (1.4), se sigue que podemos expresar la probabilidad de transicién en
n pasos como

Py = E pfﬁpf{m para todo 0 < m < n,
k€S
o equivalentemente
pn) P(m)P(n_m) s I)(n——m)P(m).
Por otro lado, observemos que P™ = P [isto significa que la matriz
de transicién en n pasos se puede calcular como la n—ésima potencia de la

matriz P, siempre y cuando la cadena de Markov tenga un nimero finito de
estados.
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Capitulo 2

Martingalas

2.1 Introduccion

En matemdticas, las martingalas son una clase de procesos estocasticos cuyo
surgimiento fue motivado al modelar jucgos de azar justos. Sin embargo, el
desarrollo de la teorfa de martingalas ha ido mas alld del analisis de juegos

justos y durante el transcurso de los anos ha alcanzado grandes aplicaciones

en otras areas, asi como dentro de la matemafica misma (ver, e.g., [4]).

En este capitulo presentamos la teorfa de martingalas para procesos dis-
cretos. A manera de motivacidn, en la Seccion 2.2 se hace un anélisis de
estrategias de apuesta para juegos, y después en la Seccion 2.3 se introduce
formalmente la definicién de martingala asf como sus propiedades basicas. Fi-
nalmente, en la Seccién 2.4 presentamos la relacién entre cadenas de Markov
y martingalas.

2.2 Estrategias de Apuestas

Existen muchos tipos de juegos de apuestas y por lo tanto un gran nuimero
de estrategias que utilizan los jugadores para apostar. Nos centraremos en
una clase particular de juegos a los cuales se les conoce en la literatura como
Juegos de apuestas sucesivas. Estos consisten en apostar sucesivamente cierta
cantidad, la cual se fija mediante cierta regla, y de tal manera que en cada
juego se puede perder o ganar la cantidad apostada. Ejemplos de este tipo de
juegos pueden ser apostar a cierto color en la ruleta sucesivamente durante
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varios juegos; lanzar sucesivamente una moneda al aire y estar apostando a
una de las caras u otro juego de azar semejante.

Consideremos un juego de apuestas sucesivas y supongamos que p es la
probabilidad de ganar en cualesquiera de las Jugadas, donde p € (0, 1).

Sea Z, la variable aleatoria que toma el valor 1 si se gana en la n—ésima
Jugada y —1 si se pierde, es decir, estas variables tienen distribucién

p=PlZ,=1], Plz,= —1]=1-p paracadan e N;

Y supongamos que Zy, Z1, ... son independientes (como es el caso de lanza-
miento de monedas o el juego de ruleta), donde Z denotard la fortuna inicial
del jugador, la cual serd una cantidad conocida.

Podemos definir una estrategia de apuestas como sigue:

Definicién 2.1 Una estrategia de apuestas es una sucesion de funciones
{&n:n=1,2,..}, donde

i1t {20} x {=1,1}" — [0, 00),

tales que &,11(Zo, ..., Zy,) es la cantidad o apostar en la (n+ 1)—ésima jugada
paragn =0,1. ...

Observemos que

Zn—i—l i ‘fn-}-l(ZO: wrry Zﬂ)

representa la ganancia (6 pérdida) en el (n -+ 1)—ésimo juego. Ademés, si
Snt1 es la fortuna acumulada hasta el tiempo n + 1. entonces

n+1
SR+1 == S() + ZZI . &(Zﬂ, R Z-i—l) para n = U, 1, . (21)
1=]
o bien,
STL-H =5, + Zn—H ‘ £n+l(Z(]: ey Zn) paran = 0,1, Lo (22)

donde Sy = Zj, es decir S, es la fortuna inicial del jugador.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de estrategias de apuestas.
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Ejemplo 2.2 Sea ¢ un nimero real positivo y definamos

e SiSy2c
0 $1.8; <6

o1 (ZQ, g Zn) = {

para cada n > 0. Entonces {&, : n = 1,2,...} es una estrategia de apuestas.
Ademds, en este caso

Sy = Sg+ CZZ,:l[gHzC] paran =1,2,... (2:3)

i=1

Observemos que cl aplicar esta estrategia implica que en cada jugada siem-
pre se apostard una cantidad constante ¢, cuando la fortuna sea suficiente,
independientemente de los resultados obtenidos en las jugadas anteriores.

Ejemplo 2.3 Sea o € (0,1] y definamos &, como
bnit(Zoy s Zp)=a- 8, paran=0,1,...

Se tiene que {&, :n = 1,2,..} define una estrategia de apuestas. Notemos
que cuando o = 1, el jugador apuesta toda su fortuna acumulada en cada
jugada mientras que para o € (0, 1) solo apuesta un porcentaje de ella.

En muchos de los juegos de apuestas, el criterio para decidir la cantidad
a apostar se basa solamente en el resultado del 1ltimo juego. En este caso,
la estrategia se representa por funciones

nv1 : {—1,1} — [0,00) paran=0,1,...
Un ejemplo de este tipo de estrategia de apuestas es el siguiente:

Ejemplo 2.4 En primer lugar se determina la cantidad que se desea ganar,
la cual denotamos por C. En el primer juego se procede a apostar precisa-
mente esta cantidad. Si se gana, el ciclo ha terminado; si se pierde, se
apuesta el doble nuevamente al mismo resultado en la siguiente jugada. Si
se gana se habrd ganado en esa jugada 2C, y como en la anterior se perdid
C la ganancia neta del jugador serd de C. Si se ha perdido en la segunda
jugada se procede a apostar AC nuevamente al mismo resultado (el doble de
lo perdido en la jugada anterior). Si se gana en esa jugada (la tercera), se
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habrd ganado entonces 4C, y como en las jugadas anteriores se ha perdido C'
y 2C, la ganacia neta es de C. Asi sucesivamente se continida jugando hasta
ganar una sola vez, con lo que la ganancia neta serd precisamente C'. FEn
resuimen, la estrategia puede describirse como sigue: se apuesta en un DI
cipio C' y cada vez que se pierda se apuesta el doble de la cantidad perdida
en la jugada anterior; se procede de esta manera hasta ganar una sola vez.
De aqui, podemos representar esta estrategia como

2'C i Zp = -1
Snr1(Za) ‘{ 0  siZ,=1

paran=12,..49& =0C.
Notemos que si T' es la variable aleatoria que representa el nimero de jueqos
p
que se realizan hasta ganar por primera vez, y suponiendo que Py = )= %
para cadan, entonces P[T' < oo] = 1, pues bajo estas condiciones T' sigue una
1

distribucién geométrica con pardmetro 5. Lo anterior significa que aplicando

esta estrategia, se ganard con probabilidad 1 en alguna ocasidn.
Es claro que el desarrollo del juego depende fuertemente del valor de
p=P[Z; =1],i=1,2,.... Este hecho lo establece cl siguiente resultado.

Proposicién 2.5 Sea {€, : n = 1,2,...} una estrategia arbitraria, S, definido
por (2.2) y p = P[Z, = 1] para todo n € N,

a) Sip =3, entonces E[Spyy | Sn,..., So] = 8n .5

2
b) Sip> 3, entonces E[Syiy | Sy, ..y So] = Sn .5

¢) Sip < 3, entonces E[Suyy | Sy .., Sol < S, c.5..

Demostracién. Observemos que la relacién H(Z, ..., &) w2 (B B)
es uno a uno, donde S, es la fortuna del jugador acumulada hasta la n—ésima
jugada, n = 0,1, ... (ver (2.1)). Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.22 c),

E[Sn+1 J Z”, cany Z[)} = E{Sn+1 | Sn, ...,S{]] G:8. (24)
Por otro lado, de (2.2), el Teorema 1.22 b), y el hecho de que las variables
Z;'s son independientes, se tiene
E[SnJrl I Zna ey Zﬂ} == E[Sn o ZTH—I : fiw-l(ZO; Ry Zn) | Z’m sary ZD} (25)
= E[Sn Zn, i Zo] -+ E[Z?'Hrl . f-n+1(20, wg ZH) ‘ Z“, — Z{]]
== Sn + gn-l—l(Z(h L) Zra)E[Zr14-1 ‘ Zn: ey ZU]
= S-n T £n+l (ZU: ey Zﬂ.)E[Zﬂ'i'lJ
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Si p = 3 entonces E|Z;] = 0 para todo i € N. Por lo tanto, la parte a) se
sigue de (2.4) y (2.5). Similarmente, si p < 1 entonces E[Z;] =2p~1<0
para cada i. Ahora, como las variables aleatorias £;s son no negativas, (2.4)
y (2.5) implican la parte b ). La parte c) se sigue analogamente a la parte b ).
[

Observemos que de la Proposicién 2.5 y del Teorema 1.22 a), obtenemos:

a) Sip= %, entonces E[Syi1 — S,] =0 paran=0,1,..., lo cual significa

que el jugador no espera incrementar ni disminuir su fortuna durante
el juego. Iin tal caso decimos que el juego es un juego justo.

b) ElBas1— S,] > 0 paran = 0,1, ... cuando p > %, es decir, el juego cs
favorable al jugador pues se espera que obtenga un incremento de su
fortuna en cada jugada.

¢) En cambio, si p < %5, el juego serd desfavorable al jugador ya que
E[Sni1 — Sn) < 0 para cada n = 0L

Ademas, observemos que los resultados anteriores se obtienen indepen-
dientemente de la estrategia que se utiliza al jugar.

2.3 Martingalas

De acuerdo a la Proposicién 2.5, introducimos la siguiente definicion:

Definicién 2.6 Sean X = {X, :n=0,1, LYy Y={Ya:n=01, ...} dos
procesos estocasticos discretos. Decimos que

a) Y esuna martingala con respecto a la sucesion X si para todon = 0,

E[|Yn]] <0y ElYan | Xy oo Xo] = Yo €8

b) Y es una submartingala con respecto a la sucesion X si para todo
n > 0,

E[|Ya]] <00 ¥ EYnt1 | Xa, oy Xol =Y cs
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z € R, pertenezcan a F. Esto nos permite estudiar el comportamiento
probabilistico de las variables aleatorias.
Es usual denotar por

[X € (=00,2]] o [X< ]
al conjunto X ~!((—o0, z]).

En muchos casos no es fdcil escribir explicitamente el espacio muestral
asociado a un experimento aleatorio, lo que hace necesario analizar la carac-
teristica de interés del experimento por medio de variables aleatorias. En este
sentido, es importante estudiar el comportamiento probabilistico de dichas
variables. La manera general de hacerlo es mediante la funcién de distribu-
cién.

Definicién 1.5 La funcidn de distribucidn Fy de una variable aleatoria
X
X es la funcion

Fx :R—[0,1]
dada por
Fx(z) := P[X < z].
Obsérvese que Fy satisface las siguientes propiedades:
a) Es no decreciente, es decir, si z; < x5 entonces Fx(z,) < Fx(=z);
b) Es continua por la derecha, esto es,

Fx(z*) := hlir(r)}‘_FX (z +h) = Fx(z) paracadaz € R;

lim Fy(z) =1, lim Fx(z)=0.

d) Para cada z € R,
Fy(27) = P[X < z

donde Fy(z~) = lim Fy(z — h).
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Fn términos de la funcion de distribucién, podemos clasificar las variables
aleatorias como sigue:

Definicion 1.6

a) La variable aleatoria X sc dice ser absolutamente continua si su
funcién de distribucidn se puede expresar como

Fx(z) = / fx(uw)du, z€R

para alguna funcion integrable fx + R — [0,00). fx es Hamada la
funcién de densidad de X.

b) La variable aleatoria X sc dice ser discreta si eriste una coleccion
numerable {xy,xy, ...} CR con # x; para i # J tal gue

Fy(x)=P[X <z|= Z PlX=m), =&k

Tn<T

La funcion fx definida por fx(z) := P[X =z, z € R, es llamada la
funcion de probabilidad de X.

Existen situaciones donde es necesario analizar dos o mas variables aleato-
rias simultdaneamente. Esto nos lleva a tener que generalizar las definiciones
anteriores. En principio tenemos:

Definicién 1.7 Sean Xi,...,Xn variables aleatorias definidas en el mismo
espacio de probabilidad (S, 1, P). Al vector

X= (/Y]r--aXn)

se le llama vector aleatorio de dimension n. Cuando las componentes de
X son variables aleatorias discretas, decimos que X es un vector aleatorto
discreto. En el caso de ser continuas X1, vy Ksp; 86 o€ quE X es un vector
aleatorio continuo.

Fn base a esta definicién usaremos indistintamente los términos “compor-
tamiento conjunto de las variables aleatorias X1, ..., X y “comportamiento
del vector X”.



Definicién 1.8 La funcidn de distribuciéon conjunta Fy,  x, de las
variwables aleatorias X, ..., X, definidas sobre el mismo espacio de probabili-
dad (2, F, P), se define como la funcidn

Fx, .x. :R*"—=0,1]
dada por
Fy,...x0(@1,00,@5) = P[X1 € 21, ..., X S 7).
Ademas, si existe una funcién integrable
fxi. %, R®™ — [0, 00)

tal que

RO g

Fay o 0 0 8] = / Txrnxn (U, oo up)duy . dug,
—-0oC -0
decimos que X,,..., X, tienen distribucidn conjunta continua. En este ca-
50 fx,. . .x,. se llama funcion de densidad conjunta de las variables
Ky izl
Stmilarmente, para el caso discreto se tiene que para todo (x4, ..., x,) € R®

FXJ»‘-v,Xn(le ---;-Tn) =2 Z Z le,u»,Xn(A:lj sy ku);

k1 <ay kpLay

donde fx, . x,(ki,...ks) = PX1 = ki,...Xn = k), (k1,...,k,) € R™
A fx,,.x. se le conoce como funcién de probabilidad conjunta de
X150y Xp, 0 funcion de probabilidad del vector X = (X1, ..., X,,).

Sea X = (Xj,..., X;;) un vector aleatorio discreto con funcién de proba-
bilidad fx, . x, vy sea fx, la funcién de probabilidad de la variable aleatoria
X;. Entonces

-in (:LZ) = Z fXJ,---,Xu.(J‘ll'J "'73:71-)‘
s S

Esto es, la funcién de probabilidad de X; se puede obtener sumando los
valores de fx, . x,(z1,...,2,) sobre todo z; con j # i. En este caso llamamos
a fx, la funcion de probabilidad marginal de X,.



Definicién 1.9 Sean X, ..., X, variables aleatorias definidas en el mismo
espacio de probabilidad. Decimos que Xy, ..., Xy son independientes si
para toda coleccion de intervalos {Ji}y con J; CR, se tiene que

T

P[Xy € Jiy oy X € Ju] = [ P[X:i € Ji).

=1
En general, una familia de variables aleatorias {X, : 1t € T} es indepen-
diente si para todo subconjunto finito J de T' las variables {Xy:te J} son
independientes.

Si X1,..., X, son independientes, entonces Xy, ..., X} son independientes
para k < n. Mas ain, X;,, ..., X;, son independientes para todos los enteros
L& g & . & s W

La independencia de variables aleatorias se puede caracterizar por medio
de las funciones de distribucién correspondientes, asi como por medio de
las funciones de probabilidad para el caso discreto como lo muestran los
siguientes resultados:

Teorema 1.10 Las variables aleatorias Xy, ..., Xn son independientes st y
s6lo si la funcidn de distribucion conjunia Fx,.. .x, de Xi, .., X, se puede
escribir como

T
Fxyo xo (@1, oy Tn) = HF’X,,_(azz), para cada (1, ..,Tn) € RY,
i=1

donde Fx, es la funcién de distribucidn de la variable aleatoria X;.

Teorema 1.11 Sea X = (X1,..., X»n) un vector aleatorio discreto con fun-
cion de probabilidad [x, .. x,, Y sca fx, la funcion de probabilidad de la va-
riable aleatoria X;, i = 1,...,n. Entonces Xi, ..., X,, son independientes s1 Y
solo si

n
fX},...,Xﬂ_(Ilr "'1"1‘.11) == H.f}(l(mi); (‘/‘Y"la "'1:!:1?,) e Rn

i=]1

e Para los objetivos del trabajo es suficiente restringirnos al estudio de
variables alcatorias discretas. En este sentido, el resto del trabajo sc
centraré principalmente en definiciones y resultados que involucran solo
a este tipo de variables aleatorias.



1.4 Esperanza y Esperanza Condicional

I5l concepto de esperanza condicional es la herramienta principal en el estudio
de martingalas. Es por esto que se dedica la presente seccién a su andlisis.
Primero se verd la nocién de valor esperado o esperanza de una variable
aleatoria. Posteriormente, se analiza el concepto de esperanza condicional,
el cual se realiza primero condicionando sobre un evento y finalmente sobre
una variable aleatoria discreta.

Definicién 1.12 La esperanza (valor esperado) de una variable aleatoria
discreta X con funcidn de probabilidad fx se define por

E[X] &= Za:fx(w),

siempre que la suma sea absolutamente convergente.

Observemos que para un evento A € £ y la variable aleatoria 1, : Q — R
definida como
1 siwe A

Lafw) = 0 siwe A

se tiene que
E[14) = P(A).
Algunas propiedades que se deducen directamente de la definicién son las
siguientes:
a) Supongamos que la variable aleatoria X ¢s constante casi seguramente
(c.s.), es decir, P[X = ¢] = 1 para alguna constante ¢ € R, entonces
ElX| =e.

b) Sea X una variable aleatoria esencialmente acotada, es decir,
P[|X| < M] =1 para alguna constante M € R, entonces EX]| <M.

Otras propiedades de la esperanza se resumen en los si guicntes resultados;
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Teorema 1.13 Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio discreto,
h:R" — R, y supongamos que la variable aleatoia Y = h(X) es tal que su
esperanza estd definida. Entonces

ElY] = BIMX)) = 3 hx) fx(x)

x€R”

donde fx es la funcion de probabilidad conjunta de X1, vy Wy
Teorema 1.14 Sea X = (X1, ..., X,) un vector aleatorio y supongamos que
Y; = g;(X), 1 = L,...,n son variables aleatorias con esperanza finita. En-

lonces:

a) Para todas las constantes ¢, ..., Cn

Elealy + ... + Bl =3 _mBi¥).
i=1

b) Si PlY; < Yo] = 1, entonces

E[v}] < ElYa).

Teorema 1.15 Sean Xi,..., Xy variables aleatorias independientes con €s-
? 3
peranza finita. Entonces

B - Ko o] = [ ] BI2]
=1

1.4.1 Esperanza Condicional

Antes de definir esperanza condicional, primero veamos la siguiente defincion:

Definicién 1.16 Sean X y Y variables aleatorias discretas definidas en el
mismo espacio de probabilidad, y sea T € R tal que fx(2) > 0. La funcion
de probabilidad condicional de Y dado que X = se define como

P[X ==Y =1y
fx(z) 7

frix(y|z) = y € R.

12



Es claro que para cada z € R, donde fy(z) > 0, se tiene
o) fryix(ylz) >0, yeR
b) Yfvix(y|=z) =1

Y

En base a esta definicién tenemos:

Definicién 1.17 Sean X y Y wvariables aleatorias discretas definidas en el
musmo espacio de probabilidad con funcidn de probabilidad condicional Trix.
La esperanza condicional de'Y dado X = z se define como

ElY | X =a]:=) yfrx(y | z)
y

donde la suma es sobre el conjunto numerable de valores de y para los cuales
Iyrix(y | =) >0

Como para cada © € R donde fx(z) > 0, fyx(y | z) es una funcién de
probabilidad, la esperanza condicional E[Y | X = z] satisface las siguientes
propiedades, las cuales pueden demostrarse directamente de la definicién:

a) EleiYi+..4+¢,Y, | X = z] = > ¢ElY; | X = z] paratodoe, ..., ¢, € R.

i=1
b) Eh(X)|X = z] = h(z) para cualquier funcién h: R — R.
¢) E[Y | X =x] = E[Y]si X y Y son independientes.
En vista de la definicién anterior, podemos ver a E[Y | X = 2] como una
funcién de z:
g(z) = E[Y | X = z]. (1.1)
De acuerdo a este hecho tenemos la siguiente definicién:
Definicién 1.18 La esperanza condicional de Y dado X se define como

ElY

X| =gl X

donde g estd dada por (1.1).
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La diferencia esencial entre E[Y | X = 2]y E[Y | X] es que E[Y" | X = 7]
es un niimero mientras que E[Y | X] es una variable aleatoria. De hecho,
E[Y | X] se obtiene reemplazando z por X en la expresion para ElY | X =
z]. En este sentido, estaremos utilizando el término casi seguramente (c.s.)
para comparar la esperanza condicional con una variable aleatoria. Es decir,
escribiremos

E[Y | X]=2 cs.,
donde c.s. significa que P[E[Y | X] = Z] = 1.

Dentro de las principales propiedades de la esperanza condicional te-
NEmos:

Teorema 1.19 .
a) La esperanza condicional g(X) = ElY | X] satisface
Elg(X)h(X)] = EYh(X)]

para cualquier funcién h: R — R para la cual ambas esperanzas exis-
ten.

h) Sea z € R tal que fx(z) > 0. Lnlonces
E[XY | X =z]=zE[Y | X =a.

¢) Si H:R— R es una funcion inyectiva, entonces
ElY |HX))=E[Y | X] cs
Demostracion. .

a) Sea fx(z) la funcién de probabilidad de X. Por el Teorema 1.13,
tenemos

Elg(X)h(X)] = 3 _g(@)h(z) fx(z) = Y B | X = alh(z) fx(z)

= [nym ] m)} () fx(2)
= thf(m).f)(',ﬁ’("l:: y)

T,y

= E[Yh(X)).
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b) Si z # 0, este resultado es una consecuencia directa de la Definicién
1.17 . En efecto,

E[XY | X =2] = zfxyix(z | z)

z

P[X =2, XY = 2

= P

y haciendo y = % se tiene
x

o P X =gY =y
EXY | X =a] = ;yf Tl

L TP[sz,Yzy]
e (2} ) )

Y

= zE[Y | X = 1]

El caso z = 0 se sigue trivialmente.

¢) Aplicando el hecho de que P[X = z] = PIH(X) = H(z)| para cada
x € IR, se sigue directamente el resultado.

El Teorema 1.19 tiene las siguientes consecuencias importantes:

e Si h(z) = 1 para todo z € R, en a), entonces Elg(X)] = E[Y]. Es
decir,

EIE]Y | X]]| = B[],
a lo cual se le conoce como la propiedad de la doble esperanza.

e Sca B C Ry tomemos h(z) = 1,(x), 2 € R en a). Lntonces
Elg(X)N(X)] = E[Y15(X))], es decir,

EEY | X]15(X)] = EY15(X)).
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De aqui,

ElY15(X)) =Y _EB[Y | X = a]lp(=)fx(2). (1.2)

e Tomando B =R en (1.2), obtenemos
BY] = SBIY | X = olfx(a).

[ista expresion constituye otra forma de caleular esperanzas, la cual es
muy practica en muchas situaciones.

e De la parte b) del teorema concluimos,
EXY | X]=XE[Y | X] cs.
De hecho, si fi, fo : R — R son funciones arbitrarias, s facil ver que

BLA ) f(Y) | X] = AOERY) | X] cs.

En los siguientes dos capitulos estaremos usando la esperanza condicional

de una variable aleatoria dado un vector aleatorio. La definicion en este caso,
asi como sus propiedades, se pueden extender de las anteriores.

Definicién 1.20 Sea Y una variable discreta y X = (X1,..., Xn) un vector

o

leatorio discreto. Se define el valor esperado de Y dado X = x como

ElY | X =x]:= nyyqx(y | %),

donde fyix(y|x) = Py =yX=x]

PX=x]

Del mismo modo, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 1.21 Sea g : R® — R una funcidn dada por

g(z1, oy Tn) = EY | X1 =121, ey = Bl

Se define la esperanza condicional de Y dado X como

E[Y | X] = g(X).
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Considerando estas definiciones y el Teorema 1.19, llegamos a las si-
guientes propiedades:

Teorema 1.22 SeanY, Y, ..., Y variables aleatorias discretas, X = (X1, ..., X,)
un vector aleatorio discreto, h R* Ry f:R—R funciones arbztrarms
H :R" — R™ una funcidn inyectiva, y ¢y, ..., cx € R. Entonces

o) E[E[Y | Xh(X)] = E[Y h(X));
b) BIf(Y)MX) | X] = h(X)B[f(Y) | X] cs;
¢) E[Y | HX)|=E[Y | X] es;

d) EleiYy + .+ oYy | X] = Y aE[Y; | X].

i=1

Teorema 1.23 Sea X una varicble aleatoria y Y1,Ys vectores aleatorios
discretos. Entonces
E[E[X I Y]_jYz] I Yl] = E[X | Y1] C.S.
Demostracién. Haremos la pruecba para ¢l caso de vectores Y, Y,

I-dimensionales. El caso gu}el al se sigue de manera andloga. Fijemos y, vy

observemos que P[(Y1,Y2) = (/,y") | Y1 = ] = 0 para todo ¢/ # y,. Ahora,
sea

9,y =EX | Yi=9y .Yy =y"].
Entonces

BIEX | VLYl [ Yi=wul=) oW/, v )PMi=y,Ys =y | ¥i = y)]

JI J,JJ

=D 9.y ) PVi=y,Ys =y | Y1 = ]

= ZZSUP[X =z |Yi=y,Vp= y'IPYy =y, Ya = y' | V1= i)

i
ZZ PX =zY1=y,Y =y
- PlY; = y|]
—“ZLLP[}& =z |Y; =y

_E[X|Y1—Jl]
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Puesto que y; es arbitrario, se tiene el resultado. m

1.5 Procesos Estocasticos

Intuitivamente un proceso estocastico es una coleccidn de variables aleatorias
que puede ser usada como modelo matematico de los resultados de una serie
de fenémenos aleatorios. Esto ha permitido que un buen ntimero de sus
aplicaciones se presenten en diversas areas del conocimiento.

En esta seccién introducimos los elementos basicos de la teoria de procesos
estocasticos y presentamos una clase particular de ellos, los llamados cadenas
de Markov, lo cual retomaremos en los capitulos siguientes.

Definicién 1.24 Un proceso estocdstico es una familia =XM1 &
T} de variables aleatorias definidas en (Q, F, P), donde T C R es el conjunto
de parametros.

El hecho de que X (f) sea una variable aleatoria implica que el proceso
estocdstico sc puede ver como una coleccion de funciones reales definidas
sobre T x §, es decir, X(, ) : T x {2 — R las cuales satisfacen:

a) Para cada t €T se tiene que X (t,-) es una variable aleatoria.

b) Para cada w € €, la funcién X(-,w) es una funcién real.

A la funcién X(-,w) : T — R le llamaremos realizacién o trayectoria del
proceso estocdstico.

Es comtn pensar que el indice ¢ representa el tiempo; asi X () represen-
tard la posicion o estado del proceso al tiempo ¢. Sin embargo, es importante
notar que el conjunto de pardmetros no necesariamente se relaciona con el
tiempo fisico de ocurrencia de los eventos modelados por la coleccion de
variables aleatorias.

Cuando el conjunto de pardmetros T es numerable, se dice que X =
[X(t) : t € T} es un proceso con pardmetro (o tiempo) discreto. En este
caso, v sin pérdida de generalidad, tomamos T = {0,1,...} de tal manera que
el proceso estocastico X toma la forma {Xo, X1, .
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Definicién 1.25 El espacio de estados S del proceso X = {X(t) : t € T}
es el conjunto de todos los posibles valores que pueden tomar las variables
aleatorias X (t) para cadat € T.

A cada elemento en S se le llama estado del proceso. Si S es finito o
numerable, decimos que X es un proceso discreto y si S es un intervalo
decimos que el proceso es continuo.

e [in este trabajo solo consideraremos procesos estocasticos discretos a
tiempo discreto. En este caso el proceso X serd una sucesién de va-
riables aleatorias discretas definidas en el mismo espacio de probabili-
dad.

A continuacién presentamos una clase particular de este tipo de procesos.

1.5.1 Cadenas de Markov

La teorfa de cadenas de Markov es muy extensa. Aqui solo presentaremos
algunas nociones bdsicas acerca de esta clase de procesos que posteriormente
utilizaremos en el anélisis de martingalas, en los capitulos siguientes.

Definicién 1.26 Sea X = {X,, :n =0,1,...} un proceso estocdstico discre-
to. Decimos que X es una cadena de Markov si

F’[XTH-I :] ’ X?'L = rb":)(n—l = Tp-1, ---)XU = -1'0] = [)[)(n,—f—l = f ! Xu = L];
(1.3)

para todos los estados g, ..., x,_1,1,5 € S y todo n > 0.

A la relacién (1.3) se le conoce como propiedad de Markov y tiene la
siguiente interpretacién: la distribucién condicional de cualquier estado fu-
turo X4, dado los estados pasados Xy, ..., X,_; y el estado presente X, es
independiente de los estados pasados y solo depende del estado presente.

Las probabilidades condicionales

pis(mn+1) = PlXuyy = j | Xp = 1]
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son llamadas probabilidades de transicidn o probabilidades en un paso, y re-
presentan la probabilidad de pasar al estado j en el tiempo n + 1, estando
on ol estado 4 al tiempo n; o bien, la probabilidad de pasar del estado i al
estado j en el paso del tiempo n al n+ 1.

Si las probabilidades de transicion no dependen del tiempo 7, decimos
que la cadena de Markov X = {Xn:n=0,1,..} es una cadena homogénea
o estacionaria en el tiempo y escribimos

Pij = P[Xl :f I /YO = ] = p[Xn+l :? | Xn :7} n = ],---; 'L,] e 9,

e Fn adelante, nos restringiremos al estudio de cadenas homogéneas.

Definicién 1.27 Sea X = {Xn;n = 0} una cadena de Markov. La matriz
P = (pi;) cuyos elementos son las probabilidades de transicidn en un paso,
se llama matriz de transicion de lo cadena de Markov.

Si el espacio de estados de la cadena de Markov es finito, digamos con k
clementos, entonces I” es una matriz de k % k. En caso contrario, I? es una

matriz infinita.

[as probabilidades de transicion satisfacen las siguientes propiedades:

a) pij = 05

b) Spi; =1 paratodoi €5,
jes

Fsta tiltima propiedad significa que la suma de cada renglén de la matriz P
es 1. Una matriz que satisface esta propiedad se llama matriz estocdstica. Si
ademas, la suma de las columnas también es 1, la matriz es llamada matriz

doblemente estocdstica.

Un ejemplo clésico de cadena de Markov es el siguiente:
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Ejemplo 1.28 Sean Z,, Z,, ... variables aleatorias wmdependientes tales que
PlZi=1=p y PlZ;=-1=q=1-p parai= Lo 'Y HER

Sn‘:SU"i"Z]_"‘..._}_Zn
donde Sy es constante. Observemos que

PlSny1 =y |8 =2,811=5p1, ..., 5 = o) =
P ui=u8=n8 =84, 8= So]
B P[Sy =%,84_1 = Sn_1, ..., So = 50
Plyi=y~0,2,=0=8, 1 w8 = S0)
PlZ; =@ — 8451400050 = 8]
_PlEay =g —2|PlZ, =8 = 8pi i S5 = S
N P[Zn:ﬂ:—sn_l,...,Sn=Sg]

= P{Zﬂ_'_] =Yy — .'L']

Por otro lado,

PlSu1 =y, = z|
PlS, = o
P2 = y—2,5, = 7]
P8y = =]
= PlZp1 =y —2],

P[SrHJ = [ Sn :93] e

de aqui que {S, : n=0,1,...} es una cadena de Markov con probabilidad de
transicidn

pmy:P[Z]Iy—fE].

Ejemplo 1.29 Consideremos una poblacién de N bolas las cuales pueden
ser de uno de dos colores: negra ¢ blanca, y sea Xy, la variable aleatoria que
mide el ndmero de bolas negras en esta poblacidn. Supongamos que de esta
poblacidn, podemos obtener otra del mismo tamano, de la siguiente manera:
tomamos N bolas nuevas, y el color de cada una de ellas se determina de
acuerdo a los resultados que se obtienen al extraer con reemplazamiento N
bolas de la poblacion anterior, y denotemos por X,,, a la variable que mide
el nimero de bolas negras presentes en esta nueva poblacion. Entonces clara-
mente { X, rn = 0,1, ..} es una cadena de Markov con espacio de estados
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{0,..., N}. Observemos que st al tiempo n se tienen o bolas negras, entonces

PXpp=y| Xn=1]= (]:T) (%)y (1 — %)Nmy

pues se tiene probabilidad 5 de obtener una bola negra.

Definicién 1.30 La probabilidad de transicién en n pasos, n = 0,
para una cadena de Markov homogénea X se define por

Pl = Pl Xman =] | X, =1 para todom > 0,14, €S,
Observemos que
pi; = PXpin=7| Xm=19=PXu=j|Xo= i, YmzD47ES.
Para n = 1, se tiene que
pz!j = Dij

y para n = 0,
Pij 0 siistj

Definicién 1.31 Sea X = {X,, : n = 0,1, ...} una cadena de Markov. Se
define la matriz de transicidn en n pasos, como la matriz P™ = (%),
donde py; son las probabilidades de transicion en n pasos.

La probabilidad de transicién en n pasos, n 2> 0, satisface:

a) pi; =20 para todo ¢,7 € S,

b) ¥ p=1 paratodoi€S.

jES

De b) se sigue que P™ es una matriz estocastica.
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Teorema 1.32 Sea X = {X,,;n > 0} una cadena de Markov. Entonces

pt™ = Zp;;cp:;, Vn,m>0;4i,j€ 8. (1.4)
kesS

La ecuacion anterior es llamada ecuacion de Chapman-Kolmogorov y nos
proporciona una manera practica de calcular las probabilidades de transicién
en n pasos. Ademds podemos observar que es equivalente a la ecuacién
matricial

P(n+m) — P{n)P(m)

en el caso finito.
De (1.4), se sigue que podemos expresar la probabilidad de transicién en
n Pasos como

Py = prp’g;m para todo 0 < m < n,
keS

o equivalentemente

P(n) - ]_)(m) P(n—m) - P(nmm)[)(m)-

Por otro lado, observemos que P™ = P". Esto significa que la matriz
de transicién en n pasos se puede calcular como la n—ésima potencia de la
matriz P, siempre y cuando la cadena de Markov tenga un nimero finito de
estados.
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Capitulo 2

Martingalas

2.1 Introduccién

En mateméticas, las martingalas son una clase de procesos estocdsticos cuyo
surgimiento fe motivado al modelar juegos de azar justos. Sin embargo, el
desarrollo de la teorfa de martingalas ha ido més alld del andlisis de juegos
justos y durante el transcurso de los anos ha alcanzado grandes aplicaciones
en otras dreas, asi como dentro de la matematica misma (ver, e.g., [4]).

Fn este capitulo presentamos la teoria de martingalas para procesos dis-
cretos. A manera de motivacién, en la Seccidn 2.2 se hace un analisis de
estrategias de apuesta para juegos, y despuds en la Seccién 2.3 se introduce
formalmente la definicién de martingala asf como sus propiedades basicas. Fi-
nalmente, en la Seccién 2.4 presentamos la relacién entre cadenas de Markov
y martingalas.

2.2 Estrategias de Apuestas

Fxisten muchos tipos de juegos de apuestas y por lo tanto un gran nimero
de estrategias que utilizan los jugadores para apostar. Nos centraremos en
una clase particular de juegos a los cuales se les conoce en la literatura como
jueqos de apuestas sucesivas. Estos consisten en apostar sucesivamente cierta
cantidad, la cual se fija mediante cierta regla, y de tal manera que en cada
juego se puede perder o ganar la cantidad apostada. Ejemplos de este tipo de
juegos pueden ser apostar a cierto color en la ruleta sucesivamente durante
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varios juegos; lanzar sucesivamente una moneda a)l aire y estar apostando a
una de las caras u otro juego de azar semejante. -

Consideremos un juego de apuestas sucesivas y supongamos que p es la
probabilidad de ganar en cualesquicra de las Jugadas, donde p € (0, 1).

Sea Z, la variable aleatoria que toma el valor 1 si se gana en la n—ésima
jugada y —1 si se pierde, es decir, estas variables tienen distribucién

p=PlZ,=1], PlZ,=-1]=1-p paracadan e N;

y supongamos que Zg, 7, ... son independientes (como es el caso de lanza-
miento de monedas o el juego de ruleta), donde Z, denotaré la fortuma inicial
del jugador, la cual serd una cantidad conocida.

Podemos definir una estrategia de apuestas como sigue:

Definicién 2.1 Una estrategia de apuestas es una sucesion de Junciones

{6 :n=1,2 ..}, donde

g-n+] 3 {Z()} X {%1,1}" — [0,00),

tales que &,41(Zy, ..., Z,) es la cantidad a apostar en lo (n+1)—ésima jugada
para n=20,1, ...

Observemos que
Zn-i—l * gn-kl(ZDs cey Zn)

representa la ganancia (6 pérdida) en el (n + 1)—ésimo juego. Ademds, si
Sy es la fortuna acumulada hasta el tiempo n + 1, entonces

n+1
Sn.ﬂ :Sg + ZZ;"&(Z(],...,ZI'_I) para ’H.:O,l,..., (21)
i=1
o bien,
Snt1 = Sp + Zny1 - Ens (Zo,..., Z,) paran =0, | - (2.2)

donde Sy = Zj, es decir Sy es la fortuna inicial del jugador,

A continuacién presentamos algunos ejemplos de estrategias de apuestas.
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Ejemplo 2.2 Sea ¢ un nimero real positivo y definamos

§1J.+I.(Z(]’ - Zﬂ) h { 0 st Sﬂ, <c

para cada n > 0. Entonces {&, :n =1,2,...} es una estrategia de apuestas.
Ademds, en este caso

S, = Sp+ CZZil[Sa:_QC] P = 1,2, (2.3)

=1

Observemos que el aplicar esta estrategio tmplica que en cada jugada siem-
pre se apostard una cantidad constante ¢, cuando la fortuna sea suficiente,
independientemente de los resultados obtenidos en las jugadas anteriores.

Ejemplo 2.3 Sea o € (0, 1] y definamos &, como
&t (Bos vy Bu) =@+ 8y paran =0,1,....

Se tiene que {&, : n = 1,2,..} define una estrategia de apuestas. Notemos
que cuando o = 1, el jugador apuesta toda su fortuna acumulada en cada
jugada mientras que para o € (0, 1) solo apuesta un porcentaje de ella.

En muchos de los juegos de apuestas, el criterio para decidir la cantidad
a apostar se basa solamente en el resultado del iiltimo juego. En este caso,
la estrategia se representa por funciones

€1 {—1,1} = [0,00) paran=0,1,...
Un ejemplo de este tipo de estrategia de apuestas es el siguiente:

Ejemplo 2.4 En primer lugar se determina la cantidad que se desea ganar,
la cual denotamos por C. En el primer juego se procede a apostar preciso-
mente esta cantidad. Si se gana, el ciclo ha terminado; si se pierde, se
apuesta el doble nuevamente al mismo resullado en la siguiente Jugada. Si
se gana se habrd ganado en esa jugada 2C, y como en la anterior se perdio
C la ganancia neta del jugador serd de C. Si se ho perdido en la segunda
jugada se procede a apostar 4C nuevamente al mismo resultado (el doble de
lo perdido en la jugada anterior). Si se gana en esa jugada (la tercera), se
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habrd ganado entonces 4C, y como en las jugadas anteriores se ha perdido C
y 2C, la ganacia neta es de C. Asi sucesivamente se continda jugando hasta
ganar una sola vez, con lo que la ganancia neta serd precisamente C. En
resumen, la estrategia puede describirse como sigue: se apuesta en un prin-
cipio C' y cada vez que se pierda se apuesta el doble de la cantidad perdida
en la jugada anterior; se procede de esta manera hasta ganar una sola vez.
De aqui, podemos representar esta estrategia como

n ] S
& ol e 220 s? Zp=—1

0 st 2, =1
g = 1.2, .. g & = €.
Notemos que si T' es la variable aleatoria que representa el nimero de juegos
que se realizan hasta ganar por primera vez, y supontendo que P[Z, = 1] == 1;
para cadan, entonces P[T < oo] = 1, pues bajo estas condiciones 1" sigue una
distribucién geométrica con pardmetro L. Lo anterior significa que aplicando

2 g iz

esta estrategia, se ganard con probabilidad 1 en alguna ocasidn.

Es claro que el desarrollo del juego depende fuertemente del valor de
p= P[Z,=1],i=1,2,.... Este hecho lo establece el siguiente resultado.

Proposicién 2.5 Sea {£, :n = 1,2,...} una estrategia arbitraria, S, definido
por (2.2) y p = P|Z, = 1] para todo n € N,
a) Sip=1, entonces E(Sn41 | Sn,.., S0 = Su €85

b) Sip> 1, entonces E[Sni1 | Spy..sS0) 2 S €85

e) Sip< %, entonces E[Spi1 | Sny -y S0) < Sn c.5..
Demostracién. Observemos que la relacién H(Zo, ..., Zn) := (So, ..., Sn)

es uno a uno, donde S, es la fortuna del jugador acumulada hasta la n—ésima

jugada, n = 0, 1,... (ver (2.1)). Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.22 ¢),

E[Sn+1 | Zn, ey Z@] == E[Sﬂ-}_l 1 Sn, sy S()} C.8.. (24)

Por otro lado, de (2.2), el Teorema 1.22 b), y el hecho de que las variables
Z;’s son independientes, se tiene

B[S | By Bil] = BlSy ¥ Znis "Lttt Bty oy ) | By i) (2.5)
= Bl | Zay-nir Zo] + Bl Zasr * Erx1(Zoy 5558) | Znsoves Zo)
= 8, + &1 (Zoyoory Zn)E[Zn—i-l l Hns: e Z().J
= Sn i EnJrl(Z[): ey ZTE)E[Z?L4-1]
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Si p = 5 entonces E[Z;] = 0 para todo i € N. Por lo tanto, la parte a ) se
sigue de (2.4) y (2.5). Similarmente, si p < %, entonces E[Z;] = 2p—1 <0
para cada i. Ahora, como las variables aleatorias &;'s son no negativas, (2.4)

y (2.5) implican la parte b). La parte c) se sigue andlogamente a la parte b).
®

Observemos que de la Proposicién 2.5 y del Teorema 1.22 @), obtenemos:

a) Sip= %, entonces E[S, 11 — Sp] = 0 paran =0,1,..., lo cual significa

que el jugador no espera incrementar ni disminuir su fortuna durante
el juego. En tal caso decimos que el juego es un juego justo.

b) E[Sny1 — Sa] = 0 paran =0,1,.. cuando p > %, es decir, el juego es
favorable al jugador pues se espera que obtenga un incremento de su
fortuna en cada jugada.

¢) En cambio, si p < §, el juego serd desfavorable al jugador ya que

E[Sny1 — Sp] < 0 para cadan =0,1,....

Ademds, observemos que los resultados anteriores se obtienen indepen-
dientemente de la estrategia que se utiliza al jugar.

2.3 Martingalas

De acuerdo a la Proposicién 2.5, introducimos la siguiente definicion:

Definicién 2.6 Sean X = {X, :n=0,1,..} y Y = {Ya:n=0,1, ..} dos
procesos estocdsticos discretos. Decimos que

a) Y es una martingala con respecto a la sucesion X si para todon > 0,

E|Ya] <00 y EYapr| Xny o Xo]=Yn cs

b) Y es una submartingala con respecto a la sucesion X si para todo
= 1,

ElYp] <o ¥y EYaui| Xnyos Xo] 2 Yn cs;
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¢) Y es una supermartingala con respecto a la sucesion X si para todo
n >0,

E“YR” <00 Yy E[Yn+] | Ky ---;X(]] =¥ B8

Observemos que Y es una martingala respecto a X si y s6lo si Y es
submartingala y supermartingala respecto a X.

De la Proposicién 2.5 y la Definicién 2.6 tenemos que si p = é, entonces
{Sn i n =0,1,...} (ver (2.2)) es una martingala respecto a si misma. Si-
milarmente, si p > % entonces {S, : n = 0,1,...} es una submartingala y en
el caso de ser p < % se tiene que {S, : n = 0,1,...} es una supermartingala
respecto a si misma. Con esto, podemos decir que una martingala es un
modelo de un juego justo.

A continuacién presentamos otros ejemplos que ilustran la Definicién 2.6.

Ejemplo 2.7 Sean 1,11, ... una sucesion de variables aleatorias discretas e
independientes con El|n,|] < oo paran=0,1,..., y sea

Yo=n04 ...+ 1.

Claramente, E[|Y,|] < oo.
Por otro lado, observemos que Y11 = Yy, + nnyy. Ahora, aplicando el

Teorema 1.22 b) y por la independencia de las variables aleatorias n;’s se
tiene

E[}/ﬁl'f"] | Tns ---:7?0} = E[Yn I s ---17?0] + E[’@n—}—l I s -~-a770]
= KL + E[TfnJrl]

Si E[n,) = 0 para todo n, entonces {Yy :n =0,1,..} es una martingala
respecto a {n, : n = 0,1,...}. Si ahora tomamos En,| = 0 para cada n =
0,1, ..., entonces es claro que {Y, : n = 0,1, ...} es una submartingala respecto
a{m:n=0,1,..}, y si E[n.] <0 para todo n, entonces {Y, :m=0,1,..}
es una supermartingala respecto a {n, : n =0,1,...}.

Ejemplo 2.8 .
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a) Seanno,ni, ... variables aleatorias discretas, independientes, con E|1,]] <
oo, tales que En,] = 0 y var[n,] = E[ni] = 0% < co paran = 0,1, ....
Definamos

Sn = SD < Ty ooy 7,

donde Sy es una constante, y sea

B, = E af
i=1

la varianza de S,. Fntonces, el proceso {Y, : n = 0,1,...} donde
Y, = 5% — v,, es una martingala respecto a {S, : n = 0,1, ks TN
efecto, primero observemos que E[SZ] < oo, n > 0. Luego,

E[Iyn” :_F;USEL A '”n“
< B[S + v, < 00.
Por otra parte tenemos
Yn+1 - Yn =5 (Sn 4 T]n-+1)2 - Sﬁ - (”n+1 = Uﬂ,)

= (Sn + Un+1)2 . Sﬁ - 0721+1

= 2Mn1Sn + Wfb+1 — Ty
Ademds, por el Teorema 1.22 D)
E[207418n | Sny oy So] = 28nE[nt1 | Snyeey S0l = 280 E[nr1] =0 c.s.

pues la independencia de las variables aleatorias m;’s implica que Npi1

es independiente de Sy, ..., Sn. De aqui y aplicando el hecho de que
2 T __ 2 :

En2,,] = 0,1, se tiene que

E[n§+1 MO-EH']- | STH'“!SO] 20 C.8.
Por tanto

E[Yn-i-l = ¥ t N SO] = E[271n+18n + 773,+1 = UZ+1 I Spyrony Sl)}
= E[Znn+18n | Sn., sy S(_)] + E[??3+1 e Ug‘—l—l l Sn, ey S(]]
=0 cs,

lo cual significa que {Y, : n. = 0,1,...} es una martingala respecto a
{8, sl 1.0
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b) Continuando con el ejemplo anterior, definamos ahora
To=S,,
entonces, por la independencia de 1;’s y b) del Teorema 1.22
E[Tu1 | Moy -y 0] = E[(Sn + Ma1)? | s .., 0]
= E[S7 + 25uthnt1 + gy | Ty o]

= Sg -+ QSnE[T]n+l | Thay <« Th] + E[nfﬂd}
= Tn T E[WT%,-FI] 2 Tﬂ'

Por lo tanto, el proceso {Ty, : n = 0,1, ...} es una submartingala respecto
g {gin=0,1,..}

Ejemplo 2.9 Sean &y, &1, ... variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas tales que
1
Pl = 1] = Plg, = —1] = 3
y definamos

Sn. = fo T 511
Entonces {Y, :n=0,1,...}, donde Y,, = S2 — n, es una martingala respecto
af{é :n=0,1,..}. En efecto, como
|Sn] =160+ .. + &nl £ €| + ... + || =n+1, c.s.

Se sigue que
E[|Y,]] = E[|S2 - n|] S E[S)]+n< (n+1)+n < oo,

Ahora, puesto que S2,, = £2.| + 26,115, + 52 y &,y es independiente de
o, ...y En, tenemos
E[S-§+1 | gm ---:£D] = E[ 34.1 ' fm ---160] +2E[5n+15‘n | éna ---:60] + E[Sﬁ l 5%: ...,f[)]
= E{ i+1] .3 QSnE[EnH] e g szz v,
=14+ 82,
esto implica que
EYoi1 | &ny i) = E[S] — 1 — 1| &,y €0
=82 o =¥,

por lo que {Yy, :n=0,1,..} es una martingala respecto a {&, :n=0,1,...}.
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A continuacién veremos algunos resultados que resumen las principales
propiedades de las martingalas.

Proposicion 2.10 Sea Y = {Y, : n =0,1,...} una martingala con respecto
g Xo={X; :n=0,1;..}, entonces:

a) E[Ynim | Xny -, Xo] =Y, c¢.s. para todo n,m > 0.
b) E[Y,] = E[Yy] para todo n.

Demostracion.

a) Sean Z; = (Xo,...,Xn) v Z2 = (Xnt1, ., Xn4m-1). Por el Teorema
1.23 y el hecho de que Y es martingala, tenemos

Eh/n-i»m l B ey XO] =iz E[E[Yner l Xner*l’ "'X”" ""XO} [ X, '"’XU]
- E[Yn+m—] | XTH '“!XO]?

e iterando, se obtiene el resultado.

b) Este resultado se sigue directamente de a) y la propiedad de la doble
esperanza, pues

E[Y,] = BIE[Y, | X)) = EIvi].

]

Observemos que si Y es una submartingala con respecto a X, entonces de
la demostracién de la Proposicién 2.10 podemos concluir que E[Y;] > E[Yy],
y similarmente si Y es una supermartingala con respecto a X, E[Y,] < E[Y{]
para todo n.

Antes de continuar con las propiedades de las martingalas veamos la
siguiente definicién:

Definicién 2.11 Sea T una variable aleatoria positiva que toma valores en
el conjunto {0,1,...} U{co}. Decimos que 7 es un tiempo de paro respecto
al proceso Y ={Y, :n=0,1,...} si el evento [T = n| es determinado por las
variables oleatorias Yy, ..., V.
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Intuitivamente podemos decir que una variable aleatoria 7 con rango
{0,1, ...} U{oc} es un tiempo de paro respecto al proceso {Y,, :n=0,1,...},
si la ocurrencia (6 no ocurrencia) del evento “paramos al tiempo n” se puede
determinar observando los valores del proceso hasta el tiempo n, es decir,
observando los valores de Yy, ..., Y,

Ejemplo 2.12 Sea {Y,, : n = 0,1,...} un proceso discreto y [a,b] C R.
Entonces

7 =min{n: Y, € [a,b]}

es un tiempo de paro. En efecto, es suficiente observar que para cada n,
podemos escribir el evento “paramos al tiempo n”, [11 = n|, como

[m=mn]=[Y¥¢[a,b]]N..N[Ye1 & [a,b]] N [Yn € [a,b]].

Por lo tanto, la ocurrencia de los eventos del lado derecho de la igualdad la
podemos determinar observando el proceso hasta el tiempo n.

En particular, para el proceso {S, : n =0,1,...} donde S,, estd dada por
(2.2), se tiene que

W, == miadn s 8y =4}, (2.6)

es un tiempo de paro para cada y € R. Ademds, en este caso Vy representa
el primer tiempo en que la fortuna S, ha alcanzado la cantidad y.

Es por esto que en el problema de apuestas sucesivas, un tiempo de paro
es la variable aleatoria que podria representar el momento en que termina el
juego, digamos el primer tiempo en que la fortuna acumulada llega a cierta
cantidad especifica como puede ser la ruina, o més en general, el primer
tiempo en que la fortuna tome valores fuera de un rango.

Sea 7 un tiempo de paro respecto a un proceso {Y, : n = 0,1,...}, y
definamos la variable aleatoria 7 A n como

T An :=min{r,n}.

Al proceso {Y;an :m = 0,1, ...} definido por

W Y, sin<rT
AT Y sin>T

se le conoce como proceso de paro. Una propiedad importante de este proceso
la establece el siguiente resultado.



Proposicién 2.13 Sea 7 un tiempo de paro respecto a {Y, :n=0,1,..}.

a) §i {Y,:n=0,1,..} es una martingala, entonces {Y;pn : n=20,1,...}
también es una martingala;

b) Si {Y, : n = 0,1,..} es una submartingala, entonces {Yrn, : n =
0,1,...} es una submartingalo;

¢) Si{Y, :n =0,1,..} es una supermartingala, entonces {Yrpn : n =
0,1,..} es una supermartingala.

Demostracion. Probaremos primero que {Yrp, : n = 0,1,...} es una
martingala, es decir, E[|Yonal] < 00y EYian | Yeame1)s oo Yea1] =
YT/\(n—l) C.s.

Primero observemos que E[|Yran|] < 0o pues {Y, :n =0,1,...} es mar-
tingala. Sea

L = 1 stn<rT1
"T10 sin>T1 ]

es decir, 1,, es 1 st no hemos parado después de haber observado Y7, ..., Y, 1.
FEntonces

Yian = YTI\(n—l) i ln()/n - Yn~l): (27)

pues sin < 7 entonces Yran = Yo, Yram-1) = Yoo1 ¥ 1n = 1; ahora, sin >,
entonces Yoan—1) = Yran = Yr.

Por otro lado, de (2.7), usando el hecho de que Yam—1) ¥ 1n estdn deter-
minadas por Y1,..Y,_1 y de que {Y,} es una martingala,

E[Yr/\n ‘ Yn-—la very Yl] = E[Y:,-/\(nv]_) + In(Yn = Yn.—l) [ Y;?ﬁl, "-vYI]
= Ira(n—-1) + 111E[Yn — Y1 | ¥ as ---:Yl]

TA(n—1)

Ahora, si conocemos los valores de Y1,...Y,—1, entonces conocemos tam-
bién los valores de Yra1,...YrAm-1). Por lo tanto, usando el Teorema 1.25 y
la relacion (2.7)

E{YT"/\T’L | Y‘r/\(n—l)a -'-aY'rAI] i E[E{YT’/\R l YTA(n—l}: “'1YT/\1:}/?171: ey YI] 1 ytr/\(nfl)a

= E[E[Y‘T.’\n | Yn—l: --'1Y1] l Y"r/'\(n—l)a "';YT/\I]
= E[YT/\(?’lvl) l YT/\(n—l): ----;Y'r/\l} = Y‘rf\(n—l)_s
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de aqui que {Yrp, :n=0,1,...} es una martingala. Los resultados b) y c¢) se
prueban andlogamente a la parte o). m

La Proposicién 2.13 nos dice que es imposible convertir un juego justo en
un juego no justo; un juego favorable en uno desfavorable; y uno desfavorable
en uno favorable, sin importar el criterio que se haya decidido para parar de
jugar.

2.4 Martingalas y Cadenas de Markov

El hecho de que un proceso estocdstico sea una martingala nos lleva a obtener
conclusiones y resultados interesantes como veremos en el siguiente capitulo.
Sin embargo, muchos de los procesos importantes carecen de esta propiedad,
como por ejemplo {S, :n =0,1,..} si p# 1 (ver Proposicién 2.5 ).

Bajo estas circunstancias, lo que se buscarfa es una transformacién del
proceso cuyo resultado sea una martingala, de tal forma que los resultados
que se tienen de este nuevo proceso nos permita obtener conclusiones im-
portanes del proceso original. Es decir, si {X:2n=01, ...} es un proceso
estocastico, nuestro problema es encontrar una funcién h tal que el proceso
{A(X5) :n=0,1, ...} resulte ser una martingala.

Desafortunadamente la existencia de dicha transformacién solo se puede
garantizar para las cadenas de Markov, como lo muestra el siguiente resulta-
do.

Proposicién 2.14 Sea X = {X,, : n = 0,1,...} una cadena de Markov
homogénea en el tiempo con probabilidades de transicidn Pzy, 2,y € {0,1, ...},
y sea h una funcion del estado z tal que

oo

W) =S payhly). (2.8)

y=0

Entonces el proceso {M, :n =0,1, } donde M, = h(X,,), es una martin-
gala respecto a X. -
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Demostracion. Este resultado se sigue de la propiedad de Markov, pues

E[Mn—!-l | Xn=1u, Xn——l = Tn—1, ---,XU = 330]
- E{h(Xn+l) l Xn = m,Xn—lg ey Xo = CE[)]

= Elh(Xn41) | Xo =2 = > _pryh(y) = h(a).

De aqui que

E[Mn+1 l Xm Xn,-—la ---aXD] == h(Xn) = Mn-

Como observamos en la seccién anterior, el proceso {S, : n = 0,1,...}
donde S,, representa la fortuna acumulada durante el juego hasta el tiempo
., no es, en general, una martingala. Sin embargo, como veremos a conti-
nuacién, podemos transformar el proceso {S, : n =0, 1, ...} a una martingala
en el caso donde p # 1, usando la Proposicién 2.14. Para esto y por sim-
plificacién de célculos, supondremos que el jugador aplica la estrategia del
Ejemplo 2.2, donde el jugador apuesta una unidad en cada jugada..

Ejemplo 2.15 Consideremos el juego de apuestas sucesivas del Ejemplo 2.2
con c= 1. En este caso tenemos

n+1 [
Snt1 = S0 + ZZ" =8+ Zy1 paran=0,1,....

1=1

Se vié en el Ejemplo 1.28 que el proceso { S, :n=0,1, ...} es una cadena de
Markov con probabilidad de transicidn

poy=PlZ1=1y— z]. (2.9)

Ahora, tomando
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donde p = P[Z,, = 1], n € N y aplicando (2.9), se tiene
1-p\* 1-p\Y
Soa(57) =X =y-41 ()
P - p

B

S
Es decir, la funcion h satisface (2.8), y por lo tanto, el proceso {(l;—p)
n=0,1,...} es una martingala respecto a {S, :n=0,1,...}.
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Capitulo 3

Teorema de Paro Opcional y
Convergencia de Martingalas

3.1 Introducciéon

Concluimos el trabajo presentando dos resultados cldsicos en teoria de mar-
tingalas: el Teorema de Paro Opcional para Martingalas Acotadas y el Teo-
rema de Convergencia para Martingalas.

Presentaremos algunos ejemplos en los cuales se pondrd énfasis en la
importancia de ambos resultados en las aplicaciones.

3.2 Teorema de Paro Opcional

Teorema 3.1 Teorema de paro opcional para martingalas acotadas. Sean
{Y,, : n = 0,1,..} una martingala respecto a [Xp :n=0,1,..} y7un
tiempo de paro respecto @ {Xn :n =0,1,..} con P[r < oo] = 1. 5i ewiste
una constante K tal que |Yinn| < K c.s. para todo n, entonces

E[Y;] = E[Yy).

Demostracién. De la Proposicién 2.13 tenemos que {Yran : n = 0,1, i}
es una martingala, y por lo tanto, de la Proposicién 2.10,

E[Y:an] = E[Yo] para todo n.
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Ademds, de la condicién [Y;a,| < K cs. para todo m, tenemos que
Y| < K c.s. por lo tanto

|E[Yo] = B[Y]| = |E[Yrra] - B[Y;|

< |Bl(Yern = Yo)lrsnll| + | E[(Yran — Yo ljren]|
< 2K P[r > n].

Tomando limite cuando n — oo en esta expresién, y usando la hipdtesis
Plr < oc] = 1, llegamos a que |E[Yy] — E[Y;]| = 0, lo cual implica que
EYy)=E[Y;]. m

El hecho de que una martingala modele un juego justo nos hace pen-
sar que nuestra fortuna no se vera incrementada sustancialmente durante
el juego, independientemente del criterio que se utilize para dejar de jugar.

Observemos que esta propiedad de las martingalas la establece el Teorema
3.1.

Ejemplo 3.2 Supongamos que en un juego de apuestas sucesivas un Jugador
sigue la estrategia del Ejemplo 2.2 con ¢ = 1, es decir, que en cada turno
apuesta siempre una unidad. Sea p = P(Z, = 1], n € N y S, la fortuna
acumulada hasta la n—ésima jugada definida en (2.3). Supondremos ademds
que la fortuna wnicial del jugador es Sy = x. El objetivo es calcular la pro-
babilidad de que el jugador incremente su fortuna a cierta cantidad “b” antes
de que disminuya a cierta cantidad “a”. El caso a = 0 se le conoce como
problema de la ruina del jugador. '

En términos del tiempo de paro V, definido en (2.6), lo que queremos
calcular es B[V, < V,], donde x € (a,b), a,b, z nimeros enteros no negativos
y I%(:) i= P[ | So = z]. Este cdlculo se deriva de una simple aplicacién del
Teorema 3.1, considerando el tiempo de paro V = min{n > 0 : S, ¢ (a,b)}
y usando el hecho de que los eventos [Sy = b] y [Vi < V,] son equivalentes,
implica que

P.[Sv =] = P.[V; < Vi), (3.1)

Para esto, primero veamos que Py[V < o] = 1. En efecto, independien-
temente del valor de la fortuna inicial Sy = =z, existe una trayectoria con
probabilidad positiva (sg, ..., 84—, ...) del proceso {Sn :n =0,1,..} tal que
Sy-a & (a,b), lo cual implica que P[S,_, ¢ (a,b)] > 0. Por lo tanto, existe
k>0 tal que B[V < k| > v >0, lo cual implica que P,[V > kl <1-—+.
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Ahora aplicando el hecho de que {S, : n=0,1,...} es una cadena de Markov
(ver Ejemplo(2.15)) se puede ver que P[V > 2k] < (1 — ). En general
tendremos (ver, e.g.[5])

PV > nk] <(1—=7%)" para todon > 1.

Haciendo n — oo en esta expresion llegamos a que Py[V < oo] = L.

Como se mostrd en la Proposicion 2.5, solo cuando p = % el proceso { Sy, :
n=0,1,..} es una martingala. En este sentido, el cdlculo de P, (Vi < V4] lo
haremos en dos partes:

a) Consideremos primero el caso p = 3. Es claro que Syan € [a,b] para
todo n > 0, y por lo tanto {Syan : n = 0,1,...} es una martingala
acotada. Ademds, por el hecho de que &ny1(Zo,.... Zn) = 1 (es decir,
la fortuna solo puede incrementar o disminuir en und unidad), Sy €
{a,b}. Entonces, del Teorema 3.1 se sigue que

€r = ET[S[)] = Ez[Sv] = CLPI[SV = Gu] = bPT[SV = EJL

donde E,[-] == E.|- | So = z], es decir, E;[] es el operador esperanza
correspondiente a la probabilidad P,(-). Ahora, como F,[Sy = a] =
1 — P.[Sy = b], tenemos

z=a+ (b—a)P:[Sv =1].

Finalmente, por (3.1) concluimos

r—a
e

BV < V) YV € (a,b).

b) Sip # %, {S, : n = 0,1,..} no es una martingala. Sin embargo,
por el Bjemplo(2.15), {h(Sp) : n = 0,1,...} es una martingala donde

v
h(y) = (1—;2) . Ain mas, como Sy, € [a,b] para todon > 0, entonces

{M(Synn) :n=0,1,...} es una martingala acotada, y por lo tanto, del

j eorema z?. 1
( ) ( )"
p l] -

E[h(Sv)] = Eo[h(50)] = Eq
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Por otro lado, siguiendo argumentos similares al caso p = %, tenemos

E.[h(Sv)] = h(2)Pa[Sv = ] + h(B)Ps[Sy = 1]

. (};_p)apw[sv =a] + (L;—p)b P,[Sy = b]

- (22) + nisy - {(%Tp)_ (%_p” |

v
~
s

3.3 Teorema de Convergencia de Martingalas

Antes de establecer el teorema, primero veamos algunas definiciones y resul-
tados. ?

Definicién 3.3 Sean X, X, ..., X variables aleatorias definidas en el mis-
mo espacio de probabilidad. Decimos que X, converge a X en L*, si
E[| X, — X|"] = 0 cuando n — co.

Lema de Fatou Si {Y, :n =0,1,...} es una sucesion de variables aleato-
rias tales que Y, > Y c.s. para todo n y alguna variable aleatoria Y
tal que E[|Y]] < oo, entonces

Eliminf Y] < liminf E[Y,].

Desigualdad de Doob-Kolmogorov Si {Y, : n = 1,2,...} es una mar-
tingala respecto a {X, :n=1,2,...}, entonces

P[max |Y;| > ¢] < éE[YTﬂ para € > 0.

1<idn
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Demostraciéon. Sean

Ag =,
A=Yl <& .. |Yel <€] parak=1.2,..
B = Ap1 N[|Ya| > €],

observemos que |JB; = [1n<1a<x Y| > €], y ademds
i=1 SEER
AgU B = [[Vi] < &,y [Ye] < &, [Yi| <]V (V1] < & [Via| < & [Ya| 2 €]
= (Ap-1 N[Vl < €]) U (A1 N[Vl 2 €])
o e B = 1 B e

Por lo tanto

k
AU (| JB) = AU DB U ..U B

i=1

= A UBU...UBg_1
Ar_sUB1U...UBg2
LL=A1UDB;
(Y] < eJu (Ao N [IY1] =€)
(V1] < elu(@n{Yi] = €l)
(V1] < e]U[Ya] = €] =€,

Il

I

Il

ademés, ésta es una unién ajena. En efecto, es claro que B; N B; = @ si

i # 4,y como AN B; = @ para cada i < k, se sigue que en efecto, para cada
k=1,2,.. se tiene

k
A ((UB:) = (AN B U... U (Ac N Be) = 2,

i=1

Asi, de lo anterior tenemos,

27 2 92
EY7] = B 1]+ EX 1 )

4=

n n
— BIY2 1a,]+ Y B2 15] 2 ) ElY;-1sl,

i=1 i=1
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por ser Yf > 0.

Por otro lado, para cada i =1, ..., n,

E[Y,; - 1p] = B[(Y, - Y + Y))* - 15]
= B((Y, = Yi)* - 1p] + 2B((Y, — Y)Y; - 15] + E[Y? - 15,

Notemos que

E[(Y,-Y)* 15]>0, i=1

s s T

Ademas,
E[Y? 1p,) > Ele* - 15] = €2E[1p,] = €*P[B}], i=1,..,n
Ahora, aplicando a) y b) del Teorema 1.22

E[(Y, - Y)Y - 15] = E[E[(Y, - Y)Y - 15, | Xs,.. X:]]
= E[Y:-15,E((Y. - Y}) | Xi, ... X1]]
-

Esto 1ltimo se debe a que por a) en el Teorema 2.10, E[Y, | X;,.. X1] =Y,
y E[Y; | X;,..X1| =Y, parai=1,..,n.
Por lo tanto,

E[Y?] > }Ea’*’P[Bi].

mn
Finalmente como |JB; = [max |Yi| > €], se sigue que
; 1<i<n
1=1 =r=

B[Y?) 2 3 ¢*P[B) = &P[max |V} 2 €].
=] =

Teorema 3.4 Teorema de convergencia de martingalas. Si {Y, :n =1,2,...}
es una martingala respecto a {X, : n = 1,2,...} tal que E[Y?] < M < oo
para algin M y todo n, entonces existe una variable aleatoria Y tal que Y,
converge a Y casi sequramente y en L=
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Demostracion. Mostremos primero que (EYZ :n= 1,2,..} es una
sucesion convergente. Para esto, observemos que

E[Ym(Yman = Yo)l = EYmEYmin — Yo | Xms X =0 M0 =1
ya que por a) de la Proposicion 2.10
E[Yman | Xms il Yy T
Ademas,

| = EYa) + Elmn = Yo))s (3.2)

E[Y2] + E[(Ymn — Yiu)2) = Bl + B[Y2,n — 2YminYm T Y2)

_ E[Y2y)+ EVm ~ Y inYen + Ym)
=E [Y131+n] + E [?‘Yri i 2Ym+ﬂ.le

=E [ngwnl + 2E[Ym(Ymin = Yom)]
=B [Yr?wn]

Por lo tanto,
15 e ElYZ] para cada n.

Se sigue que (ElYZ) :n = 1,2,...} es una sucesion 1o decreciente y aco-
tada por M (por hipétesis), POr lo tanto (BIYZ) :n = 1,2,...} converge.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

ElY2— M cuando n — 00 (3.3)

Enseguida mostraremos queé la sucesion {Yolw):n = 1,2,...} converge casi
seguramente. Para ésto probaremos que ol conjunto de puntos donde la
sucesién es de Cauchy tiene proba‘o'ﬂidad |

Sea

c={wel: {YVo(w)} o8 de Cauchy }-
Entonces

C = {w € §1: para cada € >0, Im(e,w) tal que |Ym+i ~ Yyl (W) <€ vi,j = 1}
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Por la desigualdad del tridngulo
|Ym+i L Y;n+j1 S |Ym+i - le 2% |Ym-|—j = le y  C.S.
asi que

C = {w € Q2 : para cada € > 0,3m tal que |YV;u4; — Viu| (W) < & Vi > 1}
- ﬂU{|Ym+t’ — Y| < e para todo ¢ > 1}.

e>0m

Por lo tanto el complemento de C' se debe expresar como
LJ(]HYMI — Y| > € para algin ¢ > 1},
e>0m

o bien,

= NAn(e)
e>0m

donde A, (€) = [|Yinti — Yin| > € para algtn i > 1].

Ahora, observemos que
An(e) C An(el) si e>¢,

por lo que

P[C*] = lim P[ﬂA e)] < lim lim PlAn(e)].

—0tm—o0

Probaremos que P[C¢] = 0. Para esto es suficiente mostrar que P[A,,(¢)] —
0 cuando m — oo para todo £ > 0. Es aqui donde usaremos la Designaldad
de Doob-Kolmogorov.

Para m fijo, definamos la sucesién {S, : n =1,2,...} como S, = Y\, —
Y. Observemos que {S, : n = 1,2,...} es una martingala respecto a s
misma, ya que por a) en Proposicién 2.10

E[Sn..i,nj l XTJI—)—'{L, seay Xl] = E[Ym+n+1 — )/m | Xm+n, say Xl]
= E[Ym+n+1 J Xm-i-n: ---1X1] - E[Ym ! Xm+m ---aXl]
= l/m+7f1. — Y =8,
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De aqui y (1.23) tenemos

E[‘- n+1 | Sn: -"581] = E[E{SnJrl I Xn1+ny ---;Xi] | Sﬂ-: '“181]
— B[S, | Sayerey Si] = S

Aplicando entoces la Desigualdad de Doob-Kolmogorov a esta martingala
tenemos

1
P[[Ynii — Yin| > € para algin 1 <4 < n] < SE[(Yiugn — Yi)?).
£
Haciendo n — oo y usando las ecuaciones (3.2) y (3.3)se tiene

PlAm(e)] £ (M - E[¥;2])

1
=]
y por tanto P[A,(¢)] — 0 cuando m — oo.

Con esto hemos probado que {Y,(w) : n = 1,2, ...} es Cauchy convergente
en C, por lo tanto existe una variable aleatoria Y tal que ¥,, 23 V.

Por otra parte, probar que Y, converge a Y en L? se sigue directamente
del Lema de Fatou y las ecuaciones (3.2) y (3.3):

E[(Ys - Y)?] = E[iminf(Y, — ¥;,)? < liminfE[(Y,, — ¥;,)?]

m—0o0

= M — E[Y;?] = 0 cuando n — oo.

Ejemplo 3.5 Recordemos el Ejemplo 1.29. Encontramos que eziste una ca-
dena de Markov {X,, : n = 0,1,..} que toma valores en {0,1,..., N} con
probabilidades de transicion dadas por

me(NE -2 e

Observemos que por la propiedad de Markov

E[XnJrl | Xn =Xy, ...,Xo - CL'U] = E[Xn.+1 | Xn = .’En},
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y ademdsEntonces por la propiedad de Markov y (3.4)

N N
E[Xn+1 { Xn = xn] = ZJP[XrHl Zj | Xn = -'En] = ijwnj
; =0

S E) -2

Il
=

() o

N . :
pues My (22)7 (1 —22)V o5 g expresion para la esperanza de una va-
Jory if N N

riable aleatoria con distribucidn binomial con pardmetros N y 3. De aqui
que {X, :n=0,1,...} es una martingala.

Por otro lado, como E[XZ] < N? < oo, del Teorema 3.4 se sigue que
emste X tal que

X, 5 X.
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