Universidad de Sonora
Departamento de Matematicas

ISMAEL HERNANDEZ NORIEGA

Director: Dr. Jestis Adolfo Minjrez Sosa

Hermosillo, Sonora ' Agosto 2004



Universidad de Sonora

Repositorio Institucional UNISON

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

(@0SIe)

Excepto si se sefiala otra cosa, la licencia del item se describe como openAccess



Este trabajo fue financiado por el Consejo
Nacional de Ciencia y  Tecnologia
(CONACYT) dentro del proyecto “Control
Adaptado de Sistemas Estocasticos”, con
numero de referencia 37239E, bajo la
direccion del Dr. Jesus Adolfo Minjarez Sosa.



i



Indice

1 Introduccién

2 La Des. de Chebyshev: Aplic. y Res. Rel.
2.1 La Desigualdad de Chebyshev . . . .. ...
2.2 Aplicaciones de la Desigualdad de Chebyshev

2.2.1 Acotamiento de Probabilidades . . .
2.2.2 Teoremas Limite . .. ... ... ..
2.2.3 Tamafio de Muestra . . . .. .. ..
2.3 Otrag Designaldades . . . s« o0 1 8 570 4

3 La Mejor Desigualdad tipo Chebyshev
3.1 Planteamiento del Problema . . . . .. . ..
3.2 La Mejor Constante . . . . . . .. ... ...

4 Aplicaciones
4.1 Cota para la funcién zeta de Riemann . . .
4.2 Exponencial de primos . . . . ... ... ..
4.3 Cotas para probabilidades de colas . . . . .
4.4 Acotamiento de la desviacién media absoluta

5 Conclusiones

..........

15
15
17

23
23
25
26
29

33



INDICE



Capitulo 1

Introduccion

La desigualdad de Chebyshev es uno de los resultados cldsicos mds impor-

tantes de la teoria de probabilidad. Establece que para una variable aleatoria

X,

Var(X)
g2 7

donde = EX, la cual debe de ser finita.

P(IX —ul 2z k) < k>0,

Generalmente, la demostracién de este resultado se basa en la sigulente
desigualdad conocida como desigualdad de Markov:

PIX2h< | e

T

En la literatura, a este tipo de desigualdades, cuya caracteristica es la
comparacién de la probabilidad de la cola de la distribucién y su valor espe-
rado, se le conoce como desigualdades tipo Chebyshev.

Estas desigualdades son la herramienta bésica para demostrar resultados
no menos importantes como la Ley de los Grandes Nimeros, entre otros.
Ademés tienen aplicaciones en estadistica, asi como en otras 4reas de las
matematicas.

La aplicacién directa de las desigualdades tipo Chebyshev es el de apro-
ximar probabilidades por medio de célculo de cotas.

Es sabido que si conocemos la funcién de distribucién de la variable aleato-
ria X podemos calcular su valor esperado o esperanza (£X) y su varianza
(Var(X)), si existen, pero el reciproco no es verdadero, i.e., conociendo EX

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

v Var(X) no necesariamente se puede reconstruir (o no es tan directo) la
funcién de distribucién de X, y por lo tanto, cantidades como P(|X| > k),
k > 0, son imposibles o dificiles de obtener.

Sin embargo, usar este resultado a veces resulta poco conveniente, ya
que en ocasiones la aproximacién al valor real de la probabilidad suele dar
informacién insuficiente para nuestro objetivo, i.e., cuando el lado derecho de
la desigualdad es mayor o igual a 1. Tal es el caso de una variable aleatoria
X tal que E|X|" > k". De aqui podemos decir que entre més pequeno
sea el valor del lado derecho de la desigualdad tipo Chebyshev, obtenemos
informacién méas precisa respecto a las probabilidades.

Este problema ha sido abordado por varios autores, [ver Gauss (1821),
Camp y Meidell (1922), Vysochanskii y Petunin (1980), DasGupta (2000)],
el cual podemos plantear de la siguiente manera:

Sea X una variable aleatoria distribuida de acuerdo a la funcién de dis-

tribucién F. Para r > 0. ;Cudl es el mejor valor posible de una constante
C*(r) = C*(F,r) tal que

BlXy|

P(X| > K) < C* ()=

para k > 07

El objetivo principal del presente trabajo es obtener una expresion de la
mejor constante C*(r).

El desarrollo de esta teoria se basa principalmente en aplicar técnicas
de optimizacién para el cdlculo de estas cotas. Esto nos permite resolver
otro tipo de problemas relacionados con la desviacién media absoluta de una
variable aleatoria, asi como problemas de otras dreas de las matematicas.

La estructura del trabajo es la siguiente. En el Capitulo 2 presentamos
la desigualdad de Chebyshev y otras desigualdades relacionadas, asi como
sus principales aplicaciones. Después, en el Capitulo 3, se desarrollard la
teoria que nos lleva al cédlculo de la mejor constante en las desigualdades
tipo Chebyshev, y en el Capitulo 4 se presentan aplicaciones de esta teoria.
Finalmente, en el Capitulo 5 se exponen las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

La Desigualdad de Chebyshev:
Aplicaciones y Resultados
Relacionados

2.1 La Desigualdad de Chebyshev

La desigualdad de Chebyshev, como ya se ha mencionado, juega un papel
importante en la teoria de la probabilidad por sus miltiples aplicaciones.
En este capitulo se presentan las més importantes de ellas, as{ como otros
resultados relacionados.

La forma més conocida de la desigualdad de Chebyshev es la siguiente:

Teorema 2.1.1 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleato-
ria con esperanza finita p. Entonces, para todo k > 0,

Var(X
P(X -4l > 1) <TI0

En otras palabras, la desigualdad de Chebyshev nos dice que la varianza es
una medida de dispersién de los valores de X alrededor de su valor esperado.

La demostracién cldsica de este teorema que se presenta en la literatura
matemdtica es consecuencia de los siguientes resultados.
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Lema 2.1.1. Sea X una variable aleatoria no negativa. Entonces, para todo

k=l
EX
< —.

P(X > k) .
Demostracién. Obsérvese que
EX = E[Xf[g,k) (X) + Xf[k’oo) (X)]
E[XI{G,R')(X)] + E[Xf[k,oo)(X)]
2 E[X ik 00) (X)),
donde 14 es la funcién indicadora del conjunto A.

Por otro lado
Xt,00)(X) 2 Koy (X)),

lo cual implica

BX 2 B[XIjpe)(X)] 2 Elklp (X))
kB [T 00y (X)]
kP(X > k).

De aqui se obtiene que

O

Teorema 2.1.2 (Desigualdad de Markov). $i X es una variable aleatoria
no negativa. Entonces, para k,r > 0,
EX"

kr -

P(X > k)<

Demostracién. Se sabe que

P(X > k)= P(X" > k)

3

y por el lema anterior

Por lo tanto
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Con estos resultados tenemos:

Demostracién. (Desigualdad de Chebyshev) Se tiene que (X — )” es
una variable aleatoria no negativa, por lo que podemos aplicar la desigualdad
de Markov para r = 2:

P - P 3 ) < ZE 8T

Ahora como (X — p)? > k? si y solo si | X — p| > k, entonces

E(X —p)? Var(X)
P(X — > b) € = ol ki,

lo cual demuestra el Teorema 2.1.1. O

2.2 Aplicaciones de la Desigualdad de Cheby-
shev

Dentro de las principales aplicaciones de la desigualdad de Chebyshev pode-
mos mencionar las siguientes: a) Caleulo de cotas para probabilidades, lo
cual es importante cuando es dificil dar un valor exacto de la probabilidad;
b) Demostracién de teoremas limite en probabilidad, y ¢) Célculo de tamafio
de muestra en la aproximacion de la media de una poblacién. A continuacién
haremos una descripcién mas precisa de cada uno de estos puntos.

2.2.1 Acotamiento de Probabilidades

Esta aplicacién es la mds directa, y se utiliza para dar una cota superior para
P(|X — p| 2 k), donde k > 0, usando la esperanza y varianza de la variable
aleatoria X, sin necesidad de conocer su distribucion.

A continuacién se presenta un ejemplo, para ilustrar mejor esta aplicacién.

Ejemplo 2.2.1. Supdnga que el mimero de articulos producidos en una
fabrica durante una semana es una variable aleatoria con media 50. Si la
varianza de una semana de produccion se sabe que es igual a 25, entonces
4 Qué podemos decir acerca de la probabilidad de que en esta semana la pro-
duccion difiera en mds de 10 a la media?
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Solucién: Por la desigualdad de Chebyshev

Var(X) 1
P(|X —50| > 10) < ==
(1% —50] > 10) < =5 = 5
entonces la probabilidad de que en la semana de produccién el niimero de
articulos exceda en mas de 10 a la media es a lo mas 0.25.

2.2.2 Teoremas Limite

La desigualdad de Chebyshev juega un papel muy importante en la de-
mostracién de algunos de los mis importantes teoremas limite. En esta
parte del trabajo se presentaran algunos de ellos.

Sean Xy, Xs,...,X,,..., variables aleatorias independientes con media y
varianza finitas, y denotemos S, = Y, _, X;. Entonces, para todo n > 1

S\ 1o
E(?) _HgEXk,

Sn 1 ¢
Var (;) = ;Var()(k).

Ahora, por la desigualdad de Chebyshev,
Sn. n
" ( e (iﬂ > ) <Trls) T Verl) (2.1)

n n = €2 n2e? ;
para todo n > 1.

La relacién (2.1) es el punto clave en la demostracién de los siguientes
resultados.

Teorema 2.2.1 (Ley Débil de los Grandes Ntimeros). Sean X1, X5, ...,
Xn, ..., variables aleatorias i.i.d. con media p y varianza o finitas. En-
tonces, para todo € > 0

S,

= _ ,u,‘ > e) =0.

n—00 n

lim P(
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o2

Demostracién. Observemos que E(%) =uy Var(%"h) = 2-. Entonces,
por (2.1) obtenemos

2
(4)es
n ne
Haciendo n —» oo, llegamos a que P(|2 — u| 2 ¢) — 0. O

Teorema 2.2.2 (Chebyshev). 5i X, X,,...,X,,... es una sucesion de
variables aleatorias independientes tal que existe alguna C' < oo,

Var(X,) £ C, VnéeN,
entonces, para cualquier € > 0,

lim P ( <& e) == I
=300

Demostracién. Como la sucesién de varianzas es uniformemente acotada,

tenemos que -
S C ,
Var (——73) < —, Vn > 1.
i vl

%—%ZEX,C

n
k=1

De acuerdo a la relacién (2.1) tenemos que

Sn 1l g
Pl =-2) EXil < g -3
n n; . Ak £

Haciendo n — oo, obtenemos

8, 1=
T}E&P(—”—EZEX,C <e) >1,

o k=1
y como una probabilidad no puede exceder el valor de 1, obtenemos el resul-
tado deseado. O

Como casos particulares del Teorema de Chebyshev tenemos los siguien-
tes.
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Teorema 2.2.3. Suponga que se repite un experimento n veces de forma
independiente con dos posibles resultados: éxito y fracaso. Sea X la variable
aleatoria que representa el nimero de éxitos obtenidos.

1. (Bernoulli). Sila probabilidad de ézito en cada ensayo es p, entonces

pare ceda € > 0,
o <e)
——=p| <e} =1
7

2. (Poisson). Si la probabilidad de ézito en el k-ésimo ensayo es pg,
entonces para cada € > 0,
< E) — i

La demostracién de este teorema se sigue directamente observando que
X =%, X}, donde

IimP(

n—00

limP(
T

n—00

¥ ~ ] 1 siresulta éxito en el k-ésimo ensayo
4 0 si resulta fracaso en el k-ésimo ensayo

v ademds EXy =p, k=1,2,...,n.

Teorema 2.2.4 (Markov). Si una sucesion de variables aleatorias Xy,
Xo,...y X, ..., es tal que

1 n
EV{M‘ (ZX’“> —3 0,
k=1
cuando n — oo. Entonces para cualquier € > 0
lim P —l—zn:X li:_EX £ =1
n—00 n i 9 mn — * o Fik

Este resultado se demuestra usando argumentos completamente similares
a los de los resultados anteriores.
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2.2.83 Tamano de Muestra

La desigualdad de Chebyshev permite encontrar, en términos de la varianza,
un tamafio de muestra n que es suficiente para garantizar que la probabilidad
de que la desigualdad |%& — u| > € ocurre es tan pequefia como se desee, lo
cual permite obtener una aproximacion a la media.

Concretamente, sea X, X5, ...,X, una muestra aleatoria de tamano n,
es decir, variables aleatorias i.i.d., y supdngase que tienen media y y varianza
o? finitas. Entonces, por la desigualdad de Chebyshev,

(

Sea d > 0 fijo. De esta manera,

S o2
—E—M’>e)<~—.
n

5 ;
—”—u})e)gé st n>—.

p(|2

Ejemplo 2.2.2. Supdngase que X1, Xo, ..., Xy, ... son variables aleatorias
1.9.d. con distribucion de Bernoulli, de tal forma que toman el valor 1 con
probabilidad p = 0.5. Entonces, ;De qué tamano se tiene que tomar la mues-
tra para garantizar que la probabilidad de que la diferencia entre la media
aritmética % y su valor esperado no exceda en mds de una décima, sea

menor o igual a una centésima?

Solucién: Tenemos que p = p = 0.5y 02 = p(l1 — p) = (0.5)*. Por la
desigualdad de Chebyshev,

(

para cualquier € > 0. Ahora para d = 0.01, e = 0.1 se tiene que

e
ne2

8, lze) gp(l-p):
T

P(|%-05/>01) <00l cuando n 3> {28 = 9500.

De esta manera se concluye que se necesitan un tamano de muestra de al
menos 2500 para garantizar que la probabilidad del evento |§ntL - 0.5 > 0.1
sea menor que 0.01.



12 CAPITULO 2. LA DES. DE CHEBYSHEV: APLIC. Y RES. REL.

2.3 Otras Desigualdades

Existen otras desigualdades relacionadas con la desigualdad de Chebyshev.
Como mencionamos al principio del capitulo, una de ellas es la desigualdad

de Markov:
EXT

kr
donde X es una variable aleatoria no negativa, k,» > 0. Este resultado

aparece por primera vez en la edicién de 1913 del libro “The Calculus of
Probabilities” de Markov.

P(X > k) <

La desigualdad de Markov toma distintas formas. Por ejemplo, sea Y
una variable aleatoria no negativa, por lo que P(Y > 0) = 1, y suponga que
EY = i < o0. Suponga también que EY" = u, < oo para algin entero
r > 1. Entonces,

PIY > Ap) < %, A>0, (2.2)
P(Y >a) < f;- a> 0. (2.3)
P(Y > Ap,) < %F’ A > 0. (2.4)
P(Y2a) < ':— a>0. (2.5)
—uzh) < —* : .
P(Y —puzh) e . h>0 (2.6)

En algunos casos la desigualdad de Markov no puede ser mejorada en el
sentido de que se puede cumplir la igualdad en (2.6), como es el caso de una
variable aleatoria Y con distribucién de Bernoulli tal que '

h
PY =0) =
( ) w+h
7
PlY=u+h) = —/——. 2.7
v =p+h) = | (27

Desigualdad de Bernstein
La desigualdad de Bernstein establece que

Mx (1)

P(X > 5) < =52,
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donde Mx (%) es la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria
X,

Esta desigualdad es una consecuencia de (2.5). En efecto, sea ¥ = eX,
a=e’yr=t ComoY >0y a >0 sesigue de (2.5) que

P(eX > %)

1l

P(Y =z a)
EY?

/AN

Il

Il

por lo tanto

Desigualdad de Gauss

En el afio de 1821, Gauss publica este resultado en su hbro “Theorw
combinationis obsemaiwnum erroribus minimis obnowiae, pars prior”, el cual
dice lo siguiente:

Sea X una variable aleatoria unimodal con moda en cero. Entonces, para
k>0,
4 BX?
9 k2

P(IX|> k) <

Desigualdad de Camp-Meidell

En el el afio de 1922, B.H. Camp y B. Meidell presentan el siguiente
resultado.

Sea X una variable aleatoria unimodal con moda en py. Entonces

4 1+ 8°
P —pulzAo) < -—-——
(I'X Ju’[ O‘) 9()\"3)2

si A > s, donde p = EX, o® = B(X — )2 y s = | =,
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Con el tiempo este resultado se mejoré hasta obtener que

r \" E|X|"
r+1 ko’

P(IX] > k) < (

para toda r > 0.

Note que en la desigualdad anterior, si 7 = 2, se obtiene la desigualdad
de Gauss.



Capitulo 3

La Mejor Desigualdad tipo
Chebyshev

3.1 Planteamiento del Problema

En el capitulo anterior se analizaron varios resultados alrededor de la de-
sigualdad de Chebyshev. Esta desigualdad toma distintas formas depen-
‘diendo de la variable aleatoria a analizar (no negativa, valor absoluto, suma
parcial de n variables aleatorias i.i.d., etc.), pero todas se deducen de la
desigualdad de Markov
E|X|
P(|X>k)§——%—‘—, ko 0,

A este tipo de desigualdades se les conoce como Desigualdades tipo Cheby-
sheuw.

Como se comentd en la Introduccién, en algunos casos esta desigualdad
no proporciona informacion relevante sobre la probabilidad que se quiere esti-
mar. Dicha informacién depende del valor del lado derecho de la desigualdad
en el sentido de que entre mas pequeno sea éste, es mejor la informacion
obtenida.

Este problema ha sido estudiado por varios autores. Como vimos en el
Capitulo 2, Seccién 2.3, Gauss (1821) demostré que si la variable aleatoria
X es unimodal, con moda en cero, entonces
4EX?

9 k27
15

P(|X]| = k) € para k> 0. (3.1)
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Gauss sometié a publicacién este resultado en la Royal Scientific Society
de Géttingen en 1821, precisamente el ano en que nacié Chebyshev. Esta
desigualdad mejora el resultado de Markov en el caso r = 2. Después, Camp
y Meidell (1922) proponen la siguiente desigualdad:

r \ E|X|
T+ 1) ko

la cual generaliza (3.1). Obsérvese que si r = 2 obtenemos (3.1).

P(X|>k) < ( paratoda >0,

Como se observé en el capitulo anterior, en algunos casos las cotas que
proporcionan las desigualdades de Markov y Camp-Meidell no pueden ser
mejoradas ya que se obtiene la igualdad. Otros ejemplos en esta misma di-
reccidn se pueden encontrar en “Unimodality, Convezity, and Applications”,
publicado en 1988 por Dharmadhikari y Joag-Dev, pero con distribuciones
poco comunes y/o muy artificiales.

En el ano de 1980, Vysochanskii y Petunin demuestran en su articulo
“Justification of the 3o rule for unimodal distributions una desigualdad simi-
lar para una variable aleatoria unimodal X, pero con moda no necesariamente
en cero. Esta desigualdad toma la forma:

4 EX? 4EX? 1}

PX| > k) S map [ EES B84
] )m‘”‘{gkz 3 K2 3

é
18 s k2> iEX?
P(IX] 2 k) <
Y2 x e
$EX 1, s K2 3EX2

Por lo tanto, que una desigualdad sea mejor que otra depende de la cons-
tante que multiplique al término Q,ffﬁ La mayoria de los resultados que
se han obtenido para mejorar las desigualdades tipo Chebyshev se centran
en variables aleatorias unimodales. Sin embargo DasGupta (2000) trata este
problema sin esta restriccion, lo cual motiva la realizacién del presente tra-

bajo.

El problema que abordaremos lo podemos plantear de la siguiente manera:
Sea X wuna variable aleatoria distribuida de acuerdo a alguna funcién de
distribucién F'. Para r > 0. ;Cudl es el mejor valor posible de una constante
C*(r) = C*(F,r) tal que

ElX|

P(IX|> k) < C*(T)T
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para cualquier £ > 07

3.2 La Mejor Constante

Teorema 3.2.1. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion
F'. Entonces: (2" P(|X[>2))
__ SUPgsoiz” >0
o) C*(r) = ="z} |
b) 8i | X| tiene funcidn de densidad f, entonces

* Supw> {xr+1f($)} = Y
CHr) < fE]X"‘ = C(r).

¢) Si F' es simétrica y absolutamente continua con funcidén caracteristica
o(t), entonces C*(r) es también igual a

o e [T ggpa).

Observemos que la parte a) del Teorema 3.2.1 nos proporciona una ex-
presién exacta para C*(r), pero con la desventaja de que esta involucra la
cantidad que se quiere aproximar. Sin embargo, una vez calculada se puede
usar para demostraciones de resultados 6 cdlculos posteriores donde la de-
sigualdad de Chebyshev juega un papel importante, como las vistas en el
Capitulo 2. Las partes b) y ¢) del teorema proporcionan caminos alterna-
tivos para calcular o acotar C*(r). Por ejemplo, si la densidad de la variable
aleatoria | X | es conocida, es posible usar la parte b). De hecho, como veremos
més adelante, en ciertos casos C(r) es una buena aproximacién al valor de
C*(r) v mas facil de calcular. Por otro lado, cuando no es posible o es dificil
obtener la densidad de la variable aleatoria X (e.g. densidades de sumas de
variables aleatorias), la parte c¢) toma mayor importancia debido a que C*(r)

depende principlamente de la funcién caracteristica de la variable aleatoria
X.

Demostracién. La parte a) se deduce fécilmente de

BIX|

P(IX| > k) < CO) =
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Ahora, para la parte b) sea G(z) = 2" P(|X| > z), > 0. Observemos que
G(z) = 2" P(|X| > 2) =3"(1 — P(IX| < 2)) = 2" — 2" Fix|(x).

Notemos que G(0) =0y G(z) < E|X|" < co. Supongdmos por el momento
que lim, ., G(z) = 0. De aqui, G(z) tiene un méximo en [0, o).

Ahora, para calcular este méximo, usamos el hecho de que Fl, (&) = fla);
para calcular la derivada de G:

G'(z) = ra" ' —ra" ' Fx(z) — 2" f(z)
ra’ (1 = Fix(z)) — 2" f(z)
= re"'P(|X]| > z) — 2" f(z).
De aqui tenemos que sup,~oG(z) se alcanza en un punto z, = x,.(F,r) tal
que
P(X|> z.) = % f (@)

r

bl

por lo que

sup (e P(IX| > )} = T (@)  SWeros™ /()

Combinando esta desigualdad con la parte a) del teorema obtenemos la parte
b).

Finalmente, lim, ., G(z) = 0 se sigue de lo siguiente:

Sea Y = | X|, la cual es no negativa, entonces

BY" = / o f(y)dy
<0
- f Yy fy(y)dy, x>0
T

> [ ey

T

= o P(|X| > z).

De aqui vemos que

" P(|X] > z) < f Y fr(y)dy < EY" < 0
x
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y como lim, e [ y" fy(y)dy = 0, se concluye que lim,_,oo 2" P(|X| > z) =
0.

Para la parte c) se tiene que por hipdtesis F'(z) = 1 — F(—z) y que existe
la densidad f la cual esta dada como [ver Hoel, Port, Stone, (1971)]

f@)=5r [ e

(o0}

Entonces
Fa)= [ sods = [ sis)as

- [_ C: [{21; [ Ze-fstgb(t)dt] ds

_ % " 6t) [ f_ je—*‘“dsJ dt

1 o] /—iﬂ:ﬂ
= = _m‘f’(t)to—fgt dt
[ foo —iwt __ —iwt o —ixt
- L “wqﬁ(t)-(e e_ét +e )dt
- L : —-—»—(ekm_;:hm)qb(t)dt+fél—ﬂ_« _Z e;;ztgzs(t)dt
- ~ 2 it + P(-a)

—0o0

I ——bzsen(ta:)gb(t)dt +1- F(z),

Er A

por lo que

) o /m Sen(tw)¢(t)dt+;.

L

* Combinando lo anterior con el hecho

/°° sen(u) sy o=

oo U
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se tiene que

P(X|>2) = 2PX >a)
= 2(1- F(x))

= 9 (1 = ;- - 51; [_: Sent(m)qS(t)dt)
= Je= 1/_00 Sﬂl—(tié(t)dt

£ L A 1
= 1/00 TR L /m @@qu(t)dt

L t o t
1 [ sen(tx)

= - =0 saa
2 [* sen(tx)

= = | B0 aede
= [0 g

Por lo tanto, la parte c) se sigue de la parte a). O

En el siguiente ¢jemplo presentamos una comparacion de los valores de
C*(r), C(r) v (;%)"- Bsta tltima es la constante en la desigualdad de
Camp-Meidell.

Ejemplo 3.2.1. Sea X ~ N(0,1). Calculemos primero el valor de C*(r).
Sea G(z) = 2" P(|X| > z), > 0. Observemos que
G(z)=2"P(|X|>z) = 22"P(X > 1)
22" (1 - P(X £ 7))
. = 22" —22"F(z).
Como F'(z) = f(x) se tiene que
G'(z) = 2r2" ' —2r2™ ' F(z) — 22" f(2)
= 2 (r(1 - F)) - 2f(z))
206" (rP(X > 2) — zf(z)).

De aqui vemos que sup,~oG(z) se alcanza en un, punto x, tal que

o (e )
i

7
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para cada r > 0. Entonces

T+ (Le—f})
supgso{s2P(X > )} * Var
EF‘XV T‘E;}*}X]T

e = (3:2)

Por otro lado, para caleular C(r), sea G(z) = z™*! (ﬁe‘%’ﬂ). Entonces
Gt} = ———t —3% " ((r + 1) — 22).

De aqui podemos obtener que supy>oG(z) se alcanza cuando z = 7+ 1.
Por lo tanto

(Vr+ 1) (flx(Vr+1))
E|X|r

(r+1)rj2d (WP 2(7"“))
r % It et dt
(T"‘l)_ —-*(TﬂLl)
'rfo tre=3t 4
L) (3) () FeieD
DT rreita

Clr) =

= I
g
jad
~—

AL
7 e &
< =
]
=
m— S
[ S]]

Haciendo el cambio de variable z = $t%, dz = tdt obtenemos

41
_72:(7'-!-1) 3 (T+1)efé(r+1)

=
rE

Clr) =

donde T' denota la funcion gamma.

La siguiente tabla muestra los valores de las constantes para diferentes
valores de r.
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r Cr(r) Clr) )
I 426 7736 5
2 381 463 444
3 251 361 422
4 251 305 410
5 229 269 402
6 212 243 397
7 201 224 393
8 187 208 390
9 175 195 388
10 164 184 386

Tabla 3.1: Comparacién de C*(r), C(r) y (ril)r para X ~ N(0, 1).

Para r > 3, C(r) es més pequena que la constante de Camp-Meidell, y
para 7 > 4 sus valores son muy cercanos al valor de la mejor constante C*(r).
Note que de la Tabla 3.1, si X ~ N(u, o), entonces

1
P(IX—/UJl > kO’) < m,
para toda k > 0.

Ejemplo 3.2.2. Consideremos de nuevo una variable aleatoria X ~ N(0,1),
y tomemos k = 2. Entonces P(|X| > k) = 0.0455. Ademds por (3.2)

EIX|" _ 2277 f(x)

Clhi——=—7@

(3.3)

donde z, es el punto mdzimo de 2" P(|X| > z) tal que P(X > g) = &),

=
La siguiente tabla muestra los valores de esta cota para diferentes valores de
W

r 1 2 3 1 5 6 7
Cota (3.3) .1699 .0828 .0564 .0471 .0461 .0492 .0605

Tabla 3.2: Valores de C*(r) 22X para X ~ N(0,1) y k= 2.




Capitulo 4

Aplicaciones

Concluimos el trabajo presentando aplicaciones de la teorfa que se desarrolld
en el Capitulo 3. Estas aplicaciones se centran principalmente en calcular co-
tas inferiores o superiores de expresiones que se presentan no necesariamente
en el drea de probabilidad.

4.1 Cota para la funcién zeta de Riemann

La funcién zeta de Riemann, ¢ : R — R se define como

Es conocido que () converge uniformemente para c > 1. El problema
en que estamos interesados es calcular una cota inferior para ¢ ().

Sea X una variable aleatoria distribuida geométricamente con pardmetro
p, ie., P(X =) =p¢® « > 0, donde ¢ =1 —p. Sea Glz) =a" P(X > =)
Es facil ver que G(z) = z"¢®*'. Observemos que la funcién G(z) es una
funcién discontinua, por el hecho de que la variable aleatoria X es discreta,
por lo que el méximo se encuentra en los puntos de discontinuidad de esta
funcién, los cuales son {0,1,2,...}.

Por otro lado, tenemos que

G'(z) = ra" ¢ +2"¢" ' Ing

" g (r + zlng),

23
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y tomando en cuenta el comentario anterior se tiene que el méximo de G(z)

= q} donde [-] representa la parte entera. Entonces

es alcanzado cuando z = [
por el Teorema 3.2.1

= " =
rn“a) giHr/ing
k" '

Ft=PX5> k)% (
De aqui, parar>0,0<g<1
k+1
LIS .
kr (T_n“%) gi+l-r/lng]

En particular, si ¢ = e~ para r > 0, entonces

il e—a(k+1)
e
kT (g)reﬁa(l+[r/a])'

Ahora sumando sobre todos los valores de k se tiene que

s a(k+1)
§21 5 Zhar
S > (e

Dy €
(I‘.) s e—a[r/a]
o
ea{r/a]

= T (4.1)

De esta manera, si en (4.1) tomamos o = 7 tal que r > 1, entonces obtenemos
una cota inferior para la funcién zeta de Riemann

a ea[a/a] P

= 1
T o : 4.2
;k ac“e‘l—l) e —1 e

La siguiente tabla proporciona los valores de la cota inferior en (4.2) para
distintos valores de a.

Observacién: Otra propiedad de la funcién zeta de Riemann, la cual serd
usada en la préxima seccidn es la siguiente [ver Zaldivar (2002)]:

ry=[] 1% r> L (4.3)

p primo "
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o 2 4 6 8 10 12
((@) 1.645 1.082 1.017 1.004 1.001 1.000...
Cota (4.2) 1.157 1.019 1.003 1.001 1.000 1.000...

Tabla 4.1: Valores de la funcién zeta de Riemann y la cota en (4.2) para ciertos valores de a.

4.2 Exponencial de primos

Es facil demostrar que la serie Zp e~ donde p es un niimero primo, con-
verge. Sin embargo, es dificil contar con una expresién de su suma total, por
lo cual toma importancia el calculo de cotas superiores que nos sirvan para
andlisis posteriores.

Sea f(z) una funcién con distribucién exponencial, i.e., f(x) grie

= A
para A > 0 y z > 0. Utilizando la parte b) del Teorema 3.2.1, sea G(z)
" Xe**. Entonces derivando con respecto a z se obtiene

G'(z) = (r+1)z e — \2emAogr
= ez ((r +1) — Az).
De esta manera, sup,., G(z) es alcanzado cuando z = '(H;l). Combinando lo

— Az

anterior con el hecho de que P(X > z) = e, se tiene que

raNTHL (Rt
—Az (5_/\”) Ae ( * )
€ é = 3
TI
o bien,
1 ATt
- — e
zr (r+ 1)+t d
para todo z, 7 > 0. Por otra parte obsérvese que para p primo
i ,r.)\'rer-H ap
Z i WG 2 0,
entonces s ol
1 rA"e” N
e _ e -
Og_l pT \<\1 (T"I‘}L)TJrle \17
por lo que
1 1
P 2 1. (4.4)

T o rAter Tl a, &
1 p" 1= (H—U’”‘“le .
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Utilizando (4.3) y (4.4) obtenemos

L
4(7‘) 2 H (1_ rATer+1 )_,\p)

P 1T e
TAT8T+] 5
—Ap
. I;I(H(rﬂ)"“e )
r . r+1
S 14+ N w,

(pt Lyt

De aqui llegamos a que

para todo r > 1.

4.3 Cotas para probabilidades de colas
La distribucién normal N(u,c?) tiene la propiedad [ver Dorogovtsev (1997)]

2
P(]X—M|>ka)§—%(@, k>0,

donde ¢(k) es la densidad de una variable aleatoria normal estandar.

Como podemos observar, esta expresién nos permite obtener una com-
paracioén entre la funcién de distribucion y la densidad de la variable aleatoria
normal. Ain més, nos permite calcular cotas para la probabilidad de la cola
de la distribucién en términos de la densidad, lo cual para fines practicos
seria muy 1til por su facil evaluacion.

La pregunta que surge es si expresiones de este tipo se pueden obtener
para otras distribuciones, es decir, si existe una constante D(k) := D(k, f),
k > 0, tal que

- P(X| > k) < D(K) (k)

para una variable aleatoria X con densidad f.

El siguiente resultado nos ofrece una respuesta.
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Proposicién 4.3.1. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucidn
F(zx) y |X| con funcidn de densidad f(z). Suponga que [ es diferenciable y
que P(z) = ﬁ“ﬁg) es creciente para © > 0. Entonces para cualquier k tal
que (k) > 1

P(X|> k) € ———f(k). 4.5
(X1 > B) < gy =3/ ®) (45)
Demostracién. De la parte b) del Teorema 3.2.1 se tiene que para cada
r>0

P“Xl % }G) < Supm>0{q"’i:1f(m)}. (46)

En particular tomemos r = ¥ (k) — 1. Por otro lado, sea G (2) =2 fla) ¥
derivando con respecto a z se llega a que

G'(z) = (r+12"f(z)+2"f' (@)

" ((r+ 1) f(z) + 2 f'(2)),
por lo que G(z) se maximiza cunando
_xfi(=) _
r+1= —v o (z).

De aqui, ¥(k) — 1+ 1 =v¥(x), ie, (k) = (), y como 1 es creciente para
z > 0, se concluye que k = x. Por lo tanto

FUSR) kR

PIX|>B) € e = gen

]

A continuacién se muestran algunos ejemplos para ilustrar la Proposicién
4.3.1. '

Ejemplo 4.3.1. Sea X una variable aleatoria con densidad t de Student
Falz) con o grados de libertad. Mostraremos que para todo k > 1,

E(o+ %)
P(X > k) € ————=falk). 4.

(X > B) < gz felh) (47)
Primero, por definicién tenemos que, para T = 0,

G o]
rep) (1+%)
vt (3)

folz) =
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' (a+1) A e 2
at+l1) (@ T 2z
f%@*‘~P(i?) 2 (L+;) -
e vorl (2)
De aqui
gy
255 ohiatan I
Y(z) = . PSS
L) (+5)
z(5) (3)
_ 2*a+1)
 a+z?
lo cual implica
a(z® — 1)
—le 2 T
¥(=) o+ z?
~ Por lo tanto de (4.5) se concluye que
k;(a + k2)
P(X >k :

para todo k > 1.

Ejemplo 4.3.2. Sea X una variable aleatoria con densidad gamma Fo s lm) =

g g IF’E 7. En este caso tenemos que para todo k > E(X) =

by
P(X > k) < 55— fan(k). (4.8)
kA
En efecto, derivando la funcion fo(z) obtenemos
! AT a2 5 _ —
for(@) =e "z —F(a)( Az +a—1).
De aqui,
—xe,"\”m“ﬂ%(—)\m +a—1)
’Qb(x) - e~ AT po—1 P)E:c)

= AXzr—a+l,
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y por lo tanto, de (4.5) se obtiene que

k
P(X > k) < mfag\(k)a

para todo k > E(X) =

>R

Aplicando argumentos similares a los Ejemplos 4.3.1 y 4.3.2 podemos
obtener las siguientes cotas para las distribuciones F'y Beta.

Ejemplo 4.3.3. Sea X wuna variable aleatoria con F, foa(x) con o y
grados de libertad. Entonces para k > 1

2k(3 + ak)
Bk —1)
Ejemplo 4.3.4. Sea X una variable aleatoria con densidad Beta(c, 8), fas-
Si 8 > 1, entonces para todo k > a-;%jl

k(1 —k)
(@+B8-1)-a

P(X > k) < Fas(k). (4.9)

PX> k)< Fu(B). (4.10)

4.4 Acotamiento de la desviacion media ab-
soluta

El resultado del Teorema 3.2.1 se puede extender a una infinidad de variables
aleatorias, como es el caso de Y = |X — p|, donde p = EX, por lo que

_E|X -y
P(x ~ 4> 1) < O ZEAL,

X (4.11)

rP(X— b
donde Cj(r) = e 0{;‘ Xg,uﬁ M>2)  Esta cota es muy itil para encontrar una
familia de cotas superiores para la desviacién media absoluta E|X — pul.

p p e

Para lo siguiente, usaremos la siguiente notacion:

p=P(X = p)(=0si X es continua).

¥y _ SWysole PUX—pl>2)}
Cilr) = 2l U2,

o(r) = L5 (1 —p)=WD(Cy(r))Y",  parar > 1.
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Teorema 4.4.1. Para toda > 1
BIX — | < or)(EIX - )" (4.12)

Antes de empezar con la demostracién, nétese que si a(r) =1 en (4.12)
obtenemos la desigualdad de Holder, por lo que para nuestros fines, (4.12)
tendra sentido si a(r) < 1.

Demostracién. Sean ri,72 € R tal que 0 < m < 1 < ry < o0, entonces
tenemos que

L E|X — plm
P(X — I > B) < Gy X0
¥
o B X — pl|™
PX — > ) < Cylra) X

Ahora fijemos § > 0, entonces
o0
BIX -y = f PUX — g >a)de
0

s “00
= [ P(|X — p| > z)dz +/ P(|X — p| > z)dz
Jo g

* r ‘ dx * % = de
< B - [ S omEX a2
Cr)EIX = gt 2 =
— * 5 - 1 " . 79
(1) E| w T + Ci(r2) E|X — =T
En particular, para todo d > 0 y ro > 1 y tomando r; =0
51—7’2
B\ X —pu| < O;‘;(O)é +C;(TQ)E|X —M”T 2
5
1=ry
= sup{P(|X — p| > z)} + C;(r2) B| X — p|™
z>0 Tog— 1
1—73
= P(|X —pu|>0)0+Cy(ra) E|X — ,u|”§—€
gy —
61—7‘2
= (1-PX=pu)d+ C;(Tg)E\X - ,u!’"'*’ﬁ
g
" 51—1"2
= (1-p)0+Cpulr:) B|X — p[™ (4.13)

?"2—1-
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Por otra parte, para a,b > 0 sea G(J) = ad + bd'~"2 entonces derivando
esta funcién con respecto a ¢ tenemos

G'(0)=a+ (1 —r)bd™",

b(ra—1 1/ra
> .

Con el resultado anterior y por (4.13) se sigue

la cual se minimiza cuando § = (

BIX —pl < (Cora) ' (BIX — pl)m(1—p)

c re( BIX — pl™ 1/ra _
GBI =)
Fh = 1
i} = rog—1 1
= )X - i -pF (14 )

- <CE<T2>)””(E|X—m”)vmu-p)ﬂf( T )

Ty — 1
= a(r)(BIX — ul)".
Como r9 > 1, entonces para cualquier r > 1
E|X — p| < ofr)(BIX — pl)"".
U

La cota (4.12) es muy usada cuando la expresién exacta de E|X — p es
muy dificil de obtener o mas aun cuando no se puede calcular, y en cambio
se cuenta con una expresién mas sencilla para E|X — p|”, como es el caso
cuando r es par, y de esta manera obtener una cota para E|X — pul.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudiaron las desigualdades tipo Chebyshev, asi como sus
principales aplicaciones y algunos resultados relacionados.

La expresion general de las desigualdades tipo Chebyshev es

EIXT

ki
kr ? .,

P(IX| > k) < C*(r)

la cual, dependiendo de las condiciones sobre la variable aleatoria X, toma
distintas formas. Por ejemplo

PO~ > 1) < L, 6)
P(IX|>k) < E'f' (5.2)
PUXI> ) < . (54)

P(X]| 2 k) < (ril)Eff (5.5)

33
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4EX? 4EX? 1
P(|X{>k)€max{§—k§_,§?—g}a (5.6)

P(IX| 2 k) < (5.7)
——5, & KEg iEX®

siendo (5.1) y (5.2) las desigualdades mas conocidas.

Como es sabido, en muchos casos las desigualdades (5.1) y (5.2) no pro-
porcionan informacién respecto a la probabilidad P(|X| > k), ya que el lado
derecho de estas desigualdades resulta ser mayor o igual a 1. En este sentido,
los resultados (5.4) — (5.7) tienen mayor importancia. Es decir, como pode-
mos observar, entre més pequefia sea la constante C*(r) es mas probable que
se obtenga informacién 1til respecto a la probabilidad P(|X| > k), es decir,
obtener una mejor desigualdad tipo Chebyshev.

En este trabajo fue analizado este problema tomando como punto de
partida la pregunta ;Cudl es el mejor valor posible de una constante C*(r) =
C*(F,r) tal que
ElXT

ko’
para k > 07 Este problema fue resuelto por DasGupta (2000) bajo hipétesis
especificas sobre la distribucién de la variable aleatoria X, [ver Teorema 3.2.1]
y fue la base para el desarrollo del presente trabajo.

P(IX| > k) < C*(r)

La solucién a estos problemas se centré principalmente en analizar las
propiedades de la funcién G(z) = 2" P(|X| > z). Este mismo andlisis sirvié
para establecer otras aplicaciones, como por ejemplo, obtener cotas para
P(]X| > z) en términos de la densidad de la variable aleatoria, y para la
desviacién media absoluta de una variable aleatoria. Ademds se obtuvieron
resultados en otras dreas de las matemaéticas, como cotas para la funcién zeta
de Riemann y la serie exponencial de primos.

Por 1iltimo, los resultados de nuestro trabajo se establecieron sélo para
variables aleatorias univariadas, lo cual sigue siendo vélido para variables
aleatorias definidas como funciones de vectores aleatorios. Es decir, sea X =
(X1, X5, ..., X,,) un vector aleatorio de dimensién n y F : R* — R una
funcién arbitraria. Entonces podemos aplicar los resultados a la variable
aleatoria ¥ = F(X1, Xy, ..., X,,).
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Se pueden extender los resultados expuestos al caso de vectores aleato-
rios, pero considerando clases muy particulares de distribuciones multiva-
riadas, como por ejemplo, para las distribuciones unimodales esféricamente
simétricas. Un ejemplo de este tipo de distribuciones es la normal multiva-
riada. La forma que toman las desigualdades tipo Chebyshev, por ejemplo,
para el caso n = 2, es [ver DasGupta (2000)]:

Bl

P(IXI| > k) < G =L

k> 0.




36

CAPITULO 5. CONCLUSIONES



Bibliografia

DASGUPTA, A. (2000), Best constants in Chebyshev inequalities with
various applications, Metrika, 51, 186-201.

DOROGOVTSEV, A. Ya. (1997), Probability Theory: Collection of
Problems, Transalation of Mathematical Monographs, AMS, 163, 87.

GNEDENKO. B. V. (1963), The Theory of Probability, 2da. ed., Nueva
York: Chelsea Publishing.

HOEL, P., PORT, S. y STONE, C. (1971), Introduction to Probability
Theory, Boston: Hougthon Mifflin.

KOTZ, S. y JHONSON, N. (1982), Encyclopedia of Statistical Sciences,
Volume 1, Nueva York: Jhon Wiley & Sons.

SELLKE, T.M. y SELLKE, S.H. (1997) Chebyshev inequalities for uni-
modal distributions”, American Statistical Association, 51, 34-40.

ZALDIVAR, F. (2002), La funcion zeta de Riemann, Misceldnea
Matematica, 36, 66-67.

37



