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INTRODUCCION

En el verano de 1827, el botdnico escocé&s Robert Brown
ocupando el cargo de director de la seccidn botdnica del Museo
Britdnico, descubrié que el polen finisimo de las plantas se mo-
via ininterrumpida e irregularménte en-el agua debido a una fuer-
za desconocida. En un principio, hubo una gran confusién sobre
el origen de este movimiento, el mismo Brown intenté explicar es-
te fendmeno con cierta fuerza viva supuestamente propia de las
moléculas orgénicas; sin embargo, pronto se observé que particu-
las inorgdnicas pequeﬁaé también tenian el mismo comportamiento.
En 1877, Delsaux expresd por primera vez la idea ahora general-
mente aceptada de que el movimiento Browﬁiano se origina por los
impactos de las mol&culas sobre las particulas, punto de vista
que compartid el holandés Carbonelle (1880). La primera inves-
tigacidn precisa la realizd el francés Gouy (1880), que entre
otras cosas contribuy® junto con Carbonelle mediante cuidadosos
experimentos a aclarar que tal movimiento no dependia de facto-
res externos: adicidn de sales, tipo de polen, etc., "No depen-
de siquiera del tipo de particulas, sino unicamente de su tamafio
y, lo principal, nunca cesa'". Como nota curiosa, estas propie-
dades del movimiento Browniano fueron imaginadas y descritas de-
talladamente diecinueve siglos antes por Tito Lucrecio Caro, a
través del cual se conccieron las ideas de Demdcrito sobre la es-
tructura atdmica de la materia.

Precisamente, la importancia de este movimiento es his-
térica puesto que contribuyd a que se aceptara la teoria atdmi-

ca y molecular de la materia y la validez de la descripcidn esta-



distica; ya quea pesar de que estas teorias ya daban resultados
cuantitativamente correctos sobre el comportamiento de los gases,
no eran aceptadas del todo por no considerar factible demostrar
la existencia de tales particulas. La decisidn correspondid,
como en todas las dificultades a que se enfrenta la ciencia, al
experimento, constituyendo los estudios cuantitativos del movi-
miento Browniano la prueba experimental mds directa de la reali-
dad de los dtomos. No fue sino hasta 1905 que Albert Einsten(o)
aportd por primera vez una teoria satisfactoria sobre este movi-
miento, extendida por Smoluchowsky y cuyos trabajos pioneros se
han enriquecido durante este siglo, con contribuciones que seria
largo enumerar.

En los iltimos afios se le did cierta atencidn al pro-
blema de encontrar modelos mecanico-estadisticos para el movimien-
to Browniano; es claro que los sistemas de muchos cuerpos inter-
actuando son muy complicados y no es posible dar una ecuacidn
cindtica explicita y completa que describa su evolucidn temporal,
sin embargo, hay sistemas que en determinados limites pueden ser
tratados exactamente.

El modelo de osciladores arménicamente acoplados es
uno de los pocos modelos matemdticamente tratables y que dejan
ver ademds hechos salientés. En este tfabajo se pretende presen-
tar una linea particular seguida para este modelo, de tal manera
que gradualmente se vaya dando la coneccidén con el movimiento
Browniano. En el capitulo I se enfatiza el carédcter fenomenold-
gico y se introducen suposiciones tales que aseguran la aproxi-
macién irreversible al equilibrio, en su parte final se calculan

las correlaciones que daran pie a hacer explicitas las dificulta-



des en la ecuacidn fenomenoldgica a la que pretende llegar el
modelo. En el capitulo II, se presenta en la primera seccidn

el andlisis de la latiz uniforme y en la segunda un tratamiento
mids realista que rompe con esa uniformidad; en ambos se obtiene

a la ecuacidn de Langevin. E1 capitulo III intenta hacer plau-
sible la necesidad de pasar a una generalizacidn de la ecuacibn
de Langevin, sefialando las dificultades a que conduce &sta, en
general y en el modelo, para tiempos muy cortos y proponiendo la
forma de esta generalizacién. E1 capitulo IV hace ver las modifi-
caciones en el tratamiento del modelo al tomar en cuenta las con-
sideraciones anteriores presentando en su primera seccién, un ti-
po de interaccién no del todo realista y particular (interaccidn
préximos vecinos) pero que subraya la importancia de la diferencia
en masas de la particula Browniana y las restantes; adicionalmen-
te se interpreta brevemente el limite A/—* = . En su seccidn
segunda se complementa la descripcidén fisicamente realista pre-
sentada en el capitulo II y finalmente en la Gltima seccidén con
un tipo de interaccidn menos realista aunque general, se obtienen
resultados que encierran las ideas que trataron de promoverse has-
ta entonces. Por Gltimo en el capitulo V, se hace una breve des-
cripcidén de los hechos notables en cada caso, con sus respecti-

vas ventajas o desventajas.



CAPITULO I.- EL MOVIMIENTO BROWNIANO A TRAVES DE LA

ECUACION DE LANGEVIN.

En primer t&rmino se hard una presentacidn mids o me-
nos formal de esta ecuacidn de Langevin, que haga ver su con-
cordancia con las observaciones experimentales, para el movi-
miento Browniano de una particula en un fluido. Esto tiene
como propdsito, el que a través de un estudio simple y breve
a manera de introduccidn, nos familiaricemos con los concep-
tos mids elementales y reelevantes de la teoria y se facilite
asi la asociacidn correspondiente en conceptos que se hard al
tratar el modelo de osciladores, en donde ademds ya se supon-
drd a la ecuacién de Langevin como una ecuacién estocistica,

fenomenoldgica aceptable.

Seccién I.1.- Una ecuacién fenomenolégica para el estudio

del Movimiento Browniano.

Una particula que realiza movimiento Browniano sigue
un movimiento aparentemente irregular, cuya descripcifn en prin-
cipio, debe darse a través de las mismas ecuaciones de movimien-.
to que se utilizan para todo sistema dindmico. Por lo general,
se considera a la particula Browniana, con una masa mucho mas
grande que las que tienen las moléculas que constituyen el me-
dio con el que interacciona, lo que justifica que el estudio de

su movimiento pueda hacerse mediante la mecinica clédsica.



Un ejemplo sencillo serd capaz de ilustrarnos la teo-
ria: cbnsidere Movimiento Brbwﬁiano en una dimensién realizado
por una particula de masa M, radio a, con coordenada de centro
de masa r y con velocidad V= g% . El medio en el cual realiza
su movimiento es un fluido de viscocidad q y temperatura T.

Supdngase ademds la accifn de un campo gravitacional.

La ecuacidn de movimiento de tal particula es
Md* — F(#) (1.1)
dzz '

donde f??9 es la fuerza instantdnea sobre la particula al tiem-
po ZL.

Ademds de b , existen otros grados de libertad que
se podrian tratar de considerar, como serfian los que describen
el movimiento interno de los constituyentes de la particula ma-
croscépica y aquéllos que describen el movimiento de las molé-
culas del iiquido que la rodean; pero es claro que hacer una
descripcidn detallada tomando en cuenta estos otros grados de
libertad resulta practicamente imposible. Asi que se considera
a la particula macroscépica como un todo, ignorando su estruc-
tura interna y ademids a todas las otras moléculas, como constitu-
yendo un bafic térmico a determinada temperatura-Y—. Su interac-
cidén con la particula se agrupa en una fuerza neta ﬁ; que va
a depender del estado del sistema, por ejemplo de las posiciones
de todas las moléculas relativas a la particula Browniana, al
tiempo . pe este modo, si se supiera la dependencia de j;;

en £ para algln estade inicial particular del sistema ><;=,

caracterizado por el conjunto de todas las coordenadas y momen-



tos al tiempo Zi:o » se podria resolver en principio, la ecua-
cidén de movimiento de la partfcula Browniana exactamente, pero
ya deciamos antes que esto es prédcticamente imposible de hacer
Y por lo tanto, hay que expresar la dependencia de ﬁi en ZL
solo de una manera aproximada, lo que conduce pues a una tecria
especial para el movimiento Browniano.

De este modo, la fuerza /réf) que act@ia sobre la par-
ticula Browniana, tiene dos partes distintas: wuna es la fuerza
ﬁﬂa ejercida sobre la masa f4 por el campo gravitacional, o
eén general, una serid la fuerza 5”?2) » ejercida por alglin cam-
po exterior y la otra es la fuerza /E; , debida a la interac-

cidén de la particula con el medio que la rodea
Fld) = bnl2) » F(2) (1.2)

Debido a su origen, el tiempo con el que varia Azé?) debe ser
del orden de la separacidn intermolecular media dividida per 1la
velocidad molecular media.

En la teoria fenomenolégica se usan observaciones ex-
perimentales para llegar a una aproximacién de /E;. Supdngase
que el sistema (particula'y medio) estd en el instante inicial
L=e en cierto estado }(; , enseguida, se observa el movi-
miento de la particula obteniéndose su posicidn al instante f‘ 5
como funcién del estado inicial )(o: i"(Zi }(p) - Luego, se es-
coge otro estado inicial ><o Yy se repite el experimento obtenie-
do otra h(t):(,) y asl sucesivamente. Por ejemplo, si se

estd tratando de describir 1la trayectoria que sigue una particu-



la al ir cayendo a través de un fluido por la accién de la gra-
vedad, de las observaciones experimentales se sabe que la posi-
cidn vertical promedio de la particula obedece la ecuacidn de

movimiento

Mdii-—%di-+M; (1.3)
Atz — df

con gran precisién.
Y entonces la fuerza promedio }T(t} segun (I.2)
tiene a 7)?(«’5).: M; , indicando que E-(Zl') es una fuerza

friccional proporcional a la velocidad

)= -Fdp (1.4)
dz

donde el coeficiente de friccidn f , estaria dado por la ley

de Stokes

f=erya (I.5)

Siende la particula Browniana pesada, los resultados
experimentales individuales "(Z}){e> no se desvian aprecia-
blemente del promedio r(z) » 0 sea que la dispersidn es ma-
croscBpicamente insignificante, pero si la particula Browniana
es suficientemente ligera, por ejemplo, una particula de polvo
en la %{mésfera a un grano de polen en el agua, el movimiento
r-(f;?%l) de la particula se ohserva errdtico, aunque el
movimiento promedio siga ohedeciendo (I.3) pero ahora con una

dispersibn muy grande. Todas estas observaciones nos hacen pen-



sar que la fuerza real ﬁa no se aleja apreciablemente de la

fuerza promedio /E; , de manera que podemos hacer

A= B+ A4 X0) (1.6)

siendo /q(fj.Xe) la desviacién de la fuerza real de la
fuerza promedio. Del experimento se sabe que fi(f) depende
en el tiempo de un modo aparentemente aleatorio y por su ori-
gen, es claro que su periodo de fluctuacién es del orden del
tiempo entre los choques sucesivos de la particula Browniana
con las moléculas del fluido, el cuil en un liquido generalmen-

te es del orden de 10 2!

segundos; ademids si la particula es muy
pesada, esto es masa muy grande, el experimento muestra también
que el valor de /q(f) es muy pequefio, lo cual quiere decir que
en esas condiciones, su influencia sobre la trayectoria de la par-
ticula es casi nula,

Tebricamente también debe esperarse una cosa asi, de

acuerdo con (IL.1}.

Ft) + F(2) ’ (1.7)

m dv
dt

Y puesto que Ai es una funcién de fluctuacién rdpida en el
tiempo, entonces la velocidad V también fluctfia con el tiem-
po. De la superposicién de estas fluctuaciones se tiene que la
dependencia de la velocidad en f- puede presentar una tenden-
cia de variaci6n lenta, pudiéndosele dividir entonces, al consi-
derar un conjunto promedio, en una parte de variacién lenta V.

y en otra de fluctuacidn muy rdpida V' , aunque la rapidez en fluc



tuacidn de esta Gltima no es tan grande como la de la fuerza
44 (t) , menos aln si la particula Browniana tiene una masa muy

grande. Asi que
V=V + V' (1.8)

Considere ahora un tiempo Z muy pequefic macroscépicamente
pero muy grande comparado con el tiempo de variacién &% carac-
teristico de /g:(f) al que llamaremos tiempo de correlacidn
y que mide el intervalo de tiempo medio entre dos midximos o dos
minimos sucesivos de f£1(f7 . Supdngase que la fuerza exter-
na ;E[fJ varia lo suficientemente lento para tomarla pricti-

camente constante en el tiempo &£ , asi integrando (I.7)

Irz

mlvitre)-y@)]= £tz - A 5l o 2 (1.9)

Intentamos hacer mds plausible la expresidn (I.6) para
la fuer:za /5; . Si en este punto solo se tomara en cuenta la
extrema pequefiez en el tiempo con el que varia /E:(f) y ya
que en un medio homogéneo al no haber direccién de preferencia en
el espacio, seria con tanta frecuencia positiva como negativa,
uno podria sentirse tentado a tomar como nula la integral en el
miembro de la derecha de (I1.9). En tales condiciones se tendria
que la parte da variacidén lenta del proceso dependeria solo de

la fuerza externa

L (1.10)
d# b



pero esta ecuacidn no nos di una descripci8n realista del pro-
blema, en el sentido de que si se tiene una fuerza exterior

5r7= O , no seria capaz de describir la tendencia de la velo-
cidad promedio V en el caso de tenerla inicialmente fuera de
equilibrio V 7 O , a su valor final de equilibrio VY =O

lo cual, claro estd, deberfa ocurrir puesto que la interaccidn
con el medio expresada por Aa [f) , debe ser tal que tienda
a restaurar a la partfcula a la situaci®n de equilibrio. Lo

que sucede es que al anular la integral en (I.9) se estf pasando
alto el hecho de que la fuerza /ei tambi&n debe verse influi-
da por el movimiento mismo de la particula, por lo que debe ha-
ber en ella una parte de variaci8n lenta, anflogamente como con
la velocigad y de ahf la expresidn (I.6) para la fuerza /;;,
donde Ai serfa la parte de variaciBn lenta y /\ la parte de
fluctuaci®dn ripida, que en promedio se anularfa, RecuBrdese que
la fuerza E‘. sB6lo es posible conocerla de una manera aproxie
mada; por lo que acabamos de ver, /;1 debe ser una funcibn

de V y tal que ﬁ: (\7) = O para su valor de equilibrio
V=0 . Tomando como lineal la respuesta del sistema a la
perturbaci®Bn, puede hacerse un desarrollo de Ve:v(?J en
serie de potencia de 2 pequefia, conservando s8lo el t&rmino

lineal en

/:::(\7):—7(\? Er. 471

de acuerdo con el experimento ec, (I.4), donde ;‘ es una cons=
tante positiva identificada como el coeficiente de friccidm,

Note que a pesar de que hasta ahora no es posible dar

por



el valor real de ‘le » se puede pensar que de alguna manera de=
be ser expresable como funciBn de /5. puesto que al igual
que &sta, la fuerza restauradora tambi&n depende de las interac-
ciones de la partfcula con el medio, es decir, ambas provienen
del mismo origen, mis tarde se dirf un poco mis sobre esto.

Con lo que se ha dicho, la parte de variaciBn lenta

del proceso serta

Mdi_ ¥ - ¥v (1.12)
dit

y tomando en cuenta la parte de variaci®n rfpida

M(gzmz w Pkl # A CE13)
d At

Ya que ‘FV’ es insignificante junto al t8rmino de fluctuaciBn

predominante A » puede hacerse ‘FF"’ '?CV para tener asi
—7
Ma{l’:'f—-{’v + A(2) (1.14)
dz

queé no es otra que la llamada ecuacifn de Langevin.

Para una partfcula libre la ecuacifn de Langevin es:
M_Gilf_:-fv—f Alz) (I.15)
ot

SecciBn I,2,~ La fuerza Aleatoria A (£) y la Ecuacibn de Langevin,

Vemos que la ecuaci®n de Langevin contiene ademis de

la accifn del campo externo, la influencia del medio que se mae



nifiesta a trav8s de dos clases de efecto: una que es la parte
sistemftica -fv , que representa una friccifn dinimica expe-
rimentada por la particula y la causante de que la energia aso=
ciada a b , se disipe en los otros grados de libertad de 1las
mol&culas y otra que es la parte aleatoria f‘(fJ responsa=
ble de que la particula mantenga su movimiento irregular ince=
sante. Pero, iqud tanto se ha dicho de la fuerza aleatoria
!4(?7 ?, primero, resulta evidente dada la forma en que se lle=-
g8 a la ecuacifn de Langevin, que se supuso a /4(f) como in=-
dependiente de la velocidad V  de la particula y por otra par-
te se supuso explfcitamente que /q(t) varia extremadamente
rdpido comparada con las variaciomes de V . Esta dltima supo-
sicifn es importante, ya que asegura la existencia de interva=
los de tiempo de duracidn Z}z' tales que durante ellos las
variaciones en la velocidad V que se esperan SOn muy peque-
fias mientras que las variaciones en la fuerza fluctuante /Aff)
en ese mismo intervalo son muy intensas, o en otras palabras,
A(ZL) Y A (ZL‘J"Af') no presentan ninguna correlacifn aun=
que V(f‘) y V(Z" +AZL) se espere que difieran muy poco.
Por dltimo recuBrdese que de las observaciones experimentales
se dedujo el carfcter aleatorio de f%(fj cuyo valor fue muy
pequefio para una masa de la particula mﬁy grande,

Asf pues, dos son las suposiciones bdsicas que se ha=
cen en la Teoria Clisica del Movimiento Browniano(1) para la
fuerza aleatoria A:

(a) /q (f‘) es una variable puramente aleatoria y Gaussiana,

que cumple con

A(t)> =0 (1.16)
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< > denota el promedio sobre un ensamble de partf=
culas, constituido por un gran nfimero de parti=-
culas similares pero independientes, con determinadas
condiciones iniciales que definen al ensamble.
(b) E1 tiempo de correlacibn de /\(t) es infinitamente cor=-

to, su funcibn de autocorrelaci®n tiene la forma

CAAW) )= 277G §(4-4) (1.17)

donde Cgi es algun coeficiente por determinar.

La funciBn delta que interviene en la suposiciﬁn b)),
tiene como funcifn asegurar que esencialmente no deberfa haber
correlaciBn en /1(5) sobre tiempos de orden mayor que un deter-
minado tiempo caracteristico del sistema, de orden extremadamente
pequeflo, que a escala macroscBpica podrfa ser el tiempo de re=
lajaci8n friccional __Fﬁ'i. 5

Aquf cabe hacer una observacifn, interesante pues tene
drd que ver despu8s con el anflisis en el modelo de osciladores
y es el hecho de que ambas subosiciones estdn inspiradas en la
consideracidn de una masa muy grande para la partfcula Brownia=
na, comparada &sta con la masa de las molBculas con las que ine
teracciona. Ya que en tales condiciones, el movimiento de la
particula Browniana, serfa ﬁor asf decirlo, el resultado de un
gran nimero de choques que es la condicidn para que el Teorema
del Lfmite Central funcione, lo cual hace por un lado razonable
la suposici®n Gaussiana para A(ZL) , ¥ al mismo tiempo, al
ser mis masiva la partfcula de intergs, su movimiento es mis len=-
to, acentuindose asf la separacifn entre el tiempo molecular y

la escala caracterfstica del movimiento Browniano; siendo el
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primero mucho mis pequefio que el segundo, y en virtud de que
como ya se vib, 1la correlaci8n entre impactos sucesivos subsis~
te solamente para el tiempo =" , caracteristico del movimiento
molecular, se justifica tambi€n la suposicidn (b).

Calcular la constante que interviene en la expresibn
‘(I.17)es fdcil, para ello resolvemos la ecuacidn de Langevin
para la velocidad V de la partfcula, Esta ecuaciBn es de la

forma

Y +ay= b(2) (1.18)

cuya solucifn general es

£ .
;/ZL): é”tf e L () dx + }Cz‘o)e 5 (1.19)

asf que si ejemplificamos el campo externo con el gravitacional

tendremos que

f-
ik s f f-tr
v(¢)= v(e)C "t+ e%fof" {jf-’i;,,i’)) dZ (1,20)

que puede ponerse en la forma

1 ‘ =5 l 7 4 -FZ-4)
v(t) = VCO)B#.-# Ma/s (1-€ "t)+ ﬁ‘j: dLA)E™ (1.

De aquf puede verse que la velocidad de la particula
esta constituida por tres tdrminos, el primero de ellos dg el
decaimiento de esta velocidad a fartir de su valor inicial
debido a la friccidn; el segundo té&rmino ﬁroporciona el valor

terminal al que tiende la velocidad de la particula,independien-~
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temente de su valor inicial y por Gltimo el tercer término re--
presenta el efecto neto de la fuerza fluctuante.

Nétese que para una partficula libre solo se tendria

-_£(t %)

r(f)—vzo)e"'+_z_f4 ALY rran

siendo esta la situacidn, tomemos el limite de tiempos muy gran-

des para:
-£(¢-2) .f_(t 1)

Mo < £ mV2D = ,Z-~ i a/f,a/z‘lé’ E" <AL

F g Zse M
(L.25)

y si introducimos aqui la suposicidn (I1.17)

f. t-t-2)
’fw<‘~hva> ﬂ«- _2_,,-6,, ﬂdz‘.am . rf(f' 3'1 (I.24)

integrando mediante la funci®n delta

—f_ at-24:)
/ZWGL:W*} Z«m__?_‘@._fdz, ( (1.25)

ohteniendo finalmente al efectuar el 1limite en el miembro dere-

cho

/z{&l’v<f/’w¢>= 77 Ga (1.26)
- o0 .247

Pero es claro que para tales tiempos el sistema debe
estar en equilibrio térmico y la energia cinftica debe tener el

valor correspondiente al teorema de equiparticidn de la energia

éT/Z: donde es la constante de Boltzmann. Por lo que
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segun (I1.26):

Gy _ AT =% G, - £TF (1.27)
2f 2, E/ '
Y la funcién de correlacidén para la fuerza aleatoria

es entonces, de acuerdo a (I.17)

SAGNAR)>Y =2 T F(2-22) (1.28)

En realidad puesto que la variacidn en A(f) es alta-
mente irregular, si tomamos un conjunto de muchos sistemas for-
mados cada uno de €llos por una particula y el medio que la ro-

dea, tendriamos una situacidén como la que muestra la Fig. I.T.

Aﬂ)4
' L A
s
Zema, 1 \IMV/"L\/{J\“\\}JWTJ \jA‘VnVA
\ :
|
A1 I
' }
|
Eatens, Lol A Bt feu rr AT s O
AVARY) Sl ~ e I1 £ N
| !
S i e g ER s s 'T__'"I—_'/\«—"__'
AL) : | |
| |
} (]
& 5 A et TAN Y
wlema. g ) Aj\){ :\J ¥ e >
i i
Z Za

Fig.I.1.- Conjunto de sistemas mostrando la fuerza

aleatoria f%(t) que actfia sobre la particula.
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donde JAf(f) es la fuerza correspondiente en el sistema L del
conjunto en funcidén del tiempo. Se ve pues que fijando dos ins-
tantes j} y Zi » para que exista correlacidén en la fuerza fluc-
tuante para estos instantes, la diferencia de ambos debe ser ex-
tremadamente pequefia con relacidn a un tiempo macroscOpico y de
ahi que tal correlacién se tome proporcional a 15 funcibn delta.
La intervencidn de la funcidn delta en la correlacidn
de la fuerza aleatoria nos diria entonces que no hay correlacién
entre los valores de la fuerza fluctuante para instantes dife-
rentes, pero mas bien se intenta que represente una funcién de
drea unitaria, mdximo muy grande (pero finito) y anchura muy pe-
quefia, siendo tan solo importante para lo que se ha hecho, que
no haya correlacidn para 14(2) sobre tiempos del orden del
tiempo de relajacidén friccional, ya que como se ve en el inte-

grando de (I.24), el factor exponencial que interviene en éste,

solo varia apreciablemente sobre tiempos de ese orden.
4

CA(B)A()) = Cfs)

TSI &y

Z= M
.F

; zS=ti-1)
—z
|

Fig. I.2.- Correlaci6n de la fuerza AIeatnria.A(fJ.
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Una vez-que el problema se ha definido completamente
mediante las suposiciones estadisticas (I.16), (I.17}, es ihte-
resante ver a qué tipo de resultados puede llegarse con estas
bases. Daremos las expresiones para la dispersién cuadrdtica
media en la posicidn <AP*>  asi como las correspondientes
para la posicién cuadrédtica media a tiempos largos y cortos,
finalizando con ciertas correlaciones que serdn importantes en
el andlisis que se hard posteriormente. Los promedios de con-
junto se designardn indistintamente por corchetes angulares o

barras.

Seccién I1.3.- Dispersién Cuadrdtica Media de la posicidn

y posicién cuadrdtica media.

Es ficil ver que la solucidn a la ecuacidn diferen-

cial (I.3) para P estd dada por:

| T e
F[f):_&f__f+ﬂle" .—IEiF: + Q, £E.29)
f ' ¥ : ‘ :

donde G- y @i son constantes determinadas por las condiciones

iniciales
G;f(’z:(_f_})bz, ' : (1.30)
Ce = .!1.72’ — Myvlo) T
= (37 - g =
asi que:

F(ﬂ:ﬂ?_[ji’-r(vh)-%j_) (/-e'f"*)] (1.32)
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Ahora la posicidén en funcién del tiempo puede encon-.

trarse integrando (I.22)

rlt)= fE"‘ Vio)l#! +__j_f (1 ek’ )4i’+_Ljdtfa{z, %(t r'A(f-)

dando como resultado

)= F(E) g 4 fdz‘AU.)(/ E"g-( ) (1.33)
y de aqui

_f'(“' ) (1.34)

r-r ::_._j\ o(ZL A(Zl

por lo que

LAy = 1 J it j Ity (:~ RO (L e R Amae)

que de acuerdo con (I.28)

e, U
(Ar(t)'?_.szf 8 (- 559) (1- e"‘”’J

finalmente efectuando la integral
-sz
AP(Hy - 24T £ z }"M (! 6"‘ )+ .féTf‘J_(f ) (1.35)
f
Para tiempos muy grandes {2 >> M/lc)

<m{t§t> . ._;%z + ..Q_E_‘ (,z;)
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es decir

CAP()*D>~ 2‘%7* r (1.36)

y si F se comporta de acuerdo a ley de Stockes (I.5)

CArR)Y> . AT T (1.37)
37?@
las observaciones experimentales de esta dispersidén cuadréitica
media <(Y"'F')L> permitieron a Perrin determinar la constan-
te de Boltzman ﬂé y sabiendo la constante de los gases 2 .
determinar el nimero de Avogadro /b; 5

De (I.33) se tiene que

=L 5 2 = : ‘é -
P(2) :%{}‘t +(v(a)—ﬂfi)(;—f%t)[(v(u)-ﬂfz_) (/—.e t)+ 231‘}}

(1.38)
en el caso de no tener fuerzas externas
el e : -£ 212
F2)*= M” Vee)* (/*6” ) (1.39)
£x |

¥ puesto que

Lrrp ~ Gt o Tyl (1.40)

de (1.35)

; . 2 clff
<rey o M vier (- 670 4 24T £ vy, (1-E%%),
;1 F 2
—2f
,.,k_gz(z—é‘ﬁ"f)

(I:41)
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en ausencia de campo externo.
En tal caso veremos por filtimo, a qué se llega para

tiempos muy cortos y para tiempos muy largos con respecto a

M/f

A tiempos muy cortos (t<< M/{') :
2
(I—-e"ét)"’(/-ﬁ‘z‘f}fmfaf---‘) (1.42)

que al aplicarla a (I.41), tomando en cuenta soloc los té&rminos

de orden mis bajo produce
P> = Vo) b 2Y Zeelt (1.43)

es decir, para tiempos muy cortos la particula se comporta como
si obedeciera un movimiento uniforme con velocidad
Mientras que a tiempos largos (f'.)) /’f/zt) se obtiene

nuevamente la relacidn de Einstein
€ P Do BAT T (1.44)
}C”

y con la ley de Stokes

P AT T (I.45)
~3zﬂfau
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Seccidn 1.4.- Algunas Correlaciones de Interés.

En esta seccibn veremos algunas correlaciones que nos
serdn de utilidad después, tomando en cuenta sélo la forma cli-
sica de la ecuacién de Langevin y las suposiciones estadisticas
introducidas para definir completamente el problema.

Considérese la ecuacidn de Langevin para una particula
Libre, ec.(1.15); ya se vib que tiene como solucién la expresidn

(I:271}):
- £ -1£ (-2,)
V(¢)=vyio) €7 4 _MLf‘l/t, e A 42,

de acuerdo con esto, la correlacidn correspondiente a la velo-

cidad es:

agte 5 ' f_(m.
Svlto)vitett))= <wo)'~>€2 6" +e 6” /e{f dt € <A )AR))
(1.46)

con <V(°)A(f,)> = 0.

La correlacidén de la fuerza aleatoria que aparece aqui,
estd dada seglin la suposicién (b) por la relacién (I.17). Sin
embargo, para lo que se hard enseguida y en base a las observa-
ciones hechas al finalizar la seccidn I.1 sobre ella, vamos a
modificarla un poco, aunque esencialmente continuarid siendo 1la
misma.

Supdngase

ARVAlRD> =+ (4-4,) (1.47)
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donde 4’(7‘) es una funcidn con un miximo muy agudo para X=o0 (Fig.I.2).

De manera que introduciendo (I.47) en 1.46)

2 NTet?
_Q;Ei_. -_F_f‘_io -f.(l'!‘oa‘t)‘/‘ f ; %(f:*ti') y
vty (tort)p = Ly @1 TET + €7 ) HE" Pl
M-‘b

(1.48)

Hacemos ahora el cambio de variable
x=d'+2, ]:-z‘,‘ﬂ‘, (1.49)

Cuyo Jacobiano es

S At A (1.50)
asi que o/ C/; =244 44 (1.51)

El dominio de integracidn para las variables origina-

les y las nuevas, estid dado en la Fig. 1.3

fé it

o

Zor? d @
ta' £

. G TL
bt

Fig. 1.3.- Dominio de Integracidn para <V[f°)lf(t.+t)>{i) Variables f’;
f,' ;s (1i) Variables X’J s
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Obteniéndose asi

22, s
bk Bt -%catm)‘f £x f
W DY =<yry E R E7 1w €7 S ET A ) Ty
M= (1.52)

obsérvese que los limites de integracidn estdn ligeramente mo-
dificados: primero, con respecto a 7 las hemos extendido a
790 y =—eo ep virtud de nuestra suposicidén sobre '%(7) en
el sentido de que es una funcidn rapidamente decreciente y en

XA se tomo en cuenta solo el intervalo ( ©, zi,) por la misma
razdn, ya que contribuyendo significativamente 7%7) a la inte-
gral solo muy cerca de ;==O , esto nos permite tomar tal in-
tervalo, como puede verse en la Fig. I.3 (ii).

Sea

= :f %(;)47 (I.53)

entonces la correlacidén de velocidades pasa a

- £ (2t+2)
M

-%i‘
VWt >e 50 E7 # [kvo>.5_) E (1.50)
2mF amF

Note que para un mismo instante, seglin esta expresidn,

la autocorrelacidn de velocidades es:

-282
YRS 5 3 (<w°)=;>__s,_ @ i (1.55)
<ME WMF

y como nuevamente para tiempos grandes , GRS , este valor de-

be ser compatible con el valor de equiparticidén, esto nos per-

mite determinar el valor de la integral (I.53), asi



por lo que:
V) V(ttt)y= AT €7
M

y tomando

il

+ (<V£0l1>— &I) e
M

<w°)*>; LT
M

se tiene que

V) Vitett) ) - kT 62_
M

-f (ate+?)

L g

M
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(I.56)

(1.57)

(I.58)

(1.59)

(1.60)

1o cual nos dice que el proceso es estacionario, puesto que no

depende del tiempo Z;

Para Z=0 se tiene de (I.60):

<Vio)y = AT
M

61

Debe observarse que, para llegara la relacidén (I.60),

ha sido fundamental el comportamiento caracteristico aproximado

para la autocorrelacidn de la fuerza aleatoria:

Por iltimo veremos la correlacidn entre la velocidad

y la aceleracién Svlts) V(Zo+2)D

cidén de Langevin (I.15):

(’(Z’B')’i):—___f__ V('left) + A (to+£‘)
M M

Segun la propia ecua-

(1..62)
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de acuerdo a su solucidn (I.21)¢

V(. +t)- _E.v(z*o+f)+ (1;+t (1.63)

<vlt) V(tet?) Y = __JI_ & & °<vioJ v(tett)D - JF e IE% AR V1t Ds

+e" TV ALY I ; e f e" % A )Alirt D dt,

(1.64)

Nuevamente conviniendo que :

SVItIARDY =0 s £ <22 (1.65)

el tercer término en la derecha se anula.

Seglin el intervalo de integracidn que aparece en
[ T ZL: corre de 0O a fp , de manera que es claro que

Z—' < Zs ""Z_ es conveniente entonces averiguar algo de la

correlacidn <A(ZL:) V/Z'Off'}> . De (I.21) valuada en o+

AR v Eit)>= €7 LAV + €7 ol o <A(1‘.)A(z‘.>

- E (tett) t+t)j~f°*t L
M o

(I.66)
y de acuerdo con (I.65)

n'fi) £o+

KAl vitott) )= Q At 6” <Afi VA(Z))  (1.em

o
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lo cual hace que (I.65) pase a: —f_(:_torﬂ f-j e*'t_{_(t.ft*

& vite) Vidat ) _ -_£ e Mt°<\/(0)v(iu+t}>-__ﬁ_t PR

4+ 1 éj——{ug eM ‘<A(-tl)A(to+i.)> CH.'
. 1 (1.68)

Pero de acuerdo con (I1.47)

f’iffn‘tlj‘ Cs J*"“ EEE i) A — F<vtta)vfta+t3> +

-_.E.{_?.Lo'ft} !
4 £ Syppits E M (1.69)
M

que hace que (I1.68) se reduzca a

Q) VEAt)) -~ vt v (D)) + .r en JGf M)At (1.70)
M

Analicemos la integral que aqui aparece, de (I1.48)

.C-_%fré%tOMt)A(mf))cft:Leﬁ R et
M Y, | 4
por lo que se ha supuesto sobre ‘#(i’) , esta funcidén contribu-
ye significativamente a la integral cuando su argumento se anula,
lo que aqui corresponde a f = ZLo-rZL pero como puede ver-
se del intervalo de integracidn en (I.71), Zﬁ solo toma valo-
res en el intervalo (0, f;) , lo que implica que para tomar en
cuenta una posible contribucidn de tal término hay que restrin
girse a ZI/ cerca de & y con ZL-"-O

De manera que podemos afirmar que para un tiempo ZL
suficientemente grande, aungue todavia pequefio a escala macroscd-

pica:
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vttt £ v@ViEt)> (1.72)
M
o por (I.60)

_ o
<vltk) V(t»+z‘)>:_(_’f4_) _}ﬁqr enr (1.73)

Hasta aqui, nos conformaremos con la presentacidn de
estas correlaciones y volveremos sobre ellas ya particularmente
para el modelo causal que se tratari a la hora de intentar pa-
sar a una-descripcién mds completa, donde se tratarid de enfa-
ti;ar las limitaciones de la ecuacifn de Langevin en su forma

ordinaria para la descripcidén del movimiento Browniano.
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CAPITULO II.- EL MODELO DE OSCILADORES ARMONICAMENTE

' ACOPLADOS Y EL MOVIMIENTO BROWNIANO.

_'Aqui se tratarid de llegar a un conocimiento del mo-
vimiento Browniano a través de hn modelo mecinico simple, una
cadena de osciladores arménicaﬁente acoplados, en donde un ele-
mento de la misma exhibird en los limites apropiados movimiento.
Browniano, como consecuencia de su interaccifén con el resfo de
la cadena que representa al bafio térmico. .

El tratamiento es_muy sencillo, supbngase que se tie-
nen 2A'+/ particulas que interaccionan entre si mediante fuer-
zas armdnicas, se resuelven las ecuaciones de movimiento bara
cada una de ellas expresando sus coordenadas y momentos al tiem-
po ZL , en funcién de las coof@enadas y momentos iniciales; el
finico elemento estadistico, no mecdnico, que se introduce, es la
suposicidén estadistica de que dichas coordenadas y momentos ini-
ciales estédn distribuidos de acuerdo a la distribucidn caqénica
y finalmente a partir de &sta se puede ver que las coordenadas y
momentos al tiempo f' representan un proceso estocdstico, que
para la particula Browniana debe.ser el adecuado.

En vista de que el movimiento Browniano puede tratarse
experimentalﬁente y como ya vimos cuanta con una teoria fenome-
nolégica aceptable, es posible tener una idea acerca de lo que
se espera obtener del modelo: debe dar una descripcidn en tér-
minos de la cual el proceso estocdstico sea Markoffiano involu?
crando un niimero pequefio de las variables posibles para descri-

bir al sistema, es decir, debe obtenerse como ecuacidn de movi-
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miento a la ecuacidn de Langevin.

Ahora, ;qué es un proceso de Markoff?, en lo que nos
ocupa, si pensamos que el curso de una particula Browniana de-
pende solamente de los valores instantdneos de sus pardmetros
fisicos y es enteramente independiente de su historia previa,
estamos pensando en un proceso de Markoff. En la teoria general
de probabilidad un proceso estocidstico que tenga esta caracte-
ristica, que lo que sucede en un instante dado de tiempo f’ de-
pende solamente del estado del sistema al tiempo _f— , se dice
que es un proceso de Markoff. Formalmente se puede decir que es
aquél en el que la probabilidad condicional de que * , varia-
ble aleatoria, se encuentre en el intervalo (x*q Antdxa) al
tiempo Zn , dado que X es igual a Xy Xa,...,Xx- en los

tiempos [r, ILAI.....) f‘,” donde (ti<tac....< ZL!!~:< ZLM-) depende ade-

mis de anh, solamente del valor X en el tiempo anterior {y-,:

V‘/()l.f.J ;la.?t:.' —" Xnes i.n-a j thn) = Wz, (x»-,?;-.'l xw‘tﬂ-) (11.1)

Seccidn 11.1.- Tratamiento de Ford, Kac y Mazur.

En esta secciéﬁ se desarrolla‘la formulacién-presen—
tada en el trabajo de Ford, et al.(z), que tomarid como basé el
andlisis que se hard con osciladores. Ya se vid en el Cap.I
que la ecuacidn de Langevin para una particula Browniana de ma-
sa M y sobre la cual actua una fuerza exterior 5? estd dada

por:

F:_£P+A(f)+? (11.2)
M
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donde F:Mi es el momento de la particula Browniana, 'F es
la constante de friccidn y /4[?) es la fuerza aleatoria debida
al bafio térmico, sobre esta filtima se tenia que era un proceso
puramente aleatorio, del que se suponia que era Gaussiano y
cumplia con (I.16) y (1.17)

De acuerdo con lo gque se dijo fundamentalmente se ha-
ce lo siguiente:

1) Discutir la dinfmica de un sistema de osciladores con
ﬁn acoplamiento arbitrario.

2) Demostrar que hay un acoplamiento para el cual en el
1imite de una cadena infinita, el proceso estocdstico
es Markoffiano (no tiene "memoria').

3) Tomar la cadena de osciladores con tal acoplamiento
como el bafio térmico, para derivar la ecuacidn de Lan-

gevin para una particula Browniana.

(1).- Dindmica de un Sistema de Osciladores Acoplados.

El Hamiltoniano de un sistema de Z2WA#/ osciladores

armonicamente acoplados, todos con una masa igual P1=1 5 (B8

N N
H:‘_‘i“i F1_z, # e 2 %KM g, (11.3)
=N =¥
donde ?; y }? son la coordenada y momento respectivamente del
j-ésimo oscilador y la matriz ts , cuyos elementos son #<i;
es una matriz simétrica (2““1) X (2w#1) que nos caracteriza

las interacciones entre los osciladores; su caridcter simétrico

se debe a 1a consideracién de que la interaccidn del oscilador
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-N con el -N#/ es igual a la del -N#/ con el ~N vy asi
sucesivamente para cada par considerado. Se supone ademds que
dicha matriz no tiene valores propios negativos, para que el mo-
vimiento resulta estable correspondiendo a la condicidn de que
la energia potencial sea minima en el equilibrio(s).

De ec.(II.3) las ecuaciones de movimiento escritas en
notacidn matricial son:

g'_:P 7 F:'Kp? (I1.4)

La solucidén formal de estas ecuaciones, Se obtiene
facilmente

2(¢)= m(,lgif)-_;(o)ﬂ_k"im (kt1)pto)

(11.5)
¥ (¢)= -__/SL‘M (K%t)'?—[o) # Caa (g‘iz‘)'f?[o)'

donde

= - - 2n1!
m/( 5 g é_ i "Z“" _/{éf;é(—r) Kt an.e
= () < ()]
Introduzcamos ahora la Gnica suposicidn de naturaleza
estadistica que se hace. Sea

wte . A R)
D(f/*’J)frO)):(f‘f' (et K)* c (11.7)

1a distribucin candnica, de acuerdo con la cual se distribuyen

las coordenadas y momentos iniciales ?IOJ y }9(0) conside-

rando que el sistema estd en equilibrio a la temperatura o

-1
donde /9: (ﬁ 7) y (‘{ltf) es el determinante de la ma-
triz ts .
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Supbéngase ademds que para el tiempo que se estd con- .
siderando, E no tiene valores propios nulos, ya que esto im-
plicaria M_/S: © 1o que anularia nuestra distribucidn.

Por definicidn, es claro que el valor esperado o va-
lor de espectacidn de cualquier funcidn F(ffo),f(t))) esti

dado entonces por:

<F>= f fa{{ (o) ... J; (o) dpfol ----- a{p(o) F(?(a) f’(ﬂ)) D(?(ﬂ) F!ﬂ))

(11.:8)
Vamos a ver ahora, que implicaciones tiene 1a distri-
bucién candnica supuesta sobre las soluciones a las ecuaciones
de movimiento dadas, ec.(II.5). Tal distribucién es una Gaus-
siana, para la que puede probarse(d’) el siguiente toerema£
Teorema.- Sean las variables Xy Koayoney Xow distri-

buidas de acuerdo a

-.‘K.l.
W(X.- N Xw) 77— 623’.
(irr_)"‘
y sean 3’;;. z‘_ (I_é%),s combinaciones lineales de las He

5‘1‘. é_&z‘l X<, 4z, 2,.....,5 donde las G4 son constantes,
‘5‘1
entonces las ;& estarin distribuidas de acuerdo a la distri-

s 7 2 : 5 =
bucibén gaussiana S -dimensional: | 5

Pl - 3-*): / E. i

(2m)¥2 B%

Bactale

siendo Bu_ el cofactor del elemento 17“_ en la matriz l);,_L

donde
2 a"(s a’ls <7L ZL o

y B es el determinante de la matriz bk!. -
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Puesto que las coordenadas ?(0) y momentos P(O)
iniciales se distribuyen de acuerdo a ié distribucidn Gau;siana
supuesta y ya que, segun ecs(II.5), las coordenadas ?(fJ y
momentos f)(f) al tiempo f' , estdn dadas a travésnde una
relacién lineal con ellas, por el teorema anterior concluimos
que las soluciones a la ecuaciones de movimiento nos represen-
tan un proceso Gaussiano. Ademds el teorema de Liouville de la
Mecénica(s) nos dice que la densidad de sistemas en el entorno
de cierto sistema dado en el espacio de fases es constante en el

transcurso del tiempo, entonces:
D(g),p) = D(300), p(®) (11.9)

el proceso es entonces, Gaussiano y estacionario.
Para un proceso Gaussiano estacionario, se sabe que
sus propiedades estdn completamente determinadas por las fun-

ciones de correlacidén de las siguientes parejas. (Apéndice A):
<F1'(io)&(to+t)>=,lu.T n@mki’fllgk (11.10a)
<308 B Ctor 2 = AT Kk 21l (1. 108)

L) g ()= AT UK oo KT, (I11.10¢)

donde [lK"iL_ denota el elemento é-ﬂ. de la matriz E& -
S5i t& tiene valores propios cero, su inversa que apa-

rece en (I1.10a) no existe.



32

Considérese un simple oscilador, por ejemplo el cero,

la autocorrelacién de su momento es:
Bt Bt D)) = AT |lersk £1 1, (I1.11)

No debe olvidarse que se pretendia que el proceso es-
tocidstico fuese Markoffiano, para tomar en cuenta esto, nos au-
xiliamos de otro teorema(6), lo que conducird a cierta condicién
sobre lé matriz de interaccidn para que tal requisito se cumpla.

Teorema de Doob.- Sea u(t) (~eo<t<-) una familia
de variables aleatorias de un pardmetro, que determinan un pro-
ceso estocdstico con las siguientes propiedades:

1. El1 proceso es temporalmente homogéneo.
2. El1 proceso es un proceso de Markov
3. si 5,1 son ntmeros arbitrarios distintos, %(s), u(2)

tienen una distribucidén Gaussiana bivariada (no singular).

2
Definase , 7, Up  por

= E{u(f-)] : a,‘":E{[zc(t)—hﬂ

donde E {U} denota esperanza de la variable aleatoria ¥,
Entonces el proceso dado es uno de los siguientes dos
tipos:
(A) Si ZL:-C ..... <fw, 21(2‘)),...4.12((&.) son variables alea-
torias Gaussianas mutuamente independientes, con media

2
7y vyariancia 3

N

(B) Hay una constante '6’)0 tal que si i—|<...<ZLn,, Z((e‘,),.....,k(fw)
tienen una distribucién Gaussiana, con media comGn »

> 7] o - el
y variancia J." , y coeficientes de correlacidn deter-
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- !.t-sl
minados por la ecuacién .E{[Wﬂ“h][ltls)'h]}=0; e‘ﬁ :

De acuerdo con este teorema, para que el elemento cero
de nuestra cadena realice un proceso Markoffianoc es necesario

que su autocorrelacidén cumpla con

<,ﬂ(to)'ﬂtto+t)>=,}zTéFitl ' (11.12)

donde F es una constante positiva, esto junto con ec.(II.11)

nos 11e\;a a la condicidn
ot '
loe kEHL,, = € (11.13)
para la matriz de interaccidn l_<_ :

(2)- Acoplamiento de interés.

Como se acaba de ver es necesario que la matriz de
interaccién cumpla con la condicién (II.13), si se quiere hacer
la asociacidn con lo que realizarfa una particula browniana, se-
glin 1la ecuacidén de movimiento (II.2).

Es importante ver cudles son las suposiciones que se
han hecho hasta aqui sobre la matriz mencionada; se quiere que
describa la interaccidén entre <2W7#/ osciladores, por lo que
se traty.de una matriz (2Nt} X {24%1) = siabtrica, ¥ con
valores propios no negativos. Se supone ahora, ademds, para

simplificar el andlisis, condiciones a la frontera periddicas

por lo que E serd entonces una matriz simétrica y ciclica.
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Con esta Gltima suposicién lo que se estd haciendo

fisicamente es cerrar la cadena de osciladores en circulo (Fig.
- ;

PE.1).

Fig. II.1.- Sistema de 2#+/ Osciladores, con condiciones
a la frontera ciclicas.

Una matriz de este tipo puede expresarse con los si-

guientes elementos(T)

£ f:?(m—h)
Kons 1 2 w"e 4 (11.14)
JN%I
g=u
donde g = &L? para que se cumpla la simetria de ts

De la expresiﬁn bien conocida:

?ﬂn—») ;
2 e-”ﬂ i (11.15)
§=¥ :

se puede ver que los valores propios de esta matriz de interac-

-?MH

cidn L<~_ son las Wy, S=-N,~N#!/,...,N siendo los vecto-
3
res propios ll las matrices columnas de 2M+/ renglones con los

elementos dados por:

Lv\. = (-2ﬂ+l) e ”" ' (11.16)
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(K Ei)é :%., Kin L= (2M+:)—%%” % w? 6‘?:'5-4[4"”’ 6‘:’%’5 P
= (uY* wi 65%'55 =
iy 5
= w by
KE=w E (11.17)

—— —

Mediante esa misma ecuacidn (I1.16), se puede llegar
a una expresidén muy Gtil para el anilisis que se hari, y es la

siguiente: si F(&) es una funcién de la matriz

(m-)

U] I . é Flwg) 6%? (11.18)

ANFL ga-n

Se hari ahora la primera consideracidn de limites,
pasando del caso de una latiz finita a una infinita (N‘"’ a)
sobre este punto se hablarid en el Cap. IV. Suponiendo que w_;

es una funcidén que varia lentamente con .? y haciendo
@ e-} :
X(B)-—{w; g=2¢zLs (11.19)
la expresidén (II.14) pasa a una integral de la forma:

a ilm-n) 8
Kowm = f Yie) € de (11.20)

-7

el
XT7

finalmente por paridad del integrando, podemos considerar los

elementos de la matriz #K_, dados por:

T
Koz 2| J(B)esa(m-n)oclE (11.21)
=y/a

-7
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estando k'(e) definida por (II.19).
Del mismo modo en el paso a una latiz infinita la ex-

presidén (IL.18) se ve modificada a

“F(K)l)nn-— jde F(X(G))M(M n) 6 (I1.22)

En estas condiciones ya se puede pasar a determinar
la matriz de interaccidn K: , que cumpla con (II. 13); si se uti=
1
liza la expresidén (I1.18) de latiz finita para " F(K)“oo “CNK{HLW

se tendria

lleea. KE2,o - 2 wuw; (11.23)

.um =

es necesario pues, pasar al caso N— oo , ya que en esta
expresién el miembro de la derecha es una funcidn cuasiperid-
dica e independientemente de que w-i— se escoga, no tendrd la
forma requerida por (II.13).

En el caso M—res , en cambio, utilizando (II.22) se

tiene
" . . i
“mlj*ﬂ[“:#"[da m{prﬂft} (11:24)

que en combinacifn con 1a condicién (II. 3) d& lugar a la si-

guiente ecuacifén integral para X(9)

em"—_-"#:[?em{[mﬂ‘ii] (11.25)

siendo la solucidn de esta ecuacibn

¥(e)= P:&.f__% (11.26)
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Aparentemente hasta aqui, estd resuelto el problema,
se ha determinado X[B) y por lo tanto las w; que darédn el
decaimiento exponencial. Sin embargo hay otra dificultad, si
se trata de determinar de acuerdo a (II.21) los elementos de
ia matriz de interaccién __K , utilizando la expresidn CEL..20)
en el integrando, la integral diverge puesto que en la vecindad
de 77 y -7r la funcién tan* 8/2 crece indefinidamente, Fig.II.Z.
Es necesario pues, restringir el intervalo de valores

de 4(6) para lo cual definimos
L Pila,* o 4l |68]<6e
{we,}—X.,c(e) = = (11.27
o a. B.% ||

donde

wczf,ﬁw% (11.28)

es una frecuencia alta de corte que asegura que los elementos
de la matriz __K_ no divergen.
De modo que si en la integral de (II.24) se hace el

cambio de variable (11.28) UJ:'Ftan 6/2 se tiene

=77 o P-fw‘
I =g

los limités de integracidn en vez de ser -eo@ y + ®© , se cortan

en ~We y +We de acuerdo a (TI.27F ¥ (31.28)-

34
_t | doess !’(s)]ii‘ - :
= :L: {[ ) "72‘13' s a::wé; elw (11.29)

Pero es un resultado bien conocido que

-n
s e~ WE (m>a) (11.30)
L7 o
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de manera que para que (II.25) se.cumpla, es necesario que
We—+ oo , ya que si en la integral del miembro de la derecha

de (II.29) se hace el cambio de variable X = w/F - .
, e -
K)L T
[ e W ¢ _dwy = _J f c,o-d_-(fﬂ?f- J)C._.,é ', ).zu' o p oo
' x o 2
Bl &
o (11.31)

o LR

“we. £
o equivalentemente cuando e > £ . Esto quiere decir que el
tiempo caracterizado por la frecuencia de corta w: , '"tiempo
de interaccidn microscdpica", se supondrd muy pequefio comparado
con ‘F-l "tiempo de relajacidn macroscbpica' z* , consiguiendo
asi que el proceso Gaussiano ro(t) sea un proceso de Markov.

El acoplamiento de interés viene entonces dado, por

la matriz de interaccibn E , cuando sus elementos estdn dados

por (II.21) con Y(aJ seglin (I1.27) y para @ 2? ¥
rH
APkl

1
i
i
1
i
i
I
1
H
1
1
|
|
1

|
-7 “Be )

I
t
I
i
|
]
i
|
|
i
|
|
1
|
I
r

i it s i

Fig. II.2.- La frecuencia de corte We—>= conforme 18| =

(3). Derivacidn de la Ecuacién de Langevin.

El siguiente paso, una vez que se ha conseguido que el
proceso f’.ff) de uno de los osciladores de la cadena, sea Mar-

koffiano, es obtener la ecuacién de Langevin para una particula
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Browniana acoplada a un bafio térmico representado por tales
osciladores.

Supdngase que solamenfe sobre el elemento cero de la
cadena, particula Browniana, actfia una fuerza externa ¥ . Es-
ta, puede representarse por una matriz columna P’ de <##/

elementos, dados poT:

F;::'rF(f) i)o (I1.:32)

donde

F(2)= F 006 = - 2 (11.55
fo

Las ecuaciones de movimiento seran ahora

?:F 5 ’?-_—_~Ef. + F# (11.34)

la solucién de estas ecuaciones se obtiene también facilmente

e

: &
?.(i‘): m'_(ki“:z_(o) + K ﬂ}‘f-féo)+ dt'.,eumk&:-{é'f') _E(t’) (IT.45)

T
f(ﬂ:"ﬁ};‘m&ti—f‘(")f'Wﬁktf[°)+ dt'coa K3 (t-2) F(2)  (11.36)

Substitiyase la solucidn (I1.35) en (II.34) y tomese

el elemento de interés cero

r(ﬂ—-illKMK*f!l o)~ g_nxm.k Hlo; plo) -

f:# Htﬁ‘ﬁMK $(#-2'Mloo F‘(f) + P(f) (11.37)

despejando (0) de 1la solucién (II.36)

plo) = By Elgsamkitlafio) , Tl kitlifie) 4
llees K5t llos leos k& 21, leso KE 2.

. j d2' ||ess KE(2- -, F(2) (11.38)
uwk*:ﬂl.,
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Asi al sustituir (II.38) en (II.37), considerando en

ésta explicitamente al elemento (O)

p- Pl {5_ [F IR aniEtly 4 N1k onktEleg] git0) +

+ S [ Pttt | Keaunfitlly] pjm} SRE)+
g _
J {;m lLis mk“(td)ﬂg_} leoak s @-2),, F(2) 42"
4 eI

finalmente:

' 4
p-F()= - TRIRG) +Al) + f 4t [$2)-F -2)] ookt (2-2 0L, F(2)

(11.39)

donde se utilizé

f(2)- Ik Seen K52 Lo = _d A lleea Kb “1l.. (11.40)
Newkitl, 4

A (#)=- ﬁ [F@) | K aenkitlls; + 1K eoe lg*-ztll.,] '75[0) + (11.41)
+ 5 [F®lless K5 2laj = 1 KE skt 2] Fito)

debe notarse que en esta Gltima expresidn, en el segundo térmi-
no se incluye el elemento j::o , Yya que segun la definicidén
(I1.40), no contribuye a la sumatoria, puesto que el coeficiente
de ﬂ(o) es nulo.

Es conveniente analizar ahora, los té&rminos que cons-
tituyen la expresidn obtenida (II.39), que no es otra cosa que
la ecuacién de movimiento para la particula Browniana. EIl lado
derecho de esta ecuacién es la fuerza neta ejercida sobre la

particula Browniana, por las demds particulas, o sea, por el ba-
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fio térmico.- Consta de tres términos: el primero, corresponde a
una fuerza friccional, que seria la restauradora del equilibrio,
con un "coeficiente de friccidn" dependiente del tiempo 'F(t)

el segundo viene a ser la nfuerza fluctuante", la cudl a su vez
depende solo de las condiciones iniciales del bafio y el Gltimo,
que representa la 'memoria" de la particula Browniana. tomando

en cuenta toda la historia pasada en su movimiento.

Cabe hacer todavia algunas observaciones sobre las
propiedades de la matriz de interaccidn, asi por ejemplo, si se
supone que la interaccidn entre la particula Brownilana y el bafio
térmico es invariante ante translaciones, lo que es equivalente
a decir que el momento total se conserve ii F& =0 a partir

del Hamiltoniano (II.3):

= D = Kig
R= <> i % Kij (11.42)

iﬂ:“é—£¥ K"’ '—-“*é?( "I)
para desplazamientos arbitrarios de ?ﬁ. , es decir V;‘ ; asi

que la matriz de interaccidn cumple con

Jé' K,-j: 0 V: : (I11.43)

Esta propiedad en la matriz de interaccidn K , tiene implica-

ciones importantes, poT ejemplo, en cuanto a los valores propios

ék __L__iw (j’_%’go—wa

K LW+l F=N it

asi que S (11.44)
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0 sea, que cuando menos uno de los valores propios de
la matriz de interaccidn es cero, esto conduce a inconsistencias
sobre las que se volverid mds tarde.

Por lo pronto, veamos que sucede con la fuerza fluc-
tuante involucrada en la ecuacién de movimiento de la particula
Browniana.

%K;i:o,Vé = %’ Kci-t-\‘(ao':-"o Ve

(11.45)

para b= B ﬁ- Ko'1= "Koo (11.46)
J¥o :

1o mismo es vidlido para cualquier potencia £ de Kﬁ entera o

fraccionaria Lz asi:

= (Km0 2 (K], =-(K¥EL,  aran
— n#o

De modo que si en (II1.41), se consideran las expresiones
(I1.6) en potencias de ts del seno y del coseno y se aplican

(I1.46) y (11.47) se tendrd para la fuerza fluctuante:

Alt)=-< [FIKbeenKELly + | K e igﬁfli.i] (75(0)- g.(0)) +
i¥o :

= i L
# [Hré)IIunIS‘Hloi“llki*m&ﬂl.]f.(o) (11.48)
j*o ‘
Recuérdese que el coeficiente de F(o) se anula; como
o

puede verse la fuerza fluctuante sélo depende de las coordenadas
iniciales de las particulas del bafio relativas a la coordenada
inicial de la particula Browniana y es independiente de las coor-
denadas y momento inicial de la particula Browniana.

Es el momento de considerar el acoplamiento encontrado

anteriormente, que seglin se vid estd caracterizado por la matriz
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E; -cuyos elementos estan dados por (I1I.21), com Y(O) segln
(EL.27) ¥y En el limite Ke > ; . Cuando se estd en ese caso,
se cumple la relacién (11.13) y esto hace que el vcoeficiente de

friccién" definido segln (I1.40)sea una constante $

F) o d AnllesakE oo = _a Un€™) o
dt dt+

F(f)LF (I1.49)

En la ecuacidén de movimiento de 1a particula Browniana
(11.39), desaparece entonces la "memoria" del proceso, TYepTesen-
tado por el tercer término del segundo miembro Yy el "coeficien-
te de friccidén' que interviene en 1a fuerza aleatoria deja de
ser dependiente del tiempo. La ecuacitn de movimiento se redu-

ce pues a
E_*F(f) = —{ﬁ(ﬂ + Al2) | (11.50)
A(H:"%—[F”KJ‘FA&-E&HL!' +IK ml&“t\loi] ?1._[9) +
+ %[?llmﬁ“ﬂ\.;r\lﬂ“mkﬂl.;a] Pj(o) (11.51)

La ecuacién (II.50), mo es otra, que la ecuacidn de

Langevin, habié&ndose légrado asi el objetivo que se pretendia.

La Funcidn de correlacidén de la Fuerza Fluctuante.

En virtud de la hipdtesis inicial, en el sentide de
que la distribucidn de las coordenadas y momentos iniciales fue-

ra una Gaussiana, expresién,(11.7), la fuerza fluctuantelA(f)es -
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en consecuencia, un proceso Gaussiano como se ver de (11.51).
Su funcién de correlacidn, de acuerdo con las funciones de co-

rrelacidn iniciales dadas en el apéndice A, es:
l<A (2)A ()7 =4 T{“(ﬁ"* E)WE“(H')-”--] (11.52)

ver apéhdice B.
v de acuerde con (I1.22) y la relacién (I1.26) que de-

terminaba a la matriz de interaccién

<ABAR) = él_j de (F*+ h‘(o)) oo L (¥(0)= (-] =

_g_j dg(rzf,f'ﬁn_e_ m[FﬁwG(f'f’,g

_ AT (w2t (Frw)esswli-t)
e f*rw®

con el cambio de variable (I1.28); asl

<A(t)A[t)> ,£7‘F mew(fi’) kTF8(21') (It 53)

De acuerdo con la teoria fenomenoldgica, se obtiene
que la fuerza fluctuante es un proceso estocdstico puramente
aleatorio, Gaussiano, confirmando asi que la ecuacidén resultan-
te del modelo descrito, ec.(11,50), és 1a ecuacidén de Langevin
para el movimiento Browniano. :

Debe notarse que para llegar a la anterior conclusifn
se partid de 1la suposicién estadistica hecha para las coordena-

das y momentos iniciales y estuvieron involucrados los limites
N—eo ¥y Uda>>>'F.
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Inconsistencias en el Modelo.

Hasta aqui, se ha logrado lo que se pretendia, sin
embargo, todavia éxisten algunos, puntos que obscurecen el desa-
rrollo y que es necesario clarificar.

En la seccién (c) se sefiald que cuando menos uno de
los valores propios de la matriz de interaccidn se anula, expre-
sién (I1.44), y en el andlisis llevado a cabo ha sido fundamental
la hipbtesis estadistica introducida sobre la distribucidn de las
coordenadas y momentos iniciales ec.(II.7), que no es otra que
1a distribucién canbnica, la cual encaja perfectamente si se su-
pone que en 2F= © , el bafio térmico estd en equilibrio a la tem-
peratura Tr., no obstante, el hecho de tener o =0 implica

que (det K)= O

5 lo que anula a tal distribucidén. Adenmis,
la funcidn de correlacidn (II.10c) por la misma razdn, no exis-
tiria.

Estas inconsistencias pueden remediarse suponiendo una

ligera modificacién en la matriz de interaccidn k; , teniendo

en su lugar
E+ £NI (I1.54)

donde £, es una cantidad positiva para cada N finita y tal
que Ep,—> O para N-— eo | con la rapidez que se quiera. De
esta manera, la relacidn (II.43) solo es aproximadamente. vidlida,

y por lo tanto, ya no se anula la distribucién (T1.794 wi Ia co-

rrelacidén (I1.10c) presenta dificultad.
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Conclusiones.-

Tres cuestiones estuvieron intimamente relacionadas
para que la ecuacion de movimiento (II1.39) se convirtiera en
una ecuacidn de Langevin:

i) Que el coeficiente de friccién F(f) fuera una cons-
tante indepéndiente del tiempo.

ii) Que el proceso estocdstico )ﬁ(f) fuera puramente alea-
torio, Gaussiano.

iii) Que la memoria en el proceso desapareciera.

Esta relacidn tiene que ver con un hecho muy general
y es el de realizar una idealizacidn en cualquier proceso esto-
cdstico que describa algun fenémeno de la naturaleza, considerin-
dolo como un proceso de Markov, es decir, con una memoria ins-
tdntanea.

Algo sorprendente resulta que a partir de este modelo,
en el que el elemento de la cadena de osciladores correspondien-
te a la particula Browniana, es indistinguible de los elementos
restantes representantes del bafio térmico, ya que todas tienen
la misma masa P4=1 y son equivalentes en todos los sentidos,
dé lugar a un movimiento Browniano para tal particula, ya que
esto querria decir, debido a la indistinguibilidad y a la equi-
valencia antes mencionadas, que de cualquier particula del bafio

también se esperaria movimiento Browniano.
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Seccidén II.2.- Modelo de Osciladores mas Realista.

Las ideas que se desarrollardn en la presente seccidn
y en la seccidén (IV.1), corresponden al trabajo de L. de la Pe-
fla y A.M. Cetto(g). Bisicamente se sigue el mismo programa que
en el modelo de Ford, Kac, y Mazur considerando nuevamente a un
sistema de un niimero muy grande de osciladores, armbénicamente
acoplados, como representativo de un bafio térmico y en el que
uno de sus elementos, cuyo Gnico factor de distinguibilidad (en
el casoF.K.M.) era la fuerza exterma que actuaba sobre €1, eje-
cuta movimiento Browniano bajo ciertas condiciones. Solo que
ahora se hace explicita la distinguibilidad de la particula Brow-
niana quitdndole su equivalencia del resto, primero permitiendo
diferencia en las masas y enseguida quitando la restriccidn de
ciclicidad en la matriz de interaccidén, lo cual significa pensar
en una interaccidén de la partficula Browniana con los elementos
del bafio distinta a como interaccionan éstas entre si. Esto
conduce nuevamente a la ecuacién de Langevin para la particula
Browniana, pero ahora sin ninguna implicacién sobre el movimiento
de las demds particulas como ocurrif en la seccidn anterior, en
que era factible que también estas Gltimas exhibieran movimien-
to Browniano. '

Dinamica en el Modelo. Nuevamente témese un elemento de una ca-

dena de osciladores (el elemento cero) de masa P‘, interactuando
con los 2N elementos restantes, correspondientes al bafio y

sujeto a una fuerza externa 97 . De este modo, esta interaccidn
entre la particula y las moléculas del bafio asi como la que tie-

ne lugar entre estas filtimas estdn dadas por fuerzas armdnicas.
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La energia cinética del sistema es entonces

N
¥ & e
—I—:_ETMXQ P (11.55)
"
y su energia potencial

N
V_—_ _:i_. i Xj ji Xe + VMf (I1.56)

j, L==N

donde

Ve = -F X 5.50 ' (11.57)

puesto que solo se estd suponiendo fuerza externa sobre la par-
ticula cero.

Sean las matrices Q; y K definidas por

Q;‘)a = Ay gﬁ;,a (1I.58)

donde
o I
y
Kji, L %}__ _ (11.60)

Entonces la Lagrangiana, puede escribirse en forma

matricial como:

L=T-V 2—1'-,,— M(&*QX_"K\SX)“VM (II.61)
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donde Q; y ti son matrices simétricas (2N + 1) X (2N + 1),

_)_( y _X__ son matrices columna de (2N + 1) renglones y X_f yx_"
denotan sus transpuestas. El cardcter simétrico de h& tiene

el mismo significado que en la seccidn anterior Yy el de Q; vie-
ne de su definicidn.

La ecuacidén de movimiento estd dada entonces por

L(3é>:ﬁ£_ (I1.62)

42 \ X 04

y es
MQE-.S:‘MK__)S%-‘E&N (11.63)

que puede escribirse como

QAX+KX=F | (11.64)

siempre y cuando F:

—

E‘: = f_.. So,i (I1.65)
M
o bien, con
=4

L= _IS ,' (11.66)

}

X+ o

—_—

<

:E_ (11.67)

l

cuya solucidén general en forma matricial es

X(2)= eoanl Xlo)+ O BT R(0) + C(2) (I11.68a)

X (#)2 0wt Rlo) + conlitR0) + Q) aL.eon)
g(f):fi}f'__@",am.(_}(‘é-i’)f(z“) (11.68¢)

donde
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y como antes, el seno y el coseno estarian dadas por su expansién
en potencias de-él o BESLTT6) .

Témese ahora el elemento c-ésimo de la solucidn (II.68b),
se denotari X1(0’§ ﬁ y X,(O) = 4—1

X:(t)z -2 (Qanlt); g +5 (mnt);.;;'- + (eoant)ec &+ Cil2)
j ' e d (I1.69)

Con un desarrollo completamente andlogo al de la sec-
cién anterior que consistiria en este caso en sustituir la so-
lucién (I1.68b), en la ecuacidn (11.67), y en la expresidn re-
sultante reemplazar a ?.2 que se obtendria a su vez de (I1.69),

se puede llegar a poner a la ecuacién de movimiento en la forma

Ko ()~ E o =iy @)X @) 2 AlE) + he2) (1170

con F; :£ y para lo cual deben definirse:
M
O(aj(i"): (2 amnl)if (11.71)
A () - é [t (2) (Lt )sj 4 (remath] 4, +
+ Z/ @aa(f)(amnf),;j- (.lelﬂﬂf)gj] ?3 (T1.72)
i%0
h () = l) ¢:(¢) - [_(L‘_C(t)]i | (11.73)

que de acuerdo con (I1.68c) puede escribirse como

. r?
l?i ()= J 4t [Kie(t) = oAio (-#)] [cun.(t-t')]go ) (11.74)
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0 sea que nuevamente se€ ha 1llegado a una expresidn
para la ecuacidn de movimiento de cualquier particula, e€: (TL..70])
donde el miembro derecho representa el efecto neto sobre la par-
ticula considerada, debido a todas las restantes. Observe como
al igual que en (11.39) este efecto consta esencialmente de tres
partes: el primer término correspondiente al efecto de arrastre
sobre la particula Browniana caracterizado por un coeficiente de
friccidn dependiente del tiempo OQL(f) , el segundo que viene
a ser la parte aleatoria 1A£(f) y que depende de las coordenadas
y velocidades iniciales 7“-1 ,f;- y la parte "memoria' que toma €n
cuenta toda la historia pasada del sistema y que depende de la
fuerza externa ipi aplicada a la particula.

En particular, la ecuacién de movimiento para la par-

ticula Browniana es

X (t)-F =—x=-(i)X.(i)+A-(i)+I;.(f) [(TT;75)

que se acerca ya 2 l1a forma de una ecuacidn de Langevin, salvo
1a memoria y la dependencia temporal de la friccién. Notese que
la memoria no existe para las moléculas del bafia (":*D) y en
realidad hasta aqui, éste es el fnico factor de distinguibilidad
de la particula de interés.

Siguiendo la misma 1inea de la seccidn anterior vamos
a pasar ahora a las consideraciones estadisticas sobre el siste-
ma para averiguar que tipo de proceso estd involucrade en lo que
se ha descrito y ver si es posible 1legar de nuevo a la ecuacidn

de Langevin.
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Naturaleza Estadistica del Proceso.-

Supéngase que el sistema de particula mds molé&culas
del bafio esti en equilibrio a temperatura ] , para todos los
tiempos ZLZO y la distribucidn canénica para las coordenadas y

velocidades iniciales:

it (yagtyky)
D(g,£)= (_ﬁ_ (ua)(um e

(11.76)

Las parejas de correlaciones iniciales se encuentran

facilmente andlogamente a como en la seccifén anterior

<R;(o)xi(0)>= <3 §J> = ‘&;4'7: QE} (11.77a)
<X (o) Xj! 0))'<f— ?'1'>= o (11.77b)

< X:(0)Xj(0)2 = g:9;> = T K} LTl (01.779)

y a partir de éstas, se obtiene (apéndice C)

LXKt )D = J_%I{ﬂp,mn.f & [Qannltet] +
+(cmata)Q [mﬂ(mﬂ] (11.78a)

<Xa(z‘o)xi(z>+t)>:kg:{-mnto-iﬁ L [awnaltrt)] +

(' pn o) Q" I,-M.R(‘!‘nt)T} . (11.78b)
X @)X (8t) 0= kT{—_a_mn‘t. K [eva )] +

+ esnle-a™ Dlm.a(tdﬂ]}J -HRe)

Xalta) X;tott) ) = AT {(mat-)k Jemnltert)]” + (11.784)

+ @ ammnt, QL L 11(2‘.+tﬂ}
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-1
A partir de (II.66) y usando el hecho de que 5 yQ»

son simétricas

(k™)p*= @ (11.79)

e =5"0" (11.80)

Con el auxilio de estas expresiones y tomando ademids
explicitamente las formas en serie de potencias del seno y el
coseno ecs. (II.6), es posible reducir las correlaciones (II.78)

a las siguientes

<)Z¢(r.,)>'<i(zo+t)>= %ﬁ" (mat-a")a, (I1.81a)
<X;(L)X5 (&+2‘)>:“-§-(Il"'ﬂmﬂf' Q")i;‘ (I1.81b)

<Xild) X,‘ (Gtt)>=- <X;[¢‘»)Xﬂl‘di)> =-éMI(npnatQ');j (11.81c)

< Xils) XJ; (2o14d) D> = %(R"fmﬂf-@%" (11.81d)

Como era de esperarse las funciones de correlacién re-
sultan independientes del tiempo inicial z; , de modo que, pa-

ra la particula de interés

<)'(,(2’0)X.,(Z.,+Z”)>=%llumg.i‘”u (11.82)

representdndonos asi, un proceso Gaussiano estacionario. El pro-

ceso es Gaussiano por las relaciones (II.68a) y (II.68b) y la
distribucidn Gaussiana supuesta para las coordenadas y velocida-

des iniciales.
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Pero el proceso no es de Markof , recuérdese que exis-
te un término de memoria y un coeficiente de friccidn dependiente
del tiempo en la ecuacién de movimiento. Para que esto suceda,
es necesario que de acuerdo con el Teormea de Doéb, la correla-
cién de velocidades decaiga exponencialmente, ec.(II.12), To que
lleva a

HGWQHL.'—' eﬂﬂz‘ | £ >0 (11.83)

3

que nos restringe a la matriz de interaccidn t&=~é;é}L.

El caso tratado por Ford, Kac y Mazur es aqui un caso
especial, donde §2= ﬂ= puesto que-todas las masas son iguales
(M=7‘1) y K es una matriz ciclica ya que todos los oscila-
dores son equivalentes no solo en masa, sino también en interac-
cién, coincidiendo asi __K_ y- _.Q;z (.IS..:@:) ; en virtud de esto
la matriz de interaccidn podia escribirse en 15 forma: (IL. 14)
estando sus vectores propios dados por (II.16) y siendo las Wi
sus correspondientes valores propios.

Por la relacién (II.22) resultando de la ortonormali-
dad de los vectores bf— , ya en el limite N—PW y la expresién
para la matriz de interacci6n también en este limite, ec.(I1.21),

se 1llegd a la ecuacibn para ¥ (o)
L
“M}ﬁtf”eo a o g dem[h‘(e)-i] . (11.84)
T

=y
que decaia exponencialmente en el tiempo (e" ) si X‘[s): ﬁW_g_

Con esta filtima expresidn era posible entonces, conocer todos

los elementos de la matriz de interaccidn _,K; , aunque tomando
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en cuenta ciertos procesos de limite sobre los que se volverd
més tarde.

Sin embargo, en el tratamiento que se estd viendo
aqui, la cosa no es tan sencilla, en principio, porque al ad-
mitir masas diferentes los valores propios de §1f no coinci-
den con los valores propios de E& y después porque al estar
distinguiendo ademds, en interaccidn a la particula Browniana,
no es posible considerar a la matriz de interaccidn E& como
ciclica. Esto es asi, ya que, al romper la equivalencia de que
hablan For, Kac y Mazur, al cerrar la cadena de osciladores en
circulo, no seria ya indiferente a partir de que particula se
tomara la cadena de 2A/*/ osciladores, de modo que estuviesra
jincluido el elemento correspondiente a la particula Browniana.
En estas condiciones la matriz de frecuencia es mds dificil de
construir, pero se tiene la ventaja de ser menos restrictiva
que en el caso F.K.M., tratando Eon una descripcidn mds realis-
ta del problema.

Asi pues, solo se verd que en principio, dicha matriz
puede encontrarse. Aqui, la matriz de frecuencias no es una ma-

triz simétrica, ciclica, pero puede escribirse éomo
& N =} 2
1y I = Rn; Rgn We (11.85)
f:-ﬂ

donde ﬁ; es la matriz diagonalizadora y (&g son los valores
; a L
propios de 42= . Ya que los vectores £ forman una base or-

tonormal completa, los elementos de [ﬁ pueden escribirse como:

/e».;;é@m‘éf (11.86)

rz=-§
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donde _C_ es una matriz todavia sin determinar. Introduciendo

ahora (II.86) en (II.85)

uﬂ‘“nn '-'-'% s (%—L: L::U;) C:,., (11.87)
UIL’”M o “ g E‘Qﬁ”s—x , (11.88)
donde 8 es una matriz simétrica cuyos elémentos son

| é L’) A,., cd; (11.89)

la simetria deK puede Testringir un poco a la matriz Q « Da=
- K+-“ K - B i
be cumplirse I % {8, asi que usando la simetria de X 1y el
-1
hecho de que l& = Q,QB_Q__ se llega a que

<§+Q:_@)5=§(Q_+QQ) (I1.90)

es decir, C  debe ser tal que (Qt@g) conmute con Q .

Pasando al limite N'-J'eo en (IT.87)

".Of'“nn Li@m,Q:, f«feﬁ' (6)esa(r-r) B (I1I1.91)

I"'r“

eon ¥ {9):{“);}4:;%;9 (11.92)

2.
Nuevamente aqui si F es una funcidn arbitraria de ._{_2. :

”F(ﬂ.‘)”,.m._ iC’wC"’ fdé F[X ©)eec(r-r)s  (11.9%

7 hm

en particular para Fla*)= cseQZ:
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Hcmzﬂl.,. 2 c.. (’,,athecn[m)ﬂ eoa(r-r)8  (11.94)
P, “r
Témese ahora en cuenta la relacidn (II.83) que nos garantiza

que el proceso sea Markoffiano, se obtiene

é H_ﬁéﬁ’w@ f Ao tos [¥(0)2] toa(e-r)p  (11.99)

que viene a ser una ecuacidn para Y(9) y la matriz £Z don-
de &sta es arbitraria y solo debe satisfacer la relacidn (II.90)
Claramente aqui resulta mucho mds dificil que en (II.24) encon-
trar una expresidn péra 34[9) pero por otra parte, se estd
menos restringido que en el caso de F.K.M., por dos razones:
1° Se tiene un pardmetro libre adicional: la razén.%%..
2° Puesto que fg no es ciclica, la suposicidn de un cier-

to comportamiento para ”Gmbllf”oo (particula Browniana) no
implica nada, sobre ”Cdﬂnf2£”gyp con ¢ y/o n distintas de
cero, y las moléculas del bafio no tienen porque representar for-
zosamente, como en la seccidén anterior, el mismo tipo de proce-
so estocdstico.

Para hacer mds clara esta segunda observacidn, vamos
a ver enseguida a qué tiﬁo de resultados conduce la suposicién
(I1.83) para este tratamiento del modelo, con una matriz de in-
teraccidn cuya existencia estd garantizada, ec.(II.95), aunque no
se haya indicado explicitamente la forma de encontrar sus ele-
mentos.

Veamos primero que expresidén tiene la funcidén de auto-
correlacidon de la fuerza aleatoria fﬂo(f), con las suposiciones

estadisticas introducidas. De acuerdo con(II1.72)
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Aclt)=- Z[eatt)| nametllj + lorematlly] g +
+ {é Lt @)lleso 1] o [l 2 5] % (11.96)

Se incluye el elemento Hﬁ=o , en el segundo término del miembro
de la derecha, puesto que de (II.71) y (II.75) el coeficiente

de friccidén de la particula Browniana es:

EXapl 1) s |2 wenntll.. (11.97)

| cow 2 tles

lo cudl asegura que en tal elemento, el-coeficiente ﬁ; se
anula, no contribuyendo por tanto a la suma.
Asi mediante (II1.96) y de acuerdo con las correlacio-

nes (II1.77) se tiene para la funcién de autocorrelacién
L Alz) Alte+2)) = {!]mmﬁt}l,b+ ooa(2) hoe (Zor 1) || ceo 22 Jloo +
+ [HooBt2) =0 (to)]ﬂa.mnrll..} ﬂ_‘_ (I1.98)

Una vez hecho esto, es conveniente pasar ya a concreti-
zar los resultados de este tratamiento, es claro que el coefi-

ciente de friccidn de la particula Browniana cumple con:
otool2)= _d (o lless T ]loo) (11.99)
dt

y tomando en cuenta la suposicién (II.83) se llega a que el coe-

ficiente de friccidn debes cer una constante positiva:
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X oa (L] = o8 (I1.100)

Ahora, si el coeficiente de friccién es constante, la

memoria de la particula Browniana, dada por (II.74)

7
A.(z‘):[#'[doo(t)-o(.,[f—i’)__}[coo.n.(z‘—i'ﬂ“E(i') (I1.101)

obviamente desaparece y por otro lado la autocorrelacidén de la

fuerza fluctuante, (II.98( se reduce a:
<Ao(t°)Ab(zﬂ+t)>: %11: ”(_Q‘".f-a(z)wdﬂ-t”oo (Y1:102)

obsérvese que se anula para j}>o , 4 consecuencia de que, de

(II.99) con aﬁlo(f)=:6{ se tiene:

”._f_lm.&_;ﬂ[ooz = Hcsuﬂﬂ[;g,fuu_i‘n (I11.103)

derivando a ambos lados esta expresidn y sustituyéndola en el

miembro resultante al lado derecho

Il Q%o 2 Hloo=- ox* lesaat],, (11.104)

Asi que podriamos decir que la autocorrelacidn (IE.102Z)
es significativa solo para una diferencia en los instantes con-
siderados infinitamente corta, de acuerdo a 1o que se vid en la

descripcién fenomenolégica del Capitulo I. Puede tomarse enton-

ces

<A.&) A.(foft)>=-37?‘6;cf(f) (11.105)
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donde C;; es una constante por determinar.
Todo esto significa, que la ecuacidn a la que obedecerd

la particula Browniana, de acuerdo con (II.75), serd

Xo(f)*f'\;=*o<>'<q.(t)+A,,(f) (11.106)

con F,,:?'/M la fuerza externa, O< constante y An(f) una
fuerza estocdstica puramente aleatoria Gaussiana, correspondien-
do como se queria a la Ecuaeidn de Langevin ordinaria.

La segunda observacién mencionada al comparar lo que
se hace aqui con el trafamieﬁto de F.K.M. resulta ahora més
comprensible. Recuérdese como el comportamiento requerido para
la particula Browniana dependid de la suposicidn (II.SS],'hecha
solo para ella, o equivalentemente, puesto que se implican una
a la otra, de suponerle su coeficiente de friccibn a“bﬁﬂ cons-
tante. Sin embargo, nada se dijo acerca del comportamiento
<ii(2) (cx0) para las particulas mis pequeiias, por lo que en ge-
neral sus ecuaciones de movimiento pueden diferir completamente

y referirse a procesos aleatorios distintos, segln (II1.70)

X (2) = ~exec DK )+ ALL) | c#0 (11.107)

con “:(Z2) vy /4;[f) de acuerdo a (II.71) y (I1.72), respecti-

vamente.

Correlacidén de la Fuerza Aleatoria.

Finalizaremos determinando la constante GA intro-
ducida en la autocorrelacidn de /Qa{f) propuesta, (I1.105). En

ausencia de fuerzas externas la ecuacidn de Langevin (II1.106)
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puede escribirse en el espacio de las velocidades como:

(t) - M Xo 2]+ MAL() (11.108)

M 4X
dt

siendo‘F=P4o< , la friccién constante real experimentada por 1la
particula.

Ya se vio, que )fo) representa un proceso aleatorio
Gaussiano y ademds Markoffiano, por lo que de acuerdo con la de-
finicidn de proceso de Markoff dada en la Sec. (II.1), toda la
informacién de este proceso estd dada por la transicidn de pro-

. o 2 i) b

babilidad M/()<o’z;]X., de la velocidad X- en el tiempo
fﬂ a otra velocidad Xq al tiempo zL .

Esta transicién de probabilidad a su vez, es la solu-

cién fundamental de la conocida ecuacién de Fokker-Planck

%FW:_BBE(D*%_%JXO W (1I1.109)

Se puede encontrar que la constante de difusidn [)X-

estd relacionada con la fuerza fluctuante efectiva sobre la par-

ticula ‘AJ(f) por(g)
Dx.:_ML;f<A',(f.JAL(f.;f)> A .

Se dijo fuerza fluctuante efectiva, puesto que como pue-

de verse de la ecuacién (II.108), en este tratamiento

Al(z)=MA.(1) (T1.111)
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de modo que nosotros utilizaremos

D"" :f < Aolte) Ae(to12) D dT (11.112)

Como se recordard al iniciar a ver la naturaleza es-
tadistica del proceso, Se sSupuso al sistema en equilibrio tér-
mico de modo que debe cumplirse que la so}ucién estacionaria de
la ecuacién de Focker-Planck coincida con la distribucidn Max-

welliana, es decir
| oo i
ﬁ‘"‘ W(X,,Z".IX.J)___ CE* (11.113)

Esto conduce a la relacidn encontrada por Einstein en-
tre la constante de friccidn de la particula Browniana y la cons-
tante de difusidn lji.. Sustituyendo (II.113) en la ecuacidn

de F-P, para el caso estacionario

( D"'Ar (X (f =0 =‘D%,—EL +F

asi que

Dx'.,—_:ef_/_&:f (I1.114)
M

Tomando en cuenta (I1.110)se tiene entonces que

A AT ___fm<A,(t.)A.(fo?f)) Jt ars
M
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que es una manifestacidén del Teorema de fluctuacidn-disipacidn,
el cual como se sabe afirma una relacidn general entre la res-
puesta de un sistema a una perturbacidn externa y la fluctuacidn
interna del sistema en la ausencia de la perturbacidn. Tal res-
puesta estd caracterizada por una funcién respuesta, en nuestro

caso & , y la fluctuacidn interna por una funcién de correlacidn

de cantidades fisicas reelevantes, aqui z4°(f). En el Cap. I,
al finalizar la Sec. I.1, ya se habia mencionado que era de es-
perarse una relacidn como esta.

Reemplacemos ahora la forma supuesta (IIJ]OS) para la

correlacidn de /40(3) en (II1.115) para asi obtener
G, - %R T (11.116)
77-M

por lo que
<Aa[fo)A°(fc+%)>:gﬂﬁ4éZ‘ {(2) (LT, 117)

Este resultado es consistente con las otras expresio-

nes anteriores, ya que segln observacidén (II.111)

CAUBAL 4= M A ) A (tw_f)) = aMAT x5(4)
o bien, de acuerdo con (II1.108)

A(B) A (L11)) = 24T ¥58(2) (11.118)

que no es otra que la ecuacidn (1.28]) .
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Cabe mencionar aqui, que puede verse(10) que todo es-

to es valido afin ante la presencia de un campo de fuerzas, lo
cuil asegura que la naturaleza de la fuerza aleatoria es inde-

pendiente de la presencia de dicho campo.
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CAPITULO III.- LA ECUACION DE LANGEVIN GENERALIZADA.

En este capitulo se tratard en una forma simple, de
hacer plausible la conveniencia de pasar en la descripcidn fe-
nomendlogica del movimiento Browniano, a una ecuacién de Lan-
gevin generalizada, viendo a su vez como se refleja esto en el
modelo de osciladores tratado. Empezaremos sefialando las difi-
cultades en la ecuacidn de Langevin ordinaria, para enseguida

dar la interpretacidén de una ecuacién de Langevin con memoria.

Seecibn III.1.- Dificultades en la Ecuacibn de Langevin.

Seglin se vid en el Capitulo I, la Teoria Cldsica del
Movimiento Browniano parte de la ecuacidén de Langevin en su for-

ma:

M _Zilyt_: v + Al2) (111.1)

(en ausencia de fuerzas externas).
Si nos vamos a cuestiones de principio, tal y como se
inicid el capitulo mencionado, el Movimiento Browniano de una

particula libre debe obedecer

Mz[_lf_.. F (II1.2)
dt

ahora, la velocidad es una funcidén impar en el tiempo y puesto
que la derivada temporal introduce un cambio en la paridad, el
miembro izquierdo de (II1.2) es par, y por lo tanto invariante
si invertimos el sentido del tiempo; el lado derecho por su par-
te, al ser funcidn de las coordenadas, también es invariante an

te una inversidn del tiempo.
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Pero, squé pasa en la ecuacidn de Langevin?, como
puede verse de (III1.1), el miembro de la derecha no presenta
esta invariancia debido al término friccional *”?Y , cuya
aparicidn lo convierte en una funcidn impar. En este sentido
y como ya se habia dejado ver en el capitulo anterior, la ecua-
cidon de Langevin, no representa una descripcidén exacta del pro-
blema.

Por otra parte, las correlaciones que surgen de esta
ecuacidn también dan lugar a problemas, COmMO Veremos enseguida.
En el capitulo I, ya se llegd de una manera formal y detallada
a la expresidn para la correlacidn de las velocidades (I.60),
dando para ello, un comportamiento aproximado de la correlacién
de la fuerza aleatoria A(?) a través de 1a funcién qb(t).,
ec. (I1.47), la cudl cumplia con determinadas caracteristicas.
Aqui, llegaremos a esa misma relacién, desde otro punto de vis-
ta y de una manera mds breve.

De (III.1)

Mi(t+2) ==Fvlzor?) + AlL+2) (I11.3)

de aqui

MLyt 0z 1)) == Vt)v(tett) + V() Atet2)> (111,40

pero de acuerdo con (I.65)

v Alt+t)>=0 | 506, (111.5)

y en vista de que pueden conmutarse las operaciones de tomar

una derivada respecto al tiempo y un promedio de un conjunto,
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llegamos a que debe cumplirse 1a'siguiente ecuacidén diferencial:

d <vtIvltett)) = _ T vt v(tett)?  (111.6)
7 , M

cuya solucién es obvia

»

vty htt)y= () EF T e
esto lleva a

yloyv(z)>= () é}”_t (111.8)

Ya se ha dicho varias veces que el tiempo caracteris-
tico de la fuerza fluctuante A(f)es mucho mis pequeilo que el
que determina la escala temporal del movimiento de la particula
Browniana, podriamos decir, de su velocidad V(f) + 1o cual se
acentda mis si su masa es mucho mayor que la masa de las molé-
culas del bafio. De manera que para determinar 'la constante que
interviene en la correlacién de la velocidad, consideremos un
tiempo i" muy pequefio, practicamente nulo para la velocidad
aunque lo suficientemente distinto de cero (grande a nivel mi-
croscépico) para la fuerza aleatoria A(f) para que siga siendo

vilida la ec.(III.5) y no haya ambiglledades. Asi, de (1II1.8)

<v(o)y ~ (Ck) (111.9)

por lo que finalmente

-£ 7
YtV (Tott)) = <vloy:) &" (1I1.10)

como era ya conocido.
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Pero, /idbénde estd la nueva dificultad? Bueno, ésta
surge al considerar que en equilibrio V(t) es un proceso esta-

cionario, asi que

%,_ Lvlta) v(tott)y = © (111.11)

o lo que es equivalente

<%‘;[v(ﬁ,)v{t-+tﬂ >=o0=

< V’[fﬂ) V(To'f'f) + V(to) V’(tv+i)> =0
v () v(t.+1)) =-<v(t:) vi(ta38)) (111.12)
si aqui tomamos un mismo instante:

Vi) vit) ) :"<V(to)V'(to)> (111.13)

de aqui que

vld)vi(t)) =0 (111.14)

o bien

fl

v@)v (>

0 (I1T.15)
en particular al. tiempo inicial ZH=D debe tenefse
<vlo) v(0)y = © (111.16)

Las expresiones (ITT.143; (T 15 estidn claramente en contra-

diccién con (III1.7), puesto que seglin ésta
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-£ ¢
_d_.<v(z‘o)v(to+i)>: <v(o)‘><_£_) 20 (I11.17)
dt M
y con la suposicidn (iT:58)
:%f
v (d)V[41)0 = -£. (_}_.._7_‘_) & (I11.18)
M\ M

-~

pero, para un mismo instante

<v(ta)\?(z‘e)>:—_1°_(_1d:) (111.19)
M M

en particular para L=n

<Vfo)\'/(0)>:~_r%_<¢%41) (111.20)
de modo que segin esto la correlacidn de la velocidad y acele-
racién iniciales es distinta de cero. Esta inconsistencia nos
cuestiona la validez de (I11.10), al menos cuando nos vamos a
tiempos muy cortos f.” o

Al final del Capitulo I, encontramos ya estas expre-
siones, véanse (I.60)y(I.73); para deducir la primera, también
ahi entrd aunque de una manera més sutil, las observaciones scbré
diferencia en escala temporal de V{t) ¥ A(f) y fué precisamente
en el hecho de suponer a la correlacidn de la fuerza aleatoria
en dos instantes diferentes, dada a través de una funcidn con
un maximo muy agudo, solo para una diferencia casi nula entre
estos instantes y haciendose cero para los demds casos, Para la
segunda, que es donde se reflejan las contradicciones y que tan-

to alld como aqui resulta como consecuencia de la primera, inter-
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vino ademds de este hecho, un té&rmino adicional consistente en
una integral donde aparece 1a correlacién de la fuerza fluctuan-
te, como puede verse en (1.70). Recuérdese que ahi fue claro
que la eliminacidn de tal término, con la consecuente obtencidn
de una expresidn de la forma (II1.18), requirid el considerar

un tiempo f‘ suficientemente grande, aunque todavia pequefio a
escala microscépica. De modo que tal forma en la correlacidn

de la velocidad y la aceleracidn no puede considerarse vilida
para tiempos muy pequefios. Note que aqui se hizo lo mismo al
eliminar el segundo término del miembro de la derecha en (1II.4),
para poder implicar asi, la correlacidn (EIT. 7).

Tanto en el tratamiento de F.K.M. como en el modelo
mis realista vistos en el capitulo anterior, se reflejan estas
inconsistencias, lo cual es claro desde el momento en que en
ambos se estd buscando llegar a partir del modelo, a la ecuacidn
de Langevin, como descriptiva del fendmeno y estamos viendo gue
en general, es &sta la que di lugar a tales dificultades en la
teoria.

Veamos entonces, segln estos tratamientos, lo que pa-
sa con las correlaciones involucradas. En el apéndice A en ba-

gse a las correlaciones inicilales ya se encontrd (I1.10a):

<f’1-(i°)&(z‘o+z‘)> fﬁTH%KHN” (111.21)

lo mismo que

(ﬁ(f,)ka(z‘o+i-)>:—ki'ﬂ Kiamkitly, e

es decir
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<f}ﬂe)ﬂ(2‘a+2)>: jﬁt_ <F1-f-'*o) Fk(?wf» (111.23)

Para el elemento cero de la cadena de osciladores,
particula Browniana, y una vez que se ha supuesto la relacidn

(I1.13) se tiene entonces

-t
<Fi(t)fi(tﬁibrﬁT”mK"ﬂl.o=JLT€* (I11.24)

y ~ft
<R@)RH11)) = 95_2.;< % (te) P (1= -PATE  (111.25)

de modo que

LPlo) Ploy>=-f AT (111.26)

Pero seglin la ecuacién de movimiento inicial i -

B(ﬂ:é Kox 4, () (111.27)

kz-n
¥
LRl (2)> = ? Ko < Rlo) 3,00
asi que

LRR (DY :‘—‘Z Kep <RI =0 (111.28)
=N

segiin las correlaciones iniciales y en desacuerdo con (IEL.26) -
No se pierda la vista que esto surge de suponer como vdlida la
relacién (II.13), lo que es equivalente ya en el modelo parti-
cular que se estd tratando, a suponer al coeficiente de friccidn

constante como se vid facilmente de (T1.40): ec. (I1.49).
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Lo mismo sucede en el tratamiento de D.P y A.M.C. ved-

moslo rapidamente; seglin (11.82) ¥y suponiendo (II.83)

- ; —al
Xt X (st 2) D = _J%%_" lleoa i tllon = ,/%_Z_‘ i a:% (111.29)

en ausencia de fuerzas externas de acuérdo con (I1.68b)
L((t)=—;1‘w4t-§(o)—gwgf.g'g(a) (111.30)

y entonces como se ve en el apéndice C

Xi(2) 23' (1o+1)) = £T [(ﬂmﬂt»_)- K™ (QF oo L2 (tett) -
M

SO YAl (ﬂ,amfz(tof‘t))ﬂaa‘

que empleando la expansi6én de potencias del seno y del coseno

como ya se hizo antes, puede reducirse a
& kc(ﬁo)xiffdi’)>:—_f_4'ﬁ_ (ﬂwﬂf.‘-&")aj (I11.31)

y por lo tanto

. .. : > : —at
<X, (%) Xa(fdﬂ>: ﬁ_{<x-[i.?)(n(‘faf‘i‘)>= -g:;T, s (1II.32)

por lo que nuevamente

(8 %) ~xhT _ (II1.33)

M
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mientras que segin la ecuacidén (II1.67)

X. (z‘)-'é (%) Ynlt) = Fo (111.34)

Yy <.?. X.(f)> 4 é (ﬂ")on <$,X.(1‘)> = O

asi que

iV=-Z ()onlfuf) =0

»n

de acuerdo con (II.77b); nuevamente debe cumplirse pues
<gLr=0 (111.35)

en contradiccién con (III.33). Note que 1a causa de la dificul-
tad es exactamente la misma que la que ya se observdé para el ca-
so anterior, es decir el suponer valida (I1.83) que como ya Se
vmimnmam&ﬁd,u&HJwL

Regresemos por un momento nuevamente al caso general,
todo tiene como base la ecuacidn de Langevin (II1I.1) védlida para
todo tiempo t y con coeficiente de friccidn F constante. Pe-
ro cuando nos vamos a tiempos muy cortos, o mejdr, al instante
inicial 2%: o , considerar F constante no es correcto, porque'
al representarnos tal término la respuesta del sistema, estamos
implicando una respuesta "instantdnea". Sin embargo, resulta
claro que el efecto de conjunto de los choques de las moléculas
del bafio contra la particula Browniana, no puede sentirse en el

instante ff © sino que debe pensarse en un periodo de transi-
cién para que el efecto de "arrastre" de tales choques se vaya

gradualmente acumulando, hasta llegar a um valor constante re-
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presentativo de la friccidn.

Obsérvese ahora en particular para el modelo de oscila-
dores, que antes de introducir la suposicién del decaimiento ex-
ponencial, el t&rmino representativo de la friccidn en el cdl-
culo exacto, por definicidn, tanto en (I1.40) como en (II.71),
se anula en el instante f§=o mientras que al introducir la
anterior suposicién se pasa a considerar un coeficiente de fric-
cidn constante para todo tiempo, que como ya se vidé origina di-
ficultades; siendo consistentes asi, estos resultados con las
fallas ya mencionadas en el caso general.

Hay otro hecho que puede intuirse, es claro que el
decaimiento exponencial puede considerarse desde mds temprano
valido, mientras mids corto sea el periodo de transicifn en que
se alcanza el valor constante de friccidén. Pero, ;de qué puede
depender la brevedad de este pefiodo?, es indudable que si la masa
de la particula Browniana es mucho mds grande que la de las mo-
léculas { M>»m ), éstas chocan en mayor nfimero y con mayor
frecuencia con aquéllas y el valor final del coeficiente de fric-
cidn es alcanzado mucho mds rapidamente que la velocidad final
de la particula, pudiendo considerar casi desde el principio una
friccidn constante o equivalentemente el decaimiento exponencial
para la correlacidn de velocidades. De modo que en este sentido,
ya desde aqui, podemos decir que al menos para tiempos muy cor-
tos el tratamiento de F.K.M. es incorrecto, pues no-es posible

establecer comparacién de masas.
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Como ya vimos, de acuerdo con el teorema de Fluctua-
cidn-disipacidn existe una relacién entre el coeficiente de
friccidn y la correlacidn de la fuerza fluctuante, véase 18 i 0 B e
de modo que de alguna manera 1as observaciones que se han hecho,
deben estar involucradas en 1a correlacidén que desde un princi-

pio se supuso para 1a fuerza aleatoria, rel. [ O 7

Seccién III.2.- El Espectro de la Fuerza Fluctuante.

Vamos a introducir aqui, la definicidn del espectro
de un proceso estacionaric. Sea un proceso estacionario,

su espectro estd dado entonces por

=0 ~iwl
Gy(w)zﬂ/__ < Yttty € dE (I11.36)
277

podria decirse, por la transformada de Fourier de la funcidn de

correlacidn de Y(t).

Las componentes de Fourier de }Tﬁ definidas por

Y(*}=fﬂy(w)€iwtﬂ?w (IT1. 80

tienen por correlacidn

<Y(W)Y(w')>26},(‘*’) Slwt+w?) (111.38)

10 cudl se ve facilmente,
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2T e.'le: L'w’j}.
<>/(z,)m»-ﬂ < Yoy Y)Y EXTET s dvt =

:ffw@(w) J(wrw’) ewaﬂiwrﬁ dw dw' -

- Cw (2-72)
= f G, () e

cw (T '2‘4)

<X(ﬁ)1(fz)>:faaéfv(w)e (I11.39)

de acuerdo con (III.36]).
La fuerza aleatoria A(f) , €S un proceso estaciona-

rio, de aqui que por (I11.36), su espectro Gj(w) :

G () - = Ald it
5 (w "a?fril ALt AL >

e : —-iwl
s [TemG S ETT 4t
X7

—on

Giw) = [ "G S €™ dt ar.an)

que para GA constante.
G (w)= G, (II1.41)

recuérdese segun relacidn L 277 & Gi: ﬂf estad dada en fun-
/e

cién de la friccién que se considero constante. De manera que en

este punto se podria decir, que cuando el espectro de la fuerza

aleatoria (III.41) es constante, se originan las dificultades ya
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mencionadas puesto que esto equivale a tomar al coeficiente de
friccién constante. A este tipo de espectro se€ le 1llama espec-
tro de Tuido blanco por su analogia con la luz blanca, e impli-
ca que la correlacidn de la magnitud de interés sea proporcio-

nal a la funcién delta, relacién (I.28)

LARALYY = 2 AT £ 8 (2-1)

Los problemas surgen, ya que en la naturaleza no hay
ruidos blancos perfectos; no hay una magnitud tal, que se in-
crementara durante un intervalo de tiempo, por muy pequefio que
éste fuera, tanto como se quiera. Solo hay funciones aleato-
rias que para puntos suficientemente préximos, estdn correla-
cionados; por lo tanto, que exista un proceso aleatorio que in-
volucre alguna magnitud cuyos incrementos se den ininterrumpi-
damente con una dispersidn infinita, resulta imposible ya que
requeriria una potencia infinita.

Esto es comprensible, no pueden considerarse objetos
o fendémenos carentes por completo de inercia, es claro que en
todo fendmeno fisico el valor en un punto dado de una variable
aleatoria caracteristica, determina en cierto grado sus valores
en otros puntos cercanos. De manera que con la correlacidn pa-
ra la fuerza fluctuante supuesta, se€ esti idealizando el proble-
ma. Sin embargo, esta es la manera como S€ trabaja en Fisica,
no es necesario que los fendémenos fisicos u objetos reales co-
rrespondan exactamente al modelo abstracto que se proponga pa-

ra describirlos, representando esta idealizacidn, solo una ma-
nera cémoda de abordarlos. Es en ecte sentido en el que iban

nuestras observaciones,al finalizar la sec. 1.2, sobre la in-
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tervencidn de la funcién delta en la correlacidén de ,A(f). Tan-
to el tiempoc, como cualquier magnitud fisica practicamente se
miden siempre hasta cierto intervalo, de modo que, los valores
de la magnitud considerada que difieran en menos que este inter-
valo, se toman como iguales. Véase Fig. I.2. Desde este punto
de vista, practicamente la correlacidn de la fuerza fluctuante
puede considerarse como ruido blanco, si el intervalo de corre-
lacién entre sus valores se extiende a intervalos de variacidn
del tiempo, que sean menores que el intervalo minimo perceptible
a la precisidén de mediciones que se tenga, dicho de otro modo,
si el intervalo de correlacidn de la fuerza aleatoria es menor
que el intervalo de tiempo minimo perceptible, puede tomarse tal
correlacidén proporcional a una delta.

Surge aqui tambig&n la pregunta, de que bajo que condi-
ciones, afin cuando nos fuésemos-a tiempos muy pequefios, podria
considerarse vilida la suposicidén de "ruido blanco' para la fuer-
za fluctuante, en el movimiento Browniano. Y en vista de que
el intervalo minimo de tiempo del que se hablaba antes, estard
determinado por las observaciones del movimiento mismo de la par-
ticula, cuya escala ‘temporal caracteristica debe ser la misma
que la de su velocidad V(f) y puesto que resulta evidente
que la diferencia entre dicha escala y el tiempo de variacién
caracteristico de la fuerza fluctuante f\(f), se acentfia mien-
tras mayor sea la masa de la particula con respecto a la de las
componentes del bafio, se tiene otra vez que tal suposicién es

vilida alin para tiempos muy pequefios, con tal de que la masa de

1a particula sea lo suficientemente grande.
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Asi pues resumiendo, Vemos que la ecuacién de Lange-
vin en su forma ordinaria conduce a dificultades en el desarro-
1lo tedrico cuando nos vamos a tiempos extremadamente pequefios,
el origen de las cuales segin nuestros razonamientos, €s el su-
poner un ruido blanco para 1a correlacidén de la fuerza fluctuan-
te o de acuerdo con esto, su espectro constante (coeficiente de
friccién constante). Tal cosa puede remediarse considerando la
razdn ﬁﬂ/?ﬂ >»1 , siendo  1la masa de las moléculas del ba-
fio; lo que nos dice que para tiempos muy cortos en el tratamien-
to de F.K.M., donde todas las masas son iguales inclusive la de
la particula Browniéna, no es posible salvar esta inconsisten-

cia.

Seccidn I1I1.3.- Ecuacién de Langevin con Memoria.

Nos encontramos pues con que la ecuacidén para la des-
cripcidn dindmica del problema que se propuso, a pesar de que
trabaja bien para tiempos suficientemente grandes, a medida que
nos vamos acercando a intervalos de tiempo caracteristicos de
las colisiones entre la particula y las moléculas del bafio el
asunto se complica y la descripcidn empieza a féllar.

La cuestidn seria ahora ver si existe una ecuacién
semejante a la ecuaci6n de Langevin ordinaria, pero vélida.para
todo tiempo, de manera qﬁe sea capaz de tomar en cuenta como se
va dando 1a coherencia dindmica en el sistema, €S decir, en el
caso por ejemplo de la particula Browniana cémo se va acumulando

el efecto de conjunto de todos los choques que sufre con las mo-

1éculas del bafio, hasta constituir un efecto total de arrastre
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que la particula Browniana percibe como una friccién macroscd-
pica. En este sentido si tal ecuacién debe tomar en cuenta es-
te proceso, es necesario que tenga "memoria'; de este modo, la
variacién de la variable dindmica de interés en algun instante
4 dependerd no solo del instante considerado sino ademids de
toda su historia pasada. Es claro que en los 1imites adecuados
ya sea del tiempo o de algfin otro pardmetro fisico que facilite
la "pérdida de memoria" en el proceso, tal ecuacién debe redu-
cirse a 1la ecuacién de Langevin que ya CONoCemos.

En realidad este tipo de ecuacidn se puede derivar pa-
ra sistemas arbitrarios y por distintas técnicas, una de ellas
muy ilustrativa, mediante operadores de proyeccidén. El sgntido
fisico que se tenga o que se careica, en 1os resultados, depende
ya de las propiedades particulares del problema que se esté es-
tudiando. Es decir, es posible derivar siempre una ecuacifn de
Langevin generalizada exacta, pero cuindo resulta Gtil, depende
de las propiedades mismas del sistema. Asi por ejemplo en el
problema que se estd tratando de la latiz, si a la particula de
interés se la distingue con una masa mucho mids grande que la de
los demds elementos, la ecuacidn resulta Gtil, pero si no es asi,
y la masa de la particula es comparable con la de los demis ele-
mentos, los efectos de la fuerza fluctuante se hacen muy grandes
y el comportamiento promedio no es ya una buena representacién
de cualquier experimento individual en que se observe al movi-
miento, contrariamente a como sucederia en el primer caso.

Asi pues, con la técnica mencionada podria deducirse
1a ecuacifén de Langevin generalizada para cualquier sistema, in-

clusive para la cadena de osciladores en la que se estd intere-
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(11)

sado. Aunque la deduccidn es elegante y se hacen ver algunas
de las consideracionés fisicas vertidas aqui, no se manejard ya
que se saldria de la linea de los trabajos que inspiraron a éste.
Nos contentaremos aqui con presentarla, para Ver en
las secciones posteriores como resulta ser una solucidén exacta
en el modelo de osciladores. Para pasar a la generalizacidn de
la ecuacidn de Langevin es importante que se recuerde el signi-
ficado operacional de la misma. Se tiene por ejemplo algun sis-
tema preparado en algGn estado macroscdpico a un tiempo dado,
TE:O y se le permite que evolucione en el tiempo; luego se
repite el proceso, preparando al sistema de modo que esté nueva-
mente en el misme estado macroscdpico al instante inicial =6
y asi sucesivamente. Es entonces la ecuacidén de Langevin de mo-
vimiento la que describe la evolucidn del experimento individual
en el ensamble. El caso mids general de las ecuaciones de movi-
miento no es el que sean 1inea1és, pero si ése es el caso, la

ecuacidn de movimiento debe tener la forma:

¢
dPU) _ Fl)+ A[f)—j\q’z @)P(z-2) (I11.42)
At ) ‘

donde ?D&J es el valor que posee la variable dindmica de inte-
rés en el instante g , por lo que debe ser funcidn del estado
inicial del sistema; el primer término a la derecha ipr) apa-
rece si se estd considerando fuerza externa; A(f) estd asocia-
da como antes a la fuerza fluctuante y por filtimo en el integran-
do del tercer término tememos al nuevo elemento importante: §(Z),
éste se supone que es independiente del valor dltimo de ?J(f)

y describe la "memoria" que el sistema tiene de su pasado. Como
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todas las Tepeticiones en el ensamble se inician por convenien-
cia en el instante i’= 0 , la historia del sistema antes de
carece de importancia.

Obsérvese que si j)(f) se refiere al momento de la

particula Browniana y se toma una funcién memoria muy especial
Qz)- 2% §(z) (111.43)
M .

es decir, el sistema posee una "memoria instantdnea', se recobra
1a ecuacién de Langevin ordinaria (II.2).

- La ecuacidén (III.42) puede resolverse por transformada
de Laplace y si la funcidn memoria es proporcional a una delta
se obtienen los resultados ya conocidos, siendo la transforma-
da de la funcidén memoria una constante

Fe)_ & (I11.44).
M
asi pues, la libertad que se tienen ahora, es permitir una de-
pendencia arbitraria de (‘éfﬂ en & de modo que ya no se tendrﬁ
la simple relacidn de la corrélacién de la fuerza fluctuante con
el coeficiente de friccidn, representado ahora por @(z) | 1a
cual estaba dada antes mediante una funcién delta, a menos que
{0(z) sea instantdneo. Vemos pues a propbsito de lo que se
decia al finalizar la seccidn anterior que tan pronto como se
permita que la fuerza aleatoria fk(f) tome un comportamientb
fisicamente razonable, o sea con correlaciones sobre tiempo del
orden de los tiempos de colisidn o mayores, deben tomarse en

cuenta efectos de memoria en la ecuacidn de Langevin.
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Obsérvese por otra parte que cuando menos, la ecuacidn
de Langevin generalizada es invariante al invertir el tiempo,
desde el momento en que como ya se dijo resultarid ecuacidn exac-
ta en el modelo de osciladores y el cambio de Z' por "f'en las
ecuaciones de movimiento que se deducen de acuerdo a la mecédnica
Clisica, las deja inalterables. O bien considerando a 49(f)
funcidén par, ya que como se dijo la historia del sistema antes
de Z=o es irrelevante, se tendria que si una vez invertido

el tiempo en (III.42)
*2
_45@__. F(2)s Al2)- f dep@)Pl2-2) (11145
t v

tomando a ZFY%) como funcidn impar en el tiempo, por ejemplo

el momento, y haciendo el cambio de variable <= ~Z 6 nuevamente

_c!l:/ﬁli; 'F(r.‘)-f-A!z‘)-fz:{s @es) P(z-s) (111.46)
z_ L7

siendo asi consistente en este sentido, con la ecuacidn exacta
de movimiento (III.2).

Por iltimo, una vez resuelta la ec. {IiI.42) por el
procedimiento antes dicho, si se quiere conocer la dependencia
temporal de los resultados se aplica la transformada de Laplace
inversa, &€ste serd el camino a seguir en la primera y Gltima
seccidén del Capitulo IV, en el que se tratarid de hacer ver las
consideraciones que aqui se han esbozado ya en el modelo parti-

cular que se esta tratando.




84

CAPITULO IV.- OSCILADORES Y LA ECUACION DE LANGEVIN GENERALIZADA.

Habiendo visto ya la conveniencia de describir al mo-
vimiento Browniano mediante una ecuacidn de Langevin generaliza-
da, nuestro objetivo serd ahora obtenerla con los resultados
consecuentes a partir del modelo de osciladores. Se tratarén
los casos ya vistos por separado, pero primeramente se iniciard
este capitulo con un tipo de interaccidn muy particular: el de
las interacciones prdéximas vecinas, ya que nos permitird consi-
derar la posibilidad de resultados cuantitativamente diferentes
si se trata con una latiz finita e ilustrar, nuevamente mediante
la latiz infinita, el decaimiento exponencial para la velqcidad
de la particula Browniana, con la conveniencia en tal caso de
estar suponiendo para ella, una masa mucho mayor que la de las mo-
léculas del bafio. Adicionalmente se dard brevemente la inter-
pretacién del paso de una latiz finita a una infinita, utilizado

de una manera tan natural en todo el trabajo.

ccifn IV.1.- Interacciones préximas vecinas y la Latiz Infinita.

(12)

Este tratamiento estd basado en el modelo de Rubin
consistente de una latiz unidimensional de osciladores arméni-
cos acoplados, con interacciones préximas vecinas dadas por la
ley de Hooke de los resortes siendo las constantes de fuerza igua-
les y complementado con el estudio de Zwanzig(13); se consideran
condiciones a la frontera periddicas, por lo que se tratard con
una matriz de interaccidn ciclica.

Tomemos en cuenta nuevamente <2##/ elementos en la
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latiz, todos con una masa 77 excepto el elemento Cero al que
distinguimos con una masa M

El Hamiltoniano del sistema es entonces

Ho= B 8 2 LK ~3) (av.1)

-l 2
(¥ & ZM g

donde K es 1a constante de fuerza, ?? el desplazamiento desde
la posicidn de equilibriey G su momento conjugado. Las

ecuaciones de movimiento que resultan pueden condensarse en
[)n-F (M-m) g{,o] ?1' = "% Kin % (IV.2)

donde los elementos Kfm de la matriz de interaccién estén da-
dos por:
514 fmwj'=n-
K:’n: -K poro I{—nl‘:l (1Iv.3)
o) leuuoz:o

De (IV.2) se ve que si la cadena es uniforme (p4:7ﬂ)
1a solucién a la ecuacidn de movimiento estard en términos de
los modos normales. Para las ecuaciones de movimiento se ten-

dria entonces:
mg =2 K &, (IV.4)
1 n
asi que en general

mg = KAg,, =29t 5.,) (1V.5)

con )’J%:K(%”"l?‘,fﬂ_,) (1v.6)

en virtud de la periodicidad.
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Mediante un cambio de variable puede pasarse a las va-

riables de modos normales no perturbados. Sean

ek g

(% (4) - _1__4._. é_ 6‘" ??ff) (1IV.7a)

(-szf'I? j=v

S48
e G (£) (IV.7Db)

(£)s o
f? T (At

2 s=-N
De modo que segln (IV.?A) y (Iv;s)
= i
Gnlt)= 1 = C K (273“—.2;1. T

(QN#)s
y utilizando (IV. 7b)

Gultha X i(éﬁ%"-ue )6, 26’""

m (.m-n)

{ (n-5 )

_E— Z ( ‘24@”-273"* 5 - L)ngns 2_&(1'“‘2’"’ “)Gn

2Kt

por lo que

C—:n (z‘)-rwkén. (IV.8)

donde wr_. 2 k& (l-—- mﬂ_&) (IV.9)
. ™ N

son las frecuencias de los modos normales.

Ahora, cuando tenemos masas distintas

m[l+(ﬂﬁ-:)§i,°]%;—% an?m (IV.10)

en particular

"’%'—'""(—ti--- ’)‘ﬁ-—é Kon%‘, (IV.11)
bl "
Nuevamente de acuerdo a (1v.7a)

G B gl
(JJV{-J) i (-Uf-!—!) t f#o

e%ﬁ?ﬂ”%’.
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y al aplicar (IV.11) y (Iv.10) al primero ¥ segundo término del

miembro de la derecha respectivamente:

na
n+£_w_."_. = a.____...é_fw' é ._4_.. g (IV.12)
(.u!-ﬂ)"' Lan+neE I
que por (1IV.7b) o
£} & - 1(5' ~_g£_i..'hs
n+£ﬁ_"1,§— e."" é&_ée = 6;,
(w+1) %5 (zw-r)k
haciendo ahora el cambio de variable %=3-4, {=} con 2 —_
s, u,{
y aprovechando que de acuerdo a su definicidn K}s= 51‘_ 4
| 8] —amd feu
2§ O
G+ (%) 3 & H & e 6"" G -
zwﬂ)‘: [-lufﬂ) Py
= 2 ,a.:ih LGS
= g ONk
& W
-285 nu
Z_ ,.KJL e N 6:«.:
[ P
de este modo:
- - M ol g
G+ 5 =t) g, = —wn G ' (IV.13)
(RN+1)%E _
donde ahora
N -22inn
z Fl sl
Wn = Z s _K,rl:-— (1V.143)

u=-N

no son ya las frecuencias de modos norma-

de (IV.13), las wn

les puesto que las (5». no son las variables representativas.
Noétese que la expresion (IV.4a) se reduce a primeros vecinos a

(IV.9) como debe ser, ya que de acuerdo con (IV.3)
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i iﬁ::m ’“z’ﬂ
wi= 2k - K € £ &
m
siguiéndose inmediatamente
ok e 2K 27
n = -Z.M !~ m-ew—: n (IV.14b)

Podemos resolver (IV.13) usando transformada de Laplace

y la conocida férmula

G= a"g&‘—)—éé(a)*é-(o} (IV.15)
Sea . .
Q= (—%—- ') : (IV.16)

al hacerlo asi y despejar G; se obtiene

{E Ginfo) + Gnl0) - B '[Ezi— Eﬁ(oJ—.z(o)]}

(ant1)s

e

G =

f— +w“

(IV.17)

en vista de (IV.7b) ¥ sustituyendo (IV. 1%

i {[a Gon (o}+6,{a):l = [r: = e:;{o)—,io(oﬂ}

o .14\1-“) z

med‘

es decir

[I+ 0 &

=1 -
(2n+1) ™~ twa q" ) s SE £t wn

L {[i Gafo) +6.J o]+ Q.[&',’!(O) B hte)]}

2%

En este punto introducimos 1la definicifn de unas funcio-
nes que son muy importantes para todo 1o que se hard después.

Sean

3’!:
F(e)- e""“ .
7(€ é L _ (1V.18a)

(Qﬁﬁflj ne-W
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en particular x

Ble)- é / (IV.18b)
(Wt1) noipy E7#wWR°

de modo que

7. phelter - X0) R g [ £Gnlo) + Gul0)]

(1+Qer#(E)) Gt Sttt (11 Qe*4(0)
volviendo a las variables originales ?i’ ' por (IV.7a)
b - aming. o, OB,
7_phElhe-fel , 1 < 1 = [z R gi0)+ 5 0]
(,_,_ @E"‘f:(ﬂ)) (2N+1) 7 EX Wi (/ 7 gb&c};(g})

haciendo explicito el elemento J= 0O en el 2° término del miem-
bro de la derecha, agrupidndolo con el primero y mediante (Iv.18a)

se llega finalmente a

;’:‘:(rfa,)-r‘:@)[f%roJH»(oﬂ & Lt ezmiiol
[+ Re*%(€) |+ REH(€)
(Iv.19)

hasta aqui ya tenemos la solucién a la ecuacién de movimiento
del elemento que nos interesa en términos de los valores inicia-
les, aplicando la transformada de Laplace inversﬁ, No se olvide
que aqui, dos son nuestros objetivos: ver si ijwj correspondé
a la descripcidn exacta que se€ haria de un sistema mediante la
ecuacién de Langevin generalizada y como a través del tratamien-
to con una latiz infinita se tienen las condiciones bajo las cua-
les su comportamiento sigue un decaimiento exponencial.

Supongamos que construimos un ensamble, formado por

sistemas considerados inicialmente, 7= D, en equilibrio térmico

a excepci6n de la particula pesada; es decir, para cada uno de

e e e R

Podemos comparar asi esta expresidén con la solucidn
exacta encontrada anteriormente (IV.19); ya que la velocidad
inicial ;é(o) en vista de lo que se dijo, es independiente de
todo lo demds, se tiene igualando su coeficiente en ambas expre-

siones

{1+ Q)le) - _j e (1V.22)
[+ ReHBE)  E2+€Q
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ellos consideramos que la velocidad de tal particula toma cierto
valor asignado %fol mientras que todas las coordenadas %(6}
asi como las demas velocidades %lb) son tomadas al azar del en-
samble de equilibrio. Esta situacidn obedece, a la ecuacidn de
Langevin generalizada presentada en el capitulo anterior; a par-
tir de ella, vamos a encontrar ia transformada de Laplace de su
solucidn, para ver si es posible alguna identificacién con la
solucidn exacta (IV.19) para el modelo de osciladores de Rubin.
Aplicando la transformada de Laplace de acuerdo con

(IV.15) a la ec. de Langevin generalizada
s ? .
ifz‘):_f Lz ple)g(z-2) + Alt) (1V.20)
o :

se tiene

EJ'?:‘(E)-6{(0)—,‘?_(0}:‘—@;-9-;3\‘: -2§(g”;f°,u ?ofp)J +/’3:

-]

donde se ha aplicado el teorema de convolucién, en el primer tér-

mino del miembro de la derecha. Despejando 2

RN ST R

Podemos comparar asi esta expresidén con la solucidn
exacta encontrada anteriormente (IV.19); ya que la velocidad
inicial ~é(0) en vista de lo que se dijo, es independiente de
todo lo demds, se tiene igualando su coeficiente en ambas expre-

siones

(1+rQ)E(e) _ 4 (1V.22)
I+ Qe*BlE)  £24ed
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como era deseable, puesto que tal término nos representa la
fuerza fluctuante.

En vista de esta correspondneica, se tiene que es
posible la descripcién exacta del sistema fisico original a
través de una ecuacidén de Langevin generalizada, cuya solucién
fofmal, 0 al menos su transformada, ya la hemos encontrado;
es necesario sin embargo, si queremos conocer su dependencia
temporal, calcular la transformada de Laplace inversa explici-

tamente

etioco it.\_,
f(f):éwr[ _ Y F£) (1V.27)

C-ioa
para lo cual a su vez hay que saber la naturaleza y localiza-
cidn de todas las singularidades de %?CD.

Es en este punto precisamente, donde entra la conve-
niencia matemédtica de tratar con una latiz infinita; es un he-
cho general que en la descripcidn de algun sistema grande, pero
finito, los cdlculos se facilitan grandemente si se le consi-
dera infinito. Aqui, las singularidades son distintas si se
calcula la transformada inversa en una latiz finita a si primero
se toma el limite de una latiz infinita .antes de invertir la ‘
transformada. El primer caso no se trataria y solo diremos que
se obtienen como singularidades un nimero finito de polos simples
en el eje imaginario entre +¢ y —=¢ , que al invertir por
teoria del residuo conduce a resultados en el comportamiento de
la velocidad que solo bajo determinadas condiciones, en los pa-
rdmetros fisicos de interés, son equivalentes a lo que se encuen-

tra con la latiz infinita.
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de donde resulta

o o f - € (IV.23)
(rra) | €+

Identificando de igual manera los términos restantes:

Rlo) , A (r)%le)ents) , T He)L5i0)+1:00)]
£ £(e+d) I+ Q2 Hle) 1+ e t(e)
podemos despejar ;I 7

AU:—EP’%(O)*[L'l‘i’i(e)f-@'&"%(c)i—af;@‘%(‘)'g %(0) 4
/+*Qe* % (€)
+ mHELl O §i0] (ceq)

I f £2RAlE)
Sustituyendo en el término entre corchetes § , segun

su definicidn (IV.23), tal término desaparece y entonces

A—-zp (o), E+ER %(e)[c;i.wf'-(o)] .28
. I+ €*Q#(€) % i it PR
aqui nuevamente sustituiremos 4; ,en el 2° término del miembro

de la derecha

A-_Q?_{a).;_ £* + El-*he)) ]275[:)[5;.(0)4;.&)]

I+ & Qﬂm (1€ Qf(e.))(ua,)(zﬂs) T

que se reduce finalmente a

Z:—@'ﬁ(ul+z f_@l{c;(w?m] (IV.25)

I+ & < * (€)

'Si hacemos un promedlo en el ensamble definido anterlor-
mente en esta expresifn, vemos que en virtud de su dependencia

en condiciones iniciales aleatorias, se anula, ¥ por lo tanto

<A>= o (IV.26)



Limite Termodinamico.

Recuérdese que en los anteriores tratamientos también
se vié la conveniencia matemdtica del proceso N— <=, véanse
ecuaciones (II.23) y (I1.91), puesto que en el caso finito se
tenia el requerimiento de que una funcidén cuasiperiddica se
comportara como una exponencial decayendo en el tiempo, lo cual
no se puede conseguir. Sin embargo este proceso de limite
tiene una significacién mds profunda que tiene que ver con el
problema que enfrenta la Mecfnica Estadistica, en cuanto a como
explicar el comportamiento irreversible de los sistemas macros-
cépicos a partir del modelo mecdnico que es estrictamente re-
versible. Es decir, debe explicar en qué sentido un sistema
mecdnico aislado (que es conservativo) consistente de un gran
ntmero de moléculas, se aproxima al equilibrio térmico en el
que todas las variables macroscOpicas han alcanzado valores es-
tacionarios; esto constituye precisamente el comportamiento
irreversible tipico de los sistemas macroscdépicos que nos son
familiares de observar y es a lo que se le llama algunas veces
ley cero de la Termodindmica. E1 conflicto se agudiza con el
famoso Teorema de recurrrencia de Peincore(14] el cual afirma
que dado un sistema mecidnico de N cuerpos encerrados en una
regidn finita del espacio, comenzando eﬁ un estado dado al tiem-
po cero, regresard arbitrariamente cerca de la condicidn inicial
después de un tiempo -I; . En otras palabras cualquier sistema
mecdnico es cuasiperiodico y no hay aparentemente ninguna evi-
dencia de aproximacién al equilibrio.

La idea general en la solucidn de este conflicto es

que se refieren a dos niveles diferentes de observacidn o des-
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cripcidn del sistema: el molecular y el nivel macroscbpico; evi-
dentemente el equilibrio término es una nocidn macroscdpica.
Sin entrar en detalles diremos que el limite que nos ocupa CoO-
rresponde al llamado limite termodindmico, que por definicibn
consiste en:

Wi sae

Ay == Limite Termodindmico (1v.28)

Zy -n constante
V

finita

ya que uno de los efectos mds notables de este limite en pro-
blemas dependientes del tiempo en sistemas finitos, es sobre
la recurrencia de Poincaré. Se tiene que el perfodo 7; tien-
de hacia infinito cuando Voo de modo que los resultados
derivados de una teoria en el limite termodindmico solamente
pueden ser vdlidos para tiempos mucho mds cortos que el tiempo
de recurrencia de Poincaré; pefo para todos los sistemas de
interés en mecédnica estadistica el tiempo :G; es fantdstica-

(153(16): 1010’ 18 afios, varios ordenes de magnitud

mente grande
mayor a la edad que se le calcula actualmente al universo, lo
que es equivalente a decir que esta recurrencia "nunca" ocurre;
dicho de otro modo, el tiempo que le lleva a un sistema alcan-
zar un estado de equilibrio, es despreciable en comparacién con
el tiempo de recurrencia del cuasiciclo de Poincaré. Asi que
la evolucidn en el tiempo para un sistema finito suficientemen-
te grande, es la misma que la evolucién del sistema definido
por el limite (IV.28).

Asi pues con el limite termodindmico, esto es, al

pasar de una latiz finita a una infinita, se justifica la ob-
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tencidn de una ecuacidén como la fenomenolégica, que ilustra la

tendencia al equilibrio y por tanto, su cardcter irreversible;

estando dada la validez de esa ecuacidn por este limite, es de-

cir, para tiempos mucho mids cortos que el tiempo de Poincaré.
Después de este paréntesis y regresando al problema

pendiente, considere entonces como siempre, el limite N— oo

y concretémonos desde un principio a la velocidad ;é(i) ¥ su

transformada de Laplace es

i—v: g - zlo) (IV.29)

que por (IV.21) pasa a -

- 0, 1 A (IV.30)
;L @“? T

si promediamos en el ensamble, el segundo té&rmino del miembro de
la derecha se anula seglin (IV.26), y sustituyendo la expresién

(Iv.23) para é;

<§;>—_- <?"(0)> , (IV.31)
R R KT T
Asi pues, vemos tanto de ;g como de %: que los resul-
tados que se obtengan dependen de ﬁ?%i) ¥ por la definicidn de
ésta, de laé-frecuencias o ya encontrados explicitamente,
(IV.14b), en donde por conveniencia en los cdlculos, se tomari

ahora a las unidades de tiempo ajustados de tal manera que

K - (1V.32)

m 7
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A consecuencia de estar tratando con una latiz infini-
ta, es necesario modificar (IV.18a) pasando a una representacién

integral y a la variable continua

g___% n (IV.33)

Sea

1(8) = {Ujr\,] oy , (1v.34)

que por (IV.14b) y 1IV.32)

X(G)z_z;%t&‘-i (IV.35)
y entonces
v I;IE
4;(&): / o6 e (1V.36)

7Y €2+ ¥(8)
Pero como e€s claro que

-;(e‘ﬁ"{a))
f ’{/z & (IV.37)

y tomando en cuenta que el integrando es una funcién por (en su

parte real) en g , Dpodemos poner

Fle +i:)€§_”49

‘?(4):_71?f§9/4,56

aprovechemos ahora la representacidn integral de la funcién de

C’“ﬁ (IV.38)

Bessel

.%(z): _{_fja e*““wg-g (1V.39)
7
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por lo que finalmente

o ~(c'+%) ¥
'f;(c):fd; e 33,-(%) (1V.40)

vemos asi, que se trata de la transformada de una funcidn de

Bessel y de las tablas se tiene

Hte). (2e*+/-2e Ve i

IV.41)
EVezsi L

Tomando i'fD y sustituyendo en (IV.31) obtenemos

<£H- /r6 £ © o (1V.42)
RE+Ver+) ‘
a nosotros nos interesa calcular entonces
Are et

s(2)= 118 [ de_E ____2(0)  (1y.43
CER= L ~ acﬂf;:;r’% Chvets)

-

donde f? es talque el contorno de integracifn es cualquier linea
vertical, con tal de que esté a la derecha de todas las singula-
ridades del integrando.

Las singularidades de este integrando:son dos puntos
ramas en el eje imaginario en £€=¢ y E&E= -¢ , otro tipo de’

singularidad posible son polos simples: con la convencidn estén-

dar de V&* = @ , resulta un polo simple sobre el eje real
- _—1 _  eon G>1{ (IV.44)

VR*-1
Sin embargo, debido a la raiz cuadrada en el integrando
se estd tratando con una funcidn multiplemente valuada, de modo

que para poder aplicar el método de integracidén de contorno hay
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que hacer un corte en el plano para tener una funcién simplemen-
te valuada. Hay una infinidad de cortes posibles, aqui solo se

tratardn dos cortes Fig. (IV.1-a y b) que conducen a resultados

interesantes.
e —
Mt S’
A
A
JJ—L ) 4
-
(a) (b)

Fig. IV.1.- Contornos de Integracidn para los cortes:(a) sin po-
los y (b) con la aparicién de un polo (&=z1i ).

Hay que llamar la atencidén sobre lo siguiente: en el
corte donde aparece el polo, la funcidn Virer es anali-
tica en la vecindad del origen, es posible entonces tomar su ex-
pansidén en esa regidn, lo que hace que el denominador en el inte-

grando de (IV.43) pueda ponerse como:

PEE: [, 2
Re=-r-Le¥s . (1v.45)
que para Q muy grande tiene como solucidn

£ -:_sz_. +ﬁ(#) (1IV.46)

para la localizacién del polo; ademds para este corte se esta requi-

riendo explicitamente que la masa de la particula del elemento cero
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de 1a cadena sea mayor que la de las restantes (a»4 ). Por
filtimo, en el otro corte que se muestra, no es posible hacer lo
mismo puesto que la funcidn en cuestidn no es ya analitica en el
origen teniéndose un cambio de signo al cruzar la linea de corte,

-

asi

Jp €% 4. ; RelE)>o
2

/+ET = (IV.47)
i £ ._%il'i- b " Rele) < 0

y no es posible encontrar las raices que anulan al denominar de
(Iv.43), independientemente de la magnitud de G . Vemos asi que
la posible aparicién de un polo sobre el eje real negativo, de-
pende de que rama corte se escoja. Sin embargo esto no quiere de-
cir que se van a obtener resultados fisicos diferentes; el corte
seleccionado es irrelevante siempre que se mantenga al contorno

de integracidn en la mitad del plano derecho, siendo su finica
funcidén facilitar la integraciﬁn‘y donde los polos involucrados en
ello tienen poco significado fisico.

Procedamos entonces al cdlculo de la velocidad para el
corte (a) de la Fig.IV.1, se tiene que la linea de integracitn
original caracterizada por ﬁ—dm a /9 7+ ceo , se deforma en
una trayectoria cerrada muy delgada que rodea al corte, represen-
tandose por

£=cy " (1IV.48)

Las contribuciones a la integral (IV.43) se deben enton-
ces, solo al intervalo de ;==-i @ J=1. a la derecha y a la iz-
quierda del corte para (IV.48). Recuérdese que al cruzar la 1i-
nea de corte Virer cambia de signo, asi que combinando

ambas contribuciones
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' P .’ )
<#)) = KR fd; 65( I ~ bl );";!o)
QeytVr-y= Gey- -y
' (IV.49)

que facilmente se reduce a

‘
gy = ’;&f dyVr-3* e yZ £ (0) (IV.50)
g IE@Et-ur

Solo bajo ciertas consideracioﬂes en los parimetros
fisicos es que se llega con una latiz finita a una expresidn se-
mejante para la velocidad promedio. NOtese que en esta expresidn
no se estd restringido a un valor determinado de &3 ,» Y se ve
que es de fdacil cdlculo el caso Q=0 , que corresponderia
al tratamiento de F.K.M. aunque considerado aqui con una ﬁatriz
de interaccitn mds particular (préximos vecinos); veamos que ob-

tenemos en tal caso, de (IV.50):

<-}'~(tj)r L\/"M 7‘2 (IV.51)

donde los primeros dos factores corresponden a la funcidn de

Besssl, de 1a. clase U6 (T} | ast que

LRy = LlE)gte) G5
o bien

(RO EE) = LR o (2) (1V.53)

El comportamiento de (J:KZ) es del estilo de la
Fig.(IV.2), y lo que se haria para lograr que la particula cero

realice movimiento Browniano es tomar dicho comportamiento como



101

L g

Fig. IV.2.- Comportamiento de 'J;(f} (linea continua) y
EZ_qr (l1inea punteada).

una exponencial decayendo con el tiempo, como lo hacen F.K.M.sin

méds justificacidn fisica.

Veremos aqui sin embargo, que si se supone A >>1
consideracifén fisica caracteristica en la teoria fenomenoldgica
del movimiento Browniano, surge de una manera casi natural tal
decaimiento exponencial en lugar de dﬂ(fﬂ en (IV.53). Para
esto se utiliza el otro corte, empleidndose en pr;ncipio un contorno
del tipo de la Fig.IV.1(b). Las contribuciones a la integral en
este caso son debidas al polo y a ambos .lados de la linea de cor;

te, la primera se encuentra por teoria del residuo siendo

(@) T
a &
—_— V.54
Y ( )

Mientras que las aportaciones debidas a la linea de

1
corte, se encuentran mediante la trayectoria de integracién a

H

caracterizada por
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- :
£= & Z < 0e¢ 37 :
) i Z (IV.55)
Nuevamente la funcidn Vers presenta un signo en la con-

tribucidn del lado derecho del corte y el signo contrario en el
v [
lado izquierdo; asi al combinar las aportaciones para €, con

alguna dlgebra se obtiene:

I (este)

Gty de /"5'“' (IV.56)
77 (al_’)e“-enl
z

Aparentemente se han complicado mds las cosas, sin em-
bargo, para lo que nos interesa, nos conformaremos con hallar
una cota superior para esta contribucién a la integral a la que

1
llamaremos @ , de manera que:

iE ol 20
le'l < Qf-/f J&ft * ltre )J':JM
7 g [(@*-) e 1] smiws

(IV.57)

donde las barras con max y min, denoten la magnitud absoluta mé&-
xima y minima respectivamente. Asfi I (/fea“)tlw: 2

y I(Q"" ‘)e-;“"flm‘w'-‘- &' ~2 nmientras que el valor miximo de
8“‘"’ en el intervale de integracidn se ve que es la unidad,

por lo tanto

o |
e < @es f doVE  _ Qe JT AR
7T g, R*-2 Q*2

y en el limite QA >

[ ¥E | (IV.59)
= .
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en este mismo limte la otra contribucidn (1V.54) se modifica a

ke, £
E&__ T (1V.60)
- }

De manera que entonces

. | £ fa -
SRR =<4&o)) 6. 4 &(a") ot Q321 (1V.61)

por lo que es vdlido suponer, en tal limite:

o B -
LFel0) % (2)7 e = (1V.62)
< falo)*

que por el teorema de Doob, fue fundamental en todo lo que se hizo

en los primeros tratamientos del modelo, como se recordari. Note
que (IV.61) limita el tiempo sobre el cual es vdlido el decaimien-

to exponencial ya que cuando el tiempo es tan grande que

o o
ER '8l E) (IV.63)

el decaimiento exponencial es insignificante comparado con el
otro término, de modo que esta aproximacidn es valida para tiem-
pos del orden . Por otra parte, si G no es su-
ficientemente grande la separacidn en el decaimiento exponencial
y el otro término ya no resulta Gitil, ya que este Gltimo no es lo
suficientemente pequefio; en tales condiciones habria que calcular
la velocidad promedio por (IV.50) como se hizo para el caso ex-
tremo &= o

Se ha querido tratar este caso, para que se viera como

el modelo de osciladores justifica la especulacién sobre como de-
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biera ser la masa de la particula, para poder suponer al siste-

ma Markoffiano casi desde el principio de su descripcidn.
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Seccion IV:Z2.i- Generalizacidn en el Modelo con Matriz de

Interaccidén no Ciclica.

Hasta este momento ya no cabe ninguna duda sobre la
conveniencia de la ecuacién de Langevin generalizada como ecua-
cién descriptiva para el estudio del movimiento Browniano. Se
quiere entonces en esta seccidén, presentar las modificaciones
posibles a la descripcidén presentada en la seccidén I1I.2, donde
se considerd una interaccidn fisicamente mis realista distinguien-
do a la particula Browniana del resto, tanto en masa como inte-
raccién. Como se recordard se llegd a la ecuacidén de Langevin
ordinaria, para lo que fue necesaria la suposicidén de que el coe-
ficiente de friccidén era constante. Sin embargo, ya se vid en el
capitulo anterior que era esto precisamente lo que daba lugar a
dificultades y puesto que tal coeficiente representa la respuesta
del sistema, se observd que deberia haber cierto tiempo de tran-
sicién para que pudiera considerarse que el coeficiente alcanza
un valor caracteristico constante. Otra conclusidén fue que la
brevedad de este tiempo de transicidn era menor en tanto fuera

mayor la razdn
L]
)\ "_'.'-M—-— : (IV.64)
m

cuestidén que tuvo como objetivo la primera seccién de este capi-
tulo. En base a esto, en las posibles modificaciones a 1a sec.
I1I1.2, se ve razonable suponer en vez de <. constante como en

(11.100), la expresidn:

oo ()= X (/—é-w) (1V.65)
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donde A estd dado por (IV.64) y =< es otra constante positiva,
en ella resulta claro que para una movilidad mucho mayor de las
moléculas del bafio con respecto a la particula Browniana ()f>>1)
el valor final de 0 () se alcanza mucho antes que el valor
final de la velocidad de la particula Browniana, o sea A >>et.
Por esta razdn si se toma (IV.65), estd claro que los
nuevos resultados deben reducirse a los que ya se tenian en el
1imite A —»©® . Por lo pronto, con esta nueva suposicién y la

expresidn (IT1.99) deducida en aquella seccidén se tendria

°<so(f):-_ -é?_ ,ﬂn'“!o'ﬂﬁt“u =« (/" e:a‘t)

integrando, la constante aditiva de integracidn en f=0 resulta
ser =X asi que
1

2o | esonr o = - O(ZL+2;T (1- e¥?)

qxtfzag(i-ﬁfxt)

I wontl].= €

Se va a ver ahora, que las inconsistencias debidas a

(IV.66)

la suposicidn en el modelo de coeficiente de friccidn constante,
a las cuales ya se hizo mencién en el Capitulo II1I (véanse ecua-
ciones (III1.33) y III1.35)), desaparecen. Asi, si introducimos
(IV.66) =n (II.82) tendremos para la funcidn de correlacidn de

la velocidad
<5(° (to)io(fdfb; s(E<X,(fo) (1IV.67)

I g
que como s¢ ve para A= (F4 >» m) presenta el comporta-

miento exponencial deseado. Ahora segun la relacién (IIL1.32),
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deducida también a partir del modelo, tendriamos aqui que

(Xo(z‘o) X (D= L X (@) ¥ %11)y  (1v.68)

es decir
. 2y e B (1-€7C)

( (2%, (1:41)) = T (I-€ e™) &
(Rt ltirtly = ~=thT (

(Iv.69)

De esta manera, de (IV.67) y (IV.68) las correlaciones

iniciales son:

<;;.>:_£Ml__ (1V.70)
<% g%= 0 (1v.71)

como debe ser por (II.77a) ¥y (I11.35), salvando asi la inconsis-
tencia que se tenia en la Gltima expresidn.

Tanto el término de memoria (II1.101), como la correla-
cidén de la fuerza fluctuante (I11.98), también sufren modificacio-

nes. Asi con (IV.65) para la primera, tenemos

Ao(z‘)__-fart'[d(f -€¥)+ (1-€7 e’

t«t)nL(a exet)) F_:

que se reduce a

b xE f e (e f>€
ya que A'?)c{

t "
()= e @ ae (@) N E )

y usando el cambio de variable i‘: A

-x(z-e)

E(t') (IV.72)

o (2- z)f.!‘_(i e
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f
—(n+et) F

/xn(f)-_-fi_c Jz(l .1_)1 F(.___?_C_> (1v.73)-

Mientras que con (IV.65) y las expresiones consecuentes

—ostf«ﬂ— Nt)
N2 zomntll=x(1-€ '\t) € (IV.74)

Ilﬂ‘mﬂfu..: o(e siee )Dt ot “"((1“5_“);} (IV.75)

la correlac1on de la fuerza aleatoria pasa a

L Ao A7 = xh‘rllmmzz‘ﬂ,,,[}\e + (1€t < (-6*4)(- "),
+o((-)t° )\te Ai’)(l e—x,_t)]

que tras alguna dlgebra se reduce a

- (V+ 1B L) o
A Al 4t)) = oda‘ @O At [)\’+o< (1- e”)(z.- o “')]

(IV.76)
y finalmente, nuevamente por tener N>y e .
z
Rt Alrt)y = HhT & [Nrax] 2 gT-N et
(et Aty )y = KT X i (v.77)

Como se ve, ahora se tiene un término de memoria (IV.73),
el que para conocerlo tenemos que saber la dependencia temporal
de 1a fuerza externa, y la autocorrelacion de la fuerza aleatoria
(IV.75) con un ancho finito, que se hace infinitesional solo en
el caso X-'-Pﬂc . :

Si se supone una fuerza externa constante puede calcu-

larse la integral que interviene en 1a memoria obteniendo

b= & R Ry | R
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Asi para ZL=o no se tiene ninguna memoria, como debe ser, y pa-

ra Z,';'o r )\'>>D§

l"\o fos 'Faaﬂ .
S (1V.79)

'
que se anula conforme AN oo,

Por otro lado, si nos fijamos en el espectro de la fuer-
za fluctuante tendremos segin las definiciones introducidas por

(I11.36) y (III.37)
LAl A()y = G L) St (1v.80)

siendo GACW) su densidad espectral, dada por

Gile)= oL [ Aot et

“ _Hl-iwt
Giw). £T=M | E Az (1V.81)
X7 M

oo
donde se ha tomado valor absoluto para el tiempo en la expresi6n
(Iv.77), puesto que ha estado implicito en todo lo que se ha he,;—
cho que nos estamos ocupando de tiempos f a partir del cero. Asi
que para efectuar la integral (IV.81) observemos que H"-‘-‘f

cuando 'f‘y-o v H’l”—""f cuando 1""40 y dividimos el intervalo

de integracidn en dos partes:

GA (o) = 467"9()& [J‘Ge(a'vr:u)tdt_,_jwe-(a'ﬂu)t;hf‘l _

R7TH
2 ATSN |1 - AT _2X
LTM LKiw Ntiw X7TH  Ktw®

G\(w): AT XN* (1V.82)
M NPrw?
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Yy entonces

(A Al)S - T X* §(wrwr) ——
M ONEwt ’

Asi pues ya nc tenemos como antes un espectro C%fhﬁ
constante para la fuerza fluctuante; no obstante, una variable
aleatoria cuya funcidn de autocorrelacidn y espectro sean del
tipo (IV.77) y (IV.83) respectivamente, practicamente puede ser
considerada como de ruido blanco con tal de que N sea suficien-
temente grande, ya que entonces la funcién correlativa exponencial
seri tan pequefia como se quiera para un tiempo ZL#ﬁ o cualquie-
ra. Asi en nuestro caso para cuando X‘:M/M», es lo bastante
grande, el intervalo de correlacidén de la fuerza fluctuante /L(i)
serd tan pequefio como se quiera y su espectro sera practicamente
constante, para un conjunto considerable de frecuencias, el cuidl

]
serda mayor mientras mayor sea la razdn A 7

Identificacidn con la Ecuacidén de Langevin Generalizada.

Aunque ha sido evidente la concordancia entre las ideas
que propiciaron la introduccién de una ecuacién de Langevin gene-
ralizada; con aquéllas en que se fundamenta el tratamiento del
modelo de osciladores introducido en la gec.II.Z y que aqui se
ha continuado, no se ha hecho palpable la equivalencia de este
tratamiento, con aquél qué estaria descrito a partir de dicha
ecuacidn; ésta serd precisamente la intencién de esta seccidn.

Podria considerarse que en este tratamiento se tuvo

como ecuacion de Langevin generalizada, la ec. (II1.75)
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Xo(f)‘/c;:~ﬂo°(i)xo(f)+/4n[f) 7“/7. (¢) (IV.84)

complementaria por las autocorrelaciones de la fuerza fluctuante

ecuacidén (II1.98)

Aolle) Asltort)> = Az:{umwﬂl,., + o () ol B 42|00 0o 4.
M
b [“" (fn f’t}" Fas (Zf\)] “ ﬂﬂ-‘n-ﬁi—“oo}
(1V.85)

y donde el término de memoria obedecia a (II.101)

t
b, (). {Ji’[osu(:f)—m (i‘-f’ﬂ!:@odﬂ(f’i"ﬂu&’(tl) (1V.86)

vﬂ

Mientras que la ecuacidén de Langevin generalizada propuesta en
la seccidn III.2 correspondiente a este tratamiento seria de la

forma:

e

t
XJﬂ“E(f’)Z“fZP(ZL'Z”)X.(t’)a/z"v‘*A(Z‘) (1V.87)

donde como se recordarid ¢J(f‘f') representa la respuesta del
sistema (el retardamiento friccional), tomando en cuenta en este

sentido que para un tiempo microscdpico

!

= W aucsr (1V.88)
la particula Browniana sufre pocos impactos de las moléculas del
bafio.
Para ver la equivalencia de (IV.84) y (IV.87) debe te-
nerse que ambas describen el mismo proceso y para esto deben cum-

plirse dos condiciones:



a) Los términos sistemdticos, o sea, aquéllos que al prome-
diar en el ensamble no se anulan, deben coincidir.
b) La parte aleatoria, o sea Ao{f) Y ,A(f) , deben

tener las mismas propiedades estadisticas.

De la condicién (a) debe tenerse entonces
2 & .
o(o,(ﬁ<Xa(f)>—hu(f)=f £ )<K B 1y.ae)

recuérdese seglin (II.68b)

Kol 32 ot atll,; % +;£ Jlmnt]].jﬁ. 3 f :ft' [leoa ﬂ(t't’)ﬂo.ﬁ(ﬂ

(IV.90)

donde 71!: XJ (t=0) y {tf = )-(a'(fﬂ) de modo que con <ﬁ) = <?|'> =0

. .
<Xu(f)>:fdt'”m.[).{f’f')”no E(z) (1V.91)
o .
Sustituyendo esta expresidn en (IV.89) es fiacil llegar

a ; r 4
f dt'ofee (1) |leos 2 (2-1) oo £ (2) = f ptt-2) | dt*llessn ()l E(2)

(1V.92)
Sean:
Z(f)‘—;”emﬂi“ao (IV.93a)
oty (] il [ﬁnz(é)] (IV.93b)
d#

tendriamos asi ; b
e
f At otes (2-21)§ (F-2)R(2)= jdffqo(t-r) de'ylt-¢)R ()

(IV.94)



cambiando el orden de integracidén en el miembro de la derecha y

pasando todo al miembro izquierdo

ra z
fJf'Elt’)[ Jz"@(z-zﬂjy(i-cz’)-ocn-(f‘z‘*);(f-f’)}o (1v.95)
tf

como esta ecuacidn debe cumplirse para cualquier Fi({) llega-
mos a la siguiente condicidn que es ya independiente de dicha

fuerza

t |
f‘;}z“(p(z‘-i");( “2)= ctult-2') g (£-27) (1v.96)
il

haciendo el cambio de variable x==f-f”

_f”,:x Pl) g (F-x2') = ot (E-2) 3 (- 2')
b &

que puede escribirse como

z
/ergocx)g, (Fx) = otou t) 1 2) s -yit)_[hmyei] = - .

asi que
t
dyet) __fa/x Pex) y (2-x) e
At L ‘
 Tomando transformada de Laplace Fourier

dw][w] “Yle) = - Lwl gﬁw]

#[w] + iw:_g% (1V.98)

donde se ha denotado

Hw]:fj(ﬂ e_iwt'# (IV.99)
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Kubo(10) deriva partiendo de la ec. de Langevin genera-

lizada un teorema de fluctuacién disipacién
o ~cwl
M @Lw] :ZL_f<£.'(f)£»'(1e+t)>€ 4t (IV.100)
78

que implica

LA Ao () = .%t”é?f“’] S (wrwr) (IV.101)

como aqui se tiene A.. =MA.

LA () Aslw)> = % plw] § (wrwr) (IV.102)

o bien

‘p(f):_H__<Ac(°JAn(fJ> (IV.103)

RT
Y con (II.98), (IV.93a) y (IV.93b) se puede llegar a

que

o o 6 d* IV.104)

Ao (0)At)> = _,%27:{?1,&; (

y por (IV.103)

@(-H:y%%; (IV.1.05)

De la condicién (a) deben cumplirse las ecuaciones (IV.
97) y (IV.98) y de la condicidén (b), (IV.105). Para hallar las
soluciones ;H‘) ¥ @(¢) de estas ecuaciones acopladas recuérde-

se que 3(37 es la funcién de correlacidén de la velocidad y de-

be satisfacer

5(0):/5%(0):035””3 ey B /J/l—fd.- =0 1,2,...

drm™ (IV.106)

Popiok
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Las soluciones exactas son dificiles de calcular pero
la aproximacién que se propuso (IV.66) es una buena solucidn a
primer orden en ax,/A‘ y satisface ademds (IV.106) cosa que no
~xZ
ocurria con 3(2"): e :
Asi si se sustituye (IV.66) en (IV.105)
5.
- _d? [-xt+= (1-€"°)]
dt* N
-z
Plt)=x N E (1v.107)

y como ya se vié en (IV.82 ) su transformada de Fourier es

40[{»]: N (IV.108)

que satisface (IV.98) dentro de la aproximacidn ya sefialada.
Se ha visto asi que si el espectro de la fuerza alea-
toria estd dado por ecs. (IV.102) y (IV.108) las dos generaliza-

ciones a la ecuacidn de Langevin son equivalentes.



Seccidén IV.3.- Generalizacidn en el Modelo con Matriz

de Interaccién Ciclica.

Esta filtima seccidn se avocari a la generalizacidn del
estudio realizado por Ford et al. asi como del tratamiento pre-
sentado en la seccidn IV.1, este filtimo utilizado como argumen-
tacién sobre la introduccién del limite M/m >* 1 cuando se quie-
re describir al movimiento Browniano con ia ecuacidén de Langevin
ordinaria. Todas estas ideas toman como base, en principio el
estudio de R.J. Rubin(12) complementdndose con las formulaciones

de Zwangig(13) (17).

y Kim
La diferencia fundamental con el trabajo de De la Pefia
y A.M. Cetto(s) radica esencialmente en la distincidén de ia in=
teraccidén de la particula Browniana ya que aqui como en el caso
de F.K.M., se considera que los elementos en la cadena de oscila-
dores estdn sujetos a la misma interaccibén y se imponen condicio-
nes a la frontera periddica, lo que di lugar a estar tratando nue-
vamente con una matriz de interaccidn ademds de simétrica, ciclica.
De las 2N +/ particulas en la cadena, se distingue al elemento
cero por una masa M distinta de las restantes, las cudles se su-
ponen con masa ?n y constituyendo al bafio térmico. Como la in-
teraccién de cada particula con las otras estd dada por fuerzas
armbénicas, la matriz f& s0lo tiene como restriccidén el que sus
valores propios sean no negativos.
El Ginico punto a modificar a lo hecho en la seccibn
IV.1, es pues generalizar la matriz de interaccidén sin restringir-
se a préximos vecinos. E1 hamiltoniano del sistema seria enton-

ces
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z
/_/'-2 .2154 +Hb : (Iv.109)

donde

(Iv.110)

L5

}45 :.,L_éf:_li__ o b, ?-fés ?—

2 S aM 2 1% 1 *
FEad ¥

y G- y ;? son el momento y la posicidén con respecto a su posi-

cidén de equilibrio de la j-ésima particula, respectivamente, f

y & se refieren a la particula de masa M . si suponemos ademds

que solo sobre la particula cero actiia una fuerza externa

y(%'(t)):_)ai'/}iﬂﬂ)_ (IV.111)

podemos condensar la ecuacidén de movimiento para la 1 -&sima

particula en la siguiente expresién:

m[ 1+ (4 -/)gj}] Z] == ZKpag+ Frw)de  av.n2)

Mediante el cambio de variable definido por (IV.7a,b) y utilizan-

do el hecho de que el elemento de matriz Kj; depende solamente

de l{—sl’

Ky = Ko = Ko (v 113)
al seguir un procedimieﬂfo andlogo al de la seccién mencionada

se llega a que:

Gitt)=~(5hi-1) s(z)_ g{(km\ £ F(ow)

(_?”f.,.)& = )n./ (Qﬂ-ﬂ)'& m (RUF)E

- ieﬁjh(—i(%)ﬁ) (IV.114)

f%o s
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y después de alguna dlgebra en donde interviene (IV.113) se ob-

tiene finalmente

G (2) 1—_(%,'_’,)__%(1’)_ - f_(f'_"i’l;b.&;%énfz‘) (IV.115)

(2ut1)% (mr)s ™

donde ahora
- 2Tl N
Ke

W:: ze:ﬂﬂ
u

(IV.116)

invirtiendo tenemos para los elementos de la matriz de interac-
cion LW

R o o ie””' W (IV.117)

de acuerdo a su condicidn de ciclicidad y a la forma propuesta
por F.K.M. que se dio en la sec.II.1, ec.(II.14). Con esta forma
para la matriz de interaccién fue facil comprobar ahi, que sus

valores propios son las N:, n,:-*A/,—A-'ﬁ,__,_,/V, es decir
n T L
Kb = wa b (IV.118)

donde los correspondientes vectores propios son matrices columna
de (RN+1) renglones cuyos elementos estan dados por
% 4o i
ji= 7 (SR (IV.119)
(2M+1)%

Por lo tanto también tendremos aqui por conservacidn

del momento:

o= 2 fj=- 2 (ZEKy) - Z1(FHy

para desplazamientos arbitrarios de i& s asi .que:



; Y=, (1V.120)

1.2 Ksj'-—- o

que como ya se vid en esa misma seccidn junto con (IV.117) tienen
como implicacibén que cuando menos uno de los valores propios de

la matriz de interaccidn es nulo (ec. (II.44)
= b (IV.121)

Tomando la transformada de Laplace en (IV.115)

= ) T [fé'n(o)+'6,\.foj]_ _(%;J_l [c‘ﬁ:m —e‘;;-/o)-g;{o)] %
Elp wrt (W) %
nm
I — .}
(enri)s P~ (IV.122)
SN
multiplicando por = /42ﬂﬂ)t' a ambos lados y sumando sobre

n se tiene

%(Z).f.(%..:)("%&)ﬁ({):(%_I)‘fj]_—ff.(o}f'?:'(o)]..;._):'L_g""’l‘f‘-(ﬁ)*

+ 2 [eto) #3000 ‘E,- (e)

(IV.123)

donde ‘?E esti dada por la expresidn ya conocida, salvo el fac-

tor (1/m)

% ¥ b ‘
B, s B e B (1V.124)

3= e
(RN+1) pzoy E*+ Wik

claramente % (€) =:f%- ().

Tomando el elemento de interés J'= 0 y tras la re-
duccidn de algunos t&rminos al hacer explicito el elemento % =0

en el Giltimo término del miembro de la derecha de tal ecuacidn,

se encuentra que:
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o)z I = [ep+i00% @ , M [egofml Ry
¢ f-f-(ﬂ;—;)gz{;(g) Sdo ™ .
_,_jf%(;)} (IV.1125)
m

Asi se tiene la solucidn exacta, © cuando menos su trans-
férmada, en términos de las condiciones iniciales para una parti-
cula sujeta a la interaccidn com un bafio térmico constituido por
las 2/ particulas restantes y a una fuerza externa 53 R (o)
que seguiriaseria entonces ver si es posible alguna identificacifn
con la transformada de la solucidén de una ecuacién de Langevin
generalizada, para poder tomar entonces la descripci6n del proce-
so mediante ésta, como equivalente.

Tendriamos una ecuacidén de Langevin generalizada de la
forma )

)= FeA(2)-N [ 4 ol
plzl=7+ z@z)p(t-=
o (IV.126)

cuya transformada de Laplace es en términos de la i%

£.(6)s L0 + 7 +_/§_+ -?;fﬂ)] (IV.127)

Y RSN RN e S
€2+ At B (e) [M
Nuestro ensamble estd nuevamente construido de tal ma-
nera que al tiempo inicial ZL?'U consideramos que la velocidad
de la particula mis pesada toma cierto valor asignado ﬁjb) en
tanto que las demds velocidades #I(O) asi como todas las coor-
denadas %%(D) se escogen al azar. En este sentido existe una
independencia en la velocidad de la particula Browniana, de manera
que al comparar las ecuaciones (IV.125) y (IV.127) podemos igualar

su coeficiente en ambas expresiones, de donde resulta que

—~

ﬁ?:_L__{_l___ - 5} (IV.128)
X&) Efile) ‘
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y para
N
A -‘—-—/7\’4“L (IV.129)
45(5):5;( - & (IV.130)
b (2)

Comparando los miembros restantes, es posible obtener

la siguiente expresidn para A(€):

AJ:M_(LZ.L).\EEM Le (o}+‘{o)]%(c)+[-M(f’*+)’sf€f6J) Med(o _
i ot A VYT TR

. M(c‘-n\‘r.@'(«:))] ?(o)_,_[M(e#Azc@“(sJ) f@ ] ¥
5 g

[+(L-)erhe) T

pero siendo consistentes con (IV.129) y (IV.130), el coeficiente
de la fuerza exterior FF se anula y con algunas otras reduc-

ciones

/Z\J: »u Z [fﬁfo)—ﬁ{o)]%(f)_ b @’(e);‘g(o) (IV.131)
£ () SZo

Se estd viendo asi, que es posible hacer la descripcidn
exacta del sistema fisico que se estd considerando a través de
una ecuacién de Langevin generalizada de la forma (IvV.126), siem-
pre y cuando se tengan como vilidas las expresiones (IV.129),
(IV.130) y (IV.131). ObServese como ;K corresﬁonde fisicamente
a la fuérza fluctuante que se asociaria al movimiento Browniano
de la particula; en principio, si se promedia en el ensamble defi-
nido, <A>=o0 y por otro lado como se vid, resulta ser indepen-
diente de la fuerza exterior §ﬂ &

Todavia hay que subrayar algunas cosas sobre la ecua-
cidn de Langevin generalizada (IV.126):

a) La ecuacidn es exacta y vdlida para todo tiempo i‘ y

e 2
para toda razén de masa A
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b) Todas las condiciones iniciales solo entran a través de
Al¢) y en forma lineal.

-~

c) Cp(fJ solo depende de la masa de las particulas del ba-
fio y de las propiedades de la matriz de interaccidn. Ya
se dijo antes que representa la respuesta del sistema,
el retardamiento fricciomal, que toma en cuenta el hecho
de que en un modelo realista, para tiempos pequefios mi-
croscopicamente, la particula Browniana sufre pocos im-
pactos moleculares.

De estas observaciones se sigue que la reduccidn de tal
ecuacidén a la ecuacidén de Langevin se podria dar independiente-
mente de la distribucidén de las particulas del bafio, siendo 1los
resultados validos estén o no estén las particulas del bafio en
equilibrio. Nétese también que la masa de la particula Browniana
p4 interviene en la ecuacidén de una manera muy simple a través

2,

del pardmetro A , lo cudl no sucede por lo general para otros
sistemas. Creo que en vista de la simplicidad de estas propieda-
des asi como de la obvia semejanza con la ecuacidén de Langevin
ordinaria, ya no cabe ninguna duda sobre la conveniencia de la
ecuacidn de Langevin generalizada como punto de partida para el
estudio del movimiento Browniano, aunque claro estd por ser vili-
da para todo tiempo f‘ , la reduccidén de ésta a aquélla solo pue-
de darse en los limites apropiados, sobre los cudles ya se ha he-

cho énfasis en las secciones anteriores.

Propiedades Estadisticas del Sistema

Definamos ahora las propiedades estadisticas del siste-
ma; para esto supdngamos que las coordenadas y momentos iniciales

de las particulas ligeras en la latiz estdn distribuidas candni-
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camente (normalmente) en el campo potencial creado por la parti-
cula mads pesada fija, la cual tiene una velocidad ?(o ini-

cialmente.

,-‘ﬁ'Hb(ﬁfnl P’lul) énﬁﬂb(ﬁ"”r?im)

= fe:/jyhfﬁumhnﬂf;udiﬂ

A= dlp ... g Ay~ Pu
4_?”:_—; '(f:a(”;; 4{_’ _— 0(?_,,

Asi, el valor esperado de cualquier funcidn FT?@);Pﬁ))

D@wﬁw e

(1V.132)

donde

(IV.133)

esta dado por

EF 3 j F (3661, pro1) D{3t0, ) 47°™
f D( ), p&) 4P 4F"

Es conveniente pasar a las variables relativas

Efj‘: ﬁ*f, (IV.135)

en la modificacién que sufre entonces /fb resulta Gtil la

(1V.134)

propiedad de la matriz de interacidn (IV.120) en la forma

%K;,‘:-KHI Vs = %o Koj = —Kes (1V.136a)

o bien

= K; is=-Kos, Vs -72 Kjp =~ Koo (IV.136b)

S#o I?D
asl

ff = 2§i ﬂi__ + JL Zé: 7»kﬁsig_

jFo am

s Z ity 2 7:Kjsts +J-Z ?/ﬁoi‘,fii? fost, + L fk3,

j¥o Do 2 g sge

HZ 'i?ksﬁ

J‘FD aru -'L FERS ET) “n?‘ P

é: kis 2‘% Z. ks;;— E‘é_K.ﬂ
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pudiéndose poner entonces
HL" _:I__.+.-——2... (? ﬁ)k;;s(?‘ ‘?o)
Fhats
es decir segin (IV.135)

ey B2 i yhen o

ifo
Naturaleza Estadistica de la Fuerza Alz)

Vamos a ver como se refleja lo anterior en el térmi-
no asociado con la fuerza aleatoria A(ﬂ para esto primero
daremos una nueva expresidn para 1a funcibén respuesta transfor-

mada @(6) y la 51gu1ente propiedad de la ¢#9

ZFE@= = s ) - a“""

1 1 (-?N-N} nz-n € + wWnt
i ‘}’VL
2rhng W
e . [ I S
(w+1) 5y m & £ (E*y Wn /)
i
= cz_:r?T’-% é“‘ggﬂl i *wﬂﬁ% m (€W /M)(a cm«ske
< (IV.138)
é Flerz Ly

donde el segundo término en el miembro de la derecha se elimina
debido a que la sumatoria entre paréntesis es nula, esto se oOb-

tiene facilmente a partir de la ecuacidn de valores propiocs

(IV.HS)
i a 1 o 4 ﬁ%rém
i (RW#i)E (-wrt)m

sumando a ambos lados sobre s ¥ nuevamente por la propiedad

(1V.120) de la matriz de interaccidn

if::i in:l i
o= Z (2K ) _s e &
7 % ) )£ s (2N+1)=
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asi que dicha propiedad en términos de los vectores propios se
traduce en :
< L2, O
w;f‘éﬁ_ezh%r R (IV.139)
o (RN+1) %
lo que justifica completamente la propiedad (IV.138) para las
funciones 433 ; mediante ella ya puede darse la nueva expre-

e
sién de ¢ -

Pl b o &l o (J___ﬂ%(i)):ﬂé__ (Zjﬁ-(a.)--?;(c?

e$(e) Fe) | €*

f(a)___: ; i CTDJ-(E) (IV.140)
(&) {(#o

y sustituyéndola en la expresidn (IV.131) para la fuerza fine-

tuante, ésta nos queda como

Ale) - 1 2{””5’]550)4‘}2("’}%(5) (IV.141)
Hle) =po

En vista de que (IV.132) es una distribucidn Gaussiana
y de (IV.141) se ve que A(f) es una combinacién lineal de las
condiciones iniciales del bafio ?5(0} y fs’(o )., se concluye
que A(f) serd un proceso Gaussiano con media cero. Por otro
lado, del hamiltoniano del bafio (IV.137) se tienme que la fuerza so-
bre la particula mds pesada debida a todas las restantes es:

A(f): —_a/_jh—-:i 2— Ki;(ﬂ"ﬁ)z —i_ Kos (%"%)

0% S#e f#o =70
A(f];_é Ko (75(#) (IV.142)

3%5

A(O):_ék.,j %.(o) (IV.143)
%

en particular
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Ahora, es facil ver que en (IV.132) el factor de nor-

malizacidén en la distribucidén estd dado por
£ (_ﬁ_)w (et K')* (IV.144)
277

donde l<l es 1a matriz <V X 24& obtenida al suprimir el rengldn
y la columna cero; para que la distribﬁcién tenga sentido es im-
portante pues, suponer bt K'>o.

Definida completamente la distribucién, pueden calcu-

larse de acuerdo con (IV.134) las correlaciones
<Ef°)f?f0)>=7g—5£3' (IV.145a)
{ ro)g (o) > = (IV.145b)
(k™) '
<; [o)yj(n)> ‘g‘ K =g (IV.145c)

con el auxilio de ellas y haciendo uso de (IV.141) y (@V.143)

<ALy AlD) = =2me = EEOZ K<y +

2{€) =30 {#o

i i = ‘)b(c)Z(K, <Pt oJBLoD
<+ gy S#e
y por las correlaciones (IV.145)

CREIAY- me =+ (»:)ZiK (+: )(K"‘)s-z

42(5) ‘5#0 J#u

- mE (-‘Jé_ ( )51 (K')jl: ;_g_( i’#‘(&)é_x )_.

Bt ’*o 2, £(5) spe €
coP LR % (&)
= <f-.(£) % )

<A’(c)A(o)>=)r_EF(cJ (IV.146)
‘ A

Esta expresidén ilustra completamente la necesidad de
tomar en cuenta limites apropiados para que el proceso .A(fﬁ

pierda la memoria y se vuelva un proceso de Markov, es decir, si
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se quiere que la correlacifén <fq(f)A(0)> tenga una memoria
instantdnea para que pueda ser representada por una funcidn del-

ta y se tenga una expresidn del tipo (I.17).

Limites de Interés.

Una vez que se han definido las propiedades estadisti-
cas del sistema procede que veamos algunos de los limites posi-
bles segun los cuales, la particula mids pesada a partir de la
descripcidn que aqui se ha presentado, mids completa puesto que
es exacta para todo tiempo, sigue movimiento Browniano, es decir,

se comporta segun la ecuacibén de Langevin ordinaria.

Limite de Ford, Kac, Mazur.

Nos interesa que de la ecuacidén de Langevin generali-

zada de la forma (IV.126) sea posible deducir la ecuacidn de Lan-

gevin. Para esto tomamos al proceso /Q(f) con memoria ins-
tantédnea

@ = +§(2) (1V.147)
o bien .

Fle) = f (IV.148)

Es claro que se tiene que considerar a la latiz infi-
nita (N—=oe) modificdndose entonces (IV.124) y (IV.117) a

-~ : A (64
Fe)o I e’ de (IV.149)
"27,,1 e

wi(e)
e

Gl 5
Kio fw*(a)éwea(s (IV.150)

7T Ny



respectivamente, con

w(8)= wi | = AMEI 6

s (1v.

Bajo estas condiciones definimos

y tomando en cuenta que (IV.130) y (IV.148) implican

%(E]: / (1v.
(fe+€2*)
entonces
7). 1 V.
Aae vy :

y (IV.152) se convierte en

ra
/ f £ do— _i
wie> W
TN e+ B f+€ td

aplicando la transformada de Laplace inversa, para expresar

en términos de ZF

7 ~f T
__/_[&o—w(w[e) f)ﬂ{ez 6 (Iv
-Zvr_” Ve

gque no es otra que la ec.(II.25), integral de F.K.M., donde
tenia 22=1 y como solucidn

T 2 (A
wie) - F ﬁw_g_ "
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151)

+152)

153)

154)

155)

todo

.156)

se

2187

pero se hizo notar que con ella los elementos de la matriz de in-

teraccidn dados por (IV.150) divergian por lo que habia que

troducir una frecuencia de corte e dado por

St
wl0) [ g o fol< 00
(v} Jeore 6. <lol=7m

(v

in-

.158)
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y lo que es importante un nuevo proceso de limite &G—=7 que
era equivalente a We—>e2 (we >> f) , para que la particula de
interés de masa M=om , alcanzara movimiento Browniano.

Aqui para tal caso, la deduccidn de la ecuacién de Lan-
gevin ordinaria de (IV.126) es casi inmediata, tomando en consi-

deracidn (IV.147)

g
plE)=F + AlY)- )fja(z”(t)ﬁ(zhz)

pero )\L: 1 asi que
ﬁ(f): ¥ AR)-TR(#) (IV.159)

que es la ecuacidn (I11.50).

Hasta aqui, ya que en principio (IV.138) es vidlida pa-
ra toda razdén de masa A$ , podria decirse que se tiene movimien-
to Browniano independientemente de ella, atn en el caso ﬁ4<-k%
si se tiene una interaccidn de la forma especial (IV.150) y con
una frecuencia de corte, como concluye en su trabajo Kim.

Sin embargo, se estd perdiendo de vista que para 'que
esto suceda es necesario el proceso de limite &le >7'F sy el que
Ford et al: interpretaron diciendo que el tiempo de interaccién
macroscdpica caracterizado por la frecuencia del corte “4;‘
debia ser muy pequefio comparado con el tiempo de relajacidn macros-
cdpico ¥~;, donde se estid tomando en cuenta el hecho de que la
coherencia dinéﬁica en cualquier sistema dindmico, sucede a tiem-
pos muy cortos o a frecuencias muy altas (¢U¢'—5°°) . No obs-
tante, que tan cortas o que tan altas deban ser, depende de las

caracteristicas especificas del movimiento molecular y aqui, pues-
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p)=F(2)+Ald)- Ajatz / <A(z)A{0)>P(t—z) (IV.160)
Y usando la identididad

: =
}g(z*-z):g(&Hf pltredde (1v.161)

,«j(t)-ﬁ»"-’(z‘) ~Al2) + XR@) i/z <AlAD> =
T

2 J W P S th eyt (V. 762
= A Az Ale)Alo)) (242" oz ( )

Y ahora si, hacemos el escalamiento de la ecuacién, escogiendo

como pardmetro de escala a A~ y tomando
22 BT, wo g (IV.163)
A

para obtener

A7E)  FE) R, 7(s) A CAGE)AL)Y

s At (m47)
. f Ye <AIALDS f Cblrsr) dz = ()
P e MmAT
: (IV.164)
donde ‘
7). B (3E) ,' v 52
R(s)= A(?fl_ : (1V.166)
F(s)= F(5)/A" (IV.167)

Tomando ahora el llamado limite de acoplamiento débil

( A=>o, T a0, Xl=s fijo) en (IV.164), obtenemos

.47_7?“éj__37'(5)—/€(s)+?77(s): 0 (IV.168)
&9
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2

donde el miembro de la derecha es nulo ya que es del orden de
;\ » €n €l no es posible hacer lo mismo que en la integral
del miembro de 1la izquierda ya que 7 no es fijo y se tendria

para )\—-)0, Z*D"/}»"""’m-

Para (IV.168) se ha supuesto ademis que

Cls)- (Q(i = ;J(J),&V*J'&;"}‘*O- (IV.169)

para que
A o, _ﬁ? QL‘%‘?&U&; t (o) (IV.170)

de acuerdo con (IV.146). Note que aqui se esti dando nueva-
mente la correlacién de la fuerza fluctuante mediante la funci6n
delta para poder hacer 1la reduécidn a la ecuacién de Langevin or-
dinaria, sin embargo, aqui estd explicito el limité A—o y por
lo tanto la consideracién M>> m .

Considérese una particula libre, entonces
-——”(Zf:’) = Ris)- fres) (IV.171)

y en vista de que las propiedades estadisticas de /&(S) estan
determinadas por fq{t) segln (IV.166), si tomamos un prome-
dio en el ensamble <A(3))=p y

'-—;—mf 2 = =P R (IV.172)

cuya solucidn es

—s
7))y =<7y € (1V.173)
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0 equivalentemente,para una particula libre Y en el 1limite considerado

se cumple el decaimiento exponencial
-3

<ﬁfﬂ>: <fg[o)> e (Iv.174)

semejante a la expresién (IV.61) encontrada en la seccién IV.1
para el caso particular de interaccidn de proximas vecinas.
Para que tenga sentido la solucién (IV.174) es necesa-

Tio que en cualquier proceso de limite se tenga

NFt= fonets (1v.175)

lo que justifica plenamente el que hayamos tomado el limite de
accplamiento débil que se definid antes.

La condicién (IV.169) puede ponerse entonces

wlg)_ f
;—* o CIV. 176)
con ;r Are . Resumiendo, en general tendriamos

3
_o%@_ﬁ’(s)ﬁe(s) -fc'm 7ls-o) do = &(A) (IV.177)
53

reduciendose a la ecuacién de Langevin, en el -a—n-u A= o y
suponiendo entonces (IV.169) es decir una memori‘la instanténea
para el proceso A (2),

Por iltimo en este mismo limite, en virtud de la sim-
plicidad de la ecuacidn (IV.169), es posible obtener una expresidn
explicita para el coeficiente de friccidn f . De acuerdo con

(IV.130) la condicidn (IV.176) equivale a

L T2 s _z2)\_ F
F-o 49 ; Fo (;/i(;) }) = (Iv.178)
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y con (IV.149) en r1'=0:

7

' Ao = 1 (1V.179)
: P
Fao ), Froum T
donde solamente las vecindades de los ceros de @*(#) contri-
buyen a la integral. Ahora considérese que w?(8) tiene al
menos un cero, en 5=D, ec LI¥. 23 )i como la integral depende
del comportamiento w?(®) en sus ceros, esto permite calcular

la integral suponiendo que w*(8) se comporta como

wz(s);-o(gla-aal& (IV.180)

conforme la curva emerge de uno de sus ceros & y donde_ﬂ’a
es entero positivo.
Entonces la contribucién de esta rama, a la integral

(IV.180) es:

; ,
_Z,:g;:Z;w_J_ £ odx (IV.181)

>0 7 5 }".-,r-:,_:ixﬂi
. . : A ! x,&
y mediante el cambio de variable £ = [ ot
2njf‘
v ‘—L')’, 2 % J
.I,g‘.: /&W L c')ﬁ cfz (IV.182)
e WF o fFEE

cuya solucién(18) conduce a:
ozpi=2

pe= 2
}6’.:72-

o .
Al = £(2)% (IV.183)
<0

LE &
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Finalmente se suman todas las contribuciones correspon-

dientes a cada uno de los ceros de wW? y:

—1{7-: 2 [} (IV.184)

Lw'(s)=o]

donde la suma se efectua para todos los ceros 9,_' , las ramas

entrante y saliente se cuentan separadamente y:

0 2l w’/e)ruegle-eelﬁ") 0% A2 tmo:
4
= IE 2l wie)= «:)b-8;

(3

o0 _al wi(g)x a(cia—&’lﬂ;, Bi>2 enb:

I

1% en 6: (IV.185)

Si  w*(6) tiene al menos un cero donde W) varia
como /9~9il‘4‘ con ﬂ,j) < , el coeficiente de friccidn
'F €s cero. Mientras que un cero en el que varia con 044& <2
no contribuye a la integral, asi que si se tiene este comporta-

miento para todos los ceros de w3(6) » €l coeficiente de fric-

cidn TE es infinito.



CAPITULO V.- CONCLUSIONES

A lo largo de todo el trabajo se tuvo como intencién
el que a medida que se fueran dando los conceptos elementales de
la teorfia fenomenoldgica del movimiento Browniano, se viera tam-
bién la asociacidn correspondiente con el modelo de osciladores
en la linea particular seguida por los trabajos que aqui se han
presentado.

La descripcién fenomenolégica que se did al principio
se baso én la existencia de variables de variacidn lenta y répida.
En la descripcién de cualquier fenémeno hay varias razones posi-
bles para que un conjunto dado de variables se considere como
"lento" con respecto a todas las demis variables. Al conjunto de
variables que incluye a todas aquellas cuyo relajamiento es lento,
se le llama un "buen conjunto de variables" y para el movimiento
Browniano, se hizo ver que debido a que la pérticula Browniana es
mucho mids masiva que las moléculas del bafio, se mueve mucho més
lentamente, por lo que su posicién y velocidad constituyen un buen
conjunto de variables para la separacidn de escalas temporales.
O sea que para estas variables, sus tiempos de relajacién Zpr son
mucho mayores que el tiempo de relajacidén caracteristico Ze de
las demds variables; asi se tiene que la fuerza aleatoria Aéf)
que es siempre de variacién rdpida, fluctda muy rapidamente y por
lo tanto su funciéh de correlacién (funcién memoria) decae tempo-
ralmente en la escala Z. , lo que permite en definitiva que para
tiempos muy grandes 2L>>> . sea permisible darla por una fun-

cién delta.



Por esta razén, resulta sorprendente que en el trata-
miento de Ford et al., Cuyo planteamiento parte de una latiz
completamente uniforme y de una matriz de interaccidn ciclica,
se obtenga movimiento Browniano teniendo que la masa de la par-
ticula Browniana es igual a la masa de las otras particulas. En
esta formulacidén, se hace necesario en un momento dado, para
obtener la ecuacidén de Langevin a que se llegd en la descripcién
fenomenoldgica, la introduccidn del cardcter Markoffiano del pro-
ceso. Esta situacidén se alcanza mediante los limites NL#~°y uE%<FT
donde s’ corresponde a un tiempo de interaccién microscépica
y F-‘ al tiempo de relajacidn de la particula Browniana, pero
dado que esta es indistinguible de las moléculas en todos los
sentidos, incluso su masa, en realidad no se cuenta ya con un
criterio para establecer la separacidn en escala temporal de la
que se hablaba y faltaria una argumentacién mas completa sobre
este ltimo limite.

Pero no sélo se estd simplificando la descripcidn con-
siderando las masas iguales, sino que ademds se tiene que la par-
ticula Browniana interacciona de igual manera con las constitu-
yentes del bafio a como lo hacen estas entre ST, ﬁor €S0 se pro-
pone diferenciar en masas y en interacci®n para distinguir a la
particula Browniana; esto se traduce en tener que trabajar con
una matriz de interaccidn.no ciclica. Los resultados son equiva-
lentes, sd8lo que debido a que el cardcter de tal matriz no es tan
simple, no es posible dar explicitamente sus elementos. Sin em-
bargo, por otra parte se tienen las ventajas de que se tiene como
parametro libre la razén de masas/W/MM, lo que deja la posibili-

dad abierta en cuanto a posibles justificaciones a procesos de
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limite como al que nos referiamos antes y ademds, no se tiene-
la implicacién de que al suponer las condiciones necesarias para
que la particula realice movimiento Browniano, &stas se van a
cumplir también para las demds, haciendo que realicen el mismo
movimiento, y esto es asi en virtud no solo de la diferencia de
masas sino ademds de la no ciclicidad de 1la matriz; recuérdese
que en el anterior tratamiento bastaba que sobre algunas particu-
las actuara una fuerza externa, para que realizara movimiento
Browniano, pero la particula podria ser cualquier elemento de la
latiz, asi los elementos del. bafio térmico podian comportarse tam-
bién como particulas Brownianas.

Las fallas de la ecuacién de Langevin como descriptiva
del movimiento Browniano se pueden ver tanto a través de las co-
rrelaciones calculadas a partir de la misma ecuacién, como por
las calculadas mediante el modelo de osciladores. Este iltimo
cdlculo permitid localizar rapidamente el origen de las dificul-
tades, que radica en el hecho de tomar al proceso, desde el prin- -
cio o mejor dicho para tiempos muy cortos, como Markoffiano. Es-
to se tiene ya sea por el decaimiento exponencial en la correla-
cién de velocidades de la particula o equivalentemente en suponer
al coeficiente de friccidn constante; pero este coeficiente no es
mis que la respuesta del sistema que la particula Browniana perci-
be como un efecto de arrastre y la respuesta no puede ser instan-
tdnea, sino que su efecto es acumulativo durante cierto intervalo
de tiempo, aunque este sea muy pequefio. Pudo darse otro punto de
vista en cuanto al origen de estas dificultades a través de la
funcidn de correlacién de la fuerza fluctuante, introduciendo el

concepto de espectro, correspondiendo @ estar tomando para tal
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correlacidén un espectro constante‘que contiene como factor la
funcién delta, es decir lo que se 1lama un espectro de ruido
blanco.

De manera que si se quiere una descripcidn exacta, es
necesario irnos al detalle en la respuesta del sistema o bien en
la correlacidn de la fuerza aleatoria para intervalos de tiempos
muy pequefios; del andlisis de &ste surgieron como ya vimos las
consideraciones fisicas mediante las cuales es posible tomar en
la practica, a 1la respuesta del sistema como instantdneo. Para
el caso que nos ocupa se sefiald la existencia de un intervalo de
tiempo minimo perceptible por razones de medicidn, de manera que
todas aquellas funciones cuya correlacidn varie segun una escala
temporal cuyo tiempo caracteristico es menor que dicho tiempo mi-
nimo, pueden considerarse como funciones de ruido blanco; otra
razdn sefialada fué el hecho de que la particula Browniana fuera
muy masiva con respecto a todas las demds, sobre la que ya se ha-
bls.

Asi puds, se hizo evidente la necesidad de la generali-
zacidn de la ecuacién de Langevin de tal forma que contuviera ex-
plicitamente un término tal, que englobara las distintas maneras
en que pudiera darse la coherencia dindmica del sistema; a dicho °
término se le identificd como 1a "memoria" del sistema.

En.el modelo de osciladores, el planteamiento en tales
condiciones fue la obtencidn de esa ecuacidn de Langevin genera-
lizada. Se hizo asi, primeramente para una matriz de interaccidén
muy particular en el modelo: interaccidn de préximos vecinos y
PoT lo tanto matriz ciclica. Este tratamiento tuvo como finalida-

des: sefialar aunque fuera brevemente la posibilidad de resulta-
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dos cuantitativamente diferentes dependiendo de si se trabaja con
una latiz finita o infinita, sin embargo, es claro que para la aso-
ciacidn que nos ocupa y por consideraciones puramente estadfisti-
cas nos interesd fundamentalmente el limite A— ee » al cual
identificamos con el limite termodinimico y el que por otra parte,
facilita grandemente los cédlculos; mostrar que la ecuacidn de Lan-
gevin generalizada resulta ser una solucidn exacta y vidlida para
todo tigmpo - y por @iltimo, mds que nada se hizo evidente, solo
que ya en el propio modelo de osciladores, que cuando la razén M/m
cumple con ﬂﬂ/k1>> 1l , se obtiene de una manera natural el de-
caimiento exponencial en la velocidad promedio, ec.(IV.61), y

asi la condicidn requerida por el teorema de Doob, para conside-
rar al proceso, como un proceso de Markov.

Sin embargo, la descripcidn no es afin del todo realis-
ta ya que al suponer a la particula Browniana con masa diferente,
resulta una sobresimplificacidn trabajar con ‘una matriz de inte-
raccidn ciclica, es decir, suponer que la particula es indistin-
guible respecto a interaccidn, de las demis particulas que forman
al bafio térmico. Resultd conveniente entonces completar el tra-
tamiento que parte de una matriz de interaccién no ciclica, de
tal manera que resolviera las dificultades sefialadas en su parte
primaria e hiciera congruente su descrpcién con la que se tendria
a través de una ecuacidn de Langevin generalizéda. Para esto, se
propuso una forma explicita dependieﬁte del tiesmpo, para el coe-
ficiente de friccidn que percibe la particula. En base a las
consecuencias en el modelo sefialadas anteriormente cuando la ra-

zbn _gr cumple con M/M iy 4 , resulta claro que en esa

dependencia temporal del coeficiente de fticecibn, J;&. sea el
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pardmetro que determina que se recobren los resultados que se
tienen en un principio, en el limite.%;—ﬁ eo ., Las contradiccio-
nes en las correlaciones iniciales desaparecen y la fuerza alea-
toria asi como su funcidn de correlacién presentan una forma tal,
ec. (IV.77) y (IV.83) respectivamente, que dicha fuerza puede con-
siderarse pricticamente caho de ruido blanco si ﬁﬂ/hﬂ es sufi-
cientemente grande. Se pudo ver ademds la equivalencia de esta
descripcifn con aquélla que tomara como base la ecuacién de Lan-
gevin generalizada.

A pesar de lo anterior, dentro del contexto de matriz
de interaccidn ciclica puede darse la generalizacién propuesta por
F.K.M., donde se incluye como caso particular a la interaccién
préximas vecinas. El considerar matriz de interacciédn ciclica a
pesar de la diferencia de masas, corresponden a considerar un
"isbtopo" en una latiz originalmente uniforme, es decir, en hacer
crecer la masa de uno de sus elementos sin modificacidén de las
constantes de acoplamiento. Asi, puede obtenerse la acuacién de
Langevin generalizada como solucién exacta y vdlida para todo
tiempo f‘, con la razdn de masas interviniendo explicitamente e

independientemente de su valor. Se obtiene como era de esperarse
una relacién entre la correlacidn de la fuerza fluctuante y su ‘
funcidn memoria, o bien funcidn respuesta del sistema, ecuacidn
(IV.146), en sustitucidn de la relacidn entre dicha correlacidn
y la friccidn efectiva experimentada por la particula, segfin la
descripcidn fenomenoldgica y de acuerdo con el teorema de fluc-

tuacidn disipacién. Esta relacién ilustrd la libertad que se

tiene entonces de escoger la memoria del proceso. Con la selec-
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cidén adecuada de &sta se obtiene el casc de F.K.M., aunque nueva-
mente con la objecidén antes sefialada al limite we ' << f".
Finalmente otra consecuencia importante en esta formulacidn, es
la obtencidn para la particula mis pesada en la latiz de la ecua-.
cidén de Langevin ordinaria, lo gue es equivalente a decir movi-
miento Browniano para la misma, a partir de la ecuacidn de Lange-
vin generalizada, en el llamado limite de . acoplamiento débil, ya
que en &1 interviene explicitamente el proceso »m/M—r0 , con-
gruente con lo que nos dice la intuicidén con respecto a la fisi-
ca del problema.

Asi pues, aunque no se tiene una descripcidn fisicamente
realista , como seria el caso si se estuviera utilizando una matriz
de interaccién no ciclica, el suponer condiciones a la frontera
periddicas (matriz ciclica) ademds de simplificar los cédlculos,
permite avanzar bastante en el estudio del problema y llegar a
resultados fisicos convincentes como la expresidn para el coefi-
ciente de friccidn que se dio.

Sin embargo, no hay que dejar de mencionar que partien-
do de una matriz de interaccidén no ciclica que podriamos suponer
de la forma an':- = ‘:};JBL‘: w:, donde _bt” son los vecto-
res propios ortonormalizados de la matriz y W , SEsNe N
los valores propios correspondientes, mediante un desarrollo ani-
logo al Giltimo tratamiento, obtener fdcilmente la ecuacidn de

(19)

Langevin generalizada Pero las dificultades surgen al que-
rer hacer la deduccidén de la ecuacién de Langevin ordinaria, por
no tener en tales condiciones univocamente determinada a la matriz
de interaccidén y no contar por tanto, con una forma explicita pa-

ra.sus elementos. Siendo esto precisamente lo que facilita el
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desarrollo de la formulacidn con la matriz de interaccidn ciclica
general, propuesta por For et al., ec.(II.14), haciendo en este
sentido mids ventajosa esa descripcidn, a pesar de ser menos rea-
lista en cuanto a la interaccidén de la particula de interé&s con

su medio.
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.APENDICE A.- Correlaciones involucradas en el Proceso.

Es un hecho conocido(zo) que

S e . L't
jj 6 = S (-??'r!%' f (A.1)
2, o . T

donde £f= (fb_,_u fh ) es un vector real y A es el determi-
nante de A. De aqui resulta fdcil calcular las correlaciones
iniciales de acuerdo a la distribucidén (II.7) y al hamiltoniano

(I1.3) que se tienen:

<f?(o)ﬁ(o)> :fj a/f'?é') df’?:)’ ();?(o)/gfo}) (_.%)””(JJK)J{ X
. __%[4‘2 P;{o’) +ﬁ fi,.(o)kjih(ua

integrando independientemente primero con respecto a las ?_ ;

X

mediante (A.1)

| | 2H 41 2 L | g h%é_ﬁ.-w
i <@?(o)ﬂ_(a) V= (__é‘) (&IK)-& (J_XJ %(a&fk) % ‘{f te) (}‘J‘.{o)/ito))e ! -

277,
de donde es facil obtener
</§?é>)/z(o)>=<%k ,8"=»é7"3;';. (A.2)

La siguiente es obvia:

<[3J(0) ﬁfﬂﬁ = @ (A.3)

y finalmente, con algunas ligeras variantes:

SATAVE LT IKM;, -

B
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Mediante estas correlaciones y las expresiones que se

tienen para /?(?) y ﬁ(z") es fdcil llegar a:

<é?{tn)ﬁ(faft)>=,£7_‘”m-‘l<-;:z-”j*, (A.a)
<Gto) g4+2)0= AT [|KE sen k52 (A.D)
<flt) gttty = kT K‘m kel v (A.c)

y en particular, del mismo modo:

<p@) pltert)) - AT{Z ll- K5 panC K5 [I-K eoa bt (Zer 2K,y

3 2 N (k| -K=mkm(mz)ﬁ,.}

- Lpl f (242> =~ kT IRt ki g Spltaf a2y |

Las correlaciones que surgen en los otros capitulos

son de la misma naturaleza y se calculan exactamente igual.
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APENDICE B.- Cdlculo de la correlacidn de A(t) .

De acuerdo con la expresién (II.51) y utilizando las

correlaciones iniciales del apéndice A:

<A@ Al) = fr LUK pin K22l + UK eon ki Ellog I %
)] .
x [FUKE sank Zly +lkoktZ oy ] <grrmod+
45" [Flen K22l - URSwnRE2]L ]
ik - |
K (1 cow ke llos + HicennktU<prorpod =
_ b7 [ 8l s kbt s kA o+ F Il K ek E 2o k2L, 4

Pl sonkiteos ki b + [Keos kit askbthor
» Plleankitesskit - FllkbannkitemkiZ -
 RIIKE oo K2 mkit 'l ﬂkmx:z,..,,xffl.}

agrupando obtenemos:

SAZ)ME)> = &T [ U4 kit om kit Fiomkitens K2, &
| K consKiZeon kit + K am Kt 00 K&z"ﬂm} .
AT { 15> oo K (2211, , | K okt (z‘-t')ll..}

0 sea:

A= k7 Uk emktlely o
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APENDICE C.- Correlaciones en el Modelo realista:

De las expresiones para las soluciones de las ecuacio-
nes de movimiento, ecs.(I1.68) y mediante las correlaciones ini-

ciales (II1.77):
KK ott)) = Z (pmads), [Qpent(trt], <g 2>+
d £ k.
+ ? (sotits)y LemaftGort) <f 2.5 =

:% (Qunol),, (ﬁz) [QumattrtlK']j, o+

+é_ o .);) ( MT) fmn{mz“)-&"]fk .

= _%E {Lé (2 pants);, [K“'-(ﬂmmmt)ﬂié g

¥ % (evolid) L (m.a(r»t))“],,’.}

AN TS Ar {ﬂ,m»_qi‘ K [ Q oo Gort)] 4
4 (coand) " [ewal 2‘.,+t)]} (C.a)
andlogamente: , 1
Xe(BIK (ot )= g_{ sosatu i DnamalBl]]
+Lﬁ"mﬂt»)'-a‘![mmmf)]*}.bi (C.b)

K@) Xilert)) = AT {—f?_ ot K [esa 2 lort)]”

M (G}
+ oo lits @ [@mnn (f.,m]*}, _
4

el Xy > = ,ﬁ:/: { (erants) K™ [enn@ )] 5

r Qe it Q" [_Q“’,d.mﬂ@o?’f,)?}_.
“
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Yy con la misma &dlgebra:

CKlt) Xy vt = Z. (amnnt), [2eorttitl], <gz-
Ao

- 7 (@), (R mnnttrt)];, <G> =
= ‘4;?1{ Z (Qanat)y, LK (NP0 a(512)'] -
= (nesonts)y [Q" [RMQ(%*Z&W*’-}

<)'(;(z:,))?j(z‘.,+t)>: H.[(ﬂmm‘.,)- K" (Qresatltez)’_  (C.1)
M

—(aso 2.)- Q" (ﬂmﬂ(&rz))j
°'J
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