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Introduccion

;Ha lefdo usted el periédico de hoy? Si lo hizo, probablemente encontré en la
pégina principal un reportaje de alguna controversia politica, o tal vez describiendo
un conflicto armado y acciones violentas por parte de un grupo de personas o
pafses. Las paginas interiores reportaran acciones por parte de grupos de presién
para cambiar las politicas sociales, o describirdn las decisiones del gobierno acerca
de esas politicas -financiamiento en el sector salud, por mencionar alguna. En las
péginas financieras encontrard cambios en los precios de los bienes, o intentos del
gobierno para controlar los mercadoes financieros.

;i Qué es lo que todos estos reportajes tienen en comin? Todos describen conflic-
tos de intereses entre personas o grupos de personas tales como partidos politicos,
gobiernos, y empresarios. A los modelos tedricos de estos conflictos de intereses se
les llama juegos, v a los participantes de estos conflictos se les llama jugadores. Un
modelo es, por definicién, una pequeila imitacién del objeto verdadero. Esto nos
dice que en un juego de lo que se trata es de extraer los problemas esenciales en el
conflicto de nuestro interés. La Teoria de juegos consiste en las maneras de analizar
estos problemas. Obviamente, muchos conflictos son demasiado complicados como
para incluir todas las facetas involucradas en el modelo correspondiente, pero atn
asi, un juego puede sernos itil al describir los varios tipos de decisiones que los
participantes pueden tomar, y los resultados posibles dadas las decisiones tomadas.
Para algunos juegos, la teorfa de juegos puede sugerir una “solucion”para el juego,
que es la mejor forma de jugar el juego para cada persona involucrada; pero para
la mayoria de los juegos que describen problemas reales lo tinico que puede hac-
er es desechar algunos tipos de decisiones y posiblemente sugerir qué jugadores
trabajaran juntos.

Estos modelos tedricos de un conflicto son llamados juegos porque podemos
identificar facilmente los conflictos de interés en juegos recreacionales tales como el
Poker, Gato, o Monopoly; y algunos de los juegos de mesa, como el ajedrez, de hecho
fueron desarrollados como modelo de una guerra. En cierta forma, es una eleccién
del nombre un tanto desafortunada, porque la palabra juego tiene conotaciones de
entretenimiento, y de una contienda recreacional. Los juegos de los que trata la
teoria de juegos cubren un drea mucho mdas grande que aquella que ocupan los
juegos de mesa. Consideran problemas de economia y negocios, ticticas y logisticas
de la guerra, politica nacional e internacional, y la politica social como candidatos
para ser modelados como juegos.

En este trabajo, supondremos que el objetivo de cada jugador serd el obtener
el mayor beneficio posible, los jugadores realizan sus jugadas simultdneamente y la
jugada de cada jugador es independiente de la de su oponente. A estos juegos se les
conoce como no cooperativos.
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v INTRODUCCION

Dada la gran variedad de juegos estudiados por la teoria de Jjuegos, uno puede
toparse con juegos que tienen tan sélo dos jugadores, como es el caso del Gato,
e inclusive millones de ellos, como es el caso de algunos problemas de politica
Internacional. As{ como en un juego puede variar el niimero de jugadores, también
varfa en el nimero de opciones a elegir por cada uno de los jugadores; por poner un
¢jemplo podemos pensar en el juego de piedra, papel o tijeras: claramente vemos
que este es un juego de dos jugadores, donde cada uno posee tres opciones a elegir.

En este trabajo, nos restringiremos al estudio de juegos con tnicamente dos
participantes, a los que por brevedad llamaremos I y II, y con la caracteristica de
que cada jugador Unicamente tiene dos decisiones a elegir.

En el Capitulo 1 daremos un breve repaso de la teorfa basica de los juegos
2 x 2 suma cero, incluyendo cuéles son las estrategias dptimas para este tipo de
Juegos, junto con algunas demostraciones de importancia. Por su parte, el Capitulo
2 daremos los elementos necesarios para definir la funcién de utilidad, necesaria para
saber si un jugador es adverso o proclive al riesgo. En el Capitulo 3 estudiaremos
los juegos de suma no-cero; em estos juegos puede encontrarse mas de una solucién,
por lo que describimos algunos criterios utilizados para escoger entre las soluciones
posibles.



CAPITULO 1

Juegos matriciales neutrales al riesgo

En este capitulo nos restringiremos al estudio de aquellos juegos en los que la
ganancia de un jugador es la pérdida del otro, razén por la cual son conocidos como
juegos de suma cero. Claro, ateniéndonos a las especificaciones del tipo de juego a
estudiar mencionado en la introduccién. Daremos los conceptos bésicos y veremos
un método para encontra la mejor forma en que cada jugador puede jugar el juego.

1. Modelo del Juego y Estrategias

Para familiarizarnos con los elementos que intervienen en el estudio de los
juegos mencionados anteriormente, empezaremos por el analisis de un Ejemplo,
para posteriormente presentar las Definiciones y resultados de una manera formal.

EJEMPLO 1.1 (Juego de monedas). Dos individuos, los jugadores I y I, sostienen
una moneda legal cada uno, y las muestran simultdneamente. Si las monedas coin-
ciden en el sentido de que ambas muestran cara o ambas muestran cruz, entonces
I se queda con ambas monedas; de lo contrario, IT se queda con las monedas.

Intuitivamente, este juego es justo en el sentido de que ningln jugador tiene
ventaja sobre el otro. Més atin, si el juego es jugado una sola vez, ningin jugador
posee una decisién que le asegure una ganancia positiva, asf como tampoco existen
decisiones que le aseguren una pérdida.

La situacién cambia si el juego es jugado muchas veces. Como ningiin jugador
tiene una estrategia que le garantice salir bien librado a la larga, los jugadores po-
drfan sentirse tentados a tomar la misma decision cada vez que jugaran el juego. Tal
es el caso si I decidiera mostrar consistentemente el lado de la moneda con el simbo-
lo de cara. En ese caso, tan pronto como I notara este comportamiento en I, 11
estarfa seguro de poder ganar mostrando siempre el simbolo de cruz de su moneda.
Podemos decir que no es bueno que un jugador tome decisiones predecibles, pues
eso no lo favoreceria en el sentido de que su oponente podria tomar ventaja de esto.
En otras palabras, cuando este juego se repite muchas veces los jugadores deberfan
jugar sus opciones con una frecuencia de % v hacer sus decisiones impredecibles.
Una manera en la que el jugador puede hacer esto es lanzando su moneda al aire
en lugar de simplemente decidir qué lado de la moneda quiere mostrar. Podemos
representar este juego mediante la siguiente matriz

o) (4 7)

Los elementos de esta matriz representan la ganancia del jugador I, de la sigu-
iente manera: para el jugador I, elegir cara o cruz serd equivalente a escoger el
primero o segundo renglén repectivamente. Similarmente, para el jugador I, elegir
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2 1. JUEGOS MATRICIALES NEUTRALES AL RIESGO

cara o cruz seré equivalente a escoger la primera o segunda columna. Los elementos
@iyt = 1,2 de la matriz muestran que en el juego, las monedas fueron ambas cara
0 cruz, mientras que los elementos a;;,7 # j muestran que las monedas tuvieron
distinto simbolo. Como las ganancias de I son las pérdidas de I7, y viceversa, este
arreglo describe completamente todos los posibles resultados de una jugada de este
Juego.

DEFINICION 1.2 (Juego suma cero). Definiremos un Juego suma cero para dos
personas, como unae matriz 2 X 2 de la forma

2 ( 2)

donde a, b, ¢, d son mimeros arbitrarios y los renglones de la matriz representan las
opciones de jugada del jugador I (el jugador I puede elegir entre el primer y el
sequndo rengldn), mientras que las columnas representan las opciones del jugador
L.

Debido a esta representacién, a los juegos que estamos estudiando también se
les conoce como juegos matriciales 2 % 2. Cada jugada individual del juego consiste
en un par de selecciones, la seleccién de uno de los renglones por parte de 1, v de una
de las columnas por parte de I1. El renglén y columna seleccionadas constituyen
el resultado de la jugada y su ganancia es la entrada de la matriz que se encuentra
en ambas selecciones. El nimero mencionado representard la ganancia de I y la
pérdida de IT. Asi, I buscard maximizar la ganancia, y /7 buscard minimizarla.

Cuando un mismo juego se repite muchas veces, los jugadores pueden elegir la
frecuencia con la que eligen cada una de sus opciones disponibles, 4. e., asignarle
una probabilidad a cada opeidn. A estas probabilidades se les llama, estrategias. Las
estrategias se dividen en estrategias mixtas (aleatorizadas) y estrategias puras de
acuerdo a la naturaleza de las decisiones de cada jugador.

DEFINICION 1.3 (Estrategias Mixtas). Sea 0 < z < 1. La estrategia de un
Jugador es mirta si es de la forma [z,1 — x|, donde x representa la probabilidad

de que el jugador elija su primera opcidn, y 1 — x representa la probabilidad de la
eleccion de la segunda opcidn.

DEFINICION 1.4 (Estrategias puras). Una estrategia pura es una estrategia miz-
ta [z,1— ] en la cual z toma valores en {0,1}.

De ahora en adelante, las estrategias de I serdn representadas como [p,1 — p],
mientras que las de I7 se representardn como [g,1— g

2. Ganancias Esperadas

Cuando ambos jugadores tienen una estrategia especifica, estamos en situacién
de calcular la ganancia esperada, esto es, la ganancia promedio de cada jugador
cuando el nimero de juegos tiende a infinito. Denotaremos con e(p,g) la ganancia
esperada del jugador I para el juego definido en la Definicién 1.2. Teniendo en
mente que estamos tratando con juegos no cooperativos, en los cuales la decisién
de cada jugador es independiente de la decisién de su oponente, observamos que:



2. GANANCIAS ESPERADAS 3

= La probabilidad de que I obtenga la ganancia a es la probabilidad de que
I elija el primer renglén y IT elija la primera columna, esto es p x g.
» La probabilidad de que I obtenga la ganancia b es p x (1 —q)
= La probabilidad de que I obtenga la ganancia ¢ es (1 —p) x ¢
= La probabilidad de que I obtenga la ganancia d es (1 —p) x (1 —q)
v que los cuatro eventos correspondientes son mutuamente excluyentes y cubren
todas las posibilidades, se sigue que la ganancia esperada de I es

e(p,q) = pga + p(1 — q)b+ (1 —p)ge + (1 —p)(1 — q)d

EJEMPLO 1.5. Para el Ejemplo 1.1 con las estrategias [,3,.7] para I, y [,6, 4]

para 11, la ganancia esperada correspondiente es:
6(537 :6) = (13)(6)(1) + (a‘?‘)(f]’)(_l) + (77)(’6)(_1) + (37)(34)(1) = 7108

Observe que cuando I y IT utilizan las estrategias dadas, la ganancia esperada
para I es —,08, en otras palabras, I le paga a II ,08 pesos. Ahora, si I hubiera
sabido que [T utilizarfa la estrategia [,6, ,4], hubiera podido modificar su estrategia
para obtener una mejor ganancia. Pero no se trata de que I se ponga a experimentar
con cuanta estrategia le venga a la mente para ver cudl le conviene mds, existe un
sencillo método con el que cualquier jugador puede encontrar una estrategia 6ptima
dado que conoce la estrategia a utilizar por su adversario.

Volviendo al Ejemplo anterior, vemos que si IT utiliza la estrategia [,6, A4, la
ganancia esperada de I dado que utilizé la estrategia [p, 1 — p|, es la siguiente:

e(p, 6) = p(,6)(1) + p(:4)(=1) + (1 = p)(6)(-1) + (1 — p)(:4)(1) = 4p — ;2
En otras palabras, la ganancia esperada de I como funcién de p es 4p — ,2. La
misién de I es maximizar esta ganacia. Para ver cudl serd la mejor estrategia para

I nos fijaremos en la forma de la grifica de ,4p—,2. Dado que p es una probabilidad,
p toma valores entre 0 y 1.

_7 oot 1‘,,

gl
La gréfica nos muestra que la mayor ganancia esperada para I se da cuando
p =1, con una ganancia esperada de ,2.

Notese que en el Ejemplo anterior la estrategia éptima para el jugador I dada
la estrategia fija de I1, resulté ser una estrategia pura. El siguiente Teorema nos
dice que este resultado es valido en general.

TEOREMA 1.6. En cualquier juego suma cero 2 X 2, para cada estrategio de un
Jugador, su openente posee una contraestrategia optima que es pura.
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Demostracién: Sea un juego suma cero 2 x 2 con la siguiente matriz de pago:

Supongamos que I tiene la estrategia [g, 1 —q|. Entonces, la ganancia esperada
de I al utilizar una estrategia [p, 1 — p] es la siguiente:

e(p,q) = pga+p(l — )b+ (1 - p)gc+ (1 - p)(1 - g)d
=(a—b—cH+d)pg+(b—dp+ (c—d)g+d
=((a—b—c+d)g+b—dp+(c—d)g+d

Dado que ¢ es una constante, tenemos que la ecuacién de la ganancia esperada,
de I es una funcién que depende tinicamente de p, ¥ que esta es la ecuacién de una
recta. Dado que p es una probabilidad, a la recta e(p, g) tmicamente se le permite
correr desde la recta p = 0 hasta la recta p = 1. Asi, e(p, q) encontrara su valor
méximo en p =0 o p = 1, dependiendo del signo de su pendiente.

Queda asi demostrado el Teorema anterior. O

Por el Teorema anterior, I sabe que para cada estrategia [p, 1 —p] que utilice, IT
tiene una contraestrategia pura que le regresa a I la menor ganancia posible dadas
las dos estrategias puras de 7. Sean T1(p) ¥ ra(p) la ganancia esperada de I dadas
las estrategias puras de 17 [1,0] y [0, 1] respectivamente. Calculamos entonces

ri(p) =p(lJa+ (1 —p)(L)c=(a—c)p+c

ra(p) =p(1)b+ (L —p)(1)d= (b—d)p+d

Es obvio que IT elegird la estrategia pura que le permita minimizar la ganancia
esperada de I.

Dado que la variable independiente p aparece en las expresiones de ri(p) y
r2(p) con grado a lo més 1, las graficas de estas funciones son lineas rectas. Como
p denota una probabilidad, tenemos 0 € p < 1, y asi estas gréaficas consisten de los
segmentos de recta que van de p =0 a p = 1. M4s especificamente, dado que

r1(0) = (0)(1)a+ (1 -0)(L)e=c

ri(l)=(1)1)a+(1-1)(L)e=a

se sigue que la gréafica de r1(p) es el segmento de recta que une los puntos (0,¢c)
v (1,a). Similarmente, la gréfica de ra(p) consiste del segmento de linea que une

(0,d) y (1,b)

EJEMPLO 1.7. De nuevo para el Ejemplo 1.1, veamos las siguientes grdficas
para ri(p) y ra(p):
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DEFINICION 1.8 (Fr(p)). La grdfica de Eg(p) consiste en aquella linea tal que,
para cada valor posible de p, contiene el mds bajo de los dos puntos (p,r1(p)) y
(p.72(p)). Es decir, Eg(p) = min{ri(p),r2(p)}.

Dado que I busca minimizar sus pérdidas, 7. e. las ganancias de I, la grifica
de Er(p) nos da la pérdida esperada elegida por I entre r1(p) ¥ r2(p).

DErINICION 1.9 (Estrategia Maximin). Si (z,w) es el punto mds alto dentro
de la grifica de Egr(p) entonces [x,1— x| es una estrategic mazimin para I, y w es
la ganancia mazximin esperada de I.

Si I emplea la estrategia maximin [z, 1 — z] entonces puede esperar ganar, a la
larga, al menos w en promedio.

La razén para esta nomenclatura es que cada punto de esta grafica es el minimo
de las dos cantidades a perder posibles de II, y cuando I elige el punto més alto
de la grafica estd maximizando la pérdida minima de 77.

Observando la gréfica anterior, podemos notar que la estrategia maximin para
I en el Ejemplo 1.1 es [%, %], v su valor maximin es cero.

IT sabe que para cualquier estrategia [g,1 — g] que emplee en un juego 2 x 2
puede esperar que I utilice una contraestrategia que le regrese la mayor de las
ganancias provenientes de las dos estrategias puras de las que dispone. Sean ¢1(q)
v ¢2(q), respectivamente, las ganancias esperadas provenientes de las estrategias
puras de I [1,0] y [0, 1]. Entonces, tendriamos

c1(g) = 1(g)(a) +1(1 —q)(b) = (a —b)g+ b
ca(g) = Ug)(c) + 11 —g)(d) = (c—d)g +d
Observemos que las graficas de ¢1(q) v co(q) son lineas rectas. Como ¢ denota

una probabilidad, 0 € g € 1, ¥ por lo tanto estas graficas consisten de los segmentos
de recta que van de ¢ = 0 a ¢ = 1. Més especificamente, como

c1(0) = 1(0)(a) + 1(1 — 0)(b) = b
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er(1) = 1(1)(@) + 1(1 - 1)(b) = a
se sigue que la grifica de c1(g) es el segmento de recta que une los puntos (0,0) ¥
(1,a). Similarmente, como

e2(0) = 1(0)(¢) +1(1 — 0)(d) =d

co(l) =11 (e) + 1(1 = 1)(d) = ¢
se sigue que la gréfica de ca(g) es el segmento de recta que une los puntos (0, d)y
{1,e).

EjempLo 1.10. Basdndonos nuevamente en el Ejemplo 1.1, las grdficas para
ci(q) v ea(q) son las siguientes:

—aifg)

e i)

S

DEFINICION 1.11 (E¢(q)). La grdfica de Ec(q) consiste en aquella linea que,
para cada valor posible de g, contiene el mds alto de los dos puntos (g,c1(q)) vy
(g, c2(q))- Es decir, Ec(q) = maz{ci(q),ca(q)}.

E¢(q) denota la ganancia esperada elegida por I entre ¢;(q) v ea(q). Nétese que
en este caso la ganancia esperada estd en términos de ¢, es decir, de la estrategia
de IT1.

DEFINICION 1.12 (Estrategia Minimax). Si (z,z) es el punto mds bajo de la
grafica de Eq(q) entonces [x,1 — x] es una estrategia minimaz para II, y z es la
ganancia minimez esperada para I.

Si IT emplea la estrategia minimax [z,1 — z] entonces puede esperar que la
ganacia promedio de I no sea mayor que z.

La razon para esta nomenclatura es que cada punto de esta grafica es el maximo
de las dos ganancias posibles de I, y cuando I elige el punto mds bajo en esta
grafica estd minimizando la ganancia méxima de I.

En la grafica anterior, vemos que la estrategia minimax para I7 es [%, é—], v su
valor minimax es cero.

En el Ejemplo 1.1, el valor maximin y el minimax son iguales, situacién que se
observa sienipre en los juegos de suma cero 2 X 2, como se enuncia en el siguiente
Teorema:

TEOREMA 1.13 (Teorema minimax 2 x 2). Para cada juego de suma cero 2 x 2
existe un numero v que tiene las siguientes propiedades:
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= La estrategic mazimin le garantiza a I una ganancia esperada de al menos
v.

s La estrategia minimaz le garantiza o IT que la ganancia esperada de I
serd a lo mdas v.

El niimero v mencionado en el teorema anterior es llamado el valor del juego.
Juntos, la estrategia maximin [p, 1-p| de I, la estrategia minimax [g,1-q] de IT y el
valor del juego, conforman la solucidn del juego.

Decimos que un juego es estrictamente determinado cuando las estrategias min-
imax y maximin resultan ser estrategias puras, v en un juego 2 x 2, esto desemboca
en el siguiente Teorema:

TEOREMA 1.14. Un juego 2 x 2 de suma cero es estrictamente determinado si
y solo si contiene una entrade s la cual es un minime para su renglon y un mdzimo
para $u columna.

Esta entrada s tiene inclusive un nombre particular:

DEFINICION 1.15 (Punto Silla). Una entrada en un juego 2x2 que es un minimo
para su renglén y un mdrimo para su columna, es llamado un punto silla

Biemrro 1.16. Consideremos el juego determinado por la siguiente matriz:

G 1)

Podemos observar que la entrada correspondiente al segundo renglén y segunda
columna es un minimo para su renglén y un méximo para su columna, y por lo
tanto es un punto silla.

Resulta de interés encontrar las estrategias minimax y maximin de esta matriz.

es facil ver que la estrategia maximin de I es [0, 1], y su valor maximin es 1.
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Veamos ahora la siguiente grafica, perteneciente al mismo ejemplo:
2+ /
l/

—culygl

—2{)

14

podemos ver que la estrategia minimax de I7 es [0, 1], y su valor minimax es 1.

TEOREMA 1.17. El punto silla de un juego 2 x 2 estrictamente determinado es
también su valor, y el rengldn y la columna de el punto silla constituyen estrategias
puras marimin y minimaz, respectivamente.

Demostracién: Dada una matriz estrictamente determinada de la forma

€39

siempre podemos suponer que el punto silla es a. Entonces, y dado que ¢ < a <
b, tenemos que la grafica de r1(p) es una recta con pendiente mayor o igual a cero.
No sabemos mucho acerca de c6mo se comporta r2(p), pero sabemos que a partir
de algln punto entre cero y uno se encontrard, por encima o al menos sobre la recta
r1(p), ¥ por lo tanto tenemos que (1,a) es el punto mds alto dentro de la grafica
de Egr(p), demostrando que [1,0] es una estrategia maximin para I, y a su valor
maximin.

Basandonos de nuevo en que ¢ < a < b, la grafica de ¢;(g) es una recta con
pendiente menor o igual a cero, v en alglin punto entre cero y uno, la recta ca(q) se
encontrard por debajo o sobre la recta ¢;1(g). Entonces, tendriamos que (1,a) es el
punto mas bajo de E¢(g), demostrando que [1,0] es una estrategia minimax para
I, v a su valor minimax. |

LEMA 1.18. St el juego no tiene una estrategio mazximin pura para I, entonces
tiene

= estrategia mazimin dada por | a,ﬁi;d, a,‘iiim}
w galor mazimin igual a —af;f:i’ic;

Demostracién: Supongamos que tenemos un juego sin estrategia maximin
pura, i.e., sin puntos silla. Entonces, podemos reacomodar las entradas de la matriz
de tal forma que nos quede de la forma

a b
& g
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con d > a > ¢ > b. Observamos que ri(p) tiene pendiente mayor que cero,
mientras que ry(p) tiene pendiente menor que cero, y ambas rectas se cruzan en el
intervalo (0, 1), como ilustra la siguiente grafica:

2]

—ra(p)

Es facil ver que el punto mas alto de la grifica de Fr(p) es aquel donde rq(p) =
ra(p), esto es,

(a—cpte=(b—-dp+d
(a—c—bt+dp=d-c

B d—c
p_aﬁb—c-l—d
d—c a—b

lfp‘lfa—b—cﬂi‘ a—b—c+d

d—e _(b=d)(d—¢) '
M —b—etd & —B—eig T
ril d—c - ad — be
N —b—wbd® G- —otd

Quedando demostrado asf el Lema anterior. m]

LEMA 1.19. Si el juego no tiene una estrategia minimazx pura para I, entoneces
trene

d—b a—c }

a—b—c+d’ a—b—c+d
ad—be

a—b—ctd

= estrategia minimaz dada por |
= valor minimaz igual o

Demostracién: Supongamos que tenemos un juego sin estrategia minimax
pura. Reacomodaremos las entradas de la matriz de ganancias de tal forma que nos

quede de la forma
a b
c dJ’
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con d > a > ¢ > b. Observemos que ¢;(g) tiene pendiente mayor que cero,
mientras que la pendiente de c3(g) es menor que cero. Estas dos rectas llegan a
cruzarse dentro del intervalo (0,1), como se observa en la siguiente grafica:

—i(y)

e (3 (41}
4

Nétese que el punto més bajo de la grifica de Ec(g) es aquel donde ¢;(g) =
ca(q), esto es,

(a=bljg+b=(c—d)g+4d
(a—c—b+dig=d—b

 d—b
qia—b—c—{-d
§ i 1 d—b B a—c
§= a—b—c+d a—b—c+d
d=b . (a—b)(d—b)
YW Terd ™ 5ob—gil
(—d=b __ed-be
“a—b—ctd a-b-c+d
Quedando demostrado asf el Lema anterior. |

3. Pares de equilibrio

Una de las propiedades interesantes de las estrategias maximin y minimax en
estos juegos de dos personas suma cero es que si ambos jugadores estan usando
estas estrategias, a ninguno le conviene cambiar su estrategia si su oponente se
mantiene utilizando su estrategia maximin o minimax, segiin sea el caso. Asi, si
I estd jugando con su estrategia maximin p, y 1T estd jugando con su estrategia
minimax ¢, si I cambia a otra estrategia p pero I7 se mantiene con su estrategia
¢, no le ird mejor que si se hubiera quedado con su estrategia p, y viceversa. Puede
decirse que las estrategias maximin y minimax de los jugadores se encuentran en
equilibrio. Esto también implica que I puede anunciar que utilizard la estrategia p,
y, con esta informacién, 17 no podrd hacer nada mejor que utilizar su estrategia
g, en respuesta a la estrategia de /. Estas estrategias son a prueba de espias, pues
no importa si tu oponente sabe que utilizaras tu estrategia maximin, ain asi tienes
garantizada una ganancia minima v. Unicamente las estrategias maximin y minimax
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tienen esta propiedad, pero antes de demostrarlo, daremos la definicién formal de
un par de estrategias en equilibrio.

DEFINICION 1.20 (Pares de equilibrio). Un par de estrategias [p, 1—p] (perteneciente
a las estrategias de I), y [§,1—q (verteneciente a las estrategias de IT) son un
par de equilibrio si para cualquier estrategia [p,1 — p| de I, y cualquier estrategia
l¢,1—g] de II, tenemos

ep, @) < e(p,q) < e(p, q)
LEMA 1.21. Si (p1,q1) v (p2.q2) son pares de equilibrio, entonces e(p1,q1) =
e(pz, g2).

Demostracién: Como (p1,q1) es un par de equilibrio, tenemos:

e(p2, q1) < e(p1,q1) < e(p1, g2)

v dado que e(p2, g2) también es un par de equilibrio,

e(p1,q2) < e(p2, ¢2) < e(pz, 1)

combinando obtenemos:

e(p2, @2) < e(p2, 1) < e(pr, q1) < ep1, g2) < e(pa, g2)
De donde se sigue que e(p1, g1) = e(p2, ga). O

TEOREMA 1.22. i ([p,1-p],[q,1—q]) son un par de estrategias en un juego
2% 2, entonces (p,q) es un par de equilibrio si y solo st (p,q,e(p,q)) es una solucidn
del juego.
Demostracién: Supongamos que [p,1-p] es una estrategia maximin y [g,1-q]
es una estrategia minimax. Entonces, para cualesquiera otras estrategias p, g de I
v IT
e(p,0) < e(p, q)
pues sabemos que si I utiliza su estrategia maximin, ganard cuando menos v, que
es e(p,q). Ademais,
e(p,q) = e(p, 9)
pues si IT utiliza su estrategia minimax, perderd a lo mas e(5,q). De todo esto se
sigue que
e(p, 9) < e(p,) < e(p, q)
v por lo tanto, (p,¢) es un par de equilibrio.

Ahora, sea (p,7) un par de equilibrio, y (5, e(#,§)) una solucién del juego.

Por la primera parte de la demostracién, sabemos que (7,§) es un par de equi-
librio, y por el Lema 1.22, e(p,q)=¢(#,§). También, dado que (5,§) es un par de
equilibrio, tenemos lo siguiente:

er(q) = e(1, q) < e(p,q) < e(p, 1) =ri(p)
c2(q) = e(0, ¢) < e(7,§) < e(p,0) = rop)

e(p,q) = min{r1(p),r2()} = e(p,q) < min{ri(p), r2(p)}
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de donde concluimos que

min{ri(p), r2(9)} = min{ri(p), r2(p)}

ya que, de otra forma, e(p,¢) no serfa el punto mds alto en Er(p). Si en nuestro
juego no hay punto silla, sabemos que

e(p,q) = ri(p) = r2(p) = min{ri(p),r2(p)},
y como estamos tratando con rectas con pendiente distinta de cero, se concluye
que p=p. Ahora, si en el juego tuviéramos un punto silla, tenemos:

min{r1(p),r2(p)} = e(p,§) = r1(p) < r2(p),
concluyendo que p=p.

e(p,q) = maz{ci(p), ca(Q} = e(p, Q) = max{ci1(), c2()}
de donde concluimos que
maz{ey (P), ca(@)} = max{e1(q), ca()}

va que, de otra forma, e(g,¢) no serfa el punto més bajo en Eqx(p). Si en nuestro
juego no hay punto silla, sabemos que

e(#,q) = c1(§) = ca(§) = max{ci(q), c2(Q)},
v como estamos tratando con rectas con pendiente distinta de cero, se concluye
que ¢=g. Si tuviéramos un punto silla,

maz{c1(q), c2(q)} = e($,4) = c1(q) > ca(9),
concluyendo que §=q.



CAPITULO 2

Funciones de Utilidad

1. Relaciones de Preferencia.

Como hemos visto, el modelo matematico que se expone en este trabajo estudia
un problema en el que uno o varios individuos, de manera independiente, toman
decisiones cuyas consecuencias son aleatorias. El esquema en esta clase de problemas
generalmente es el siguiente: los individuos deben escoger una de un conjunto de
decisiones o estrategias y cada estrategia ¢ tendra como consecuencia un resultado
0 € O de acuerdo a una distribucién de probabilidad P? (sobre Q) determinada
por la estrategia . Al escoger entre varias estrategias, usualmente una persona se
basa tanto en el valor que para ella tienen los diferentes resultados posibles de cada
estrategia, como en la probabilidad de que estos resultados ocurran (prefiriendo
las estrategias que representan un mayor valor para ella: lo que se supone es un
comportamiento ‘racional’). El método utilizado para escoger la estrategia a tomar
constituye un patrén de preferencias.

La teorfa de utilidad demuestra que si el patron de preferencias satisface clertas
condiciones entonces el valor de todos los resultados en O se podrd establecer me-
diante una funcién numérica definida sobre O (llamada funcidn de utilidad) y que
las preferencias entre las estrategias estaran basadas solamente en el valor esper-
ado de la funcién de utilidad con respecto a las estrategias. Las condiciones sobre
la escala de preferencias a que nos referimos constituyen esencialmente requisitos
de consistencia o coherencia en la actitud frente al azar (o los riesgos derivados
del azar). Matematicamente, un patrén de preferencias se representa mediante una
relacion de orden en un subconjunto apropiado de P(Q), el espacio de distribu-
ciones de probabilidad sobre O. El caso mas simple, que es el que se aplica en el
problema tratado en esta tesis, considera un conjunto O finito y el espacio P(Q)
en su totalidad.

Dada una relacién de orden < sobre P(O) y P,@Q € P(O), escribiremos como
esusual P ~ @ si P < Q y @ < P y escribiremos P < @ si P < @ pero no
) < P. Definimos ademds, la operacién de ‘mezcla’ (combinacién convexa) de
dos distribuciones de probabilidad P y @ para a € [0,1] de una manera natural
mediante

(3) (P + (1 -0a)Q)({o}) := P({o}) + (1 — a)Q({e}), Yoe€O.
Con estas convenciones, una relacién de orden = sobre P(O) se dice una relacidn

de preferencia si satisface las siguientes propiedades (llamadas ‘axiomas de racional-
idad"):

A.1 La relacién = es completa (lineal) v transitiva.
A.2 Si Py ~ P, entonces para toda o € [0,1] y para toda P € P,

(4) aPi+(1—a)P~aP;+ (1 —a)P.

13



14 2. FUNCIONES DE UTILIDAD

A.3 Si Pi < Py, entonces para toda « € (0,1] y para toda P € P,

(5) aPi+(1—-a)P<aPy+ (1 —a)P.
A.4 Si Py < Py < P3, entonces existe o € (0, 1) tal que,
(6) ab + (1 e Oﬂ)Pg ~ Py,

Se desprende claramente de las propiedades del operador esperanza mateméatica
que cualquier funcién U : O — R determina una relacién de preferencia < sobre

P(0O) mediante
(7) P<yQ siysolosi ET[U] < EY[U),

donde EF[U] representa la esperanza de U con respecto a P. La cuestién im-
portante es si es véalida la afirmacién reciproca: dada una relacién de preferencia
<, jexiste siempre una funcién U : O — IR tal que <y==<? El Teorema de Von
neumann-Morgestern da una respuesta afirmativa: toda relacién de preferencia esta
determinada por una funcién de utilidad. Definiremos la utilidad de una distribucidn
P como el ntmero EF[U].

DEFINICION 2.1. Diremos que dos funciones de utilidad son estratégicamente
equivalentes si inducen o generan la misma relacién de preferencia en el espacio de
distribuciones correspondiente.

Nétese que una funcién de utilidad es estratégicamente equivalente a cualquier
transformacion afin positiva de ella, es decir, para todo a > 0 y b € IR las funciones
de utilidad U y all + b son estratégicamente equivalentes.

2. Sensibilidad al riesgo

En vista de lo anterior, supondremos que las preferencias de nuestros jugadores
estdn determinadas por una funcién de utilidad. Es importante sefialar que en
nuestro modelo, el conjunto O de resultados serd un subconjunto de IR tal que
1 < |0] € 4 (las entradas de la matriz de ganancias) y que la distribucién P sobre
O estard determinada por las acciones o decisiones tomadas por los dos jugadores.
Podemos también pensar los resultados de las acciones de los jugadores como los
valores de una v.a. real X con distribucién Px = P. De esa manera, la utilidad de
la v.a. X estard dada por el nimero E[U(X)].

Supondremos por simplicidad que los resultados nuestros jugadores son ganan-
clas monetarias y que por lo tanto las funciones de utilidad consideradas estén
dadas por funciones U : IR — IR crecientes.

Un caso particular importante es desde luego el de la funcién de utilidad iden-
tidad U(x) = . En ese caso, la utilidad de una v.a X estd dada por E[X], el valor
esperado de X; es decir, la escala de valores de los resultados posibles estd determi-
nada exclusivamente (linealmente) por la magnitud relativa entre estos valores. A
una persona con esta funcién de utilidad, le resultarfa completamente indiferente,
por ejemplo, ganar a cambio de un servicio una cantidad de $1000 en efectivo o
recibir un boleto para una rifa en la cual tiene una probabilidad de 1/2 de ganar $0
pesos y una probabilidad de 1/2 de ganar $2000. Esta utilidad tipifica una actitud
de neutralidad al riesgo. Obsérvese que en este caso la utilidad de una v.a. es igual
a su valor esperado.
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Otras actitudes tipicas sensibles al riesgo que son de interés en este trabajo
estan caracterizadas precisamente en términos de la utilidad de las v.a.’s:

e Un jugador se dice adverso al riesgo si siempre prefiere recibir con certeza el valor
esperado de una v.a. (no-degenerada) a recibir el valor que pueda tomar la v.a., es
decir, si la utilidad del valor esperado de X es mayor que la utilidad de X:

U(E[X]) > E[U(X)].

e Un jugador se dice proclive al riesgo si siempre prefiere recibir el valor que pueda
tomar una v.a. (no-degenerada) a recibir con certeza el valor esperado de esa v.a.,
es decir, si la utilidad de X es mayor que la utilidad del valor esperado de X:

E[U(X)] > U(E[X]).

El siguiente criterio es 1til para conocer el tipo de sensibilidad al riesgo deter-
minado por una funcién de utilidad.

PROPOSICION 2.2. Un jugador es adverso [proclive] al riesgo si y solo si su
funcion de utilidad es estrictamente céncava [convera).

Definamos ahora algunos conceptos ttiles para caracterizar la actitud al riesgo
inherente a una funcién de utilidad.

DEFINICION 2.3. El equivalente seguro de una v.a. X se define como el mimero
S[X] tal que el jugador es indiferente entre esa cantidad con certeza y la v.a., es
decir, el mimero S[X)] tal que

U(S[X]) = E[U(X)].

Equivalentemente

S[X] == U—LE[U(X))].

Obsérvese que U determina aversién al riesgo si y solo si S[X] < E[X] y lo
contrario es vélido para la inclinacién al riesgo.

DEFINICION 2.4. El Premium de riesgo de une v.a. X es el nimero R(X) tal
que
U(E[X] - R[X]) = E[U(X)].
Equivalentemente
R[X] := E[X] — S[X].

Obviamente, I/ determina aversidn, inclinacién o neutralidad al riesgo si R[X]
es positivo, negativo o cero respectivamente. Intuitivamente, para un adverso al
riesgo que recibird el resultado de una v.a. por ejemplo, el Premium de riesgo es
la cantidad que el jugador esta dispuesto a que se le quite o descuente del valor
esperado de X con tal de no correr los riesgos asociados a esa v.a. (el proclive al
riesgo pide una cantidad [R[X]| adicional a E[X] para deshacerse de su v.a.).

Supongamos que para dos jugadores sus respectivos Premiums de Riesgo Ry [X]
¥ Ro[X] son tales que R1[X] > Ro[X] para toda v.a. X. Es razonable entonces
afirmar que el primer jugador es mas adverso al riesgo que el segundo. Por otra
parte, de la Proposicién 2.2 podemos ver que si U tiene segunda derivada continua
entonces el jugador es adverso, proclive o neutral al riesgo dependiendo de si U”
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es positiva, negativa o identicamente cero respectivamente. Esto parece sugerir que
U" podria utilizarse de alguna manera para medir (localmente) la sensibilidad al
riesgo. Evidentemente, |U”(z)| no serfa apropiado para el propésito deseado, ya
que como es facil comprobar, se puede tener |U{'(z)| # |UY(x)| para funciones de
utilidad Uy v Us estratégicamente equivalentes. Pratt[2] encontrd que en la funcién
definida por la razén

o U@

@ = Ty
se elimina lo arbitrario y se conserva lo esencial de la sensibilidad al riesgo en
|U"(x)|. Llamaremos a esta funcién la funcién de riesgo de U o del jugador cuya
funcién de utilidad es U.

Nétese que como estamos considerando que U es creciente, tenemos que U'(x) >
0 para toda z. Por lo tanto si r(z) es positivo, negativo o cero para toda x, entonces
U es céncava, convexa o una linea recta, respectivamente, es decir, el jugador es
adverso, proclive o neutral al riesgo, respectivamente.

Para convencernos de que la funcién de riesgo funciona como una medida local
de sensibilidad al riesgo, consideremos una v.a. X de valor absoluto pequeno con
un capital inicial zg. Denotemos con « el Premium de riesgo de la v.a. zg + X, es
decir, o := R[zg + X]. Entonces tenemos que por definicién

Ulzy —a) = ElU(xo + X)].

Tomando el desarrollo en series de Taylor a ambos lados de la igualdad anterior, se
obtiene que

(8) U(zo — @) = U(zo) — aU'(z0) + %?U”(l‘o) s

¥

1 1
(9) E[U(zo+ X)) = E[U(xo) + U'(20)X + aU”(;uo)Xz + 5U’”(xo)xi‘ +o- ]
Igualando las ecuaciones (8) y (9) y descartando los términos de orden mayor que
1 obtenemos

(10) o] %E[Xz] U (20).

Tomando en cuenta que E[X?] es igual a ¢%, la varianza de X, y reordenando, la
ecuacién anterior queda
Rlzo + X] = %(7%( r(zo).

Con palabras, la ecuacién anterior dice que el Premium de Riesgo del jugador con
un capital inicial o para una v.a. X de rango pequefio y de media 0 es, en una
aproximacién de primer orden, r(zg) veces la mitad de la varianza de X.

Consideremos ahora dos funciones de utilidad Uy v Us y sus respectivas fun-
ciones de riesgo 71 y 72. Si para un nivel de referencia o, se tiene que r1(xq) > ra(wo)
entonces, para cualquiera v.a. X de rango relativamente pequeno y de media cero,
el Premium de Riesgo de la v.a. ‘alrededor de zo’ de Uy, es decir, Ri[zo + X] es
mayor que el correspondiente Premium de Riesgo Rz[zg+X] de Us. Esta conclusién
se puede extender a cualquiera v.a. si la condicién sobre las funciones de riesgo se
cumple para toda x, como lo establece el siguiente teorema.
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TEOREMA 2.5. Si las respectivas funciones de riesgo de dos jugadores cumplen
con que T1(x) > rao(x) para toda z, entonces Rylx + X| > Rolx + X] para toda z y
para toda v.a. X.

Demostracién: Supongamos entonces que 71(x) > ra(x). Entonces como
d

(1) ra(@) = (@) =~ log Uh(a) + = log U (@)
_d [ U
£t

entonces la derivada de log [U{(z)/U4(z)] es negativa y por lo tanto esta funcién es
decreciente. Obsérve ademds que

d o U )

— AT Y = L3

a0 ) = gm)

de donde la derivada es decreciente en ¢, ya que log [U](x)/Us(x)]. Por lo tanto,
U{ (U5 '(t)) es una funcién céncava de ¢.
Desarrollando ahora la desigualdad a la que queremos llegar obtenemos, por
definicion,
Ri[m—o—X]:a:+E[X}—Ui‘l(E[Ui(wfi-X)]), de=1,2,
y restando los términos correspondientes de las dos igualdades
Rilz+ X] - Refe + X] = Uy H(E[Uz(z + X)]) — U (B[UL(z + X))
= Uy {(E[Y]) - U (Bl ' (7)),
donde Y = Uz(x + X). Como U, (U5 '(t)) es céncava, de la desigualdad de Jensen
se sigue que
E[thUy {(Y)] < UWU5 Y E[Y)).
Substituyento esto tltimo en la expresién previa, vemos que
Rz + X] = Relz + X] > Uy H(E[Y]) — U7 U1 U5 Y(B[Y])
= Uz {BIY]) - U5 (EIY])
Sy

que es lo que se querfa demostrar. O

Una clase importante de funciones de utilidad es aquella para las cuales la
funcién de riesgo es constante, es decir, el Premium de riesgo R[zg + X] no depende
de zo. A partir de la definicion de r(x) puede demostrarse que la funcién de utilidad
debe ser necesariamente de una de las siguientes formas:

» U(z)=az+b (Neutralidad al riesgo)
= Ulz)=e" conb<0. (Proclividad al riesgo)
= Ulx)=—e" conb>0. (Aversién al riesgo)

donde b es el coeficiente de sensibilidad al riesgo.

Ademds de ser funciones matemdticamente mas manejables, por ser analiticas,
se ha comprobado en algunas aplicaciones que estas funciones modelan razonable-
mente bien el comportamiento de los individuos ante el riesgo derivado del azar .
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Por esta razén, en el presente trabajo se considerardn jugadores con sensibilidad al
riesgo dada por una funcién de utilidad.



CAPITULO 3

Juegos de suma no-cero

En este capitulo nos enfocaremos a la discusién de los juegos no cooperativos
de suma no cero con dos jugadores, a los que llamaremos simplemente juegos de
suma no cero. Podemos decir que los juegos suma no cero son aquellos que no son
juegos suma cero, esto es, en un juego suma no cero la ganancia de un jugador no
es la pérdida de su adversario.

En estos juegos los jugadores no son antagonistas por completo, puede darse el
caso de que ambos se encuentren més felices con un resultado que con otro. Como
veremos mas adelante, algunos de los resultados vélidos para suma cero, ya no lo
son para suma no cero, por ejemplo:

= Un par maximin no es necesariamente un par de equilibrio, o vice versa.
» No todos los pares de equilibrio tienen las mismas ganancias, y
= 1o hay un concepto obvio de solucién para el juego.

Los juegos de suma no cero también son modelados mediante un jugador I que
selecciona un renglén y un jugador IT que selecciona una columna de un arreglo
rectangular dado. Sin embargo, como la ganancia de un jugador ya no es necesari-
amente la pérdida del otro, la ganancia del juego ya no podrd ser descrita por un
solo nimero.

DEFINICION 3.1 (Juegos suma no cero). Definiremos un juego de dos personas
suma no cero como un arreglo de la forma

(a1,b1) (a2, b2)
(13) ((03:()3) (a4,b4)>

donde el resultado de que I elija el renglén i y IT elija la columna J es el par
de ganancias
(a*ﬂ;v bi):
donde a; denota la ganancia de I y b; denota la ganancia de I1. Recordemos que en
el caso de suma cero I buscaba maximizar su ganancia y, dado que las ganancias de
I eran las pérdidas de 17, IT buscaba minimizar esa misma ganancia. En el caso de
suma no cero, dado que las ganancias de los jugadores son independientes una de

otra, supondremos que cada jugador basa sus decisiones unicamente en sus propias
ganancias.

DEFINICION 3.2 (Principio de Racionalidad). Cada jugador estd motivado sélo
por el deseo de terminar el juego con la mayor ganancia posible.

Un ejemplo de este principio es que, en un Jjuego, ningin jugador disminuird su
ganancia con tal de disminuir la de su oponente. Una consecuencia del principio
de racionalidad es que cada jugador ejecutard su decisién sin tomar en cuenta la

19
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ganancia que pudiera obtener su adversario; asi, podemos pensar en que I enfrenta
el juego de suma cero
a1y a=
(& =)

contra algiin oponente irrelevante, siendo los renglones de la matriz sus estrategias
puras, mientras que II enfrenta el juego de suma cero

by ba
by by

donde su objetivo, al ignal que el de I es el de maximizar su ganancia, y sus es-
trategias puras son las columnas de la matriz. Como consecuencia, ambos jugadores
tienen estrategias maximin.

1. Estrategias puras

En esta seccidn veremos algunos tipos de estrategias, todas ellas puras. Tam-
bién analizaremos un ejemplo de un juego 2 x 2 suma no cero, donde por sus
caracteristicas sélo les es posible a los jugadores utilizar estrategias puras.

DEFINICION 3.3 (Valor maximin). El par de ganancias en el resultado deter-
minado por las dos soluciones mazimin del juego es llamado el valor mazimin del
Juego.

EJEMPLO 3.4 (Dilema de los prisioneros). Dos hombres son arrestados y acu-
sados de cierto robo. Su persegquidor sélo tiene evidencia suficiente como para con-
denarlos por el robo, pero se cree que los ladrones traian armas al momento del
robo, haciéndolos aplicables o una sentencia maeyor por robo a mano armada. Los
prisioneros se encuentran en celdas separadas y no pueden comunicarse el uno con
el otro. A cada uno de ellos se le ofrece el mismo trato: si testificas que tu compariero
estaba armado al momento del robo, pero €l no testifica en contra tuya, tu sentencia
se suspenderd pero €l pasard quince afios en prision. Si ambos testifican en contra
del otro, ambos serdn sentenciados a diez aros, y si ninguno de ustedes testifica,
pasardn cinco afos en prision. Ambos prisioneros estdn enterados de que ese trato
se le ofrecid a los dos. Se les ha dado algo de tiempo para pensar qué decidirdn,
pero ninguno de ellos estd enterado de la decision del otro.

Este juego claramente es de suma no cero, v puede describirse con la siguiente

matriz:
(—5,-5) (-15,0)
((O, —15) (—10, 10))
donde la ganancia de —z implica pasar x afios en la carcel. Ahora encontraremos las
estrategias maximin de estos dos hombres, a los que llamaremos I y I/. La matriz
de ganancias de I es la siguiente:

-5 —15
0 =10

Es fdcil observar que la estrategia maximin de I es [0, 1], pues la entrada —10 es un
minimo para su renglén y un méximo para su columna. Por otro lado, la matriz de

ganancias de I] es la siguiente:
-5 0
-15 -10
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Podemos ver que la estrategia maximin de 77 es [0,1], ya que la entrada —10 es
un minimo para su columna y un méximo para su renglén. Asi, las estrategias
maximin recomiendan que ambos prisioneros acepten el trato, garantizando diez
anos de prisién a cada uno. La experiencia nos dicta que frecuentemente esta es
la decisién hecha por las personas en este tipo de circunstancias. Ahora, si ambos
hubieran optado por rechazar el trato y no testificar, se les hubiera dado cinco afios
de prisién, una sentencia méas corta para ambos. Por esta razén decimos que el par
de ganancias (—5, —5) es mejor que el par de ganancias (—10, —10).

DEFINICION 3.5. En cualquier juego de suma no cero, un par de ganancias (a, b)
se dice mejor que un par de ganancias (a/, V') si tenemos alguna de las siguientes
condiciones:

(@a>a" yb2b) 6 (a=a yb>V).

DEFINICION 3.6 (Juegos éptimos de Pareto). El resultado de un Jjuego se dice
optimo de Pareto si el juego no posee otro resultado con mejor ganancia.

Es claro que cuando los jugadores de un juego son tratados en grupo, son
deseables los resultados éptimos de Pareto, ya que con un resultado dptimo de
Pareto se garantiza que no hay forma de aumentar la ganancia de un jugador sin
minimizar la ganancia del otro.

EJEMPLO 3.7. Para el Ejemplo 3.4, encontremos las estrategias dptimas de
Pareto.

(—=5,=5) (~15,0)
((0, —-15) (—10,-10)

Notemos que no existe un resultado que sea mejor que (—5,—5), v que lo
mismo pasa con (—15,0) y (0, —15). Sin embargo, sabemos que (=5, —5) es mejor
que (—10, —10), por lo que el tinico resultado dentro de la matriz que no es Optimo
de Pareto es (—10, —10), que es precisamente el valor maximin del juego.

DEFINICION 3.8 (Puntos de equilibrio de Nash). En un juego de suma no cero,
un resultado se dice ser un “punto de equilibrio de Nash’si su par de ganancias
(@i, b;) es tal que a; es un mdzimo para su columna, y b; es un mdzimo para su
renglon.

Este punto de equilibrio de Nash es el andlogo al “punto silla.®studiado en el
capitulo anterior. También, este punto tiene la deseada propiedad de “no arrepen-
timiento” pues, dado que IT eligié la columna J: 1 no tiene ninguna razén para
arrepentirse de haber elegido el renglén 4, ya que ninguna otra seleccién de [ le
hubiera dado una mejor ganancia. Similarmente, dado que I selecciond el renglén
i, 11 no tiene ninguna razén para arrepentirse de haber elegido la columna j, pues
ninguna otra eleccién hecha por IT le hubiera dado una mayor ganancia,

Para los juegos 2 x 2 suma no cero, es facil deducir que lo ideal seria que los
jugadores eligieran una estrategia pura tal que les permitiera obtener un par de
ganancias que fueran un punto de equilibrio de Nash. Lamentablemente, no todos
los puntos de equilibrio de Nash proporcionan ganancias maximas a los jugadores,
como se observa en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3.9. En el Ejemplo 3.4, observamos que el winico punto de equilibrio
de Nash es (—10, —10), obtenido cuando los Jugadores utilizan las estrategias [0, 1]
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y [0,1]. Pero si los jugadores hubieran utilizado las estrategias [1,0] ¥ [1,0], habrian
obtenido una condena de cinco afios cada uno, menor que la sentencia de diez arios
del punto de equilibrio de Nash.

2. Estrategias mixtas

Al igual que en el caso de suma cero, en los juegos de suma no cero se pueden
utilizar estrategias mixtas.

Las estrategias mixtas de I y I1 de nuevo se denotardn por p,1—p] ¥ (¢, 1 —ql,
respectivamente. Nos referiremos a ese par de estrategias como un par de estrategias
mixtas. Cuando I y I emplean estas estrategias mixtas en un juego de suma no
cero el par de ganancias esperado se calcula de la misma manera en la que se
calculaba en el caso de suma cero.

DEFINICION 3.10 (Ganancias esperadas). Cuando el par de estrategias miztas
es ([p, 1-p], [¢, 1—4q]), la ganancia esperada de I se denota por e (p,q) v la ganancia
esperada de II se denota por ec(p,q), es decir,

er(p,q) = a1pg + azp(l — q) + az(1 —p)g +as(l — p)(1 —q)

14

o = (ay — g — a3 + a4)pq + (02 — ag)p + (a3 — a4)q + 04
Y

(15) ec(p, q) = bipg + bap(1l — q) + b3(1 — p)g + bs(1 — p)(1 — q)

= (by — by — bz + ba)pq + (b2 — ba)p + (bs — ba)g + by

Como las ganancias de Ty IT en un juego de suma no cero son independientes
la una de la otra, en general no exisitird relacién entre los valores maximin de [
y I1. Esto, por supuesto, es totalmente diferente a lo que sucede en el caso suma
cero, donde el valor de juego de un jugador es el negativo del otro. Entonces, en el
juego de suma no cero no existe un analogo del teorema minimax analizado en el
capitulo anterior.

Luego de que el juego repetido termina, cada jugador buscard estar seguro de
que ninguna otra estrategia habria resultado en una mejor ganancia esperada.

TEOREMA 3.11. BEn cualquier juego de suma no cero 2 x 2, existe un par de

estrategias miztas ([p, 1—p, [§. 1—q]) tales que

er(p, §) = er(p, @) para toda p, 0 <p <1

ec(p, @) > ec(p,q) para toda ¢, 0 S g <1

La primera desigualdad nos dice que, habiendo empleado la estrategia recomen-
dada [, 1 — ], I no tiene razones para arrepentirse dado que 11 utilizé la estrategia
[G.1—q. Y la segunda desigualdad nos dice que IT no tiene razon para arrepentirse
de haber utilizado la estrategia [g, 1 — ¢ dado que I utilizé la estrategia [p, 1 — al.

DEFINICION 3.12 (Equilibrio mixto de Nash). El par de estrategias

(5. 1-p], [a,1-7)
descritas en el Teorema 3.11 constituyen un equilibrio mizto de Nash.
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Los nimeros (er(p,q), ec(p,§)) son el par de valor mixto del juego. Juntos, el
equilibrio de Nash y el par de valor mixto son una solucién de equilibrio de Nash
para el juego.

Una pregunta de interés seria el querer saber qué pasa con la solucién de equi-
librio cuando se sabe que p,g€ {0,1}.En este caso, observamos que

er(f,q) = a4, para alguna i € 1,2, 3,4
ec(p,q) = b;, para alguna j € 1,2,3,4
Como
er(p,) > er(p, ), 0<p <1,

se concluye que ag; es un maximo para su columna.
Similarmente, como

ec(P.q) = ec(pg), 0<g <],

se concluye que b; es un maximo para su renglémn.

Por lo tanto, tenemos que cuando p,g € {0,1}, (er(p,q), ec(p,d) es un punto
de equilibrio de Nash. Asf notamos que el punto de equilibrio de Nash es un caso
particular del par de valor mixto del juego.

3. Solucién de los juegos 2 x 2 suma no cero

TEOREMA 3.13. Para cada estrategio de un jugador de un juego de suma no
cero, su oponente posee una contraestrategio optima que es pura.

Demostracién: Supongamos que /1 utiliza una estrategia [¢’, 1 —¢']. Entonces,
la ganancia esperada de [ es:

er(p,¢') = (a1 — a2 — a3 + aa)pg’ + (a2 — aq)p + (a3 — as)q' + as
Como ¢’ estd fija, podemos ver a eg(p, ¢') de la siguientes forma
er(p,q’) = mp + ¢, donde
m= (a1 —as —az+aq)¢ + (a2 —aq), ¥
e= (a3 —as)q¢ +aq

Observamos que la grifica que describe el comportamiento de eg(p,q’) como
funcién de p tiene la forma de una linea recta, por lo que encontrard su maximo en
p=0o0p=1, dependiendo del signo de m. m]

Cuando el jugador que tiene fija su estrategia es I, se utiliza un método similar
para demostrar que la contraestrategia éptima de IT es pura.

A continuacién mostraremos un método para encontrar estrategias de equilibrio
de Nash en los juegos 2 x 2 suma no cero, y lo ilustraremos con algunos ejemplos.

OBSERVACION 3.14. Para cualesquiera m, ¢, fijos, y 0 <z < 1, mx + ¢ alcan-
zard su valor mdrimo para

tUnicamente x =0 sim < 0
cualquier 0 <z <1 sim =0

Unicamente x =1 sim >0



24 3. JUEGOS DE SUMA NO-CERO

Los puntos de equilibrio de Nash de los juegos 2 x 2 suma no cero se encon-
trardn como la interseccién de dos gréficas. Una de estas graficas describe todas las
estrategias mixtas que hacen que / no se sienta arrepentido dado que I7 utilizé una
estrategia dada, y la otra gréfica describe todas las estrategias mixtas que hacen
que 11 no se sienta arrepentido dado que I utilizé una estrategia dada.

Supongamos que la estrategia de I7 va est4 fija, v basdndonos en la demostracién
del Teorema 3.13, podemos escribir

er(p,q) =mp+c,

donde m = (a1 —ag— a3 +a4)q+az —aq. Es evidente que I no se sentird arrepentido
en los siguientes tres casos:

p=0sim<0, 0<pLlsim=0yp=1sim>0

Las estrategias correspondientes pueden ser graficadas en un sistema de coorde-
nadas cartesianas con p en el eje horizontal, v g en el vertical.

Ahora, supongamos que la estrategia de I estd fija. Basdndonos en el Teorema
3.13, la ganancia esperada de /I puede escribirse de la siguiente manera:

ec(p,q) =m'qg+¢
donde
m' = (by — by — bs + ba)p + ((bs — bs)

II no podré arrepentirse en los siguientes tres casos:
g=0sim <0, 0<g<lsim =0yg=1sim' >0

Las estrategias mixtas que no le ocasionan arrepentimiento a IT pueden ahora ser
graficadas dentro del mismo sistema de coordenadas p — g que fue usado para la
grafica de no arrepentimiento de I.

La gréfica de no arrepentimiento de cada jugador consiste en aquellos pares de
estrategias mixtas ([p,1 —pl, [g,1 — ¢]) que ponen a cada jugador en la posicién de
no tener que arrepentirse de su propia decision. Dado que los puntos de equilibrio
de Nash consisten en aquellos pares de estrategias ([p. 1 —p], [¢, 1 —¢]) que no causan
arrepentimiento a ningin jugador, estos puntos constituyen la interseccién de las
graficas de no arrepentimiento de I y I1.

EJEMPLO 3.15. Encontraremos la solucion de equilibrio de Nash para el Ejem-
plo 8.4.

er(p,q) = —5p + 10q
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dado que la pendiente de eg(p, ¢) es negativa para cualquier valor de g, obtenemos
la siguiente grafica de no arrepentimiento para I

14

ec(p,q) = 10p — 5¢

Similarmente, como la pendiente de eq (p,q) es negativa para cualquier valor de p,
obtenemos la signiente grdfica de no arrepentimiento para I

1+

] Pt m1

1
Notemos que estas estrategias fueron particularmente faciles de graficar, dado

que la pendiente de ambas es constante. Sobreponiendo ambas graficas, obtenemos
lo siguiente

s s

1

Asi, vemos que estas grificas se intersectan dnicamente en p =g =0, di-
ciéndonos que el dnico par de valor mixto del juego es (=10, —10), que es precisa-
mente el valor del juego.

Pero no todos los juegos suma no cero poseen un tnico equilibrio mixto de
Nash, a continuacién veremos un ejemplo de esta situacion.
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EJEMPLO 3.16. Consideremos la siguiente matriz de pago
) (2,1)
(4,4)

2
3)
De donde obtenemos:

er(p.q) = (5¢ —2)p —4g +4

ec(p,q) =(2p—1)g—3p+4

Asi, la grafica de no arrepentimiento de I es la interseccién del cuadrado unitario
con los siguientes conjuntos de puntos:

= { (0,q) cuando 5g — 2 < 0}, esto es, cuando g <
= { (p,¢) cuando 5g — 2 = 0}, esto es, cuando g =
v { (1,g) cuando 5¢ — 2 > 0}, esto es, cuando g >

[spfidud vl )

Dado que 0 < % < 1, la grafica de no arrepentimiento para [ tiene la siguiente

forma:

1

Ahora, la grifica de no arrepentimiento de I7 es la interseccién del cuadrado
unitario con los tres siguientes conjuntos de puntos:

» { (p,0) cuando 2p — 1 < 0}, esto es, cuando p <
s { (p,q) cuando 2p — 1 = 0}, esto es, cuando p =
= { (p,1) cuando 2p — 1 > 0}, esto es, cuando p >

(SIS

De nuevo, tenemos que 0 < % < 1, lo que nos dd una gréifica de no arrepentimiento
para I de la siguiente forma:

1-+ PRET—
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y la interseccién de ambas graficas de arrepentimiento es la siguiente:

14

1

Podemos observar que se encontraron tres equilibrios mixtos de Nash. En la
siguiente seccién mostraremos algunos criterios para elegir uno de estos equilibrios,
pero antes analizaremos un ejemplo con un tnico equilibrio mixto de Nash, que nos
serd de gran utilidad para el siguiente capitulo.

Eienmpro 3.17. Consideremos la siquiente matriz de ganancias:
(a1,b1) (a2, b2)
(a3,b3) (ag,b4))”
con las siguientes caracteristicas:

a4 > a1 > a3 > az, Uy b4<b1<bg<b2

Utilizando el método descrito, tenemos que la gréfica de no arrepentimiento
de I es la interseccién del cuadrado unitario con los tres siguientes conjuntos de
puntos:

» { (0,¢) cuando (a1 — a2 — a3 + a4)q + as — ag < 0}, esto es, cuando
ﬂid—ﬁ’z

= a1 —ao—as+ay "

(p,q) cuando (a1 — ag — as + ag)g + az — ag = 0}, esto es, cuando

o a4—as

T a1—az—asztag”

(1,¢) cuando (ay — a2 — ag + a4)q + az — ag > 0}, esto es, cuando

1 > a4q4—a

a1 —az—aztag’

a2 —da. Pl . . . . . .
Dado que 0 < —'—4-m_a2_a3+a4 < 1, la gréfica de no arrepentimiento para I tiene la
siguiente forma:

{
q
s {
q
{

“ﬁ

1

1

Ahora, la grafica de no arrepentimiento de I7 es la interseccién del cuadrado
unitario con los tres siguientes conjuntos de puntos:
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= { (p,0) cuando (by — by — bs + ba)p + bz — by < 0}, esto es, cuando p >
ba—b:
by —bo—ba+bg "
s { (p,q) cuando (by — by — by + ba)p + by — by = 0}, esto es, cuando p =
b

by =bay—bg+by "
s { (p,1) cuando (by — by — by + ba)p + bz — by > 0}, esto es, cuando p <
by—b:
b1 —bo—byz+by "
De nuevo, tenemos que 0 < —2=82 < 1 Jo que nos dd una grafica de no

ey b}*bg*baﬁ»b:;
arrepentimiento para II de la siguiente forma:

v la interseccién de ambas graficas de arrepentimiento es la siguiente:

T

1

En este caso, vemos que el tinico equilibrio mixto de Nash es

b4—b3 bl—bg a4 — Ao a1 — as
by —by—bz+by by —by—bz+by ay —ag—a3+a4’a1—a2—a3+a4]
Hasta el momento hemos analizado ejemplos con uno y tres equilibrios mixtos
de Nash, pero no hemos analizado ejemplos que no tengan equilibrio alguno. Esto
se debe a que todos los juegos 2 x 2 tienen un equilibrio mixto de Nash:

(I

TEOREMA 3.18. Cada juego 2 x 2 de suma no cero tiene al menos un equilibrio
mizto de Nash.

Demostracion: Para realizar esta demostracion, haremos uso del teorema del
punto fijo, enunciado a continuacién

TrOREMA 3.19 (del punto fijo). Sea una funcidn f, f: S — S. 8 S es un
congunto cerrado, acotado y convexo, y si f es continua, entonces existe al menos
un punto x € 8 tal que f(z) = .

Ahora, volviendo a la demostracién, definamos a S de la siguiente forma:

S:={(pqlpe P, q€Q}
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Donde P es el conjunto de estrategias de I, v @ el conjunto de estrategias de I1.
Es facil ver que S es cerrado, acotado y convexo. Ahora, para cada p€ P, q € @,
definamos:
ci(p,q) = maz{0,er(Ei,q) —er(p,q)}
di(p,q) = max{0,ec(p, E;) —ec(p,q)}
Donde i =1,2,y Fy =1, FEy =0.
fp,q) = (@, q)
y__ptaaq
1+ 37, ci(p, @)
e, 8 + di(p, q)
1+37 dilp,q)
f es continua, y por el Teorema del punto fijo sabemos que existe un punto
(p*,q") € S tal que f(p*,q*) = (p*,q%).
No podemos tener er(E;, ¢*) > er(p*, ¢*) para toda i, obtendriamos
er(P" q") =p"d a1 +p*(1 — ¢")az + (1 = p")g*as + (1 = p*)(1 — ¢")aq
=p(¢"a1 + (1 = q")az) + (1 — p")(¢"az + (1 — ¢*)aa)
=p er(E1, ¢") + (1 — p*er(E2, ¢") > p*er(p*,¢") + (1 — p*)er(p", ¢")
= er(p*,q")
lo cual es claramente una contradiccién. Por lo tanto, concluimos que eg(E;, ¢*) <
er(p®,¢*) para al menos una i, i = 1, 2.

De igual manera, sabemos que no podemos tener ec(p*, E;) > eq(p*, ¢*) para
toda i, pues entonces

ec(P*,q") =p"¢"b1 +p* (1 — ¢")ba + (1 — p*)q*bs + (1 —p*)(1 — ¢*)ba
=q"(p*b1 + (1 — p*)ba) + (1 — ¢")(0*ba + (1 — p*)ba)
=g ec(p®, E1) + (1 — ¢")ec(p*, B2) > gec(p*,q") + (1 — ¢"ec(p*, q%)
=ec(p*,q")

Por lo tanto, ec(p*, E;) € ec(p*, ¢*) para al menos una i, i = 1, 2.
Ahora, sabemos que
«_ P talpg)

p= B n
1+ cilp*, g%)

Si p* = 0, tenemos
__alg)
1+ Y1, alpt,q*)

= a(p*.q") =0,
v también,

¢2(0,¢%) = maz{0, er(Es, ¢*) — er(0,¢*)} = maz{0, er(0, ¢*) — er(0,¢*)} = 0
Asi, cuando p* = 0 tenemos que ¢ = ¢z = 0.

En el caso en que p* # 0, tenemos lo siguiente:

p*+cl(p*?q*) * s % e * * * * #
e e — —~ =0 +pal’ ) +p'e® ) =" +al’, ")
15 Zi:l Ci(p*a qﬁ)

= p'er(p, ¢%) +p e2(p”, ) = er(p*, ¢¥)
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Sabemos que al menos una ¢;(p*, ¢*) = 0, si suponemos que ¢; (p*, ¢*) = 0, se
concluye inmediatamente que c2(p*, ¢*) = 0. Ahora, si suponemos ¢z (p*, ¢*) = 0,
tenemos que ¢1(p*, ¢*) = 0, siempre y cuando p* # 1. Pero si p* = 1, tenemos lo
siguiente:

e1(1,¢") = maz{0, er(E1, ¢") — er(l,¢*)} = maz{0, er(l, ¢") —er(l,g)} =0

Concluimos entonces que eg(E;, ¢*) < er(p*,¢*) para toda i, y por lo tanto,
er(p, q*) < er(p*,¢*) para toda p € P, sin importar el valor que tome p*.

Ahora demostraremos que ec(p*, q) < ec(p*, ¢*) para toda ¢ € Q.

e _ 4 +di(p"q)
1+ dilp*,q*)
Si g* = 0, tendrfamos lo siguiente:
- di(p*, ¢*)
= z
143 dilp*,q7)

= di(p*,¢") =0

también:
da(p*, 0) = mazx{0, ec(p”, E2) — ec(p*,0)} = maz{0, ec(p*,0) — ec(p*,0)} = 0
Asi, cuando ¢* = 0, tenemos que di(p*,¢*) = da(p*, ¢*) = 0. Ahora, cuando
q" # 0, tenemos:
e ¢+ q)
1+ Zf:l d'i(p*ﬂ q*)
= ¢ di(p",q") +¢"d2(p", ¢") = di(p", ¢")

= ¢ +q"di(p*,¢") + ¢"da(p*, ¢*) = ¢* + d1 (", ¢%)

Como al menos una d;(p*, ¢*) es igual a cero, se concluye que ambas lo son. Asf,
ec(p*,q) < ec(p*,q*) para toda g € Q. Esta conclusién, aunada a la andloga para
ei(p*,g"), nos dice que (p*, ¢*) es un par de equilibrio, quedando asi demostrado el
Teorema de equilibrio de Nash.

4. Conceptos de solucién para juegos de suma no cero

Ahora ya podemos encontrar los equilibrios mixtos de Nash y pares maximin
para los juegos 2 x 2. De cualquier forma, la idea “maximin-maximin”de una solu-
cién ya no tiene mucho sentido, porque supone que un jugador estd tratando de
minimizar la ganancia de su oponente y maximizar la suya, a la vez. Esto no pueden
cumplirse siempre, como ya se ha visto en algunos ejemplos. Los equilibrios mixtos
de Nash son considerados el concepto de solucién mds aceptable, pero la dificultad
con ellos es que, usualmente, hay mds de uno en un juego. Varios autores han sug-
erido elegir, como una solucién del juege, un subconjunto de los equilibrios mixtos
de Nash que cumplan con ciertas propiedades. Describiremos brevemente tres de
estas sugerencias.
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4.1. Soluciones en el sentido de Nash.

DEFINICION 3.20. Un juego tiene una solucion en el sentido de Nash si cada
equilibrio mizto de Nash es intercambiable. Esto es, dados dos equilibrios mixtos de
Nash (p1,q1), (p2.q2), tenemos que (p1,¢2) ¥ (p2,q1) también lo son. La solucidn
es ahora el conjunto de equilibrios mixtos.

Para el Ejemplo 3.16 no encontramos ninguna solucién en el sentido de Nash.
En el caso de que un juego tenga una solucién en el sentido de Nash, no nos sirve
de mucho, va que en ninguna forma nos ayuda a hacer mas pequeiio el conjunto de
equilibrios a elegir.

4.2. Soluciones en el sentido estricto.

DEFINICION 3.21. Un juego tiene una solucidn en el sentido estricto si:

» Entre los pares dptimos de Pareto, existe un equilibrio mizto de Nash, y

» Todos los equilibrios mirtos de Nash dptimos de Pareto son intercambi-
ables, y tienen las mismas ganancias. La solucion es entonces el conjunto
de equilibrios miztos dptimos de Pareto

Para el Ejemplo 3.16 tenemos que el tinico equilibrio mixto de Nash 6ptimo de
Pareto es ([0,1],[0,1]) v, dado que es uno solo, es intercambiable. Asi, la solucién en
el sentido estricto de la matriz del Ejemplo 3.16 es ([0,1],(0,1]).

4.3. Soluciones en el sentido completamente débil. La idea aqui es
que si alguno de los jugadores tiene una estrategia maximin pura, entonces la otra
estrategia pura que le queda no le servira para ganar mas dinero, por lo tanto, la
puede eliminar. As{, nos queda una matriz reducida, que es la que usaremos para
la siguiente definicién.

DEFINICION 3.22. Un juego 2 x 2 es soluble en el sentido completamente débil,
st su matriz reducida es soluble en el sentido estricto.

Al reducir la matriz del Ejemplo 3.16 obtenemos que la solucién en el sentido
completamente débil es ([0,1],[0,1]), que a su vez también es la solucién en el sentido
estricto.

Cabe senalar que muchas veces la matriz de ganancias es irreducible, por lo
que el juego tendra una solucién en el sentido completamente débil tinicamente si
la tiene en el sentido estricto.






CAPITULO 4

Juegos suma cero con sensibilidad al riesgo

En el capitulo anterior tratamos los juegos donde los jugadores escogian sus
estrategias con el Unico fin de maximizar su ganancia esperada. Pero debemos
recordar que la ganancia esperada es el promedio de lo que el jugador ganaria
cuando el nimero de juegos tiende a infinito. En muchas aplicaciones, los jugadores
no juegan un numero muy grande de veces de tal forma que obtengan, en prome-
dio, su ganancia esperada. Lo anterior determina otros factores que intervienen en
la seleccion de la estrategia del jugador: uno de estos factores es la actitud que
cada jugador asume frente a la incertidumbre de los resultados azarosos, aunado
al hecho de que los recursos de los jugadores son generalmente limitados. Nuestra
experiencia en los juegos de azar (directa o indirecta) nos dice que generalmente
hay dos tipos de jugadores: los arriesgados, que apuestan sumas fuertes de dinero
con la esperanza de aumentar rapidamente sus ganancias, pero corriendo el riesgo
de perder una suma fuerte de dinero (la apostada)en caso de llegar a perder; y
aquellos que prefieren pagar una mddica cantidad, perdiendo asf la oportunidad de
ganar una buena cantidad de dinero, pero también garantizando que sus pérdidas
seran minimas. Podemos caracterizarlos diciendo que el primer tipo de jugador es
proclive al riesgo, mientras que el otro es adverso al riesgo.

En este capitulo estudiaremos en particular cémo el grado de adversidad al
riesgo afecta la ganancia esperada en los juegos que pueden modelarse con matrices
dos por dos. Aquf es donde entrardn en juego las funciones de utilidad, que nos
ayudaran a modelar el comportamiento de jugadores cuya sensibilidad al riesgo es
no nula. Pero antes de eso, veremos una demostracién crucial para la comprensién
de la forma en que estudiaremos este caso:

1. Una demostracién importante

El objetivo de esta seccién es demostrar que dada una matriz de pago de la

forma
A B
c D

sin puntos silla, es posible reacomodarla a ella o a su transpuesta en una matriz de
pago de la forma
1 T2
& %)

con x4 = 1 > 23 > w3, donde {x, 22, T3, 24} es un reordenamiento de {4, B, C, D}.

Nos resultard conveniente para fines de agilizar la demostracién, el demostrar
que dada una matriz sin punto silla, siempre podemos suponer que A > C y D > B.
SiA < Cy B < D, estonos llevaria a encontrar un punto silla ubicado en el segundo
renglén. Si suponemos A > C'y B > D, encontrarfamos un punto silla ubicado en
el primer renglén. Ahora, si tenemos A < €'y B > D, y dado que nuestra matriz no

33
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contiene puntos silla, en realidad tendriamos A < C'y B > D. Podemos reacomodar
esta matriz para que nos quede:

B A

D C

Ahora ya podemos proceder con la demostracién que nos interesa.
Dividiremos esta demostracion en varios casos. Supongamos primero que ten-
emos una matriz de pago sin punto silla

A B

¢ D
tal que no es de la forma D > A > C > B. Entonces caemos en uno de los siguientes
casos:

1.1. A>D>B, A>C > B. Podemos dividir este caso en dos subcasos:

A > C > D > B. Si se diera este caso, tendriamos un punto silla ubicado en
la primer columna. Y dado que nuestra matriz carece de puntos silla, desechamos
este caso.

A > D > C > B. No hay forma de acomodar la matriz

A B
C D
de tal forma que z4 > x1 > x3 > x3. Lo que podemos hacer es utilizar la matriz
transpuesta, la cual sf se puede reacomodar de la forma deseada:

(% 20)= (5 )= (5 )

siendo ésta la matriz de pagos del jugador I1, con los renglones de esta nueva
matriz como las estrategias puras del jugador I7. Nétese que —B > —C > —D >
—A. Queda asi demostrado que para el caso A > D > B, A > € > B, siempre
tenemos una matriz de pago (ya sea la de [ o la de IT) con x4 > x; > 3 > x3.

1.2, D>A>C,D>B>C. Esta relacién nos lleva a dos subcasos:

D > B > A > C. De presentarse este caso, tendriamos un punto silla localizado
en la primer columna, haciendo que nos enfoquemos unicamente en el siguiente
subcaso:

D > A > B > C. En este caso, tampoco podemos reacomodar columnas y/o
renglones de la matriz de pago de I para obtener las propiedades deseadas en las
entradas, por lo que de nuevo utilizaremos la transpuesta:

-B =D
-4 -C
Nétese que en esta matriz de pagos para el jugador I, —C' > —B > —A > —D,

de donde concluimos que dada una matriz de la forma D > A > C, D > B > C,
siempre es posible obtener una de la forma x4 > 21 > 13 > xs.
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1.3. A>D > B > (C. Aqui no es necesario utilizar la matriz transpuesta,
basta con acomodar de otra forma las estrategias puras de [ y IT, quedandonos con
la siguiente matriz de pago para I:

A B N C D — D C

C D A B B A
Notemos que A > D > B > C, obteniendo asi una matriz de pagos de la forma
T4 > X1 > Ty > Ta.

Habiendo estudiado todos los casos, podemos ahora afirmar que dada una ma-
triz de pagos de 2 x 2 que no contenga puntos sillas, siempre se puede modificar de

forma que obtengamos una matriz
Trr Ig
r3 T4
en donde x4 > 1 > 23 > I,
Ademas, dentro de este analisis se demostré que, dada una matriz

(@ 5)

con D > A > C > B, su transpuesta no puede ser reacomodada de tal forma que

quede
1 I
T3 I4

CON X4 > T1 > T3 = L.

En esta tésis, supondremos que las funciones de utilidad de ambos jugadores
son exponenciales. Esta suposicidn no es arbitraria; se han adoptado las funciones de
utilidad exponenciales dado que, como vimos antes, estas funciones tienen propiedades
analiticas que facilitan el tratamiento matemdtico y ademds, se ha observado que
este tipo de funciones describen razonablemente las preferencias de los jugadores
en muchas situaciones.

Asf, si denotamos por U(z) la funcién de utilidad de un jugador, tendriamos
U(z) = —e~® b > 0 para los adversos al riesgo y U(z) = e~ b < 0 para los
proclives al riesgo, donde b es el coeficiente de sensibilidad al riesgo del jugador.
Serd de particular interés estudiar los casos en los cuales el valor absoluto del
coeficiente de sensibilidad al riesgo tiende a cero, asf como cuando tiende a infinito.

Sean Ur(z), Urr(z) las funciones de utilidad de los jugadores I y II. Estudi-
aremos la matriz de ganancias del jugador I, concentrdandonos ahi en la ganancia
esperada de I, que como sabemos es el negativo de la ganancia esperada de 1.

Divideremos el estudio del efecto de las funciones de utilidad de cada jugador
sobre la ganancia esperada en dos casos: primeramente, el caso muy particular en
que Ur(z) = —Urr(—x), v después el caso en que Uy (x) # —Ur(—z).
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2 Ug)= ~Urr(—z)

Resulta de interés estudiar este caso debido a que cuando Uy (z) = —Urz(—x), el
juego preserva su condicidn de suma cero con respecto a utilidades. Esto es debido
a que con esta condicién, la utilidad esperada de I es el negativo de la utilidad
esperada de [I. La condicién Ur(z) = —Urr(—2) excluye la posibilidad de que
ambos jugadores sean adversos al riesgo, ya que en ese caso tendriamos

_e—-bf;t = _(_e—b}](wa:)) EN _6—51.1‘ — ’bu'l‘

lo que, claramente, es una contradiccién, pues la funcién exponencial sélo toma
valores positivos.

Similarmente, con la condicién inicial dada ambos jugadores no pueden ser
proclives al riesgo.

Primeramente, veremos qué pasa cuando I es proclive al riesgo y I7 es adverso,
para luego estudiar el caso con [ adverso al riesgo v IT proclive. Es necesario
estudiar los dos casos ya que la propiedad de que la matriz de pago de I sea de la

forma
1 T
T3 T4

con x4 > x1 > I3 > Tg, es utilizada durante todo el analisis, y al invertir los roles
es como si estudidramos la matriz transpuesta, la cual no tiene esa propiedad.

De hecho, también podemos eliminar el caso x4 = 21 > 23 = z2 ya que, en este
caso, tendriamos una matriz de la forma

Il X2
Iy X1

, va que nos haria obtener los valores p = ¢ = %, para cualquier tipo de sensibilidad
al riesgo de los jugadores. Por lo tanto nos limitaremos al estudio de matrices de
pagos de la forma x4 > 1 > 13 > T9.

2.1. [ proclive, IT adverso. Cuando I es proclive y IT es adverso al riesgo,
tenemos lo siguiente:

e br® = —(—efb”(*ﬂ)) = g b1 = bz —brx =brrx = by = —by;s

Esta igualdad no nos lleva a contradicciones, pues sabemos que by < 0, v
brr > 0.

Sea b = —br = by; > 0. Las matrices de utilidad para I v IT son entonces,
respectivamente, las siguientes:
obA  obB —e—b(-A)  _—b(-B)
ebC bD Yy _e~b(=C) _—b(-D)

Asi, es suficiente estudiar la matriz

ebA ebB
ebC, ebD
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concientes de que la “ganancia”de I serd la “pérdida” de II. Dada esta propiedad,
es que decimos que este es un juego suma cero en términos de utilidades. Tomando
en cuenta los resultados obtenidos en el Ejemplo 3.17, tenemos que las estrategias
de equilibrio estdn dadas por
e\‘JD . ef)C
P= 0D 1 gbA _ obC _ gbB

obD _ obB

q ==
0D | gbA _ ghC _ cbB

y la utilidad y ganancia esperadas Wi, V7, correspondientes a I serdn, respectiva-
mente

Wr = pge®® + p(1 = ¢)e®® + (1 - p)ge®® + (1 — p)(1 — q)e*P

Vi=pgA+p(l—-g)B+(1—-p)gC+(1—p)(1-4q)D

Conviene enfatizar que el objetivo de esta tésis es presentar el modo en que la
utilidad afecta la ganancia monetaria esperada (V7, Vir) de los jugadores, por lo
que no nos ocuparemos de la utilidad esperada W7.

Analicemos primero el comportamiento de la estrategia de equilibrio y la ganan-
cia esperada en la situacién limite cuando b — 0. Por el teorema de L’Hospital,
tenemos que

oD bC
fmp = lim g —gm
WD bC
(16) — lim De Ce
b0 DebD + AebA _ (1ebC _ QebB
-~ D-C
Bt A -G-8
y
15 . ebD = (’,bB
T gg% ebD - gbA _ obC _ BB
DebP — BebB
(17) = lim £ &
b—0 DebD | AebA — CebC — BebB
- D—-B
" D+A-C-B

Nétese que, como era de esperarse, estas son las estrategias del juego cuando la
sensibilidad al riesgo es nula. De igual manera, la ganancia esperada en el limite
cuando b — 0 es la ganancia esperada para las estrategias de equilibrio de riesgo
nulo:
AD — BC
i Vis ——————
b—0 D+A-C-B
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Analicemos ahora el comportamiento limite para un coeficiente de sensibilidad
al riesgo de magnitud grande, es decir, cuando b — oo.

(18)
D _ GhC
i = L —r T R g b
D ebC
= lim ( y - )
bt gD | gtAl _ gl _ BB gbD L. ghfk _ gbl _ghB
1 1
. e 1T bC
N bli’rgo(e "D LA O — ghB T gD LghA bl — ebB)
; 1 i 1
= (5 a6 5B ~ oS50 D A — 50 — i)
booo €7 ebD 4 gbA — gbC _ ¢ e ehD A — bT _ obB
5 1
= lim ( :
booo el(D=D) 4 eb(A=D) _ ob(C=D) _ ob(B-D)
: )
T b(D=0) 1 gh(A—C) _ gb(C—C) _ ¢b(B—C)
— l’ 1
= b}fgo(l © eb(A—D) _ b(C—D) _ cb(B-D)
il
T eb(D-C) L gb(A-0) 1 _ eb(b‘~0))
=1
Y
(19)
bD _ bB

[ —E

lim g = lim
booo ! bmsoo BD + gbA — bC — OB

D (b8
= Jim( T - )
b\ gbD & gBA _ gbC _ bB  gbD | gbA _ gbC _ gbE
1 1
_ e bD bB
= Jlim (e "D 1 gbA _ghC _ ghB  © ebD+ebA_>bC_ebB)
Lk 1 1 1
= lim ( e — ; )
b\ g—0D  ghD 1 gbA _ gbC _ gbB  g—bB gbD 1 gbA _ gbC _ gbB
= It !
= bi,ngo(eb(pfp) T b(A-D) _ gb(C—D) _ cb(B-D)
: )
~ eb(D-B) + eb(A=B) _ ¢b(C—B) _ ¢b(B-B)
T 1’ 1
= M () — -1 — HB-D)
: )
T b(D=B) J ¢b(A—B) _ £b(C-B) _ 1
=1,

va que estamos tomando D > A > C > B.
Podemos observar que tanto p como ¢ tienden a 1, y por lo tanto V; tiende a
A. Notemos que a [ le va mejor que en el c;aso de riesgo nulo, pues A > %.
. ;o AD-BC i
Efectivamente, si suponemos A < A—c—p> entonces

AD+ A%2 — AC - AB < AD - BC,



2. Ur(x) = —Urs(—1x) 39

es decir,

A(A—C)<B(A-C)

y por lo tanto A € B, ya que A — C > 0. Pero esto contradice nuestra hipétesis de
que A > B, quedando demostrado entonces que A > AD=EC

D+A-C-B"

Analizaremos ahora el comportamiento de p, ¢ ¥y V; cuando 0 < b < oo.

Comencemos analizando ¢:

bD bB

e —e
q:
ebD | gbA _ gbC _ obB

Seax =D-B, y=A—-B,2=C—-B. ComoD > A > C > B, tenemos
Lz g g U

(20) gq=

Y

ebB eW(D—B) _ 1 ebr _q

ebB " gb(D—B) | b(A—B) _ gb(C—B) _ |  gbv | gby — gbz — ]

Ag B .’I:eb:"(ebl' 4eby _ gbz _ 1) iy (ebx = 1)(.766” =t yeby - Zebz)
ab (b + eby — bz —1)2

me%m o8 meb(m+y) _ a’.eb(w-ﬁ-z) o :L‘CbI - l.e_m'm - yeh(m+y) s zeb[m-i»z) e Iehm o yeby o zebz

(ebm o eby _ ebz s 1)‘2
(x — y)eb(w+y) + ye? — (z — 2)eb(@+2) _ zeb2

(eb:t £ eby . ebz . 1)2

Definamos ahora

re) = (z — y)(@ +y— )W) 4 y(y — 2)e@*) — gz — 2)

Entonces

er(c) = (&~ )z +y — 2)e""V L y(y — 2)e”V ) —z(z - 2)e,

v de donde
(21)

b b b -
/ e“r(c)de = (z —y)(z +y — 2) / e“EH=2) 4 yy(y — 2) f e gl ] ™
40 0 0 0]

Asi,

b

_ (e ty-2)

T+Y—2z Y—z o 0
= [(& — y)et T2 4 ye=2) — (3 — 2)e™[g
= (2 — y)e?@HY=2) 4 geblu=2) _ (5 _ )b _ ,

podemos observar que

Pc(z:—;—y—zj e y(y - z) Cc(y—z) - LC(.L‘ — Z) er::r:}h

ebz b
) oS0 (o)
(eb:c =S eby = ebz . 1)2 /0 € 'r((’} C
B ebz((m _ ,y)eb(a:+y—z) o yeb(yfz) o (’J." - Z)eb:n o z)
- (sz + eby e ebz - 1)2
(z — y)eh(:c+;u) + yeby i Z)eb(:t+z) — zpbz dq

(ebu: + eby — bz 1)2 o %
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Entonces, para analizar cuindo ¢'(b) serd mayor o menor que cero, es suficiente
ver el comportamiento de fob e“*r(c)de. Més ain, como e siempre es positivo,
basta analizar la forma de la funcién r(c). Cuando decimos que estudiar ¢'(b) es
similar a estudiar jg’ 7(¢)de, nos referimos a que en el intervalo donde esta integral
sea negativa, en ese intervalo ¢’(b) serd negativa también, vy lo mismo pasa con el
intervalo donde la integral es positiva. Alora, la integral es negativa en un intervalo
(0,b), cuando el drea del subintervalo de (0,b) donde r(c) < 0 es mayor al drea del
subintervalo de (0,b) donde r(c) > 0. Analizando la funcién r(c) para z = D — B,
y=A—B,yz=C— B, obtenemos lo siguiente:

(22)
lim r(c) = lim [(& — 5)(& +y — )0 4+ y(y — )= _ x(z — 2]
c—00 C— 00
=(z—y)(@+y—2) lm V)] 4 y(y — 2) lim [e“W~*7)] — g(z — z) = 0o
C— 00 C— 00
(23)
lim r(c)= lim [(z—y)(z4+y—2)e¥=2) L y(y — 2)efW=E72) _ gy — z)]
c——00 c——00
=@-yE+y-—=z) lim [V +yly—2z) lm [e@=2=2)] _ gz(z —2)
C——00 C——00
=—glx—z) 20
r(0) = (z - y)(& +y — 2)e"V™ + y(y — 2)e®V=") —p(z —2)
— -y ty—2)+uly—2) -2z 2)
:IQ—I—Iy*Iz—my—yz—Fyz—{-yg —yz -2’ +xz=0
y

r'(b) = (2 — y)(y — 2)(x +y — 2)e@2) L y(y — 2)(y — 2 — 2)eblW—2—),

Por lo tanto

(24)
r'(b) =06 (z —y)(y — 2)(z +y — 2)PV™2) = —y(y — 2)(y — 2 — x)b¥="2)
o gea  —yly —2)(y— 2]
S (@ =)y - ety —2)
pa Wy —2ly—z—2)
D o) s )
S i | i B

z -y +y-2)
Nétese que la existencia de b1 estd condicionada a que se dé la condicién

(x__g’;(sy—(;i;}% > (), y dada la forma en que definimos z, y y z, esta condicién siempre

se cumple. Ademas,

() = (& =)y = D*x +y— APVt yly — )y - 2 — )
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1 —yly—z—2 =
(25) 7(br) = (2~ 9)(y — 2)*(z +y - Ded NI

3 —y(y—2—=1%) e
2% M= Hrr—a ) (V—2-2)

iy — )~ £—5)

—y(ly —z—x) i
z—y)(z+y—2)

—yly —z—x) )u'—z";m
(z—y)(z+y—2)

=@-yy-2>(c+y- Z)((

+yly —2)(y—z— )%

de donde se puede ver que r”(b;) > 0. Por lo tanto b; es un minimo de r(b).
Haciendo ahora las sustituciones necesarias, tenemos que

=L p(A=B(D+C-B- &),
= D-AD+Aa-B-0)

D—-B

Como 7(b) tiene un tnico minimo (b1), a partir de él la funcién serd no decreciente.
Si by <0, la gréfica de r(¢) tendria esta forma:

Notemos que fob e“*r(c)de > 0 para toda b > 0, por lo que ¢’(b) > 0 para
toda b > 0, de donde concluimos que ¢(b) es una funcién creciente monétona. Pero,
jcuando sucede que by < 07

L e LU
A—B - B-—
ln(gDA;Egii—ﬁé;KO

(A-B)Y(D+C-B-A)<(D-A(D+A-B-0) &

AD L AC— AB - A% —BD —BO 4B+ AB <
D* 1+ AD —BD —CD— AD— A%+ AB + AC o
B* ~-BC < BC—AD - DG -+ AB &
(D+B)(B-D)< (B-D)(A+0) &

D+B>A+C
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Si by > 0, la gréifica de r(c) tiene la siguiente forma:

asf, be e“*r(c)de < 0 al menos hasta b = by > by,donde 7(by) = 0 por tanto
¢'(b) < 0 para b € (0,b,), y la funcién q(b) serd creciente monétona para b > by.
Tenemos asegurada la existencia de este by pues la funcién no puede ser eternamente
decreciente, ya que g(b) tiende a 1 cuando b tiende a infinito. Asi, existe by > bo,
q'(bs) =0, ¢’(b) > 0 para b > by. Pero, jcuindo sucede que by > 07
b 1 1n((A—B)(D-4—C~B—A)
YT DB DDA -B-C)
(A-B)YD+C—-B-A4A)
(D-A)(D+A—-B-C)
(A-B)D+C—-B—-A)>(D-A)(D+A-B-C) &
AD+ AC - AB— A>-BD - BC + B?+ AB >
D*+AD—-BD-CD—-AD - A2+ AB+ AC &
B?*-BC>BC—-AD—-DC+ AB &
(D+B)(B—-D)>(B-D)(A+C) =
D+B<A+C

) >0&

In( ) > 0=

Ya que analizamos el comportamiento de g, nos serd mds facil ver cémo se
comporta p:
oD _ hC
P= CbD | gbA _ gbC _ b8

Seazx =D-C,y=A-C,z2=B-C.ComoD > A > C > B, tenemos
& s 0 e

[
pP= ebC eb(D=C) 4 gb(A=C) _ £b(B-C) _ 1 = ebz by _ pbz |

bC P(D=0) _q e —1

Ip B I,L.ebz(ebm a: ey _ pbz 1) _ (eb:c _ 1)($Bb$ +y(£by _ zebz)
ab - (eha: 4 eby — pbz _ 1)2

Dadala forma en que definimos z, y y 2, tenemos que el analizar p(b) es exactamente
igual a analizar ¢(b), por lo tauto sélo tenemos que analizar el comportamiento de
r(b). Sabemos que r(0) =0, y que
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lim r(c) = lim [(z — y)(z +y — 2)e"¥=2) 4 y(y — 2)e“V=*" — g(z — 2)]

c— 00 (i de ]

= (@~ y)(@ +y - 2) lim ["V=9] + y(y — 2) lim [0 —a(z - 2) = o0
C— 00 C=— 00

lm 7(c) = lim [(z—y)(z +y—2)eW™2) L y(y — 2)e W% _g(x — 2)|
c——00

— - ty—2) bm [ byl —2) M O] oz —z)
C——00 Cr— =00

=-—z(z—2)<0

r(b) tiene un minimo en by = %ln(z%}, pero la existencia de by

esta condicionada a que % > 0, v dada la forma en que definimos z,

Yy ¥ z, esta condicién se cumple tnicamente cuando D + B > A + C. Cuando
D+ B < A+ C, la grifica de r(c) tiene esta forma:

fé’ r(c)dc > 0 para toda b > 0, eso implica que p'(b) > 0 para toda b > 0, de
donde concluimos que p(b) es una funcién creciente mondtona.
Analizando ahora el caso cuando D + B > A 4 C, al sustituir variables nos
queda el siguiente by:
1 In((A_C)(D—C+B—A})
D-C "(D-A)D+A-B-0C)

Ahora encontraremos cuando by es menor que cero.

by

1 . (A-C)D-C+B-A)
oo A-F=0) 0¥
(A—C)(D—C+B— A)

Mo—amra-s-0) <"

(A-C)D-C+B-A)<(D-A(D+A-B-C)&
DA-AC+DB-BC<D*-C*® (A+B)(D-C)<(D-C)D+C) &
A+B<D+C

Es facil ver que A+ B < D + (' siempre, pues sabemos que D > A > C' > B. Por
lo tanto, p(b) es mondtona creciente para cualquier valor de 4, B, C' y D.
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Para concluir esta seccién, haremos un resimen del comportamiento de p y ¢,
¥ a partir de ahf deduciremos el comportamiento de V7, incluyendo también un par
de ejemplos para ilustrar los resultados tedricos.

Cuando A+C < B+ D, py q son crecientes monétonas, por lo que V7 también
lo es. Asi, la ganancia monetaria esperada del jugador I se incrementa junto con
b. Podemos observar el comportamiento mencionado para A +C < B + D en el
siguiente ejemplo:

EJEMPLO 4.1. Dados los valores de las entradas de la matriz de ganancias,
encontraremos las grdaficas de p(b), ¢(b) y Vi(b).

A=1 B C=2 D=8
oS 2b Bb _ ob
PO)= 40 = s—n—— b
eBb L eld 20 _ ¢ e8b | edb _ p20 _ o
T Ch

Vi =4pg+p(1—q) +2(1 - p)g+8(1 - p)(1 —q)
La siguiente es la grifica de Vr

e

o

[

[

Cuando A +C > B + D, p sigue siendo creciente monétona, pero g decrece
inicialmente hasta alcanzar un valor minimo b*, y a partir de ahi es creciente
mondétona. Dado que g decrece en un principio, ¥; también lo hace, hasta que
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alcanza su valor minimo para luego volverse creciente monétona. Asi, en un princi-
pio al jugador T le va peor que como le irfa en el caso de riesgo nulo, pero luego de
cierto nivel de riesgo comienza a irle cada vez mejor. El siguiente ejemplo ilustra
este caso

EiemrLO 4.2. Encontraremos las grificas de p, q y Vi para los siguientes val-
ores de las entradas de la matriz de ganancias

A=14 B=-6 C=7 D=18
B 186 _ 7b - 18b _ o—6b
P= 86 i@ _ g5 _ —6b 9= CT86 1 gldb _ 76 _ o—6b

Las siguientes son las graficas de p(b) y q(b):

Vi = 14pg — 6p(1 — q) + T(1 — p)q + 18(1 — p)(1 — ¢)
Esta grafica es la de V;

b

2.2, I adverso, /I proclive. Para estudiar el caso cuando I es adverso al
riesgo y 11 es proclive, nos serviremos de los métodos utilizados en la seccién pasada.
Tomemos b = by = —by; > 0. Ahora la matriz de utilidades sera la siguiente:

_e—bA _,—bB
_e—bC _—bD
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De donde obtenemos los siguientes valores para p y q:

e~ bD _ o—bC

p=
e—bD i@ e—bA _ o—bC _ ,—bB

—bD bB

e =
q =
e—bD 1 o—bA _ o—bC _ ,—bB

Ahora, hay varios casos dignos de interés, tomemos por ejemplo cuando b — 0.
Por el teorema de L'Hospital, tenemos que

—bD bC

& —ig"

lim p = lim
Al v S R g—; _—"7 -

~De B | ge=10

26 =i
(26) b0 —De—PD — Ac=bA | Ce—tC | Be—bB
B D-C
 D+A-C-B
¥
) ) ¢—bD _ o—bB
i{li%q - AE»% 0D  e=bA _ g=bC _ o—bB
— T /E:D Be—bB
(27) = lim g
b—0 —De~tD — Ae=bA 4 Ce—btC | Be—tB
B D-B
~D+A-C-B

Notese que estas son las estrategias del juego cuando la sensibilidad al riesgo es
nula. De igual manera,

ity W o O
b—0 D+A-C-—-B
Otro caso de interés es cuando b — co:
(28)
e—bD _ g—bC

lim p= lim
et i e BD o BA o 0 o BB

=D =bC
= blf,go(e—w T ePA _ b0 _ g bB  g-bD L g—bA _ g—bC _ e-bB)
; 1 = 1
= lim (e~%? —ig P )
et e b0 g BA_ o BC _ B e—PD 1 g—bA _ o—bC _ —bB
; 1 1 1 1
= lim (55 —5 bA 5C 55~ 0 59D | A _o=bC o5
b—oo € g LT — T — T e~ e +e =g = -
2 1
= lim (
brto g=0(D—D) 1 g—BA-D) _ c—b(C-D) _ g~b(B-D)
i )
e—B(D-0) } g-BA-0) — g-b(C—C) — g—b(B—C)
I g
= lfm :
;)_,00(1 1 e b(A-D) _ o—b(C-D) _ —b(B—D)

1
 e=b(D-C) 4 o—B(A-C) _ | _ —b{(B-C) )

=0
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Y
(29)
) ) ¢—bD _ ,~bB
JEEQ‘? . bh_n;o e—bD | p—bA _ o—bC _ o—bB
) e—bD o—bB
- blflgo(e—”D L e—bA _ o—bC _ o—bB - e—bD | g—bA _ o—bC _ B*E’B)
1 1
- blil,’folo(e_bp e—btD { gc-bA _ g0 _ 6B °© " e—bD 1 g—bA _ g—bC _ pe=rz)
il 1 1 1
= blim (35 =05 o hA — =00 — =08 — B =D — bA — b0 — 0B
—oo e e +e e & e’C e +€ € e
2 1
= han;O(c—b(D—D) T e—b(D—A) _ ¢—b(D-C) _ ¢~6(D-B)
: )
e—b(D-B) | g-b(A—B) _ g—b(C—B) _ g—b(B—E)
s 1
= g}ﬂ&(l + e-bA-D) _ ¢—b(C—D) _ o—b(B-D)
1
" e=b(D-B) } —b(A—B) _ o—b(C—B) _ 1)
=

aqui podemos observar que p tiende a cero mientras que ¢ tiende a uno, haciendo
entonces que V7 tienda a C'. Notemos que en el limite, a [ le va peor que en el caso

de riesgo nulo, pues C < %. La demostracién es como sigue:

Demostracion: Supongamos C' > %, entonces

D+ AC - C?*—BC>AD— BC &
C(D-C)>AD-C)aC>A

Lo cual es una contradiccién, pues sabemos que A > C, demostrando asi que
@' AD-BC ’
D+A—C—B
O
Analizaremos ahora el comportamiento de p, ¢ v V7 cuando 0 < b < oo. Para
analizarlas, de nuevo utilizaremos la funcién r(c), sélo que con los cambios que
haremos en las variables, obtendremos la versién reflejada (dada una z > 0, r(z)
serd la r(—x) de la subseccién 2.1) de la r(c) estudiada en la subseccién pasada.
Comencemos analizando ¢:

- oD _ o~
9= 5D | o—bA _ o-bC _ o—bB
Seax=B-D,y=B—A4,2=B-C.

B_bB eb(B_D) =3 eb.'r ==

bB

U= B " gb(B-D) 1 ob(B-A) _ b(B-C) _ ]  obe 1 by — bz — 1

Notese que de nuevo obtenemos el mismo valor de g que el obtenido en la ecuacién 20
cuando cambiamos las variables. Entonces, sabemos que basta con analizar el com-

portamiento de 7(b), que ya sabemos tiene un minimo en b = 2 ln(ﬁ%)
Dada la forma en que definimos z, y y z, tenemos garantizada la existencia de este

bj.
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_ 1 ln((A—B)(D+C—B~A)
B-D Y(D-A(D+A-B-0C)
(A-B)(D+C—-B-4)
(D-A)D+A-B-C)
(A-B)(D+C-B—-A)>D-AD+A-B-0C)&

AD+AC—-AB-A?-BD—-BC+B?+AB > D*+AD-BD-CD—-AD—A?+AB+AC &
—~BC+B25D? —~0D —AD+ AB &
B?-D?*>BC—-CD-AD+ AB &
(D+B)(B—-D)>(B-D)A+C)eD+B<A+C

De igual manera podemos ver que by > 0 cuando D+ B > A + C.
Ahora analizaremos el comportamiento de p.

(30) b,

)< 0e

In( >0«

el _ ¢
P= 5D [ b4 _ o=6C _ b
Seaz=C—-D,y=C—-A,2=C - B.

—bC eb(O—D) _q ebx e

bC

€
P= 5700 " GH(C-D) 1 h(C—A) _ gb(C=B) _1 — obe 1 obv —gbs — 1

Utilizando un métedo similar, concluimos que p(b) es decreciente monétona.

Ahora, procederemos a resumir lo visto en cuanto al comportamiento de p, g,
v Vi en el caso en que I es adverso al riesgo v IT es proclive, ilustrdndolo con un
par de ejemplos.

Cuando A+ C > B + D, ¢ es monétona creciente, pero p y V7 son monétonas
decrecientes en b. En este caso, al jugador I7 le va cada vez mejor conforme aumenta
el grado de sensibilidad al riesgo, como se observa en el siguiente ejemplo

EJeEMPLO 4.3. Los valores para la matriz de ganancias son los siguientes

A=11 Bi=2 C=7 D=15
e=15b _ o—Tb e=16b _ ,—2b
P= G186 { o—116 _ o—7b _ o130 9= =158 1 116 _ o—76 _ o—2b

La siguiente es la gréfica para p(b) y q(b)

—p

— i
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Vi =11pg+2p(1 — q) + 7(1 — p)g +15(1 — p)(1 — q)
Veamos ahora la grafica para V;

.
—.

.

s b

¥

Cuando A + C' < B + D, p sigue siendo mondtona decreciente en b; ¢ decrece
inicialmente hasta que alcanza un minimo para luego volverse creciente mondtona;
v V7 crece inicialmente hasta que alcanza un méximo, para luego volverse mondtona
decreciente. Notese que al principio al jugador 7 le va peor que en el caso de riesgo
nulo, pero luego de cierto grado de sensibilidad al riesgo, comienza a irle cada vez
mejor. Esto se observa claramente en el siguiente ejemplo

EieMPLO 4.4. Graficaremos p(b), q(b) y Vi, dados los siguientes valores de las
entradas de la matriz de ganancias

A=18 B=6 C=7 D =30

e—30b _ o=7b o—30b 6b

—_e
) — =
P= 27306 1 o186 _ o756 _ 66 9= 7306 1 o—186 _ 76 _ g—60

Esta es la grafica para p(b) v q(b)

—n

o —

Vi =18pq + 6p(1 — q) + 7(1 —p)g +30(1 — p)(1 — q)
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Con la siguiente grifica para V;

/‘

3. Ulz) # U (=)

En esta seccidn, continuamos suponiendo que ambos jugadores tienen funciones
de utilidad exponenciales, pero ahora no se exige la condicién de suma cero en
términos de utilidades.

S1 Ur(z) no necesariamente es igual a —Uy;(—z), podemos considerar los casos
donde ambos jugadores son adversos al riesgo y donde ambos son proclives. Dado
que la matriz de utilidad para los jugadores es

((U;(A),UH(%A)) (U;(B),U”(—B)))
(Ur(C), U (=C)) (Ur(D),Upi(—-D)) )’

con base a los resultados obtenidos en el capitulo de suma cero, tenemos que las
estrategias de equilibrio son

Urni(—D) — Uy (—=C)

(31) P = U(=D) + Unr(—A4) — Ur1(=C) = Uri(—B)
¥
- , Ui(D) — Uy(B)

~ Ur(D) + Ur(A) —Us(C) — Ur(B)

Primeramente, supondremos que ambos jugadores tienen funciones de utilidad
idénticas, y después estudiaremos el caso contrario.

3.1. Funciones idénticas. Comenzaremos suponiendo que ambos jugadores
son adversos al riesgo, es decir, b = by = b;; > 0. Entonces la matriz de utilidades

es:
[ardd ity [phm, —ebB))
(78_1’(’,—6170) (—e_bD,—ebD)

Consecuentemente, los valores para las estrategias de equilibrio p v ¢ son:

D _ obC
(33) P= 3D [ ghA _ giC _ B’
—bD _ ,—bB
e =
(34)

9= B0 [ -PA _o-%C _ g—4B
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En el limite cuando b — 0, observamos lo siguiente:

b e

If It e
imp = lim ,
b0l T 5o ebD A — ebC — gbB

Det? — ¢ bC!
(35) = lim . = -
b—0 DebD + Aebd — CebC — BebB
- D-C
" D+A-C-B

—bD bB

— g

e
lim g = lim
b0 T 40 e-bD ; g—bA _ g—bC _ 4B

De=bP _ Be—b8
(36) = lfm -
b—0 De~0P + Ae~tA — Ce=bC — Be—bB
D—B

“"DiA_-C-B

También,

AD - BC

L s Er - oy

Nétese que, al igual que en el caso de suma cero en utilidades, estos valores son los
mismos que se observan en el caso de riesgo nulo.

Ahora analizaremos el caso cuando b toma valores muy grandes, es decir, cuando
b—

bD bC

1t It e —e
11m = 1lm
o e Y 1 gbA _ ebC BB

hD e
fm (Z5——a o — 55 )
b—oo ebD 4 gbd — b0 — ¢ €D 4 ehA — ebC — b
11 L
. bﬂﬂo( H(D—D) 1 b(A—D) _ gh(C—D) _ h(B-D)
(37) 1
~ HO—0) 1. hA-0C) — ghl@—0) eb(B—Cj)
= lim ( 1
it T I gblA—D) _ b(C—D) _ gb(B-D)

1
© dD=C) L eb(A-C) _ 1 _ eb(ch))
=1
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"
, ) e—l)D _ e—bB
blﬂgoq a blinolo e=bD 4 g=bA _ g=bC _ o—bB
o—bD o—=bB
N ,,lingc(e*w FebA_bC _g-bB g bD | g bA _ g0 _ e—bB)
; 1
= blf,go(e—b(pﬁn) T e—0(D-A) _ o—b(D—C) _ o—b(D—B)
(38) 1
" e—b(D-B) 4 e—b(A=B) _ ,—b(C—B) _ e-b(s—u))
, 1
= ,:,1220( 1+ e~ b(A-D) _ g—b(C—D) _ o—b(B-D)
1
T e—b(D—B) 4 e—b(A—B) _ o—b(C—B) _ 1)
=i,

Aqui, podemos observar que tanto p como ¢ tienden a 1, provocando que V7 tienda
a A. Asi, para valores muy grandes de b observamos que al jugador I le va mejor
que en el caso de riesgo nulo.

Ya que observamos el comportamiendo en ambos limites, pasamos al caso donde
0 < b < 00. Resultarfa muy engorroso hacer todo el anélisis, asi que nos limitaremos
a decir que el andlisis de p es idéntico al que se hizo para p en el caso Uy(z) =
Uri(—=z) con I proclive al riesgo v II adverso, mientras que el andlisis de q es
idéntico al que se hizo para ¢ en el caso Ur(z) = Uys(—x), con I adverso al riesgo
y I1 proclive. Asi, se concluye que cuando A+C > B+ D, p, ¢ y V; son crecientes
mondtonas en b. En otras palabras, la ganancia esperada de I se incrementa junto
con el coeficiente de adversién al riesgo. El ejemplo siguiente lo muestra claramente

EJEMPLO 4.5. Graficaremos p(b), q(b) y Vi para los siguientes valores de las
entradas de la matriz de ganancias

A=11 B =2 Cli=-T7 =15
156 _ ,7h e—18b _ o—

e—18b | =116 _ o—7b _ ,—2b

e 2b

elb 1 gl1b _ o7b _ o2b

p L
Esta es la gréafica para p(b) y g(b)

1
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Vi =18pg+6p(1 —q) + 7(1 — p)g +30(1 - p)(1 — q)

Con la siguiente grafica para Vi

Cuando A+ C < B+ D, p sigue siendo creciente mondénotona en b, pero g v
VT decrecen inicialmente antes de volverse creciente monétonas, tal y como sucede
en el siguiente ejemplo

BiEMPLO 4.6. Graficaremos p(b), q(b) y Vi para los siguientes valores de las
entradas de la matriz de ganancias

A=10 B=4 C=5 D=15
185 _ 5b =156 _ o—db
p = = =
156 1 o106 _ ¢5b _ b 9= =186 L ¢ 106 _ o850 _ o—4b

Esta es la grafica para p(b) v q(b)

Vi =18pg + 6p(1 — ¢) + 7(1 — p)g + 30(1 — p)(1 — q)
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Con la siguiente grafica para V7

a

Ahora estudiemos el caso donde ambos jugadores son proclives al riesgo, con
b= —br = —byr > 0. En este caso, la matriz de utilidades es:

(ebA, G—bA) (ebB, ebe)
(ebC’ e—.’;C) (ebD, e—bD)

v las estrategias son:

e—bD - e—bC’

P=4"tD [ ¢bA _o—tC _ 5B

ebD — ¢
1= 0D | obA _ b0 _ b

B}

e—bD _ —bC

lim p = lim
T B e—bD | g—bA _ o—bC _ —bB

—De D L igetC
(39) = lim ;
b—0 —De=bD — Aeg=bA 4 Ce—bC | Be—bB
B D-C
T D+A-C-B
bD bB

€ e

lim g = lfm -
501 " 520 ePD 1 ebA — gbC — gbB

(40) ) DEibD . BEbB
H Do I AebA — CetC — BelD
D-B
D+A-C-B
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i e=bD _ ,—bC
blirr;op = lim e=bD { o—bA _ o—bC _ B
o—bD -
o= blﬂl,}o(e_bp T e bA _ b0 _ BB oD | g=bA _ o=IC _ e—bB)
r 1
= bhjgc(e—b(p—p) T e~ B(A—D) _ o—b(0-D) _ g=b(B-D)
(41) 1 )
e—b(D—C) | ¢~ bA—C) _ o-b(C—0) _ g=b(B-0)
” 1
- blErolo(l 1 e WA-D) _ g=b(C-D) — g—H(B-D)
1
~ e=b(D-C) 1 ¢—b(A—C) _ | — g-B(B-C) )
=0
) ) D _ obB
dim g = lim ebD 1 obA _ gbC _ 6B
) oD b
= Jim (=5 T ebA _ gbhC _ gbB  bD | gbA _ gbC _ ebB)
. 1
- }}i{{}o(eb(mm T eb(A—D) _ gb(C—D) — gi(B—D)
(42) 1
 eb(D=B) } (A—B) _ gh(C—B) _ eb(BﬁB))
, 1
= bliﬂ,(l T eb(A-D) _ ob(C—D) _ h(B—D)
1
" eb(D=B) | b(A-B) _ gh(C—B) _ 1)
=1

puede observarse que mientras mayor es el grado de adversién al riesgo, peor
levaal, pues C < ﬁ%‘

Y para ver el comportamiento de p cuando 0 < b < co, basta echarle un
vistazo al desarrollo que se hizo para p cuando Uj(z) = Urs(—z), con I adverso
al riesgo, y II proclive. Para el comportamiento de ¢, veremos el desarrollo que se
hizo para ¢ cuando U; () = Uyy(—=z), con I proclive al riesgo v IT adverso. Cuando
A4 C < B+ D, qes creciente monétona mientras que p es decreciente mondtona,
por lo que V7 es decreciente mondtona. Asi, en este caso vemos que la ganancia
esperada de I decrece conforme aumenta el coeficiente de adversién al riesgo. Para
dejarlo més claro, veamos este ejemplo

EJEMPLO 4.7. Grafique p(b), q(b) v Vi para los siguientes valores de las en-
tradas de la matriz de ganancias

A=9 B =9 =7 =15
e—15b _ o=Th o15b _ o2b
e—15b | c~9b _ o—7b _ =25 9= T80 1 o9 _ o7 _ o2b

=
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Esta es la grafica para p(b) y q(b)

Vi =9pg+2p(1 —q)+7(1 — p)g + 15(1 — p)(L — q)

Con la siguiente grafica para Vi

s

s H

Ahora, cuando A + C' > B + D, tenemos que p sigue siendo decreciente
monétona, y ¢ decrece inicialmente hasta alcanzar su valor mfinimo, para luego
volverse creciente monétona, por lo que Vi es creciente hasta encontrar su valor
méximo, para luego volverse decreciente monétona. En este caso a I no le perju-
dica el ser ligeramente adverso al riesgo, pero cuando lo es mucho, disminuye su
ganancia esperada. Desde el punto de vista de IT, si va a ser adverso al riesgo, le
conviene tener un coeficiente de adversion al riesgo lo suficientemente grande, pues
si fuera chico, esto disminuirfa su ganancia esperada. Ahora veamos un ejemplo
para este caso

A=14 B=2 G =7 D

Il
i
on

e—15b _ o—Tb el6b _ o2b

b= 5 §= =z -
e—15b | g—=14b _ o=7b _ o—2b eldb 1 oldb _ oTh _ o2b
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Esta es la grafica para p(b) y ¢(b)

s g

Vi =14pg+2p(1 - q) + 7(1 — p)g + 15(1 — p)(1 — q)
Con la siguiente grafica para V;

5 ] ¢

3.2. Funciones distintas. Si las funciones de utilidad de los jugadores no
son idénticas, esto es, si sus coeficientes de adversién al riesgo no son iguales, el
efecto de sus funciones de utilidad en V; se puede investigar hallando p v ¢ de 31
¥ 32, y determinando el valor resultante de Vj. Serd de particular interés el efecto
en Vy cuando la funcién de utilidad de un jugador se encuentra fija, mientras que
la del otro estd variando.

Supongamos primero que by estd fijo, lo que implica que q estd fijo. p vari-
ard conforme by cambie, y

Vi

(43) 55 —dDP+A-C-B)+B-D

Denotando por gg al valor de ¢ en el caso de riesgo nulo, podemos ver que
@(D+A-C-B)+B-D=0

Asique ¢(D+A~C~B)+B-D > 0 paratodag > qo, y g(D+A—C—B)+B—D <0
para toda q < qg.
51 by = 0, estamos en el caso de riesgo nulo, estudiado anteriormente.
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Sib; > 0, tenemos que ¢ es creciente mondtona cuando A+C > B+D, v decrece
inicialmente para luego volverse creciente monétona cuando A + C < B + D. Esto
nos dice que cuando A+ C > B+ D Vi es creciente en p, y cuando A+C < B+ D
Vi es una funcién decreciente en p para valores muy pequefios de by, pero para
valores mas grandes es una funcién creciente en p.

Sib; < 0, tenemos que ¢ es creciente monétona cuando A+C < B+D, v decrece
inicialmente para luego volverse creciente mondtona cuando A + C > B + D. Esto
nos dice que cuando A+ C < B+ D V7 es creciente en p, y cuando A+C > B+ D
V1 es una funcién decreciente en p para valores muy cercanos a cero de by, pero
para valores mas lejanos es una funcién creciente en p.

Ahora, supongamos que bry se encuentra fijo, y por lo tanto, p también lo estd.
g variard conforme by cambie, y

av;
(44) a—qup(DJrA#C—B)—o—C—D
Sibr; >0, p es creciente mondtona siempre, por lo que Vi es creciente en q.
Sibrr < 0, p es decreciente mondtona siempre, por lo que V es decreciente en



Conclusiones

Resulta dificil de interpretar qué efectos tienen las funciones de utilidad no lin-
eales en las estrategias de los jugadores. Por ejemplo, del presente trabajo sabemos
que cuando un jugador es adverso al riesgo y el otro proclive, casi siempre le va
mejor al que es proclive, aunque eso puede cambiar dependiendo de qué tan sensi-
bles al riesgo sean los jugadores, y qué tipo de relaciones tienen las entradas de la
matriz de pagos.

Lo que buscamos en este trabajo de tesis es presentar el modo en que la sen-
sibilidad al riesgo de los jugadores afecta su ganancia monetaria esperada. Al no
asignar valores a la matriz de pagos, nuestros resultados son muy generales. Estos
resultados nos llevan a la siguiente conclusién:

Teniendo los resultados de esta tesis, las relaciones entre los valores de la matriz
de pagos, y la informacién de si los jugadores son adversos o proclives al riesgo,
podemos saber qué nivel de sensibilidad al riesgo conviene a cada jugador. La
sensibilidad al riesgo es algo intrinseco de cada jugador, y no puede modificarla
de acuerdo a la sensibilidad al riesgo de su contrincante. Lo que sf puede hacer es
decidir si determinado juego le conviene o no, sabiendo que lo Jjugard de la manera
precavida o arriesgada en la que gusta jugarlo.
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