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Prefacio

En general, cuando se utilizan procesos estadfsticos para hacer inferencia sobre un
pardametro de interés, se plantean de manera implicita o explicita supuestos acerca.
del modelo. Dichos supuestos no se consideran exactamente verdaderos pero resultan
muy ttiles en algunas ramas de las matemdticas aplicadas. Para justificarlos se asume
un incierto principio de estabilidad conocido como rebusticidad: un error menor en el
modelo produce un error menor en las conclusiones finales. Tal razonamiento no es

correcto en todos los casos.

En la Estadistica suele ser objeto de interés el problema de hacer inferencia sobre
pardmetros que permiten comparar ciertas caracteristicas de dos variables aleatorias.
En especial, el problema de hacer inferencia sobre el cociente de medias de dos variables
aleatorias independientes con distribucién lognormal es interesante y relevante debido a
que las inferencias sobre el pardmetro de interés, el cociente de medias, pueden depender
fuertemente de los valores plausibles de los otros pardmetros del modelo, llamados
pardmetros de estorbo. Ademds, la distribucién lognormal se usa para modelar diversos
fenémenos aleatorios en muchas 4reas de la ciencia; por ejemplo, la biodisponibilidad
de farmacos en farmacologfa, periodos de latencia en medicina, tiempos de vida de

componentes electrénicos en confiabilidad, entre otros.

Il objetivo general de este trabajo de tesis es enfatizar la importancia de un anélisis
de robusticidad en un proceso de inferencia estadistica. En particular, se usara la

funcién de verosimilitud perfil para analizar la robusticidad de las inferencias sobre



el cociente de medias de variables aleatorias independientes X y Y con distribucién
lognormal de pardmetros (ux,ox) v (py,ov), 6 = E(X)/E(Y), frente a cambios en

los valores plausibles del pardmetro de estorbo p = ox/oy.

Es importante mencionar aqui que la funcién de verosimilitud perfil se utiliza prin-
cipalmente para hacer inferencias sobre un pardmetro de interés en presencia de otros
pardmetros considerados de estorbo. Sin embargo, su uso en andlisis de robusticidad
ha sido explorado muy poco. A continuacién se describen los aspectos més importantes

abordados en cada capitulo de esta tesis.

En el Capitulo 1 se presenta el modelo lognormal y se comparan algunas carac-
teristicas de éste con el modelo normal. Ademds se muestra que el modelo lognormal
forma parte de la familia de densidades de Box-Cox y que tal relacién tiene relevancia
cuando se desea justificar la eleccién del modelo lognormal, dentro de todos los posibles

miembros de esta familia, para un juego especifico de datos.

En el Capitulo 2 se revisan las ideas fundamentales de un proceso de inferencia
estadistica: modelacién, valoracién de modelos, seleccién del modelo, robusticidad, in-
ferencia sobre pardmetros de interés e interpretacién de los resultados en el contexto
del problema. Se definen conceptos importantes para hacer inferencias a través del
enfoque de verosimilitud. También se describen herramientas tedricas y heuristicas
comtinmente empleadas para valorar modelos. Ademads, se presentan algunos criterios
simples y précticos para la seleccién de un modelo. Al final del capitulo, se discute la

problemética asociada a la robusticidad en las inferencias.

En el Capitulo 3 se describe un procedimiento novedoso para determinar la ro-
busticidad de las inferencias sobre el cociente de medias de variables aleatorias in-
dependientes X y ¥ con distribucién lognormal de pardmetros (px,ox) ¥ (ty,0v),
§ = B(X)/E(Y), respecto a cambios en los valores plausibles del pardmetro de estorbo
p = ox/oy. Se muestran dos ejemplos con datos reales, uno robusto (comparacién

de 4cidos grasos poliinsaturados en especies de rayas) y uno no robusto (compara-



cion de biodisponibilidad de farmacos). Finalmente, en el Capitulo 4 se presentan las
conclusiones generales de este trabajo.

Las principales aportaciones de esta tesis son las siguientes:

= Dar informacién relevante sobre las etapas de un proceso estadistico de inferencia,
modelacién, valoracién de modelos, seleccién del modelo, andlisis de robusticidad,
inferencia sobre pardmetros de interés en el contexto del problema e interpretacién

de los resultados en el contexto del problema, de una forma simple, clara y formal.

= Proponer un método para explorar la robusticidad de las inferencias sobre el
cociente de medias de variables aleatorias independientes X y ¥ con distribucién
lognormal de pardmetros (ux, ox) y (v, oy), § = B(X)/E(Y), frente a cambios

en los valores plausibles del pardmetro de estorbo p=ox/oy.

= Aplicar el método de andlisis de robusticidad propuesto en esta tesis y mostrar
inferencias robustas en un caso de estudio con datos reales (comparacién de dcidos

grasos poliinsaturados en especies de rayas).

= Aplicar el método de andlisis de robusticidad propuesto en esta tesis y mostrar
inferencias no robustas en un caso de estudio con datos reales (comparacién de

biodisponibilidad de fairmacos).

» Exhibir la importancia del anélisis de robusticidad en los procesos de inferencia

estadistica.
Posibles extensiones inmediatas de este trabajo son:

» Usar la expresién analitica de funcién de verosimilitud de los pardmetros § =
E(X)/E(Y)y p = ox /oy calculada en esta tesis, no antes descrita en la literatura

revisada, para hacer inferencias de manera conjunta sobre el vector (6, p).

» Extender el método de andlisis de robusticidad propuesto en esta tesis para el

caso de pardmetros de interés y de estorbo no escalares.



« Abordar el problema de comparacién de medias de variables aleatorias no nece-

sariamente independientes.

Los calculos computacionales y figuras de esta tesis se realizaron con ayuda del pro-

grama, R Development Core Team (2011).



Capitulo 1

La distribucién lognormal

En este capitulo se presenta el modelo lognormal, algunas de sus principales ca-
racterfsticas y la relacién de éste con el modelo normal. Ademds, se muestra que el
modelo lognormal es un miembro particular de la familia de densidades de Box y Cox.
Generalmente, esto es relevante cuando se desea justificar la eleccién del modelo log-
normal dentro de todos los posibles miembros de esta familia, para un juego especifico

de datos.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la Seccién 1.1 se define una variable
aleatoria lognormal y se muestra como obtener su funcién de densidad en términos
de la densidad de una variable aleatoria normal. En la Seccién 1.2 se presentan dos
caracteristicas importantes de una variable aleatoria lognormal, la media y la varianza,
se enfatiza que a diferencia de la normal, estas cantidades comparten los parametros del
modelo y podrd observarse la influencia de éstos en la funcién de densidad. Finalmente,
en la Secci6n 1.3 se presenta la familia de transformaciones propuesta por Box y Cox y
la correspondiente familia de densidades, que dependen de un pardmetro A. De hecho,

la, densidad lognormal es un caso particular de tal familia de densidades cuando A = 0.



1.1. Modelo de probabilidad lognormal

El objetivo de un modelo de probabilidad es describir la variabilidad e incertidumbre
inherente de casi cualquier faceta de la realidad a través de una abstraccién matemadtica.
Un modelo de probabilidad permite manipular artificialmente aspectos de la realidad,
con el objeto de obtener respuestas. En una aplicacién de la estadistica, existen pues,
dos mundos: el de la realidad, y el del modelo de probabilidad que lo representa. En el
mundo real tipicamente existe formulada alguna pregunta de interés. En la medida en
que el modelo de probabilidad represente adecuadamente a la realidad, las respuestas
que se obtengan con el modelo seran también apegadas a la realidad.

En distintas disciplinas cientificas, con frecuencia se asmne que las variaciones
aleatorias de diversos fenémenos pueden describirse con un modelo de probabilidad nor-
mal, conocido por su simetria con respecto a la media. Sin embargo, ciertos fendmenos
aleatorios, al ser observados y registrados, generalmente producen conjuntos de datos
no negativos que presentan una evidente falta de simetria con respecto a su media
muestral. Algunos ejemplos son: periodo de latencia de enfermedades infecciosas, con-
centracién de productos quimicos en el ambiente, tiempo de supervivencia después de
un diagnéstico de cancer, entre otros. Limpert, Stahel y Abbt (2001) muestra que a lo
largo de la historia, tales situaciones y muchas otras més han sido modeladas con una
distribucién lognormal.

Una variable aleatoria con distribucién lognormal es, en su forma mds sencilla,
aquella variable cuyo logaritmo natural tiene distribucién normal. La génesis de la
distribucién lognormal fue divulgada por Galton (1879) quien atribuye a McAlister el

desarrolleo matemaético de ésta.

Definicién 1 Una variable aleatoria YV se distribuye lognormal con pardmetros u € R

yo>0siysdlosi X =In(Y) se distribuye normal con media p y varianza o?.
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La funcidn de densidad de V eg

In () — ul?
fr (s, 0) = W\1/2—Wexp {*[i%){ﬂ—#}}fm,wy(y), (1.1)

donde [(p,00y(y) es la funcién indicadora de y en el intervalo (0, 00).
La funcién de densidad lognormal dada en (1.1) se puede obtener de manera muy

simple con el siguiente teorema.

Teorema 2 Sea X una variable aleatoria con funcidn de densidad Tx(z) Y = g(X),
donde g es una funcién mondtona. Sea X = {z: fx(z) >0y Y={y:y= 9(z), para
algin x € X'} el espacio muestral de X y Y, respectivamente. Supdngase que fx (z) es
continua en X y g7 (z) tiene derivada continua en X Entonces la funcidn de densidad

de Y es
fx (g7 ()]

0, en otro case.

g ol :
w9 ()|, siyel,
f.Y(y) == ap ( )‘

Para detalles de la demostracién de este teorema véase Casella y Berger (2002, pag.
51)

Asi, cuando X es una variable aleatoria normal con media p y varianza o?, y
g(z) = exp (z) entonces del Teorema 2 se sigue facilmente que la variable aleatoria
Y = exp (X) tiene la funcién de densidad dada en Clad Y

La funcién de distribucién de una variable aleatoria, lognormal, Fy- (y; i, o), se puede
definir en términos de la funcién de distribucién de una variable aleatoria normal
estdndar. Como Y = exp(X ) sigue una distribucién lognormal, cuando X es normal
con media u y varianza o2, y la funcién logaritmo natural es una funcién monétona

entonces se tiene la siguiente cadena de igualdades:

Fy (y;p,0) = P(Y <y)

Plexp (X) < y)

PIX <In(y)). (1.2)

11



Estandarizando la expresién dada en (1.2) se sigue que

Fy (y;ujv)=P{X;uSm(yi“M]- (1.3)

Finalmente, puesto que la variable (X — u)/c sigue una distribucién normal estandar

(aplicacién del Teorema 2), de (1.3) se deduce que

a

Fy (y; 1,0) = [1’5‘_@—‘—] , (1.4

donde ®(z) es la funcién de distribucion de una variable normal estdndar.

1.2. Caracteristicas del modelo lognormal

Dos caracteristicas importantes de la distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria Y son los primeros dos momentos, la media o valor esperado E(Y) y la

varianza Var(Y). Para el caso lognormal, se tiene que

E(Y) = exp (u + %ﬂ) (1.5)

Var(Y) = exp (2u + 20%) — exp (2p + 0?) (1.6)

Nétese que tanto la media como la varianza dadas en (1.5) y (1.6) dependen de
los dos pardmetros de la distribucién lognormal, 4 y o. Esto contrasta con el caso
normal donde p1 representa la media y o la varianza. Obsérvese ademds que en el caso
normal se tiene que la media, la moda y la mediana coinciden; sin embargo, para el
caso lognormal estas tres cantidades tienen expresiones matemadticas diferentes. Para
mayores detalles sobre estas cantidades y otros momentos de la distribucién lognormal
véase Evans, Hastings y B.Peacock (2000).

Para especificar completamente la densidad lognormal fy (y; u, o) dada en (1.1) se
necesitan dos pardmetros, p = E [In(Y)] y 0* = Var [In(Y)]. A continuacién se presen-

tan dos figuras, Figura 1.1 y Figura 1.2, donde se muestra el grado en el que influyen
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los pardmetros ps y o en la forma de la funcién de densidad lognormal. La Figura 1.1
muestra la grafica de la funcién de densidad de una variable aleatoria lognormal con-
siderando diferentes valores de p y manteniendo fijo ¢ = 1. Con eleccién particular de

p y o puede verificarse que 1 no es un pardmetro de localizacién como sucede en el

modelo normal.

wn
(\JI =
e | 4 i
hy
[ == 1
(I
g i Py e 1.5
: [ i
o i 2
I \ oy 3
I I
0 [ 1 o
o O T
: 1 ]
— l;' ‘-,i
P
8 1 E
L o de 1
— ' .
& 1 v
12 o™y
i o M,
b i e
|:| LY
2 2 vy,
S = k1 v R
o :;l ] i
r 5
fi
- &
S
o T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30
X

Figura 1.1: Densidad de una variable lognormal con o = 1 fijo.

La Figura 1.2 presenta la funcién de densidad de una variable lognormal; pero
ahora considerando distintos valores de ¢ y manteniendo fijo 4 = 2. Puede observarse
una posible relacién entre el valor que toma o con la simetria de la grafica. Evans et
al. (2000) menciona que para valores pequefios de o la distribucién se asemeja a una

normal. De hecho, si ¢ = 0.3 es posible notar cierta simetria en la grafica.
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Figura 1.2: Densidad de una variable lognormal con p = 2 fijo.

1.3. Relacién del modelo lognormal con la familia

de Box-Cox

Box y Cox (1964) propusieron una familia de modelos definida a través de la trans-
formacién de una variable aleatoria X considerando como caracteristica principal que
la nueva variable aleatoria X tenga una distribucién normal. La familia de transfor-

maciones de Box y Cox es la siguiente:

A —1 3
, 8t A#O0,
a® = & 7 (1.7)
In(z), s A=0,

dondez >0y A € R.

14



Asi, para modelar una variable aleatoria positiva la idea es considerar tentativa-
mente que existen valores de \ tales que X se distribuye normal con media p y
varianza o2, posteriormente deberd validarse esta suposicién. Ahora, suponiendo que
tal hipétesis se cumple y considerando la transformacién dada en (1.7) entonces del

Teorema 2 se sigue que la funcién de densidad de la variable aleatoria X es

x| 1 (=™ — M)z
flz A po) = Bz %GXP T 902 I(0,00) ()
pA-1 (I(/\) = H)Z
aivhed e RCCT e

dondez >0, n€R, 0 >0y AeR.

La funcién de densidad de Box y Cox dada en (1.8) involucra tres pardmetros. Debe
tenerse en cuenta que el pardmetro A tiene una interpretacién légica distinta a la que
tienen p y o. Box y Cox (1964, pdg. 213) mencionan que estimar A puede ser por interés
directo en el pardmetro o ser un paso preliminar en un proceso de inferencia. En este
trabajo se considerard a A como un pardmetro que sugiere matemdaticamente el modelo
para una muestra dada. De hecho se tendra un interés especial en el valor A = 0 puesto
que corresponde a la transformacion logaritmo natural de la variable original. Es decir,
corresponde al caso en el que X = In(X) sigue una distribucién normal con media
p y varianza o2, y por lo tanto X sigue una distribucién lognormal de pardmetros
py o (véase Definicién 1). Asf, resultados de inferencias sobre el pardmetro A serdn
consideraciones fundamentales para justificar la eleccién del modelo lognormal dentro
de la familia de Box y Cox, para un juego especifico de datos.

Es importante recordar aqui que el objetivo general de esta tesis es enfatizar la
importancia de un andlisis de robusticidad en un proceso de inferencia estadistica. En
particular, como parte de este proceso, se aborda el problema de hacer inferencia sobre
el cociente de medias (pardmetro de interés) de variables aleatorias con distribucién
lognormal. En el siguiente capitulo se dardn conceptos bdsicos para relizar un proceso

de inferencia estadistica sobre pardmetros de interés usando técnicas asociadas con el

15



enfoque de verosimilitud.
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Capitulo 2

Conceptos de inferencia estadistica

Los problemas de inferencia estadistica usualmente inician con un conjunto de datos
e informacién acerca de la manera en que éstos fueron obtenidos. En la, inferencia
estadistica los datos son considerados valores observados de variables aleatorias. Ge-
neralmente, el punto de partida en un proceso de inferencia estadistica es el modelado
estadfstico paramétrico. Es decir, la especificacién de un conjunto M de funciones
de densidad de probabilidad paramétricas para la variable aleatoria que representa el

fenémeno aleatorio bajo estudio.

Definicién 3 (Modelo estadistico paramétrico) Un modelo estadistico paramétri-
co M es un conjunto de funciones de densidad de probabilidad f(z;0) indezadas por

un pardmetro § que toma valores en un conjunto © C RY,
M ={[(z;6)|6 € © C R%},
para algin ndmero natural d.

El poder delimitar un conjunto de modelos parameétricos para un problema particu-
lar requiere, por parte del investigador, entrenamiento y conocimiento de la disciplina,

ya que debe argumentarse las razones por la cuales se incluye cierto modelo, entre

17



los posibles candidatos a elegir, as{ como una justificacién sobre el porqué descartar
algiin otro. La especificacién del modelo no es arbitraria, sino que esta basada en las
caracterfsticas fisicas del fenémeno bajo estudio y la manera en que los datos fueron
obtenidos.

Una vez especificado el modelo para un fendmeno aleatorio de interés observado,
en esta tesis se propone realizar los siguientes pasos para completar un proceso de

inferencia:
1. Valoracién del modelo
2. Seleccién del modelo
3. Inferencia sobre pardmetros de interés en el contexto del problema
4. Interpretacién de los resultados en el contexto del problema

Es importante mencionar que en un proceso de inferencia estadistica, atn en el caso
més simple, se plantean de manera implicita o explicita supuestos acerca del modelo.
Dichos supuestos no se consideran exactamente verdaderos pero resultan muy ttiles
en algunas ramas de las matemadticas aplicadas. Para justificarlos se asume un incierto
principio de estabilidad conocido como robusticidad: un error menor en el modelo
produce un error menor en las conclusiones finales. Tal razonamiento no es correcto en
todos los casos. Se sabe que algunos de los procedimientos mas comunes son bastante
sensibles a ligeros cambios en los supuestos del modelo, Huber y Ronchetti (2009). El
concepto de robusticidad serd fundamental en este trabajo de tesis. De hecho, aqui se
propone incorporar un andlisis de robusticidad al proceso de inferencia estadistica
descrito antes.

A continuacién, en la Seccién 2.1 se definen algunos conceptos utiles para hacer
inferencia estadistica via el enfoque de verosimilitud, en la Seccién 2.2 se proporcionan

algunas herramientas tanto teéricas como heuristicas para valuar o valorar modelos

18



estadisticos con base en una muestra observada y en la Seccién 2.3 se dan algunos
criterios précticos para la seleccién de modelos. Por iiltimo, en la Seccién 2.4 se define

el concepto de robusticidad y se enfatiza su importancia en el proceso de inferencia.

2.1. Estimacién via el enfoque de verosimilitud

Un enfoque que aborda el problema de estimacién de parametros y que es am-
pliamente utilizado por su adecuado uso de la informacién es el de verosimilitud.
En esta seccién se presentan conceptos bésicos de este enfoque como: la funcién de
verosimilitud, la funcién de verosimilitud relativa, regiones de verosimilitud, regiones
de verosimilitud-confianza y verosimilitud perfil. Todos estos conceptos tedricos serdn
aplicados més adelante cuando se aborde uno de los problemas centrales de este trabajo,
hacer inferencia estadistica sobre el cociente de medias de poblaciones con distribucién

lognormal.

2.1.1. La funcién de verosimilitud

Fisher (1921), en su articulo sobre el coeficiente de correlacién poblacional p, define
por primera vez el concepto de verosimilitud y explica que, observada, la muestra, se
puede calcular la verosimilitud para cualquier valor particular de p. Define ésta como
una cantidad proporcional a la probabilidad de la muestra observada; pero como funcién
del pardmetro p.

Considerando lo anterior, aqui se define el concepto de funcién de verosimilitud de

la siguiente manera.

Definicién 4 (Funcién de verosimilitud) Supdngase que X = (X, ... , Xn) €s un
vector de variables aleatorias y Ey, es un evento observado en términos de X con proba-
bilidad Px(Eqps;0) que depende de un nidmero finito de pardmetros reales desconocidos

0= (01,...,04) € © CR? donde © es el espacio parametral. La verosimilitud de 6 es
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una funcién L(6; Eys) : © — [0,1] definida como
L8, Eops) = Px(Eobs; 0). (2'1)

Nétese que si X = (Xi,...,X,) es un vector de variables aleatorias discretas con
funcién de probabilidad conjunta f(z;6) : R* — [0,1] ¥ Teps = (21,...,%,) s el

evento observado entonces la funcién de verosimilitud de @ es
L(Ba :Uobs) = PX(Eubs; 9)

f(i:obs;e)
o f(:l,l,,ﬂ:ﬂ,,g)

Il

En particularsi Xi, . .., X, son variables aleatorias discretas independientes e idénti-
camente distribuidas (i.i.d.) con funcién de probabilidad f(z;#) : R — [0, 1], entonces

la verosimilitud de @ es

n

L(Q;Iobs) s Hf(ﬁ?z,g)

i=1
Ahora, si X1, ..., X, son variables aleatorias continuas i.i.d. con funcién de densidad
f(x;6) : R — R* y el evento observado fue y; — h < X; < y; + h, donde y; y h son

valores fijos y conocidos (h > 0), entonces la verosimilitud de @ es

L(Bgyobs) = PX(EOEIS;G)

f[ / 0t (2.2)

=1 Y ¥i—h

En la préctica, la cantidad y; puede ser considerada como un valor observado de
X, obtenida mediante un instrumento que tiene un mecanismo de medicién simétrico
y de precisién conocida h > 0 para medir la magnitud de X.

Nétese que bajo ciertas condiciones la funcién de densidad de una variable aleatoria
continua podrd usarse como una aproximacion a la funcién de verosimilitud. Por el

teorema, de valor medio para integrales de funciones continuas, la - ésima integral de
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(2.2) es 2hf(y', 0) para algin ¢ € [vi — hy s + R Si f(y/;0) ~ Flyi;0) para todo valor

de 8 entonces

yi+h
f F (3 8)dy ~ 20 f(ys; 6).
Yy

i~h
Si esta aproximacién es adecuada para todos los ¢ € {1,...,n} y h no depende de
¢ entonces el producto de integrales dado en (2.2) es aproximadamente proporcional
al producto de densidades evaluadas en los valores observados y;. Todo esto conduce a
la signiente definicién préctica de la funcién de verosimilitud para el caso de muestras

observadas de modelos continuos.

Definicién 5 (Aproximacién continua a la verosimilitud) Sea X = (Xi,..., X,,)
es un vector de variables aleatorias continuas con, Juncidn de densidad conjunta f(z;0)
R® — BY. 5% s = (s .0 Tn) es una muestra observada de X entonces la aproxi-

macién continua a la funcidn de verosimilitud de 6 se define como

La(6;20s) = ¢ f(%obs; )
= ¢ f(®1,...,20;0) (2.3)

donde ¢ > 0 es una constante arbitraria que no depende de 6.

En lo que sigue de esta tesis, la aproximacion continua L, a la funcién de verosimi-
litud se denotard con la letra I, correspondiente a la funcién de verosimilitud legitima,
& menos que se requiera especificar explicitamente el uso de la, aproximacién continua.

Si Xi,...,X, son variables aleatorias continuas iid. con funcién de densidad
f(;0) : R — Rt y 2, = (z1,...,7,) es una muestra observada entonces la aproxi-

macion continua a la funcién de verosimilitud de @ es
ks
L(6; zops) = - Hf(-Ti; 0),
=1
donde ¢ es una constante arbitraria que no depende de 4.
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La funcién de verosimilitud juega un papel fundamental en la Inferencia Estadistica.
Su rol principal es inferir qué valores del vector de pardmetros 8 = (61, e, 0g) de la
funcién de densidad de probabilidad f(z;6) que haya sido elegida para el fenémeno
aleatorio de interés, son razonables a la luz del evento observado (datos). Ndtese que
esto es particularmente relevante después de un experimento, cuando ya fue observada

la muestra.

Plausibilidad

La funcién de verosimilitud L(8; Eus) permite ordenar la plausibilidad entre los
valores de @ con base en el evento abservado Eg,. Si L(61; Eos) > L(6; Egps) entonces
de (2.1) se sigue que Px(Eqps; 01) > Px (Eobs; 62). Es decir; el evento observado s €8s
més probable cuando el pardmetro 0 toma el valor 6; que cuando toma el valor 0. Asi,
el cociente de verosimilitudes

L(81; Eobs) _ Px (Eobs} 01)

L(02; Eots)  Px(Eobs; 02)’
es una medida de la plausibilidad de 6, relativa a 0y basada en el evento observado
Es. El cociente L(01; Eobs) /L(02; Eays) = k significa que el valor 8, es k veces més
plausible que el valor 63 en el sentido de que #; hace al evento observado k veces mas

probable de lo que lo hace 6s.

Estimador de méaxima verosimilitud

La funcién de verosimilitud L(0; Eqs) proporciona la plausibilidad de cada valor de
8 dado el evento observado Egps. Asf, un estimador puntual de 8 razonable es aquel valor
de @ que maximiza L(6; Eos). Es decir, aquel valor de 6 que maximiza la probabilidad

de la muestra observada.

Definicién 6 (Estimador de méxima verosimilitud) El estimador de mdzima ve-

rosimilitud (e.m.v.) de 0 es cualquier valor 6 en el espacio parametral © C R?, que
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cumple que

L(é; Eys) = sup L(6; Egps)-
fe©

Nétese que L(0; Eos) = Px(Eus; @) < 1 debido a que Py (E,s;6) es una probabi-
lidad como funcién de 8. Asi, el supremo de L(8; Eus) en [0,1] existe y es finito. Sin
embargo, puede ocurrir que el e.m.v. no exista, o si existe, puede ser que no sea tinico.
De aqui en adelante, en este capitulo se procederd como si existiera un tnico valor
6 € © que maximiza a la funcién de verosimilitud L(8; Egs). Es decir, se supondrd que
el e.m.v. existe y es tinico.

El em.v. del pdrametro @ es el valor més plausible de 6. Es decir, el e.m.v. § es
el valor de @ que explica mejor al evento observado en el sentido de que maximiza su
probabilidad bajo el modelo de probabilidad propuesto para el fenémeno aleatorio de
interés.

Para encontrar el em.v. de € es necesario maximizar la funcién de verosimilitud
L(6; Es). Sin embargo, usualmente L(6; Eq,) es el producto de varios términos y re-
sulta mateméticamente conveniente (también desde un punto de vista de optimizacién

numérica) trabajar con el logaritmo natural de la funcién de verosimilitud.

Definicién 7 (La funcién log-verosimilitud) La funcién log-verosimilitud se de-

Jfine como

5(9, EG(_,S) =In [L(Q, Eobs}] .

Nétese que el valor § que maximiza L(8; Eos) también maximiza 1(8; E,,) puesto

que el logaritimo natural es una transformacién mondtona.
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Invarianza

En algunas ocasiones se utilizan reparametrizaciones de un modelo de probabilidad
por conveniencia matemédtica, conveniencia computacional, interés en un pardmetro
que es funcién de otros que aparecen en el modelo, etc. Para estas situaciones la inva-
rianza funcional es una propiedad muy conveniente de la verosimilitud. Significa que,
en términos de plausibilidad, cualquier declaracién cuantitativa acerca de @ implica
la, misma declaracién cuantitativa acerca de cualquier funcién uno a uno de 6. Una

funcién g(#) se llama funcién uno a uno si g(61) = g(8,) implica que 0; = 5.

Teorema 8 (Invarianza funcional de la verosimilitud) Supdngase que L(6; Eys)

es la funcidn de verosimilitud de 6 € ©. Sea g(8) : © — A una funcién uno a uno. Si

L(glsEobs) =%
L(QES Eobs)

entonces
L (‘51 ) Eabs)

—_— k;,
L(62) Eubs)

donde 61 = g(01) y 65 = g().

Demostracién. Se sigue por directa sustitucién algebrdica. m

Una consecuencia inmediata del Teorema 8 es la invarianza del e.m.v.

Teorema 9 (Invarianza del e.m.v.) Sig(d): © — A es una funcidn uno o uno y

6 es el e.m.v. de 8 entonces el e.m.v. de § = g(6) es § = g(f).

Demostracién. Supéngase que L(8; Eys) es la funcién de verosimilitud de 8. Como
§ = g(0) es una funcién uno a uno entonces § = g~'(4), donde g=! es la funcién inversa
de g. Asf, la funcién de verosimilitud de 6 es L'(6; Eps) = L6 = g71(6); Eups). Entonces,
L'(6; Bas) = sup L'(8; Bops) = sup L]0 = g7(8); Eops) = sup L(8; Epps) = L(é; FEops)-
LISTAN feA fco

Ast, § = g~1()). Por lo tanto, § = glg~'(8)] = g(f). m
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Cabe mencionar aqui que Casella y Berger (2002, pag. 320) muestran que la propiedad
de invarianza del e.m.v. se cumple para cualquier funcién g(#), no necesariamente para

funciones uno a uno.

2.1.2. Verosimilitud relativa

La funcion de verosimilitud relativa es una estandarizacién de la funcién de verosi-

militud L(8; Eus) respecto a su valor maximo.

Definicién 10 (Verosimilitud relativa) La verosimilitud relativa de 6 es una fun-
cion R(0; Eus) : © — [0, 1] definida como

L(Qi Eobs)

R(8; Eopa) =
(85 Eons) Supgeg L(0; Eovs)

(2.4)
donde L(0; Eus) es la funcidn de verosimilitud de 6.

Como el supremo de L(f; E,ps) en [0,1] existe y es finito entonces la funcién de
verosimilitud relativa existe v se puede emplear para hacer declaraciones cuantitati-
vas acerca del grado sobre el cual valores del pardmetro describen mejor el fenémeno
aleatorio de interés, con base en el evento observado.

Cuando es posible encontrar un tnico valor de 6 que maximiza L(0; E,;), entonces
la funcién de verosimilitud relativa (2.4) es una estandarizacién de L(8; E,,) respecto a
su maximo L(é; Eqs). Es decir, si el estimador de méxima verosimilitud de 6, é, existe
¥ es inico entonces la funcién de vercosimilitud relativa es
L(Q; Eabs)

B{(8: Bigs) = —
(O Bots) = 76 B

(2.5)

La verosimilitud relativa toma valores entre cero y uno, 0 < R(; Eus) < 1, para
todo valor de & en el espacio parametral ©. La funcién de verosimilitud relativa dada
en (2.5) proporciona la plausiblidad de cualquier valor especificado de 6 relativa al

e.m.v., con base en el evento observado. Es decir, valores de 8 con R(f; Eus) cercano
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a R(é; Eqps) = 1 hacen al evento observado casi tan probable como lo hace el e.m.v. 6.
En contraste, valores de @ con R(8; E,) cercanos a cero hacen que la probabilidad del

evento observado sea pequefia con respecto a su maxima probabilidad alcanzada en 6.

2.1.3. Regiones de verosimilitud

A diferencia de la estimacién puntual donde se proporciona un tinico valor para &,
estimador puntual; en la estimacién por regiones o intervalos se busca dar una expresion

del tipo “0 € C'”, donde C C © depende de la muestra observada.

Definicién 11 (Regién de verosimilitud de nivel c) Supdngase que R(6; Eps) es
la funcidn de verosimilitud relativa de 0. Una regién de verosimilitud de nivel de plausi-
bilidad ¢ para 6 se define como el conjunto de todos los valores de 8 que cumplen que
R(6; Eoss) 2 c,

Clc; Eobs) = {0|R(6; Bops) > c},

donde 0 < ¢ < 1.

Todo valor de € en una regién de verosimilitud de nivel de plausibilidad ¢ tiene
verosimilitud relativa igual o mayor que ¢, y todo valor de 8 afuera, tiene verosimilitud
relativa menor. Por tanto, una regién de verosimilitud de nivel de plausibilidad ¢ separa

los valores plausibles de & de los no plausibles a un nivel ¢, Sprott (2000, pag. 14).

Proposicién 1 Si {kn}mz0 es una sucesidn mondtona creciente de miimeros reales,
donde km € [0,1], entonces las regiones de verosimilitud de nivel de plausibilidad

{km}tmzo0 son conjuntos anidados.

Demostracién. Sea R(0; Eo,) la funcién de verosimilitud relativa de 6. Supéngase
que C(kpn; Eps) es una regién de verosimilitud de nivel de plausibilidad k, para 6,
donde 0 < &, < 1, para todo m > 0. Sea n cualquier valor de m. Si C(ky; Epps) = 0
entonces C(kn; Eops) € C(kn—1; Bops)- Si Clhn; Bops) # 0y 8 € C(kn; Eqps) entonces
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R(8'; Esps) = ky. Ahora, si {km}mso es una sucesién mondtona creciente de nimeros

reales en [0, 1] entonces 0 < k;_; < k; < 1, para todo i > 1. Asf,
R(GI) 2 kn Z kngb

Es decir, 6 también pertenece a C(ky,_1; Bos). Entonces, C (s Ba) € €13 Bips)-
Al repetir este proceso paran—1,n—2,--- 0 se tiene que Clkiy1; Eons) C Clki; Eops),

parat=mn—2,n—3,---,0. Asf, para todo n > 0 se cumple que
G(knE Eobs) - C(kn—ﬁ Eobs) - =C C(ko; Eobs);

Por lo tanto, {C(k,,; Eoss) b0 son conjuntos anidados. m
De Ja Proposicién 1 se sigue que variando ¢ de 0 a 1 se obtiene una familia jerar-
quizada y anidada de regiones de verosimilitud que converge al e.m.v. 6, R(6; Eae) = 1.
Si el pardmetro 6 € @ C R* es unidimensional (d = 1), la regién de verosimilitud
es un intervalo, o la unién de varios intervalos. En particular, cuando una regién de

verosimilitud es un intervalo se le llama intervalo de verosimilitud.

Definicién 12 (Intervalo de verosimilitud de nivel c¢) Un intervalo de verosimi-
litud de nivel ¢ es una region de verosimilitud de nivel ¢ de la forma C(c; Eops) =

[A(¢; Bops), B(c; Boys)], donde A(c; Eovs) y Blc; Eqs) son los extremos del intervalo.

Nétese que generalmente los extremos de un intervalo de verosimilitud de nivel o
A = A(c; Bos) y B = B(c; Eops), cumplen que R(A; Eops) = R(B; Egs) = c. En estos
casos, A y B se pueden obtener calculando los puntos donde llegan a intersecarse el eje
cartesiano correspondiente a 8 y la curva R(6; Ey,) — c.

Un intervalo de verosimilitud por si solo no es muy informativo y por lo tanto
insuficiente para indicar el cambio en la plausibilidad de los valores de § adentro del
intervalo. Al menos, un intervalo de verosimilitud debe estar acompanado siempre del

valor del e.m.v. # para dar alguna idea de la simetrfa de la funcién de verosimilitud con
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respecto a § y de cémo cambia la plausibilidad adentro del intervalo. Se recomienda dar
al menos 0 junto con varios intervalos de verosimilitud de nivel ¢ = 0.036, 0.15, 0.25.
En lo posible se debe también graficar y analizar la funcién de verosimilitud relativa

completa.

2.1.4. Regiones de verosimilitud-confianza

Supéngase que X = (X,...,X,) es un vector de variables aleatorias con funcién
de densidad de probabilidad conjunta f(z;0), donde 6 = (y,-..,604) € © C R% es un
vector de pardmetos desconocidos. Si se tiene una muestra observada Tops = (21, - -+, Tn)
que proviene de la distribucién de X con 6 fijo en un valor 6, entonces se puede calcular,
a partir de ésta muestra observada ., una regién C' para el valor “verdadero” fg. Asi,
la regién C cambia cuando varfa la muestra. De hecho, la regién C es aleatoria puesto
que es funcién de las variables aleatorias Xi,..., X,. Por lo tanto, C' puede algunas
veces incluir y en otras no, al valor verdadero fy.

La probabilidad de cobertura de una regién C es la probabilidad de que la region
C incluya o cubra, el valor verdadero del pardmetro, § = 6p. De manera formal, la

probabilidad de cobertura de una regién se define de la siguiente manera.

Definicién 13 (Probabilidad de cobertura) Sea X = (Xi,...,X5) es un vector
de variables aleatorias con funcién de densidad de probabilidad conjunta f(x;0). La

probabilidad de cobertura de una regidn C = C(X) para 8 = 0y se define como
PO(So) = P(90 = 0,5:90)

La probabilidad de cobertura PC (6p) se interpreta como la fraccién de veces que
la regién C incluird el valor verdadero 6y en un nimero muy grande de repeticiones de
la. muestra pero con el valor de @ fijo en 6.

Cuando el valor de la probabilidad de cobertura de una regién C, PC (), es la

misma para todo valor del pardmetro 6y entonces la regién C es llamada region de
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confianza. Una definicién formal de regién de confianza es la siguiente.

Definicién 14 (Regién de confianza) Sea X = (X1,...,X,) es un vector de varia-
bles aleatorias con funcién de densidad de probabilidad congunta f(z;8). Una regién de
confianza para 8y es una region C = C(X) para 8 = 0y cuya probabilidad de cobertura

no depende de 6.

Si la regién C' es una region de verosimilitud de nivel ¢ entonces la probabilidad de
cobertura de esta regién se puede calcular a través de la distribucién de probabilidad de
la estadistica de la razén de verosimilitud para un 8 fijo en 6y, D,, = —=2In [R (8p; X)].
Aqui, X = (X1,...,X,) es el vector de variables aleatorias con funcién de densidad
de probabilidad conjunta f(z;#) empleada en el cdlculo de la verosimilitud relativa
R (0; X). Nétese que al fijar 8 = 6 entonces R (fp; X) es una cantidad aleatoria porque
es funcién del vector aleatorio X = (X3,...,X,). Ahora, como un valor particular 6,
estd en una regién de verosimilitud de nivel ¢ si y sélo si R (6y; X) > ¢, o de forma
equivalente, —21In [R (fy; X)] < —21n(c), entonces la probabilidad de cobertura de una

regién de verosimilitud de nivel ¢ para 8, C(c; X), es

PC (fy) = Plbye Cle;X);0 =0
= P[D, < -2In(c);6 = 6.

Muchas veces es dificil encontrar la distribucién de probabilidad exacta de D,; sin
embargo existe una teorfa asintdtica que suele dar una aproximacién buena a ésta
distribucién en muchos casos. Bajo algunas condiciones llamadas de regularidad, la
estadistica de la razén de verosimilitud D,, = —21In [R (fy; X)] converge en distribucién
a una Ji-cuadrada con d grados de libertad, x?d), para todo 6y € © C R%. En este caso,
esto equivale a que se tenga que

lim P (D, < z;0 =6p) = P[X%d) < &),

n—od

para todo 2 > 0. Para mayores detalles de la prueba ver Serfling (1980).
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Definicién 15 (Regién de verosimilitud-confianza) Una regidn de verosimilitud-
confianza para cualquier 0y € © C R® es una region de verosimilitud que tiene proba-

bilidad de cobertura aprozvimada (1 — a) para 6.

1
C = €exp (_EQd,lﬂm) )

donde g4,1-q €s el cuantil (1 — «) de una Ji-cuadrada con d grados de libertad, entonces

Si se selecciona

una region de verosimilitud con este nivel de ¢ para € tiene una probabilidad de cober-
tura aproximada de (1 — «) para 6. Asf, una regién de verosimilitud también es una
region de confianza y toma consecuentemente el nombre de regién de verosimilitud-
confianza para f.

En la Tabla 2.1 los valores 2.706, 3.841 y 6.635 son los cuantiles 0.90, 0.95 y 0.99
de una distribucién Ji-cuadrada con un grado de libertad (d = 1), respectivamente.
Entonces, las regiones de verosimilitud (generalmente intervalos de verosimilitud) de
nivel ¢ = 0.036, 0.15 y 0.25 tienen probabilidad de cobertura aproximada del 90 %,
95 % v 99 %, respectivamente.

(L =) ¢ 11—
0.90 0.258 2.706
0.95 0.146 3.841
0.99 0.036 6.635

Tabla 2.1: Confianza aproximada de regiones de verosimilitud cuando 8 es unidimen-

sional.

2.1.5. Verosimilitud perfil

Con frecuencia se tienen modelos estadisticos con varios pardmetros y lo que interesa

es estimar un pardmetro cuando se desconoce todo sobre los demds, que han recibido el
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nombre de pardmetros de estorbo, ruido o no deseados. El problema de la estimacién
por separado de pardmetros de interés en presencia de los de estorbo es relevante
en la estadistica puesto que los pardmetros de estorbo pueden provocar un impacto
dramético en las inferencias acerca de los pardmetros de interés.

La funcién de verosimilitud perfil es un método estadistico muy simple y poderoso
que sirve para estimar por separado un parametro de interés en presencia de pardme-
tros considerados de estorbo. Para este propdsito, la funcién de verosimilitud perfil es
mucho mds general que otrag verosimilitudes tales como la condicional, la marginal o la
integrada, las cuales dependen de una estructura especial en el modelo, y por lo tanto

son més restrictivas, (Montoya, 2008).

Definicién 16 (Funcién de verosimilitud perfil) Sea L(8; Eos) la funcién de vero-
similitud de 8 = (5,)) € © C R%, donde § € A C R% es un pardmetro de interés de
dimensidn ds > 1, A\ € A C R% es considerado un pardmetro de estorbo de dimension
dy>21y0 = AxA cond = ds+ dy. La verosimilitud perfil de § es una funcién
L(6; Egps) : A — [0,1] definida como

Lp(6; Eops) = sup L [0 = (6,)); Eops] - (2.6)

AeA|s

Como L [ = (6, A); Eups] es una probabilidad para cualquier valor particular (8, A),
entonces el supremo de L [§ = (6, A); Eas] en [0, 1] existe y es finito para todo § € A.
Asf, la verosimilitud perfil existe y se puede usar para ordenar la plausibilidad entre

los valores de 4.

Definicién 17 (Verosimilitud perfil relativa) La verosimilitud perfil relativa de &
es una funcion Rp(8; Egus) : A — [0, 1] definida como

LP(éa Eobs)
supsea Lip(0; Fops)

donde Lp(0; Eas) es la funcién de verosimilitud perfil de 6.

RP(5§ Eobs) ==
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La funcién de verosimilitud perfil relativa se puede emplear, de la misma forma como
se emplea la verosimilitud relativa dada en (2.4) para hacer declaraciones cuantitativas
acerca del grado sobre el cual valores del pardmetro de interés § son plausibles a la luz

de la muestra observada.

Definicion 18 (Estimador de méaxima verosimilitud restringido) Ele.m.v. res-

tringido de A es cualguier valor 3\(5; Eos) en el espacio parametral A, que cumple que

£ {9 = [5, NCE Eobs)] ;Eabs} - A5(5\1‘3515 [0 = (6, \); Elovs] »

para cualquier valor especificado de § € A.

Si A(d; ) existe y es tnico para cada valor especificado de § entonces la funcién

de verosimilitud perfil de § se puede escribir como

Lr(8; Bose) = L {6 = (6,761 Bus)| s Buve }

~

Méds atn, si el em.v. de 8 existe y es tnico, 0 = (5,)\), entonces la funcién de

verosimilitud perfil relativa de § es

_ _ Lp(8; Eops) L{Q = {(513(5;‘5065):[ ;Eobs}
Rp(6; Egbs) = LP(Q; Eobz-) - L{H o [5,/\ (5, E‘obs)] ;EOBS}.

Cuando § y A son pardmetros unidimensionales (ds = dy = 1) entonces la fun-

cién de verosimilitud de ambos pardmetros, L (, \; o), es una superficie en R* cuyo
dominio es el plano cartesiano correspondiente al espacio parametral A x A. Es de-
cir, la verosimilitud es una funcién real valuada, que estd definida para cada pareja
(6,A) € A x A. Asi, cuando uno se posiciona en un punto muy distante sobre el eje de
estorbo ), entonces la silueta o perfil que se observa de esta verosimilitud L (4, \; Eyps)
es justamente la funcién de verosimilitud perfil de 6. A manera de ilustracion véase la

Figura 2.1 donde § es el pardametro de interés y A es el pardmetro de estorbo.
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Verosimilitud perfil de &

Figura 2.1: Funcién de verosimilitud perfil de 6.

Cuando § = (§1,0) € A=A x Ay CRZy A€ ACR%, d; =2y dy > 1, entonces
la funcién de verosimilitud perfil de § = (81, d2), Lp (61, 62; Eops), €s una superficie en R?
cuyo dominio es el plano cartesiano correspondiente al espacio parametral A = Ajx As.

Es decir, la verosimilitud perfil es una funcién real valuada, que estd definida para cada

pareja (01,d2) € Ay X A,

Definicién 19 (Regién de verosimilitud perfil) Supdngase que Rp(5; Enps) es la
Juncién de verosimilitud perfil relativa de 6. Una regidn de verosimilitud perfil de nivel

de plausibilidad ¢ para § se define como el conjunto de todos los valores de § que cumplen

que Rp((s; Eobs) 2 c,
Cp(¢; Eobs) = {0|Rp(6; Ems) = ¢},

donde 0 <e < 1.

La probabilidad de cobertura de una regién de verosimilitud perfil de nivel de

plausibilidad ¢ se puede calcular a través de la distribucién de probabilidad de la
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estadistica de la razén de verosimilitud perfil para un § fijo en &, —21In [Rp (6p; X)].
Aqui, X = (X3,...,X,) es el vector de variables aleatorias con funcién de densidad de
probabilidad conjunta f(z;6) empleada en el célculo de la verosimilitud perfil relativa
Rp (6; X). Al fijar & = do entonces Rp (dp; X) es una cantidad aleatoria porque es
funcién del vector aleatorio X = (Xi,...,X,). Un valor particular d, estd en una
regién de verosimiliud perfil de nivel ¢ si y sélo sf Rp (8o; X) > ¢, o de forma equivalente,
—2In[Rp (do; X)] < —2In(c), entonces la probabilidad de cobertura de una regién de

verosimiliud perfil de nivel ¢ para §, Cp(c; X), es

PO(&(}) = P[&g € CP(C;X);(SZC%}
= P[-2In[Rp (6; X)] < —2In(e) ;8 = &) .

Muchas veces es dificil encontrar la distribucién de probabilidad exacta de la es-
tadistica de la razén de verosimilitud perfil; sin embargo existe teoria asintética que
suele dar una aproximacién buena a ésta distribucién en muchos casos. Bajo algu-
nas condiciones de regularidad, —21n [Rp (8p; X)] converge en distribucién a una Ji-
cuadrada con ds grados de libertad para todo d; € A C R%,

lim P{—2In[Rp (0g; X)} < ;6 = &) = P[X%dé) < ],

n—od

para todo x > 0. Para detalles de la prueba véase Serfling (1980).

Definicién 20 (Regién de verosimilitud perfil-confianza) Una regidn de verosi-
militud perfil-confianza para cualquier 55 € A C R% es una regidn de verosimilitud

perfil que tiene probabilidad de cobertura aprozimada (1 — o) para dg.

1
o= exp (—Eqdé.:l__a‘) ;

donde g;1-« €s el cuantil (1 — «) de una Ji-cuadrada con ds grados de libertad, en-

Si se selecciona

tonces una regién de verosimilitud con este nivel de ¢ para ¢ tiene una probabilidad
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de cobertura aproximada de (1 — «) para d;. Asf, una regién de verosimilitud perfil
también es una regién de confianza y toma consecuentemente el nombre de regidn de

verosimilitud perfil-confianza para §.

Cuando § es un pardmetro escalar (d; = 1), entonces una regién de verosimilitud
perfil-confianza para § puede ser tratada como una regién de verosimilitud-confianza
de una verosimilitud tipica. Asi, regiones de verosimilitud (generalmente intervalos de
verosimilitud) con niveles de plausibilidad ¢ = 0.036, 0.15 y 0.25 tienen probabilidad

de cobertura aproximada del 99 %, 95 % y 95 %, respectivamente.

La verosimilitud perfil es importante puesto que es un método formal y simple
més fécil de aplicar que otras alternativas para estimar por separado un parametro
de interés en presencia de pardmetros de estorbo. En esta, tesis, la verosimilitud perfil
serd, usada para este propdsito; en particular, para abordar los dos temas centrales de
este trabajo que son: hacer inferencias sobre el cociente de medias de variables con

distribucién lognormal y evaluar la robusticidad.

2.1.6. Ejemplo: Cociente de medias de lognormales

En esta seccién se ejemplifican conceptos de verosimilitud definidos anteriormente
(algunos serdn retomados en el Capitulo 3), utilizando el siguiente escenario estadistico.
Sea X = (Xi,...,X,) un vector de variables aleatorias i.i.d. con funcién de densidad
lognormal f(x; t4z,0,), donde i, ERy o, >0.Sea ¥ = (Y1,...,¥,) otro vector de

variables aleatorias i.i.d. con funcién de densidad lognormal f(y; uy, 0y), donde 1, € R
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y o, > 0, independiente de X. Asi, la funcién de densidad conjunta de X yYoes

F(@, 43 iz g 00y 0y) = | [ F (@5 00) [T £ Wi iy 9)
L. =
1 ;) — )
R O
T BN 2T 20,

1 [In(y;) — p)°
H—r{——— |

= CGlzyle Moy

Y
1 &
(n (2,
exp{ %07 ; n (z;)
1 m
20 [In (y;) }, (2.7)
Y j=1

donde C(z,y) = (H;’;l zi\}ﬁ) (H;n:l y}lﬁ) es una funcién que no depende del vector
de pardmetros (fig, ty, 0z, 0y). Por otro lado, supéngase que Teps = (21, - - - T ) T Yol ==

(y1,...,Ym) son muestras observadas de X y Y, respectivamente.

Funcién de verosimilitud de (s, iy, 04, 0y)

La funcién de verosimilitud del vector de pardmetros (iig, by, 0z, 0y) €8

L(Nma#yaamagy;xobmyobs) = 0; 0y eXp{ Z 11’1 332 .Ua:lz

=1

1 m
—@Z h’l yj ,U/y]2} " (28)

¥ j=1

Nétese que la verosimilitud (2.8) fue calculada con base en la funcién de densidad
conjunta de X y ¥ dada en (2.7) y la aproximacién continua a la verosimilitud dada

n (2.3), usando como constante arbitraria a ¢ = 1/C(%obs, Yobs)-
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Funcién log-verosimilitud de (bt iy &5 )

La funcién log-verosimilitud del vector de pardmetros (te) by, 04, 0y) se obtiene

aplicando logaritmo natural a la verosimilitud dada en (2.8),

1 T
l(ux,py,am,ay;xobs,yoﬁs) = —nln(o;) —mln (o)
i:l
m
03 Z In (y;) — py]*. (2.9)
Y =1

Estimador de maxima verosimilitud de {7 Loys O, Oy)

Los puntos criticos correspondientes a la funcién log-verosimilitud del vector de

parametros (iq, fy, 04, 0y), dada en (2.9), se calculan resolviendo el siguiente sistema

de ecuaciones:

d

0= a‘l(“maﬂyagt T3 Lobs, yobs) = = Z In q:z /—Lr (2-10)
o

0= 6‘[(#3;:‘“11:gx:UmeobSayobs) = 52 Z[IH y; (2-11)
Ju‘y 11 j=1
d 1 3

0= "a'o__m“l(ﬂ':u#y:axao'wxobs:yobs) = -—OT,; + U—g;[h’l (Tz) _.u’.z‘J N (2-12)
d ™m 1 e 2

0= %;l(/f'z:uyrgngy;xobs:yobs) = *a + ;Z[ln (yJ) ,Ll.y] ? (213)
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No es dificil ver que los valores de i, fiy, 0z ¥ 0y que resuelven (2.10); (2.11); (2.12)

y (2.13) son

respectivamente.

Ahora, como la matriz hessiana de I(gz, [y, s, Oy; Tobs Yobs) en (2.9)

donde

1 ks
E Zhl (.',Cz) 5
f=1
1 ™
= —W—L_Zln (v5)
g=1
- li[ln(:c-)— 0.
n . T .U'iL' 1
= Z [In (y;) — ,
3:1

A 0 B 0-‘
0 ¢ 0 D
B o EO]|
O D 0 F
n
_ﬁ’
n
——Zln Ti) — a),
.
o2’
———Z[In Y5)
1’3;.1
n T
PR o (2) — pal’s
Z T 4=1
m 3 m
= [ () = ]
y ¥ =1

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)



evaluada en (fig, fy, 65, 6y),

-2 0 0 o0
0 -Z 0 0
¥ )
0 0 -Z o0
0 0 o0 -2z
L y

es definida negativa, entonces (flz, iy, 62, ) es un méximo de la log-verosimilitud. Por

lo tanto, el vector (fz, fiy, 6z, 6y) es el em.v. de (uig, piy, Ox, 7).

Reparametrizacion: (g, iy, 0z, 0,) < (6, p, piz, 0)

Para los propésitos que se persiguen en esta tesis, se propone la siguiente reparametrizacién:

1 ;
0 = exp |(tg — py) + 5 (o2 - o) | ;
g
g = —
i
Mz = Hag,
By = il

donde ¢ es el cociente de medias de variables aleatorias con distribucién lognormal.
Asf, se tiene que

Hy = Ha,

or = az(p,0y) = poy

ty = py(0,p, phay 0y) = po — In(8) — %oi (1-p%),

Oy = G'y.

Propiedad de invarianza

Por la propiedad de invarianza del e.m.v definida en el Teorema. 9, se tiene que los

estimadores de méxima verosimilitud de § y p son

A . . i .
0= exp (s — fiy) + 5 (67— 37)
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;g
p == a_y?
respectivamente. En (2.14), (2.15), (2.16) y (2.17) se encuentran fi,, fiy, 6, y 6y, los

estimadores de méxima verosimilitud de p,, py, 02 ¥ 0y, respectivamente.

Funcién de verosimilitud de (4, p, fiz, 0y)

La funcién de verosimilitud del vector de pardmetros (9, p, i, ) se obtiene reempla-
zando la reparametrizacién anterior en la funcién de verosimilitud de (p., Fiis Tayhy)

dada en (2.8),

L (5: 2y Hay Ty -Tob.s':yobS) = L [#m: ,LL;,((S P2y ez O'y) Oy = (;0> Jy): O’ySonbsayoba]
& gy ] exp{ 272 US Z — pig)?
™ 02 2
—5m D0 [1) = e 1006) + 2 (1 - pZ)] (22)
Y i=1

Funcién log-verosimilitud de (6, p, i1, o))

La funcién log-verosimilitud del vector de pardmetros (4, p, j1,, oy,) se obtiene apli-

cando logaritmo natural a la verosimilitud dada en (2.24),

n

1

! (5: Py Hay Oy Lobsy yobs) = —n hl(p) - (n + m) ln(Uy) - —2)027 Z Dh (a’t) = MI]Q
Y 4=1
m g2 " 2
‘75 Z {ln (¥5) — pho + In(0) + j (1-p )] . [225)
Jj=1

Estimador de médxima verosimilitud restringido de p,

Cuando los pardmetros d, p y o estan fijos, entonces la log-verosimilitud de (9, p, s, 7))

dada en (2.25) es una funcién de y1,. En este caso, el punto critico se obtiene resolviendo
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la siguiente ecuacién:

i a’%l(&p,um,ay;xohs,yabs), (2.26)
donde
3 L(3, s tas Ty Lobs) Yobs) = 21 B 3 [In (z:) — pe]
H P JU i=1
1 o Ci
5 03) = e+ 106) + 2 (1 ) 220

%5 (6, 0 ptay o) = pglag (S — rps)
+(~Tlg {S’y — mp, +mn(d) + m;; (1- pz)} , (2.28)
donde
B = ilﬂ (i) (2.29)
=
¥
Sy = iln () (2.30)
=1

Asi, de (2.26) y (2.28) se sigue que

¢ ma; 5
0 = (S —npg) + p° |Sy — mp, + mIn(d) + 5 (1—p%)

2
= —p (n+mp®) + Sp + p2S, +mp® In (8) + m;y PPl-p%.  (231)

Entonces, de (2.31) se tiene que
o (6,9, ) = a4+ b2, (232

donde

e Sy + p28y + mp?In (3)

e (2.33)
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po ML= %)

2 (n+mp?)’ id)

cumple que

o
) l(ﬁzpaﬂzngy;xobsayobs) =}
i Hae=fe(3,p,0y)
Ahora, como
82
l(&p:ﬂxaay]xobmyobs) = ——— —— <0
a'u}% Mz={z(d,p,0y) ngg Ug

para cada valor fijo de 4, p y o, se sigue que fi, (6, p, 0y) es el em.v. de i, restringido

ad, pya.

Estimador de maxima verosimilitud restringido de o,

Como [, (6, p, o) dado en (2.32) es el e.m.v. restringido de p, para cada valor fijo
de (6, p, 0y), entonces el e.m.v. restringido de oy para cada valor fijo de (4, p), &, (6, p),

se obtiene resolviendo la ecuacién

)
0= %:;l (61 25 Uy) ) (235)

donde 1 (0, p,0,) = 18, p, te = fiz (6, p, Oy) , Ty Tovs, Yobs) €S una funcién que solo de-

pende de o, para cada valor fijo de (0, p),

[(8,p,0) = —nln(p) — (n+m)n(o,)
1 n
~503 2 2 () = B (3,003
=1
1 & &2 2
“%2’2[1“(%)flx(é»f),%)-l-ln(é) —21(1— )|, (2.36)

Y j=1
y verificando que

82
87._5[ (5) P Uy)

< 0.
)
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Nétese que
[(@d.p,0,) = —nln(p) ~ (n+m)In(c)

2ﬂ1cr > (@) ~a~boy]?

¥ 4=

m

e Z{ln y5) — 6 — bo? + In(6) + ?5(1—,;)]2

== —nln( 3 (n +m)In(oy)

T

202 z In (z;) ]2

¥ oi=1
1 2
—= In(y;) — a +In(d) — {b— 5 (1‘p2)] "5}

- —nln() (n +m)In(oy,)

2p%0; =
B b—-l-(l—pz) & [In(y) —a+(s) ,]°
202 2 o -101-p%) y
= —nln(p) — (n+m)In(o,
T In{z)—a _ :
2p%0y = b %
1 = [In (y;) — a + In(d .
_é_gﬁdzz[ (v1) . () _ng ’ (2.37)
Yy =1
donde
1 2 n(l-p?)
= e () = — 2.38
sl 2(1 ) 2 (n+mp?)’ (2.38)
véase expresién para b en (2.34). Asi,
1(0,p,00) = —n 111( ) — (n +m) ln(ay)
12
2p 0'2 ;
m 5
—gﬁdzz (B; — o), (2.39)
i=1
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donde

= R (2.40)

In (y) — a + In(5)
d ?

B, = (2.41)

parai=1,...,nyj=1,...,m. Entonces, de (2.39) se sigue que

o) _ (n+m)
gg—yl (6,py0y) =

_%% Li > (8- 05)2} | (2.42)

No es dificil ver que

a % n 2 T

a 1 m 5 2 m
2|55 -y - & (- 3om1) o
y j=1

Y §=1

Entonces, reemplazando (2.43) y (2.44) en (2.42) se tiene que

6] _ (n+m)
67%5(51.0,%) = oy
v LN g
— no, — » A:
A
d? 4N 2
—— mO“y-—E By ). (2.45)
Y g=1



Asi, de (2.35) y (2.45) se sigue que

n (s
0 = —(n+ m)pga; — b (ncr; — ZA?) — pd? (mcr;* - ZBJZ)
=1

i=1
= — (nb® + mp*d®) U; — [(n+m) p*] Uj + (52 ZA? + p*d? Z Bf) (2.46)
i=1 j=1
Ahora, de (2.40) y (2.41) se tiene que

bziz:;Afzbzg; [1_5(%]2 = Zn:[ln(mi) —a)?

{==1

g2 i sz_ — 2 = Fn(yj) —da + ln(5)J ? _ i [In (y;) — a + Ln(8)].

i=1 j=1 =
Entonces, la ecuacién (2.46) se escribe como
0 = (nb®+mp*d®) o} + [(n+m) p?] o2 — (M, + p*M,), (2.47)
donde
M, = zn: [n (z;) — ], (2.48)
i=1
My = Sml [In (y;) — a + In(8))?, (2.49)

=1

.
Il

y @ viene dado en la ecuacién (2.33). Asi, la ecuacién (2.47) se puede reescribir como

la siguiente ecuacién cuadrética:
0 = wZ®+wyZ + w, (2.50)
donde
W
wy = nb* 4+ mp?d?,
wy, = (n+m)p?,

Wy, = = (Ma: + pzMJ) )
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con wy > 0, wy >0y ws < 0. Aqui se supondrd que wz < 0 puesto que para dos
muestras observadas, Tops = (L1, Zn) ¥ Yobs = (Y1, - - -, Ym), serfa improbable obtener
M, = M, =0 [véase expresién de My y M, en (2.48) y (2.49), respectivamente].
En el caso de wy = 0, la solucién de (2.50) es
wy _ M+ p*M,
wy  (n+m)p?’

Sin embargo, nétese que wy = 0 si y s6lo si b = d = 0. Ahora, de (2.34) y (2.38) se
sigue que b = d = 0 si y sélo si p = 1. Por lo tanto, la solucién de (2.50) para el caso
p=1¢es
M; + M,

~2 . =
gy(5>pﬁ1) n+m

(2.51)
donde

My = Z [In (z;) — a*]%, (2.52)
i=1

M = Z [n (y;) — a* + In(8))%, (2.53)
j=1
n n+m '

En el caso de w; > 0, las soluciones de (2.50) son
—ws £ /Wi — dwiws
211)1
—(n+m) p? £/ (n+m)P ot — 4 (nb? + mpd?) [~ (M, + pPM,)
2 (nb? + mp?d?)
—(n+m)p*+ (n-l—m),o?\/l + 4 iimpd?) + p2M,)

(n+m)"p
2 (nb? + mp?d?)

(n+m)p* | (nb? + mp?d?) 5
2 (nb? + mp?d?) SR (n+m)?* pt (Mz + 0*My)

2 [ M+ p2M,
r{—li\/l+;{_—~(n+m)pz}}, (2.54)
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donde

[véase expresién para by d en (2.34) y (2.38), respectivamente], con r > 0. Ahora,
nétese que la solucién de (2.50) debe de ser mayor que cero, Z = 02 > 0. Ademsds,

obsérvese que w; > 0 para todo p # 1. Por lo tanto, la solucién de (2.50) para el caso

p#1es

r | (n+m)p?

2
&;w,p#l)zr{_lw/ﬁ{M]}W,

donde las cantidades M, M, y r vienen dadas en (2.48), (2.49) y (2.55), respectiva-

mente.
Entonces,
M2 MY .
"9 ((5 ) n+m P 1 (2 56)
g, 0,p) = ’
y A\ 2 ’

donde las cantidades M, My, M,, M, y r vienen dadas en (2.52), (2.53), (2.48), (2.49)
¥ (2.55), cumple que

9,

=i
doy,

ay=ady(d,0)

(5>P: Uy)

Por otro lado, con algunos calculos simples se obtiene que

o n+m 3 (M, +p?M, (nb* + mp?d?)
e = —— 5 = 5 -
oy i oy P o
Ahora, como

2 __2(n+m) .

L _ e <0 Pl

do? ( 1P O-y) 2(n+m)  4(nd+m) ? (257)
v ay=0y(6,0) e o <0, p#l

para cada valor fijo de  y p, se sigue que &, (9, p) es el e.nm.v. de oy restringido a § y p.

47



Funcién de verosimilitud perfil de (4, p)

La funcién de verosimilitud perfil de (4, p) es [véase la Definicién 16]:

LP(& P Tobs yobs) = sup L(5: Py Hzy Ty Tobs, yabs), (258)
(tte sy JERXRF|(8,0)

donde L(6, p, fiu, Oy; Tobs, Yobs) €8 la funcién de verosimilitud de (6, p, p12, o) dada en
(2.24). Ahora, como i, (4, p,oy,) en (2.32) es el em.v. de p, restringido a é, p y o, se
tiene que la funcién de verosimilitud perfil de (4, p) dada en (2.58) se escribe como

LF (5; P} Tobs, yobs) = sup L(éa Py by = ﬁfc (5; 2y Uy) y Oys Lobs yobs)- (259)

oy €XRF|(4,0)

Ahora, como &y (4, p) en (2.56) es el e.m.v. de o, restringido a d y p, se tiene que la

funcién de verosimilitud perfil de (4, p) dada en (2.59) se escribe como
LP(5> 5 Lobs, yabs) = L(6: Py Mg = U’; (55 ,0) y Ty = &y ((5: P) 3 Tobs) yobS)i (2'60)

donde 3 (8, p) = fiz (6, p, oy = Gy (6, p))-

En esta seccidn no se presentan ni verosimilitudes relativas ni regiones de verosimilitud-
confianza; sin embargo se pueden caleular a partir de las verosimilitudes dadas aqui. La
funcion de verosimilitud relativa es una estandarizacién de la funcién de verosimilitud
respecto a su valor méximo, que para las verosimilitudes presentadas en esta seccién,
se alcanza en su correspondiente estimador de méxima verosimilitud. Las regiones de
verosimilitud-confianza se calculan con base en estas relativas [véase Definicién 15 y

Definicién 20].

2.2. Métodos de valoracion de modelos

Como ya se mencioné anteriormente, una parte muy importante dentro de un pro-
ceso de inferencia estadistica es la valoracién del modelo elegido para los datos. Existen

varios métodos estadisticos para tal propésito. Aqui se describen algunos de ellos.
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2.2.1. Histograma y densidad estimada

Un histograma es una representacién gréfica de una funcién de probabilidad de
densidad. Segiin Kotz y Johnson (1982, Vol. 5, p4g. 3166) los histogramas presentan
un conjunto de datos de manera visual facilitando la comprensién de algunas carac-
teristicas generales como valores tipicos, variacion y forma. En ellos, es posible detectar
comportamientos inesperados o valores inusuales en los datos. Ademds, se consideran
una herramienta exploratoria previa al andlisis estadfstico y modelado puesto que la
forma del histograma puede sugerir qué modelo de probabilidad es el més adecuado.

Dada una muestra @ops = (1, ..., %,) de valores reales, la construccién de un his-
tograma consiste en dividir el eje horizontal R en K intervalos, Iy, ..., Ix disjuntos
y determinar la cantidad de observaciones contenidas en cada uno. Nétese que si ny
es el nimero de datos que pertenecen al intervalo Iy, para k = 1,..., K , entonces
Sy M = .

Un inconveniente de éstos gréficos es la arbitrariedad con la que se determinan sus
clases o intervalos. Si se consideran pocas, el histograma tendr4 un aspecto demasiado
burdo para ser informativo, y si se consideran muchas, entonces el histograma tendra un
aspecto demasiado rugoso como para observar caracteristicas relevantes de la funcién

de densidad de probabilidad que generé la muestra observada.

Definicién 21 (Densidad estimada via verosimilitud) Sea X una variable aleato-
ria con funcién de densidad f(w;0) y Tos = (21, .., Tn) una muestra observada de X.
La densidad estimada de X wia verosimilitud se define como f(z) = f(z:;0), donde 8

el e.m.v. de 0 caculado con .

El histograma cumple aproximarse (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros) a la den-
sidad de la variable aleatoria X usada para modelar un fenémeno. Por otro lado, si la
densidad de X es una funcién continua de 8 y # converge casi seguramente a 6 entonces

la densidad estimada o ajustada f (2) = Flz @) converge casi seguramente a f(z; 6;)
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cuando crece el tamafio de muestra. Pero, si para la estimacién de f(z;60p) via el en-
foque de verosimilitud se consideré una funcién de densidad g diferente a f(z;8) (error
en la especificacién del modelo), entonces no necesariamente ocurrird que la densidad
estimada se parezca a la densidad de X que es desconocida. Asi, cuando la densidad
estimada sea muy parecida a la forma del histograma entonces esto se considera un
ajuste adecuado del modelo a la densidad que originé lag observaciones puesto que el
histograma se aproxima al modelo verdadero. Por otro lado, si la densidad ajustada no
se parece a la forma del histograma se determinara que el modelo no es adecuado para

los datos y en consecuencia no es adecuado para el fenémeno aleatorio de interés.

2.2.2. Grafica cuantil-cuantil

La grafica cuantil-cuantil es otra herramienta visual cominmente utilizada para
valorar el ajuste de un modelo propuesto para un juego de datos. Supéngase que X
una variable aleatoria con funcién de distribucién F(z;8), donde € es un vector de
pardmetros desconocido, y Zops = (21,...,%,) una muestra observada de X. A con-
tinuacién se presentan algunos conceptos fundamentales para la construccién de una

grafica cuantil-cuantil.

Definicion 22 (Estadisticas de orden) Un vector de estadisticas de orden corres-
pondiente a una muestra observada Tops = (T1,...,T,) €S un vector [m(l),...,m(n)],

donde

zy = min {z;} <z < ... < 2 = méx {z;}
e E I

)

Definicién 23 (Distribucién empirica) La distribucidn empirica es una funcién
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Fo(z) : R — [0,1] definida como

0, para z<zq),

Fn(x) = po para X Lx< L(i41),

1, para zE) £z;

donde ;) es el i-ésimo elemento del vector de estadisticas de orden correspondiente a

una muestra observada Tops = (T1,-..,Ty).

Definicién 24 (Funcién cuantil) La funcidn cuantil de una funcidn de distribucién

F se define como la inversa generalizade de I,
F(t) =inf {z eR: F(z) > t},
para 0 < t < 1.

Si F' es estrictamente creciente, continua y F~' es su funcién inversa, entonces

Fe(t) = F7(t), para todo para 0 < t < 1.

Definicién 25 (Cuantil) El cuantil de probabilidad acumulada p de la funcion de
distribucidn F' se define como Q(p) = F* (p), donde F* es la funcidn cuantil de F y
0 p <1,

Definicién 26 (Cuantiles empiricos) Los cuantiles empiricos son cuantiles de pro-

babilidad acumulada i/n, i =1,...,n, de la funcién de distribucién empirica F,(z).

Nétese que las estadisticas de orden x(yy, ..., T,y de una muestra observada Tops =
(z1,...,,) son los cuantiles de probabilidad acumulada i/n, i = 1,...,n, de la funcién
de distribucién empirica F,,(z), respectivamente. Si por Qg(7) se denota al cuantil
empirico de probabilidad acumulada i/n, entonces se tiene que Qg(i) = z(), para
8= L s

Para construir la gréfica cuantil-cuantil deben seguirse los siguientes pasos:
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. Calcular los cuantiles empiricos Qp(i) = Ty, parai=1,...,n.

. Calcular los valores
1 — 0.5

p= )
n

parat=1,...,n

3. Determinar los cuantiles de orden p; de la distribucién teérica representada por

la funcién de distribucién F(z;6),
Qp:) = F<(ps; 9),

parat =1,...,n. De aqui en adelante se escribird Q(p;) = Q(py; ) para enfatizar
que se trata de una cantidad desconocida puesto que depende del pardmetro

desconocido 4.

. Calcular
QT(M) = Q(Pi; é) = F{—(Pz'; 9):

donde f es un estimador puntual de #; por ejemplo, el e.m.v. de 6.

. Representar en el plano cartesiano las parejas [QT(pi), Q E(i)], oot = s ol

Jjunto con la recta y = z.

Una vez realizados los pasos anteriores deberd observarse el comportamiento de

los puntos alrededor de la recta de 45°. Si los puntos estdn muy cerca de la recta ¥

serpenteando alrededor de ella, es evidencia de que el modelo no es rechazado por los

datos. Por el contrario, cualquier patrén que de evidencia de que los datos se alejan de

la recta y = z se interpretard como un mal ajuste del modelo a los datos.

2.2.3. Uso de la verosimilitud perfil

Existen muchas situaciones en las que la familia de distribuciones clegida para mode-

lar un fenémeno aleatorio contiene un pardmetro que determina submodelos dentro de
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esta familia. En este caso, dicho pardmetro se puede considerar de interés y los otros
pardmetros en la familia de distribuciones como de estorbo. La verosimilitud perfil,
descrita en la Seccidén 2.1, es una herramienta estadistica que permite hacer inferencias
sobre un pardmetro de interés en presencia de otros de estorbo. Asi, hacer inferencia
sobre este pardmetro via la verosimilitud perfil (gréfica de los valores més plausibles del
pardmetro de interés e intervalos de verosimilitud) puede ayudar a reconocer o apreciar

submodelos adecuados para los datos.

Por ejemplo, la familia de distribuciones de Box-Cox descrita en la Seccién 1.3 del
Capitulo I, involucra tres pardmetros, A, ity o, donde A es un pardmetro que determina
submodelos de esta familia. Este es un caso donde A es un pardmetro de interés y (g, o)
son considerados de estorbo. Asi, una cuantificacién de los valores plausibles de A puede
ayudar a identificar submodelos adecuados para los datos dentro de esta familia de
modelos. De hecho, en esta tesis la plausibilidad del valor A = 0 es de especial interés

puesto A = 0 corresponde a la distribucién lognormal de pardmetros p y o.

En este trabajo se propone utilizar la funcién de verosimilitud perfil de A,

[&2 (A)}_% ( e xi))\_l exXp (—‘%)1 st A 7& 0,

L(A;Iobs) frat n
(62 (N)] 2 exp (—%), 5 k=0,

(2.61)

donde 62 (\) = (1/n) Y 1, [.T,,E’\} - [L()\)r y (N = (1/n) 11, 2 son los estimadores
de méaxima verosimilitud restringidos de 1 v ¢ para cada valor fijo de ), para explorar
graficamente la preferencia de los datos s = (21, ..., 2,) por algin submodelo de la
familia de Box-Cox. Para detalles sobre el cilculo de la verosimilitud perfil de A dada
en (2.61), véase el Apéndice A. En particular, si el valor A = 0 tiene plausibilidad alta
entonces se puede considerar que el modelo lognormal es un modelo parsimonioso no
rechazado por los datos. Para identificar el conjunto de valores plausibles de A se pueden

usar las regiones o intervalos de verosimilitud perfil de niveles de plausibilidad 0.25, 0.15

y 0.036 que tienen una confianza aproximada de 90 %, 95 % y 99 % respectivamente.
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2.2.4. Prueba estadistica de hipdtesis

A continuacién se definen algunos conceptos importantes de la estadistica paramétri-

ca, relacionados con el problema de pruebas de hipétesis.

Definicién 27 (Hipétesis) Una hipdtesis es una suposicidn acerca de los valores del

vector de pardmetros de un modelo estadistico paramétrico.

Como una hipétesis es una suposicién fraseada en términos de los pardametros,
matemaéticamente una hipétesis es un subconjunto de valores del espacio paramétrico.
Las hipdtesis deben tener existencia previa, aun antes de observar datos. Los valores
del pardmetro formulados en las hipétesis deben de tener un significado especial que
los distinga de los demds valores. Por ejemplo, A = 0 en el modelo estadistico de Box y
Cox tiene el significado especial de ser el modelo lognormal. De hecho, la toma de datos

se concibe precisamente para confrontar una hipétesis preestablecida con la realidad.

Definicién 28 (Hipdtesis nula Hy) Es la hipdtesis que se desea probar Y que se

supone cterta.

Una hipétesis nula se puede interpretar como el estado actual de la naturaleza, o

la suposicién vdlida de entrada hasta que los datos sugieran lo contrario.

Definicién 29 (Hipétesis alternativa H;) Es la hipdtesis a favor de la cual se re-

chaza Hy.

Una prueba de hipdtesis consiste de examinar evidencia en forma de datos, para
dar lugar a una de dos resoluciones posibles: Rechazar Hy a favor de Hy, o no rechazar

Hy. Bajo este planteamiento, hay dos tipos de error que se pueden cometer:

Definicién 30 (Error de tipo I) Es el error que se comete cuando se resuelve re-

chazar Hy a fovor de H, siendo que Hy es cierta.
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Definicién 31 (Error de tipo IT) Es el error que se comete cuando se resuelve no

rechazar Hy cuando Hy es falsa.
A continuacién se define el concepto de prueba estadistica de hipdtesis.

Definicién 32 (Prueba estadistica de hipétesis) Una prueba estadistica de hipd-
tesis es una regla que rechaza Hy siy sdlo si T € C, donde T' es una estadistica y C

es una regidn de posibles valores de T

Cuando T' € C se dice que la prueba es significativa y cuando T ¢ C se dice que
la prueba es no significativa. Nétese que una prueba estadistica de hipétesis queda
determinada por una estadistica de prueba T' = T(X) y una regién critica de prueba
C'. La regién critica no depende de la muestra X = (X1,...,X,), lo que quiere decir
que ain antes de tomar la muestra, la regién critica tiene existencia propia. Los datos
intervienen para tomar o no la resolucién de rechazar Hy, lo cual se realiza con la
regién critica, al comparar el valor observado de T con el conjunto C'. En resumen, una

prueba de hipétesis se caracteriza por la pareja (T, C).

Definicién 33 (Prueba estadfstica de hipétesis de nivel o) Una prueba estadisti-

ca de hipdtesis (T,C) es de nivel o, para 0 < o < 1, si

sup P(T € C;0) < o,
ISIST)

donde O es el subconjunto de valores del espacio paramétrico correspondiente a la

hipdtesis nula Hy.

Muchas veces se denota a la regién critica con el subindice o para indicar que se

trata de una prueba de nivel o, C,.

Definicién 34 (Estadistica de prueba de la razén de verosimilitud) La estadis-
tica de prueba de la razén de verosimilitud para probar Hy : 6 € ©y versus Hy : 0 € ©F

se define como
SUPgeo, L(6; Fobs)

T=-=2In
SUPgeg L(0; Bobs)

) (2.62)
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donde L(8; Es) es la funcidn de verosimilitud de 6.

La estadistica de prueba de la razén de verosimilitud se distribuye como una Ji-
cuadrada con grados de libertad igual que la diferencia entre la cantidad de pardmetros
del modelo v la cantidad de pardmetros del modelo bajo Hy. Para detalles de la prueba
véase Serfling (1980).

En esta tesis se propone realizar pruebas estadisticas de hipdtesis de nivel o para
hipétesis de la forma Hy : A = Ag versus Hy; : A # Ag, donde Ag es algin valor
particular del pardmetro A\ de la familia de modelos de Box-Cox, correspondiente a
algin submodelo tipico dentro de esta familia. En particular, para probar Hy : A =
0 versus H; : A # 0, se propone utilizar la estadistica de prueba de la razén de
verosimilitud,

sup L(i, 75 Tobs)

o= 2.63
% sup L(p, 0, A\ Zons) |’ P

donde L(p, 05 Zobs) es la verosimilitud basada en el modelo lognormal y L, o, A; Tops)
es la verosimilitud basada en la familia de densidades de Box-Cox dada en la ecuacién
(A.1) del Apéndice A.

Noétese que A = 0 es de especial interés puesto A = 0 corresponde a la distribucién
lognormal de pardmetros i y o. En este caso, la estadistica de la razén de verosimilitud
se distribuye (aproximadamente) como una Ji-cuadrada con un grado de libertad. Asf,
la regién critica de prueba es Cp = (g1,1-a,00), donde ¢i,1-4 es el cuantil (1 — «) de
una distribucién Ji-cuadrada con 1 grado de libertad.

La teorfa estadistica sobre la que se basa el discurso para pruebas de hipotesis, recibe
la, denominacién de teorfa de Neyman-Pearson. Notese que bajo este enfoque, dada una
muestra observada y un nivel a el resultado de la prueba es binario, en el sentido de
concluir “rechazar Hy” o “no rechazar Hy’. Esto puede ser criticable; por ejemplo,
si la regién critica de una prueba de hipétesis fuera el conjunto Copgs = (3.84,00) y
datos en dos situaciones diferentes dieran lugar a valores de la estadistica de prueba

Dy = 3.9y Dy = 10.5. La actitud de Neyman-Pearson dirfa simplemente, en ambos



casos, “rechazar Hy", siendo que es intuitivamente claro que ambas situaciones son
diferentes en alguna cualidad. En el segundo caso, se rechaza con mayor fuerza que en
el primero, v al decir sélo “rechazar Hy” no se involucra esta fuerza de la evidencia
en contra de . Un enfoque que considera la evidencia en contra de una hipdtesis es

descrito a continuacién.

2.2.5. Pruebas de significancia: p-valor

El concepto de p-valor tiene por objeto cuantificar la fuerza con la que se rechaza
una hipétesis nula Hy. Se describe a través de una probabilidad. Tiene la interpretacién
de ser la probabilidad de haber observado un valor “més extremoso” de una estadistica
de prueba T' = T'(X) que ya se observé t = t(x,), 0 bien, la probabilidad de haber

rechazado Iy sélo por azar.

Definicién 35 (p-valor) Sea T(X) una estadistica de prueba y Tqops un valor obser-
vado de X. El p-valor se define como

P-robs = Sup PB {T(X) 2 t(:cobs)] )

fEBg

De esta forma, un p-valor “muy chico” denota que los datos contienen mucha
evidencia en contra de Hy. En este sentido de p-valores, se puede no hablar de pruebas
de hipétesis, sino de pruebas de significancia, donde la cuantificacién del concepto
abstracto de significancia es el p-valor.

En este trabajo de tesis para calcular el p-valor se considerard la estadistica de
prueba (2.63) que se distribuye (aproximadamente) como una Ji-cuadrada con un grado

de libertad, x?. Asi, el p-valor se puede calcular a través de la siguiente expresion:
Py B P X3 > t(zabs)] =1 - P [ < t(%abs)] (2.64)
donde t(z,,) es el valor de la estadistica (2.63) bajo los datos observados.

o7



2.3. Seleccion de modelos

La seleccién de un modelo es, en ocasiones, mds dificil que la estimacién de los
pardmetros del modelo mismo y elegir el mds apropiado requiere ciertas habilidades
que generalmente se obtienen con la experiencia.

La naturaleza de los datos y la forma de su histograma, son aspectos importantes
que pueden ayudar a discernir entre modelos, pero, en ocasiones hay modelos de pro-
babilidad continuos bastante flexibles, en cuanto a sus posibles formas y es dificil
seleccionar el més apropiado.

Considerar los resultados del proceso de valuacién de modelos, descrito en la seccién
anterior, e incluir andlisis adicionales que pueden depender del problema en estudio,
contribuyen a la seleccién del modelo, pero no garantizan su unicidad. Un aspecto
importante es el principio de parsimonia, que algunos conocen como Navaja de Occam,
( “Pluralitas non est ponenda sine neccesitate”); esto es, no se debe incrementar, méas
alla de lo necesario, el nimero de entidades requeridas para explicar algo. En lo relativo
a modelacién, el incluir pardmetros innecesarios en un modelo, generalmente provoca
una pobre estimacion de éstos. Algo que siempre debe recordarse es que ningin modelo
es verdadero, pero algunos son més adecuados que otros para explicar la muestra

observada.

2.4. Robusticidad

Cuando se realizan inferencias acerca de un pardmetro o parametros de interds, por
lo general se plantean de manera implicita o explicita supuestos acerca del modelo y
se supone que cambios pequefios en el modelo no afectan de manera significativa las
conclusiones finales. Dicho razonamiento puede no ser correcto en todos los casos. Es
decir, pueden existir situaciones reales (como las que serdn mostradas més adelante)

donde las inferencias sobre un pardametro de inferés sean bastante sensibles frente a
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cambios ligeros en los supuestos del modelo.

Un aspecto importante en un proceso de inferencia estadistica es conocer hasta
dénde pueden cambiar las inferencias si los supuestos no se satisfacen. Por ello, es de
interés preguntarse, jcambian las conclusiones al efectuar cambios ligeros en el modelo?
Esta pregunta ha dado lugar a un concepto que permite describir la sensibilidad de las
inferencias ante variaciones en las suposiciones del modelo. Hste concepto se conoce
como robusticidad y cuando se cumple implica que las conclusiones no son afectadas
por cambios leves en las suposiciones.

En el siguiente capitulo se propone hacer uso de la funcién de verosimilitud perfil
para analizar la robusticidad de las inferencias de un pardmetro de interés frente a
cambios en los valores plausibles de un pardmetro de estorbo. En particular, interesa
hacer uso de la funcién de verosimilitud perfil para analizar la robusticidad de las
inferencias sobre el cociente de medias de variables aleatorias independientes X y ¥
con distribucién lognormal de pardmetros (uy, ox) ¥ (uy, oy), § = E (X)/E(Y), frente
a cambios en los valores plausibles del pardmetro de estorbo p = ox/oy. Nétese que

este problema es el tema central de esta tesis.
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Capitulo 3

Robusticidad en las inferencias:

Cociente de medias de lognormales

El objetivo principal del capitulo es enfatizar la importancia de un andlisis de
robusticidad en un proceso de inferencia estadistica. Para este propdsito, se considera
el problema de hacer inferencia sobre el cociente de medias de variables aleatorias
independientes X y ¥ con distribucién lognormal de pardmetros (B 02) ¥ (fy, 0y), 0 =
E(X)/E(Y), con base en muetras observadas ops = (T1,-- -, Zn) ¥ Yobs = (g w5 0mds

respectivamente. Ademds, se supone que se tiene una hipdtesis de interés Hp : § = do.

3.1. Andlisis de robusticidad

El concepto particular de robusticidad que se usaré en este capitulo es el siguiente:

Si cambios en los valores plausibles de un pardmetro de estorbo no
cambian la resolucidn sobre una hipétesis Hy correspondiente a un
pardmetro de interés, entonces las inferencias sobre el pardmetro de

interés son robustas.
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En el andlisis de robusticidad que se discute aqui, § = E(X)/E(Y) es el pardmetro de
interés y p = 0, /0y serd considerado el pardmetro de estorbo.

Para determinar la robusticidad de las inferencias sobre el pardmetro de interés 4,
respecto a cambios en los valores plausibles del pardmetro de estorbo p, se propone

seguir el procedimiento que se describe a continuacién:
1. Fijar la hipétesis de interés Hy : 6 = 8.

2. Fijar un nivel de plausibilidad ¢y = exp (—%Q1,1—a0), donde g1,1—q, €s el cuantil
(1 — ap) de una distribucién Ji-cuadrada con un grado de libertad, para una

regién de verosimilitud perfil del pardmetro de interés §.

3. Fijar un nivel de plausibilidad ¢; = exp (—%C}‘u—al), donde ¢y 1-4, es el cuantil
(I — @) de una distribucién Ji-cuadrada con un grado de libertad, para una

regién de verosimilitud perfil del pardmetro de estorbo p.

4. Calcular el conjunto V,(c1) = {p : Rp(p; Tobss Yobs) = C1}, donde Rp(p; Tops, Yobs)

es la funcién de verosimilitud perfil relativa de p.

5. Calcular Rp(8 = 8o, p = p*; Tops, Yobs), Paratodo p* € V,(c;), donde Rp(6, 0; Tops, Yobs)

es la funcién de verosimilitud perfil relativa de (4, p).

6. Calcular Rp(8 = do; Tobs, Yobs), donde Rp(8; Tops, Yobs) € la funcién de verosimili-

tud perfil relativa de 4.

7. Si el nivel de plausibilidad ¢y cumpe que A < ¢y < B, donde

A =min{Rp(§ = 8o; Tobs, Yobs ), 1111'1(1 ){RP(J = 00,0 = 0 Bavs, Yobs) I }

preVp(cr

B = max{Rp(6 = do; Tobs, Yobs), MAX ){Rp(é = 0g, P = P"; Tobs, Yobs) } }

preVp(c
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entonces se concluye que las inferencias para ¢ son no robustas. En caso contrario,
se concluye que las inferencias para & son robustas respecto a cambios en los

valores plausibles (a un nivel ¢;) del pardmetro de estorbo p.

Nétese que cuando la inferencia es robusta, puede ocurrir que no se rechace Hy : § =
do debido a que las plausibilidades Rp(8 = do; Tobs, Yobs) ¥ Bp(8 = b0, p = p*; Bobenobads
para todo p* € V,(c1), son mayores que cy; 0 que se rechaze Hy : § = & debido a que
estas plausibilidades son menores que ¢q. Por otro lado, inferencia no robusta significa
que alguna de estas plausibilidades fue mayor que cq y alguna otra fue menor, y por lo
tanto la resolucién de rechazar o no rechazar la hipétesis Hy : § = 8, cambia cuando
ocurren cambios en los valores plausibles de un pardmetro de estorbo.

Para inspeccionar la robusticidad de las inferencias de manera simple, se recomienda,
graficar en una misma figura: Rp(8; Zops, Yobs) ¥ Bp(0, 0 = P*; Zobs, Yobs), Para todo
p* € Vy(c1). Ademds, trazar en la gréfica la linea horizontal ¢ = ¢o y la linea vertical
§ = 4. Esto con el objetivo de observar no sélo el comportamiento de estas perfiles en
Hy : § = Jp sino también en toda la regién de valores plausibles de .

El procedimiento anterior requiere evaluar de forma computacional la funcién de
verosimilitud perfil relativa del pardmetro de estorbo p, Bp(0; Tops, Yobs), la funcién de
verosimilitud perfil relativa del pardmetro de interés §, Rp(0; Tops, Yobs), ¥ la funcién
de verosimilitud perfil relativa de (9, p), Rp(8, p; Tobs, Yobs). A continuacién se presenta

una expresion computacional simple para cada una de estas funciones:

SupéERﬂp LP (5: 3 Tobs, yobs}

Rp(0; Tobs; Yobs) = 7 . ) (3.1)
Lp (5 =0, = P Tobs, Yobs
N sup R"’&I’P(éap;m b :yubs)
RP(C)Q Lobs, yobs) = peR| = R & 5 (3.2)
Lp (5 =0,p = p; Tobs, yoba)
L 61 52’. }TO 5
RP(57 25 Tobs yobs) = P( Frtdedid ) ¥ (33)

Lp (5 = S,p = ﬁ; Lobsy yobs)
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donde Lp(d, p; Zops, Yobs) €5 la funcién de verosimilitud perfil de (4,p), dada en la

ecuacién (2.6), y (5,,0") es el em.v. de (4, p),

¢ . . I s 2
0 =exp [(,uz — fiy) + 3 (62 — 05)} (3.4)
¥
7.
h= -2 3.5
p OA_y? ( )
donde

T
o = =3 In(),
i=1
~2 1 " ~ 12
Oy = —Z[h’l(.’{,‘i)—~,!,bz],
ni:l
1 B
fy = Ezln(yj):
J=1

i s =
= = () - AP,
j=1

¥

<@ o

son los estimadores de mdxima verosimilitud de Mz, Oz, [y Y 0y, Tespectivamente.

Es importante mencionar que cuando las inferencias son robustas entonces proce-
sos de estimacién y prueba de hipétesis se pueden realizar a través de la funcién de
verosimilitud perfil del pardmetro de interés 6. En caso contrario, se debe tener mucha
cuidado con la validéz de las conclusiones derivadas de inferencias sobre §. En esta
situacidn, se recomienda valorar y solucionar las causas de la no robusticidad antes de

realizar cualquier inferencia sobre §

A continuacién se presentan dos casos de estudio con datos reales donde se ejem-
plifica el andlisis de robusticidad descrito en esta, seccién. Uno de ellos corresponde a

una situacién de inferencias robustas y €l otro no.
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3.2. Caso robusto: Acidos grasos poliinsaturados en

especies de rayas.

Los Acidos grasos poliinsaturados (AGPI) se dividen en dos familias, los AGPI
n-3 y los n-6. Las fuentes en las que pueden encontrarse estos dcidos grasos son los
aceites de origen vegetal y los aceites de origen animal. Los AGPI son importantes
en el ser humano pues facilitan la absorcién de vitaminas liposolubles (A, D, E y K),
regulan el metabolismo del colesterol e intervienen en la produccién de eicosanoides;
éstos regulan muiltiples procesos celulares como tono vascular y bronquial, coagulacién
sanguinea, proteccién géstrica, temperatura corporal, fenémenos inflamatorios e inmu-
nitarios, entre otros. Estudios realizados han mostrado que el consumo de aceite de
pescado contribuye a reducir el riesgo de padecer cdncer de mama, diabetes, hiperten-
sién arterial, entre otras. (Mesa, Aguilera y Gil, 2006; Nasiff y Merifio, 2003)

Debido a la alta demanda de aceites de pescado para el consumo humano o la
acuicultura, ha sido necesario buscar nuevas fuentes de ellos. En México, en la dltima
década, la captura de raya ha cobrado gran importancia; de ellas solo se aprovecha su
carne, un 25 %; las viceras y otros érganos, entre ellos el higado, son desechados en el
mar como desperdicio. Al parecer, el higado podria ser utilizado como fuente alterna-
tiva de produccién de aceite; desafortunadamente no existe suficiente informacién que
contribuya a obtener un conocimiento més amplio sobre los beneficios y deficiencias de
dicho aceite.

Se realizé un estudio con el objetivo general de caracterizar el aceite de higado de
raya de especies procedentes de las capturas comerciales del estado de Sinaloa. Los
resultados de este trabajo mostraron que las especies de rayas estudiadas, U. chillensis,
U. halleri, U. nana, R. glaucostigma, R. steindachneri, N. vermiculatus y D. brevis,
tienen un alto contenido de aceite en el higado, con una composicién de dcidos grasos

en los que se aprecia una considerable concentracién de dcidos poliinsaturados, lo que
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le confiere una alta calidad nutricional al producto. Para este estudio, se extrajo el
higado de cada individuo y se registr6 la cantidad de n-3 y n-6. La Tabla 3.1 muestra

estos resultados para las especies U. chillensis y U. halleri.

U chillensis | U halleri
6.88 7.87|5.79 5.26
5.88 6.98 | 7.83 6.00
7.10 6.00 | 5.00 5.89
7.73 6.52 | 6.43 547
6.37 040 |6.44 8.00
10.35 6.03]6.99 5.26

7.65 05.71]6.95 8.95
727 6.20|5.34 7.17
7.36 5.56 | 7.66 7.00
5.53 793|502 9.03

Tabla 3.1: Cantidad de n-3 y n-6 en las especies U chillensis y U halleri.

El objetivo en esta seccién es mostrar que las inferencias sobre el cociente de medias
poblacionales de AGPI n-6 de las especies U. chillensis y U. halleri son robustas bajo el
procedimiento propuesto en la seccién anterior. Todo esto se realiza dentro del marco

del proceso de inferencia estadfstica descrito en el Capitulo 2.

3.2.1. Modelacién

El fenémeno aleatorio que se desea modelar es la cantidad de AGPI n-6 de dos
especies diferentes de rayas, U. chillensis y U. halleri. Si se supone que X es la variable
aleatoria que modela la cantidad de AGPI n-6 de la especie U. chillensis y Y es la
variable aleatoria que modela la cantidad de AGPI n-6 de la especie U. halleri, en-

tonces el problema es proponer una funcién de densidad de probabilidad conjunta para
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(X,Y). Como se trata de dos especies distintas, parece razonable suponer que existe
independencia entre X y Y. Asi, el problema de modelacién consiste en proponer una
funcién de densidad de probabilidad para X y otra para Y. Ahora, como se trata de dos
especies de una misma familia (rayas) entonces se supondra que la funcién de densidad
de probabilidad de X y de Y pertenecen a un mismo modelo estadistico paramétrico
o famila de densidades. Aquf se propone usar la familia de densidades de Box y Cox

para modelar los AGPI n-6 de cada especie de raya.

Es importante mencionar que el modelo lognormal es el miembro mds simple de
la familia de densidades de Box y Cox en el sentido de que este modelo cuenta con
sélo dos pardmetros. Por tal razdn, en la siguiente seccién se exploraréd si el modelo
lognormal es adecuado para modelar la cantidad de AGPI n-6 de cada especie de raya

bajo estudio, U. chillensis y U. halleri.

3.2.2. Valoracién del modelo lognormal

En el Capitulo 2 se presenté la familia de modelos de Box-Cox, la cual involucra
tres pardmetros. Ademds se mencioné que uno de esos pardmetros, A, tiene una inter-
pretacién légica distinta a la que tienen los otros dos, i y o; puesto que puede sugerir
matematicamente el modelo para una muestra dada. De hecho, el valor A = 0 corres-
ponde al modelo lognormal. Asi, resultados de inferencias sobre el parametro A son
fundamentales para justificar la eleccién del modelo lognormal dentro de la familia de
Box y Cox, para un juego especifico de datos. A continuacién se usarédn los métodos de
valuacién de modelos presentados en la Seccién 2.2, con el objetivo de valorar el ajuste
del modelo lognormal, miembro particular de la familia de densidades de Box y Cox,

a los datos de AGPI n-6 dados en la Tabla 3.1.
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Uso de la verosimilitud perfil

La Figura 3.1 se muestra la gréfica de la funcién de verosimilitud perfil de A, dada
en (2.61), junto con un intervalo de verosimilitud-confianza del 95 %. Se observa que
bajo el modelo de Box y Cox, los datos correspondientes a la especie U. chillensis y a
la especie U. halleri asignan alta plausibilidad al valor A = 0. De hecho, el intervalo
de verosimilitud-confianza del 95 % para A (nivel de verosimilitud de 0.15) captura el

valor de A = 0 asociado al modelo lognormal.

o
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Figura 3.1: Verosimilitud perfil relativa de A para los datos de AGPI n-6 dados en la
Tabla 3.1.
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Prueba estadistica de hipdtesis

Se realizé una prueba de hipétesis con las caracterfsticas descritas en la Seccién
9.9.4. La hipétesis nula Hp es que el modelo lognormal es adecuado. Para los datos de
AGPI n-6 de la especie U. chillensis, el valor de la estadistica de prueba dada en (2.63)
es 1.972. Por otro lado, para los datos de AGPI n-6 de la especie U. halleri, el valor de
la, estadistica de prueba es 0.394. En ambos casos, la regién critica o regién de rechazo
de nivel o = 0.05 es €, = (3.841,00). Asi, en ningtin caso se rechaza la hipétesis nula
H, con una confianza del 95%. Es decir, en ningin caso los datos rechazan el modelo

lognormal con una confianza del 95 %.

Prueba de significancia: p-valor

Nétese que al no rechazar Hy se espera que el p-valor sea mayor que o = 0.05. Sin
embargo, se procederd a calcularlo para fines de ejemplificar esta metodologia. Usando
Ja estadistica de prueba dada en (2.63) y la expresién (2.64), se obtiene que el p-valor
observado con los datos de AGPI n-6 de la especie U. chillensis y la especie U. halleri es
0.160 y 0.530, respectivamente. Asi, como se habia previsto, en ambos casos el p-valor

observado no refleja evidencia contundente en contra del modelo lognormal.

Grafica cuantil-cuantil

Las Figuras 3.2 y 3.3 muestran la gréfica cuantil-cuantil, descrita en la Seccién
2.2.2, bajo el modelo lognormal. En las dos fignras se observa que los puntos serpentean
alrededor de la recta y = 2. Es decir, muestran un ajuste razonablemente bueno del

modelo lognormal a los datos.

Histograma y densidad estimada

Las Figuras 3.4 y 3.5 muestran la densidad lognormal ajustada al histograma de

frecuencias relativas de los datos de AGPI n-6 de la especie U. chillensis y de la especie
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Cuantiles Tedricos

Figura 3.2: Gréfica cuantil-cuantil bajo el modelo lognormal: AGPI n-6 de la especie

U. chillensis.

U. halleri, respectivamente. Los pardmetros py o de estos modelos fueron estimados

mediante mdxima verosimilitud,
= AGPI n-6 de la especie U. chillensis: ; = 1.934 y & = 0.165
» AGPI n-6 de la especie U. halleri: /i = 1.866 y d=0.182.

En ambas figuras se observa que el modelo lognormal se ajusta razonablemente bien al

histograma.
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Figura 3.3: Grifica cuantil-cuantil bajo el modelo lognormal: AGPI n-6 de la especie

U. halleri.

3.2.3. Seleccién del modelo

Considerando los objetivos que se persiguen en esta tesis y la evidencia propor-
cionada por cada uno de los métodos de valuacién de modelos aplicados aqui, se decide
seleccionar el modelo lognormal de dos pardmetros (por adecuado y parsimonioso) para
modelar la cantidad de AGPI n-6 de cada especie de raya bajo estudio, U. chillensis y

U. halleri.
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Figura 3.4: Histograma con la densidad lognormal ajustada: AGPI n-6 de la especie U.

chillensis.

3.2.4. Andlisis de robusticidad

En esta seccién se realiza un andlisis de robusticidad siguiendo el procedimiento
descrito en la Seccién 3.1. El pardmetro de interés es el cociente de medias de variables
aleatorias independientes X y Y con distribucién lognormal de pardmetros (i, 0,) y
(y,0y), 6 = E(X)/E(Y). Los datos que se usardn para este andlisis son las muestras
observadas de AGPI n-6 de la especie U. chillensis (z,,) y de la especie U. halleri
(Yobs); véase la Tabla 3.1.

La hipétesis de interés es Hy : 0 =6y, donde 8y = 1. Se fij6 un nivel de plausibilidad

¢o = 0.15, correspondiente a una regién de verosimilitud-confianza perfil del 95 % para
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Figura 3.5: Histograma con la densidad lognormal ajustada: AGPI n-6 de la especie .

halleri.

el pardmetro de interés 6. Ademas, se fij6 un nivel de plausibilidad ¢; = 0.15, correspon-
diente a una regién de verosimilitud-confianza perfil del 95 % para el pardmetro de estor-
bo p = 0./, El conjunto de valores plausibles extremos de p, calculado con base en la
I, funcién de verosimilitud perfil relativa de p dada en (3.1), fue V,(c1) = {0.580,1.414},
véase Figura 3.6. Los valores de Rp(d = do,p = 0%; Tobss Yobs), donde Rp (8, 03 Tobs, Yobs)
es la funcién de verosimilitud perfil relativa de (4, p) dada en (3.3) y p* € V,(e1), fueron:
Rp(6=1,p= 0.580; Tops, Yobs) = 0.737 y Rp(d = 1,p = 1.414; 2ops, Yobs) = 0.411. Por

otro lado, el valor de Rp(0 = 80 Tobs, Yobs), donde Rp(8; Zobs, Yobs) €8 la funcidn de
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verosimilitud perfil relativa de § dada en (3.2), fue Rp(§ = 1; 24, Yobs) = 0.513. Asi,

A = min{Rp(§ = 805 Tobs, Yobs), MmN {Rp(6 =g, p = B Eobes Yabs ) H

pPEV(e1)
= (0411

B = miéx{Rp(§ = 00; Toss, Yobs), méx {Rp(0 = b0, p = p*; Tobs) Yobs) } }
preEV(er)

= 0.737.

Ahora; como el nivel de plausibilidad ¢; = 0.15 no se encuentra entre A y B en-
tonces se concluye que las inferencias para ¢ son robustas respecto a cambios en
los valores plausibles (a un nivel ¢; = 0.15) del pardmetro de estorbo p. La Figu-
ra 3.7 muestra la robusticidad de las inferencias de manera grafica. Se observa que
los valores Rp(§ = 1,p = 0.580; Zobs, Yovs) = 0.737, Rp(§ = Lot s et} = U.B18 3
Rp(0=1,p= 1.414; 2 pps, Yobs) = 0.411 se encuentran por arriba del valor ¢y = 0.15. Es
decir, se trata de un caso de inferencias robustas donde los datos sugieren no rechazar
la hipétesis Hy : § = 1 ya que tiene alta plausibilidad.

A continuacién se presentan inferencias sobre el pardmetro de interés § = B(X)/(Y)

usando el enfoque de verosimilitud perfil,

3.2.5. Inferencias sobre el parametro de interés: Cociente de

medias lognormales

En la Figura 3.8 se muestra la funcién de verosimilitud perfil relativa del pardmetro
de interés 4, donde § = E(X)/ (¥') es el cociente de medias poblacionales de AGPI
n-6 de las especies U. chillensis (X ) v U. halleri (Y). Nétese que se trata de una
verosimilitud casi simétrica con respecto a la ubicacién del em.v. de 6,8 = 1.067,
marcado con una lfnea vertical en la gréfica. En la Figura 3.8 también se sefialan los

extremos del intervalo de verosimilitud-confianza, del 95 % para §, [0.954, 1.192]. Nétese
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Figura 3.6: Verosimilitud perfil relativa de p: AGPI n-6 de la especie U. chillensis y U.

halleri.

que el intervalo de confianza del 95% para & captura la hipétesis o : § = 1. Asi, es
posible concluir que no se tiene evidencia estadistica para rechazar Hp: 4 = 1 con una

confianza del 95 %.

3.2.6. Interpretacién de los resultados

La evidencia estadistica recolectada indica que no existe diferencia significativa
entre 1a cantidad media de dcidos grasos poliinsaturados n-6 que se obtienen del higado
de la especie de raya U. chillensis y la cantidad media de dcidos grasos poliinsaturados

n-6 que se obtienen del higado de la especie de raya U. halleri.
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Figura 3.7: Inferencias robustas para § respecto a cambios en los valores plausibles (a
un nivel ¢; = 0.15) del pardmetro de estorbo p: AGPI n-6 de la especie U. chillensis y
U. halleri.

3.3. Caso no robusto: Biodisponibilidad de firma-

COS

La biodisponibilidad de un farmaco es un término farmacocinético que alude a la
fraccién de la dosis administrada del mismo, que alcanza su diana terapéutica o lo que es
lo mismo que llega hasta, el tejido sobre el que realiza su actividad. Esta cuantificacién,
necesaria para dar operatividad al concepto, es practicamente imposible de hallar en el

hombre. Por ello, se toma como valor aproximado la concentracién plasmética de dicho
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Figura 3.8: Verosimilitud perfil relativa de §: AGPI n-6 de la especie U. chillensis y U.
halleri.

firmaco y se compara con la concentracién plasmética que alcanza para ese mismo

preparado una inyeccion intravenosa.

En estudios para la evaluacién de la biodisponibilidad se usan cantidades farma-
cocinéticas que se consideran importantes. Por ejemplo, la concentracién maxima en
plasma y el drea bajo la curva de concentracién sanguinea o plasmética versus tiempo.
En estos estudios, la potencia relativa de un nuevo farmaco respecto a otro se expresa
en términos del cociente de medias. Asi, frecuentemente es necesario construir un in-
tervalo de confianza para este pardmetro o probar la hipdtesis nula de que el cociente

de medias igual a uno (no hay diferencia entre las medias de dos farmacos).
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Wu, Jiang, Wong y Sun (2002) consideran el problema de comparar las medias de
la. concentracién méxima en plasma (Cpgy) de dos farmacos a través del cociente de
medias. Ellos, en su Tabla 5, muestran 20 datos de Cins (10 para cada férmaco) y
mencionan que fueron obtenidos mediante un experimento aleatorio, paralelo y con-
trolado. Es decir, que cada paciente fue aleatoriamente asignado a un grupo y todos
los pacientes en un grupo recibieron un farmaco. Wu et al. (2002) presentan gréficas
cuantil-cuantil y pruebas de hipdtesis para justificar el uso del modelo lognormal para
los datos. Ademds, presentan inferencias sobre el cociente de medias de Chsx. En par-
ticular, prueban la hipétesis nula de que el cociente de medias igual a uno (Hy : d = 1).
Los resulatdos de Wu et al. (2002) conducen a no rechazar Hy : § = 1 con una confianza
del 95 %.

El objetivo en esta seccidn es mostrar que las inferencias sobre el cociente de medias

de Chnax son no robustas bajo el procedimiento propuesto en la Seccién 3.1.

3.3.1. Analisis de robusticidad

El pardmetro de interés es el cociente de medias de variables aleatorias indepen-
dientes X y Y con distribucién lognormal de pardmetros (usz,0z) v (iy,0y), § =
E(X)/E(Y). Los datos que se usardn para este anélisis son las muestras observadas
de Csx dadas en la Tabla 5 de Wu et al. (2002).

La hipétesis de interés es Hy : § = &y, donde dg = 1. Se fijé un nivel de plausibilidad
co = 0.15, correspondiente a una regién de verosimilitud-confianza perfil del 95 % para
el pardmetro de interés 6. Ademds, se fijé un nivel de plausibilidad ¢; = 0.15, correspon-
diente a una regién de verosimilitud-confianza perfil del 95 % para el pardmetro de estor-
bo p = 0, /0y. El conjunto de valores plausibles extremos de p, calculado con base en la
la funcién de verosimilitud perfil relativa de p dada en (3.1), fue V,(c;) = {0.277,0.997},
véase Figura 3.9. Los valores de Rp(8 = 0o, p = p*; Tobs, Yobs), donde Rp(8, p; Topss Yobs)
es la funcién de verosimilitud perfil relativa de (4, p) dada en (3.3) y p* € V,(e1), fueron:
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Rp(6 = 1,p = 0.277; Tops, Yobs) = 0.111 y Rp(§ = 1, p = 0.997; Zsbas Yovs) = 0.802, Por
otro lado, el valor de Rp(d = 0o; ZTobs, Yobs), donde Rp(0; Zobs, Yobs) €8 la funcién de
verosimilitud perfil relativa de § dada en (3.2), fue Rp(d = 1; @ops, Yops) = 0.385. Asi,

A = min{Rp(6 = do; Tobs, Yots), min {Rp(S§ = 00,0 = p*; Zons, Yobs) } }
p*EVp(er)

= 0.111

B = mdx{Rp(6 = do; Tots, Yobs), Max {Rp(8 =0y, p = p*; Tas, Yobs) }
p*eV,ler)
= 0.802.

Ahora, como el nivel de plausibilidad ¢y = 0.15 se encuentra entre A y B entonces
se concluye que las inferencias para § son no robustas respecto a cambios en los valores
plausibles (a un nivel ¢; = 0.15) del pardmetro de estorbo p. La Figura 3.10 muestra
la robusticidad de las inferencias de manera gréfica. Se observa que el valor Rp(6 =
1, p = 0.277; Zops, Yobs) = 0.111 se encuentra por abajo del valor ¢y = 0.15; mientras que
los valores de Rp(0 = 1; Zobs, Yobs) = 0.385 y Rp(6 = 1,p = 0.997; Topsy Yobs) = 0.802 se
encuentran por arriba del valor ¢y = 0.15. Es decir, se trata de un caso de inferencias
no robustas.

Este es un caso donde se debe tener mucha cuidado con la validéz de las conclusiones
derivadas de inferencias sobre d. Se recomienda valorar y solucionar las causas de la no

robusticidad antes de realizar cualquier inferencia sobre §.
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Figura 3.9: Verosimilitud perfil relativa de p: Datos de Chs, dados en la Tabla 5 de
Wu et al. (2002).
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Figura 3.10: Inferencias no robustas para § respecto a cambios en los valores plausibles
(a un nivel ¢; = 0.15) del pardmetro de estorbo p: Datos de Ciysx dados en la Tabla 5
de Wu et al. (2002).
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis se describen etapas fundamentales de un proceso de inferencia es-
tadistica: modelacién, valoracién de modelos, seleccién del modelo, an4lisis de robus-
ticidad, inferencia sobre pardmetros de interés en el contexto del problema e inter-
pretacién de los resultados en el contexto del problema. En este escenario, el tema,

central del trabajo es la importancia de un an4lisis de robusticidad en las inferencias.

En este trabajo se presenta un método novedoso para analizar, via la funcién de
verosimilitud perfil, la robusticidad de las inferencias sobre el cociente de medias de
variables aleatorias independientes X y ¥ con distribucién lognormal de pardmetros
(ux,0x) ¥ (uy,ov), 6 = E(X)/E(Y), frente a cambios en los valores plausibles del
pardmetro de estorbo p = oy /oy. Para mostrar la utilidad del método propuesto
se consideraron dos casos de estudio con datos reales, uno robusto (comparacién de
medias de 4cidos grasos poliinsaturados de dos especies de rayas) y otro no robusto
(comparacién de medias de biodisponibilidad de dos farmacos).

Con base en lo presentado en este trabajo, se concluye que es importante analizar la
robusticidad de las inferencias de un parametro de interés cuando se tiene presencia de
pardmetros de estorbo en el modelo usado para modelar el fenémeno aleatorio bajo estu-

dio. Més atin cuando se sospecha, que declaraciones cuantitativas acerca del pardmetro
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de interés pueden ser afectadas fuertemente por valores plausibles de pardmetros de
estorbo. Por ejemplo, es razonable sospechar que inferencias sobre la diferencia o el
cociente de dos pardmetros de localizacién pueden depender de pardmetros de estorbo
(en el modelo) que explican la dispersién del fendémeno aleatorio de interés. Nétese en
estos casos la funcién de verosimilitud perfil, utiliza principalmete para hacer inferen-
cias sobre un pardmetro de interés en presencia de otros pardmetros considerados de

estorbo, puede ser empleada para analizar la robusticidad de las inferencias.
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Apéndice A
Verosimilitud perfil de )\

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f(z; 1, 0, X) que pertenece a la,
familia de densidades de Box-Cox descrita en la Seccién 1.3 del Capitulo L. Sea 2,4, =
(z1,...,%,) una muestra observada de la, variable aleatoria X. Entonces, la funcién de

verosimilitud del vector de pardmetros (1,0, ) para el caso ) # 0 es (aproximacién

continua)

no -1 ‘
T, 1 by 2

L(t,0, X;Tpy) = : ~5e (= = 1)

(nu‘: g, AT 58) CE \/%O' exp [ 202 Z; I

n A=l 1 n 2
= g ® (H u:t) exp {——Eﬁ (3;1(-’\) — /.b) }, (A1)
i=1 i=1

donde por conveniencia se tomé ¢ = (27)™2. Por lo tanto, de (A.1) tiene que la funcién

log-verosimilitud de (u, 0, A) es

Wiy 0, X Tops) = In [L(,u,a,)\;mobs):[
—nln(o) + (A= 1) S In(z,) - 2_(1;5 M- ()

i=] =1

Il

Cuando el pardmetro ) est4 fijo, entonces la log-verosimilitud dada en (A.2) es una
funcién de p y 0. En este caso, los puntos criticos se obtienen resolviendo simultanea-

mente el siguiente sistema de ecuaciones:
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o1
0 @l(‘u, &N Bips) = - 3:5 Ve Eﬁn,u,,
=l
a no 1 5%
0 = Lo e = 2t S @ -
agl(}"’:ar i Tob ) . = a3 £ (ma N)
Ahora, ndtese que
5 1 o
p) == =
Rt
y n
1 2
52 () = — @ g }
) == Z Eagye
satisfacen (A.3) v (A.4). Ademds, cumplen que
A 9% n
lll - _'l (/"!‘: a, >‘1 xobs) w= A ~0
op? (10— [A), 5] 6%(N)
s 2 n,
lpg = —=1 (b, 0y A; Tobs) = =
do? (1= (0 5] &% (M)
2
lig = auaal (tu) a, oS :Eob.s) = O:

para cada valor fijo de X. Asf, 511 & B, fgg <0y 311522

~

9 1 et
3

(s2)=[R(X),6 (M)]

de p1 y o2 para para cada valor fijo de A.

(A.3)

(8.4)

(A.5)

(A.6)

— [2, > 0. Por lo tanto, A (A) y

62 (), dados en (A.5) y (A.6), son los estimadores de méxima verosimilitud restringidos

Sustituyendo (A.5) y (A.6) en (A.1) se tiene que la verosimilitud perfil de A, para

A#0es

L(/\: xobs) =

En el caso A =

L(AJ mobs)

A-1
. sindl n 1 n
[5 ()\)] / (E’El) exp {—-2-82—(—)\—)2[557(:)‘)
o ([T=) e (5)

0, el valor de la verosimilitud perfil es

1 i

[52 (}\)] it exp {—m Z [ (z;) — & ()\)}2}

=1

[ (] exp (=3 )
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donde fi(A) = (1/n) 3 7, In(z;) y 6%(\) = (1/n) i1 In(z;) — fi)? son los e.m.v. res-

tringidos de 4 y o que resultan del modelo lognormal.
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