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INTRODUCCION

Histéricamente fue Augustin Louis Cauchy el primerc en dar
una definicién analitica de la integral de una funcidén. Su punto
de partida es una funcidn continua f en un intervalo cerrado
[a, 1. El considera una particién P de [a, &I

a = X, < X, L x = b,

v la "suma de Cauchy" correspondiente

™

= = fFCx, S — ¢, )
; 11 1 1-1
=1

Al limite de S, cuando las longitudes de los subintervaleos
[be’ x] de la particidn P tienden a cero, el cual siempre exis-—
te, lo llama la integral definida de f sobre [a, »] y lo dencta
por J;f(x)dx.

Una vez que =1 problema de la definicidn analitica de la in-
tegral fué resuelto por Cauchy para las funciones continuas, las
investigaciones se orientaron hacia la busqueda de una definicidn
analitica de la integral para funciones tan discontinuas como fue—
ra posible. Cauchy, Lipschitz, ¥ Dirichlet hicieron ccntrlbucxones
en esta direccidn mostrando que €s posible definir la integral de
una funcién cuando esta tiene como conjunto de discontinuidades un
conjunto topol égicamente pequeﬁo de manera mas especifica, logra-
ron extender la definicién de integral a todas las funciones due
son continuas excepto en un conjunto de primera especle.

Cabe menclonar Jque para Cauchy, Lipschitz ¥ Dirichlet la in-
tegral de una funcidn discontinua no €S definida como el l%mite de
vcumas de Cauchy" como lo es para las funciones continuas. En el
case no continuo, la integral se define vsislando' primero las
discontinuidades de la funcidén y luedo tomando un limite; por
ejemplo, si una funcién acotada f : [a, 5] » [R es continua excepto

en el punto ¢ € (a, b), entonces sSuU integral se define como el 1i-

mite

-e b
!E.J_;g\ rf(x)dx * FCoxdx

a c+ e

Un avance significativo en cuanto a la extensién de la inte-

gral se lo diéd Riemann en 1854, en donde el problema de la defini-

v



cién analitica de la integral de una funcién discontinua se enfoca
de manera distinta a como 1o hicieran Cauchy, LihpEchitz oy Dirich—
let. Para Riemann la integral de cualquier funcién acotada defini-
da en un intervalo cerrado debe definirse escenclialmente como lo
hizo Cauchy para las funciones continuas. De manera mas especificé
si f es una funci®n acotada definida en un intervalo [a, bl, P es
una particién de [a, bl ¥ EL es un punto arbitrario en [xbd, 3¢ Ty

%

se define la integral de Biemann de f sobre [a, bl por

§ 5,
b
¢ E)k{ xydx = %wt;ﬂ X 0%, )

cuando este limite existe, donde S es el maximo de las longitudes
S de los subintervalos de la particién P.

L
Podemos obserwvar due cuande f es continua en Let,r B3

X T K e la integral Riemann es la integral de Cauchy.

Una vez gue Riemann establece que SU definici®dn se aplica a
cualquier funcidn acotada £ om T 5]l = R &€ plantea entonces el
problema de caracterizar a aquellas funciones para las cuales el
limite gue define su integral existe. Logra dar dos criterios dque
caracterizan a estas funciones ¥y, en base a ellos, exhibe funcio-
nes cuyo conjunto de discontinuidades es denso en un intervalo (¥
por lo tanto no &s de primera especie), pero integrables.

El cambio de enfogque dade por Riemann resultd muy fructifero
vy abridé un camino de investigacidn gue desembocd en el teorema de
Lebesgue, el cual establece que la integral de una funcién acotada
o 5 Lo, 51 » R, en <l zentido de Riemann, existe si y solo si el
conjunto de discontinuidades de la funcidén tiene medida cero, esto
es, dado cualquier numerc &£ > 0, se puede cubrir el conjunto de
di scontinuidades de f mediante una coleccidn numerable de interva-
los abiertos tales que la suma de sus longitudes sea menor que £.

El teorema de Lebesgue cerraba un cicleo de ipnvestigacidén en
cuanto a la teorfia de integracién se refiere. Sin embardo, debldo
a la existencia de funcicones gue no sSoh R—integrablesi, el proble-

ma de extender el concepto de integral a una clase mas amplia de

funciones guedaba abierto.

1 Por ejemplo la funcién de Dirichlet definida en [0, 1] por

1, 9. X e8 ractonal
foo= ; ; By
0, 8L X €3 irracional

¥



Henri Lebesgue da un paso significativo en esta direccién, al
lograr extender el concepto de integral a una clase mas amplia de
funciones. Su integral permite reemplazar el intervale [a, &1 por
conjuntos mas generales y ademas obtiene importantes tecoremas de
convergsncia, Alguncs de los cuales no son vélidos para Va, S iinke=
gral de Riemann, por ejemplo, el Teorema de la Convergencia Acota—
da. Lo anterior hace a la integral de Lebesgue mas satisfactoria
que la integral de Riemann desde el punto de vista del ?ahélisis.
Sin embargo, no toda funcidn resulta ser integrable en el sentido
de Lebesgue. Esto nes plantea la siguiente cuestidn: 4 Es posible
extender el concepto de integral a toda funcidén ?

En este trabajo abordamos el problema anterior para funciones
acotadas. Siguiendo a S. Banach mostraremos Jque €3 posible exten-—
der el concepto de integral de manera no dnica a partir de la L=
tegral de Riemann, psro veremos gue no eS posible la extensidén =i
gueremos Jque sea valido el Tecorema de la Convergencla Acotada. Es-—
to nos sugiere que la integral de Lebesgue S 1a extensién “buena’
de la integral de Riemann.

El trabajo se divide de la siguiente manera:

En el capitule 1 se definen la integral de Riemann y la inte-
gral de Lebesgue, y sSe demuestran algunas de sus propiedades. Ade—
mAs se hace ver que la clase de funciones integrables en el senti-.
do de Lebesgue contienen propiamente a 1a clase de funcicnes inte-
grables en el sentido de Riemann. Finalmente se plantea el proble-
ma de la extensién de la integral de Riemann a todas las funciones
acotadas.

El capitule 2 es dedicado a la demostracién de el tecrema de
Hanh-Banach; la versidn que se€ presenta es un poco diferente a la
que se ve en los textos de an&lisis funcional, ya dque consideramos
el teorema en un espacioc lineal parcialmente ordenade y eso cambia
un poco sSu presentacidn. Este teorema es una de los resultados im-
portantes que UsSamos para la extensidén de la integral de Riemann.

En el capitulo 3 definimos una relacidn de equivalencia en el
conjunto de las funciones acotadas de pericdo uno; a las clases de
egquivalencia que se obtienen de esta relacién las llamamos hiper=
funciones. Probaremos Jue el conjunto de todas las hiperfunciocnes

forma un espacio lineal parcialmente ordenado y por udltimo aplica-

VI



mos la versién del tecorema de Hanh-Banach del capitulo 2, para ob=
tener un teorema de extensidén de funcionales lineales no negativas
sobre el conjunto de las hiperfunciones.

En el capitulo 4 definimos la integral de Banach ¥ haciendo
usc del teorema de Hanh-Banach, mostramos la existencia de inte-
grales de Banach sobre el conjunto de las funciones acotadas de
periodo uno. ExXpresamcs el problema de la extensién de la integral

de Riemann en términos de la integral de Banach y ' per ?ltimo se

presentan algunos resultados que nes muestran que la integral de

Eiemann se puede extender de manera no tnica a todas las funciones

acotadas.

VIilI



1 LA INTEGRAL DE RIEMANN ,
LA INTEGRAL DE LEBESGUE

El objetivo de este capitulo es desarrollar una parte de la
teoria de la integral de Lebesgue para funciones acotadas. La
parte que se desarrolla sera la suficiente para demostrar que la
integral de Lebesgue &S Uuna generalizacidn de la integral de Rie-
mann y gque el conjunto de las funciones L-integrables no agota el
conjunto de las funciones acotadas. For altimo planteamo; el pro-

plema de la integral.

1. 1 LA INTEGRAL DE RIEMANN

Veamos primero algunas definiciones y propiedades concer=
nientes a la integral de Riemann.

Sea f una funcidén acotada sobre ey &1, Y sea
P=da=1t < t<..,% th = »> una particién de [«, ], Una suma

o 1
de Riemann de f asociada con la particién P es una suma de la

forma
L=1j( xi)c t,L = ti—1>
donde x < [tt4’ tt] para (=1, 2, ..., T La eleccién de X, es
arbitraria. La funcion f es Riemann integrable o© R-integrable so-—
bre [a, b1 =i existe un numeroc r con la siguiente propiedad: Para
cada & > O existe & > O tal que
|G -~ r| < &

para cualquier suma de Riemann S asociada con una particidn P gue
tiene norma(P> = max <t = & _ = i =1, 2, ...» n> < 5.

El ndmero r es la integral de Riemann de f scbre [a, bl ¥
lo denctamos por

SN

La definicién anterior de funcidén Riemann integrable es la
dada originalmente por Fiemann. Existe una definicién equivalente
de integral dada en los siguientes términos:

Sea f una funcién acotada de valores reales definida sobre

[ @, bl. Para cada particidn P de [a, bl se definen las sumas



donde

e Sup F(x) y m = Enf f(x)'
ty-q4 SSL ¢ t Li-4 SxSt L

Definimos ahora la integral superior de Riemann de f por
[°f = Inf s,
=}
donde el infimo se toma scbre todas las posibles particiones de

Eeey B 3
Similarmente se define la integral inferior de Riemann de f

por

Jﬁf = Sup s.
La imtegral inferior es siempre menor o igual qus la inte-

gral superior. Si estos numeros son iguales decimos dque f es in-

tegrable y llamamos a este valor comun la integral de f. Dencta-—

i

Dado que las dos definiciones anteriores son equivalentes se

Ir = R JOF

Algunas de las propiedades de la integral de Riemann son las

mos este numero por
tiene que

siguientes:

i3 Jote f & agd = e [oF c,[oe.
L1 J”:f > Q0 ,si fCx) 2 0.

11D f"f Lr # J°f , donde ¢ e (a, b).

PRTD] e = et = ad.

En lo que sigue de este trabajo, denotaremos la integral de

Riemann de f por (R)j:f, cuando haya algun peligro de confusidn.

1 2. CONJUNTOS MEDIBLES Y MEDIDA DE LEBESGUE

En esta seccién se define el tipo de conjunto (conjunto me-

dible) que consideraremos como dominio de las funciones para las



cuales se define la integral de Lebesgue y veremos algunas de sus

propiedades.

DEFINICIGN 1. 2. |: Para cada conjunto A de numeros reales, defi-
nimos la medida exterior de A, m & por
R = ihfz 1¢0 )
Acw A
donde {0 } es una coleccidén de intervalos abiertos que cubren &,
esto es A < Ljﬂ Y lCE ) representa la longltud del intervalo ﬂ

Es facil ver que si A < B, entonces m A = m *B y que m 6 - 0
LEMA 1. 2. 2: La medida exterior de un intervalo es su longitud.

PRUEBA: Probaremos la proposicion anterior primeramente para el

caso en gque el intervalo es cerrado, digamos [a, -5 IS Ya gque
[a, Bl « (a — &, b + &) para cada € positiveo, tenemos dque
m&[a. b] €< 1Ca — &, b + &) =b - a + 2.
Ya que m*[a, ] € b - a + 2& para cada s > 0, entonces
mla, bl £ b - a.
Probaremos ahora Jque mf[a, 5l =2 b - a. Sea {Un} cualquier
colececidn numerable de intervalos ablertos que cubre [a, bl. Por

ol teorema de Heine-Borel se puede extraer uha subcoleccidn fini-
ta <0 } de {0 } gque también cubre la, »]. Ya que a € I Un; en—
tonues algun elemento de la coleccidn contiene a 4, denotemos es-—
te intervalo por Cai, bi). Se tiene que o < a < bi. St b1 = b,
entonces b s [, &1, ¥ ya que b1 = Cal, bi), existe un intervalo

(QE’ b ) en la coleccidn {U } tal que b = Ca 3 bz), esto es

e < b1 < bz. Continuando de esta manera obtenemos una sucesidn
de intervalos(ﬁa, b), (az.tk),..., Cocl, s b)) de la sucesidn
8 a
<0 > tal que a < - ’ < b ; ya gue {ﬂh} os una coleccién fini-
ng i- L K

ta, el procedlmlento debe terminar con algun intervalo (as, bsL

Pero esto termina solo si b e (a, &), esto es, si a < b < (T
=] s 8 =}

Luego
E}{U Fi B l(a s B.Y =t~ ad # Ch =@ J H msamet (5= ot D
> -] =] s-1 s—4 1 i
=p —-Ca—-& ) —fLa -~ b N s .. = G = BT
s s s—1 s-1 s-2 1 i
== b =«
s i



1:: ., 1 v Py -, o
ya que a, bi. Pero bs = b oy o, < o ¥y asl que bs h =] <y

por lo ta:t.o z 1¢0) = & - a. Esto musstra que o I S W TS
asi que m [a, bl = b - a.

Sea ahora [ un intervalo acotado cualquiera, entonces dado
e > O, existe un intervalo cerradeo J < [ tal que LCOY > L dh =g,

Luego

YOGS o o FOHS = D%l Bl 1¢ly = 1¢0),
asi que para cada £ > O !

1C0) —e < m'D £ 1C0),
por lo tanto m 0 = 1C0).
Supongamcs ahora que 0 es un intervale infinito, entonces
dado cualguier numero real M, existe un intervalo cerrado J < ]
con 1(J) = M. Luego el > md = 1¢J) = M, ya que mD = M para ca-

‘

S
da M, ml0l = o = l(ﬂ)..

LEMA 1. 2. 3: Sea <A > una cucesién infinita numerable de conjun-

tos de numeros reales. Entonces

i X U&)SEm"’A\.
™ n ial

PRUEBA: Si uno de los conjuntos &n tiene medida exterior infinita
la desigualdad es clara. =i m*&n es finita, entonces dado & > o,

existe una coleccidn numerable <l i’} de intervalos abiertos tal
™

’

que A& < U0 . ¥ Z 1¢0 ) < A + 2 "e. Ahora la coleccidn
n von,i n,i n

<« 3 =1}l > es numerable y cubre IUA . Asi
TN L T,V n Ny L 0 ™
- o0
m(LJR;)SEl(ﬂ _>=zzlcﬂ,)
Nn=4 n ; n, L n, L
o, L n=4i1l
o o0

A *
< &1& + 2 e] = Vnz& + £.
L2
=

Ya que £ > O es arbitrario,

*e W
e ¢ U&)Ezpnﬂx..
™ " n

DEFINICIGN 1. 2. 4: Un conjunto [E se dice ser medible si para ca-
da conjunto A se tiene dJue nR = mCRA N E) + mCA N (R - E)),

donde R denota el conjunto de los reales.



Ya que siempre se tiene que
a2 R N EY 4w 0A MR = B2,
entonces para ver due un conjunto E es medible, soleo verificare-
mos que Rz mCA N E) + m(R n (R - [E)) para cada conjunto &.
Es claro que © y [R son conjuntos medibles y que si [E es me-

dible entonces también R - [E lo es.
e
LEIMA 1. 2. 5: Si m [E = O, entonces E es medible.

PRUFBA: Sea A cualquier cenjunto. Entonces (A NE) cE y asi
KR A E) £ mCE) = 0. También A N (R - E> < A y ast
¥R = omNA M (R - EX) +m (A N ED.

Y por lo tanto [E es medible. g

LEMA 1, 2. Bi si E ¥ E, son medibles, entonces [E_ L E, también

lo es.

PRUEBA: Sea A& cualquier conjunto. Ya que [E  es medible tenemos
miCA A (R - E D
=B N(R-ED NED + m A N (R - E D N (R = ED,
y ya que A N (E1 U] Ez) = KA E1) U A N Ez ek = Ex))' tenemos
que
meCA n CE, U E)) S mCA N ED+ n*h N E, 0 (R - E)DD.
Asi

mCA n LE, U ED) mRA A (R - ED N R - EDD
< mCA N ED+ n*CA N E, N (R - E)D + mBs A (R - ED N (R - E)D
= A NED + m*CA N (R - ED) = e R

por la medibilidad de Ei. Ya que
R - (E UE)Y =¢(R - [E > n (R
i 2 1

5
2

entonces E U E_ es medible.
1 2 2]

DEFINICIGN 1. 2. 7: Una coleccién a de subconjuntos de R es 1lla-
mado una Algebra de conjuntos si:
Y AuBea ,si A, Bea,

(YR -A ea, si A e a.



DEFINICIGN 1. 2. B: Una 4&Algebra a de conjuntos es llamado una

c-algebra, si cualquier unién numerable de conjuntos en a esta

también en Q.

COROLARIO 1. 2. 9: La familia m de conjuntos medibles es wuna 4&l-
gebra de conjuntos.
'

LEMA 1. 2. 10! Sea A cualquier conjunto y Ei, Ez, o e una su-—

™

cesién finita de conjuntos medibles disjuntos dos a dos. Entonces
™

m"‘[xs " [,J;EL]] - Ynta n ED.

1L =4

PRUEBA: Usaremos induccién. Es claro que el lema es valido para
n = 1. Supongamos que la expresidén es valida para n - 1 conjuntos

EL. Dado que los Ei son conjuntos disjuntos, tenemos

i [Jgﬂa] r‘-i[Eh = & riEn

¥
- N n—141
oo [0&] new - gy =an [ UE]
Dado que Ehes medible, se tiene
“lan [UE]] = nca A ED + n*[a "UE
= [ JHE ] =m 1%, i [ M Ny t]
4
=m*(A\m[Eh) + m*(ﬁm[Et),
L=t
por nuestra suposicién del lema para n = 1 conjuntos. g

Mostraremos ahora que la familia de los conjuntos medibles

forman una c—Algebra. Frobamos antes un lema auxiliar.

LEMA 1. 2. Il: Sea a una Algebra de conjuntos en R y <4> una
sucesién de conjuntos en a. Entonces existe una sucesidén {B > de

ial
conjuntos en a tal que B% M Bm = para n & mYy

0 s 8]
Ue = 1J 4.
n=E4d n n=1 n



PRUEBA: 5ea B, = 4 ¥ paca cada n > 1 definimos
B =l el sl IS g ) A i
n 2l i 2 -4
= A ﬁ(EE—A)m([R—A)m...ﬁ([R‘—A oy
n i 2 n=-4
Dado que A,L e a, entonces E‘h e a. Podemos ver también que
Bh = An. Consideremos ahora Bh ¥ Bm tal, . gues im0 s i, Entonces
Bm = Am ¥
B B el b
m n m ™

i A YR A KR = A Mo OUR =4 )
m ™ i 2 'h—!.?
= A4 NC(R — 4 )N A Y ow e FGE: —oM i)

m m n n-4
= 0.

Dado que B € A , tenemos que
e <« L) 4.:.
n=4 N n=41d n

o )
Sea ahora x € UiAh. Entonces x € A,L para algun t. Sea n el
=

mas pequefic valor de i tal que x € A_L. Entonces x € Bn y asi
0

x « |J B . Es decir
n=414 n

00 w
nLéJiBh P hL‘z’JiAn
v por leo tanto
) 00
nL'EjiBn - nl—;:l.An'-
LEMA 1. 2. 12: La familia m de conjuntos medibles es una

c-4lgebra de conjuntos.

PRUEBA: Ya que m es una &lgebra de conjuntos, lo que tenemos que
probar es que si E es una unién numerable de conjuntos medibles,
entonces E es medible. Se sabe que E se puede escribir como la

unién de una sucesidn {Eh} de conjuntos medibles disjuntos dos a

n
dos. Sea A cualquier conjunto y [Fn =L91[Ei.. Entonces I]"ﬁ es medible
y([R—an) > (R - [E>. Luego
* * *
m A =m(A r'niFﬁ) +m (A N (R -[Fn))

> A N F D R N (R - EXD.
Por el lema 1. 2. 10

n

Gl R D pER D
" . i

L=1

asi



n

o zm‘“cm AED + mCA N (R - B
i=1
va que el lado izquierde no depende de n tenemos que
0
mA zm"(& AED + mCA A (R - B
L=4

= A AE AN R - B,

de acuerdo a lema 1. 2. 3 m

LEFMA 1. 2. 13: E1l intervalo (a, w©) es medible.

PRUEBA: Sea A cualquier conjunto, Ai = A n (a, o) ,
W * 3
&2 = & n (-, al , entonces debemos probar gue m ﬁlsi + m &2 < m A.
" :
St m A = w, entonces no hay nada que probar. Si m A < 0, entonces

dado £ > O existe una coleccidn numerable {ﬂh} ‘de interwvalos a-—

biertos que cubren a A y para la cual
Sico > < nA + e
b

Sea 0° =0 NnCa, o y1” =1 A (-, al, entonces 0' ¥ i* =son
™ ial ™ n n

intervalos (o conjuntos vacios) ¥
) »* ™
R R 0 G R B =m0+ miD”
™ ™ igl n ™
Ya gque Rsl = [}r", tenemos que
e L. ¥
m & Sm(LJI]’)SEm.i]‘,
i n ol
Yy ya que A‘sz =l i}:, tenemos due
* .
o W S szm"‘n".
2 i n
Entonces
* #*
m A +m*.58 ﬂz(m*l]'+m*ﬂ”")$zl(ﬂ)Smﬁ‘Pa,
i 2 ™ n n
pero como £ €3 arbitrario

3% A
mA +m A =mnhAg
i 2
DEFINICIGN 1. 2. 4 La coleccién B de conjuntos de Borel es la
mas pequefia c—-4al gebra que contiene todos los conjuntos abiertos

de R'.Es decir si !Bi es una c—-algebra que contiene todos los con-—

4 Emn H. L. Royden, Real Analysis, Pdg. 16 se puede ver una prueba
de existencio de esie tipo de o-4lgebra.



juntos abiertos de R, entonces B < Ei.

COROLARIO 1. 2. 15; Cualquier conjunto de Borel es medible. En
particular cada conjunto abierto y cada conjunto cerrado es medi-

ble.

PRUEBA: Dado que la coleccién m de conjuntos medible es una

s-4lgebra tenemos que [ -w, al es medible para cada ¢ ya due
g

0

(-0, @l =R - Ca, . Dado que (-, &) =h%&[—w, & = —%ri tenemos
que (—-w, b) es medible. Por lo tante cada intervalo abierto
Ca, ®) = (-w, &) M (a, ® es medible. Ahora como cada conjunto

abierto es la unidén numerable de intervalos abiertos este debe
ser medible. Asi m es una c-4lgebra conteniendo los conjuntos a-
biertos y por lo tanto contiene a la familia B de conjuntos de
Borel, ya que B es por definicién la mas pequefia c-algebra conte—

niendo los conjuntos abiertos. g

DFFINICIGN 1. 2. 16: Si [E es wun conjunto medible definimos la

medida de Lebesgue, mE, como la medida exterior de [E.

LEMA 1. 2. I1: Sea {Eh} una sucesién de conjuntos medibles, en—
tonces

wLIE. Y & 2 miE. .
1 1 B

Si los conjuntos [E son disjuntos dos a dos entonces
B

m(IUE > = z mlE. .
L L

PRUEBA: La desigualdad ya quedo establecida en @l leéema 1. 2. 3..
=i {En} es una sucesidén finita de conjuntos medibles disjuntos
dos a dos entonces el lema 1. 2. 10 con A =R implica que
m(L,J[E)=EmIE.
T on n
Sea {Ek} una sucesidén infinita de conjuntos medibles disjun-—

tos dos a dos, entonces

E

0
b [E, =
i L

=4 i i

we 3



Asi que

0 n
L BT L S e ST ) =EmlE,
1=41 1 1=4 ey 1
Ya que el lado izquierdo no depende de n, tenemos
o 0
m u [ED> = Em[E
L=1 L &y X

La desigualdad invertida también es valida, y por lo tanto

[63)
w0

m{ ,LL:_:Ii LEi,) = EmIEt..

n=41

?

LEMA 1. 2. 1B Sea {[En} una sucesi®dn infinita decreciente de con

juntos medibles, esto es una sucesidn con E . < [E para cada n.
) b ol n

Sea m[E1 finita, entonces

(& 4]

m(. . n [ED> = Lim
=1 "

n -+ n

(6.0)
PRUEBA: Sea E =.n [E y sea [ = E - [E . Entonces
1 =4 L L v a5 L+d
E -E = JUF,,
4, i=1 v
y los conjuntos F} son disjuntos dos a dos. Luego
w0

(80}
m(E, = E) = zmﬂ—‘_t - Zm([Ei - E )
n=1 n=4

Pero mE = mE + WE - E) ¥ mE, = mE, + E - [E >, dado
i 4 L L+d L 1+1
que E < E1 y [E, k= EL. Ya que mEi put m[E1 < w, tenemos

1+4

wWE -[E) =mE - nE y XE - E y = wE., ~ B,
i 1 1 L 1+

1+1

[5.6] ™
WE  ~ mE = zm(uz. - E = leZm.([E, wt B G
i nEy L L+4 &y L L+1

N0,
L

il
LimZleE,—mLE )-—'Limm([E-[EI):m[E—le
& L L alsd

=00, i+l o0 i ™ i n =0 n’
L

Dado gque mJ'.E1 < o tenemos que
_ Lim
mE = mE . g

=00 n

1 3 FUNCIONES MEDIBLES

A las funciones gque se les define la integral de Lebesgue se

les denomina funciones medibles. Veremos ahora el concepto de

10



funcidén medible.

LFMA 1. 3. |: Sea f una funcidn de valores reales extendidos cuyo
dominic es medible. Entonces las siguientes proposicicones son e-

gquivalentes:

{3 Para cada numero real « el conjunto €{x : fix) > <« es me-
dible.

i) Para cada numero real a el conjunte <{x @ fC0x) Z o> | es
medible. i

£i1) Para cada numero real o« el conjunto {x : FE A = el | es
medible.

i{v) Para cada numerec real « el conjunto <x : Flxd =e> 28
medible.

Estas proposiciones implican:

v) Para cada numero real extendido o el conjunto

{x : f(x) = <> es medible.

PRUEBA: Sea D el dominio de f. Dade que
Ix 1 flx) S a2 =D — Lx: fCHD) > cor
entonces i) implica iv>, ya que la diferencia de conjuntos medi-
bles es medible. Similarmente t{v) implica t) ; 1) impliea i) ¥
Lit) dmplica ®uJ.
Ahora dado que
= i
€x o fUx) Z a>r =ndx o fOx) > a- —,
n=4 mn
entonces i) implica ti), ya que la interseccién de conjuntos me-
dibles es medible. Similarmente i) implica ), ya que
0
Cx 1 FCx) > o> = Udx @ flxd 2 « + —i—J
n=1 n
y la unién de una sucesidn de conjuntos medibles es medible. Esto
muestra que las primeras cuatro proposiciones son equivalentes.
Si &« es un numereo real
{x 3 f(x) = o> =<Kx: f(x2 Zzcw N Lx 3 ) = o2
luego ii) y tv) implica w).
Ahora
[y
{x 1 fCx) = o> = ﬁi{x : Fflx) 2 >
n= |
luego {i) implica v), si « = . Similarmente fv) implica v) para

o« = —w, asi que i) y tvw) implican v).W

11



DEFINICIGN 1. 3. 2: Una funcién de valores reales extendides f se
dice que es medible si su dominico es medible ¥y si satisface una

de las primeras cuatro proposiciones de el lema 1. 2 JO

TEOREMA |. 3. 3; Sea ¢ una constante y f y g dos funciones medi-

bles de valores reales definidas sobre el mismo dominio. Entonces

las funciones f + ¢, ¢f, f + & & — F ¥ f8 son también medibles.
%

PRUEBA: Dado que <x : f(x) + ¢ < o« > = &x : f(x) < a - ¢, Y de
acuerde a la condicidén {1i) del lema 1. =i L se tiene que

Ff(x) + ¢ es medible. En forma similar se prueba que ¢f es medi-

ble.

si fix) y glx) < «, entonces Fix) < a — glx). Se sabe que
existe un racional r tal que Ff(x) < r < « — #Cx). Asi
T s fEX) + gl < o = %l({x : fUxd < r> N Lx s glx) < a - 1)
yva que los racionales son numerables se tiene que el conjunto
{x @ fCx) + glx) < a ¥ es medible y por lo tanto 7 + g es medi -
ble. Ya que —g = (-1)g es medible cuando g lo es, entonces f - &
es medible.

La funcidn fz es medible, ya que
1 FAOO >y = Lk fOd > YA U Lx : fOx < =YD
para « = 0, ¥
L% i FUx) »e> =D
si « > 0, donde D es el dominio de f. Luego
2 2 2
f8 = —=— Ff'+ g — f - 3]
es medible. g

TEOREMA 1. 3. 4: Sea <f > una sucesidn de funciones medibles (con
el misme dominio de definicidn). Entonces las funciones
Sup< fi, fz’ 5 5 fn}, Inf< f1’ fz, 5 fn}, Sgp fn, Igf fn .

Lim fn vy Lim f son también medibles.

PRUEBA: Sea h definida por h(x) = Sup{f , Foo v £ entonces

b o]
Lo o hlxd > 43 =iyi{x : fi(x) > . Luego A es medible ya que

le



j‘ es medible. Aor alt S i gl e = Sgp Fakaed, entonces
n
(82 ]

£ B ghoe) =aeer = Ui{x s Csa e entonceé Sgp R B medi —
™= n n
ble. En forma analoga se prueba para Igf fﬁ. Dado que
Lim f = Lof SUE f . se tiene que Lim j es medible, analogamen-—
il n n: k n

te se tiene gque Lim fﬁ es medible. g

DEFINICIGN 1. 3. 5 Una propeosicidén se dice ser valida casi donde
quiera (c.d.) si el conjunto de puntos donde no es valida tiene

medida cero.

En particular decimos due f=gec.d., 81 f ¥y & tienen el
mismo dominioc y mix : f{x) = glx)> = O. Similarmente decimos que
fh converge a g c.d. si existe un conjunto [E de medida cero tal

cue fn + ¥ para cada x & [E.
LEMA |. 3. B: Si f es medible y f = g c.d. entonces g §S medible.

PRUFBA: Sea [E el conjunto {x : glx) # fCx>>. Por Thipétesis
mlE = O. Ahora
Cx @ glx) > <> ‘
= {x : f(x) > &> U {x e E : glx) > > — g = [E ¢ glodd & &)
Los conjuntos {x € E : g(x) > <« ¥ {(x e [E: glx) = <> son
medibles ya que son subconjuntes de E y {x : f(x) > a> es medible
ya que f es medible. Entonces <{x : g x) > «> es medible para cada

« y por lo tanto g es medible. g

Si A es cualquier conjunto definimos la funcién caracteris-
tica de el conjunto A, KA, por

ik _ 1, =1 x € A
HAnied = { 0, si x & A.

Es claro que x@ es medible si y solo si A es medible. Una
funcidén ¢ de valores reales es llamada simple si es medible y to-
ma solamente un numero finito de valores. Si ¢ &S uha funcidn

simple ¥ {al, o wmeim & » ez el conjunto de valores no cero de
n

ha
)



m
©, entonces @ = Zatx&, donde .&st =i 2 pliaad G cs‘,_}. Esta repre-—
i=1

sentacién para ¢ es la llamada representacién candénica. Se puede
ver que la suma, el producto y la diferencia de funciones simples

ez simple.

1 4 LA INTEGRAL DE LEBESGUE DE UNA FUNCION ACOTADA SOBRE UN
CONJUNTO ACOTADO. )

Una vez definidos los conceptos de conjunto medible y fun-
=ién medible y haber visto algunas de sus propiedades estamos

listos para definir la integral de Lebesgue.

DEFINICIGN 1, 4. |: SL ¢ es una funcién simple que es cere fuera
de un conjunto de medida finita, entonces definimos la integral

de Lebesgue de p, [p(x)dx, per

™

fiecsodx =inaimAL,

™
donde ¢ tiene la representacidn candénica ¢ = Zoc_"x‘m.
L=4

También usaremos el simbolo ﬁp para la integral de Lebesgue

de p. Si [E es cualquier conjunte medible definimos la integral de

Lebesgue de ¢ sobre [E, L‘;p, por

S = Jox,

LEMA 1. 4. 2: Sea ¢ = ) aX_, con E N [Ej = @, para f e R
151 ¥
poengamos que cada conjunto IEL es medible de medida finita. Enton-

ces

PRUEBA: Tenemos que A = {x : ¢l = a > =_LJ [E.. Luego
a art=a i

anv&‘aa = ZaLmEEL por la aditividad de m y por lo tanto

aL=a

jp( xJ)dx = Eamﬁha = z a,lm.[EL..

{4



TEOREMA 1. 4. 3: Sean ¢ y y funciones simples las cuales son cero

fuera de un conjunto de medida finita. Entonces

Jtap + by) = ale + bfw.
¥ oad 2z o e.ds

fo = v

PRUEBA: Sean {&?} Y {Bgrloé conjuntos en los cuales se * obtiene
la representacién candnica de ¢ ¥y ¥ respectivamente. Sean ﬁo ¥ Bo
los conjuntos donde ¢ y ¥ sSon cero. Entonces los conjuntos Ek ob-
tenidos al tomar todas las intersecciones &L m IBY
L2 Ay By sees 8 F =204 1 By wessdy forman una coleccidn

disjunta de conjuntos medibles y podemos escribir

N N
@=zakxE Y w=2bkx 2
k=4 ‘i oty =
Por lo tanto

ap + by = Eccmk + b .
Asi que Jtap + byl = afp + bfw de acuerdo a el lema anterior.
Para la segunda proposicidén notamos que
Je - Jw = Jcp - w =20,
va que la integral de una funcién mayor © igual gque cero s no

negativa. g

Nuestra intencién ahora es definir la integral de Lebesgue
para una funcidén f acotada sobre un conjunto medible [E acotado.
Por analogfa con la integral de Riemann consideramos para funcio-

nes simples ¢ y y los numeros

Inf J;w y Sup Jgp.
wef st
4, Cuando estos dos numeros son iguales?. El siguiente lema nos da

la respuesta.

LEMA 1. 4. 4 Sea f definida y acotada sobre un conjunto medible

[E acotado. Para que

Int ngCx)dx = Sup Jgp(x)dx
f sy : fre

5



para todas las funciones simples ¢ ¥y ¥, €S necesario y suficiente

que f sea medible.

PRUEBA: Sea f acotada por M y supongase que f es medible. Enton-

ces los conjuntos

E = {x : kM Fix)y > _iﬁzlliL}w i TR,
n n

son medibles, disjuntos y su unidn es [E. Entonces

™

mE = mE.
k
k=—-n
Las funciones simples definidas por
i} n
M M
= c— = — = 36( b}
RES - ké;f3%%(X) y P, 00 e kZLik 1%, Cx
satisfacen
@ () = f(xd = w (0.
n ™
Entonces
el
Ing [ pcodx £ [ €0 =-ii§ RME, ,
wz? E - JE'N nk=_ﬁ k
Syp [LeCddx z Jp () = iZm—wME.
@5? E - JE'n b k
De donde
1a]
O £ Inf J'w(x)dx - Sup J'p(x)dx < ~£Lz ME = —H—mE.
= e E Ton L ok n

Ya que n es arbitrario tenemos

Inf J;wa)dx - Sup J;@(x)dx = O

v la condicidén es suficiente.
Supongamos ahora que
Inf J?w = Sup J;P'
f sy fre

Entonces existen funciones simples ¥ Y e tal que

< <
"O_n( x) E X3 = wn( x>
Jﬁf(x)dx - I@ (x)dx < i
n n n

Entonces las funciones

e
w =Inf y vy ¢ =5Upe
n

i6



son medibles por el teorema 1. 3. 4 y

L e
PR IR < T T TR e
Se tiene que

* *»*
R = doe o @ CXD S XY 7 H)QL
donde
E
B, = Ix o i < Yo - _12—}'
Pero cada &t estai contenido en el conjunto §
: 48
L 4 ph(x) < wh(x) —?—J ;
y este conjunto tiene medida menor o igual que e Ya que n es
arbitrario se tiene gue m&t =0y por lo tanteo mA = O. Asi
@* = w* excepto en un conjunto de medida cero, es decir f es  me-—

dible por el lema 1. 3. B y la condici®n es necesaria.g

Podemos definir ahora la integral de Lebesgue para funciones

acotadas y medibles.

DEFINICIGN 1. 4. 5: Si f es una funcién medible y acotada defini-

da sobre un conjunto medible [E acotado, definimos la integral de

Lebesgue de f scbre [, J;fix)dxg, por

jEfc x)dx = Inf waCx)dx

donde el infimo se toma sobre todas las funciones simples w Z f.

. . o
<i [E = [a, bl, escribiremos algunas Vveces J;f en vez de

J‘la,b]f ’

El =siguiente teorema nos muestra que el conjunto de las fun-—
ciones R-integrables es un subconjunto de las funciones L-inte-

grables.

TEOREMA 1. 4. 6: Sea f una funcién acotada definida socbre [a, &

Si f es R-integrable sobre [a, b], entonces es medible ¥

2 En lo que sigue de este trabajo, algunas veces denotaremos la
integral de Lebesgue de f sobre E, por

'cuj‘Ef.



b b
CR)_faf(x)dx = CL)faf(x').

PRUEBA: Ya gque cualquier funcidn escalonada es una funcidn simple

tenemos que

: T b
(.E)th(x)dx 2 Sa:;f: th(x)dx < Im;‘ fowa)dx < cmjafcx)dx.

s '3 v '
va que f es R-integrable, las desigual dades son todas igualdades.
f es medible de acuerdo a el lema 1. 4. 4..g :

FJEMPLO 1. 4. 71 En la introduccidn mencionames que la funcién de
Dirichlet

ot sty 1, si x es racional

fEX) = 10, si x es irracional
no es Riemann integrable. Esto es féacil de ver ya gue

- o i " )
ca;f:fc;odx =5 -a y cm__[a;rc xddx = O,

Pero esta funcién es Lebesgue integrable, dado que f es una

funcién simple medible y como milos racionales> = O, entonces

(L)jzf = (LI fx_, = O

Este ejemplo nos muestra que el conjunte de las funciones L-inte-

grables es mids amplio en sentido propio, que el de las funciones

R-integrables.

LEIMA 1. 4. B: Si f v g son funciones medibles acotadas definidas

sobre un conjunto [E medible acotado, entonces

£) fCaf + bg) = af f + bf 8-

tt) Si f = g c.d., entonces
I = Ie&
t11) Si f £ g c.d., entonces

s = Jes

tv) si M 2 flx) = M;, entonces
M mE < [f = MnE.
v) Si A y B son conjuntos medibles, disjuntos ¥y acotados,

entonces

18



J;;Hf > f;f 6y J;f'

PRUEBA: Si y es una funcién simple también lo es ay, e inversa-

mente (si a = 0).Luego si a > O

jgaf = Inf J;aw = & Eaf j;w = Jgf.
wef wel
Sf @< 0O

L3
Jgaf = Inf J;ap = ¢ Sup Jgp = LT J;w = a J;f.
psf ¢ sf wef

Si {0 son funciones simples tales que ¥, 2 F ¥ e Z &

entonces f + g =< 7 Gl Asi
-[Ef g = J;?i T ¥,E J;wi * J;#E'
va que el Infimo de el lado derecho es J;f # J;g tenemos

Jsre=ff+ Jes

Anilogamente podemos obtener que

jgf *E= J;wi TV, J;y1 r J;wz’

y como el supremo del lado derecho es j;f + Jgg tenemos

[F ez 5+ &

de esta manera probamos i).

Para probar ahora i) es suficiente mostrar gue J;f -'& = 0,
Dado que f - g = 0 c.d., se sigue que gi y es una funcidn
simple tal que w 2 f — g,entonces y = O c.d. de esto se sigue gque
>
J;w Zz 0.

De aqui que

J’Ef+gao.

Similarmente se tiene

Jgreso

v por lo tanto ti). La prueba para 11) establece tii). Por tii) ¥

el hecho de que
f1 = nmE,
E

se tiene 1v). Ya que 31&5 = x; h !; y por i) se tiene v). g

E]l teorema 1. 4. B, el ejemplo 1. 4. 7 y el lema 1. B =
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nos muestran que la integrél de Lebesgue es una generalizacidn de
la integral de Riemann. Mostramos ahora una importante propiedad
de la integral de Lebesgue, no valida para la integral de Rie-

mann.

TEOREMA 1. 4. 9 (Teorema de Convergencia Acotadal: Sea  {f 0 una
sucesién de funciones medibles definidas sobre un conjunte E me—
dible acotado y supongamos gue existe un ntmero real M tal que
|fan)| < M para todo n y x. Si fC(x) = Lim thx) para cada X en

[E, entonces
J“Ef = Bifia J”th.

PRUEBA: Estableceremos primeramente lo siguiente:
Dado £ > O ¥y & > O , existe un conjunte medible A < £ con

mh < & y un enterc N tal que para todo »x & A v tode n =2 N

lj'n(.\«:) - fCx)| = .

Sea
5 = . ) —_ =
&ﬁ i{x € [E : |jﬂ(x) flxr| =z &

y el conjunto

0
E =G =<xelE: |fI{x) - f(x)| = £, para algun n =z N>,
N Nn=N n n
Es claro que ENH <= EN y para cada x € [E existe algun EN a el

cual »x no pertenece ya que fn<x) » FUxD. ASl]ﬁEN = 0 y de acuerdo

a el lema 1. 2. 18, Lim mEN = 0. Por lo tante dada & > 0 existe N

tal que
mE < &,
N
esto es
mix « [E : |f%(x) - f(x>| z &, para algun n Z Ny < 6.

Si escribimos A& para este EN, entonces mfl < & vy

R - A& =4<x el : [j;(x) - f(x)| < &, para algun n z N>,
Un caso especial de lo gque establecimos es lo siguiente:
Dado € > O existe N y un conjunto medible & o E; con
mAy < —%H tal que para n = N y x « (E - A tenemos que
| £ (o = FOO| = s
Asi
5, = Sr| = |5t = 2} 8 Bl = 7= fealty = 51+ Ll 2 A

0



Es decir
Ith+J-Ef'-

Mostraremos ahora que la integral de Lebesgue, no agota el
conjunto de las funciones acotadas. Es decir mostraremos la exis-—
tencia de una funcién que no es L-integrable. Por definicidén una
funcidn es L-integrable si es medible. Entonces mostra?emcs la
existencia de una funcién no medible.

La funcidén caracteristica x; de [P, es medible, si y seolo si
[P es medible. Luego si mostramos la existencia de un conjunto no
medible [P, tendremos gque 3; es no medible. En lo que sigue mos -
traremos la existencia de un conjunto no medible.

Sean x y y numeros reales en [0, 1), definimos la suma médu=
lo1 de x yypoer X + 3, 51 x+y <1l yx+y- i =i x + y 201
Denotaremos la suma médulo 1 de x y ¥ por x oy, Entonces + es
una operacién conmutativa y asociativa de valeores en [0O, 1).

Si [E es un subconjunto de [0, 1), definimos el trasladadu

médulo 1 de [E por el conjunto

E +y=<%2: 2 =Xx & v, para algin x € [E>
Mostraremos enseguida gque la medida de Lebesgue es invariante ba-

jo traslaciones médulo 1.

LEIMA 1. 4, I0: Sea E <« [0, 1) un conjuntc medible. Entonces para
cada y « [0, 1) el conjunto [E ¥+ y es medible y m([E ¥ v) = mE.

PRUEBA: Sea E = E n [0, 1 - ¥) ¥ E, =EnIl1 -y, 1. Entonces
E1 Y Ez son conjuntos disjuntos medibles cuya unién es [E, luego
mE = mE + mE
-] 1 z -]
Ahora Ei + vy = E1 + y, por lo tanto lE1 + y es medible ¥y
m([E1 F = mEi, ya que m es invariante bajo traslaciones. También
Ez Fy = Ez +y -1, asi que Ez ¥ vy es medible y m(Ez oy o= rﬁEz.
Pero E + v = ([E1 v ou (Ez + y) y los conjuntos Ei vy Ez oy

son disjuntos medibles. Luego [E + y es medible y

wWE + y) = m(Ei + ) o+ m(Ez + y) = mmi + mEz = nkE. g

=



DEFINICIGN 1. 4. II: Para x, v en [0, 1), decimos gque x es equi-

valente a v, x ~ ¥y, Si x — y S un ndmero raciocnal.

Es facil ver que esta relacidén es una relacidn de equivalen-—
cia. Por lo tanto esta relacién induce una particién de [O, i) en
conjuntes ajenos dos a dos, llamados clases de equivalencia.

Estamos ahora en condiciones de definir un conjuntojno medi —

ble.
LEMA 1. 4. 12: Si P es un conjunto que contiene exactamente  un
elemento de cada clase de equivalencia de las inducidas por la

definicién 1. 4. 11, entonces [P es no medible.

PRUEBA: P existe de acuerdo a el axioma de elecclidn. Sea N

una enumeracién de los racionales en [ O, 1) con o oy deglglg
mos Fh= P + r . Entonces Po = [P. Sea x € PL M Ff Entonces
x=p +r = pj + rj, con p, pj e [P. Pero g, = pj =S L es
un numero racional, luego P, = pf Ya que [P contiene exactamente
un elemento de cada clase de equivalencia, entonces p= pf Esto
significa que si ¢ # j, entonces Pilﬁ Pj = ¢, es decir {Pﬂ} es
una sucesién de conjuntos disjuntes dos a dos. Sea ahora

x € [0, 1), luego x pertenece a una clase de equivalencia, por lo

tanto x es equivalente a algun y de [P. Pero sl X RS B SRR

o0
para algun n, entonces X € Ph. Luege (O, 1D =J3LPH. Si P es medi-
ble, Pﬁ es medible y tiene la misma medida de acuerdo a el lema
1. 4. 10,

Pero si este es el caso tenemos
0

o0
mLo, 1) =m I JP 5 = 2 mp = szP
n=0 n=0
v el lado derecho es cero © infinito, dependiendo si mP es cero ©

positivo.
Pero esto es imposible ya que m[O, 1) = 1. Por lo tanto [P es

no medible.-

Asi que 1; es no medible, y por lo tanto no es L-integrable.



1 5 EL PROBLEMA DE LA INTEGRAL

Hemos mostrade hasta agqui que la integral de Lebesgue es una
extensién de la integral de Riemann; y la existencia de una fun-
cidén que no es L-integrable. Esto nos plantea la siguiente cues-
td o

;Es posible asignar a cada funcidn £ : [e, b1 » R acotada,
un ntumero, gque denotamos por th, que satisfaga las s;guientes

condiciones:

s Jt<cif ¥ e Ek = Cifzf & Czjzg’

L) jtf > 0 ,si f(x) = O para todo x € la, bl,

e 4 08 th = JZf etz J:f , donde ¢ € (a, b),
Tv) ch = gl — ady

v [°F = (RO [°f, si f es R-integrable.?

En la seccidén anterior vimos que la integral de Lebesgue exX-—
tiende la integral de Riemann a funciones f: E » R, donde [E es
medible, y este no es necesariamente un intervalo. Podemos pues,
ir mas lejos y plantearnocs la cuestidn de si es posible la exten-—
sidn de la integral de Riemann a toda funcién f : [E » R acotada,
v donde la unica restricciédn al conjunto [E, es que sea acotado.

Existe un problema con este planteamiento con la propiedad
; tv),jic = (b - a), es decir la integral de Riemann asigna a la
funcidn constante uno, sobre [a, b1, la longitud de [a, &]. si E

no es un intervalo, /Jcomo expresamos j;l? Lo ideal seria tener

que J;} = longitud de [E, pero jcomo se define la longitud de Ea
para cualgquier conjunto acotado [E? Damos la vuelta a este proble-
ma observando que, Jti = Jil , si solo si & - a &S igual a d - c.
Una propiedad que tienen en coman [a, &l y (e, dl, es due Son
isométricos, es decir existe una isometria de [a, bl en [c, dl.

Esto nos permite expresar tv) de la siguiente manera: si E ¥ C
son isométricos, entonces J;i = J}}. Expresamos entonces, el pro-
blema de la extensién de la integral de Riemann a toda funcidén

f: E » R como sigue:

;Es posible asignar a cada conjunto acotado E de R y <cada



funcién f : E » R acotada un namero que satisfaga las siguientes

condiciones:

i) [laf + bgd = af f+ b 8

Ld) J;f > 0, si f = O para todo x € E,
t:;i)jwcf=fEf+jcf, si EMQC =9,

J;I;, si E y € son isométricos,

T 3
E E

vl ol

[a,bl
A este problema lo llamaremos el problema de la integral.

]

(R>[°f, si f es R-integrable.? ;

En lo que resta de este trabajo, nos ocupamos del problema
de la integral. Probaremos que el problema tiene solucidn no uni-
ca. En el siguiente capitulo se presenta uno de los resultados
bAisicos usades en el tratamiento de el problema, el teorema de

Hanh—-Banach.
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2 EL. TEOREMA DE HANH-BANACH
EN UN ESPACIO VECTORIAL PARCIALMENTE ORDENADO

Este capitulo sera dedicado a la prueba de el tecrema de
Hanh-Banach que seréa fundamental en el analisis de el problema de
la integral. Empezamos con algunas definiciones que nos sSeran

utiles.

5 1 ORDEN Y LEMA DE ZORN.

DEFINICIGN 2. 1. s Sean  f ¥ £ funciones con dominios respecti-
VoS mf1 ¥ wfz. Decimos que fz es una extensidn de f1’ denotada por

RN ’ pigly gu : o
I, & fz, si wfi < ﬂfz Y f;(x, lex), para todo x = ﬁf{

DEFINICIGN 2. 1. 2! Una relacién R en un conjunto A& se 1llama orden
parcial en & sic

1) aRa para tode a € A

1) aRb y bRa implican que a = b para todo a, b € &.

1ii) aRb y bRe implican que aRe¢ para todo a, b, ¢ € AL

Un conjunto no vacio & con un orden parcial definido en &l se

l1lama parcialmente ordenado (Unicamente en este capitulo usaremos

el simbolo “< " para simbolizar un orden parciald.

FJEMPLO 2. 1. 3: Sea A el conjunto de todas las funciocnes f con
dominio i% < R e imagen.%~c Y. Si definimos en A la relacidén: fz
es una extensidn de fi, para todo f1’ fz = A, entonces A es par -

cialmente ordenado.

Probaremos que la extensién define un orden parcial en A&

i) Para tode f € &, f < f. (Claro).

iil) Si fi &= fz v fz = fi, entonces @ji Lo i&é Y ﬂfz < $f1 esto
es Df = ﬁfz, y‘f;(x) = fz(x) para todo x & ﬂfi = $f2, esto es

i) =i fi < fz ¥ fz < fa’ entonces 1H; <z ﬂfz Y f;(x) = fz(x)
81 x € ﬂfi vy ademas mfz o ﬂfa b4 f2(x) = fa(X) si x € ﬂfz. Asi que
@fi = bfg v f1(x) = fg(x) sl x € ﬂff

Esto prueba que A es parcialmente ordenado por extensién.
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DEFINICIGN 2. 1. 4: Dos elementos a y & de un conjunto  parcialmen-

te ordenado & son comparables si aRb o si &Ra.

DEFINCIGN 2. 1. §: Se dice que un cenjunto parcialmente ordenado
es ordenado si cada pareja de elementos del conjunto son compara—

bles entre si.

DEFINICIGN 2. 1. B: Si B es un subconjunto de un conjunte, parcial-
mente ordenado A, entonces un elemente ¢ de A se llama cota supe-

rior de B si b <€ ¢ para todo b « B.

DEFINICIGN 2. 1. 71 Se dice que un elemento < de un conjunto par-
~ialmente ordenado A es la minima cota superior de un subconjunto
B de A si:

{) ¢ es una cota superior de B

1) Si d es una cota superior de B, entonces ¢ < d.

DEFINICIGN 2. 1. B: Se dice que un elemento o del conjunto par-

cialmente ordenade A es un elemento maximal de A si las condicio-

nes ¢ € & ¥ a < a implican que a = Q.

LEMA DE ZORN: Si A es un conjunto parcialmente ordenado en el que
cada subconjunto ordenado posee una cota superior, entonces A tie—

ne un elemento maximal.

2 2 TEOREMA DE HaNH-BANACH

En esta seccidén estudiaremos una ver=idén del tecrema de Hanh-

Banach para espaciocs vectoriales parcialmente ordenados.

DEFINICIGN 2. 2. I Sea [E un espacio vectorial real parcialmente
ordenado y consideremos la funcidén f : E +» R con las propiedades:
i) Para todo x ., X, € Eye., ¢, € R,
f(c1x1 + czxz) = cif(xi) < cszxh).

1) Si xeE y x =2 0, f(x) 2 O.
A una funcidén con estas propidades la 1lamaremos funcional lineal

no negativa



LEMA 2. 2. 2: Sea X un subespacio prepio del espacio vectorial
parcialmente ordenado [E y sea X, € E = X tal gue existan
Mow W = R tales que L I 2P Consideremos el subespacio ge-
nerado por X y {Xb}; esto es, consideramos
N =]X U {xo}].

Vv supongames gue f es una funcienal lineal y no negativa definida
en [E. Entonces existe una funcional F lineal y no 4 negativa
definida en N tal que

Fix) = f(x) para todo x € [E

PRUEBA: Consideremos el siguiente conjunto
' A = Lf(x) : x €« Ry x> xo}.
A es acotado inferiormente por f(yz), y es no vaclo ya dque
f(yl) e A. Luego A tiene un I{nfime, sea <« = InfA.
Dado que x, & R podemos escribir cualquier x & N como
x =y *+ex,, donde ¢ e R y y € X {1
v esta representacidn para x es tinica. Esto nos permite definir la
funcidn F : N » R por
FOw + cxo) = fLy) + oo
Mostramos ahora gque F es una funcional lineal. Sean
xyo X N y a, b € R y supongamos que X = ax, #* bxz. Por (1) se
tiene que
X, TV ®y T YT SNyt Xg T Vet 5%’
donde
Wor Hge Yo € Ry c» €, €,y € R.

Podemos ver dJque

= = + P
¥ ay, i byz v g ac, bcz
En efecto, dado que
x = ax + bx = aly + cx ) + bly, + ¢ x )
3 1 2 e 1" o & 2 o
= e + be = + ’
{ayi + byz) {o:c:1 bcz} = S €%y

se tiene el resultado, ya que la representacidn para x, en la  fior-
ma (1) es uUnica.
Asi

F(ax1 + bxé) = FCxB) = F(ya + caxo) = f(ys) + e

= f(ayi & byz) & Cac1 + bcz)a = aj(yi) i+ bf(yz) + ac o + bcza
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= a[f(yi) + ciaJ + b[j(yz) + czd) = aF(xi) + bF(xz).

Es decir F es lineal. Resta probar que F es no negativa, esto

es
F(x) = O, para todo x =2 0 ¥ x € IN.
Para mostrar lo anterior escojamos x € N arbitrario, se tiene
2SOk e Existen tres posibilidades para c:
i) ¢ = 0, En este caseo F(y + cxo) = fCy) = o, va gque f es no
negativa 7
1) ¢ > 0. En este caso X & = i v, luego para todo e R,
tal que x* > x_,
i 1 1
x* > — —— v , es decir x* + — vy > O,
g = c

asi

] 1 . s ’

fx +—C—y =f(x)+Tf(y)ZO,
v por la definicién de o tenemos Jque

o+ fCyd) = O.

P>
Esto es

FCy) + ca = F(x) = O.

Lii) ¢ < O. En este ultimo caso tenemos que —c > 0, luego

1 1

= mit - > = e >

= ) xu > 0, es decir = y Z X
Ya que x, = Re = y > X, ¥ por la definicién de «

&

Ji= My = o= —%— flyl) = <.
Asi{ que - .. fCy) — « z 0. Por lo tanto
o
Fly) + ca = F(x) z O.
), ti) y 1ii) prueban que F es no negativa. esto completa la

prueba. g

TEOREMA 2. 2. 3 (TEOREMA DE HANH-BANACH): Sea R un subespacic vec—

torial del espacio vectorial parcialmente ordenado [E, tal que para
- =3 - : i
todo x, € E R, existe Vo ¥, € X, tales que ¥, X, ¥, =i
existe una funcional lineal no negativa f definida en X, entonces
existe una funcional lineal no negativa F, definida en E tal que

F(x) = f(x) para todo x € R.

PRUEBA: Sea & = {}5 el conjunto formado por todas las funcionales

lineales y no negativas que extienden a f. Es claro que 5 es no
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vacio, va que f € %, y de acuerde a el ejemplo 2. 1. 3, & es par-

cialmente ordenado por extensidn.

Sea T = {fa} un subconjunto ordenado cualquiera de $. Mostra-

remos que U tiene una cota superior en %. Para ver esto considera-
] o . 3 A ! ]
mos la funcién f con dominio LJ &f . Si X < ) DF , entonces para
(=2 [e ] (=24 Lo

algun <, X € w?ﬂ. Luego podemos definir
"N

A
(x), donde x e Df . H (1)

(=3

esti bien definida. Supongamos Jque

N
flx) = f
Mostraremos ahora que f
o A
x € $f“ Y X € @fﬁ.
para algun « y (3. Por (1)
N ) A N
fOx) = fqu) y f(x) = fﬁ(x).
Como T es ordenado
o} < 2f & D < of
f, < Df, & DF, < DS
y en cada caso tenemos que
N n
Ff ) = f 0x).
o E]

Esto prusba que ? estd bien definida.

Mostramos ahora Jque %l ﬂ?u es un subespacio de [. Si
> elg ﬁ?a, entonces para algun o, X € @ﬁa. Dado que w}; es un sub-
espacio de [E, entonces para cualquier ¢ € R, ¢x € @?ﬂ. por lo tan—=
Lo

"N
e e b Bf . (2)
Lo 4 ot

N
Sean ahora x, ¥y € glqu, esto implica gque existen G R tal

que
Df Df
X o= = 3
Oy y y Ol

Como T es ordenado se tiene que

of < of & Df < Of

P = P s T

Si 3? < ﬂf , entonces x, Yy € m? . Asi que x + v € Df
(=< O Oy

Por lo tanto
N
x +ty € %lﬂfa. (3)

)
El caso m? & ﬁ? es andlogo. (2) y (3) muestran que LJ Df
<y Oy X [ §



n
es un subespacio de [E. Vemos ahora que f es una funcional lineal.
N
Sean X, X, € %ilU; va, b & R, entonces para algun <,
N
ax, + bx& = EJG. Luego
Fe + bx) =f ¢ I3 F e + BF ¢
= + =
# ax, x, fOt ax, xz) af“ >, fm xa)
= afix) + bfix).
1 2
N =
Es decir f es una funcional lineal. Por dltimo si x,a%llﬁll ¥
x =z O, entonces para algun <«, x & Q?ﬁ luego
N N
Fix) = qux) 2 0,
Esto es f es no negativa. Hemos mostrado que f es una funcio-

nal lineal ne negativa y es claro que para todo fﬂ e T, se tiene

N

~n
que fu < iy

Es decir ? es una cota superior para T. Por el Lema de Zorn,

% tiene un elemento maximal, digamos F. Ya que F € &, F es una
funcional lineal no negativa que extiende a f. Probaremos que
D = [E.
F
Supongamos que no es asi, esto es que existe Xy € I == I%. Por
hipétesis existen Ve ¥, € AR tal que R R Aplicando el

lema 2. 2. 2, existe una funciocnal lineal F’, que extiende a F de-
finida en el subespacio [DF U {xo} . Asi que F' € &, lo cual con-
tradice el hecho de que F es maximal de $. Por tanto $} =[E, y con

esto probamos el tecrema. g
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3 EL ESPACIO VECTORIAL DE LAS HIPERFUNCIONES

La intencién de este capitulo es mostrar que el conjunto de
todas las funciones acotadas de pericodo 1 se pueden dividir en
clases de equivalencia, de tal manera que dichas clases forman un
espacio vectorial parcialmente ordenado. En este capitule todas
las funciones consideradas serian acotadas de pericdo 1 definidas
en todo R es decir funciones f tal que f(x) = f(x + 1) para todo

X

3. 1 FUNCIONES EQUIVALENTES A CERO.

DEFINICIGN 3. 1. I: Diremos que una funcién f es equivalente a ce-

ro, f ~ 0, si para todo £ > O existe una sucesidn finita de nume-—

ros reales «, <., ..., ¢, tal que
1 2 n
n
3’1 Zf(x #* ai) < £ para todo x.
L=1
FJEMPLO 3. 1. 2: Si f es la funcidén constante cero, es claro que

£~ 0,

EJEMPLO 3. 1. 3: Sea f definida de la siguiente manera:

8 si x = x, € o, 13
fixy) =
Q si x e [O, 1) - {xo}
entonces f ~ O.
Sea < ST & una sucesién de numeros reales tales que
lal

S (0, 1). Luego para cualquier x existe a lo mas un df tal que

x + = xo + m, donde m es un enteroc. En efecto supongamos que e-

3

xiste otro « tal que x + a= X + m’, entonces x = X, +oy aj b
L v

x = x +m — <, estoes m - o =m -« ©oseam-m =a - &,
(s} 1 J 1 i L
pero esto es una contradiccidn. 1
Ahora dado £ > 0, existe n, natural, tal gque — < &, luego

i 1
= Zf(x+<:c‘,’) = Zf(x+cct) i o
i i=1

para todo x

o



Esto esy £ o= @,

FJEMPLO 3. |, 4; Sea fFf definida de la siguiente manera:

1 s1 . es un racioconal de TO, 1)
% ) =

Q sl x es un irraciocnal de [0, 1)

entonces £ ~ O.
i

51, e, = s, L =1, 2, 3, ..., n . Entonces para cualquier x,
L
Ve ?
existe a lo mas un « tal que x + « es raclional. En efecto, sean
L L
<, <, dos numeros tales que x + <« = T, X @ B W donde T
L i i i
r, son racionales. Entonces £ oE B BT HE, 88 decir que
| ki ! .
r —r =« -« = —<Lj - 1), pero esto es una contradiccidn a
i 2 J % '{é‘
menos que j = L.

Ahora dado £ > 0, existe n, tal que —%w < £, luego para todo

3‘1 Zf(x-»_"_) =1T chX+_f_)<_j'rT<g,
: Ve et vz

es decir f ~ O.

EJEMPLO 3. 1. 5: Si f es tal que f(x) 2 ¢ > O entonces f no es e-

guivalente a cero,

Para cualquier sucesidén finita oa, az, i T BT 5 < de numer os
reales se ticne
™ ial
1 45
—— flx + &) Z — C = Cy
n i n
=4 i=4

es decir f no es equivalente a cero.

TEOREMA 3. |. B: Si Ff ~ O y g ~ O, entonces
£3 f + @ = 0.
L) cf ~ 0, ¢ € [R.

it) flx # ) ~ 0, ¢ € [R,

PRUEBA: Dado £ > 0, existen 2 sucesiones finitas de numeros reales

Ap Ly s @Y Bi, ﬁz, & i Br, tales que para todo x
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Por lo tanto

&

i 5

- zz:f(x * dt'F(%) < = t
i=1

1l
[
-
AV
%
-

N, '

Sumando las desigualdades sobre j e U respectivamente se tiene

7
r n r el
1 ! re
ZT Zf(x * RE Bj) —n—Z Zf(x + cs,L+ ,r?j) < =
i=4 j=1li=14

j=1
3
n r ™ i op
2N s s gy m e atse + e+ | < 2
r i j r i j o
=4 j=4 i=a ! j=1
Por otro lado tenemos que
n r
1
. ' + + =
— ZZ [f(x - f?j) + & x =3 {?j)]
i=1j=4
n r n r
1
5 =] <
i=4j=1 i=4j=141
™ r n r
4 1. & &
—— —— = .
nrz Zf{x M ct£+ ﬁj) ¥ nrz Zg(x ki qi+ 'Gj) a F=] 2 z
v=4t j=1 i=1'! j=1
Se ha prebade que dado £ > 0, existe una sucesidn finita de nume-
ros reales « + 2, ¢t =1, 2, ..., n, J =1, 2, ..., r tal que
i 4
m r :
1
+ R <
= ZZC;" * gl X ocj {?j) £,
i=4j=4

entonces por definicién f + g ~ O. Esto prueba ).

2 e es una constante no cero , entonces dado £ > O existe u-

na sucesidén finita v Ay eay & tal que
n

™
1 £
i E:fIx + ae- < T?T
i=4
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n

ial
L Zcf(x+a,) =JiLZfo+a_> < e,
n i n i
i=4 =4
por tanto cf ~ 0. Si ¢ = 0, es claro que ¢f ~ 0. Esto prusba ti).
Por dltimo, dado £ > O, existe una sucesidn By Ry a ey o
tal que
l ™
i E:jfx + aﬁ < B G para todo x.
i=1

For consiguiente

1
n

< &

™
Z:f(x s aa

L=4
es decir, f(x + ¢) ~ 0. Esto prueba (ii). g

COROLARIO 3. 1. 7: Si f es cero, excepto en un numero finite de

puntos, entonces §f ~ O.

Esto es una consecuencia de () y (i) y del ejemple 3. 1. 3.,

3. 2. FUNCIONES EQUIVALENTES.

DEFINICIGN 3. 2. |; Decimos que f es equivalente a g, f ~ &, =i
£ - 8 ~ O.

Probaremos en el siguiente lema que la relacidn “~" es una
relacién de equivalencia sobre el conjunto de todas las funcicnes

acotadas de periodo uno.

LEMA 3. 2. 2! Para todo f, g ¥ h
£y £ = £
i) Si f ~ g entonces g ~ .

1iL) Si f~ gy g ~ h, entonces f ~ h,
PRUEBA: El1 inciso t) es claro. Ahora si f ~ g, entonces

f - & ~ 0. Pero por tecrema 3. 1. 6 (i), ¢ — f =~ O, es decir,
& ~ f. Esto prueba t(t{). Por ultimo, tenemes que §f - g ~ O ¥
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& - h ~ O, entonces por el teorema 3. 1. 6({), f - h ~ 0, esto es

£ ~ h. Esto prueba tii).

LEMA 3. 2. 3: Para cualquier constante real c,
Floe B odlias FO5E)

PRUEBA: Debemos probar que f(x + c) - f(x) ~ O. Sea & =ilw o L3
==ty B esewm Rs lUsgo s
™
-—j'—Z[fo-l-c:-Po:,) —f(x+ot‘)] =
n | i
L=4

1
n

[fo ot G f(x)] F [f(x + Bed = flx + c)] +

FCX% 7= Bed = ¢ x)

=.__j:.....

ek [f(x e = Ao ek (R = 1)c:)]
Ya que f es acotada existe M tal que |f(x)|= M para teda x.

Asi gque

il

e

<

™
Z [f(x + 0 b G5 = JFls # C(i.)]
1
i =4

eM

1
<L
fC b = %

n

1
- A g
fix + nc) =

=M
n

< &g. Esto prueba que

Dado & > 0O existe n tal que

Flx + ) ~ flxd. g

3.3 FUNCIONES SUPERIORES A CERO E INFERIORES A CERO.

DEFINICIGN 3. 3. |: Decimos que f es superior a cero, - A @ si

existe un nimero ¢ > 0O y una sucesidén finita de ntmeros reales

Co Cp taes & tal que para todo x

2
n
1 :
Fex &+ &) B &
T t
L=

Es claro que si f es tal que f(x) Z ¢ > O, entonces f > O.
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LEMA 3. 3. 2:Si f > 0y g > O entonces
T3 5 e e ),
R X ENEY FOL e e R
La prueba de () y (i) es andloga a la prueba dada en el teo-

rema 3. 1. B inciscs L) ¥y 11,

DEFINICIGN 3. 3. 3: Decimos que f es inferior a cero, f < O, si
=f 2 & '

Es claro que si f € O y g < 0, entonces f + g < 0. También es
facil ver que f{x + c) < O.

LEMA 3. 3. 4: Si f es tal que f(x) =2 O para todo x, entonces no
puede ocurrir que f < O.

PRUEBA: Sea s Qs .. & UNA sucesién cualquiera finita de na-
n

meros reales, entonces para todo Xx
™

1
é &
- JFlx + dt) =z 0,

L=4

por tanto
™

A }:(}—1)f(x + c&) < 0, para todo x.

"
i=1
Esto significa que no puede ocurrir que —f > O, y por tanto no es

cierto que f < O. g

Si f es tal que f ~ O, ¢Puede ocurrir que f »> 0?7 O que
F < 07. La respuesta a esta y otras preguntas relacionadas esta

dada en el siguiente teorema.

TEOREMA 3. 3. 5: Las relacicnes, f » O, f ~ 0, f < 0, son exclu-

ventes dos a dos.

PRUEBA: Si f > O, entonces existe un ntmero ¢ > O y una sucesién

finita de nimeros reales Ay pr vy & tales que
™

b2l
3‘1 Zf(x + o:i') > g, (n
i=4




Si f ~ 0, entonces -f(x =+ ocL) ~ 0, y de acuerdo al teorema

= R S R
L E HE D ) e S0F,
n 1

Pero de acuerdo al ejemplo 3.- 1. B esto es una contradiccidn.

Supongamos ahora que £ » O ¥y £ < 0. En este caso, de acuerdo

a el teorema 3. 3. 2(Ii2
f(x+<:t,t) € 0Oy LB Ly By wews T

Y por el tecrema 3. 3. 2( i) se tiene que

2

- Zf(x+ozi') < 0. (2)
1=4

Pero por el teorema 3. 3. 4, 1) y 2) son incompatibles.
Consideraremos por ultimo el caso f ~ Oy f < 0. 88 f < 0O,
entonces —f > O y si f ~ O, entonces —f ~ O. Pero este caso -f > O

v —f ~ O y ya se probd que no ocurren simultaneamente. g

LEMA 3. 3. 6: Si Ff > Oy g¢ ~ O, entonces f + g > O,

PRUEBA: Por hipdtesis, existe un ndmero ¢ > O y dos sucesiones fi-

nitas ot s ey @Y 'Ga.’ {32, @ %55 4 0 {?r tales que para todo x

s
2
n r
1 iz 1 c
i > PR R e <
= Zf(x+oct) 2 e ¥ = < = Zg(x.+{3j) =
Li=a =4

por tanto

m
i : ;
TZfCX+ai.+ fi'j) =gty J =L, By cwewm Py
iL=1
b
”
i e
s - J— — 5
e Zg(x + C[i,+ g‘?j) = = s L 1., &, n
i=%

Sumandeo las desigualdades se tiene
| &

lal ]
1 E Z ; 1 E E cn
> i, e s i
- FCoe o {?j) = gy gl x + < + ﬁj) > =

j=di=1 i=1j=1
Asi que
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LR r

it ;
Z Fl2e * <x‘,.+ {?j)-i- &Cx + &+ ﬂjJ] =

nr

i=4j=4

™

: 4 n i
1 4 1 =y &
E E - + et E = X -
o FC e =4 (?j) o = glx + O:i+ {?j) 2 e = =

v=4j=1 =4 j=4

Con esto probamos que f + g > O. g

DEFINICIGN 3. 3. 7: Decimos que f es superior a g, f » &, si

Ff - & » 0. AnAlogamente F es inferlor a g =i F - g < 0.
TEOREMA 3. 3. 8: Si F » g v ¢ » h, entonces f > h.

PRUEBA: Por hipétesis f - g > 0 y g - h » O y por teorema
3.1, By, (f - g) + (g -h) =f —-—h>0, estoes f > g g

El tecrema andlogo también es cierto para la relacidn <.

LEMA 3. 3. 9:Si 7 > g, f, ~ f» & ~ &,» entonces f, > g _

i
PRUEBA: Por definicién tenemos que f - g > O, f - f ~ B
8 ~ & > O vy de acuerdo a el lema 3. 3. 6, fi -8, > O m

Los ejemplos 3. 1. 2, 3. 1. 3, 3. 1. 4 nos muestran tres fun-—
ciones equivalentes a cero. Con alguno de los teoremas que hemos
probade podemos obtener algunos ejemples mas. El siguiente tecrema

nos da una gran variedad de funciones equivalentes a cero.

TEOREMA 3. 3. 10: Toda funcién f R-integrable satisface la rela-—

cidn
1
f ~ ¢, donde ¢ = cmjof.
PRUEBA: Sea P = € O, -i—-, s gk g 1, 1> wuna particidén
n n n n

de [QO, 1]. Entonces

2] ™ n
i
< — Dy
th = Zf(x + = )= ZH,L, para todo x
i=1 i=1

1=
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donde

I i s R ) 0 Snpcht)
MR g & S
™ n lal

2
n

) es un elemento de

Esto es claro ya que cada f(x +
Lo A A & )
e R
Por lo tanto

: 1 z 1 2 S Z 1
= e i < o ] ~ ~
= m,t = = f( X ) & Hi. s, para i;,t,do 2 (”

=4 iL=4 L=4d

= ¢ = _%f} para algun 7.

Como f es R-integrable, se tiene que
1
s < <
b_jofms (2]
v dado £ > O existe, existe una particidn FN de (O ,11, tal que,
S o L g, (3)

Pero entonces por 1), 2) y 3)

™
1 L
.. < > N.
an(x-*— s J-;f £, si n> N
i=4

™
- 3 L 1
Esto prueba gque —%—E:f{x + “%_) converge uniformemente a [;f.

L=4
Por lo tanto

n
b )
filx + —) - ¢ < g, 81 n >N
n n
=4
Esto demuestra que f — ¢ ~ O, de donde f ~ c. g

3. 4 EL ESPACIO VECTORIAL DE LAS HIPERFUNCIONES.

En esta seccidn definimos el concepto de hiperfuncién y pro-
baremos posteriormente que el conjunto de todas las hiperfunciones
forma un espacio vectorial parcialmente ordenado.

Denotamos por & el conjunto de todas las funciones acotadas
de periodo uno definidas en teodo R.

En la seccidén 3. 2 se mostréd que la relacidén ~, definida para
fs gen Fpor f ~gsi f - g~ 0, es una relacidn de equivalencia
sobre #F. Sabemos que esta relacidn induce una particidén de F en

conjuntos ajenos llamados clases de equivalencia.
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DEFINICIGN 3. 4. I Llamaremos hiperfunciones las clases de
equivalencia de & y denotaremos por [f] a la clase de equivalencia

a la que pertenece f.

Denotaremos peor ¥ el conjunto de todas las hiperfunciones.
Enseguida se definen las operaciones que daran estructura de

espacios vectorial a €.
Y

DEFINICIGN 3. 4. 2: Si [f] € ¥y ¢ es una constante real, defini-

mos
el f1 = [eFfl.

Veamos que este producte esté bien definido. Si f1 e [fl, en-
tonces fi - f ~ 0, y por teorema 3. 1. ettil, ef — c:_f1 ~ 0. Asi

que cf ~ Cfi’ esto es cf1 e [cfl.

DEFINICIGN 3. 4. 3 Si (f] y [g] son elementos de &%, definimos
[£f] + [g]l = L[fFf + g1.

Esta operacién estid bien definida, ya que si f1 e [f] ¥

g, < [g] entonces fi— f o~ 0 ¥ g7 & = O. Y por teorema 3. 1. 6C(1),

(f1 =it +(31—g) ~ 0. Asi que Cf1+gi) - (f + g ~ 0, por lo

tanto tenemos que (f1 + 61) e [f *+ gl;

TEOREMA 3. 4. 4 % forma un espacio vectorial real con las opera-

ciones dadas en las definiciones 3. 4. 2 y 3. 4. 3.

Obtenemos la prueba de este resultado, aplicando las defini-
ciones 3. 4. 2 y 3. 4. 3 y usando el hecho de que ¥ es un espacio

vectorial.

Nuestro siguiente paso es definir un orden parcial en %.

DEFINICIGN 3. 4. 5: Para [f1, [g] « %, se define la relacidén
[fl > [gl]

st f 2.8
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Verifiquemos que la relacién es bién definida. 5Si fi e [F] Y
g, <€ [g]l entonces fi AR g, & Y de acuerdo al lema 3. 3. 9,
EINE

Decimos también que [f]1 = [g]l si f > g o f = &.

TEOREMA 3. 4. B: E1 conjunto % es parcialmente ordenade por la re-
lacidn, [Ff1 = [£3.

4
;

PRUEBA!

t) Es claro que para todo [f]1 = %, [f1 = [f].

1) Supongamos que [f]1 = [g] ¥ [gl = [f1, donde [f], (gl € &
Entonces f > g 6 f =gy g > f & f =g Dado que las relaciones,

fF > 8y g& > f son excluyentes se tiene que Ff = &, Es decir
[Ffl = [g].

{1i) Si [f1 = (gl y [g]l Z [A), donde [f1, [g)l, [h]l € %. Enton-
ces F P gbd f=gyg>hdg=h

Si f>gy &> h, por el teorema 3. 3. B se tiene que f > h.
Por lo tanto [f]1 =2 [g].

Para los casos en que f = g 6 g = h, es claro que [f]1 2 [g].

i), ti) y i{ii) muestran el teorema.g

Hemos mostrado que % es un espacio vectorial parcialmente or-
denado. Probaremos ahora que el tecorema de Hanh-Banach se puede
aplicar en %, pidiendo solamente que el subespacio T de g€ contenga

la hiperfuncidén [1]1. Veamos antes un lema auxiliar.

LEMA 3. 4. 7: Existe, para toda hiperfuncién [f] € % dos  hiperfun=

ciones [cil & [czl tales que
[01] > [f] = [czl.
Entendemos que [C1] Y [ch son las hiperfunciones que contie-

nen las funciones constantes e, ¥ie, respectivamente.

PRUEBA: Dade & > O, existe un numero real ¢ . tal que

FLxd = e, — &, para todo x € R.

= existe ya que f es acotada. Asi que c, - f(x) > £ > O para todo
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x . Y de acuerdo a la definicién 3. 3. 1 tenemos que ¢ -~ S

Es decir, <, > f ¥y por lo tanto Ecil > [f]1. La prueba para el caso

A [c:z] es anidloga. g

TEOREMA 3. 4. B (Teorema de Hanh-Banach en &): Sea T wun subespacio

de %, que contiene la hiperfuncidén [1]. Si existe una funcional
lineal no negativa 4, definida en 7, entonces existe una funcional

lineal no negativa A definida en % tal que

b

ACLF1Y = ACLF1), para tode [f] € T.

PRUEBA: Para aplicar el tecrema 2. 2. 3 tenemos que ver que para
tode [f) € & - T existen [f1] Y [le en T tales que
Efil = L] 2> [le. Sea pues [f)] € # - T, luego existen [CI.], [czl
tal que [cil » [F) = [c23 de acuerdo al lema 3. 4. 7.

Como [1] € T entonces c¢cl1] = [¢]l € T para todo ¢ & R. Luego se

cumplen las hipdtesis del teorema 2. 2. 3.y

Definimos ahora dos subespacios gque seréan de gran importancia

en el capitulo siguiente.

DEFINICIGN 3. 4. 8: Definimes el subconjunto (XR) de 3 por

CXR) = <[ f] « % : f es R-integrable en [O, 11>

Es claro que (XR) es un subespacio vectorial de .

AnAlogamente definimos el subconjunto KLY de % por

(XLL) = {[f] € % : f es L-integrable en [0, 13-

También en este caso tenemos que (X[L) es un subespacic de &.
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4 |A INTEGRAL DE BANACH
Y EL. PROBLEMA DE LA INTEGRAL

En este capitulo nos ocupamos del problema de la integral
Empezamos definiendo el concepto de integral de Banach y expresa-

mos el preoblema en términos de esta integral.

41 La INTEGRAL DE BANACH 4
DEFINICIGN 4. 1. It A una funcional f . % » R con las siguientes
propiedades:

L) fcaf+bg>=aff+e:jg, g, beRy f. 8 € F.

1) [f(x> z 0, si f(x) z O.
tit) fe = ¢, c € R.
tud [fide +a) = Jrexo, « € R.

1a llamaremcs integral de Banach.

En los teoremas gque siguen probaremos la existencia de inte-
grales de Banach, dado que la definici®n no nos permite garantizar
su existencia.

Probaremos antes que la integral de Banach coincide con la

integral de Riemann para las funciones R-integrables.

LEMA 4. 1. 2280 f es una integral de Banach, entonces

Jf =R sz , 81 f es R-integrable.

PRUEBA: Probaremos primero que si f ~ g entonces If = Ig. Pero es-

to es equivalente a probar gue =i f ~ QO entonces |f = 0.

Si g ~ 0, entonces dado ¢ > 0 existe una sucesién finita

o Chp wew SR tal gue para todo x es valida la desigualdad
m
- < = zggix + o) < &, (n
no 4 i

Dado que f es una integral de Banach se tiene



n

i n
‘r ::; Eg(x +0£_L) = ﬂln— zfg(x +<:ti_) = Ig(x)
=g 1 i=1

1=

y por 1) tenemcs

-s < [g < &,
Es decir rg = 0
Ahora si f es R-integrable por el tecrema 3. 3. 10

f~e cm‘[(‘)f.

-

Es decir

i

Jr = Je

(RI[f . m

El siguiente tecrema nes muestra la existencia de una
integral de Banach en ¥ y que ademas coincide con la integral de

Lebesgue.

TEOREMA 4. 1. 3 Existe una integral de Banach definida sobre &

tal que si f es L—integrable en [0, 1], entonces:

fr = (L.)J':)f.

PRUEBA: Consideremos el espacio vecterial (L>. Definimos la ope-

racicdn @ : XL) +» R de la siguiente manera:

&K [F1) = cu[;f dx, [f] e L.
Probaremos que @ es una operacidn bien definida. Esto es si

[f] e (L) v g €« [f1, g L-integrable en [0, 11, entonces debemos

tener que

cLfis = L [lg.

Esto es equivalente a probar que si [f) e XL> y f ~ O, en-—
tonces .
(L)I:f = 0.
Supongamos entonces que f ~ 0. Luego dado £ > 0, existe una
sucesidn «, o, ..., a tal que
i 2 n
™ ™
1 11 O
———EZ:f(x + a)| < &, por tanto, (L)J N G et )| <« &
n L & n 1
i=4 L=1

Y entonces

dd



1y 3

(L)J ———E:jrx +oor D e
n i
) :
=1
n

1 i 1 ’1
(L)J- fCx) = CL)J Floe # ) = ——Z(L.)J FE F )iy

- 5 15 n e o L

3 zﬁ &
—_ (L)J Flxw + ad] = &,
n & i

L=4

Ahora

por tanto

1
(L)J FOxd | =
o

Ya que £ es un numero positivo arbitrario

4
ch ¢ = . (n
(8]

Esto muestra que © es bien definida.

Probaremes ahora gque ©® es lineal y no negativa. Sea

CFYy o2 103, ¥ [F3 LI,

Si [f] = [O], entonces f ~ O. Por (1) tenemos

. e 1, .
&Lf1) = (LY[ F = O. (2)
Si [f] > [0], entonces f > 0, en este caso existe una
sucesidn O Em WA « Yy un ntmero ¢ > 0, tal que

™
il .
Flx + o) > c.
n i
1=4

Por tanto

g & .
—E {L)J FCx + &) > c.
™ & L

i=4d

Dado que f es acotada de perfiodo 1

1
(L.)Jf:»c, esto es & [f1) > ¢ > O. {3)
[a]

(2) y (3) muestran que ® es no negativa.

Sea ahora alf] + blgl, donde [f], [g]l € xL) vy e, b e R

Luego

4
K al f1 + blgld) = X Laf + bgl) = (L)[(af + bg)
<L O

45



1 . i

= aCL)J e bCL)I g = a®lf]1 + bolgl.
(o] o

Es decir © es lineal.

Como XL) contiene la hiperfuncién (1], invocamos el teorema
3. 4. 8, y entonces tenemos una funcional ® lineal y no negativa
definida en % tal que &[f1) = &I[f]1) para todo [£] e QL.

Definimes ahora una operacién ¥ : F =+ R de la siguiente mane-—

ra:
- :
W) = XI[f1D, f e F.

T esti bien definida, ya que f pertenece a una scla hiperfun-
=1 6. :

Mostraremos que ¥ tiene las siguientes propledades:

1) Waf + bg) = al( f) + b g), a, b e R.

i) Y B2 O, 81 F = 0.

Lit) WA = Wf(x + ¢)), © & k.

Li1) W fD = CL)f;f, si f es L-integrable en [0, 11.

Por la definicién de ¥ y el hecho de que © es lineal se tiene

W af + bgd) = Xlaf + bgld = S alf1 + blgld = adX [f1)> + b Lg])

i

all £) + bI( g).
Esto prueba t). Sea f e F ¥ Ff(x> =z O para todo X, v

consideremos la funcidén g definida por
8(x) = ¢ + flx7,

donde ¢ > 0. Luego g(x) = ¢ para todo x, Yy por lo tanto

g > 0. Asi que [gl > [O]l ¥ entonces 6C[g]) > O por la no negativi-

v

dad de ®. Luego ¥ g)
g = We + /O = We) + Wf> z 0.

O y por lo tanto

Dado que Hc) = ¢, se tiene que
¥ fI) 2 o-c.
Como esta desigualdad es valida para cualquier ¢ > O, enton-
ces W ) = O. Esto prueba ti). Dado que fCx + ) ~ f(x), entonces
g fCx + c)) = W f(x)). Esto prueba tii). Por ultimo si f es L-in-

tegrable en [Q, 1], entonces

i
ICFY = LF1Y = &LfF1) = (LI F.
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Definimos ahora la funcional j : F o R de la siguiente mane-—

rmau:
1 1
frexr = ——IC L)) + K =%

Probaremos que I es una integral de Banach.

Sean f;, fz e F, c,» €, € R, entonces

Je Bt e gk x))

LT R S : R g »
Ao Elgifitx) * cszCx)) + -ér-qxgific ) + czfz( )

.

e 1L s e } 1 ; LA _ 1 e
= T—ilk fi()()) " -8_624("(2( bk b B _E."_—L:l.‘;(f:tc XY #* -—-é‘—czllu fz( )

sy 1 : _
= ci( 1Iff1( Sel - * ‘I-'fi( x)) + . e 62( ’-Isz( %3 b lI{g"zc 36D

= ¢_Jf1< )+ cz_[fzt ).
Esto prueba i) de la definicidn Ay L A

Sea f € ¥, donde f(x) z O para todo x, entonces f(-x) 2 O.

Luego ¥ f(x)) =2 O y W f(-x)) 2 0, ya que ¥ es no negativa, por

tanto [f(>) 2 O. Esto prueba de 121) de la definicidén 4. 1. 1.

Sea f € ¥, tal que f(x) = ¢ para tode x, luego

[roo =_1g—npcfcx>> +-—]é—'~1(f{—x)) =~—é—c +—12—c it

Esto prueba t(ii) de la definicidn de Az S
Sea f e ¥ y ae R, luego

Jrese + o = L W + )+ S W ACTX = @)
1 = 1 -
T i + Pt =
= W fCD)) + — IC FCFxI) Jreso.

Y con esto probamos que I es una integral de Banach. Per
ul time mostramos que I coincide con la integral de Lebesgue. Sea
ahera f € #, donde f es L-integrable, entonces

. e L E ; ! . I 1 ! e
J}‘(x) ~—2——L1&f(x))1+—2—1£(ﬂ xJ) ) :—a—ll(f(x)b -l-ila w01 X))
- . 1 . Fr e
= ———(L.)J'oﬂx) + T(L)L;(i W) = cL)J’ofcx::..

=]

Probaremos ahora la existencia de una integral de Banach en &

que no coincide con la integral de Lebesgue, pero antes veremos un

lema auxiliar.



LIMA 4. 1. 4; Existe una funcién acotada @, tal que
4
(L)Jgp = 10,
Y si f es una funcidn R-integrable en [0, 11, tal que f > €

entonces

i
CH&{>L

PRUFBA: Consideremos la circunferencia € de radie —%E y ientro en
el origen, y definamos l1a funcién 7 : € » [0, 1), por
TCPY 2 % , P e B
donde x es la longitud de arco de la circunferencia que Vva de el
punto (—%E’ 02 a F.
Sea E1 un subconjunto de ¥ tal que su complemento es de pria=
mera categoria y donde TCEi) = [E tiene medida cero.

Sea ¢ la funcidn definida por
= , si x e E
dx}”{,sixe[m1>#m.
claramente satisface que

O

1
cukp
Sea ahora f una funcidén E-integrable dque satisface 1la

relacidén f » ¢, luego existe una sucesidén finita Shs Syr ooy =T 4

un numeroc £ > 0 tal que
lal

Z [j’(x =: oci') - gl + oc,t)] > £, para todo Xx real.

=4
Asi que para todo R natural y todo x se tiene la desigualdad

1
n

k n ;
1 1 o Jd
_E—EZ{}7FCE: flx + a * —E") - plx + d?+ B ]} > £,
gty

j=1 v =
For lo tanto

n k , n k

; J ' o

%Z{—l:rzf‘x o T’} - _%—Z{.%—chx = wE ]} * Wt
=1 =1

i=d j=14
Por el mismo argumento usado para el teorema 3. 3. 10 se sabe

que existe M natural, tal que

i En el apéndice se muestra un conjunte con estas caracteristicas.
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1 A k J . s
-e + (R)J;f < —%—EL{}%—E:fo Big _F_)} 8 * CRJJ;f- {2)

L= i=1
ciempre que k > M.
Probaremos ahora que existe un numero x, tal que la segunda
sumatoria de (1) es igual a 1.

J
Designemos por E1(dt + _E—) el conjunto que se obtiene al
girar el conjunto E1 un adngulo —EH(C& * —Ea) alrededor del centro
: b i 5
CO, O) de B, Cada conjunto & - EEJ(ﬁ + -F_)] es de primera cate-—

goria.
3
Afirmamos ahora que LFB Ei(dt i+ —E_) # g, ya que de 1o con-—

trario tendriamos que

? g
8 =155F'_[Ffat+ 7;4]],
esto os € es de primera categoria. Pero esto es una contradicecidn,
va que € es un espacio métrico completo y por lo tanto de segunda
categoria = Luego existe un punto
J
P etr_‘}j [E1( < + —};—). )
Si x, es la longitud de arco que va de (O, —§E> a P, podemos

decir que
J

gr o= omp = W, ™ —me—y donde x . < [E.
i 1,) 1 R Tl
Entonces
e} k j'
O i -
= Z‘{__fﬁ Zp—( x1 + di. + —-R } = 1. (3)
i=1 j=1

Luego de acuerdo a 1y, CEDy T3
. 1
LR)J;f + e -1 >¢

y con esto probamos el teorema. gy

OBSERVACIGN |Es claro que la maxima cota inferior de el conjunto

{(R)sz . f es integrable en [0, 11 y f > ¢?

es uno, ya que f(x) =1 + &£ pertenece al conjunto para tode

= > 0.

2 Ver por ejemplo H. L. Royden, Real Analysis, Pag. 139,



OBSERVACIGN 2: La funcidn ¢ no es equivalente a una funcidén

R- integrable en [0, 11. Supongamos dque =i, esto es

o x) ~ fUxD, donde f es R-integrable

Shohal S1 ¢ 'S ftf(x)dx, entonces de acuerdo a el teorema 3. 3. 10

plx) ~ <, oHi3eT = & %~ 0,

por lo tanto para cada & > 0, existe una sucesién finita
<L s aé, ceer o tal que .
r !
i Z[ep(x U off O == c] < g, para todo x. (4)
i= 4 ¥

Por otra parte, existen puntos para los que la expresidn

n
L ;

=1
toma el valor uno y puntes para los cuales toma el valor cero.

Esto hace que la desigualdad (4) sea imposible.

TEOREMA 4. 1. 5: Existe una integral de Banach definida sobre &,

que no coincide con la integral de Lebesgue.

PRUFBA: Consideremos el subespacio  {XRD y la funcidn ©
definida en lema 4. 1. 4.

Definimos la operacién @ : (KRY » R por
L %
& Lf1) = cmjof, donde [f]1 & QUR).

® es una funcional lineal ¥ no negativa. Ya que [p]' e AR,
podemos aplicar los argumentos del lema 2. 2. 2 para obtener
una funcicnal lineal ¥y no negativa C& z [éCE) U {[p]}] + R defini-—
da por

Cﬂ([f]) = &[gld) + c» donde [l = [gl + clel = [éCR) U {{pl}],
[gl €« QUR) y ¢ es una constante real. Nétese gue para cbtener esta

expresidn para ®, usamos la observacién 1.

En particular se tiene que @J[fi) = &[f1), si [f]l € QUIRD.
Aplicamos ahora el teorema 3. 4. 8 Y concluimos gque existe
una funcional lineal Yy hno negativa ®: % » R, tal

&1f1> = ©CLf1), para [f] e [ncm U {[pn].
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En particular tenemos que

— 1
= BER e
e [pld Ci([p]) z —
Definimos ahcra ¥ y [ como en el tecrema 4. 1. 3 y entonces

I es una integral de Banach y ademas

Jotd 2 %.

pero (L)J1p<x) = 0. Queda probado el tecrema.gy

Hemos mostrado que una integral de Banach en & no ! siempre

coincide con la integral de Lebesgue.

4.2 SoLUCION AL PROBLEMA DE LA INTEGRAL.

En la seccidn 1. 4 se planted el problema de la integral, es
decir, el problema de extender la integral de Riemann a todas las
funciones acotadas. Estamos en condicicnes de dar una solucidn a

este problema y ver algunos hechos relacionados con el.

DEFINICIGN 4, 2.1t si [ : ¥ -+ R es una integral de Banach,
entonces para cada funcién f acotada sobre [E < [0, 1) defininimos
la integral de f sobre [, denotada J;f, por

Js = Je
donde j’E(x) = fE(x + 1) ¥
L fix), si x € [E
‘fE('X} {O . &8 x e [0, 1% - E.

Obsérvese que fE e ¥ y por lo tanto toda funcidén acotada

sobre E < [0, 1) es integrable en el sentido de 1la definicidn

4, 2. 1.
EJEMPLO 4. 2. 2 Sea [ wuna integral de Banach. Si 7 es
R-integrable sobre [a, bl < [0, 1), entonces la integral de f

sobre [a, bl estid dada por

1
f - tha,b] = G R2 J fﬁa,b] = k2 J‘bf
fa, bl (o] a

Es decir la integral de f sobre [a, 51 coincide con la integral de

FPiemann scbre [a, &1.



LEIMA 4. 2. 3: Si [ es wuna integral de Banach definida sobre el

espacio vectorial F entonces J;f tiene las siguientes propiedades:

i) J"ECaf + bg) = ajEf + beg.

1) jEfo) > 0, si f(x) = O para tode x € [,

vy [t = [+ [F si ANC =0,
tv) j;xﬁ = J;XE, si A y € son isométricos,

— b 1 —
) uhuf - (E)J;f, si f es R-integrable.
PRUEBA: > y ii> es claro. Obtenemos ERD obser vando que
fauc = fA * fc y aplicando ). Dade que A y € son isométricos
existe una isometria y de A en C. Se sabe que y puede tener
unicamente las siguientes formas u;(x) = x + aY w2(x) = = WK

asi que podemos escribir

& G 5 € &y o et
A c

por lo tanto

I

ijAc x) = jx;x) jxcc +3 + &) = fcxcc )

y esto prueba iv). v) se obtiene de el ejemplo anterior. g

El teorema anterior nos muestra que la integral de f es una
solucidén “"parcial' al problema de la integral, debido a que esta

es aplicable solo a funciones definidas sobre conjuntos del

intervale [0, 1.

Definimos ahora la integral de f sobre [E, donde [E es un

conjunto cualguiera.

DEFINICIGN 4. 2. 4 Si f es wuna funcidn acotada sobre un conjunto
scotado E, definimos la integral de f sobre [, J;f, por

[7-2 ]
B Lﬂ—hEL

donde
EL = {x € CO, 11 : »»+{ e En Lt, t+], ¢ = =N, o RPN O (Y
- _ [fix + 0, si x € [E
Ecl-n nl, g0 0, si x « [0, 1) £ E,
1

S



ﬁﬁx) = gfx:+ e

Iﬁﬁl es la integral de g sobre Et' Convenlimos ademas gque

qgt O, si Ei = 9,

Es decir expresamos la integral de f sobre [E, en términecs de
integrales de funciones sobre conjuntes Et s Ty -1 3

La definicidén anterior y el lema 4. = 2 nos tlleva al

siguiente resultado.

TEOREMA 4. 2. 5: Si f y g son funcicones acctadas sobre un conjunto

[E acotado entonces

i) J‘Ecaf + bg) = afEf + bng,
i) j‘EfoJ > 0, si f(x) = O para tede x € [,

iii)fﬂnf=fAf+fo,si.&ﬁ¢3=0,

[ASY’ X = jﬂx , =i A v C son isométricoes,
A A ¢ C
s b .
Ll Y CE)J;f’ si f es R-integrable.

PRUEBA: Obtenemos la demostracién a partir de la definicidén
4. 2. 4 y el lema 4. 2. 3. g

Este teorema nos muestra que el problema de la integral tiene
solucién, es decir la integral de Riemann se puede extender a to-
das las funciones acotadas. De acuerdo a los teorema 4. 1, =
4. 1. B hay una extensidén que coincide con la integral de Lebesgue
v otra que no, es decir la extensidédn no es unica.

En el capitulo 1 mostramos algunas propiedades de la integral
de Lebesgue, entre ellas el Teorema de la Convergencia Acotada
(T.C.A.). Un hecho interesante es que este tecorema no es valido
para una extensidn de la integral de Riemann a todas las funciones

acotadas.

LEMA 4. 2. B: E1 Tecrema de la Convergencia Acctada no es valido

para la integral.
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AR

PRUEBA: Supongamos que el A. es vAlido, vy consideremos la
sucesidn {fn}, donde
A R e A i X5
18] PB Pi Pn
o
v {Fh} es la sucesién de conjuntos tal gque [0, 1D =n§£Ph,
cbtenidos en la prueba del lema 1. 4. 1ia2. Es claro gque
fh - XL)D. Luego aplicando el teorema de la convergencia acotada
» ]
= Lim | F e Lim | 9 & 8. % a5 XD
{0,141} n =00 n n-0 Py Py Pn
L0,41) [0, 1) (0,4
n o0}
= LA P = z P
N -+00 Py 1 Pt
L=0 1=0
10,1} [0,4)
@y (LO, 1) -IP,L> LJLFL=[O, i por

Ya que (006, 1J - PL)lj Tt =

la propiedad ii{t) de la integral se tiene

5 =
Py

[o, 4}
Pero

va que X (x) =
Py

X+
Py

(0O, -PLJPy

it S
Py

x* =0

Py

O, 13=-Py
S =i s LQ, 13 = FU

De esta manera obtenemos que

v por lo tanto

B2 & =
[O,4)

[O,4)

Pero esto es una contradiccién, ya que la parte derecha es

= S

o infinito y la parte izquierda es 1.y

Una consecuencia de este teorema,
integral no tiene solucidn si pedimos como condicién adicional
Teorema de la Convergencia Acotada.

integral de Lebesgue no puede ser extendida a todas las

acotadas.

Py Py
[OD, 1) Py
0 o0
z x =z 1.
i=0 " L=0
P ol
O
es que el problema de la
el
Esto a su vez implica, que la
funciones
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CONCLUSIONES

En la presente tesis nos planteamos el problema de extender
la integral de Riemann a todas las funciones acotadas (El problema
de la integral). Los resultades importantes de este trabajo pueden
resumirse en los siguientes puntos:

?
1) La integral de Riemann se puede extender a todas las fun-

ciones acotadas de manera no unica.

2y La integral de Riemann se puede extender a todas las fun

ciones, de tal manera gue coincida con la integral de Lebesgue.

3> La integral de Riemann se puede extender de tal manera que

e coincida con la integral de Lebesgue.
4) El problema de la integral no tiene solucidn 1 se agrega

como condicién adicional que satisfaga el tecorema de la convergen-—

cia acotada.
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APENDICE.
A> CONJUNTOS DENSOS . CONJUNTOS DE PRIMERA CATEGORIA

La prueba que se did del lema 4. 1. 4 se basa en el supuesto
de que existe un conjunto Ei en la circunferencia € de radio _%F'
tal que 8§ - E ez de primera categeria y ;(E ) tiene medida cero,
donde T : € » [0, 1) es la funcidn de que asigna a cada P < 8, la
loengitud de arco que va de (_%E’ 0) a P. En este apéndlce mostra-—

remos que tal conjunto Ei existe.

DEFINICIGN 1: Si [E es un subconjunto de el espacio métrico (XK, a4,

se dice que E es denso si, F = R vy que E es nunca denso, si R - E
es denso. [E denota la cerradura de [E.

DEFINICIGN 2: Si [E es subconjunto del espacio métrico (X, d) se

dice que es de primera categoria si, es la unidn numerable de con-

juntos nunca densos.

DEFINICIGN 3: A una funcidén biyectiva y continua f del espacio mé-

trico ¥ en el espacio métrico ¥, se dice que es un homeomor fismo

; . . -1
=i su funcidén inversa f es continua en s

Se puede ver que si f @ X =+ ¥ e= un homeomorfismo, entonces
para cada conjunto & < X, f(A) = FORY.

En lo que sigue mostraremos Jue a partir de un conjunto de
primera categoria en un espaclo métrico R, podemos obtener otro

conjunto de primera categoria en el espacio métrico ¥, si entre R
v ¥ existe un homeomorfismo. Empezamos <on unos lemas.

LFMA : Sea Ff : X -+ ¥ un homeomerfismo y [E un subconjunto de AR
i) Si E es denso, f(E) es denso.

it) Si [E es nunca denso, f(E) es nunca denso.

PHEBA , Si [E es denso entonces E = XK. Dade que FE) = fLEI,
T = FCE) FfCRY = ¥, es decir f(E) es denso.Esto prueba t s BLUE
o= nunca denso, entonces X - E es denso, vy dadoe que f es biyectiva

v el hecho de que, f]EY = f(E), se tiene
R -BE) =Y - /(B> =Y - F(EY,



es decir f(E) es nunca denso.y

TEOREMA : Si f : R » ¥ es un homeomerfisme v E < X es de primera

categoria, entonces f(E> es de primera categoria.

PRUEBA : Dado que E es de primera categoria entonces
E = %JEH. donde Eh es nunca denso,
luego 1
FCEY = 1 FfCE D). .
™ n
Por i1t) del lema anterior se tiene que f(Eh) es nunca denso. Por

lo tanto f([Edes de primera categoria. g

Aplicaremos ahora este teorema para obtener un conjunto de

; : 1
primera categoria en la circunferencia de radio =

Existe' un conjunto E < [O, 11 de medida cero tal que su com~=
plemento es de primera categoria. Si [ contiene los puntos
w = 0, 1, los gquitamos para cbtener un conjunte E < (O, 1) de me-
dida cero tal que su complemento es de primera categoria.

Consideremos ahora la funeién f : (0, 1) » Y, definida por

FLL) = (_%E cos t, _%E sen t), t € (0, 1), 4
donde ¥ es la circunferencia de centro en el origen y radio = 7
no incluye el punto (_%E’ 0). Se puede ver dJque f es un homeomor -
fismo.

Dado que E < (O, 1) es tal que su complemento es de primera

categorfa, entonces el conjunto
FLEQ, B3 - EF = o = FEED,

o= de primera categoria. Si hacemes Ei = fC(E), tenemos por lo tan-
to un conjunto E1 en Y tal que su complemento es de primera cate-
goria. Ademas si T = fﬂ‘es la funcidén inversa de f tenemos que

T [Ei) = [E
tiene medida cero. Observese que la funcién T asigna a cada punto
P de Y la longitud de arco que va de ("%F’ 0) a P.

Por tultimo consideramos a Ei en la circunferencia completa,

. ; 1
es decir incluyendo al punto C_EE’ 0) y obtenemos un conjunto en
1 ver M. A. garcla, Matemdticas, Revista del pepartamento de Male-

méticas de la Universidad de Sonora, N°. 21, Dic. 1990, Pag 2-8.

N



; - g i
1a circunferencia de radio —=— y centro en el origen tal que su

=T
complemento es de primera categoria y T(Ei) tiene medida cero.

Y.

(" Y BIBLIOTEC
x‘% i D CIENCIAS EXACT&%
N Y NATURALES

EL SAREER BE MiS K
-# DE MiS HIK
HARA M1 (}RANDEZ?S
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