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Introduccion

La teoria de control dptimo trata con problemas de optimizacion de sistemas
dindmicos cuyo comportamiento puede ser manipulado mediante ciertos con-
troles los cuales se seleccionan por medio de reglas denominadas politicas de
control. La calidad de las politicas de control la mide un indice de funcionamiento
del sistema el cual representa un costo o una ganancia. De esta forma, el prob-
lema de control dptimo consiste en encontrar una politica éptima que minimice 6

maximice un indice de funcionamiento, segiin sea el caso.

En el estudio de problemas de control dptimo, los modelos correspondientes se
clasifican en: estocdsticos 0 deterministicos si incluyen ¢ no componentes aleato-
rias, respectivamente; asimismo, en tiempo continuo si los controles pueden ele-
girse en cualquier tiempo, 0 bien, en tiempo discreto si éstos se seleccionan en un

conjunto a lo mds numerable (etapas de decision).

En este trabajo se estudian modelos de control markovianos, los cuales con-
stituyen una clase de modelos de control estocdstico en tiempo discreto, vy cuva
evolucion en el tiempo la podemos describir como sigue. Si en la t-ésima etapa
de decision (t € Ny) el sistema se encuentra en el estado x; = x, entonces el con-
trolador elige una accion o control a, = a y ocurre lo siguiente: 1) se produce un
costo ¢ que depende del estado y la accién elegida; 2) el sistema se mueve a un
nuevo estado x,.1 =y de acuerdo a una ley de transicion. Una vez ocurrido lo

anterior, el proceso se repite.

Bajo este escenario los costos de operacion se acumulan durante la evolucion
del sistema y, por lo tanto, el objetivo del controlador consiste en encontrar una

politica de control que minimice el costo total acumulado, mismo que define el
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indice de funcionamiento. En particular, nos enfocaremos en el indice de costo

total esperado o;-descontado.

Una clase particular de modelos de control markovianos es aquella en la que
la dindmica del sistema estd modelada por medio de una ecuacién en diferencias
de la forma

Y41 =F (x,a1,§),
donde {&; } es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con distribucion comiin 8, entonces, la ley de transicion de este mod-
elo de control estd determinada por la funcion F junto con la distribucién 0.
Bajo este esquema, regularmente se supone que la distribucion 6 es conocida por
el controlador, lo cual en algunas situaciones es una hipdtesis restrictiva. De
modo que, tomando en cuenta este hecho, en este trabajo de tesis consideramos
el caso en que 0 es desconocida, de tal forma que el controlador debe combinar
métodos de estimacion estadistica con técnicas de optimizacién. En particular,
usaremos la distribucién empirica para estimar 6. A la politica que resulta de
la combinacicn estimacion y control se le llama politica adaptada. Entonces, el
objetivo del presente trabajo es estudiar la optimalidad de politicas adaptadas
bajo el criterio de costo descontado. Sin embargo, como veremos en el Capitulo
3, debido a las caracteristicas propias del tndice descontado, la optimalidad de
las politicas adaptadas se estudiard en un sentido asintético, como se establece
en la Definicion 3.1, ya que bajo métodos de estimacién y control no es posible

garantizar la existencia de politicas éptimas.

El material contenido en esta tesis se encuentra organizado en tres capitulos

de la siguiente manera,

En el Capitulo 1 describimos el modelo de control markoviano en general.
Asimismo, planteamos el problema de control éptimo asociado, y ademds, ilus-

tramos la teoria desarrollada mediante un ejemplo.

En el Capitulo 2 analizamos el problema de control dptimo para el caso en
que el indice de funcionamiento considerado es el de costo total esperado -
descontado. De hecho, imponemos condiciones bajo las cuales demostramos la

existencia de una politica dptima para el problema de control formulado.
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Mientras que, el Capitulo 3 contiene la parte central de esta tesis, cuyo resul-
tado principal demuestra justamente la existencia de una politica asiniéticamente
dptima descontada para el problema de control dptimo cuando la distribucion 0

es desconocida.

A lo largo de este trabajo asumiremos que N, Ng y R denotardn, respecti-
vamente, al conjunto de los nimeros: enteros positivos, enteros no-negativos y

reales.
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Capitulo 1

Modelos de Control Markovianos

1.1 Introduccion

El propdsito de este capitulo se centra en introducir el problema de control
dptimo markoviano general, razon por lo cual, a lo largo de sus secciones se
describen los tres elementos requeridos para su respectiva formulacion, es decir:
el modelo de control (markoviano), el conjunto de politicas, asi como el indice
de funcionamiento (también llamado criterio de optimalidad); asimismo, en su
iltima seccion se incluye un ejemplo con el propdsito de ilustrar, tanto los ele-
mentos antes mencionados como el planteamiento del problema de control dptimo

correspondiente.

1.2 Modelo de control markoviano
1.2.1 Descripcion
DEFINICION 1.1 Un modelo de control markoviano (MCM) en tiempo discreto,

denotado por
(X,A{A(x):x € X},Pc), fLa)

consta de los siguientes elementos:

e X representa el espacio de estado, y supondremos que es un conjunto nu-
merable.



12 CAPITULO 1. Modelos de Control Markovianos

o A representa el espacio de control o accién, y supondremos que es un con-

Junto numerable.

o {A(x):x€X} es la familia de conjuntos de controles (o acciones) admis-
ibles. Es decir, cada estado x € X tiene asociado un conjunto no vacio
A(x) C A, cuyos elementos son los controles admisibles cuando el sistema

se encuentra en el estado x.
o P representa la ley de transicién
Puy(a):=Plxp1=y|x =x,as = a, (1:2)

la cual es una distribucién de probabilidad en X para cada (x,a) € K,
donde

Ki={(x,a):xeX acA(x)} (1.3)

es el conjunto de pares estado-accién admisibles.

o ¢: K — R representa la funcién de costo por etapa.

1.2.2 Interpretaciéon

Un MCM representa un sistema que evoluciona en el tiempo de modo que, en
cada etapa de decision t € Ny el sistema estd en el estado x, = x € X y se elige un
control a; = a € A (x). Entonces:

1. se produce un costo ¢ (x,a);

2. luego, el sistema evoluciona al estado x| = x' € X de acuerdo a la ley de
transicion (1.2);

3. ¥, una vez que el sistema se encuentra en el estado x;,1 = X', el proceso se

repite.

Diremos que el MCM (1.1) tiene horizonte de planeacion finito si el niimero
de etapas N es finito, y en otro caso, diremos que el horizonte de planeacion

respectivo es infinito.



1.3 Politicas de control admisibles 13

Observacion 1.1 (a) En algunas aplicaciones la evolucion del sistema estd

determinada por una ecuacion en diferencias de la forma

X41 = F (x,a1,&) (1.4)

donde {&, } es una sucesion de variables aleatorias (v.a.'s) independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d.) con valores en algin conjunto numerable S; mientras que,

F: X x A X8 — X es una funcién conocida.
(b) Si 8 es la funcion de probabilidad comiin de las v.a.'s &, es decir,
6(k)=P[& =kl VkeS,teNy,
entonces para cada (x,a) € K tenemos

Pl =4 | m=vym=a] = ¥ 8@, (1.5)
keSy

donde
Spi={s€S:F(x,a,s)=x}.

De lo anterior, es posible obtener la representacion del sistema correspondiente

mediante probabilidades de transicion usando (1.5).

1.3 Politicas de control admisibles

DEFINICION 1.2 Dado un MCM definimos para cada 7 € Ny el espacio de histo-
rias admisibles hasta la etapa t mediante Ho :=X y

H,:=K'xX parareN.
De modo que, un elemento de H; es un vector (o ¢-historia) de la forma
By = (X0, G0, - X1—1,G1—1,%1)

con (x,a;) € Kparak=0,1,...t—1yx X
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Una regla de decision es un procedimiento para elegir un control (accién) en
una etapa, el cual puede depender; ya sea, de la historia hasta la etapa t, o bien,

linicamente del estado del sistema en dicha etapa.

De hecho, una regla de decision dependiente de la historia, es una funcion
Ji By — A tal que f; (hy) € A (x;). Mientras que, si f; depende de h; sélamente
a través de x;, diremos que f; es una regla de decisién markoviana, y en cuyo

caso podemos decir que una regla de este tipo es una funcion f, . X — A tal que

Ji (x) € A(x).

DEFINICION 1.3 Una politica de control admisible (o simplemente una politica)
es una sucesion = {fy, f1,...} de reglas de decisi6n. Si las f; son markovianas
diremos que la politica 7 es markoviana, y en caso de que f; = f para alguna ¥
X — A, esdecir, m = {f, f,...}, diremos entonces que la politica es estacionaria.

Denotaremos por I1 al conjunto de todas las politicas. Y, definiendo el con-
Junto
Fi={f:X—=A|f(x)eA)}, (1.6)

debido a la Definicion 1.3 y sin pérdida de generalidad, en adelante identificare-
mos al conjunto de politicas estacionarias con F.

En particular, una politica en el caso de un MCM con horizonte de planeacion
finito N toma la forma © = { fo, f1,..., fv—1 }-

Por otra parte, en un MCM con horizonte de planeacién N < oo, definimos el
espacio muestral como

Qy =K" x X,
cuyos elementos son las trayectorias
@ = (X0,dp, .., XN—1,aN_1,XN)

con (xp,ar) € K para k=0,1,....N — 1 y xy € X, mientras que, el espacio mues-

tral correspondiente al caso en que N = oo toma la forma

Q.=K",
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v sus respectivas trayectorias son de la forma
e 77 R W N,
En adelante denotaremos por x; vy ai (k € No) a las variables de estado y de

control en la k-ésima etapa, respectivamente.

Para un estado x € X y una politica © = { fo, f1....} € I, existe una probabil-
idad denotada por PF definida en una familia de subconjuntos de Q tal que las
variables x; y a;. satisfacen

P =] = L

ar = fi(hx) Ve € Hy (1.7)

R\J-I [Xr+l = } h”a,} =Py (ar) . (1.8)

En el caso de horizonte finito (N < o), la probabilidad PF se define de forma
explicita mediante
Pl (X080, XN—1,aN—1,XN)
= Px (%0) Prouxy (@0) ++ Pry_y aw (@N-1) »

donde ay = fi (%0,a0, .. sXx—1,8k—1,%%), Kk =0,1,....,N—1, ¥ px(-) representa la
probabilidad concentrada en x.

Observacion 1.2 (a) Denotaremos por ET al operador esperanza con respecto
a PT, es decir, si W es una v.a. definida en Q (0 Qp ), su valor esperado estd dado
por

EF W] =Y W (x0,a0,....x8-1,an—-1,XN) PT (%0,80, ... XN—1,aN—1,%N) ,

donde la suma se toma sobre todas las trayvectorias en Q.
(b) Si W es una funcion de ay, ...,xn, ¥ h; € H,, entonces

ET W (xp,ap,.0xn | )] = ZW(x,,a,,...,xN VBT oy s iy | i)
(c) Si v es una funcion de x, |, entonces

Ef V(g1 | hryar)] = z v(y) Py y (ft (he)). (1.9)
yeX
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1.4 Indice de funcionamiento y problema de control
optimo

En general, un indice de funcionamiento (o criterio de optimalidad) consiste en
una funcion que de alguna manera, “mide” el comportamiento del sistema, dig-
amos el costo total, al utilizar diferentes politicas de control, dado el estado ini-

cial.

Entonces, si w(T,x) representa el costo que se genera al utilizar la politica T
cuando el estado inicial es xy = x, el problema de control dptimo (PCO) consiste

en determinar una politica T tal que
w(m*,x) = ilélf_'lw(n,x) =wx) YxeX (1.10)
T

Llamaremos a m* politica dptima, y a la funcion obtenida, W (x), la funcién de

valor dptimo.

A continuacion incluimos tres indices de funcionamiento usuales, en los cuales,
ET denota el operador esperanza cuando se usa especificamente la politica T

dado que el estado inicial es xo = x.

DEFINICION 1.4 Seanx € Xy « € I1. Se define:
(a) El costo total esperado hasta la N-ésima etapa por

N-1

Iyl 8 i=E? [ c(x,ar) +en (XN):] ,

=0
donde ¢y (x) es una funcién definida para cada x € X, y puede ser interpretada
como un “costo terminal”.

(b) El costo total esperado o-descontado mediante

1=0

Vo (. x) i=EF {i oc'c(x,,a,)] ) (1.11)

donde o € (0, 1) representa el factor de descuento.
(c) El costo promedio esperado por

1 N—-1
J(m,x) :=limsup—EF | } c(x,a)] -
N =0

N—yee
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1.5

Ejemplo: un sistema de inventario

Con el propdsito de ilustrar la teoria desarrollada en este capitulo, a continuacion

consideramos un sistema de inventario con capacidad finita C, en el cual para

cadat € Ny:

X; representa el nivel de inventario de determinado articulo al inicio de la

etapat.

a; representa la cantidad de articulos solicitados a la unidad de produccion,
a fin de abastecer la unidad de inventario al inicio de la etapa t, la cual

suponemos es suministrada en forma inmediata.

& representa la demanda en la etapa t, y suponemos que {&} es una
sucesion de v.a.’s i.i.d. (con valores en Ny), y funcion de probabilidad
cOmun q.

De lo anterior se observa que:

X=A={0,1,....C}

Debido a la capacidad del sistema, si x; = x, entonces solo tendria sentido
solicitar a la unidad de produccion una cantidad de articulos dada por
a=a€c A(x)={0,1,...,C—x}; esto es, cada x € X tiene asociado un
conjunto no vacio A(x) C A (de controles admisibles cuando el sistema

estd en el estado x).

En tales condiciones, la dindmica de las variables de estado puede mode-
larse mediante el sistema de ecuaciones en diferencias

x,+1:(xt+a,*§;) " IENO y x():x"EX. (]12)
Consideremos que la evolucion de este sistema se ha observado hasta la
etapa t, de manera tal que se conoce la historia correspondiente mediante

los valores especificos de xo,ap,x1,a1,...,%,a;, ¥ supongamos ademds que,
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en particular, xy =xy ar = a. De aqui, usando (1.12) y el hecho de que las

v.a.’s & son i.i.d. con funcion de probabilidad comiin q(-), entonces

Pl =y | %0,80,%1,81, s X—1, 81, % =X,q, =a]  (1.13)
ZP[(xﬂLar_‘gr)Jr =y|
%05 PR R s M Lo B 1 B =%, 05 = ]
=P[(x+a-&)" =y]
=3 q(8),

4%

dondeW ={£ €Ny : (x+a—§&)" = v}; de lo cual se desprende de man-
era natural que, la probabilidad en (1.13) depende dnicamente del iltimo
estado observado (x, = x) y del control respectivo (a; = a), sin importar la
(t — 1)-historia del sistema, ni el valor de t. Es decir, para todo x,y € X,
a€A(x) yt € Ny se tiene

P11 =Y | X0,80,X1,81, ... %—1,8—1,% = X,d; = d
:P[(xIJra,—éj,)”L = | xp=xa :a]
:Px,_\,'(a)a

que es la ley de transicidn del sistema correspondiente (en una etapa).

e Finalmente, definiendo las constantes A y h como sigue

At precio (unitario) de produccion,

h 1 costo (unitario) de almacenamiento,
tenemos que el costo por etapa, para t € Ny, queda determinado por

c(x,a)=Aa+hEg [(x+a—§&)*].

Cabe sefialar que en lo que resta de este trabajo consideraremos el indice de
costo total esperado G-descontado introducido en (1.11). Asimismo, como vere-

mos mds adelante, nos enfocaremos al caso de horizonte de planeacién infinito.



Capitulo 2

Criterio de Costo Descontado

2.1 Introduccion

En este capitulo analizaremos el PCO asociado al MCM en (1.1) bajo un crite-
rio de costo total esperado o-descontado (véase (1.11)). Cabe mencionar que,
por lo regular, este tipo de indice de funcionamiento encuentra aplicaciones en
problemas en los cuales tiene una interpretacién econdémica (o monetaria). En tal
situacion, se introduce un factor de descuento al costo, debido al hecho de que,
cierta cantidad de dinero en el presente tiene menos valor en el futuro. De hecho,
en muchos problemas el factor de descuento & se interpreta como o0 =1/ (1+1),
donde i denota la tasa de interés. De modo que, Q' representa el valor presente

de la moneda t periodos después.

A lo largo de esta segunda parte del trabajo, bajo condiciones especificas so-
bre costo por etapa acotado y finitud de los conjuntos de acciones admisibles,
estableceremos y demostraremos resultados relevantes que resuelven el PCO cor-

respondiente al mencionado indice de funcionamiento.

2.2 Criterio de costo descontado

Retomando de (1.11) en el Capitulo 1, recordemos que parax € X yn €I, la

expresion

Vo (®,x) = EF [i o'c (x,,a,)]

=0
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define el costo total esperado o-descontado al usar la politica & cuando el es-
tado inicial es xo = x, con o € (0,1) como factor de descuento. En cuyo caso,
obsérvese que usando (1.10) el PCO respectivo consiste de manera especifica en
encontrar una politica & € 11 tal que minimice la funcién introducida en (1.11),
es decir,

Va(n*,x) = gIEIIfIVa(ﬂ',x) Vx e X

De lo anterior (véase (1.10)), se tiene ademds que la funcién (que para distin-
guir agui llamaremos) de valor &-dptimo cuando el estado inicial es xp = x queda
definida como

Wiz = églflva(n,x), xeX Q2.0

mientras que, llamaremos a ©* una politica @-6ptima (para el modelo MCM
(1.1)) si
Va(rn*,x) == inf Vo (m,x) VxeX.
well

2.3 Condiciones

En lo sucesivo asumiremos que se cumplen las siguientes condiciones:

Hipdtesis 2.1 (a) Para cada x € X, A (x) es un conjunto finito.
(b) Existe una constante M > 0 tal que
le(x,a)| <M, ¥ (x,a) eK. {2.2)
Se incluye a continuacion una consecuencia importante de la Hipétesis previa.

Proposicion 2.2 La Hipétesis 2.1(b) implica que el indice Vo (m,x) en (1.11)

estd acotado.

Demostracion. Primero, para cada t € Ny definamos las v.a.’s X, y Y, como sigue

X, = a’c(xf,a,) y Y= X
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Ndtese que, por una propiedad del valor absoluto se tiene
PX; <Y|=1 VieNp.
De lo cual, por el Teorema A.2(d), para cada x € X'y m € Il se cumple
ET[X,) <EF[Y] VreNp;
mientras que, de (2.2) vemos que
ET V] <Ma' <= ViteNy.

De aqui, por el Teorema A.2(a)-(c) se tiene que, para cada x € X y & € IL:

=

1V05(7r=x)‘ = ZE?[O‘?C(-’Q:“?)]
1=0
& Mia’:—M—<oo VxeXymell 2.3)
B =0 l-a ,

debido a que @ € (0,1). Lo cual demuestra la Proposicion.
|

De hecho, dicha propiedad nos facilitard el andlisis, ya que nos permitird
apoyarnos en la teoria de ecuaciones sobre espacios lineales normados, a fin de

establecer los principales resultados de optimalidad o-descontada.

Para lo anterior, denotaremos por B(X) al espacio lineal normado consistente
de todas las funciones acotadas v : X — R. Ademds, definamos la norma de
v € B(X) como

|[v]| := sup |v(x)]. (2.4)
xeX

Observacion 2.3 Como consecuencias directas ndtese que:
(a) B(X) es un espacio de Banach.
(b) De (2.1) y la Proposicion 2.2 se tiene que V* € B(X), y

. M
X)) S —— VX E A
e <1 - Yxe X
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2.4 Ecuacion de optimalidad

A continuacion introduciremos un elemento, el cual es la clave para caracterizar

Y obtener politicas dptimas.

DEFINICION 2.1 Diremos que una funcién u € B (X) es una solucién de la ecuacidn
de optimalidad o-descontada (EQ) si

u(x) = min {c(x,a) +a Y u(y) Py (a)} Vx e X. (2.5)

acA(x) vEX

El objetivo de este capitulo es demostrar que, bajo la Hipétesis 2.1, la funcién
de valor a-éptimo (véase (2.1)) satisface la EO, lo cual nos permitird mostrar
la existencia de politicas dptimas para el modelo MCM (1.1). Para tal Jfin intro-

duciremos nueva notacidn, asi como algunos resultados preliminares.

Primeramente, para cada u € B(X) definimos el operador

Tu(x) := min {c(x,a.) +o Z () By (a)} » 2EX, (2.6)

acA(x) yex

ypara f € F (véase (1.6)),

Tru(x):=c(x,f)+ o Z u(y)Pey(f), xeX. 2.7)

yeX

Se tiene también que
Tu:=T [T’ﬁlu} JteN, y Tou:=u;
¥ andlogamente, para cada f € F

T3:=T; [Ti '] 1eN, y Thu=u.
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Observacion 2.4 Ndtese que:

(a) En términos del operador T, la EO queda expresada como
u=Tu, ueB(X).
(b) La Hipétesis 2.1(a) garantiza que existe f €F tal qgue
Tu=Tsu, u<B(X).
(c) De la Hipdtesis 2.1(b), se tiene que para cada u € B (X) yt €Ny,
T'u € B(X)

y, ademds

Tiu €B(X), feF.

Los dos resultados que se demuestran a continuacion resaltan algunas propiedades

importantes de ambos operadores, T y Ty, previamente definidos.

Proposicién 2.5 Bajo la Hipdtesis 2.1(b), T y Ty (f € F) son operadores de
contraccion (médulo o) sobre B(X) con la norma introducida en ( 2.4), ésto es,

para cada par de funciones u,v € B (X):
@ ||Tu—Tv|| < eflu—vll, ¥
b) || Tru—Tpv|| < afu—v].

Demostracion.
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(a) Primero tenemos que para cada u,v € B(X), xe Xyac A (x) se cumple

c(ra)+a ¥ u()Pyla) = c(na)+ {a Y ()P (@)
yeX yeX
¥ )Ry <a)} L F )P a)
yveX yeX

< cna)+a) v(y)Py(a)
yeX
T ZX u(y) —v(y)| Py (a)

< clx,a)+a Z v(y) Py (a)
yeX
+asuplu(y) —v(y)|.

yeX

Ahora, tomando el minimo sobre A (x) en ambos lados de esta desigualdad, y de

acuerdo con (2.4) y (2.6), vemos que para cada x € X-
Tu(x) < Tv(x) + afju—v],
lo cual es equivalente con la expresion
Tu(x)—Tv(x) < a|u—v| VxeX. (2.8)
Luego, siguiendo un procedimiento completamente andlogo es posible obser-
var que ademds se tiene
Tv(x)=Tu(x) < alu—v| VxeX. (2:9}
De manera que, (2.8) y (2.9) implican que
|Tu(x)=Tv(x)| < aflu—v|| VreX. (2.10)
Finalmente, tomando supremo sobre X en (2.10) se obtiene la afirmacion de
la parte (a).

(b) La demostracion de esta parte sigue un esquerma similar al previo.
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Proposicion 2.6 (a) El operador T tiene un iinico punto fijo en B (X).
(b) Para cada f € F, el operador Ty tiene un iinico punto fijo en B (X).

Demosiracién. Ambas afirmaciones son consecuencia directa de la Proposicidn
2.5y el Teorema de Punto Fijo (véase Apéndice C).
|

2.5 Resultados

Los resultados que se presentan y demuestran en esta seccidn estdn orientados a

resolver la EQO bajo las condiciones impuestas en la Hipdtesis 2.1.
Proposicién 2.7 (a) El punto fijo de Ty es Vo (f ,-), es decir;
Va(f ) =TV (f 1) VxeX. (2.11)

(b) Una politica m = { f;} es o-dptima si, y solo si, Vo (70 . x) es punto fijo de

Demostracion. (a) Notese que de (1.11), junto con los Teoremas A.1, A.2(c) y A.3

(véase Apéndice A) se obtiene lo siguiente
Z ¢ (%, ay ]
r i
Z ¢ (xi‘: ai‘)
=1
Z xi' 3 ai‘)

Va (f,X)

8

= c(x,f)+aEf

= c(xf)+aE] [Ef

]

= c(xf)+a Z Vo () Py (f) VxeX,

yeX

= c¢(x,f)+oE Ve (f,%1)]



26 CAPITULO 2. Criterio de Costo Descontado

es decir, se cumple (2.11), y en consecuencia, Vo (f ,-) es el punto fijo de Ty.
(b) Primero, supongamos que
u(x) = Vg (7, x)

es punto fijo de T. Entonces,

wix] = mm) {c(x,a) +a Z u(y) Py (a)} . (2.12)

yveX

Sean' = { fr'} una politica arbitraria. Obsérvese que, de acuerdo con (1.7), (1.8)

v (1.9), se cumple lo siguiente

Efl [(XH]M(XH—I)M:,@:] = Z (XH]“(J’)PXW’[%H = | A, )
VEX
{+1 E“ Xr) f;' h'f))
yeX

De aqui' 'y por (2.12), ndtese que
Eff [GHIH(XHIH hz,ar] = g Z u(y) Py (‘f;" ( hr)) +a'c (xz,f;! ( hz))
yeX

_ (x[c(xzf; ))+a L u0) Pay (£ ’“)}

yeX

—a'c (x,,fr’(h,))
() — e (xf,f,’ ( h,)) .

IV

Es decir,
o'c (xf,f,, ( hf)) > a'u(x) fEfl [a”‘lu (xH_l)‘ h,,a& .
de lo cual, por los Teoremas A.2(c) y A.3 se tiene
Ef [arc (x{,a,)} i u:’Ef [oe (x)] — arHExﬁ’ [ (xi1)]

expresion en la que, sumando de ambos lados desde t = 0 hasta n, vemos que

i alc (x,,a,)} E

r=0

ET [u(x0)] — 0" EF [u(xp41)] < EF
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donde, tomando limite cuando n — o=, debido a que u(x) es acotaday @ € (0,1),
se obtiene que
u(x) < Vo (7',x),

ésto es,
Vo (7,%) < Vo (7' ,x)

y, como ' es arbitraria,
Vel @) =Vl

Por consiguiente, T es una politica ot-dptima.

Ahora, supéngase que T es una politica o-optima, es decir,
u(x) = Vo (m,x) =V (x).

Demostraremos que
u>Tu vy u<Tu, (2.13)

simultdneamente.

Para demostrar la primera desigualdad en (2.13) considérese la expresion

i a'c (x,.a,)] .
=0

de la cual, por el Teorema A.3 vemos que

w(x)=E}

X

u(x) = c(x, fo) + 0EF [Vg (7' ,x1)]
donde
7' ={fi}ien-
De aquf,
u(x) > c(x, fo) + 0ET [u(x1)]
por lo que se obtiene

u(x) > min {C(x,a) +a Z u(y) Py (a)},

acA(x) Jex
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lo cual demuestra que u > Tu.

Con el fin de demostrar la segunda desigualdad en (2.13), sea g € F arbitraria
y definiendo la politica
w = {g,m}
se tiene que
k(x) < Vy (rc’,x),

de donde

u(x) Sc(x,g)+aEf Vo (m,x1)].
Como u(x1) = Vg (m,x1), entonces de la desigualdad previa se tiene

u(x)<c(xg)+a) u(y)Pylg),

yeX
% dado que g € F es arbitraria, entonces
u(x)< min < c(x,a)+« u(y)P.y(a) 3,
( )_QEAW{ (e + T u0) Py )}

lo cual conduce a que u < Tu.

Teorema 2.8 (a) V* es la tinica solucién acotada de la EO,
(b) m = {f} es una politica a-éptima si, y solo si, S minimiza el lado derecho
de la EO, es decir,
Vi) =clxf)+a ) V:0) Py (f).

yeX

Demostracién. (a) Debido a que T es un operador de contraccion vy B(X) es un
espacio de Banach, entonces por el Teorema de Punto Fijo (véase Apéndice C)
existe u € B(X) tal que

u(x) = Tu(x)

= min {c(x.,a)—HI Z M()’)PA,.V(“)}-

acA(x) yeX
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Sea g € F tal que
(%) = Tul(x).

Luego, por la Proposicién 2.7(a)
”(x) - Va (g:x)a

lo cual implica que ™ = {g} es una politica a-dptima, y entonces

(b) Primero supongamos que = {f'} es una politica a-6ptima. Entonces, de
la Proposicion 2.7(b)

TVe (f,x) =Vo (f,x)=V*(x), (2.14)

es decir,

min {c(x,a) +a E Ve (f:¥) Pry (a)}

acA (A.) _VEX

= min {c-(x,a)+06 ZV* (}’)Px,-y(a)}»

acA(x) yex,

Y, dado que por la Proposicién 2.7(a)

Va (f,JC) = TthI (f:x)t

por (2.14) tenemos

clxf)+a ) V) Puy(f)

yeX

= min {c(x,a)+a Z V*(y) Py (a)} ;

acA (l) VEX

Por consiguiente, f minimiza el lado derecho de la EO.

Supongamos ahora que f minimiza el lado derecho de la EQ, en tal situacion

v (x) = va)‘1 (x)a
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¥, como por la Proposicion 2.7(a) se tiene
V™ (x) =V (f5),

entonces ™ = { [} es una politica a-dptima.

2.6 Algoritmo de iteracion de valores

En esta seccion presentamos el resultado que garantiza la convergencia del algo-
ritmo de Iteracion de Valores (IterVal) a la funcién de valor o-optimo. Para esto,
ndtese que de la Proposicicn 2.2, el Teorema 2.1y la Observacion C.1 (ii), para
cadau € B(X) yt € Ny,

|T"u—Vv*

<o |u—V| (2.15)
Definamos ahora la sucesion {v;} de funciones de IterVal como sigue,
vg =0, (2.16)

yparat € N,
v (x) 1= Tvp—1 (x) = T'vo (x), (2.17)

de donde, y por la expresion (2.6), se deduce que

v(x)= min qc(xa)+a Y v 1(¥)Pya) ¢, teNxeX (2.18)
acA(x) yex o

A continuacion se enuncia y se demuestre el teorema clave para la men-

cionada convergencia.

Teorema 2.9 Bajo la Hipdtesis 2.1
v =V*|| = 0 cuando t — oo. (2.19)

Ademds, si
0<c(x,a) <M V(x,a)€ek, (2.20)

entonces
vi 2AVY cuando t— oo. (2.21)
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Demostracion. Si mayor dificultad puede observarse que la convergencia
(2.19) de v; a V*, resulta como consecuencia de la expresion (2.15) tomando
u=rvy =0, asi como de la Observacién 2.1 (b). Por consiguiente, debido a
(2.17) y al hecho de que a € (0,1), se tiene

a'M

v =Vl < o V)] < T

— 0 cuando 1 — oo,

Por otra parte, notese que a consecuencia de (2.20) el operador T es mondtono,

esto es, si u,v € B(X) tal que u < v no es dificil verificar que
Tu<Tv. (2.22)

Ademds, (2.16) implica

vg =0 < min {c(x, a)+a) v (.v)PxJ.(a)} = min {c(x,a)} = vi.

acA(x) vex acA(x)

De aqut, y por (2.22)
es decir,

Luego, siguiendo un procedimiento inductivo se obtiene que
v <1Vt € Ny

lo cual demuestra precisamente la afirmacion (2.21).
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Capitulo 3

Estimacion y Control

3.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos un caso particular del MCM definido por medio de
la ecuacion en diferencias como se establecid en (1.4), donde las perturbaciones
aleatorias {& } son v.a’s i.i.d. con funcién de probabilidad 6 desconocida por el

controlador.

Ante la situacion previamente descrita, la idea general de nuestro tratamiento
consiste en utilizar métodos adecuados de estimacion de 6 y técnicas de control, a
fin de construir una politica asintéticamente dptima descontada (véase Definicidn

3.1) para el PCO asociado a este esquema especifico.

3.2 Modelo de control markoviano: caso especifico
Consideremos, como en la Observacion 1.1, la ecuacion en diferencias
Ki+1 =F(xf,a,,?§,), t € Ny, (3.1)

donde {&} es una sucesion de v.a’s i.i.d. con valores en algiin conjunto numer-
able Sy F : X x A xS — X es una funcion dada. Denotemos por 8 a la funcién

de probabilidad comiin de las v.a.’s &, es decir,

B(s):=Pl§=s] VreNy seS.
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Entonces, la dindmica (3.1) define un caso particular de MCM'’s en tiempo dis-

creto cuya ley de probabillidad de transicion estd dada como sigue

Px,x’ (a) = P [xH-l =x | X = 2,0y = a]
= ) 6k,
keSg
con

Spi={s€8:F(z,a,s5) =x}.

Para ser mds espectficos, denotaremos este modelo de control particular me-
diante
K:=(X,A{A(x):xeX},S,F,0,c), (3.2}

donde los elementos X, A, A(x) y ¢ son como en (1.1). Cabe mencionar que aqui
asumiremos que 6 es desconocida por el controlador. En tal situacion, usando
la distribucion empirica (véase Definicion B.4, Apéndice B) para estimar 8, el
modelo de control X tiene la siguiente interpretacion. En la etapa t el sistema se
encuentra en el estado x, = x € X y el controlador usa la distribucion empirica
con el propdsito de obtener un estimador 8, de la mencionada distribucion de-
sconocida 0, es decir, {6} se obtiene procediendo de acuerdo a la expresion

lf—l
e,(k):?)j{}sk(gj), t €N, (3.3)
j:

donde . £k
g REidy =
6k (gj‘) &~ { 0 si ‘:j _f'é k
Luego, el controlador combina este proceso con la historia del sistema para se-

leccionar un control (o accion) a; = a € A adaptado al estimador, de modo que,
a=d; (9;) EA()C). (3.4)

Entonces, se genera un costo ¢ (x,a) y el sistema avanza a un nuevo estado x,,1 =

¥ € X de acuerdo a la ley de probabilidad introducida anteriormente dada por

Baula) = Plau=9|%=54= al

Y o6k

keSp
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Y una vez que la transicidn se presenta, el proceso se repite.

Por otra parte, nétese que, si {&,&y,...} es una muestra aleatoria, entonces

dada una funcion u se tiene que para cada t € N,

—1

Zu(F(x,a,k))B,(k):%zu(F (x.a,&)), (x,a) €K (3.5)

keS Jj=0

En efecto, para obtener lo anterior notese que de (3.3), para cada (x,a) € K
podemos escribir

t—1
Y u(F (x,a,0) 6 (k) = zumx:a.k))}_);ak(éj)

keS keS

A xak)sk(a)}

kES j=

- %[Eu (x,a,k1)) &, (&)

+ i“(F (x,a,k2)) &, (&) +} i

j=0

De modo que, definiendo para cada k € S los conjuntos Ji = {j €= k}, con

j=0,1,....,t — 1, vemos que de lo anterior se obtiene ( 3.5), lo cual se muestra a

continuacion

Eu (x,a,k)) 6 (k) = - ZM(F(x!a=€f))

keS J€y

T

i Z ”(F(xﬂ’&.f))_“

€k,

1 t—1

= ?Eu(F(x,a,gj)), (x,a) e K.

j=0
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3.3 Optimalidad asintética

Retomando lo expuesto en los Capitulos 1 y 2, aqui estamos interesados en usar
un criterio de costo total esperado Q-descontado (véase (1.11)) a fin de resolver
el PCO asociado al modelo X previamente introducido, el cual consiste en deter-

minar una politica o-dptima tal que minimice el mencionado criterio,

Primeramente ndtese que, en términos del Teorema 2.8(a), vemos que la EO

correspondiente a este escenario especifico toma la Jorma siguiente
Vi (x)= min {c(x,a)+a Y V*(F(x,a,k))0 (k) » VxeX. (3.6)
acA(x) ics

De lo cual, existe f* € F tal que

V() = el f) o YV (F (x5 0) 6 (8),

keS
de modo que, la politica m = {f*} es a-dptima si, y solo si minimiza la parte
derecha de (3.6).

Mds aiin, cabe sefialar que si definimos la funcién ® : K — R como

D (x,a) = c(x,a)+ o Y V*(F (x,a,k)) 6 (k) — V* (x), (3.7)
keS

entonces, por el Teorema 2.8(a) y la expresion (2.5), se tiene gue la EO en (3.6)

es equivalente a la relacién

min @ (x,a) =0,
acA(x)

de donde ademds, se obtiene que la politica & = {f*} es o-dptima si, y solo si
P(x, [ )=0 VYxeX (3.8)
En particular, es importante sefialar que de acuerdo al procedimiento imple-

mentado por el controlador, (basado en estimacion combinado con técnicas de

control), como puede observarse de (1.11) en la Definicion 1.4, el costo total
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esperado a-descontado depende fuertemente de las acciones (controles) selec-
cionadas durante las primeras etapas, que es precisamente cuando la informacion
respecto a la distribucion 8 resulta deficiente para el estimador, razén por la cual,
en estas circunstancias no es posible garantizar en general, la existencia de una
politica dptima, (véase [4]); de modo que en tal situacion, estudiaremos entonces
el concepto de optimalidad de una politica dada en el sentido asintotico, cuya

idea intuitiva, de acuerdo a (3.7)y (3.8) se establece a continuacion.

DEFINICION 3.1 Diremos que una politica 7 € IT es asint6ticamente optima de-
scontada (AOD) para el modelo X en (3.2) si para cada x € X,

EF[®(x,a;)] =0 cuando 7 — eo.

3.4 Construccion de politicas adaptadas

Primero, definamos la sucesion de funciones {V;},—y en B(X) como Vo =0, y

parat € N mediante la siguiente ecuacion recursiva

Vi(x) = min {c(x,a)+a 2\4_1 (F (x,a,k)) 6 (k)} y

acA(x) ©es
xe X, (3.9

A continuacion presentamos dos propiedades fundamentales de la sucesion

previa.

Proposicion 3.1 ! Si se satisface la Hipdtesis 2.1, entonces:
@ ||%—V*| =0 P*-as?
(b) Ademds, para cada t € N existe f; = f,s’ € F tal que minimiza el lado
derecho de (3.9), esto es,

cuando t — oo,

Vi (x) = clx fi) + @ Y Vit (F (5, £:,6) 6 (K), x€X.
keS

1Para su demostracion véase la sub-Seccién 3.4.2 (p.40).
2Convergencia casi segura respecto a la medida de probabilidad PT. (Véase Apéndice B).
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Ahora definamos la politica # = {1} como
ﬁ} (hf):ﬁ:t(hf;ef):=ﬁ(xr),[EN, (3]0)

y iy alguna accion fija. El objetivo consiste en demostrar que 7t es una politica
AOD, lo cual serd consecuencia, ademds de la Proposicion 3.1, de los resultados

siguientes.

Definamos la familia V de funciones V* : S — R como sigue

Vi={V*(F(x,a,")): (x,a) e K}.

Ndtese que de (2.1) y (2.3) en el Capitulo 2, se tiene gue la familia 'V es
uniformemente acotada; mientras que, dado que S es numerable, entonces, por la

Proposicién B.2 observamos que

M —0 PF-as. cuandot — oo, (311H
donde para cadat € N,
N o= sup |Y V(F(x,a.k)) 61 (k)
(x.a@)eK |keS
- Y V*(F(x,a,k))6 (k). (3.12)
keS

Por otro lado, tenemos la siguiente

Proposicion 3.2 * Bajo la Hipétesis 2.1(a), para cadax e Xy € IL:
P

Bi:= sup |®(x,a)—P (x,a) =0 P*q.s.
(va)eK
cuando t — o, donde para cadat €N, ®, : K — R es una Juncién definida como

D, (x.a) 1= c(x,a)+ 00 Y Vi) (F (x,a,k)) 6 (k) =V, (x). (3.13)
keS

*Para su demostracién véase la sub-Seccién 3.4.3 (p.42).
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3.4.1 Resultado principal

Teorema 3.3 Bajo la Hipdtesis 2.1, la politica ft introducida en (3.10) es AOD
para el modelo XK.

Demostracién. Obsérvese que de (3.13) y por definicion de & = {#;} en (3.10)
se tiene

@, (% (-)=0, teNg.
Por lo que, debido a la no negatividad de ® (véase (3.7)), para cada t € Ny se

obtiene lo siguiente

D (x;, A () = @ (e, R () — Dy (0, R (1e))]

(x.a)EK

< sup |P(x,a) — D (x,a) =B

De donde, haciendo t — o=, de acuerdo a la Proposicion 3.2 se obtiene
D (x, 7 (h)) — 0 Pf- a.s.,
lo cual, por la Proposicién B.1(a), implica la convergencia en probabilidad, ésto
es, )
&l e (1)) B0 cuamdo 3 oo, (3.14)

De aqui, y como ademds, B, es uniformemente acotada para cada t, entonces por
la Proposicién B.1(c), B; converge en la media de orden r para cada r > 1, es
decir,

B 50 cuando t — oo.
Por consiguiente,
EF[®(x, 2 () <EF[B] =0 cuando t — oo,

ésto es, la politica & es AOD.
[ ]

Finalmente, concluimos este capitulo presentando las demostraciones corre-

spondientes a las Proposiciones 3.1 y 3.2.



40 CAPITULO 3. Estimacién y Control

3.4.2 Demostracion de la Proposicién 3.1

(a) Nétese que, para cada x € X yt € N se tiene

Vi () =V*(x)| =

arerlig) {c(x,a) +a Z Vi1 (F (x,a,k)) 6, (k)}

keS

pi (e e ecanion |

keS

<O£nf}‘flx> EV, 1 (F (x,a.k)) 6,y (k)
- Y V*(F(x,a,k)) 8 (k) (3.15)
keS

Luego, sumando y restando el término

oY V*(F(x,a,k)) 6, (k)
keS

en el argumento del lado derecho en la desigualdad (3.15), y reacomodando
términos se tiene que para cada x € X y t € N,

Vi—1 (F (x,a,k
aeA(x)kes I]( (x‘a ))

Vi (x)=V*(x)| < a{maxE

—V*(F (x,a,k))

61 (k)

-+ max V*(F( k)6 _1(k

max |30V (F (5.0,0) -1 ()
—ZV* (x,a.k)) ()} (3.16)
kesS
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Por lo cual, para cada t € N

V=Vl < a) sup

ke (xa)eK

Vf_] (F (x,a, k))

—V*(F (x,a,k))| 6,1 (k)

+a sup | YV (F (x.a.k)) 61 (k)
(x.@)eK |keS
— Y V*(F(x,a,k))6 (k) }
keS
Esto es,
|V, =V*|| < a||[Vsm1 = VF|| +amy, tEN, (3.17)

donde M fue definido previamente en (3.12).

Ahora, sea
y = limsup ||[V; = V|| < co. (3.18)

Entonces, por (3.11) y la Proposicién B.2 se tiene de (3.17) que
YyLay c.s.
De lo anterior, necesariamente ¥ = 0, ya que o € (0,1). Por otra parte,
obsérvese que de (2.4), para cadat € N
Vi =v*|| = 0,
ast que, de la propiedad
liminf ||V; — V|| < limsup ||V, — V7|,

se obtiene que
Iminf ||V, - V*||=0=Y,

es decir;

|[Vi=V*|| =0 PI-a.s. cuandot — oo,
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lo cual demuestra la afirmacion de la parte (a).

(b) Nétese que esta parte es consecuencia directa de la Hipdtesis 2.1(a), la

cual garantiza la existencia de tales minimizadores.

3.4.3 Demostracion de la Proposicién 3.2

Notese que de (3.7) y (3.13), sumando y restando el término

o Y V*(F(x,a,k)) 6, (k)
keS

y por la Desigualdad del Tridngulo se tiene que para cada (x,a) €K,

|® (x,a) — P (x,a)] < «

Y V*(F (x,a,k)) 6 (k)

kesS

—ZV* (x,a,k)) 6 (k)

kes

+a) v

keS

~ Vi1 (F (x,a,k))

F(x,a,k))

6; (k)

+ Vi) =Vi ()]



De donde,

sup | (x,a) — Pr (x.4)]

(ra)eK
<a swp LV (F(xak)6®)
(x.a)eK |keS
— Y V*(F (x,a,k)) 0 (k)
keS
+a) sup |V*(F(xak))
kes (xa)ek
Vi (F (x,a,kn\ 6, (1)
+sup |V (x)—V*(x)].
xeX
Esto es,
B < oMyt + o ||Viey = VI + Ve = V7, (3.19)

(para M1 véase (3.12)).

De manera que, haciendo t — o, por (3.11) y la Proposicion 3.1(a), de (3.19)

se obtiene que

B —0 Pr-as.






Apéndice A

Variables Aleatorias Discretas

Sean (Q,F) un espacio medible y P una medida de probabilidad en F.

DEFINICION A.1 Una variable aleatoria (v.a.) real discreta &, definida en un
espacio de probabilidad (Q,F, P), es una funcién con dominio Oy cuyo rango es

un subconjunto de R a lo mds numerable {x1,%2,...}, tal que para cada j € N:
{weQ:é(m):xj} e,

DEFINICION A.2 La funcién de probabilidad de una v.a. discreta £ esla funcién
fz : R — [0, 1] dada por

0 0.c.

fg(t):={ Pl&=1] & tER,

(donde R denota el rango de &), 1a cual cumple las propiedades a continuacién:
@ fe(t)=0VieRy
i) X fz(t)=1.

1eR

Esperanza de v.a.’s discretas: Sus propiedades

DEFINICION A.3 Sea & una v.a. discreta. Si se satisface al menos una de las

condiciones siguientes:

Yife(t)<e o Y 1fe(t)> e, (A1)

>0 <0



entonces se define la esperanza (o valor esperado) de & como
E[E]:=) tfe (1) (A.2)
!

DEFINICION A.4  Diremos que la v.a. & tiene esperanza finita si ambas condi-
ciones en (A.1) se cumplen simultdneamente.

Teorema A.1 Sean: & un n-vector aleatorio con funcién de probabilidad fe y
h una funcion tal que h: R" — R. Si la esperanza de la v.a. Z = h(&) estd bien
definida, entonces

Zh f‘: (t

Demostracién. Denotemos por {t;} y {z J,-} los distintos “valores” posibles de
las v.a’s & y Z, respectivamente. Nétese que, para cada z; existe al menos un t;
tal que z; = h(t;). Sea

Ap={ti:h(t) =z}. (A.3)
En tal situacion, { tecA j} ¥ {Z =iz j} denotan exactamente el mismo evento. De
modo que,
PlZ=z] = PlteAj]
= Y h(t)fe (1)
tEAj

De lo anterior,
Z,Zj fz(z) = EZJ Z =z]
1
= E:ZJ 2: fe (®)

teA;
— Eliz ij,;: (t)J
J Ltea;

Luego, como h(t) =z jparax € A;, entonces

):zjfz Z[Zh(t ) fe(t J

JoLteA;



Finalmente, debido a que de (A.3) los conjuntos A  son disjuntos para distintos
valores de j, vy ademds, su union es el conjunto de todos los valores posibles de g,

entonces
Yoz fz(zj) =1 h(t) fe (1)
i t
[ |

Teorema A.2 Sean & v & dos v.a’s con esperanza finita, y sea k una constante.
(a) Si P& = k] = 1, entonces E [&1] = k.
(b) E [k&1] = kE [§1] < o=,
(¢) E[E + &) < ooy ademds E [&, + &) = E[&i] +E [&]).
(d) Si P[& > &) =1, entonces E [E1] > E [&].

) |E[&1]] < E[|&]]-

Demostracion.
(a) Como P[&; = k] = 1, entonces
1 sit=k
Ja “)‘{ 0 sit#k
Por tanio, de (A.2)

E[&1] =kfe (k) =k.
(b) Sea h(t) := kt. Nétese que

Y kel £z, (6) = Rl Il fe, (1) < o=,
X t
de lo cual, k&, tiene esperanza finita. Ast que, por el Teorema A.1

E[k&] =Y kife (1) =k} tfz (1) =KE[G1].

(c) Andlogamente, sea h(t,s) =t +s. Notese que
;lﬂr&lfg],gz (t,5) < ?:S,Mfgl.gz (F:S)Jr;\S\fglgz (z,5)
| :Zfr‘,lflgﬁgl.&: (;=S)+Z?;S|;f¢1.gz (t.5)
=L ML 0 +);is|; foa(5) <o



de donde, &) + &, tiene esperanza finita, y entonces, de nuevo por el Teorema A. 1

E[Q+&] = Y (1+49)fz (1)

[

Y ife v (x,5) + Y fr g ()

iy

= E[§]+E[&)].

I

(d) Obsérvese que, definiendo la v.a.
Z:=8-5=§+(-&), (Ad4)
entonces, por (b) y (¢) tenemos que

E[&i|-E[&] = E[§-§]
E[Z]=Y 2f2(z). (A.5)

Z

I

Dado que por hipdtesis
PZ20]=P&i 2&]=1,

entonces todos los valores zj que toma Z (véase (A.4 )) tienen que ser no negativos;
por lo tanto, de (A.5)

) 2fz{e) =E[Z] >0,

de donde, en efecto
E[&] > E[&)].
(e) No es dificil observar que para este caso, la demostracion se consigue
aplicando (b) y (d), ya que
=& <& <&
implica que

—E[lG<E[&] <E[&],

que es equivalente con lo que se queria demostrar. es decir;

E[&]l < E[l&]].



Esperanza condicional de v.a.’s discretas: sus propiedades

DEFINICION A.5 Sean & y & dos v.a’s discretas con dominios € y £, re-
spectivamente.

(a) Se define la funcién de probabilidad conjunta de &1 y &, denotada por
feo6 (e (Q; x Q) — [0,1]), como

f&;ﬁz (I,S) :=P[§1 :tf§2:51'

(b) Se define la funcién de probabilidad condicional de &, dado &, denotada
por féﬂﬁ] (f§2|§1 (QNQy) — [0,1]), como

Jo & (1,5)

ol (s 1) =Pl =s] &1 =1] =2

, siempre que fg, () > 0.

DEFINICION A.6 Sean & y & dos v.a’s discretas. Para t € R (fijo) tal que
[z (t) > 0, se define la esperanza condicional de &, dado &; =1t por

E[&| & =1] ¢=fo§2\§, (5 1)

DEFINICION A.7 La esperanza condicional de & dado &; se define como

E[& | &]:=28(&),

donde

gl&)=E[& | & =1]

Teorema A3 E[&, | & ] tiene la propiedad de la doble esperanza, es decir,

EES |&]]=E[&]-



Demostracion. Sea

V(&) :=E[& | &]. (A.6)

Nétese que, por (A.6) y el Teorema A.1
Ely(&) = ;w(t)fg, ()
= ¥ |Tefus 1] 2.0
= ¥ [):Sf'g';,.f;g (IaS)J - );S h:fg,.gz (T,S)J

t §

. Zsf'éz (s),

§

dedonde E[E[& | & ]| =E[&)].

DEFINICION A.8 Sea (&1, &, &) un vector aleatorio discreto. Si parat,s € R (fi-
jos) P[&1 =1,8 = s] > 0y ademds E [£3] estd bien definida, entonces la esperanza
condicional de &3 dado & =1 y & = s se define por

Elgs |G =t8=s]:=} rP[G=r | &1=1,& =4].

DEFINICION A.9  La esperanza condicional de &; dado & y &, se define como
E{é"; ‘ 51752] = g(élaéZ)

donde g(81,62) =E[&3 | & =1,& =3).

TeoremaAd E[E[& |£.6] |&]=E[& | &].



Demostracién. Del Teorema A.1 y por definicion de g se tiene que

Eg(&,&)| & =x]
_Z[eria—f|§1~1‘§2=?@ s =8| it

~Lr (Bl =rlti=ta=s]] Pl =5l & =)

B [& =5Er=15& =i
-y [ptepesasd]
=Y rP[&=r|& =1

:E[gg,lél:l‘i] VIER&.

En consecuencia

E[E[& | 81.&] [G]=E[& | &].



u




Apéndice B

Convergencia de Variables
Aleatorias y Distribucion Empirica

Convergencia de v.a.’s
Sean & y {&} v.a’s definidas en un espacio de probabilidad comiin.

DEFINICION B.1 Diremos que {&} converge casi seguramente a £, denotado
por

55

& — & P-a.s. cuandof — oo,

si
PloweQ:&(w)— & (w) cuandotr — oo} = 1.

DEFINICION B.2 Diremos que {&;} converge en probabilidad a &, denotado por
P
&8
si para todo € > 0,

PloeQ:|§(w)—&(w)| > €e}] =0 cuando t — oo



DEFINICION B.3 Para r > 1 diremos que {£} converge en la media de orden r a
&, denotado por

éi‘_r)ér

si E[|&]|] < e para todo t y

E[&—£&|"]— 0 cuandot — eo.

Proposicion B.1 Sean § y {&} v.a.’ s definidas todas en un espacio de proba-
bilidad comuin.

@) Si &S & entonces & 5 g,

(b) Si & 5 & para todo r > 1 entonces & 5 E.

© Si &L &, yademds, Pl|&| < K] =1 paratodoty alguna constante
K, entonces & 5 & paratodo r> 1.

Demostracién. Véase por ejemplo .[3] p.277.

Funcion de distribucion empirica

DEFINICION B.4 La funcion de distribucion empirica para las v.a.’s 6 e
la funci6n de distribucién denotada por 6, (k) := 6; (k; ®) con salto de tamafio 1 /7
en & (o) paracadai=1,...,n, es decir:

6; (k) =

~ | —

t—1
Y (&), teN, (B.1)
j=0

donde g -
sigy =
% () :‘{ 0 sif; £k

Clase Glivenko-Cantelli



DEFINICION B.5 Sea 9 una familia de funciones h : S — R. Diremos que H es

una clase Glivenko-Cantelli si

sup | Y h (k)6 (k) — Y h(k)6 (k)| — 0 cuandot — o,
hel |keS kes

Proposicion B.2 Si H es una familia uniformemente acotada y S es un con-

Jjunto numerable, entonces H es una clase Glivenko-Cantelli .

Demostracion. Véase por ejemplo [1] p.17.






Apéndice C

Teorema de Punto Fijo

DEFINICION C.1 Un espacio métrico es una pareja (S,d), donde S es un con-
junto no vacio, y d es una funcion de S x S en R tal que para x,y,z € S arbitrarios
satisface las propiedades siguientes:

(i) d(x,x)=0

(i) d(x,y)>0 si x#Yy

(i) d(x.y)=d(.x)

(v) d(x,y) <d(x,2)+d ()

DEFINICION C.2 Sea (S,d) un espacio métrico. Se dice que (§,d) es un espacio

métrico completo si cualquier sucesion de Cauchy en S converge en S.
DEFINICION C.3 Sea (S,d) un espacio métrico. Se dice que un operador
Ti8 =8
es de contraccién médulo ¢ € (0,1), si
d(Tx,Ty) <ad(xy) VYxyeSs.

Teorema C.1 (Teorema de Punto Fijo para operadores de contraccion) Si
(S,d) es un espacio métrico completoy T : S — S es un operador de contraccion,
entonces:

(a) Existe un tinico x € S tal que

Th=2%.



(b) Para cada y € S,

Iim 7"y = x.
n—oe

Demostracion. (a) La demostracién de la unicidad se hard por contradiccion.

Supongamos la existencia de dos puntos fijos para T. Sean x,y € S con x £y
tal que
Ix=x y Ty=y, (C.1)

de aqui vemos que
d(Tx,Ty) =d(x,y). (C2)

Por otra parte, dado que T es operador de contraccion se tiene que
d(Tx,Ty) < ad (x,¥). (C.3)
Luego, (C.2)y (C.3) implican que
d(x,y) < ad(x,y),

de donde o > 1, lo cual contradice a la hipétesis de que T es de contraccién, Por

consiguiente x =y,

(b)Seay € S. Debido a que S es un espacio métrico completo, entonces {T"y}
converge si, y solo si
d(T™y,T"y) - 0.

Por lo cual, supongamos que m = n + k (m 2 n). Ahora nétese que, debido a que

T es operador de contraccion ypor(Cl):

d (T"+k}', Tny) S Ctd (Tn'{-k—ly.’ Th'—ly) § aZd (Tl’l-‘r‘kfzy’ Tn—2y)

[A

<ty (T“‘y, Ty)

=a"ld (i, ¥). (C.4)
Ademds, de la desigualdad del tridngulo (véase Definicion C.1) se tiene

a(1%5) <d (11, 74) +a (%) 4 v a1y, y)



De aqui'y por (C.4) se obtiene
d(T"y,T") < a” (a" +of L+ cx“) d(Ty, y),
asi que, tomando limite de ambos lados cuando n — oo se observa que
(T, Ty -1,

en consecuencia, {T"y} es convergente.

Ahora, sea
e T TPy
f—roo
Como
Ty »x  cuando n — o;
v, ademds,

7ly =T (T"y) —» Tx cuando n — oo}
entonces Tx = x.

Observacion C.2 (i) Sea xo € S arbitrario. Ndtese que podemos definir la

sucesion iterativa {x,} como:

x o+ =Txg;

2 v =Tx=T(Txp) = T2xp,

x3 ¢+ =Tx=T(Tx)= T(T%*x) = T3x0.
% @ =Tx=T(Tm)=T(T>x) = T*x0,

Xp ¢ = Txp—1= T(Txn72) RN Tn.xo'

De hecho, {x,} es la sucesion de imdgenes de xo al aplicar el operador T
repetidamente.
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