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INTRODUCCION

Durante la tltima década la tecnologia de semiconductores ha avanzado en forma impresio-
nante en cuanto a miniaturizacion se refiere. Actualmente es posible fabricar estructuras arti-
ficiales cuya composicién quimica y estructural se controlan con aproximacién de nanémetros.
La fabricacién de estas nanoestructuras de semiconductores provee un nuevo campo para in-
vestigar el comportamiento de la materia condensada en condiciones en las que la reduccién de
las dimensiones hace surgir nuevas propiedades que estan revolucionando la tecnologia opto-
electrénica.

La capacidad de la tecnologia moderna para construir estos sistemas confinados abre nuevas
oportunidades para la investigacién en materia condensada en dos, una o cero dimensiones,
donde los efectos cuédnticos se ponen de manifiesto; en particular, las propiedades épticas resul-
tan ser muy sensibles a la reduccién de la dimensionalidad.

Dentro del marco tedrico, los principios bésicos de la Mecanica Cuéntica indican que cuando
el tamano de un sistema es comparable con la escala de longitud caracteristica que deter-
mina la coherencia de las funciones de onda, aparecen efectos de tamano cuédntico, esto es, las
propiedades fisicas del sistema se vuelven dependientes del tamano y de la forma.

La informacion sobre las propiedades microscépicas de un sistema cudntico estd contenida,
en gran parte, en la funcién de onda por lo que su conocimiento es fundamental para la des-
cripcién del sistema cudntico. Para obtener la solucién de la ecuacién de Schrédinger se han
ideado varias técnicas cuya aplicacién depende del grado de complejidad del sistema en cuestién.
Asi, por ejemplo, podemos mencionar la solucién exacta de la ecuacién de Schrodinger, el
método autoconsistente de Hartree-Fock y la teoria de perturbaciones, entre otras. En todos
los casos anteriores, el modelo que se utiliza para el estudio de un sistema cuédntico confinado,
consiste en considerar que el efecto de los alrededores del sistema se puede tomar en cuenta, en
promedio, a través de una barrera de potencial finita o infinita, segiin sea el caso.

El objetivo principal de este trabajo consiste en presentar el método variacional directo como
una técnica 1util de cdlculo para el estudio de algunas propiedades fisicas de sistemas cuénticos

confinados en regiones con fronteras tanto impenetrables como penetrables, en particular, se



estudian sistemas cudnticos confinados en regiones con simetria cilindrica, los denominados
alambres cuanticos.

Los resultados que se presentan en este trabajo son cualitativos ya que solo se intenta
resaltar la flexibilidad del método en el estudio de estos sistemas. Un estudio cuantitaivo de las
propiedades fisicas de algiin sistema en particular puede obtenerse casi de inmediato utilizando
valores conocidos de la masas efectivas de los componentes del sistema en cuestién y de la
constante dieléctrica del material confinador.

En el capitulo 1 se discute de manera general lo que se considera un sistema cuantico confi-
nado asi como algunas de sus propiedades y varias técnicas experimentales para la preparacion
de estos sistemas. También se describen los métodos mas utilizados en su estudio, poniendo
énfasis en la parte central de este trabajo que es el método variacional directo.

En el capitulo 2 se describe la aplicacién del método variacional directo al caso del dtomo
de Hidrégeno confinado en una regiéon éilindrica con fronteras tanto impenetrables como pene-
trables. se obtiene aqui la energia del estado base y la energia de amarre como una funcién del
tamano de la regién de confinamiento y de la penetrabilidad de la frontera.

En el capitulo 3 se extiende la aplicacién del método variacional directo al célculo de las
energias del primer estado excitado del mismo sistema. Se obtienen las energias de transicién
entre este estado y el estado base y se calculan las intensidades de transicién.

Finalmente, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 1

Sistemas cuanticos confinados.

1.1 Introduccion.

En la Fisica del Estado Sélido existe una diversidad de sistemas que se pueden clasificar como
sistemas cuanticos confinados en virtud de que su dimensién caracteristica es del orden de las
dimensiones atémicas (~1071% m). Podemos mencionar por ejemplo: electrones y excitones en
pozos y puntos cuanticos, electrones en nanoestructuras, centros de color, etc.

Para estudiar y describir algunas propiedades de estos sistemas se han utilizado enfoques
que van desde el tratamiento exacto hasta la teoria de perturbaciones. El objetivo fundamental
de este capitulo es presentar dichos enfoques para compararlos con el método variacional directo

que es el que aplicaremos en el estudio de algunos de estos sistemas.

1.2 Propiedades de sistemas confinados.

Podemos considerar un sistema cudntico confinado como aquél cuyos alrededores lo restringen
a existir espacialmente en dimensiones del orden de 10710 m.

Esta restriccién espacial se puede dar como consecuencia de la presencia de atomos o
moléculas vecinos, campos eléctricos 0 magnéticos externos, por la reduccién en las dimen-
siones del medio que lo rodea, etc.

Es de esperarse que en esas condiciones las propiedades del sistema considerado se vean mod-

ificadas con respecto a aquéllas que tiene de manera aislada, esto es, cuando no hay ninguna



perturbacién presente. Desde luego, esta modificacién dependera del grado y del tipo de con-
finamiento. Asi, si por ejemplo, consideramos que en base a algin argumento fisico podemos
reemplazar a los alrededores del sistema por una barrera infinita de potencial, entonces una de
las propiedades que inmediatamente se ve afectada es la energia. Al reducir las dimensiones del
confinamiento la energia cinética crece, de acuerdo con el principio de incertidumbre.

Un modelo fisicamente mas realista es desde luego aquél en el cual las fronteras del confi-
namiento son penetrables, en tal caso la probabilidad de escape del sistema aumenta al disminuir
el grado de confinamiento asociado a la barrera finita de potencial considerada.

El confinamiento claramente afecta a la funcién de onda y por lo tanto a todas las propiedades
del sistema. Cantidades fisicas como la polarizabilidad, intensidad de transicién entre estados,
propiedades magnéticas, etc., que estan directamente vinculadas con la funcién de onda, de-

penden ahora del grado y del tipo de confinamiento.

1.3 Alambres cuanticos.

El interés en los nuevos efectos cuédnticos presentes en estructuras de baja dimensionalidad
ha sido motivado primeramente por el hecho de que las propiedades épticas y electrénicas de
estas estructuras se modifican por la reduccién de la dimensionalidad. En particular, el estudio
de estas propiedades en estructuras cuasi-unidimensionales conocidas como alambres cuanticos
[quantum wires (QW’s)] ha llamado la atencién de varios grupos de investigacién debido a los
importantes cambios en las propiedades épticas que presenta un alambre cudntico respecto a
las que tiene el volumen del mismo material.

Se han publicado estudios teéricos sobre propiedades 6pticas, estructura electrénica, niveles
de impureza y estados exciténicos de alambres cudnticos que toman en cuenta la dependencia
de estas propiedades respecto al tamano de la estructura y al tipo de confinamiento.

El conocimiento de los estados exciténicos en estructuras semiconductoras de alambres
cudnticos es un problema importante en Fisica de semiconductores por varias razones: la re-
duccién de la dimensionalidad en alambres cudnticos puede controlarse cambiando el radio del
alambre. Un excitén en un alambre muy ancho se comporta como un sistema de 3D en GaAs,

en una estructura de GaAs-Al,Ga;_,As. Para tamafios de alambre intermedios (del orden del

o nanolitografia que de manera similar a las técnicas de microfabricacién se emplea para el

crecimiento de heteroestructuras cudnticas semiconductoras.



radio de Bohr exciténico) el confinamiento del electrén y el hueco debido a la barrera de poten-
cial puede ser mayor que el confinamiento debido a la interaccién coulombiana, y el excitén se
comporta como un sistema cuasi-unidimensional. Para alambres muy delgados, las barreras de
potencial finitas no pueden confinar efectivamente a los electrones y a los huecos y se comportan
como sistemas de 3D en Al,Ga; ,As, y son perturbados débilmente por la pared del poten-
cial, mientras que para un modelo de barrera infinita, los electrones y los huecos permanecen
dentro del alambre, lo que incrementa la energia de amarre del excitén respecto a su valor en
el volumen. Ademads, es bien conocido que la reduccién de la dimensionalidad incrementa la
intensidad de la interacciéon de Coulomb. La energia de amarre del estado base para sistemas
cuasi-unidimensionales crece enormemente y la interaccién de Coulomb efectiva es considera-
blemente més intensa. Esto puede entenderse por el siguiente argumento: un electrén y un
hueco en un sistema de dimensionalidad reducida pueden moverse solamente en un espacio mas
pequeno, y pasan la mayoria del tiempo cercanos entre si. Por lo tanto, el amarre del excitén
deberd ser mas grande en bajas dimensiones.

Por otra parte, en los 1ltimos afios, ha sido posible la fabricacién de estructuras de alambres
cuanticos por métodos de microfabricacion tales como la técnica epitaxial por haces moleculares
(MBE) y la técnica de deposicién por vapores quimicos metal-orgdnicos (MOCVD), que han
permitido la incorporacién de impurezas en ambos lados de una capa base muy delgada de ma-
terial semiconductor; se ha usado principalmente una pelicula muy delgada de GaAs creciendo,
mediante alguna de estas técnicas, AlGaAs en sus alrededores. La diferencia en la composicién
quimica de la estructura permite modular el potencial que confina electrones, excitones u otras
excitaciones en estas estructuras. Este confinamiento da lugar a propiedades que pueden ser
ttiles en la fabricacién de dispositivos electro-6pticos.

Mas recientemente, se han desarrollado otras técnicas que permiten reducir en un orden de
magnitud el radio de los alambres cué.ﬁticos, esto es, de 1 um a 100 nm. Entre estas técnicas,
conocidas como técnicas de nanofabricacién, se encuentra la técnica de litografia holografica
o nanolitografia que de manera similar a las técnicas de microfabricaciéon se emplea para el

crecimiento de heteroestructuras cuanticas semiconductoras.



1.4 Métodos de calculo.

En esta seccién se describen brevemente algunos de los métodos més utilizados en el estudio
de sistemas cuénticos confinados [1|. Se pone mayor énfasis en los tratamientos exacto, pertur-
bativo y de Hartree-Fock, ya que consideramos que son los enfoques que se utilizan con mayor
frecuencia. La tltima parte de esta seccién estd dedicada al método variacional directo que

constituye la base de este trabajo, razén por la cual se discute con mas detalle.

1.4.1 Tratamiento exacto.

Consideremos un sistema confinado para el cual el hamiltoniano se puede escribir como:
H=H,+ H (1.1)

donde Hy es el hamiltoniano del sistema libre y H' representa la modificacién debida al con-
finamiento. Una manera de simplificar la descripcién de un sistema de muchos cuerpos es
considerar H' como una barrera de potencial que represente de manera aproximada las inter-

acciones de nuestro sistema con el medio que lo rodea, esto es,

e 0 dentro de D
IS (1.2)
Vo fuera de D
aqui, D representa la regién de confinamiento, Vj la altura de la barrera. Esta puede ser finita
o infinita, de acuerdo a la realidad fisica presente en el sistema.
En cualquier caso, para hacer una descripcién del sistema, es necesario resolver la ecuacién
de Schrodinger:
HY = BT (1.3)

bajo las condiciones:

¥ =0 en8,siVyes infinito (1.4)



o bien,

U, =9,
en S, si Vg es finito (1.5)
1 09y 1 9%,

v, Or Y. or
donde S representa la frontera de la regiéon de confinamiento D, ¥; y ¥, son las funciones de
onda interna y externa, respectivamente.

Las Ecs. (1.4) 6 (1.5), segiin el caso, nos permiten encontrar la energia asociada al sistema.
Si la ecuacién de Schrodinger es separable, una parte de la solucién ¥ es, en general, una serie
infinita ya que, como consecuencia del confinamiento, el o los niimeros cuanticos asociados a
la energia del sistema libre dejan de ser buenos niimeros cuanticos en la descripcién del nuevo
sistema.

Al utilizar esta técnica se implica que en general, como ya hemos mencionado, es necesario
construir como parte de la solucién una serie infinita en potencias de la(s) coordenada(s) que
contenga(n) tanto la energia como cualquier otra constante producto de la separacién de la
ecuacion de Schrodinger correspond_iehte. Para satisfacer las Ecs. (1.4) 6 (1.5) se requiere
encontrar las raices de la serie infinita en la coordenada separada que contenga la energia y el
tamano de la regién de confinamiento.

Con el objeto de dar una idea de la aplicacién del formalismo exacto a continuacién se
describe, a manera de ejemplo, el caso de un atomo de Hidr6geno confinado en una caja esférica

impenetrable. El hamiltoniano para este sistema, en unidades atémicas, se puede escribir como:
o 1 2 1 i3/
H=—§V —;+H(?") (1.6)

donde

. 0 () & 17E ity
H(r) = (1.7)
00 P X< o9

La ecuacién de Schrodinger correspondiente a la Ec. (1.6) es separable en coordenadas

esféricas y la funcién de onda estd dada por:

U(r,0, ) = AR(r)Y;" (6, ¢) (1.8)



donde Y;™(8, ) son los arménicos esféricos, A es una constante de normalizacién y F(r) satisface

la ecuacion:

2 94 g(t+1) 2
Bopfe FEth 2 omlnid=n (1.9)
dr? = rdr r? r

donde I es la energia del sistema.
Dada la forma del potencial de confinamiento H' , la funcién debe satisfacer la condicién en

la frontera:

U(r=rp,0,p)=0 (1.10)

o bien se debe cumplir que:

R(ro) =0 (1.11)
Haciendo el cambio R(r) = 7 f(r), la Ec. (1.9) se puede escribir como:

{%+%;U%+§+2E}fmzo (1.12)

Suponiendo para f(r) una representacién en serie de potencias de la forma:
firy=X agr* —c0<k<Loo (1.13)
k

en donde a; = 0 cuando k < 0. La sustitucién de la Ec. (1.13) en la Ec. (1.12) permite

encontrar una relacién de recurrencia para los coeficientes ay, que es de la forma:

2(Fag + ag-1)

2= T e+ 2)(k+ 20+ 3) (1.14)
Asi, la funcion de onda total se puede escribir:
U(r, 0, p) = ArtY;™(0, v) Z axr® (1:19)
E
v la condicién en la frontera dada por la Ec. (1.11) se reduce a que:
R(ro) => ayrg =0 (1.16)
k
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La solucién para este problema consiste en encontrar las raices de la Ec. (1.16). En la
prictica, se toma un niimero finito de términos para generar la serie, dependiendo de la precision
con la que se deseen encontrar las raices. Asi, dados F y £, se encuentran los tamahos de caja
ro que son consistentes con la Ec. (1.16). Para la evaluacién de cualquier cantidad fisica que
involucre a la funcién de onda es necesario generar los coeficientes ay, para cada valor de rp y los
elementos de matriz correspondientes aparecen como una doble sumatoria. Cabe senalar que
la primera solucién completa al caso que acabamos de describir fue desarrollada por Ley-Koo
y Rubinstein [2].

Desde luego que la forma particular de H' puede ser otra, mas o menos complicada que la
utilizada en el ejemplo anterior; sin embargo, la parte central del método seria esencialmente
la misma.

Este enfoque ha sido utilizado para estudiar diversos sistemas que, entre otros, incluyen al
Hidrégeno en cajas esféricas impenetrables [3], el Hidrégeno y también a algunos iones molec-
ulares en cajas con diversas geometrias [3]. También se han modelado en este contexto algunos
sistemas realistas como centros F en halogenuros alcalinos [4], excitones de Wannier cerca de
superficies semiconductoras [5], electrones balisticos en nanoestructuras [6], o simplemente al-
gunos problemas de interés académico como el del oscilador armoénico en una y tres dimensiones

confinado por dos planos paralelos impenetrables (7).

1.4.2 Meétodo perturbativo.

Como es bien conocido, la solucién exacta de la ecuacién de Schrédinger se puede encontrar
solo en casos muy especiales, si a esto se anade la complicacién adicional que representa el con-
finamiento, a veces es conveniente recurrir a métodos aproximados que permitan, por ejemplo,
encontrar las energias y las funciones de onda del sistema cuantico confinado. Un método de
aproximaciéon muy utilizado en la Mecédnica Cuantica es el de la Teoria de Perturbaciones, en
particular, el de perturbaciones independientes del tiempo. En esta seccién se discutiran de
manera general sus fundamentos, asf como las condiciones bajo las cuales se puede aplicar tanto
a sistemas libres como a confinados.

Supongamos un sistema cuéntico tal que su hamiltoniano ﬁg, permite la solucién de la

ecuacion de Schrodinger correspondiente y que como resultado de esto se conoce el espectro de

i



energfa discreto {Ey, } no degenerado y el conjunto de funciones de onda asociado a éste, {en}.
Si como consecuencia de algiin agente externo este sistema se ve modificado, el hamiltoniano
asociado sera ahora de la forma:

H=H,+W (1.17)

donde el operador \'4 puede representar una parte del hamiltoniano real que ha sido despreciado
en el sistema idealizado caracterizado por ﬁg, o bien puede asociarse a la energia potencial
debida a la presencia de un campo externo de interaccién. En cualquier caso, podemos redefinir
W=AV (X es una medida de la intensidad de ﬁ) y la ecuacion de Schrédinger correspondiente
toma la forma:

(Ho4+-AV)T=ET (1.18)

Dado que el conjunto {¢,} es linealmente independiente y en general ortogonal (en el peor
de los casos es solo linealmente independiente, pero dada esta propiedad es posible construir
un conjunto ortonormal) cualquier funcién de cuadrado integrable, en particular ¥, se puede

expresar como:

T =) anpn (1.19)

donde am = [ ¢}, ¥d7 es uno de los coeficientes del desarrollo.
Sustituyendo la Ec. (1.19) en la Ec. (1.18) se puede obtener el sistema de ecuaciones

algebraicas:

(B — En)am =AY, Vinan ; mn=12,.. (1.20)
T

donde Vipp = [ @ Vo, dr es el elemento de matriz de la perturbacién en la base {¢n} y B es
la energia del sistema no perturbado. Con el fin de obtener las correcciones que sufren la energia

y la funcién de onda de un estado dado, digamos el representado por m, podemos considerar

que:

E=Emn+ B + X2ED 4 .. (1.21)
y

am =1+ Aall) 4222 4 (1,29}

donde los indices superiores indican las correcciones a primer y segundo orden para las energias y

12



funciones de onda, respectivamente. Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (1.20) e igualando

términos del mismo orden en A, se puede demostrar que:

W, mn}

E=Fpn+Wn m+Z B By) (1.23)

¥ =t Z = Fn)t,o (1.24)

donde Wy = AVipn = A [ go,*;mff(pndh' y la prima en la sumatoria indica que el término m =n
se debe excluir. Las Ecs. (1.23) y (1.24) representan las correcciones a segundo orden en la
energia y a primer orden en la funcién de onda, que es lo que cominmente se utiliza en las
aplicaciones practicas, aunque en situaciones especiales, es necesario tomar términos de orden
mayor.

La aplicacién de la teorfa de perturbaciones se justifica cuando las series que aparecen en las
Ecs. (1.23) y (1.24) son convergentes, con lo que la condicién de aplicabilidad de este método

puede escribirse como:

|Winn| = |AVin| < |Em

; Ym#n (1.25)

esto es, cuando los términos no diagonales del operador W en la base ¢ son pequenos en
comparacién con la diferencia de energia de cualesquiera dos niveles del sistema, no-perturbado.
Para aplicar este procedimiento al caso de un sistema cudntico confinado es necesario que

las funciones ¥ y ¢, satisfagan:

=0 ; @=0 ensd (1.26)

donde S representa la frontera de la regién de confinamiento D y hemos supuesto, por simpli-
cidad, que esta frontera es impenetrable.

Dada la limitacién que impone la Ec. (1.25 ) para la intensidad de la perturbacién, en
estos sistemas, en general, solo es posible aplicar este método en situaciones extremas, esto
es, cuando la regién D es muy pequefia o muy grande. En el primer caso, como ya se habia

mencionado, la energia cinética es mucho mdas grande que la energia potencial debida a las
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interacciones internas del sistema de tal manera que podemos utilizar como base de funciones
no-perturbadas la de una particula en una caja y como perturbacion el potencial debido a las
interacciones internas. En este caso la Ec. (1.25) se satisface y las correcciones a las energias y
funciones de onda estardn dadas por eﬁpresiones similares a las Ecs. (1.23) y (1.24). En el otro
caso extremo, cuando la regién de confinamiento D es muy grande, la variacién de la energia
con respecto al sistema libre es muy pequefia y el cambio introducido por el confinamiento
puede tratarse como una perturbacién utilizando como base de funciones no-perturbadas las
del sistema libre adaptadas para que satisfagan la Ec. (1.26).

Asi, para un dtomo de Hidrégeno confinado en una caja esférica impenetrable cuyo radio
ro es pequeno, las funciones de onda no perturbadas son las correspondientes a una particula

confinada en una caja esférica similar, esto es, son de la forma:

lpSem (Ta 97 {)D) = Aslje (Q&E%) nm (0, (,0) y = 0, 1, . S (127)

donde A, es una constante de normalizacién, 7, las funciones de Bessel esféricas y ay es la
s-ésima raiz de jg.

La energia no-perturbada queda definida a través de la condicién en la frontera:

Je(ase) =0 (1.28)
y se puede escribir como:
B, = L% (1.29)
gl — 2 TS *

Si consideramos que, para rg pequenio, el potencial coulombiano se puede tratar como una
perturbacién a esta particula, las correcciones a la energia a primero y segundo orden estidn
dadas por:

Eg;) = (sfm ‘—1 sfm) (1.30)
T

(1.31)

donde la prima en la sumatoria indica que se debe excluir el término s = s’.

14



La funcion de onda perturbada, a primer orden, es de la forma:

sbm |—1
) (st
(EBE - ES’E)

lIf{l) - q,sgm_{_ Z

sém

W otom (1.32)
o

Es pertinente mencionar que Wigner fue el primero en senalar la posibilidad de estudiar
este tipo de problemas utilizando la teorfa de perturbaciones [8].

Cuando rg es pequeno, se puede demostrar que la energia se puede obtener de manera
correcta a segundo orden. Sin embargo, para que las funciones de onda tengan sentido fisico es
necesario que la serie perturbativa sea infinita.

Este procedimiento ha sido utilizado para estudiar algunas propiedades del Hidrégeno a
altas presiones, modelando este sistema como un atomo encerrado en una caja esférica impen-
etrable [9]. También se ha utilizado para estudiar los niveles de energia de excitones en esferas
semiconductoras (Quantum Dots) [10], asi como para estimar el efecto de la no-esfericidad del

niicleo atémico en los estados de energia, dentro del modelo colectivo [11].

1.4.3 Meétodo autoconsistente de Hartree-Fock.

En el caso de un sistema de mas de un electron, la ecuacion de Schrodinger no es separable por
lo que el estudio de este tipo de sistemas necesariamente involucra el uso de métodos numéricos
aproximados. En esta seccién se dard un panorama general de uno de estos métodos: el método
autoconsistente de Hartree-Fock.
Con el fin de presentar una descripcién de este enfoque, consideremos un sistema atémico
de N electrones cuyo hamiltoniano, en la aproximacion no-relativista, esta dado por:
=13 Vi+] g%—NZ} ¢ Bd =12 e (1.33)
7 1] z

en donde hemos supuesto que h =m, = e =1y que %: < 1, r; es la posicidn del electrén @

con respecto al nucleo, r;; es la separacién entre los electrones i y j, m, y M} son las masas
del electrén y del niicleo, respectivamente. Esta ecuacién la podemos escribir de la siguiente

manera.

A=Yy H+}Y'Vy , 47=12,...,N (1.34)
) ]
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con

o~

H=iV}- & V= (1.35)

7 Tij

la prima en la sumatoria indica que se debe excluir el término ¢ = j. La funcién de onda
aproximada ¥ dependerd en general, de las coordenadas de cada electrén, esto es, ¥ =
U (ry,ry,...,ry) y ademds esta funcién debe satistacer requisitos de antisimetria ante el inter-
cambio de electrones.

Una manera de calcular el valor aproximado de la energia es minimizando la funcional

definida por:
P / U HUdr (1.36)

con la condicién [ U*Wdr = 1, la integracién se realiza sobre todas las coordenadas electrénicas.

Como primera aproximacién, supongamos que podemos escribir ¥ como:

U (ry,re,...,ry) = @1 (r1) g2 (r2) - - on (rn) €1.87)

lo que supone que cada electrén se mueve independientemente de los otros y queda representado
a través de ;. Esta forma no satisface el requisito de antisimetria ante el intercambio de
electrones, sin embargo, es ttil para hacer una descripcién del método. Posteriormente se
sefialaran los efectos de incluir con un poco més de cuidado los requisitos antes mencionados.

Sustituyendo la Ec. (1.37) en la Ec. (1.36) y utilizando la redefinicién de H dada por la
Ec. (1.34), se puede llegar a: '

s 1 /
J:Z /ga;?Hi(pidT —|—§ Z fcp:go;%jgaicpjdnd'rj (1.38)
i ij

con [ ¢}p;dr =1y donde se ha utilizado el hecho de que H; solo acttia sobre ¢;. Haciendo una
variacién de J con respecto a ¢!, para que esta funcional tenga un valor extremo se obtiene

que:

* i3 ! i
& :Zfé%' Hit ) f%Vz-jsodej psdr; =0 (1.39)
i j
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donde las variaciones 6] cumplen con:

/ Stisndn =0 (1.40)

Multiplicando cada una de las N Ecs. (1.40) por el multiplicador indeterminado de Lagrange

—¢; v sumando el resultado a las Ecs. (1.39), se obtiene:

-~ !
Z/WZ‘ {Hﬁ- 3, /wﬁ%jwdﬁ —ei}wdﬁ =0 (1.41)
i i

Dado que el conjunto de variaciones {§¢}} es independiente, la Ec. (1.41) se satisface si:

{ﬁz+ Z’ffp;mjgojd’rj—ez}%:() %:1,2,,N (142)
7

El conjunto de Ecs. (1.42) representa un sistema lineal de ecuaciones integro-diferenciales
para las funciones de un electrén ¢; (i =1,2,...N). Este método para encontrar ¢; y €;

fue propuesto por Hartree en 1928. Para resolver el sistema de Ecs. (1.42), Hartree usé una

estrategia de aproximaciones sucesivas, esto es, si se parte de funciones hidrogenoides go,go) como
aproximaciones a orden cero, se puede calcular:
(0) X 0)= (0)
Vel =) f oV dr; (1.43)
i)

que representa la interaccién promedio del electrén i con los demés en los estados descritos por

gpg-o). Sustituyendo la Ec. (1.43) en la Ec. (1.42) se tiene que:

(B, + V0 - P =0 (1.44)

donde ahora %(1) representa la primera aproximacién a ;. De esta manera al obtener (,03(-1),

podemos calcular a su vez:

VO =S [ o VigePar, (145)
. il

término que una vez introducido en la Ec. (1.44), nos permite encontrar (,o(- ) y asi sucesivamente

f
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hasta que después de la n-ésima iteracion la funcién resultante difiera muy poco de la anterior.

Al potencial (promedio) resultante de este procedimiento se conoce como campo autocon-
sistente de Hartree.

Como se menciond al principio, la funcién utilizada por Hartree no toma en cuenta las
propiedades de antisimetria que debe tener la funcién de onda total. Fock, en 1930, utilizando
una funcién de prueba con la debida simetria, tanto en las coordenadas espaciales como de
spin, complet6 el trabajo de Hartree en lo que ahora se conoce como campo autoconsistente de
Hartree-Fock.

Este método se puede extender para estudiar sistemas cuanticos confinados tal como lo hizo
por primera vez Ludena [12] para un sistema atémico dentro de una caja esférica impenetrable
de radio rg, esto es, con un potencial de confinamiento similar al de la Ec. (1.7). En este
trabajo, un orbital atémico se construye como un desarrollo de orbitales tipo Slater xpq, que

en el contexto del formalismo de Roothaan-Bagus son de la forma:

Bona =Y , Conliaga (750, 1) (1.46)
p

con

Xapa = Bxp (r) Y32 (0,) Frp (r570) (1.47)

donde Y\* (6, ¢) son los arménicos esféricos usuales y fa,(r;70) es una funcién de corte que
permite satisfacer la condicién de que la funcién de onda total se anule en » = ry. Los orbitales

tipo Slater se pueden escribir como:

Rap = [(2139)!]7 (223, 2 7L exp (—237) (1.48)

y la funcién de corte como:

Fap (rim0) = (1.49)

donde k), es un entero y z), es un pardmetro.

Para encontrar la energia del sistema utilizando este método es necesario optimizar tanto el
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conjunto de coeficientes (5, como el conjunto de parametros z), para cada valor de 7q. Esto
ltimo se realiza mediante un procedimiento autoconsistente similar al descrito anteriormente.
Hasta ahora solo se ha utilizado este formalismo para estudiar sistemas atémicos confinados
en regiones impenetrables como es el caso de los dtomos de H, He, Li, Be, B, C y Ne [13] o los
iones Lit y Be?t en cajas esféricas [14].
Los resultados que se pueden obtener con estos célculos son muy precisos pero requieren de

una gran cantidad de cémputo.

1.4.4 Método del teorema del virial.

Si se analiza el cambio en el tiempo del valor promedio de un operador 3, se puede demostrar

que si este no depende del tiempo entonces:
d{A 1 o 3
—<dt—> = & (&) (150

donde H es el operador hamiltoniano asociado al sistema en estudio y el promedio se realiza
sobre cualquier estado arbitrario ¥ del sistema. En particular, en el caso del operador r - P, se

encuentra que:

=0 1.51
7l (1.51)
y que ademas, sl
=2
=P
H= o + V (r) (1.52)
entonces
2(T) = (r- VV (x)) (1.53)

donde T es el operador asociado a la energia cinética del sistema. La relacién dada por la Ec.
(1.53) se conoce como el Teorema Cuéntico del Virial dada su similitud con el Teorema del
Virial Clasico que relaciona los promedios temporales de las energias cinética y potencial de un
sistema mecéanico.

Para un sistema cuyo potencial es de la forma V(r) = Ar™, la relacién entre ambas energias

es de la forma:

2 (T) =nA(V) (1.54)



En particular, para los casos del potencial coulombiano (n = —1, A = 1) y el oscilador

armoénico (n =2, A = %), es facil ver que:

g

Asi, el Teorema del Virial Cudntico resulta muy 1itil pues, por ejemplo, cuando es necesario

— (V) ] <T> = (V) , respectivamente (1.55)

optimizar una funcién de prueba variacional de un sistema con una ecuacion de Schrodinger
no separable, la optimizacién més inmediata consiste en exigir que la funcién satisfaga este
teorema. Una descripcién sencilla de la utilidad de esta técnica en el sentido antes mencionado,
se puede encontrar en el trabajo de Liu y Li [15], quienes estudiaron la relacién del Teorema del
Virial con las transformaciones de escala y el método variacional en el caso de sistemas libres.

Como se ha venido mencionando, en el caso de un sistema cudntico confinado, el efecto mas
inmediato de esta restriccién espacial es el cambio que sufre la energia en funcién del grado de
confinamiento. Asi, dado que 7'y V tienen formas funcionales muy distintas con respecto a las
variables espaciales, es de esperarse que la relacién dada por la Ec. (1.53) se vea modificada en
esta nueva situacion.

En general, la modificacién que sufre la Ec. (1.53) para un sistema confinado se puede

escribir como:

2 <"i‘> —(r-VV (r)) = F(F', ) (1.56)

aqui, ' representa la variacién de E con gy, donde gp es la coordenada(s) que define(n) la
frontera de la regién de confinamiento y F' es una funcional que depende tanto del sistema en
estudio como del tipo de confinamiento impuesto a éste. Por supuesto, en el caso libre I/ = 0,
gi= ooy £ =0

La relacién funcional dada por la Ec. (1.56) es todavia objeto de estudio, en particular
para sistemas con simetria no-esférica. En el caso de sistemas donde V solo depende de r y las

fronteras son esféricas e impenetrables, se ha demostrado que:

oL
(91"0

2(T) —{x-VV) =—ro (1.57)

donde 7g es el radio de la esfera de confinamiento y E es la energia del sistema. La relacion
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dada por la Ec. (1.57) permite estudiar el efecto de la frontera sobre el sistema, en particular,
la presién que ejerce ésta, ya que

P::—%;%§%::E$%{2<T>(r-VV}} (1.58)

La Ec. (1.57), de manera similar al caso libre, es 1til para la optimizacién de la funcién
de prueba, ya que para encontrar la energia correspondiente es necesario recurrir a un método
aproximado, usualmente el variacional. Desde luego, si la ecuacién de Schrédinger admite
solucién exacta, el cilculo de P se puede realizar directamente con las Ecs. (1.57) y (1.58).

Ferndndez y Castro [16] han estudiado ampliamente el uso del Teorema del Virial en una
diversidad de situaciones y han observado que para potenciales seccionalmente definidos, como
es el caso de fronteras penetrables, la validez de la Ec. (1.57) es una pregunta todavia abierta
a discusién, pues no existe hasta este momento una demostracién rigurosa de ella, como en el
caso de barreras impenetrables.

En sintesis, este enfoque acompanado del método variacional, se puede utilizar para estudiar
el efecto de la frontera sobre un sistema cudntico confinado a través de la presién que ejerce

ésta sobre el sistema.

1.4.5 Método de perturbaciones de frontera.

Consideremos un sistema libre cuyo hamiltoniano es de la forma:
N i
Hy = —iv +V (r) (1.59)
la ecuacién de Schrodinger correspondiente, se puede escribir como:
Ho®o = Eo®o (1.60)

Si suponemos ahora que el mismo sistema se confina en una regiéon D cuya frontera S es

impenetrable, el hamiltoniano serd ahora:

H= —%vﬁ +V (r) 4+ V. (r) (1.61)
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donde V, (r) es el potencial de confinamiento definido por:

V=4 0 TP (162
00 r¢ D

La ecuacién de Schrodinger correspondiente a este sistema satisface que
HO = {-{V?+V(r)}®=FHd ; reD (1.63)

con & (r) =0 cuandor € S.
Multiplicando la Ec. (1.60) por ® y la Ec. (1.63) por ®( y restando las ecuaciones resultantes

se tiene que:

—; {@v%o - @0v2<1>} = (B — B) @9 = AED® (1.64)

donde AF representa el cambio en la energia que sufre el sistema debido al confinamiento.
Dado que @ (r) = 0 cuando r € S, supongamos que existe una funcién no singular f en D tal
que

& =dyf (1.65)

entonces, necesariamente f (r) = 0 cuando r € S. sustituyendo la Ec. (1.65) en la Ec. (1.64) e

integrando sobre el volumen encerrado por S, se tiene que:

[ @0V f-V®dr + 5 [ @V fdr

Ab [ f®3dr

(1.66)

Para caracterizar los niveles de energia del sistema, a través de AF, es necesario conocer
/. El método de perturbaciones de frontera realiza una optimizacién de AE con respecto al
conjunto de funciones {f} que satisfacen f(r) = 0 en S y que minimizan la Ec. (1.66) con
respecto a los contornos de D representados por S (f) = constante.

Usualmente este procedimiento lleva a una ecuacién integral con valores propios AE y
vectores propios [, respectivamente.

Este método fue originalmente desarrollado por Frolich [17] y utilizado, con ciertas modifi-
caciones, por Singh para estudiar el efecto de la presién sobre Hy [18]. La versién moderna fue

desarrollada por Gorecki y Byers-Brown para estudiar varios sistemas confinados en regiones
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tanto impenetrables como penetrables [19]. Los resultados son excelentes, en comparacién con
los exactos o los célculos en la aproximacién de Hartree- Fock aunque el procedimiento es muy

laborioso y finalmente se tiene que recurrir a cuadraturas numéricas.

1.4.6 Meétodo variacional directo.

Con frecuencia en algunos problemas de Fisica, se necesita encontrar el valor extremo de alguna
cantidad de interés de tal manera que se satisfagan ciertas condiciones establecidas previamente.
El célculo de variaciones desarrollado por Euler permite tratar este tipo de problemas en los

que, por ejemplo, la cantidad cuyo valor extremo queremos encontrar estd dada por una integral

J_/:zf (u 5 %) g (1.67)

donde f es una funcién que puede estar asociada con alguna propiedad fisica o simplemente

de la forma:

cualquier funcién cuyo valor extremo deseamos encontrar. La relacién funcional entre f, u,wv,
v d se conoce, pero la dependencia de v con u no; esto es, la trayectoria para hacer la integral

entre los dos extremos (u1, ug) se debe determinar de tal manera que J tenga un valor extremo

o = 5/ (u v, )du— 0 (1.68)

La variacién se realiza sobre la familia de trayectorias definidas por v = v (u) que pasan por

0 sea cuando:

(u1, ug) fijos. Si parametrizamos el conjunto de trayectorias en términos del pardmetro real «,

v = (u, o) y la variacién de v (6v) se puede realizar a través de a, entonces:

Uy
6J_6f df

0 (1.69)

Supongamos que:

v (u, @) =v(u, 0) + ag (u) (1.70)

donde g (u) es una funcién continua y diferenciable en (uj, u9); en este contexto tenemos que:

v =v(u, @) —v(u, 0) = ag (u) (1.71)
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por lo que §v representa una variacién entre dos trayectorias arbitrarias, una con @ = 0y la
otra con « # 0, aqui por supuesto a puede tomar cualquier valor real. Dado que los extremos
(u1, u2) son fijos, g (u1) = g (uz) = 0.

Por otro lado,

af _afdv  of o(%)

e B , (1.72)
da  dwda g (%) da
Introduciendo la Ec. (1.70) en la Ec. (1.72) se puede ver que:
of of dg 9f
g E+ 1.73
Ao 9(u) ) +du3(%) LT
U
sustituyendo la Ec. (1.73) en la Ec. (1.69) se obtiene:
aJ U2 af dg af
da [Ll {g () By 2 9 (éﬂ%) “ L7

integrando por partes el segundo término y utilizando el hecho de que g(u1) = g(u2) = 0, la

condicién para que J tenga un valor extremo se puede escribir como:

giﬁg{%i (az’;))}g(u)duzo (1.75)

du

y dado que g (u) es arbitraria, la Ec. (1.75) se satisface solo si:

A (a?i)) o .76

du.

que se conoce como ecuacién de Euler. Una de las aplicaciones més famosas de la Ec. (1.76) es
la que corresponde a la formulacién lagrangiana de la Mecédnica Clasica.

En algunas ocasiones, se impone una restriccién adicional, por ejemplo,que:

/u " O] =0 (1.77)

1
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donde @ es una funcién conocida de u y v, en tal caso la Ec. (1.76) se puede escribir como:

of d [ of 0Q
%‘ﬁ(r(gg))“m‘“ (1.78)

donde X es una constante indeterminada o multiplicador de Lagrange.

Aplicacién del método variacional directo a sistemas cuanticos libres.

Supongamos un sistema unidimensional cuyo hamiltoniano estd dado por:

o hg d2
H 2m dx? + V(=) (1.79)
En este caso, la funcional J puede definirse como:
© [ h*d¥dv
= 5 T V(2)¥ (2) ¥ (2) o d 1.80

El valor extremo de J, sujeto a que [ ¥* (x) ¥ (z) dx = 1, se puede encontrar haciendo

una variacién de esta funcional con respecto a ¥* (o a ¥) y en tal caso se tendria una ecuacién

dg d (dg\ _
v dz (dlI!*’) =0 (1.81)

similar a la Ec. (1.78), esto es,

donde

= D24V | () gt () T (2) — AT (2) U (z) , O (z)=4L (1.82)

v A es un pardmetro indeterminado. Desarrollando la Ec. (1.81) se puede llegar a que:

2 2
{_%%@ % V(a:)} T (z) = AT (z) (1.83)

ecuacién que se puede reescribir como:
HY = \¥ (1.84)

que es la ecuacién de Schrédinger del sistema cudntico unidimensional que hemos considerado
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como ejemplo. Asi, la condicién para que J tome un valor extremo es que ¥ (z) satisfaga
la ecuacién de Schrodinger y en este caso resulta que A coincide con la energia. Cuando se
requiere resolver la Fc. (1.84) de manera aproximada usando el método variacional directo,
es necesario construir una funcién de prueba ¥, que en general depende de un conjunto de

parametros variacionales {«, } en cuyo caso:
o {661 gy e Bl ) = /X* (r,on,a9,....,a,) Hx (r, 01, a2, ...,an) dT (1.85)
y la condicién para que J tome un valor extremo, esta dada por:

8.J =i

Oy

1= 1,20 (1.86)
lo que permite encontrar el conjunto {ay }, que satisface la restriccién adicional

fx* (s 015 @9, v O ) X (X Gy Oz si G Y AT = 1 (1.87)

Una condicién fuerte que se impone a x es que sea bien comportada en todo el espacio: que

se anule en r = c0 y que tenga un valor finito en cualquier otro punto. Las soluciones exactas
de
H,, = B0, (1.88)

forman un conjunto completo {¥, } y las energias Fi, satisfacen que Fy < By < Fy < --- < E,.

Dada una funcién y, la propiedad de completez de las funciones exactas ¥,, permite que

X=» an¥p, (1.89)

donde apy = [V xdT y [ V) U,dT = 6pmy. Si utilizamos a x como funcién de prueba varia-

cional, el exigirle que [ x*xdr =1 implica, en términos de los coeficientes a,,, que:

/x*xd’r =) a,_;;am/ W Wpdr =Y |an* =1 (1.90)
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ademads, definiendo J como:

J{a) = /X* (a) Hy (a)dr =FE(a) (1.91)

2l . OF .
tal que g7 = 55 = 0, entonces

E(a)=)_ alE, >y alFEy = Fo (1.92)

o sea que F (a) > Fy, esto es, F («) representa una cota superior al valor exacto Fy.

El método variacional directo es una técnica muy 1til para el calculo de las energias y
funciones de onda de sistemas para los cuales la ecuacién de Schrodinger o es no separable o la
solucion resulta muy onerosa de obtener. Es posible aplicar este método para estudiar estados
excitados incluyendo la constriccién adicional de que las funciones de prueba correspondientes
sean ortogonales, es decir, que [ XF%’) X(5)dT = 6;5, donde i, j representan dos estados excitados

cualesquiera.

Aplicacién del método variacional directo a sistemas cuanticos confinados.

Hasta ahora hemos considerado que el sistema bajo estudio no tiene restricciones espaciales,
es decir, que la regién de existencia del sistema es todo el espacio. Desde luego que esta
idealizacién permite tener una descripcion adecuada de un sistema perfectamente aislado. El
suponer interacciones entre el sistema y sus alrededores es una situacién mas realista pero més
complicada. Esto, en general, involucra un problema de muchos cuerpos que, es bien sabido,
no es posible de resolver de manera exacta. Sin embargo, alin en este caso queda el recurso de
modelar las interacciones sistema - alrededores de manera muy simple; por ejemplo, se puede
suponer que estas interacciones son, en promedio, reemplazables por una barrera de potencial,
va sea finita o infinita, segtin el caso. Esta aproximacién, aunque cruda, permite tener una idea
de los cambios asociados con algunas propiedades del sistema con respecto a la situacién en que
el sistema esta aislado.

Supongamos que el hamiltoniano asociado a un sistema aislado es ﬁg y que la solucién a
la ecuacién de Schrodinger correspondiente es . Si este sistema se restringe a existir en una

region D del espacio debido a una barrera de potencial V. (r) en la frontera S de D, entonces
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el nuevo hamiltoniano es de la forma:
H=Hy+V,.(r) (1.93)
donde el potencial de confinamiento queda definido como:

0 re
Ve (r) = (1.99
Vo r¢ D
La solucién ¥ de la ecuacién de Schrodinger correspondiente a la Ec. (1.93) debe satisfacer

ahora que

U(r)=0 , parare S;si Vp=o0 (1.95)

o bien que

Ui (r) |[s= Ye (r) |5
parar € S; si Vp # 00 (1.96)
i 1% (0)} |s= 5o {Te(r)} s

donde ¥; y U, representan las funciones de onda interna y externa a D, respectivamente. Se
debe hacer notar que si la simetria de D es compatible con la del sistema los niimeros cudnticos
correspondientes son buenos, y aquél o aquéllos nimeros cuanticos asociados a la parte que
define la energfa, ya no lo son debido al confinamiento espacial de D. Como ejemplo, cabe
mencionar el Hidrégeno confinado en una caja esférica (penetrable o impenetrable) el cual tiene
mimeros cudnticos asociados a la simetria (£, m) que siguen siendo buenos nimeros cuénticos,
mientras que el niimero cuantico orbital n, y por lo tanto el total, que define la energia en el
caso libre, ya no lo es puesto que ahora depende del radio de la caja.

Para aplicar el método variacional directo a este caso es necesario que las funciones de prueba
satisfagan, ademads del buen comportamiento, las condiciones adicionales que se establecen en
la Ec. (1.95) o en la Ec. (1.96). Aprovechando la informacién que contiene la solucién para el

sistema libre ¢, podemos construir la funcién de prueba con la siguiente estructura:

x(r)=o(r) f(r) (1.97)
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donde f (r) es ahora una funcién auxiliar no-singular que nos permite satisfacer las Ecs.(1.95)
o (1.96) segiin sea el caso. Como se puede notar, las propiedades intrinsecas de o, aseguran
que Y sea bien comportada. Como se mencioné anteriormente, algunos de los buenos niimeros
cuanticos del sistema libre dejardn de serlo en el caso confinado. Esta informacién se puede
introducir en ¢ reemplazando los ahora no buenos nimeros cuanticos por parametros varia-
cionales, lograndose asi la flexibilidad necesaria para la funcién total x. En contraparte, como
veremos mas adelante, la funcién auxiliar f contiene informacién sobre la forma geométrica de
D, y sobre la penetrabilidad de la barrera. De esta manera es posible utilizar el método varia-
cional directo para encontrar las energias y funciones de onda aproximadas, que nos permiten
caracterizar el nuevo sistema. El procedimiento operativo es andlogo al ya descrito.

En el capitulo siguiente se tratan con més detalle las aplicaciones de estas ideas al caso
particular de impurezas hidrogenoides confinadas en regiones con simetria cilindrica con fron-
teras tanto impenetrables como penetrables, haciendo las comparaciones pertinentes con otros

calculos.
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Capitulo 2

Sistemas cuanticos confinados en
regiones con simetria cilindrica:

alambres cuanticos.

2.1 Introduccion

En este capitulo se describe de manera explicita la utilizaciéon del método variacional directo
como una estrategia general posible para estudiar sistemas cudnticos confinados en regiones con
simetria cilindrica con fronteras tanto impenetrables como penetrables.

Es bien conocido que cuando la ecuacién de Schrédinger es separable para un sistema libre,
una o més (dependiendo de la simetria) de las ecuaciones resultantes contiene la informacién
explicita relacionada con la energia y que las restantes representan las propiedades relevantes
de simetria. En un sistema libre cuya funciéon de onda total ¥y depende de un conjunto de

coordenadas {g, }, lo anterior se puede expresar como:

1I"0 (Q]J 2y eeey iy oeny qﬂ») = o (Q'z,) XO(Q];QQ-; v i1 Qi dy ey Q'n,) (21)

donde g; es la coordenada relacionada con la energia, x¢ contiene la informacién sobre la simetria

¥ o (g;) satisface:

C)0900 (gi) = oo (@) (2.2)
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aqui, Op es el operador resultante de la separacién de la ecuacién de Schridinger, ¢p es la
energia del sistema y o (g;) debe satisfacer la condicién asintética g — 0 cuando g; — oo.
Usualmente, un conjunto de niimeros cuénticos {n;,ns,...,n,} define las propiedades del
sistema, es decir, la energia v la simetria. Cuando este sistema se confina en una regién,
alguno(s) de los mimeros cudnticos del conjunto {ny,ns, ..., ns} que define al sistema libre,
deja(n) de serlo como consecuencia de las nuevas condiciones en la frontera que introduce el
confinamiento. La cantidad de nimeros cudnticos que dejan de ser "buenos” depende, en
general, de la compatibilidad entre la simetria del sistema y la de la regién de confinamiento.
Suponiendo que en el caso de un sistema confinado se mantiene viélida la propiedad dada

por la Ec.(2.1) para la funcién de onda, entonces:

iFﬁ [‘QI 120 ey iy ey qn} = Pe {Qt} Xe (‘I] LY S S YR T ffn} {23}

donde ahora . (g;) satisface:
ﬁr:ﬁﬂc {q:'j = Eglfe {G‘t'}

siendo O, un operador similar a Qg ¥ . (g:) debe cumplir:

welg:) =0  cuando ¢ € 8, si la barrera es impenetrable (2.4)

v si la barrera es penetrable:

Pei (4i) |s= wee (@) |5
cuando ¢; € S (2.5)

Weilg ) E%; {‘Fci {q‘)} J'S == ap,::{ql-} E%,' {‘F’m (gt}} IS

donde . (gi) ¥ e (gi) representan las funciones de onda interna y externa a D, respectiva-
mente, ¥ S es la frontera de la regién de confinamiento D.

Como consecuencia de las condiciones establecidas por las Ecs. (2.4) y (2.5), el (los)
niimeros(s) cudntico(s) que antes definfa(n) la energia ahora deja(n) de hacerlo, esto es, va
no es(son) "buen(os)” niimero(s) cudntico(s).

Para resolver de manera aproximada la ecuacién de Schrodinger asociada a este sistema
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utilizando el método variacional directo, es necesario construir una funciéon de prueba que
satisfaga condiciones en la frontera similares a las dadas por las Ecs. (2.4) o (2.5) segiin sea el
caso. Puesto que la funcién de onda del sistema libre contiene informacién tanto de la simetria
como del comportamiento asintético adecuado, es una buena opcién para esta construccion,
esto es, la funcién de prueba variacional para el caso de barrera impenetrable puede escribirse

COmo:

(I)C(QI:Q%H':CJTZ:"WQH) = f(Qi)”(f)D(thza---:Q‘i:-«-:%) (2'6)

= Fl@)wolg o) %o (@1, o G-1s il vs'n)

donde [ (g;) es una funcién auxiliar que satisface:

f(g)=0  cuando ¢; € S, sila barrera es impenetrable (2.7)

En la funcién g se ha incluido al conjunto de parametros representados por a que sustituye
al conjunto de buenos niimeros cudnticos del sisterna libre que dejan de serlo debido al confi-
namiento. Para el caso en que la barrera es penetrable, resulta adecuado incluir otro conjunto
de pardmetros variacionales {3} en la funcién auxiliar f que ahora se escribe f (g;, 3) que dardn
informacién sobre la penetrabilidad de la barrera; asi, la funcién de prueba variacional para el

caso de barrera penetrable puede escribirse como:

¢)C (q11q21 ey Gy "':qﬂ) 5 f(qtaﬁ) ¢0 (qlaq21 vy iy ey qﬂ) (28)

= f(%,8)vo (g a)xo(q1,92, .., Gi-1,FGit1, .-, Gn)

Con la funcién de prueba definida por las Ecs. (2.6) y (2.7) o la Ec. (2.8) en su caso, se

puede definir la funcional de la energia como:
B, = f O*HO AV (2.9)
v

junto con la condicién de que:

f Pr, dV =1 (2.10)
Vv
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donde V es el volumen encerrado por S para el caso de barrera impenetrable, y se extiende al
infinito para el caso de barrera penetrable.
Como es usual, el valor extremo de la Ec. (2.9) sujeto a la condicién dada por la Ec. (2.10)

se puede encontrar haciendo:

%‘1 =) si la barrera es impenetrable
(2.11)
% =i, %‘1 =0, - si la barrera es penetrable

En sintesis, una alternativa para la aplicacién més evidente del método variacional directo
a un sistema cudntico confinado consiste en utilizar la informacién inherente que guarda la
funcién de onda que describe al sistema libre. Asi, la funcién de prueba variacional se puede
definir como el producto de la funcién de onda libre por una funcién auxiliar que satisfaga las
condiciones en la frontera correspondientes. Los niimeros cudnticos asociados a la energia del
sistema libre se sustituyen por pardmetros que se determinan al minimizar la funcional de la
energia.

En la descripcién general antes expuesta, hemos supuesto que la simetria del sistema en
estudio y la correspondiente a la regién de confinamiento son compatibles. Como se vera més
adelante, atin cuando este no sea el caso, la estrategia seguida para construir la funcién de

prueba es andloga y los resultados son también similares.

2.2 El atomo de Hidrégeno libre.

La solucién exacta para el 4&tomo de Hidrégeno libre en coordenadas esféricas se puede encontrar
en cualquier libro de Mecénica Cuéntica [20], [21] de nivel intermedio; las energfas y funciones

de onda correspondientes estédn dadas por [1], [22]:

Bi=—35 , n=12,... (2.12)
b'g
Unem (7,0, 9) = Nng (2kr)’ exp (—kr) F (—n + £+ 1,20 + 2; 2kr) Y™ (0, ) (2.13)
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donde h = m = e = 1, Y;" (0, ) son los arménicos esféricos, F'(a,b;z) es la funcién hiper-
geométrica confluente, N, es la constante de normalizacién y k = 1/n.

Las unidades especiales que se han empleado para expresar la energia, son llamadas unidades
atomicas, las cuales resultan muy cémodas en los problemas relacionados con el potencial
coulombiano. Como unidades de masa, de longitud y de tiempo se eligen, respectivamente [23]:
m =9.11x1073! kg; WT—; = 0.529x10 %m y mh—; = 2.42x10717s (m es la masa del electrén); la

unidad atémica de longitud se llama radio de Bohr. Todas las deméds unidades se deducen de

ésta, la unidad de energia sera: Tzﬁ/l = 4.36x10"11J = 27.21 eV (a la mitad de esta cantidad se
le da el nombre de rydberg). De esta manera, la energia dada por la Ec. (2.12) esta dada en
hartrees (1 hartree = 2 rydberg); asi, al estado base del 4tomo de hidrégeno libre le corresponde

una energia de -0.5 hartrees, mientras que al primer estado excitado le corresponde una energia

de -0.125 hartrees.

2.3 El atomo de Hidrégéno confinado en un alambre cuantico

impenetrable.

En esta seccion se describe el uso del método variacional directo en el estudio aproximado de
la energia del estado base del a&tomo de Hidrégeno confinado en una regién cuya frontera tiene
simetria cilindrica. En esta simetria la ecuacién de Schrodinger no es separable. Para estudiar
este sistema por medio de este método, la funcién de prueba se construye de acuerdo a como

se ha indicado en la seccién 2.1 y en este caso puede escribirse como:
bem (1,0, 0) = Ne(p — po) (2ar)’ exp (—ar) F (—n+ £+ 1,20+ 2;20r) Y, (0,0)  (2.14)

donde pg es el radio de la regién de confinamiento y se ha reemplazado k = % por el pardmetro
.

Las funciones dadas por la Ec. (2.14) contienen un parametro variacional por lo que sélo
son utiles para estudiar estados sin nodos, esto es, cuando —n + £ + 1 = 0, que corresponden a

estados del tipo 1s, 2p, etc.
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2.3.1 El atomo de Hidrégeno en un cilindro impenetrable con el niicleo en

el eje.

Cuando el dtomo de Hidrégeno se confina en una regién cilindrica impenetrable de radio py,
la ecuacién de Schrodinger para el potencial coulombiano ya no es separable, sin embargo, la
aplicacién del método variacional directo atin es posible en el mismo contexto que se describié
anteriormente. En este caso el hamiltoniano asociado al sistema se modifica ligeramente y se
puede escribir como:

i toE_ Loy (2.15)
9 r

donde

0 0<p<po
Ve (p) = (2.16)

00 po < p< oo

es el potencial de confinamiento. En este caso la simetria azimutal del sistema y de la regién
de confinamiento son compatibles, por lo que los estados del nuevo sistema tienen también las
proyecciones del momento angular bien definidas.

La solucion de la ecuacién de Schrédinger correspondiente a la Ec. (2.15), debe satisfacer
W (po) =0 (2.17)

La funcién de onda del estado base para el 4tomo de Hidrégeno libre en coordenadas esféricas

de acuerdo con la Ec. (2.13) est4 dada como:
Uy = Aexp (—r) (2.18)

donde r es la distancia electrén-niicleo y A es una costante de normalizacién.

Para estudiar este sistema por medio del método variacional directo, la funcién de prueba
se construye de acuerdo a como se ha indicado en la seccién 2.1; esto es, se supone como el
producto de la funcién de onda libre y una funcién simple de corte que satisface las condiciones

en la frontera apropiadas, y en este caso se puede escribir usando la Ec. (2.14) como:

U, =A(p— po)exp(—ar) (2.19)
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donde A es una constante de normalizacién, pg denota el radio del cilindro de confinamiento,
o es el pardmetro variacional, p = (z2 + y2)% es la coordenada cilindrica paralela al plano xy
y r = pcos (p/i\-l— psentpj+ 2k es el vector de posicién del electron, expresado en coordenadas
cilindricas, respecto al niicleo fijo en él centro de simetria de la regién de confinamiento; asi,

1
tenemos que 7 = (p? + 22)2, y los limites de p,¢ y 2z son:

0<p<pyp , 0<p<L2r y —-oo<z<0© (2.20)
La constante de normalizacion se calcula de:
/V | W |2 dPz = A%Iy =1 (2.21)
donde

po )
Iy =4r [ (o - m)? 0K (2ap) dp (2.22)

aqui, K; (2ap) es la funcién de Bessel modificada de orden 1 con pardmetros o y p [24], [25].
Con las Ecs. (2.15) y (2.19) se puede construir inmediatamente la expresién correspondiente
a la funcional de la energia para el estado base, el parametro o se encuentra minimizando la

expresion resultante para Eg de la manera usual. En este caso tenemos:

(B) = () + (V) = (@ |29 ) + (|- (o7 4+ 22) 7| (2.23)
(B = —%oﬁ + A? [(a — 1)L +aly— %Ig] (2.24)
donde
h=dn [ (p=po)? pKo (200) dp (2.25)
b= 1x [ (o= po) $PKo (20p) dp (2.26)
b= [ (p— p)? pK1 (200) dp (2.27)
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NERGIA DEL ESTADD BASE (BARRERA IMPENCTRABLE)

10 T r e

RADID DEL CILINDRO (bohrs ef)

Figura 2-1: Energia del estado base del atomo de Hidrégeno confinado en un cilindro impene-
trable con el nicleo en el gje.

aqui, Ko (2ap) es la funcién de Bessel modificada de orden 0 con pardmetros a y p [24], [25].
El célculo numérico de las integrales [y, I, I3 e Iy se realiz6 aplicando la regla de Simpson
[26], [27]. En la Fig. 2-1 se muestran las energias obtenidas por este procedimiento para el
estado base en funcién del radio del cilindro. En esta grafica podemos observar que al disminuir
el radio del cilindro la energia del estado base crece, y que a medida que el radio del cilindro
aumenta la energia de este estado tiende al valor -0.5 hartrees que es el valor correspondiente
de la energia del estado base del atomo de Hidrogeno libre. Este comportamiento ha sido
estudiado por Brown y Spector en el caso de un excitén confinado en un alambre cudntico
usando como funcién de prueba el producto de funciones Bessel apropiadas y una funcién
tipo hidrogenoide (exponencial) [28]. Para una comparacién de resultados puede consultarse el

trabajo de Marquez-Beltran [29].
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2.3.2 El atomo de Hidrogeno en un cilindro impenetrable con el nucleo fuera

del eje.

Si el nicleo del atomo estd localizado en el eje x, a una distancia b, como se muestra en la
Fig. 2-2, la distancia electrén-niicleo r’ y la posicién del electrén respecto al origen en el eje del
cilindro r, estan relacionadas por

v o= ] = ‘r — b’ﬂ (2.28)

esto es,

=

= [(:c — B+ + zg] = [p2 + b% + 22 — 2pbcos c,o]% (2.29)

El hamiltoniano correspondiente puede escribirse ahora como

~ 1 1
H= ~§V2 =5 + Ve (p) (2.30)

donde V, (p) estd dado por la Ec. (2.16); entonces, la funcién de onda de prueba propuesta es:
U, = A(p— po)exp (—ar’) (2.31)

donde pg es el radio del cilindro y a es un parametro variacional.

Como era de esperarse, la seleccién de la funcién de onda de prueba es de la forma dada
en la Ec. (2.6), considerando que las distancias del electrén y del nicleo se toman respecto
al origen localizado en el centro de simetria de la regién de confinamiento, sin suposiciones
adicionales.

En este caso, la energia tiene la siguiente expresién:

(B) = (T)+ (V) = (¥, %VZ Te) + (T, |- (p2 + 0% 4 22 —Zpbcoscp)_% o) (2.32)
(B) = —%az + A [(a 1 +aly— %13] (2.33)
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Figura 2-2: Coordenadas para el dtomo de hidrégeno confinado en un cilindro con el nicleo
fuera del eje.

La constante de normalizacién A se calcula como:

A= 1 5
SE

(2.34)

donde
21 rpo i
Ippi== 2/0 i (p— po)” puoKi (2aug) dpde (2.35)

1

aqui ug = (p2 + %2 — 2pbcos fp) 2 y Kj (2aup) es de nuevo la funcién de Bessel modificada de
orden 1 con pardmetros a y uyg.

Las integrales I, Iy e I3 que aparecen en la Ec. (2.33) son:

2r ppo ;
Iy = 2-/0 [0 (p — po)? pKo (20up) dpdyp (2.36)
2% rpo
I == 2]0 1 (p — po) (p — beos ) pKo (2aug) dpdyp (2.37)
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2T rpo
I3 = 2[0 A (p — po) uo K1 (2aug) dpdy (2.38)

aqui Ky es, como antes, la funcién de Bessel modificada de orden 0 y con pardmetros a y up.
Las integrales dobles se calcularon numéricamente aplicando de nuevo la regla de Simpson.
En la Fig. 2-3 se muestra la energia del estado base en funcién de la posicién relativa del
nucleo del atomo de Hidrégeno respecto al eje del cilindro (%), para diferentes valores de
po; v en la Tabla I se muestran las energias obtenidas para el estado base con estos cdlculos
variacionales y se hace una comparacién con los resultados de Tsonchev y Goodfriend [30].
Los resultados obtenidos al aplicar el método variacional directo para el cdlculo de la energia
del estado base del dtomo de Hidrégeno confinado en una superficie cilindrica impenetrable
muestran un buen acuerdo con célculos més elaborados, como puede corroborarse en la Tabla
I. Ademass, la funcién de prueba es lo suficientemente flexible para describir el caso en que el
tamano de la superficie de confinamiento se hace infinita y el nicleo se acerca a la frontera.
Esto 1dltimo corresponde al caso en el que el dtomo de Hidrégeno estd cercano a un plano
infinito para el cual la energia del estado base es -0.125 hartrees. Este tipo de efecto ha sido
estudiado por Marin para el caso del atomo de Hidrégeno fuera de centro confinado en una caja
esférica impenetrable de diferentes radios [1| y por Marin, Rosas y Uribe para el caso que aqui

presentamos [31].
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Figura 2-3: Energia del estado base del atomo de Hidrégeno confinado en un cilindro impene-

trable con el nicleo fuera del eje en funcién de la posicion relativa del micleo, para varios radios
del cilindro de confinamiento.
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Tabla I. Energia del estado base del 4tomo de Hidrégeno dentro de un cilindro impenetrable
como una funcién de la posicién relativa del niicleo respecto al eje del cilindro de confinamiento,
para varios radios. (1) Resultados de este trabajo, (2) resultados de Tsonchev y Goodfriend
obtenidos por desarrollo de la funcién de onda en una base de funciones que dependen del

angulo polar 0 [30]. Unidades de energia: Hartrees, unidades de distancia: Bohrs.

Po p/bo E! E?
0.0 1.5854
0.2 1.6544  1.38568
1.0 04 1.8111  1.55368
0.6 2.0243  1.79495
0.8 2.2305  2.036988

0.99 2.3724 2.20382

0.0 -0.1791

0.2 01363 -0.24782
20 04  -0.0401  -0.159586

0.6 0.1050  0.005904

0.8 02704  0.208554

0.99 0.3785 0.336983

0.0 -0.4677

0.2 -0.4477 -0.487374
4.0 0.4 -0.4044 -0.467144

0.6 -0.3291 -0.398212

0.8 -0.1671 -0.199550

0.99 -0.0388 -0.038415
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2.4 El atomo de Hidrdgeno confinado en un alambre cudntico

penetrable.

En la seccién anterior se aplicé el método variacional directo para estudiar la energia del estado
base del atomo de Hidrégeno confinado en una regién con frontera impenetrable. En esta
seccion se discutird el caso de frontera penetrable para mostrar la versatilidad del método. El

efecto del confinamiento se introduce como una barrera de potencial de altura V.

2.4.1 El dtomo de Hidrégeno en un cilindro penetrable con el nicleo en el

eje.
El hamiltoniano correspondiente a este sistema puede escribirse como:

~ 1
=V~ > 1 V(o) (2.39)

con

0 0<p<po
v, = p=r (2.40)

Vo Po < p< oo

: i
donde r = (,o‘2 + 22) ? es la distancia del electrén al niicleo, pg es el radio del cilindro y V es la
altura de la barrera de potencial que simula el efecto del medio que rodea al 4tomo.

De acuerdo a la Ec. (2.8) de la seccién 2.1 y usando la funcién de onda para el atomo de
Hidrégeno libre dada por la Ec. (2.13) de la seccién 2.2, la funcién variacional correspondiente

al estado base se puede definir como:

i
‘I&.=A(p0kﬁp)eXp[—a(p2+zg)2] 0<p<po
W= (2.41)
55 L
W, = Bexp [o: (p2 + z‘l) ?] exp (—kp) po < p< oo

donde A y B son constantes de normalizacién y a, 8 y & son pardmetros variacionales por

determinar. Como se puede notar, la informacién sobre penetrabilidad de la frontera se ha
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introducido en la funcién auxiliar (pp — Bp) a través del pardmetro 3.
La condicién de continuidad para la derivada logaritmica de ¥ en p = py, que de acuerdo

con la Ec. (2.5) puede escribirse como:

1 9¥; 1 av,
e Al B 2.42
‘I‘i 8,0 [P—PO f-[,e ap |P—P0 ( )
relaciona x con (3. Esta relacién es:
B
= — 2.43
P (243)

De esta manera solo es necesario determinar dos pardmetros para minimizar la funcional de la
energia.
La condicién de continuidad para ¥ en la frontera de la regién de confinamiento, esto es,

en p = py, relaciona B con A:

B = Aol — Bl (%) (2.44)

Por otra parte, la funcional de la energia se puede construir utilizando las Ecs. (2.39) a
(2.44) y su minimizacién con respecto a los parametros a y (3 se realiza con la condicién de que
la funcién de onda total esté normalizada.

La constante de normalizacién se calcula de:

/ ;2 dz +f 0,2 Pz = A%y, + B’Iy, = 1 (2.45)
Jv; V.
O
1
A= . (2.46)
Iy + % (1= B)?exp (22 Iy, |
donde:
£0 .
Iy, = 4w L (po — Bp)” P’ K1 (20p) dp (2.47)
e
I :47r/ - [—‘ J 2K, (2ap) d 2.48
Ny Ml o U 1 (2ap) dp (2.48)
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La energia total estd dada por:
(E) = (Ei) + (Ee) (2.59)

Para simplificar el calculo de la energia del estado base para este sistema, se optd por utilizar

iinicamente un pardmetro variacional, es decir, consideramos que

1= (2.60)

— '3 = )
(1-8lpo (1—a)po

Con esta seleccion, es interesante notar que cuando Vp — 00, a — 1, kK = coy ¥, — 0, como

K (2.61)

se esperaba.

En la Fig. 2-4 se muestran los resultados para la energia del estado base en funcién del radio
del cilindro y de la altura de la barrera de potencial. En esta grafica se observa que la energia
crece al disminuir el radio del cilindro y por otra parte, cuando el radio del cilindro aumenta la
energia de este estado tiende al valor -0.5 hartrees que corresponde a la energia del estado base
del atomo de Hidrégeno libre; ademads, para valores mis altos del potencial de confinamiento
se obtienen valores més altos en la energia del estado base, aproximéndose cada vez mds a
aquéllos de una barrera de potencial infinita. Este tipo de comportamiento ha sido estudiado
por Marin para el dtomo de Hidrégeno e iones moleculares de Hy y HeH' ' confinados en cajas
esferoidales penetrables [1|, y por Nag v Gangopadhyay para electrones y huecos pesados en
alambres cilindricos y elipticos de Gag47IngsaAs/InP para lo cual desarrollaron la funcién de
onda en términos de funciones ortogonales bidimensionales reduciendo la ecuacién diferencial

de Schrodinger a una ecuacién matricial de eigenvalores [32].

Energia de amarre del dAtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro penetrable

con el nicleo en el eje.

La energia de amarre F, para el dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro de radio pg se

define como la energia del estado base del sistema sin la interaccién coulombiana F,,, menos la
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La energia dentro del cilindro viene dada por:

el
]

(B) = (T) + () = (| -5 92| @)+ (3 | (42 4+ 22) | o) (249)
sT 13 1
(B = 22 [~30* I, + (@ 1) I — aBln + 5l (2.50)
donde
o 2
Iii = dm [) (po — Bp)” pKo (20p) dp (2.51)
f]
=4 [ (b0~ Bp) p"Ko (20p) dp (2:52)
e
Uil
Iy =4 [ (o0 ~ Bp) pK (20p) dp (253)
La energia fuera del cilindro viene dada por:
(Be) = (T2) + (V) = (e | ~5 V2| We) + (T Vi) ©2) (2.54)

=gl a2y 2 L. W
{EE} =5 {[ 9 (CH + (1 —ﬁ}ﬁp%) +IH.'I] IN: - Ile {:1 _,B}POIEG + 2{1 —,ﬁ}PuISE}
(2.55)
donde
l1e = 4n [Fu exp [“ﬁ'jgﬂ}_m:ﬂ] pKo (2ap) dp (2.56)
Ie = 4w [pm exp [-(1 _Eg} Pup] p* Ko (20p) dp (2.57)
I3e = 4w /;ﬂ " exp [—(1—_2’;——90;1] pKi (2ap) dp (2.58)
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Figura 2-4: Energia del estado base del 4tomo de Hidrégeno confinado en un cilindro penetrable
con el niicleo en el eje en funcién del radio del cilindro y de la altura de la barrera de potencial.

energia del estado base en la presencia. de la interaccion electrén-nicleo Ey, es decir,

E,=E, — E, (2.62)

La energia de amarre definida de esta manera es una cantidad positiva.

En la Fig. 2-5 se muestra la variacion de la energia de amarre F, del 4tomo de Hidrégeno
confinado en un cilindro penetrable con el nicleo en el eje en funcién del radio del cilindro,
para distintos valores de la barrera de potencial finita. En esta grafica se observa que para un
valor dado de la barrera de potencial finita la energia de amarre se incrementa desde su valor de
volumen a medida que el radio disminuye, alcanza un valor maximo, y cae al valor caracteristico
del material de la barrera conforme el radio tiende a cero. Esto se debe a que conforme el radio
del cilindro disminuye la funcién de onda del electrén se comprime haciendo que la energia de
amarre se incremente. Sin embargo, por debajo de un cierto valor de pg los estados se escapan,
como consecuencia del valor finito de Vg y entonces la energia de amarre empieza a decrecer

hasta que alcanza un valor caracteristico del material de la barrera. Este tipo de efecto se ha
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Figura 2-5: Energia de amarre del 4tomo de Hidrégeno confinado en un cilindro penetrable con
el niicleo en el eje en funcién del radio del cilindro y de la altura de la barrera de potencial.

estudiado para el caso de excitones pesados y ligeros confinados en alambres cudnticos [28], asi
como para impurezas hidrogenoides en alambres cuanticos de GaAs-Ga;_,AlzAs [33], [34], v

excitones en alambres cuinticos en presencia de campos magnéticos [35].

2.4.2 El atomo de Hidrégeno en un cilindro penetrable con el niicleo fuera

del eje.

El hamiltoniano correspondiente a este sistema puede escribirse como:

~ 1 1
H=-—-V2-=4+V.(p) (2.63)
2 r!
con
0 0<p<
e =i <l (2.64)
Vo po<p<oo
donde ' = lr =) . bi es la posicién del nicleo del atomo de Hidrdgeno respecto al origen

: 1
localizado en €l eje del cilindro y |r - bﬂ = (p? + b* 4 2* — 2pbcos ¢)? es la distancia del electrén
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al nicleo; ademds, pg es el radio del cilindro y Vp es la altura de la barrera de potencial que
simula el efecto del medio que rodea al 4tomo.
De acuerdo a los resultados de la seccién anterior, la funcién variacional correspondiente al

estado base se puede definir como:

II‘i:A(pgﬁap)exp[—a‘r-bri‘H 0<p<po
T, — ' (2.65)

¥, = Bexp [Ha ‘r — btfH exp (—kp) po<p<oo

donde A y B son constantes de normalizacién y «, y & son pardmetros variacionales por determi-
nar. Como se puede notar, la informacién sobre penetrabilidad de la frontera se ha introducido
en la funcién auxiliar (pg — ap) a través del parametro a.

La condicién de continuidad para la derivada logaritmica de ¥ en p = po, que de acuerdo

con la Ec. (2.5) puede escribirse como:

1 ov; 1 0¥,
Bl S O Sciiiioi - % W 2.66
lIJi 8,0 IP—PU ‘I’e (9,0 [P*PU ( )
relaciona x con «. Esta relacién es:
o
K= —--— 2.67
(1—a)po (2.67)

De esta manera solo es necesario determinar un pardmetro variacional para minimizar la fun-
cional de la energia.
La condicién de continuidad para ¥ en la frontera de la regién de confinamiento, esto es,

en p = pp, relaciona B con A:

B:Apg(l—a)exp(l -

— Gl

) (2.68)

Por otra parte, la funcional de la energia se puede construir utilizando las Ecs. (2.63) a
(2.68) y su minimizacién con respecto al pardmetro o se realiza con la condicién de que la

funcién de onda total esté normalizada.
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La constante de normalizacién se calcula de:

f |02i|2d3ac+/ |We|? Bz = A%Iy, + B2y, = 1
Vi Ve

)
1
A= T
[IN, + o2 (1—a)exp (1{—%) INE] ;
donde:
2 £0 9
Ipg = 2/0 /0 (po — ap)” uppKi (2aup) dpdp
e

2T poo 20y
by, = 2 /0 / exp [“74 upp K (2amg) dpdy
« Po

(1—a)po

1
en las integrales Iy, e Iy,, up = (p2 + b% — 2pbcos tp)2 .

La energia dentro del cilindro viene dada por:

1 i _
() = (T3) + (Vi) = (¥; *§V2 W) + (¥ |— (,02 + b2 4+ 22 — 2pbcos (p)
O
1 1
(Ez) = A2 [—5(}211\]1 + (Qﬁ = 1) Ili = O!QIQZ' + 5()1132']
donde

2m prpo 9
bp = Qfo fn (po — ap)” pKo (2aug) dpdy

2T rpo
p=2] /ﬂ (po — ap) (p — beos p) pKo (20ug) dpdep

) 2T rpo
I3; = 2_/.0 1 (po — ap) uo K1 (20up) dpdyp

La energia fuera del cilindro viene dada por:

(Ee) == (Te> + (Ve) - (IIJe —%Vz

Te) + (Pe [Vo| Te)

o0

B

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)



1 QQ Ct'2 1 o .
By=Bq |=ad > | % I bali=o— Ty on—_F
e {[2 ( (1 —G)ZP{%) s 0l -a)po T 2(1—a)pe

(2.79)
donde
2r  poo 20
Iy = 2/ f exp [—ﬁp] pKo (2aug) dpdp (2.80)
0 Po (1 —a) po
2 poo 20
Iy, = 2/ f exp [—7,0] (p— beosp) pKoy (2cug) dpdyp (2.81)
0 Jpo (1—a)po
e
2w poo 20
Iay= 2/ f exp [—p} up K1 (2aug) dpdy (2.82)
0 Jpo (1—a)po
La energia total estd dada por:
(E) = (E;) + (EBe) (2.83)

En la Figs. 2-6 a 2-8 se muestran las energias del estado base del 4tomo de Hidrégeno en
funcién de la posicién relativa del niicleo respecto al eje del cilindro ({%) , para diferentes valores
de po y diferentes alturas de la barrera de potencial. En cada caso podemos notar que la energia
del estado base crece a medida que el nicleo se acerca a la frontera, y que a valores mayores
del potencial de confinamiento le corresponden valores mas altos de la energfa; ademas, como
era de esperarse, la energia del estado base decrece conforme aumenta el tamafio del radio del
cilindro confinador.

En sintesis, podemos mencionar que la aplicacién del método variacional directo en el cilculo
de la energia del estado base y de la enérgl'a, de amarre conduce a resultados que describen cual-
itativamente y en forma razonable las diferentes condiciones bajo las cuales se ha confinado al
atomo de Hidrégeno dentro de una regién cilindrica. Aiin cuando sélamente hemos considerado
el uso de un tinico pardmetro variacional en las funciones de onda propuestas en el caso de fron-
tera penetrable para realizar una primera aproximacién, hemos obtenido resultados similares a

los obtenidos en otro tipo de sistemas confinados.
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Figura 2-6: Energfa del estado base del 4tomo de Hidrégeno confinado en un cilindro penetrable
de radio po = 1.0 bohr ef. en funcién de la posicién relativa del niicleo y de la altura de la
barrera de potencial.
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Figura 2-7: Energfa del estado base del 4tomo de Hidrégeno confinado en un cilindro penetrable
de radio po = 2.0 bohrs ef. en funcién de la posicién relativa del nicleo y de la altura de la
barrera de potencial.
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Figura 2-8: Energia del estado base del atomo de Hidrégeno confinado en un cilindro penetrable
de radio po = 4.0 bohrs ef. en funcién de la posicién relativa del niicleo vy de la altura de la
barrera de potencial.
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Capitulo 3

Propiedades opticas.

3.1 Introduccion.

En este capitulo se extiende la aplicacién del método variacional directo al calculo de estados
excitados del atomo de Hidrégeno confinado en una regién con simetria cilindrica; en particular,
se estudian los estados tipo 2p. El propésito es predecir el pico de absorcién debido a la tran-
sicidn 1s-2p en este sistema como funcién del tamano del cilindro y del grado de confinamiento.
Para ello, se obtiene primero la energia de transicion entre los estados 1s y 2p y las intensidades
de oscilador entre estos estados.

La intensidad de oscilador fp se define como [1], [21]:

fo=3 (15l -3l 29) 2 AF (3.1)

donde € es el vector de polarizacién de la luz incidente y
AF = Fos— B (3.2)

es la energia de transicién entre los estados 1s y 2p.
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3.2 Estados tipo 2p.

Las funciones de onda variacionales para los estados tipo 2p pueden construirse de acuerdo
a como se planted en las secciones 2.1, 2.2 y 2.3. Para ello, debemos tener en mente que el
principio del minimo no es vélido para estados maés altos excepto si la funcién de prueba es
ortogonal a todos los estados maés bajos. Para comprobar lo anterior, tomamos el estado n-
ésimo con energia exacta F, y suponemos que la funcién de prueba y es ortogonal a todas las
U, para B < E,, estoes, [ ¥ xdr =0paral=0,1,..., n— 1. Si expresamos a y como una

superposicion de estados exactos, sin considerar los términos F < FE,,, entonces tenemos que

X =y ax¥y (3.3)

y, por lo tanto,

[ X" (8) Bix (8)dr = E(8) =¥ |ax[? By > B (3.4)

k>n

Esta condicién de ortogonalidad, en general, es dificil de lograr porque se necesita conocer todas
las funciones de estado exactas para I¥ < F,. Afortunadamente, en la préctica se pueden usar
propiedades de simetria para asegurar esta ortogonalidad entre los estados mas bajos. Por
ejemplo, en un potencial simétrico los estados pares y los estados impares automaticamente son
ortogonales entre si. Por lo tanto, el estado par més bajo y el estado impar més bajo satisfacen
un principio minimo. En general, el mejor resultado que se puede obtener es lograr que la
funcién de prueba sea ortogonal a los estados conocidos més bajos aunque sean aproximados,
pero el método pierde su validez a medida que crece el nimero cuantico de los estados. Tomando
en cuenta esta condicién de ortogonalidad, a continuacion se presentan los resultados obtenidos
para la energia del primer estado excitado considerando la dependencia angular en la funcién
de distribucién del electrén, esto es, la orientacién de los orbitales atémicos en el espacio.

Estudiaremos los casos en los cuales el dtomo de Hidrégeno esta confinado tanto en un
cilindro impenetrable como en uno penetrable, y con el niicleo en el eje del cilindro 6 fuera de

éste.
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3.3 El atomo de Hidrégeno confinado en un alambre cuantico

impenetrable.

En esta seccién se describe el uso del método variacional directo en el estudio aproximado de
los primeros estados excitados del atomo de Hidrégeno confinado en una regién cuya frontera
tlene simetria cilindrica. Para estudiar este sistema por medio de este método, la funcién de
prueba se construye de acuerdo a como se ha indicado en la seccién 2.1 y en este caso puede

escribirse como:
Uyn(7,0,0) = Ne (p — po) (28r)" exp (—Br) F (—n + £ + 1,20 + 2;28r) Y™ (0, ¢) (3.5)

donde pg es el radio de la regién de confinamiento y 3 es un pardmetro variacional por deter-
minar.
Este tipo de funciones permiten estudiar estados tipo 2p, que se obtienen cuando n = 2,

£=1y m=+1, -1, 0, que corresponden a los estados 2p;, 2p, v 2p,, respectivamente.

3.3.1 El atomo de Hidrégeno en un cilindro impenetrable con el niicleo en

el eje.

En la seccién 2.3.1 se aplicé el método variacional directo para estudiar la energia del estado
base del atomo de Hidrégeno confinado en una regién con geometria cilindrica con frontera
impenetrable y con el nicleo en el eje de simetria de la regién de confinamiento. En esta
seccién se discutird el caso correspondiente a los estados excitados tipo 2p. El hamiltoniano

adecuado para este sistema es:

~ 1
A=V~ 1V.(p) (3.6)

con

0 0<p<
Velp) = SRS (3.7)
oo p<p<oo

1
donde 7 = (p® + 2%)? es la distancia del electrén al niicleo, pg es el radio del cilindro y V; (p)

es el potencial de confinamiento que simula el efecto del medio que rodea al dtomo.
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Estado tipo 2p;.

Para estudiar la energia de este estado partimos de la Ec. (3.5), usando las condiciones sefialadas
al final de la seccién 3.3, con lo que la funcién variacional correspondiente adquiere la siguiente

forma:

V. = B(p — po) exp(—Pr)pcosp (3.8)

donde B es una constante de normalizacién y 3 es un pardmetro variacional por determinar.

Esta seleccién para la funcién de prueba asegura el cumplimiento de la condicién de ortog-
onalidad mencionada en la seccién 3.2, dado que los armoénicos esféricos tienen esta propiedad.
Asi, la integral (1s | 2p,) = 0, porque la parte de la integral que se realiza en la coordenada ¢
se anula.

La constante de normalizacion se calcula de:

f|¢rc|2d3m:BZIN=1, 6 B= (3.9)
v

donde

Iy =2m /Opo (p — po)? p* K1 (28p) dp (3.10)

aqui, K1 (28p) es la funcién de Bessel modificada de orden 1 con pardmetros 3 y p.
Con las Ecs. (3.6) y (3.8) se puede construir la expresién de la funcional de la energfa para
este estado excitado y el pardmetro 3 se encuentra minimizando dicha expresién. En este caso,

la energia viene dada por:

(B) =(T) + (V) = (¥, %W U,) + (T |- (p2 —I—zQ)% T,) (3.11)
(B) = —%ﬁz +B? [(w ~1) 5L+ L — 213} (3.12)
donde
PO 9 1
L= 27Tf0 (P — po)” p* Ko (28p) dp (3.13)
L=2r [ (o po) Ko (260) dp (3.14)
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I3y =2m fo . (p — po) P* K1 (28p) dp (3.15)

aqui, Ko (20p) es la funcién de Bessel modificada de orden 0, con pardmetros 8 y p.

Estado tipo 2p,.

Este estado se puede estudiar de manera similar al estado 2p, utilizando para ello una funcién

de onda de la forma:

.= B (p — po) exp (—Pr) pseny (3.16)
Debido a la simetria de la frontera de confinamiento en el plano xy el comportamiento del
estado 2p, es idéntico que el obtenido para el estado 2p,.
Estado tipo 2p,.

En este caso, la funcién de onda variacional puede definirse de la siguiente manera:
V.= B(p—po)exp(—0r) z (3.17)

La energia viene dada ahora por la siguiente expresién:

(F) = —368" + B* (29~ ) + Bl — ;1] (3.18)

donde la constante de normalizacién B puede calcularse con la Ec. (3.9) pero ahora la integral

I tiene la siguiente forma:

1

- po 1 RS
Iy =dn [ 55 (0= o) ° [Ko(2ﬁp)+ﬁp

K1 (200)| do (319)
y las integrales I;, Iy e I3 que aparecen en la expresién de la energia dada por la Ec. (3.18)

pueden escribirse como sigue:

Po 1

I =4x -
1 Jo 28

(p — po)? K1 (28p) dp (3.20)
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3.3.2 El atomo de Hidrégeno en un cilindro impenetrable con el niicleo fuera

del eje.

El hamiltoniano correspondiente a este sistema es:

H= —%v2+$+vc(p) (3.23)
con
V(o) = 0 0<p<po (3.24)
o0 po < p<oo
donde 7' = (p2 + b2 + 2% — 2pbcos ga)% es la distancia del electrén al nticleo y bi es la posicién

del niucleo respecto al eje del cilindro; ademads, pg es el radio del cilindro y V. (p) es la barrera
de potencial que simula el efecto del medio que rodea al 4tomo.

En este caso, cuando el niicleo esta fuera del eje de simetria de la regién de confinamiento, no
es posible encontrar de manera inmediata funciones de onda para los estados tipo 2p, y 2p, que
tengan la forma propuesta en la seccién anterior y que satifagan la condicién de ortogonalidad
que el método requiere, por lo que el estudio de estos estados escapa del alcance de este trabajo y
solo se analiza el estado tipo 2p, el cual si cumple con la condicién de ortogonalidad mencionada

en la seccién 3.2.

Estado tipo 2p,.

Para este estado, la funcién de onda variacional puede definirse de la siguiente manera:
¥e=DB(p—po)exp(—0r')z 0<p<py (3.25)

donde z' = 2z, y 8 es un pardmetro variacional por determinar. De esta manera, la integral
(1s | 2p,) = 0, porque la parte de la integral que se realiza en la coordenada 2’ se anula.

La energfa viene dada ahora por la siguiente expresion:

(B) = —%ﬁ +B? (26 -1) [ + Bl — ;13 (3.26)

donde la constante de normalizacién B puede calcularse con la Ec. (3.9) pero ahora la integral
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Iy tiene la siguiente forma:

. K L K1 (26u0)| dpd 3.97
Isz A 2,8'9 o)’ ﬁmo[ 0(251130)4-6— 1(2Buo) | dpdy (3.27)

y las integrales I, I e I3 que aparecen en la expresién de la energia dada por la Ec. (3.26)

pueden escribirse como sigue:

.0 po 1
=2 [ [ 22 (= po)? puoks (26u0) dpdy (3.28)
27 prpo 1
=2 [ [ 52 (0= po) (p = beose) puoks (26uo) dpdp (3.29)
2n rpo 1
Ix= 2/ 0 25 (p — po) ud [Ko (28u0) + ﬁ—Kl (2Buo) | dpdy (3.30)

en estas integrales, ug = (p? +b* — 2pbcos go)% .y Ko (2Bug) v K1 (28ug) son de nuevo las
funciones de Bessel modificadas de orden 0 y 1, respectivamente, con pardmetros 3 y uyg.

En la Fig. 3-2 se muestran las energias del estado excitado 2p, en funcién de la posicién
relativa del niicleo respecto al eje del cilindro (p ) para diferentes valores de pg. En esta grafica
podemos notar que la energia del estado excitado 2p, crece a medida que el nicleo se acerca a
la frontera; ademads, como era de esperarse, la energia del estado decrece conforme aumenta el

tamaiio del radio del cilindro confinador.

3.4 El atomo de Hidrégeno confinado en un alambre cuantico
penetrable.

En la secciéon anterior se aplicd el método variacional directo para estudiar la energia de los

primeros estados excitados tipo 2p del atomo de Hidrégeno confinado en una regién con fron-

tera impenetrable. En esta seccidén se discutira el caso de frontera penetrable. El efecto del

confinamiento se introduce como una barrera de potencial de altura Vj.
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ENERGIA DFL FSTADO EXCITADOD 2P7 (BARRERA IMPENETRABLE)
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Figura 3-2: Energfas del estado excitado 2pz del 4tomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
impenetrable con el micleo fuera del eje en funcién de la posicién relativa del nicleo, para varios
radios del cilindro de confinamiento.

3.4.1 El atomo de Hidrdgeno en un cilindro penetrable con el niicleo en el

eje.
El hamiltoniano adecuado para este sistema es:

- 1 1
H= ——2-v2 =~ +Ve(p) (3.31)

con

0 0<p<po
Ve(p) = (3.32)

Voo po<p<oo

donde r = (p? + 22)% es la distancia del electrén al niicleo, pg es el radio del cilindro y V; es el

potencial de confinamiento que simula el efecto del medio que rodea al atomo.
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Estado tipo 2p;,.

La funcién variacional correspondiente a este estado se puede definir como:

U, = C(po—Bp)exp(—Pr)pecosy  0<p<po
T, = , (3.33)

U, = Dexp (—fr) exp(—kp) peose  po < p < 00

donde C' y D son constantes de normalizacién, y 8 y k son pardmetros variacionales por
determinar. Como se puede notar, la informacién sobre la penetrabilidad de la frontera se ha
introducido de la misma manera que en la seccién 2.4.1 utilizando la funcién auxiliar (pp — 8p)
con el pardmetro variacional .

La aplicacién de las condiciones de continuidad en la frontera dan como resultado las si—

guientes relaciones:

g
- 3.34
(1—=8)po ( )
¥
D=Cpo(l—p)exp (1 fﬁ) (3.35)
La constante de normalizacién se calcula de:
f 0|2 dz +/ W, Pz = CPly, + DIy, = 1 (3.36)
Vi Ve
o
. 1
C= . (3.37)
[INI + p2(1—p)%exp (—1%-) IN;;] ?
donde:
Lo
Iy, =2m fn (o — Bp)* p" K1 (26p) dp (3.38)
e
vy =2 [ exp | | 61K (26) dp (3.39)
PO (1-8)po
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La energia dentro del cilindro viene dada por:

() = () + (V) = (0| 297 wa) + (|- (2 4 22) F| @ (3.40)
2 1 2 %r 3
<Eﬁ) =) |:—§ﬁ In, + (2;@ — 1) I, — 371y + 5[5[31] (341)
donde
PO 9 3
ni=2r [ (0 — 0" 6*Ko (260) dp (3.42)
Po
Iy = 2m fo (po — Bp) p* Ko (26p) dp (3.43)
e
Po
Iy = 2m fo (po — Bp) p* K1 (28p) dp (3.44)

La energia fuera del cilindro viene dada por:

_p2l| 1 I Y G A S
(Be) =D {[ 2ﬁ (1+(1—ﬁ)2p(2)) +V0] In, + 20814, (1—[3),001264_2(1#6);)0138}
(3.45)

donde la constante de normalizacién D estd relacionada con la constante de normalizacién C a

través de la Ec. (3.35). Las integrales [;,, Iy, e I3, tienen la forma:

P A 2

Le=2r [ exp ——ﬁp} p° Ko (28p) dp (3.46)

Po L (1 - )8) Po
he =2 [ exp |~ | oK (20) do (3.47)

PO L (1 =8)po
Le=2r [ exp A—i—p] p° K1 (20p) dp (3.48)

po | 1=8)po

La energia total esta dada por:

(B) = (E;) + (Ee) (3.49)

En la Fig. 3-3 se muestran las energias del estado excitado 2p, en funcién del radio del

cilindro, para diferentes alturas de la barrera de potencial. Podemos notar que a medida que el
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ENERGIA DEL ESTADO FXCITADD 2PX (BARRLRA PENETRABLE]
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Figura 3-3: Energia del estado excitado 2px del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable con el nticleo en el eje en funcién del radio del cilindro y de la altura de la barrera
de potencial.

radio del cilindro confinador disminuye la energia del estado crece; en contraparte, a medida que
el radio del cilindro confinador aumenta, la energia del estado tiende a su valor correspondiente
en el caso del &tomo de Hidrégeno libre, esto es, la energia del estado 2p, tiende al valor -0.125
hartree; ademaés, la energia del estado crece a medida que aumenta el valor del potencial de
confinamiento. Este tipo de efecto ha sido estudiado para el caso del atomo de Hidrégeno e

iones moleculares de Hf y HeH** confinados en cajas esferoidales penetrables [1].

Estado tipo 2p,.

Este estado se puede estudiar de manera similar al estado 2p, utilizando para ello una funcién

de onda de la forma:

¥; = C(po — Bp)exp (—Pr) psenp  0<p<po
T, = (3.50)

U, = Dexp(—fr)exp(—kp)pseny  pp<p <o
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Debido a la simetria de la frontera de confinamiento en el plano xy el comportamiento del

estado 2p, es idéntico que el obtenido para el estado 2p,.

Estado tipo 2p..

En este caso, la funcién de onda variacional puede definirse de la siguiente manera:

U, = C (po — Bp) exp (—Pr) 2 0<p=<po
U, = (3.51)

P, = Dexp(—fr)exp(—kp)z  po < p <00

donde By k son paridmetros variacionales que estdn relacionados mediante la Ec. (3.34).

La energia dentro del cilindro viene dada ahora por la siguiente expresion:
i ~2 ]_ 2 2 ]- =
(B;) =C —iﬁ Ivy + (28 — 1) Ii; — B I + 5)6133' (3.52)

donde la constante de normalizacién C' puede calcularse con la Ec. (3.37) pero ahora las

integrales [, e Iy, tienen la siguiente forma:

po 1 ) 9 13 1
Iny =4 | o2 5 (po —Bp)" p [Ko (28p) + B_pKl (2ﬁp)] dp (3.53)
- s 1 B 23 3 i
Iy, = 4r fpo 25 exp [ T Pop] o lKg (28p) + _ﬂpKl (2[5,0)] dp (3.54)

y las integrales Iy;, Io; e I3; que aparecen en la expresién de la energfa dada por la Ec. (3.52)

pueden escribirse como sigue:

fo =t [ - (o0 — 60)" K1 (205) dp (3.55)
Po 1
Iy; = 4m /0 % (po — Bp) p* K1 (28p) dp (3.56)
Po 1 1
Tp=dw | 2% (po — Bp) p* [Ko (28p) + @KI (28p) | dp (3.57)
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De la misma manera, la energia fuera del alambre queda expresada por:

1 1
=[50 (4 )+

donde la constante de normalizacién I estd relacionada con la constante de normalizacién C a

it A B
OBt 20—p ™

(3.58)

In, + 2811 —

través de la Ec. (3.35). Las integrales [;., Io. € I3, tienen ahora la forma:

e [T 28 ]
11,34%[00 25 exp _ (I_ﬁ)p{]p_p K1 (28p) dp (3.59)
sl | ey [y | B 60
Ipe = 4m 2559 | (l_ﬂ)poperl( Bp) dp (3.60)
oo ] 20 ] : !
30 = 4 — R [ — K — K1 (28p)| d 3.6
30 =4m : zﬂexp{ Uk [ n(2ﬂp)+6p 1(26p) | dp (3.61)

En la Fig. 3-4, se muestran las eﬁergias del estado excitado 2p, en funcién del radio del
cilindro de confinamiento, para diferentes alturas de la barrera de potencial. El comportamiento
de las curvas de energfa de este estado es similar a la de los estados en el plano xy; sin embargo,
existe una diferencia notable en cuanto a que existe la posibilidad de encontrar estados tipo
2p, para valores mds pequenos del radio del cilindro de confinamiento, la cual no se da para
los estados tipo 2p; y 2py, ya que estos tipos de estados desaparecen para radios pequefios del
mismo orden. Lo anterior queda claro considerando que el confinamiento es en el plano xy y
no en la direccién del eje z. Este tipo de efecto ha sido estudiado para el caso del 4tomo de

Hidrégeno e iones moleculares de H) y HeH 't confinados en cajas esferoidales penetrables [1].

3.4.2 El dtomo de Hidrégeno en un cilindro penetrable con el nticleo fuera

del eje.

El hamiltoniano correspondiente a este sistema es:

o 1 i
H=_-V?1_— . 1
2V 5 V. (p) (3.62)
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Figura 3-4: Energia del estado excitado 2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro

penetrable con el niicleo en el eje en funcién del radio del cilindro y de la altura de la barrera
de potencial.

Gi=y ©  SPEP (3.63)
Voo msp<o
donde ' = (p? + b* + 2% — 2pbcos :,::)é es la distancia del electrén al niicleo y bi es la posicién
del micleo respecto al eje del cilindro; ademas, py es el radio del cilindro y Vj es la altura de la
barrera de potencial que simula el efecto del medio que rodea al atomo.

Como se menciond en la seccidn 3.3.2, no se analizan los estados tipo 2p, y 2p, porque no
es posible encontrar de manera inmediata funciones de onda para estos estados que tengan la
forma propuesta de las funciones de onda que describen el caso en que el micleo del dtomo de
Hidrégeno estd en el eje del cilindro y que satisfagan la condicién de ortogonalidad requerida
para la aplicacién apropiada de este método de caleulo, por lo que de nuevo solo estudiaremos

el estado tipo 2p,.



Estado tipo 2p..

En este caso, la funcién de onda variacional puede definirse de la siguiente manera:

U, =C(po—PBp)exp(—pr)z  0<p=<po
T, = (3.64)

U, = Dexp (=07 )exp(—rp)Z po<p<oo

donde z/ = 2, y 8 y & son pardmetros variacionales que estin relacionados mediante la Ec.
(3.34). De nuevo, la informacién sobre la penetrabilidad de la frontera se ha introducido en la
funcién auxiliar (pg — Bp) a través del pardmetro 3.

La energia dentro del cilindro viene dada ahora por la siguiente expresion:
o 1o 2 1
(By)=C *5}5’ Ing +(28—1) 1y; — I + 5{3131' (3.65)

donde la constante de normalizacién C puede calcularse con la Ec. (3.37) pero ahora las

integrales Iy, e Iy, tienen la siguiente forma:

27 0
—2f Op = (po — Bp)* pug [Ko (2Buo) + TKl (Qﬁuo)] dpdep (3.66)

Y il i T - N 1
2/ L 2ﬁ exp [ (1= p) pap] PUp [KO (2Buo) + Buo K, (Qﬂu())] dpdp (3.67)

y las integrales I1;, Io; e I3; que aparecen en la expresién de la energfa dada por la Ec. (3.65)

pueden escribirse como sigue:

2 rpo 1
5 =2 f 1 po—ﬁp) puo K1 (28up) dpdyp (3.68)
2t rpo 1
-2} / — (po — Bp) (p — beos ) puoK (28uo) dpdp (3.69)
27 0
Iy=2 / % 35 (oo~ B [ Ko (28u0) + 5 (26u0)| dpdp (3.70)
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De la misma manera, la energia fuera del alambre queda expresada por:
B 1 B
In, +28Le — ———Ige+ -7————1I3
’ © A-Bp T 2(0=B)p

1 1
(F,) = D? { [_552 (1 L e —5)293) T
(3.71)

donde la constante de normalizacién D esta relacionada con la constante de normalizacién C a

través de la Ec. (3.35). Las integrales Ii., Iy, e I3, tienen ahora la forma:

2
Ier= 2/ /po — exp [ a _22) - p] pug K1 (28uo) dpdyp (3.72)

2w 2

Iy = 2/ / exp [ ﬂ ] (p— beos ) pugKq (28up) dpdyp (3.73)
0 Po 2f6) (1
2/% [ 26 ] 2[K(2,6 )4 1}((26 )]dd (3.74)
= —exp | ug) + — ug) | dpdp s
po 28 (1=B)po"] L Bug

En las Figs. 3-5 a 3-7 se muestran las energias del estado excitado 2p, en funcién de la
posicidon relativa del niicleo respecto al eje del cilindro (p%), para diferentes valores de pp y
diferentes alturas de la barrera de potencial. En cada caso podemos notar que la energia del
estado excitado 2p, crece a medida que el niicleo se acerca a la frontera, y que a valores mayores

del potencial de confinamiento le corresponden valores mas altos de la energia; ademés, como

era de esperarse, la energia del estado decrece conforme aumenta el tamafo del radio del cilindro

confinador.
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ENERGIA DEL ESTADD EXCITARO 2P2 (po = 1.0 bohr #f)
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Figura 3-5: Energia del estado excitado 2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable de radio po = 1.0 bohr ef. en funcién de la posicién relativa del niicleo y de la altura
de la barrera de potencial.

ENERGIA DEL ESTADO EXCIARO 2P7 (po = 2.0 botus ef)
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POSICION RELATIVA DEL NUCLEC: b/po

Figura 3-6: Energfa del estado excitado 2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable de radio po = 2.0 bohrs ef. en funcién de la posicién relativa del nticleo y de la
altura de la barrera de potencial.
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ENERGIA DEL ESTADD EXCITADIO 2P7 {po = 4.0 bohrs ef)
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Figura 3-7: Energia del estado excitado 2pz del atomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable de radio po = 4.0 bohrs ef. en funcién de la posicién relativa del niicleo y de la
altura de la barrera de potencial.
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3.5 Intensidades de oscilador 1s — 2p del atomo de Hidrégeno
libre.

En esta seccién se presentan los resultados exactos para la energia de transicion y la intensidad
de oscilador entre los primeros estados excitados y el estado base del 4tomo de Hidrégeno libre.
De acuerdo con la seccién 2.2 y las Ecs. (2.12) y (2.13) que expresan los valores que puede tomar
la energia del dtomo y la forma de las funciones de onda correspondientes a cada estado, las

funciones de onda para el estado base y para los primeros estados excitados pueden escribirse

como [36]:
Estado 1s: AT = \/%? exp (—r)
Estado 2p, = \/3137? exp (—%) rsenfcos (3.75)

Estado 2py Uy = ﬁ exp (—%) rsenfseng
Estado 2p,: Wy19 = ﬁ exp (—%) rcosf

y las energias correspondientes a estos estados son, respectivamente, —% hartree para el estado
ls y -5 hartree para los estados tipo 2p.

De acuerdo a la seccién 3.1, la intensidad de oscilador fj se define como
2 - L
fo= 3 |(1s|r-€| 2p)|" AE (3.76)
donde € es el vector de polarizacién de la luz incidente y
AE = Ey, — 4 (3.77)

es la energia de transicién entre los estados 1s y 2p. Para el caso del 4tomo de Hidrégeno libre,
esta energia de transicién es AF = % hartree.

Consideraremos los casos en que la polarizacién de la luz incidente es perpendicular al eje
z y cuando la polarizacién de la luz incidente es paralela al eje z.

En el caso de polarizacién perpendicular al eje z, el vector de polarizacién de la luz incidente

—~ e~

es € = % y por lo tanto, r-€ = % . (m’;+ 'yj\+ zﬁ) . (T—l—]) = % (z + ). Las intensidades de
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oscilador tienen la forma:

1 y
‘If:Sme = 3 l(ls |33 &3 yl 2p:c)|z AElS"2pz #0 (3-78)
1 .
B, = 5 [(Ls |x +y| 2py)|° ABys5_2p, #0 (3.79)
1 .
Iisap, = 3 [{Ls]z +yl 2p,)|* AB1s-2p, = 0 (3.80)

La 1ltima integral de este conjunto es cero porque la parte de la integral que se realiza en la
coordenada ¢ se anula.
En el caso en que la polarizacién de la luz incidente es paralela al eje z, el vector de

polarizacién es € = k y por lo tanto, r-@ = z. Las intensidades de oscilador tienen la forma:

2
I|1|52p;,; =5 (15 |2| 25| AB15-3p, =0 (3.81)
] 2 3 %
Ils?py = g |(18 IZI 2p'u>| ABlS—‘Zpy =) (382)
|| 2 2
Ils?pz = § [(15 |z| 2pz>l AEIS—QPz 7& 0 (3'83)

Las primeras dos integrales de este conjunto son cero porque de nuevo la parte de la integral
que se realiza sobre la coordenada ¢ se anula.

Estos resultados muestran que solo pueden ser diferentes de cero las intensidades de oscilador
If?s2pza Ifs?py € 11”32;02‘

La intensidad de oscilador Iﬁam es:
1
fo= = {18 |2+ | 2pa) ? Alfys_sy, = 0.069 (3.84)

En el caso de la intensidad de oscilador Iﬁ.gpy, la simetria del sistema en el plano xy lleva

al mismo resultado.

Finalmente, la intensidad de oscilador 1 {' tiene el valor:

§2p

fo=

Wb

|(1s | 2| 2p,)|> AB1s_gp, =~ 0.139 (3.85)
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La diferencia en el valor de la intensidad de oscilador fll‘azpl con respecto a los valores de
las intensidades de oscilador [j,,, e I]J'Szpy se debe a la forma en que se encuentra polarizada

la luz incidente en el plano xy.

3.6 Intensidades de oscilador 1s — 2p del atomo de Hidrégeno

confinado en un alambre cuantico impenetrable.

En esta seccion utilizaremos los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo por aplicacién
del método variacional directo en el cileulo aproximado de las energias del estado base y de
los primeros estados excitados del Atomo de Hidrégeno confinado en un cilindro impenetrable,
para calcular las energias de transicion y las intensidades de oscilador y observar cémo el
confinamiento del dtomo afecta los valores de estas cantidades.

Con el objeto de comparar con los resultados de la seccién anterior, consideraremos los
casos en que la polarizacién de la luz incidente es perpendicular al eje del cilindro y cuando la

polarizacion de la luz incidente es paralela al eje del cilindro.

3.6.1 Intensidades de oscilador del d&tomo de Hidrégeno en un cilindro im-

penetrable con el niicleo en el eje.

En el caso de polarizacién perpendicular al eje del cilindro, el vector de polarizacién de la
. o~ ..;.4,.»_.. o | 55 - = A ) R
luz incidente es € = ;—,-; y por lo tanto, r€ = - - (a:1+y_1—|—zk) . (:+D = ?l"':z (z+y). La

intensidad de oscilador Ii,y, =0, y las intensidades de oscilador iy, = Ij;s, # 0, tienen la

forma:
|
"fl-l.:_:z':{r;E = 3 (15 |z +y| Ep:t}ﬁ AEy s 9p, (3.86)
1
B = - |(18 |z + y| 2py)|* AB15-2p, (3.87)

las integrales que aparecen en estas expresiones se calculan dentro de una regién cilindrica de

radio finito.
En el caso en que la polarizacién de la luz incidente es paralela al eje del cilindro, el vector de

_

polarizacién es € = k y por lo tanto, r-@ = 2. Las intensidades de oscilador I H 152p,

1s2p, =0,



y la intensidad de oscilador I I # 0, tiene la forma:

1s2p.

2
Loy, = 5 1(1512/29.)]* A5, (3.88)

y la integral que aparece en esta expresién se calcula dentro de una regién cilindrica de radio
finito.
Estos resultados muestran que al igual que ocurre en el dtomo de Hidrégeno libre, solo

pueden ser diferentes de cero las intensidades de oscilador / ﬁQ,pI, Iij_sgpy el Jl 52p, "

Intensidades de oscilador 1s — 2p;.

Para el célculo de las intensidades de oscilador 1s — 2p, tomamos las funciones de onda varia-
cionales de los estados 1s y 2p, que utilizamos en el cdlculo de las energias y sustituimos en ellas
los valores de los pardmetros a v 3, y también los valores de las constantes de normalizacion A

y B correspondientes, asi tenemos que:

¥y, = A(p — po) exp(—ar) (3.89)

P9p, = B (p — po) exp (—pr) pcosg (3.90)

De esta manera la integral de la Ec. (3.86) toma la forma:

) Po 2 4
(1s|z +y| 2ps) = QMB/O (p—po)” p* K1 [(e + B) pl dp (3.91)

En las Figs. 3-8 v 3-9 se muestran los valores de AF y de fj en funciéon del radio del cilindro
de confinamiento. Como se puede obsérvar en la Fig. 3-8, la energia de transicién aumenta al
disminuir el radio del cilindro, y tiende al valor 0.375 hartrees al aumentar el radio del cilindro,
que corresponde al valor de la energia de transicién entre los estados 1s y 2p del atomo de
Hidrégeno libre. En la Fig. 3-9, se observa que al disminuir el radio del cilindro aparece un
maximo en las transiciones para un cierto radio y después desaparecen las transiciones entre
estos estados; en contraparte, al aumentar el radio del cilindro, la intensidad de transicién

tiende al valor correspondiente en el &tomo de Hidrdgeno libre, esto es, tiende al valor 0.069.
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ENERGIAS DE TRANSICION 1S-2PX (BARRERA IMPENETRABLE)
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Figura 3-8: Energia de transicién 1s-2px del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
impenetrable con el niicleo en el eje en funcién del radio del cilindro.
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Figura 3-9: Intensidad de transicién 1s-2px del d4tomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
impenetrable con el nicleo en el eje en funcién del radio del cilindro.
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Intensidades de oscilador 1s — 2p,.

En este caso, los resultados son idénticos que los obtenidos en la seccién anterior para las

transiciones 1s — 2p,, debido a la simetria del sistema y de la regién de confinamiento.

Intensidades de oscilador 1s — 2p,.

Para el célculo de las intensidades de oscilador 1s — 2p,, procedimos de la misma manera que
la indicada en las secciones anteriores, es decir, usamos los valores de los pardmetros a 'y 3, y
las constantes de normalizacién A y B correspondientes en las funciones de onda variacionales

de los estados 1s y 2p,, las cuales son:

Uy, = A(p — po) exp (—ar) (3.92)

Wy, = B (p — po) exp (—Br) 2 (3.93)
De esta manera, la integral de la Ec. (3.88) toma la forma:

(1512]2p:) = 4mAB [ 5 (0= po)" * { Ko l(a + ) + arasKle+na}d

(3.94)

En las Figs. 3-10 y 3-11 se muestran los valores de AE y de fp como una funcién del radio
del cilindro de confinamiento. Como se puede observar en la Fig. 3-10, la energia de transicién
aumenta al disminuir el radio del cilindro, pero lo hace de una manera mas suave que en el caso
de las transiciones entre los estados 1s y 2pz, es decir, la separacion entre los estados 1s y 2p, es
menor que la separacién entre los estados 1s y cualquiera de los estados 2p; o 2p,, para radios
de la misma magnitud, y tiende al valor 0.375 hartrees al aumentar el radio del cilindro, que
corresponde al valor de la energia de transicién entre los estados 1s y 2p del atomo de Hidrégeno
libre. En la Fig. 3-11, se observa que al disminuir el radio del cilindro aparece un maximo en
las transiciones para un cierto radio y después desaparecen las transiciones entre estos estados;
en contraparte, al aumentar el radio del cilindro, la intensidad de transicién tiende al valor

correspondiente en el atomo de Hidrégeno libre, esto es, tiende al valor 0.139.
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ENFRGIS DF TRANSICION 1S-2P7 (BARRERA IMPENFTRABLE)
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Figura 3-10: Energia de transicién 1s-2pz del 4tomo de Hidrdgeno confinado en un cilindro
impenetrable con el nicleo en el eje en funcién del radio del cilindro.
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Figura 3-11: Intensidad de transicién 1s-2pz del 4tomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
impenetrable con el niicleo en el eje en funcién del radio del cilindro.
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3.6.2 Intensidades de oscilador del A&tomo de Hidrégeno en un cilindro im-

penetrable con el nicleo fuera del eje.

En la seccién 3.3.2, calculamos tnicamente la energia del estado excitado 2p, del dtomo de
Hidrégeno confinado en un cilindro impenetrable con el nicleo fuera del eje debido a que
solo tenemos funciones de onda correspondientes a este estado que satisfacen la condicién de
ortogonalidad que requiere el método variacional directo; por lo tanto, aqui presentamos solo el
calculo de las energias de transicién y las intensidades de oscilador entre los estados 1s y 2p,.

En el caso de polarizacién perpendicular al eje del cilindro, el vector de polarizacién de la luz
incidente es € = ::/i—g y por lo tanto, r'-€ = % [('c - b)’i\—l— uj + Zi_(‘] . (T+I) = % [(z —b) + y].
La intensidad de transicién tiene la forma:

1
Ly, = 5 1(15](@ —8) + 3] 2} ABry 35, =0 (3.95

Esta integral es cero porque la parte en z es [ 2% exp [— (o + 8) '] zdz = 0, ya que ’ es simétrica
al cambio 2 por —z.
En el caso en que la polarizacién de la luz incidente es paralela al eje del cilindro, el vector

de polarizacién es € = k y por lo tanto, r-€ = 2’ = z. La intensidad de transicién tiene la forma:

2 .
IIHSQPZ =g (15 2] 2p,)|* AF1g-ap, # 0 (3.96)

y la integral que aparece en esta expresion se calcula dentro de una regién cilindrica de radio

finito.

Intensidades de oscilador 1s — 2pz.

Para el calculo de las intensidades de oscilador 1s — 2p,, utilizamos las funciones de onda

variacionales correspondientes a los estados 1s y 2p,, que son:

Vs =A(p— po) exp (—ar') (3.97)

Wop, = B (p — po) exp (—pr') 2/ (3.98)
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[NERGIAS DF TRANSICION 1S-2P7 (BARRFRA IMPENETRABLE)
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Figura 3-12: Energias de transiciéon 1s-2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
impenetrable con el nicleo fuera del eje en funcién de la posicién relativa del nticleo, para varios
radios del cilindro de confinamiento.

De esta manera la integral de la Ec. (3.96) toma la forma:

(sl42p.y =248 [ [ g 0 " { Ko+ ) ol + gy K [+ ) ol o
(3.99)
En las Figs. 3-12 y 3-13 se muestran los valores de AFE y de fy en funcién de la posicién
relativa del ntcleo del dtomo de Hidrégeno respecto al eje del cilindro (p%), para diferentes
valores de py. En esta grafica podemos notar que la energia de transicién 1s — 2p, decrece a
medida que el nicleo se acerca a la frontera; ademas, la energia de transicién decrece conforme
aumenta el tamafio del radio del cilindro confinador. En la Fig. 3-13, se observa que al
desplazarse el niicleo desde el eje hacia la frontera las intensidades de transicién decrecen hasta
un valor minimo para cierta posicién relativa del micleo, y después, al acercarse mas el niicleo a
la frontera, las intensidades de transiciones aumentan debido a la cercania de la pared; ademas,
al aumentar el radio del cilindro, el minimo en la intensidad de transicién se recorre hacia la

pared.

81



INTENSIDADES DE TRANSICION 15-2PZ (BARRERA IMPENETRABLE)
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Figura 3-13: Intensidades de transicién 1s-2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
impenetrable con el niicleo fuera del eje en funcién de la posiciéon relativa del nicleo, para varios
radios del cilindro de confinamiento.

3.7 Intensidades de oscilador 1s — 2p del atomo de Hidrégeno

confinado en un alambre cuantico penetrable.

En esta seccién utilizaremos los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo por aplicacién
del método variacional directo en el calculo aproximado de las energias del estado base y de los
primeros estados excitados del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro penetrable, para
calcular las energias de transicion y las intensidades de oscilador y observar el corrimiento en
el pico de absorcién como un efecto del confinamiento del 4tomo.

Con el objeto de comparar con los resultados de las secciones anteriores, consideraremos los
casos en que la polarizacién de la luz incidente es perpendicular al eje del cilindro y cuando la

polarizacion de la luz incidente es paralela al eje del cilindro.
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3.7.1 Intensidades de oscilador del 4tomo de Hidrégeno en un cilindro pe-

netrable con el niicleo en el eje.

En el caso de polarizaciéon perpendicular al eje del cilindro, el vector de polarizacién de la

luz incidente es € = HT; y por lo tanto, r-€ = ﬁ . (:zzll\—l— i + zﬁ) : (T—!—D o % (z+vy). La

L

intensidad de oscilador Iﬁ,gpz = 0, y las intensidades de oscilador I3 = Iﬁzpy #£ 0, tienen la

52py
forma:
1 .
Lisop, = 3 [(Ls |2 +y| 2po)|” AB1s-2p, (3.100)
il 1 2
IISpr = § Hls |$ + yl 2py>l AEiszpy (3.101)

En el caso en que la polarizacién de la luz incidente es paralela al eje del cilindro, el vector de

polarizacion es € — k y por lo tanto, r-€ = z. Las intensidades de oscilador I{[.‘,'me — 11” oy, = 0,
y la intensidad de oscilador IL% # 0, tiene la forma:
2
Il'szpz =5 |{1sz] 2p,)|> AB1_p, (3.102)

Estos resultados muestran que al igual que ocurre en el caso del dtomo de Hidrégeno libre
y en el caso del 4tomo de Hidrégeno confinado en un cilindro impenetrable con el nicleo en el

eje, solo pueden ser diferentes de cero las intensidades de oscilador I fﬂpx s f;}:lpy el lnsgpz.

Intensidades de oscilador 1s — 2p,.

Para el célculo de las intensidades de oscilador 1s — 2p,, utilizamos las funciones de onda

variacionales correspondientes a los estados 1s y 2p,, las cuales son:

U1, = A(po— ap)exp(—ar)  0<p<py
Ty, = (3.103)

Vi, = Bexp(—ar)exp(—kp) po<p< oo
Uopei = C(po — Bp) exp (—Br) pcosp  0<p<pg

Uop, = (3.104)

Uy, = Dexp (—fr)exp (—yp) pcosp  po < p < o0
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De esta manera la integral de la Ec. (3.100) toma la forma:
(1s|z + y| 2pz) = (1s |z + y| 2ps); + (1s |z + y| 2p2), (3.105)
donde:

(Ls|z + y| 2p); = 2w AC j;m (po — ap) (po — Bp) p' K1 [(a + B) pl dp (3.106)

a 8
T—ajm ' (01-P

(18| + y| 2pz), = 27 BD [ :G p {— [ }m] p} PAK [(a+ B) pl dp(3.107)

En las Figs. 3-14 v 3-15 se muestran los valores de AE vy de fy en funcién del radio
del cilindro de confinamiento, para varias alturas de la barrera de potencial. Como se puede
observar en la Fig. 3-14, la energia de transicién aumenta al disminuir el radio del cilindro, y
tiende al valor 0.375 hartrees al aumentar el radio del cilindro, que corresponde al valor de la
energia de transicion entre los estados 1s y 2p del dtomo de Hidrégeno libre; ademads, la energia
de transicién crece a medida que aumenta el valor del potencial de confinamiento. Podemos
mencionar que este tipo de efecto se ha obtenido al estudiar las intensidades de transicién 1s—2p
de un excitén confinado en una esfera iénica de KCl [1]. En la Fig. 3-15, se observa que al
disminuir el radio del cilindro desaparecen las transiciones entre estos estados para un cierto
radio, como consecuencia del valor finito de Vj; ademas, al aumentar el radio del cilindro, las
intensidades de transicion tienden al valor correspondiente en el dtomo de Hidrégeno libre, esto
es, tienden al valor 0.069.

Es preciso sefialar que en estos cdlculos se usaron potenciales pequenos para tener una mejor
aproximacién a la energia del estado 2p., ya que no debemos olvidar que en el calculo de la
energia de este estado excitado hemos utilizado un tinico parametro variacional como primera
aproximacion, lo cual hace que los resultados no sean tan precisos para radios muy pequenos y

potenciales grandes.



ENERGIAS D TRANSICION 1S-2PX (BARRERA PENETRABLL)

D44 T T T T T M T T T - T / T
04s b .
Yo =010 {hartress ef)
17 F D.05 e

038 F
fJ\ :-:7 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a | 2 3 4 3 6 7 ] | 10

RADIO DEL CILINDRO (bohrs ef)

/

Figura 3-14: Energias de transicién 1s-2px del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable con el niicleo en el eje en funcién del radio del cilindro y de la altura de la barrera
de potencial.
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Figura 3-15: Intensidades de transicién 1s-2px del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable con el ntcleo en el eje en funcién del radio del cilindro y de la altura de la barrera
de potencial.
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Intensidades de transicién 1s — 2p,.

En este caso, los resultados son idénticos que los obtenidos en la seccién anterior para las

transiciones 1s — 2p,, debido a la simetria del sistema y de la regién de confinamiento.

Intensidades de transicién 1s — 2p,.

Para el calculo de las intensidades de transicién 1s — 2p, usamos las funciones de onda varia-

cionales correspondientes a los estados 1s y 2p, que pueden escribirse como sigue:

Uiy, = A(po —ap)exp(—ar) 0<p<po
Uy, = (3.108)

W15, = Bexp(—ar)exp(—kp) po<p<oo

Vops =Clpo—Bp)exp(—pfr)z  0<p<pp
Ty, = (3.109)

Z

Uop,. = Dexp(—Briexp(—yp)z pp<p<co

De esta manera la integral de la Ec. (3.102) toma la forma:

(1s |2 2p.) = (1s]2]2p:); + (15 ]2| 2p:), (3.110)
donde:
(1s]2| 2p:); = 4??1‘16‘_/;”{—&%@'(@—&9] (po — Bp) p* (3.111)
2
‘{Ku[(ﬂ+ﬁ)ﬁl+mff1 [(r1+ﬁ}P]} dp
¥
B oR 1 sl &% e} 3
Welel2e), = 8D [ oo~ [+ ga o) G112
2
{Rolta+8)01 + g Kal(a+ ) ol dp

En las Figs. 3-16 v 3-17 se muestran los valores de AFE y de fp en funcién del radio del
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cilindro de confinamiento, para varias alturas de la barrera de potencial. Para obtener mejores
resultados de nuevo usamos potenciales pequenos. Como se puede observar en la Fig. 3-16,
la energia de transicion aumenta al disminuir el radio del cilindro y alcanza un valor maximo
para un cierto radio y después desaparece; en contraparte, tiende al valor 0.375 hartrees al
aumentar el radio del cilindro, lo cual corresponde al valor de la energia de transicién entre los
estados 1s y 2p del Atomo de Hidrégeno libre; ademas, la energia de transicidn crece a medida
que aumenta el valor del potencial de confinamiento y existe un corrimiento de los méximos de
las energias de transicién hacia radios menores. En la Fig. 3-17, se observa que al disminuir el
radio del cilindro aparece un méximo en las transiciones entre estos estados para un cierto radio
y después desaparecen, conforme el radio continiia disminuyendo, lo cual es consecuencia del
valor finito del potencial de confinamiento; en contraparte, al aumentar el radio del cilindro, las
intensidades de transicién tienden al valor correspondiente en el dtomo de Hidrégeno libre, esto
eg, tienden al valor 0.139; ademas, la intensidad de transicion crece a medida que aumenta el
valor del potencial de confinamiento y existe un corrimiento de los maximos de las intensidades
de transicién hacia radios menores. Podemos mencionar que este tipo de efectos se ha obtenido
al estudiar las intensidades de transicion 1s — 2p de un excitén confinado en una esfera idnica

de KCI [1], ¥ se ha observado experimentalmente en esferas de SiO; [37].

3.7.2 Intensidades de oscilador del atomo de Hidrégeno en un cilindro pe-

netrable con el niicleo fuera del eje.

En la seccién 3.4.2, calculamos tinicamente la energia del estado excitado 2p, del dtomo de
Hidrégeno confinado en un cilindro penetrable con el niicleo fuera del eje debido a que sélo
tenemos funciones de onda correspondientes a este estado que satisfacen la condicién de or-
togonalidad que requiere el método variacional directo; por lo tanto, aqui presentamos sélo el
caleulo de las energias de transicion y las intensidades de oscilador entre los estados 1s y 2p..
En el caso de polarizacion perpendicular al eje del cilindro, el vector de polarizacién de la luz
incidente es € = %E y por lo tanto, r':é = EI‘E [(m ~b)i+yi+ zﬁ] : (;+3) - :}5 [(z —b) + ).

La intensidad de transicién tiene la forma:

{Ls |z — 8) + ¥| 2p:)|* ABys-2p, =0 (3.113)

G| b=

L =
I ls2p: —
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Figura 3-16: Energias de transicion 1s-2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable con el niicleo en el eje en funcién del radio del cilindro y de la altura de la barrera
de potencial.
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Figura 3-17: Intensidades de transicion 1s-2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable con el niicleo en el eje en funcién del radio del cilindro y de la altura de la barrera
de potencial.
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En el caso en que la polarizacién de la luz incidente es paralela al eje del cilindro, el vector

de polarizacién es € = k y por lo tanto, r-€ = 2/ = 2. La intensidad de transicién tiene la forma:

I|‘

2 |
1525, = 5 1{15]2| 2p2)|* AB1-2, # 0 (3.114)

Intensidades de transicién 1s — 2p,.

Para el calculo de las intensidades de transicién 1s — 2p, usamos las funciones de onda varia-

cionales correspondientes a los estados 1s y 2p,, las cuales son:

W1y = Apo—ap)exp(~ar’)  0<p< py
W= (3.115)

Ui, = Bexp(—ar)exp(—kp) po<p<oo

Uap,; = C (po = Bp)exp (—pr') 2 0<p<po
Wy, = (3.116)

Uop,. = Dexp (—=fr')exp(—yp) 2 po<p<oo

De esta manera la integral de la Ec. (3.114) toma la forma:

(15121 2p2) = (L3 ]2] 292, + (Ls 2] 2p2), (3.117)
donde:
(Wslel2n), = 24C [ [ (= an) o — ) 3 (3.18)
{Kol(a+ 8wl + g Kil(a -+ ) uol | dpdp
Y
(1s]2| 2p,), = QBDI% A a+ﬁ exp{— [(1 _C;)po oy ﬁﬁﬁ) po] p} pu (3.119)
{ol(a-+ Byl + oK l(a+ )l | dod

En las Figs. 3-18 a 3-21 se muestran los valores de AE y de fy en funcién de la posicién
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relativa del nicleo del dtomo de Hidrégeno respecto al eje del cilindro (p%), para diferentes
valores de pg y diferentes alturas de la barrera de potencial. En las Figs. 3-18 y 3-20, podemos
notar que la energia de transicion 1s—2p, decrece a medida que el nticleo se acerca a la frontera,
¥ que a valores mayores del potencial de confinamiento le corresponden valores mas altos de
la energia de transicién; ademds, la energia de transicién entre estos estados decrece conforme
aumenta el tamano del radio del cilindro confinador. En las Figs. 3-19 y 3-21, se observa que
al desplazarse el niicleo desde el eje hacia la frontera las intensidades de transicién crecen hasta
un valor méximo para cierta posicion relativa del nicleo, y después, al acercarse més el niicleo a
la frontera, las intensidades de transiciones disminuyen sin que la cercania a la pared produzca
el efecto observado en el caso de barrera impenetrable; ademds, a medida que el potencial de
confinamiento aumenta, el méaximo de las intensidades de transicién se recorre hacia el eje; por
otro lado, al aumentar el radio del cilindro confinador se observa un corrimiento del maximo
de las intensidades de transicién hacia la pared.

En estos cdlculos de las energias e intensidades de transicién hemos usado, de nuevo, po-
tenciales pequenos para obtener mejores resultados.

En sintesis, podemos mencionar que la aplicacién del método variacional directo en el cleulo
de las energias de los estados excitados tipo 2p conduce a resultados que describen cualitati-
vamente y en forma razonable las diferentes condiciones en que se ha confinado al dtomo de
Hidr6geno dentro de una regién cilindrica. Atn cuando sélamente hemos considerado el uso de
un Unico pardmetro variacional en las funciones de onda propuestas para realizar una primera
aproximacién, hemos obtenido resultados similares a los obtenidos en otro tipo de sistemas
confinados. Nuestros cilculos son aceptables cuando los potenciales de confinamiento se toman
suficientemente pequefios y tal que mantengan a los estados confinados, en otro caso, la aprox-
imacion no resulta tan buena y entonces se vuelve necesario utilizar otro parametro variacional
en las funciones de onda que se vayan a proponer.

Por 1ltimo, cabe sefialar que el cdlculo de las energias de los estados excitados 2pz v 2py
queda abierto en el caso asimétrico, esto es, cuando el micleo del 4tomo de Hidrégeno se
encuentra desplazado del eje porque el encontrar funciones de onda de prueba adecuadas para
la aplicacién del método variacional directo se torna un problema complicado que requiere

atencion especial.
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Figura 3-18: Energias de fransicion 1s-2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable de radio po = 2.0 bohrs ef. en funcién de la posicién relativa del nicleo y de la
altura de la barrera de potencial.
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Figura 3-19: Intensidades de transicién 1s-2pz del dtomo de Hidrdgeno confinado en un cilindro
penetrable de radio po = 2.0 bohrs ef. en funcién de la posicién relativa del niicleo y de la
altura de la barrera de potencial.
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Figura 3-20: Energias de transicién 1s-2pz del dtomo de Hidrégeno confinado en un cilindro
penetrable de radio po = 4.0 bohrs ef. en funcién de la posicién relativa del niicleo y de la
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Capitulo 4

Conclusiones.

En este trabajo hemos mostrado que el método variacional directo constituye una técnica 1itil y
relativamente ficil de aplicar en el estudio de sistemas cuédnticos confinados en regiones con fron-
teras tanto impenetrables como penetrables. La sencillez y versatilidad del método representa
un enfoque alternativo a otros tratamientos més sofisticados que por su naturaleza requieren
de una mayor cantidad de trabajo numérico con resultados, en 1ltimo término, similares.

Lo més notable en los resultados presentados, es la flexibilidad de este enfoque para adap-
tarse a las diversas situaciones deseritas en este trabajo, va que solo se necesita conocer las
propiedades generales de la funcion de onda del sistema libre para construir la funcién de
prueba variacional, dado que la simetria nos indica la forma que deben tener las funciones
auxiliares necesarias para satisfacer las condiciones en la frontera correspondientes.

Sin embargo, es preciso sefialar que en aquéllas situaciones donde la simetria del sistema
no es compatible con la simetria de la regién de confinamiento, el cdlculo de la energia de los
estados excitados se vuelve una tarea dificil de realizar porque no es posible encontrar de manera
inmediata las funciones de prueba variacionales que cumplan con el requisito de ortogonalidad
que el método requiere. Este tipo de situaciones se plantean aqui como un problema abierto.

En nuestro estudio de la energia del dtomo de Hidrdgeno confinado en una regién con
simetria cilindrica, mostramos que para el caso de frontera impenetrable solo se requiere el uso
de un parametro variacional para obtener resultados que dan una buena deseripcion cualitativa
del efecto del confinamiento sobre el 4tomo, como puede constatarse en el trabajo de Brown y

Spector para el caso simétrico, y en los trabajos de Marin , Rosas y Uribe, y de Tsonchev y
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Goofriend para el caso asimétrico.

En el caso de frontera penetrable, fue necesario incluir de entrada tres parametros varia-
cionales, pero la aplicacion de las condiciones en la frontera permitieron reducir el niimero de
parametros necesarios a dos. Como una primera aproximacién en el calculo y para simplificar la
aplicacion del método variacional directo, consideramos el uso de un solo pardmetro variacional.
Los resultados obtenidos con esta eleccién describen cualitativamente bien el efecto del confi-
namiento sobre el 4tomo para los casos en que la frontera presenta una gran penetrabilidad.
Para fronteras modeladas con potenciales altos pensamos que es necesario incluir el uso de los
dos parametros variacionales para obtener una mejor aproximacién en los resultados.

Para el célculo de las intensidades de transicién entre el estado base, 1s, y los estados exci-
tados tipo 2p, utilizamos los valores de las energias y de los pardmetros variacionales obtenidos
por aplicacién del método variacional directo en las distintas condiciones en que se estudi6 el
efecto del confinamiento sobre la energia del 4tomo. De la misma manera, las energias de tran-
sicion se calcularon, en cada caso, tomando la diferencia entre las energias del estado excitado
v las energfas del estado base correspondientes.

Cabe senalar que, las transiciones entre los estados estudiados presentan un comportamiento
similar al comportamiento obtenido en el estudio de otros sistemas confinados en regiones con
simetrias diferentes, como por ejemplo, en el caso de un excitén pesado confinado en una esfera
ionica de KCI de diferentes radios y penetrabilidades, donde existe la desaparicién de transi-
ciones exciténicas entre estos estados para clertos tamanos de la esfera, como consecuencia del
valor finito del potencial de confinamiento,y donde ademés el pico de absorcién se ve desplazado
hacia altas energfas cuando el radio de la esfera disminuye; por otra parte, este tipo de efecto
se ha observado experimentalmente en esferas de SiOs.

Tenemos asi una regla para construir la funcién de onda de una manera sitemética que
da también sistematicamente valores muy razonables. Por supuesto, esta regla no es tinica,
pero representa una forma general que asegura la confiabilidad del método y es un primer
paso para célculos més precisos y elaborados. Los resultados de este trabajo, muestran que
el método variacional propuesto es una herramienta poderosa para el estudio aproximado de
algunas propiedades de sistemas cuénticos confinados.

Finalmente, pensamos que este trabajo puede servir como base para el estudio de sistemas
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cudnticos confinados bajo la accion de campos eléctricos y magnéticos intensos, ¥ que también
puede extenderse su aplicacién al estudio de estados excitados con nodos de sistemas cudnticos

confinados.
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