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PRÓLOGO 

Lo que se pretende es este trabajo es ilustrar con - 
ejemplos no triviales las naciones de Decidibilidad, Reso 
lubilidad y Algoritmia en Matemáticas. 

Los ejemplos que aquí se exponen, se encuadran fund� 
mentalmente dentro de dos grandes escuelas del pensamien 
to matemático: el formalismo y el intuicionismo, y algu 
nas de las características de éstas se muestran, pues, a 
través de estos ejemplos. Ellos son: El Décimo Problema 
de Hilbert, El Problema de la Mortalidad de Conjuntos de 
Matrices sobre los Complejos y el Concepto de Constructi 
bilidad de los Números Reales. 

Tanto por el nivel y objetivos de este trabajo, como 
por las concepciones que la autora tiene al respecto, no 
se encuentran en �l, profundidad ni extensión en cuanto a 
las polémicas estrictamente filosóficas que estos concep 
tos han suscitado históricamente. Son muchas las ocasio 
nes en que afortunadamente la práctica audaz y creativa - 
de las grandes mentes matemáticas han demostrado que dete 
nerse ante los titubeos "filosóficos" sería renunciar al - 
desarrollo de las Matemáticas. 



J tlTRODUCC l ÓN 

La construcción de las primeras geometrías no euclidia 
nas (la Geometría Riemaniana y la Geometría Hiperbólica 
Plana) por Riemann, Lobatschevsky, Gauss y Bolyai a princi 
pies del siglo pasado constituye el primer paso hacia el 
método axiomático moderno. El método axiomático deducti 
vo* como era concebido por los griegos- y cuya mejor exp� 
sición se encuentra en los Elementos de Euclides- suponía 
que las pr9posiciones de la Matemática- en particular de- 
la Geometría- eran expresión de propiedades de objetos 
reales, (así, pues, las demostraciones se apoyaban frecue� 
temente de una forma implícita en las naciones intuitivas 
que sobre estos objetos se tenia). El descubrimiento de - 
Rieman, Gauss, Bolyai y Lobatschevsky viene a poner fin a 
los infructuosos intentos efectuados durante mucho tiempo 
por deducir el quinto postulado de Euclides a partir de - 
los primeros cuatro; sus geometrías se obtienen como resul 
tado de sustituir ese postulado por ciertas formas de su - 
negación y obtener alternativas a la geometría euclideana, 
igualmente válidas desde el punto de vista matemático y aun desde el 
punto de vista físito. De acuerdo con la concepción cláSica de una t� 

ría Matemática,se suscitaba la cuestión de la "existencia"<le estas gro� 

*Existencial. 



trías, es decir, de la existencia de un sistema de obje 
tos reales de nuestra institución, cuya 11descripci6n11 co 
rrespondiera a estas geometrías. Klein, Beltrami y Poin 
caré con sus modelos euclídeos de estas geometrías no-eu 
clideanas dan una respuesta a esta cuestión. Quedaba el� 
ro entonces que los axiomas y las proposiciones derivadas 
de ellos no constituían necesariamente la "descripción de un 
sistema de objetos reales determinados, sino que podían - 
costituir la� propiedades comunes de varios de tales siste 
mas diferentes, o sea que podían existir diferentes "inte!, 
pretaciones" o 11modelos11 de una teoría matemática dada. 
Todo este desarrollo se refina y cristaliza en las "Grun 
dlagen der Geometrie" de Hilbert y antes en la disertación 
inaugural de B. Riemann,en las teorías matemáticas las no 
ciones primeras no son de una naturaleza específica, no - 
tienen significación en si mismas,interesan nada más las - 
relaciones entre ellas, establecidos en los axiomas, rela 
ciones cuya significación tampoco importa. En este contex 
to, la "existencia" de una teoría matemática (sistema de - 
axiomas, reglas de formación, reglas de transformación) se 
establece comprobando su no-contradictoriedad (llilbert lo 
planteaba en el Segundo Congreso Internacional de 1900) es 
decir, que no pueden demostrarse en esa teoría, tanto alg� 
na proposición (P) como su negación (no P). Clásicamente 
la no-contradictoriedad de un concepto únicamente garantí- 
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zaba su posibilidad. El problema de saber si el Quinto 
postulado de Euclides era decidible en el sistema de 
los otros cuatro axiomas de Euclides, i.e., si podía de 
ducirse de ellos, se planteaba entonces en estos térMi 
nos, como el problema de saber si las geometrías no-eu 
clideanas resultaban contradictorias o no-contradictorias. 

Tomando en cuenta los resultados que mencionamos de 
Riemann,Klein y Beltrani, la creaci6n de la Geometría 
Analitica de Descartes (que da un"modelo geométrico" del 
análisis- del sistema de los números reales- y viceversa) 
y la "aritmetizaci6n del análisis" llevada a cabo por 
Weierstrass, Dedekind, Meray, y Cantor (que nos da una 
construcción de los números reales a partir de los natura 
les• reduciendo sus propiedades a la de estos últimos), - 
la no contradicción de la aritmética arrojaría la no con 
tradicción del análisis y de las geometrías euclidianas y 

no euclideanas. De ahí la enorme importancia del proble 
ma de la consistencia de la aritmética, el segundo de los 
problemas planteados por Hilbert, en su famosa conferen 
cia en el Congreso Internacional de 1900. Con más preci 
sión: considerando a la aritmética como un sistema forma 
lizado, i.e., formada por agrupaciones de signos sin sig 
nificado y una serie de reglas que rigen la formación y - 

•El Sistema Axiomatiza.do de los Números Naturales dado por Dedekind 
y Peano a finales del siglo pasado. 



encadenamiento de estas agrupaciones, no se podrá obtener 
nunca una proposición (agrupación de signos) mediante el 
uso de tales reglas de tal manera que también su negación 
pueda obtenerse. 

Por otra parte el requisito de independencia de los 
axiomas �e un sistema, es decir, que cada axioma sea una 
proposicioón no decidible en el sistema de axiomas reduci 
do correspondiente, esto es, que ni el axioma ni su nega 
ci6n puede ser derivados de los axiomas restantes, es 
equivalente al requisito de consistencia del sistema ini 
cial y del sistema que resulta substituyendo en este el - 
axioma en cuestión por su negación. Surge así de una ma 
nera natural la pregunta ¿existe alguna proposición "for 
mulable" en la teoría (que satisfaga las reglas de forma 
ción) tal que ni ella ni su negación puedan deducirse del 
sistema de axiomas de la aritmética; o sea, en un sentido 
también muy natural ¿es completa la aritmética?. 

Hilbert propone un ambicioso programa en donde la 
pregunta surgida en la exposición anterior- acerca de la 
Independencia, Consistencia y Completez de la aritmética 
sea planteada al menos para toda la matea5tica cllsica y 

la teoría de conjuntos, previa su formalización. El siste 
ma formal pasa a ser así objeto de estudio (para probar di 



rectamente la consistencia de una teoría, debemos probar 
una proposición acerca de la teoría misma- y no dentro de 
ella- específicamente acerca de todas las posibles secue� 
cias de agrupaciones (pruebas) de la teoría que fue llam� 
do por Hilbert la Metatoría del Sistema Formal inicial. 
Por lo que se refiere a la aritmética, los trabajos de - 
Godel demostra,on la imposibilidad de llevar a cabo los - 
objetivos del programa de Hilbert. Godel probó que no es 
posible demostrar por métodos matemáticos la consistencia 
de la aritmética y que esta es esencialmente incompleta, 
es decir, que el cualquier sistema formal que contenga a 
la aritmética siempre habrá proposiciones indecidibles. - 
Los trabajos de Godel establecen la posibilidad de que� 
conjeturas de la aritmética y del análisis que han resis 
tido los esfuerzos de grandes matemáticos- conjeturas de 
Fermant, Goldbach y Riemann entre ellas- resulten proposi 
ciones indecidibles. En los diversos sistemas de axiomas 
que se han elaborado_para la teoría de conjuntos han sur 
gido numerosas proposiciones indecidibles, quizá la más - 
famosa de ellas es la hipótesis del continuo, cuyo carac 
ter indecidible a partir de los axiomas de Zermelo- Frae� 
kel y el axioma de elección fue aprobado por Cohen y 
Godel. 

Como ya habíamos explicado en la fundamentación axio- 



mática de las matemáticas una proposición es verdadera - 
con solo no ser contradictoria. En las proposiciones de 
existencia, por ejemplo, basta con probar que esta no con 
tradice los axiomas del sistema. La escuela intuicionis 
ta o constructiva rechaza este punto de vista y solo ace� 
ta como válida la demostración que prescribe un procedí - 
miento (de un número finito de pasos) esto es un algorit 
mo- para la construcción del objeto. 

En los capítulos I y II de este trabajo se discute 
el concepto de algoritmos y su relación con la decidibili 
dad a travez de dos problemas de existencia de algoritmos 
y en el capiitulo III de da un enfoque constructivista - 
del sistema de los números reales, donde el concepto de - 
decidibilidad juega un papel primordial. 



CAPITULO I 

EL DECIMO PROBLEMA DE HILBERT 

1, CONJUNTOS Y ECUACIONES DIOFANTINAS 

Definici6n 1.1. Una ecuaci6n es llamada diofantina 
si sus coeficientes y sus exponentes son enteros. 

Por ejemplo: 

sx.18- 9xy6uv2 + 109 z3 - 6 o 

Definici6n 1.2. Un conjunto s de n-adas ordenadas 
de enteros positivos es llamado diofantino si existe un - 
polinomio p(o:1, a2, ... ,an, ªn+i ,···,ªn+m), donde n+m-"n, 

con coeficientes enteros tal que una n-ada (x1,,,.,xn)ES 
si y solo si 

tiene solución en los enteros pisitivos, 

Esto es: 

(3y , •.• ,y) [p(x , ... ,x ,Y1, ... ,y )=O]} 
1 m 1 n m , 
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Note que p debe tener coeficientes negativos. 

Los siguientes son ejemplos de conjuntos diofantinos: 

i) Los números que no son potencia de dos 

s /x (3y,z)[x y(22 + 1J1 ¡ 

El polinomio es: P(x,y,z) 

ii) Los números compuestos 

x-y(22+1) 

s /x (3,¡,z)[x Cy• 1)(2 + 1J1 l 

El polinomio es: p(x,y,z) 

iii) Los conjuntos: 

X - (y + 1) ( 2 + 1) 

/ ( X , lj) X< y} Y /(x,y) X ,.; y} 

Los polinomios son: 

P(x,,¡,z) = ,¡ - x - z y P(x,,¡,z) 

respectivamente. 

y-x-2+1 
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iv) j (x,y) x y} 

El polinomio es: 

P(x,y,z) 

v) { (x,y,z) 

X - yz 

xly y X< z} 

El polinomio es: 

P (x, y, z, u, v) (y - ux)2 + (z - x - v)2 

Note que la técnica usada en v) es general. Para - 
definir un conjunto Diofantino se puede usar un sistema 
simultáneo 

P1 O, P2 = O, .•• ,Pk = O 

de ecuaciones polinomiales, ya que este puede ser reempl� 
zado por la ecuaci6n equivalente 

p2 + R22 + .•• + P.2 = O 
l k 



2. FUNCIONES DIOFANTINAS 

- 4 - 
BIBLIOTECA 
DE CIENCIAS EXACTAS 

Y NATURALES 
11. SAR[k l)I: MU. ff� 

MARA '41 GllAl'rll)[ZA 

Definici6n 2.1. Una funci6n 6 de n variables 
es llamada Diofantina si 

y 

es diofantino. 

Es decir, 6 es Diofantina si su gráfica es un con 
junto Diofantino. 

Una funci6n Dofantina muy importante está asociada 
con los números triangulares, es decir, los que son de - 
la forma 

T (n) 1+2+ .• ,+n n In + , ) 
2 

ya que T (n) es creciente, para cada z E E+ existe un • 
n único tal que 

T(n) < z "T(n + 1) T(n) + n + 

Por esto, z tiene una repres�ntación única 

z T (n) + y donde 1, y , n + , 

o equivalente z = T(x + y - 2) + y 
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Esta función 

P(x,y) T(x+y-2) + y 

mapea el conjunto de pares ordenados de números natura 
les en los números ns.t ur a Le s de acuerdo al siguiente dia 
grama: 

P(x,y) 2 

y 

3 4 5 

3 6 10 15 

X 

2 

3 

4 

5 

2 

4 

5 9 14 

7 12 

11 

8 13 

Las dos funciones inversas L y R están univocamen 
te determinadas para la ecuación 

z = P(L(z), R(z)) 

Los primeros valores de L y R los cuales claramen 
te indican el patr6n general de sus sucesiones devalo 
res �stán dados como sigue: 
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z 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

L(z) 1 2 1 3 2 1 4 3 2 1 5 4 3 2 1 

R(z) 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5 

Nótese que 

diofantinas ya que 

P(x,y) , L(z) y R(z) son funciones 

z = p(x,y) <=> 2z = (<+y-2) (x+y-1) + 2y 

x = L(z) <=> (3y) [ 2z=(x+y-2) (x+y-1) + 2y] 

y = R ( z) <=> (3x) 1 2z= (x+y-2) (x+y-1) + 2y] 

Es claro que P(x,y) es una a uno y sobre. También 

nótese que L(z) � z y R(z)�z. 

Lo anterior lo resumimos en el siguiente teorema: 

Teorema 2. l. (Teorema de la Función Apareadora). 

Existen funciones diofantinas 

tales que: 

P(x,y), L(z) y R (z) 
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i) Para todas x,y, L(P(x,y)) = x 

y R ( P (x, y)) y 

ii) Para toda z, P(L(z) ,R(z)) 

y R.(z) "- z. 

z, L ( z) .;; z 

Definimos otra función diofantina muy importante 
después de demostrar el Teorema Chino del Residuo esta 
blecido abajo: 

Teorema 2.2. (Teorema Chino del Residuo). Sean 

41 a2, ••. ,a.N cualesquiera enteros positivos y sean 

m1 m2, ••• ,mN enteros positivos tales que 

Entonces, existe x tal que 

si i.1 j. 

X - 41 mod 

mod 

mod 

mz 
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Esta solución es única, módulo m 

Dernostraci6n. Sea Ti 

pues los m. 
1 

m 
m. 

1 
Enton 

son primos relativos 
por pares. Por esto podemos determinar un m. tal que 

1 

' T. m. - 
1 1 

Pero, entonces 

n 
X = ;E 

i = l 

mod m. 
1 

T. m.1 a. 
1 1 1 

es solución del sistema. Además, si x, y son solucio 
nes del sistema, deben satisfacer 

X - y - o mod m. 1 .. ¡ .. N 
1 

y de aquí 
X y - o mod m es decir 

X - y mod m 

porque las m. 
1 

son primos relativos por pares. 

Ahora, definamosla función S(.i,u) de la siguiente 
manera: 

S(.i,u) = w 
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donde w es el único entero positivo para el cual 

con 

w - L(u) mod ( 1 + ,¡_ R I u 1) 

w .; 1 + ,i.R (u) 

Teorema 2.3. (Teorema Diofantino de la Sucesión 
de Números). Existe una función Diofantina S(,i.,u) tal 
que 

1) S(,i.,u) ._ u • 

2) Para cada sucesión a1 •••• ,a0existe u. tal aue 

Demostraci6n. Primero vamos a demostrar que S(,i.,u) 

es una funci6n Dofantina. Para esto, lo que se pretende 
es ver que 

w = 5(,i.,u) 

<= > 

2u (x+y-2) (x+y-1) + 2 !I 

x = w+z(l+,i.y) 

1+,i.y w+v-1 
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este sistema de ecuaciones tiene solución. Esto es cla 
ro porque la primFra ecuaci6n es equivalente a 

x = L ( u) 

Ahora, 

y y R (u) 

S(i,u) = w '- L(u) '- u 

Por último, sean 
j emos y de tal manera que 
1 ly, Zly, ... ,nly. 

a1, ... ,a.n números dados. Esco- 

y> a.. para ¡_ = 1, ... ,n y 
1 

Entonces los números 1 + y, 1 + 2y, ... , 1 + ny son 

primos relativos por pares (supongamos que existe d 

tal que dll•iy y dll+jy, ,¿ < j entonces 

dil (l+iy) - (1+jy)J 

es decir d IJ-i esto es, d < n; pero d < n es impo 
sible pues d IY y d no dividiría a 1 + ,¿ Y Apli 
camos el Teorema Chino del Residuo para obtener un x 

tal que 

X. - a.1 mod 1 + y 

mod 1 + zY 

mod 1 + ny 



- 11 - 

Sea u= p(x,y) de modo que x = L(u) y y 

Entonces 

a. - L(u) mod 1 + i R(ul 
1 

y 

. a. <y= R(u) < 1 + i R(u). 
1 

Pero de aquí por definición, 

R I u l , 

1 , •.• , n 

Una familia muy famosa de ecuaciones Diofantinos 
tiene la forma 

n entero. 

Si n = 2, la ecuación es llamada el Teorema de Pi 
tágoras y una solución es 

X = 3 , y 4, z = s. 

Si n � 3, la ecuación es conocida como la ecuación Fer 
mat. En el siglo 17 el matemático francés Pierre de Fer 
mat pensó que había probado que estas ecuaciones no tie 
nen soluciones enteras positivos. Al margen de su copia 
del lÍ.bro de Diofanto escribió que había encontrado una 
"prueba maravillosa" que desafortunadamente era muy extensa 

para escribrila en ese espacio. La prueba nunca ha sido 
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encontrada. El conocido Teorema de Fermat es probable 
mente el más viejo y más famoso problema no resuelto en 
Matemáticas. Estos ejemplos prueban que las ecuaciones 
Dofantinas son fáciles de escribir y difíciles de resol- 
ver. 

3. FUNCIONES RECURSIVAS 

Las Funciones recursivas son aquellas que pueden 
ser calculadas por máquinas computadoras o programas fi 
nitos teniendo cantidades de tiempo y memoria arbiraria 
mente grandes a su disposición. Existen varias defini 
ciones rigurosas de esta clase (todas ellas equivalentes). 
Una de las mis sencillas es la siguiente: 

Definici6n 3.1. Las funciones recursivas son aque- 
llas obtenibles de las funciones iniciales: 

C(x) 1 • S(x) 

iterativamente aplicando las tres operaciones: composición, 
recursión primitiva y minimización definidas como sigue: 

Composici6n. Sean 6 : JNm-+lN y gi : JN°-JN, ,i=l,2, ... ,m. 
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Se obtiene una nueva función 

tal que 

h 6 o G JNª - lN donde G 

h(x1, ... ,x 1 . n ( 6 0G 1 {X¡,••·,X) n 

6(9 lx,, ... ,x ), ... ,9 lx,, ... ,x 1) 
1 n m n 

Recursi6n Primitiva. Sean 6 

Se obtiene una nueva función 

ha69:JNn+!_lN 
R 

tal que 

Cuando n ª O , 6 es una constante y h se obtiene di 
rectamente de 9. 

Minirnizaci6n. Sean 6,9 

cada (x1, ••• ,xnl, 

lNn+i -+lN tales que para 
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glx , ... ,x ,yl} t- <1>. l n 

Se obtiene una nueva función 

h : lNn - lN 

tal que 
h(x1, ... ,xnl = min A 

y 

Los siguientes son ejemplos de funciones recursivas: 

i) hlx,yl = x • y 

Aplicando la Composición a Slxl 

u' lu,v,wl = V 
2 

obtengo una nueva función g,· tal que 

g(u,v,w) = S(U! lu,v,wl) = s tv: 

Aplicando la Recursión primitiva a 

X + 1 

V + 1 • 

y 

Slxl=x• 

obtengo una nueva función h, 

y g(u,v,wl V + 1 , 

hlx,11 = Slxl = x • 

hlx,.t•11 = al.t,x•t,xl lx•.tl • 1 x• l.t•1 I 
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ii) 61x,yl • x.y 

Aplicando la Recursi6n primitiva a 

g(u,v,wJ, U,' (u,v,wl + u; lu,v,wl •v+w y u:lxl x v l 

obtengo una nueva función 6 

61x,1J • U1lxl • x•l l 

61x,-t+11 • gl-t,x•t,x) =x•t+ x xl-t+ 11 

iii) Para cada k fijo Ck lxl • k es re 
cursiva, ya que C11xl es una de las funciones iniciales 

iv) Cualquier polinomio Plx1, ••• ,xnl con 
coeficientes enteros positivos es recursiva ya que se - 

puede expresar por un número finito de sumas y multipli- 
caciones de variables y Clxl ; .;_, e. l 

2x2y + 3xz3 + 5 = C2(xl•x-x•y + C3(x)·x•z•z•z + c,lxl 

Así que, de (.él, (i.él, l.é.é.él y la composición se - 
tiene el resultado. 
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4. EL DECIMO PROBLEMA DE HILBERT 

El Décimo Problema de Hilbert dice lo siguiente: 

Dar un algoritmo mediante el cual cualquier ecua 
ción diofantina pueda ser examinada para determinar si 
tiene soluciones enteras o no. Entendemos por algorit 
mo la preseripción exacta sobre el cumplimiento de cie� 
to sistema de operacione� en un orden determinado para 
la resolución de todos los problemas de algún tipo dado. 
Dos peculiaridades de los algoritmos son las siguientes: 

1e La precisión del algoritmo. Se exige que se - 
pueda comunicar el método de cómputo a otra per 
sana en forma de un número finito de indicacio 
nes sobre cómo actuar en cada etapa del cálculo. 
En concordancia con estas indicaciones el cálc� 
lo no depende de la voluntariedad de la persona 
que lo hace y representa un proceso de t e rrr.i n s d o 

que puede ser en cualquier momento repetido y 

cumplido con el mismo éxito por otra persona. 

ze El amplio empleo del algoritmo. El algoritmo no 
soluciona solo un problema particular sino cier- 
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ta serie de problemas del mismo tipo. 

Existe una profunda relación entre los algoritmos y 
las computadoras automáticas: 

Cualquier proceso cuyas partes por separado se rea 
lizan consecutivamente en una computadora automática, 
puede ser descrito por un algoritmo. 

Por otro lado, todos los algoritmos conocidos hasta 
ahora y también los que se pueden prever teniendo en cuen 
ta el estado actual de la cjencia, en principio son reali 
zables en computadoras automáticas. 

El Décimo Problema de Hilbert es el décimo de la fa 
mosa lista que Hilbert presentó ante el Congreso Interna 
cional de Matemlticos en 1900. El primer intento por pr� 
bar que no existe algoritmo para el Dlcimo Problema de 
Hilbert fue hecho por Davis en su disertación doctoral en 
1950. Lo que él probó es lo siguiente: Un entero positi 
vo x pertenece a un conjunto listable* S si y solo si 
para algún valor entero positivo de z es posible encon 
trar una solución para cada una de las ecuaciones diofan 
tinas substituyendo k = 1, después k = 2 y así sucesiv� 
• Un conjunto S de números nat ur-a Les es listable si existe un algorit- · 
mo quP determina $i un nÍlmerc natural arbitrario pertenece a S. Lj� 
+abl e p!=; nues ' ro E-e; ui valent- informal de recursivamente numerablP. 
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mente hasta zen la ecuación 

Plk,X,Z,Y¡,·--,Y I o n 

Al mismo tiempo Julia Robinson empezó sus investig� 
ciones sobre conjuntos que pueden ser definidos por ecu� 
cienes diofantinas. Desarroll6 varias técnjcas ingenio 
sas para trabajar con ecuaciones cuyas soluciones crecie 
ran exponencialmente. 

En 1960, Davis, Robinson y Putman usando el trabajo 
de Robinson y el resultado de Davis, probaron el siguie� 
te resultado: cualquier conjunto listable tiene una ecu� 
ción diofantina "extendida" correspondiente ("extendida" 
en el sentido de que las variables pueden ser exponentes; 

. 1 zX + 3yz por eJemp o: O) • 

También probaron: si se encontrara una ecuación di� 
fantina cuyas soluciones crecieran exponencialmente se 

rfa posible describir cada conjunto listable por una ecua 
ción diofantina. 

Matiyasevich encontr6 una ecuación de este tipo, es 
decir, demostró: a cada conjunto listable le corresponde 
una ecuación diofantina. Con más precjsión: Si S es 
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un conuunto listable entonces existe un correspondiente 
polinomio P con coeficientes enteros y variables 

que denotamos por 

tal que ó ES si y solo si 

tiene una solución. 

Pero como Davis. Putman y Robinson ya habían encon 
trado un conjunto listable que no es computable*, el re 
sultado de Matiyasevich llevó a que el Décimo Problema - 
de Hilbert es irresoluble (esto lo exponemos en el par! 
grafo 6.) . 

* Un conjunto es coffiputable si existe un algoritmo mediante el cual 
se determina si un número natural arbitrario n pertenece o no - 
pertenece al conjuñto. 
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5. EJEMPLOS DE CLASES DE ECUACIONES DIOFANTINAS PARA 
LOS CUALES EXISTEN ALGORITMOS QUE DETERMINAN SI 
TIENEN SOLUCIONES ENTERAS O NO 

Sea la ecuación diofantina: 

( 1 ) - - - a.x + by e 

Teorema 5.1. Sea d = la., b). La ecuación diofanti 
na (1) tiene soluciones enteras si y solo si d I e. 

Demostración. Ya que dla., d lb tenemos que 
d 11 a.x + by) para todos los enteros x y y . Así que si 

entonces 

a.x + by = e 

die. Por lo tanto (1) no tiene solución si d/e. 

Ahora supongamos que de. Entonces existe un ente 
ro e tal que 

e= de. 

que 
También tenemos que existen enteros �y� tales 

a.1t + b� = d 
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6. SOLUCION NEGATIVA DE MATIYASEVICH (EN LA VERSION 
DE DAVIS, PUTMAN Y ROBINSON) AL DECIMO PROBLEMA 
DE HILBERT. 

Lo que se probará en esta sección es que no existe 
algoritmo para examinar un polinomio con coeficientes en 
teros que permita dcterminEr si este tiene o no solucio 
nes enteras positivas (Hilbert preguntó por las solucio 
nes enteras árbitrarias). Pero de esto se seguirá que - 
no existe algortimo para solucjones enteras. Porque en 
tonces se podría examinar la existencia de soluciones en 
teras positivas (x1, ••• ,xn) para la ecuación 

examinando la existencia de soluciones enteras 

6 1 n 

para la ecuación 

Esto es porque (por el Teorema de Lagrange) todo en 
tero no-negativo es la suma de cuatro cuadrados. 

En el desarrollo de esta solucóón solo se tratará - 
con enteros positivos a menos que se establezca explíci 
tamente lo contrario. 

En esta exposici6n no se seguirá el desarrollo his- 
tórico del problema. El b" t· h o Je 1vo es acer una exposición 
lo más suav€ Y directa posible de los principales resulta 
dos. 

6.1 24 LEMAS REFERENTES A LA ECUACION DE PELL. 

Vamos a desarrollar los métodos que necesitare 
mos para probar que la función exponencial 

h(n,k) = nk 

es Diofantina. 
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En el desarrollo de esta soluc'ón solo se tratará - 
con enteros positivos a menos que se establezca explíci 
tamente lo contrario. 

En esta exposición no se seguirá el desarrollo his 
tórico del problema. El objetivo es hacer una exposición 
lo más suave y directa posible de los principales resulta 
dos. 

6.1 24 LEMAS REFERENTES A LA ECUACION DE PELL. 

Vamos a desarrollar los métodos que necesitare 
mos para probar que la función exponencial 

h{n,k) = nk 

es Diofantina. 

Sea la llamada ecuación de Pell. 

(*) 

donde 

x2 - dy2 = 1 x, y;, o 

d ,,2 - 1 " > 1 

Dos soluciones obvias de (*) son: 

X = 1 y = o y X = a , IJ 1 . 

Lema 6.1.1. No existen enteros positivos, negativos 
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o el cero, los cuales satisfagan (*) y para los cuales 

1 <X+ ll ..Ja< a + ..Ja 

Dernostraci6n. Sean x, y los cuales satisfacen(*) 
y la desigualdad. Ya que 

1 = 1 a + víIT I a - ·JclT • 1 x + y ✓íIT I x-y✓'iIT 

la desigualdad implica (tomando recíproces) 

- 1 < - X + y ✓a-< - a + ,fa 

Sumando las desigualdades: 

O< Zy ✓a-< 2 ✓a- es decir 

O< y< 1 (contradicción) 

Lema 6.1.2. Sean x, y y x', y1 enteros positi- 
vos, negativos o el cero, los cuales satisfacen (*). Sea 

x" + y" ✓a-• lx + y ✓íIT l x ' + y'✓'iIT 

Entonces x'' y y'' satisfacen*. 

Demostraci6n. Tomando conjugados, tenemos: 

X ti _ lj1t.Ja lx-y✓'iIT lx' - y'✓'iIT 
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Multiplicando, tenemos 

x"2- y"2d 

Definici6n. x (al, y (al son definidas para n n 

n � O, a> 1, así: 

x (al + y lalff n n 

x (al, y (al 
n n 

las escribiremos como xn, Yn· 

Lema 6.1.3. x0, y0 satisfacen (*). 

Demostraci6n. 
o 

x, + y,ff= la +✓ clT = 1 = l1+o✓ crr11 + o✓ crr 

Por el lema anterior Xo, (Jo satisfacen(*). Supon- 

gamos que x , y satisfacen(*); queremos demostrar que 
n n 

y son también soluciones de (*). Por defini- n+1 

ción, 

n 
la•JdT (a+JdT 

1 x + y ✓ clT I a+v'clT 
n n 
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x + , y , satisfacen (*). n I n+ 

Lema 6.1.4. Sean x., IJ soluciones no-negativas de 

(*). Entonces para algún n, x 

Demostraci6n. Tenemos que X + y-./ií;;, 1. Por otro - 

lado la sucesión 
n 

{ 1" • -m l 
crece a infinito pues " > 1 y ../a> o Para algún 
n ;;, O 

n+l 
(a +✓ c/T0 � x + yff� (a+ v'dT 

Si se cumple la igualdad, ya tenemos 

n 
X + y·./él• (a + v'dJ = X + y ff 

n n 

Ahora demostraremos 4ue la desigualdad no puece cum 
plirse. Supongamos qtie se cumple. Tenemos 

X + y ..fa < X + y/cÍ < ( X + y v'dJ fa + .Jc/T n n n n 

Multiplicando por x - y ff> O n n 

1 < ( X ·• !{,1ifT ( X - lj •Ji1T < a +..fa 
n n 
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Sea 
x' + y'.../d= {x + y .Jr[f lx - y JiiT 

n n 

Por un lado el Lema 6.1.2 afirma que x', y' satisf� 
cen * y por otro lado el Lema 6.1.1 afirma que x', y' no 
satisfacen*. Por lo tanto, la suposición de que se cum 
ple la desigualdad contradice los lemas 6.1.1 y 6.1.2. 

La relación definida 

X + y ..,/d 
n n 

es una forma análoga de la fórmula 

cosu+ senu.v'="i"" = eiu (cos 1 + F, sen 1 ) u 

con cos u � xn, sen u d L 1 

Así las identidades trigonométricas familiares tie 
nen análogos. Por ejemplo la ecuación de Pell es la aná 
loga de la identidad pitagórica. 

Lema 6_1.5. 
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De aquí tenemos 
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m+n 
x + ../dy = (a + v'éii rn+n m+n 

m n 
(a + ../di (a + ../di 

( X + .a: lj i ( X +-ÍcJ¡, i m m n �n 

X X +dy y +(x y +x y i$ mn mn nmmn 

X X + dy y y y m n m n m+n 

Similarmente 
lx + y ✓dllx + ✓d y i n n m-n m-n 

Así 

m-n 
(a+✓ crf (x +y ✓ clT n n 

m 
(a+m 

1 x +,/dy i I x +y v'aTI x -y v'clT= 1 x +y ✓ crfl x - y ,/aT 
m-n m-n n n n n , m m n n 

x +../d y = x x - dy y + 1 x y - x y ),Id m-n m-n n m m n n m m n 
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De donde 
X m-n X X - dtj tj y n m m n 

Lema 6.1.6. , dy 
m 

Oemostraci6n. Tomamos n = en el lema anterior y 

como 

tenemos 

a , ,;a- 

Lema 6.1.7. 

Demostraci6n. Si q ¡xn y q ltJn entonces q jlx� - dy�) 

i. e. q 11 . 

Lema 6.1.8. " I" • 'n 'nk 

Demostraci6n. Para k=l se cumple. Supongamos que 
Vamos a demostrar que tJ ltJ n n(m+l) · 

ljnm+n 
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Como un IYn y 

Lema 6.1.9. yn IYt si y solo si 11lt. 

Demostración. El lema anterior de la implicación en 

una dirección. Ahora, supongamos que Ynl ,¡t y nft En- 

tonces .t = nq + lt con O< lt < 11. Por el lema 6.1.5 . 

Como Y n I Y nq entonces yn lurxnq. Pero ( X nq'ljn 1 : 1 

(si dlx y d l,¡n, como Y n I Y n q entonces d IYnq; pero nq 

lxnq'Ynql 1 ' y por lo tanto d.= 1 ) entonces y IY . Co- n r 

mo � < n entonces 
contradicci6n. 

y < y (Lema 6.1.6). Esta es una 
r n 

Lema 6.1.10. 
k-1 

- kx n y (mod y 3) • n n 

Demostraci6n. 
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Así 
k 

ynk r 1 k} xk-j yj d..J..::.l. j=l j n n 2 
j impar 

los términos para j > 1 son congruentes con o 

' mod Yn 

Por lo tanto 

k r I kl xk-j ,,j 
j =l j n 'n 

j impar 

Es decir 

mod 

mod 

y' n 

y' n 

Lema 6.1.11. "2 I" . 'n 'ny n 

Demostraci6n .. Sea k yn en el lema anterior; te 

nemas Yny 
n 

mod y' n 

y -1 
y de aquí Yny = y' lx n + ty 1 n n n n 

es decir '! Yn Yny 
n 

2 Lema 6.1.12. Si yn/yt entonces Ynl t. 
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Demostración. Si y� IYt entonces Ynl yt y por el 

nJt. Sea t = ni,. 

y' J1,xk-l ,, es decir u ¡1,xk-l; 
n n :::,n' ::,n n 

Usando el lema 6.1.10, 

pe ro como ( x n, 1J n) = 1 • 

lema 6.1.9 

entonces y0J 1, y por lo tanto y0I t. 

Lema 6.1.13. x = 2a x - x0_1 y n+l n 
,, =2a,, _,, 
"ri+J. :::,n ::.in-1 · 

Demostración. Por el lema 6.1.6 

=ax+ dy n n 

y 

xn-l = ax - dy 
n n 

Sumando tenemos: 

x + x = 2ax n+l n-1 n 

Así, 
2ax - x 1 n n- 

y l = 2ay - y , n+ n n-1 

Estas dos ecuaciones junto con los valores iniciales 

• 

X o 1 , X l a , Yo = O , U1 = 1 determinan los valores 
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y'� n 

Muchas propiedades de estas sucesiones son fácilmen 
te establecidas examinándolas para n • O, 1 y usando - 
estas ecuaciones para probar que la propiedad para n + 1 

puede ser inferida de su validez para n y n - 1. 

Enseguida verno s algunos ejemplos sencillos pero im 

portantes. 

Lema 6.1.14. mod ( a-1) • 

Dernostraci6n. Para n = O, 1 vale. Vamos a proce- 
der inductivamente usando que 
mas 

a _ 1 mod a - 1 . Ten e - 

2n - (n-1) 

n + 1 

mod a - 1 

Lema 6.1.15. Si a_ b mod e entonces x (a) _ x (b) 
n n 

mod e y y(a)_y(b) n n mod C. 

Demostraci6n. Para n = O, 1 vale. Supongamos que 
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x la) _ x lb) mod C n n 
y 

x0_1 la) - x0_1 lbl mod C 

Y0 la) - y0 lb) mod C 

y0_1 la) - y0_1 lb) mod C 

'n+lla) 2ax lal 'n-1 la) n 

- 2bx I b I - 'n-llb) mod C n 

'n+llbl 

Yn+l la) 2ay lal - y0_11a) n 

mod C 

Yn+llbl 

Lema 6.1.16. Cuando n es par, y0 es par y cuan- 
do n es impar, 

Demostraci6n. 

y es impar. n 

mod 2 

Así que, cuando n es par, 

yn = Y, 

o 

mod 2 
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y cuando n es impar 

mod 2 

= l. 

Lema 6.1.17. x la) - y la) la-y)_ yº mod 2ay-y2-l. n n 

Demostraci6n. x,- Yola - y) 1 y x,- y, la-y) y 

Así que el resultado vale para n = O y n l 

Por el lema 6.1.13, 

= 2 a[ x - y I a-y)] - [ x 1-y 1 1 a-y I l n n n- n- 

Por hipótesis de inducción tenemos 

X - y [a -. y) n n 

x -y la-y) n-1 n-1 
n-1 

- y 

modl2ay-y2-ll 

mod(2ay-y2-ll 

Por lo tanto 

xn+l- Yn+l la-y) - 2ay" - yn-l mod (2ay - y' - 1) 

yn-l l2ay -11 

n-1 2 - y y 
n+l y 

mod(2ay-y2- 1) 
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Lema 6.1.18. Para toda n, Yn+l> U0;, •· 

Demostraci6n. Por el lema 6.1.6, 
tenemos que: 

Yo O ;, O 

Supongamos que 
y ;, n. n 

y 1 > y . Ahora, n+ n 

an + x 
n 

> an > n + 1 • 

Lema 6.1.19. Para toda n, 

x (al < (2al" n 

Demostraci6n. Por lo lemas 6.1.6 y 6.1.13 

Falta demostrar que 

(2al";, x (al ;, a" 
n 

Para n = O, se cumple. Supongamos que vale p�ra n. 

n+l a 
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X 11a) '- 2a.x (a) '- 2a.(2a)n • (2a)n+l n+ n 

Lema 6.1.20. X - - X 2n�j j mod x n 

Demostración. Por el lema 6. l. 5 

x2n�j X X + dynyn�j n n�j 

X X + dynlxnyj!_ ynxj) n n.:!:_j 

- dyn (xnyj!_ ,¡nxj 1 mod X n 

- !_dyn(ynxj) mod X n 

+dy'x - n j 

lx'- 1 1 xj n 

- - X mod X . j n 

Lema 6. l. 21. X - xj mod X 
4n�j n 

Demostración. Por el lema 6.1.20 

Xi. n±_j x2n+(2n�j) - - X mod X 
2n.:!:_j n 

- xJ mod X n 
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X. - 
1 

mod ,i., <Je 2n, n > O. 

Entonces ,i., J a menos que a 2' H = 1, ,i., o' J 2. 

Demostraci6n. Primero supongamos que X es impar y n 
X - 1 

= n (Note puede 1 y sea q que no ser que n = y 2 

a. = 2 pues X (a.) = X 121 = 2 es par). n l 

Entonces.los números -q,-q+1,-q+2, ... ,0,l, ... , q-l, q son 

los represe11tantes de toda, las clases de equivalencia del 
conjunto izx . n Usando el lema 6.1.6. 

X 
X <: _!!_ <: 

n-1 a 
1 
T 'n 

así que 
ros 

X .;; q. n-1 También por el lema 6.1.20, los núme- 

son congue11tes módulo xn, respectivamente a: 

- 1 

Así que, los números x.0, x1, ... ,x20 son mutuamente 

ra supongamos que X n 

X • n Esto nos da el resultado. 
X . n q .- 2-· 

Aho incongruentes módulo 
En este es par, y sea 

caso, los números -q+1, -q + 2, ... , -1,0,l, ... ,q son los 
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representantes de las clases de equivalencia del conjunto 
2Zx • Como antes n 

sultlado como arriba, a menos que 
es, 

X 
x = q = _l}___ es to 

n-1 2 ' 

Entonces tendremos el re 

en cuyo caso · -l 

6. l. 6, 

xn+l - - q 

n - 1 , j 

mod x n 

n + l. Pero por el lema 

pero tenemos que 

entonces a= 2 y Y = o' n-1 -L.e.., n=l. Así el resul- 
tado puede fallar solamente para a= 2; n = l, ¡ = O y 

j = 2. 

Lema 6.1.23. Sea X n 
n>0,0<,l:(;n, 

O ,.; j < 4n , entonces, o j ¡ o j 4n - i. 

Dernostraci6n. Primero supongamos que j,.; 2n. En 
tonces por el lema 6.1.22, j = l a menos quE suceda el 
caso excepcional. Como i > O el caso excepcional suced� 
ría solo si j = O. Pero entonces tendríamos¡= 2,.; l=n. 

El otro caso es que j > 2n y sea T = 4n-j con 
O< T < 2n. Por �l lema 6.1.21 tenemos 
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x- - X. - X. mod X J J l n 

De nuevo j .i.. a menos que suceda el caso excep- 

cional. Pero este no puede suceder pues .i.., T > o 

Lema 6.1.24. Si o < .i.. .. n y X. - xJ mod X n' l 

entone.es j - + .i.. mod 4n . 

Demostración. Escribimos 

1 = 4nq + 1 

Por el lema 6.1.21, 

0 "- j < 411 

x J mod x 

Por el lema 6.1.23, 

.i.. j o .i.. 4n - j 

Así que 
j - j - + .i.. mod 4n 
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6.2. LA FUNCION EXPONENCIAL 

Considere el sistema de ecuacion<s diofantinas: 

I x'- la'- 11 y'= 1 

I I u'- la2-l) v2= 1 

I II h'- lb2-llt2= 

IV V = "Y' 
V b 1 + 4µy " + qu 

VI h X + cu 

VII t k + 41d - l)y 

VIII y k + � - 1 

Entonces probaremos: 

Teorema 6.2.1. Dadas a, x, k, a> 1, el sistema 
I-VIII tiene s o l uc Lón en las variables y, u, v, h, t, b, 

IL, P, q, c., d, e. si y solo si 

Demostraci6n. Primero damos una soluci6n del siste 
ma I-VIII. Por V, b >a> l. Entonces I, II y III im 
plican por el lema 6.1.4 que existen �. j, n > O tales 
que 
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X X. 1 a) y y. la 1 
l l 

u = x la 1 V = y la) 
n n 

-O = x j I b 1 t = y j I b 1 

Por IV, y .;; V y de aquí ,¿ .;; 11 V y VI impJican 
que 

y 

b - a mod x I a) n 

x j I b 1 = xi I a I mod X (a) n 

y por el lema 6.1.15 tenemos 

x J I b 1 = x j I a) mod x n I a 1 

Esto es, 

mod x la) n 

Por el lema 6.1.24 tenemos que 

( 1 ) mod 4n 

La ecuación IV implica que y2/v, es decir 

ly.lall2/ y la) 
l n 

y por el Iemz. 6.1.12, 

t/. 1 a) In • J. 
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y por (1) tenemos 

(2) - - - - j - + ,i. mod 4y. ( a) 
l 

Por la ecuación V, 

b - mod 4y 

y por el lema 6.1.14, 

(3)---- 

yj lb) - J mod lb -11 es decir 

mod 4y. (al 
' 

Por la ecuación VII, 

.t - k mod 4(d - l)y, es decir 

(4)------ mod 4y. 1 a) 
1 

Combinando (2), (3) y (4) tenemos, 

(5) - - - - - - k = + ,i. mod 4y. 1 a) 
1 

La ecuación VIII conduce a que y;;, k 

ma 6.1.18 tenemos 

y. 1111 ;;, ,i. 
1 

ya que los números 

y por el le- 

- 2Jj + 1 , - 2 y + 2, ... , - 1, O, 1, 2 , ... 2 IJ 
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forman un conjunte completo de residuos mutamente incon 
gruentes m6dulo 4y, estas desigualdades prueban aue 
• = ,. De aquí. tenemos 

Ahora, inversamente, sea x = xk(a) p6ngase y= yk(a) 

de suerte-que (I) vale. Sea m z,yklal y sea u - X (a), 
m 

v = y la). En ronc e s (II) se satisface. Por los lemas m 

6.1.9 y 6.1.11 

y' 1 V 

De aquí podemos elegir � de tal manera que IV se - 
cumpla. Mis aGn, por el lema 6.1.16 v = Ym es par, así 
que u es impar. Por el lema 6.1.7, (u,vl 1, así que 

(u, 4vy) : 1 (sea p un divisor primo de u y 4vy; co- 
mo p ( V entonces Pl4y y entonces PIY puesto que 
u es impar; pero como y21 

V entonces ylv y de aquí PI v). 
Asi por el teorema del residuo chino podemos encontrar 

bo - 

bo _ a 

mod 4y 

mod u 

ya que bo + 4juy también satisface esta congruencia - 
podemos encontrar b, p y q que satisfagan V. III 
se satisface poniendo 1, 



- 45 - 

nemos que como 

b - a 

entonces 

x. Por el lema 6.1.15 y usando V te- 

mod u 

,i, e. 

mod u 

asi podemos elegir e de tal forma que VI se satisfaga. 
Por el lema 6.1.18, t > k y por el lema 6.1.14, 

yk(bl = k mod(b - 11 y de aqui usando V 

t = k mod 4y 

asi podemos elegir d, tal que VII se cumpla. 

Nuevamente usando el lema 6.1.18, y> k; asi se pu� 
de obtener VIII poniendo e= y - k + l. 

Corolario 6. 2. 2·. La funci6n 

g(z,kl = x {z + 11 
k 

es diofantina. 

Demostraci6n. Agregamos al sistema I-VIII, la ecua- 
ción 
(AJ - - - - - - a z + 1 . 
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Por el teorema anterior. el sjstEma A.I-VIIl tiene 
solución si y solo si X - X la) a X lz + 

k k 1 ª 9 1 a, '1) • 

Así, podemos <lar una definición diofantina <le g de la 
forma usual: sumando los cuadrados de los nueve polino 
mios. 

Ah or a , ya podemos demo s t r a r : 

Teorema·6.2.3. La función exponencial 

h{n,k)•n 

es diofantina. 

Antes de demostrar este teorema, prcbaremos una de 
s i gua l.da d : 

Lema 6.2.4. Si a> yk entonces 2ay - y2 - 1 > yk. 

Demostración. Sea g{y) 
como a� 2, tenemos 

lay - y2 - l. Entonces, 

g 11 1 Za - 2 ;;, a 

Ahora, para 

l .;;; y < a, 

g ' 1 y ) = 2 a- 2 y > O y a que a > y 

Como g' (!J) > O t e n e mo s que g(t¡) es c r e c i e n t e para 



- 47 - 

l"-y<a: 

a.; g{ll "- g{yl. 

Entonces si a> yk > y tenemos 

g {yl ;,, a 

es decir 

Zay - y'- 1 ;,, a> gk 

Ahora, agregamos al sistema I - VIII, las ecuaciones: 

rx 

X 

(x - y {a-nl-m)' 

m + 9 

{ 6 - 112 {2an-n2-1)2 

2an - n2- 

XI w = n + h = k + l 

XII a' - (w'- 1 {w - 112 z2 

Teorema 6.2.5. m = nk si y solo si las ecuaciores 
I - XII tienen solución en las restantes variables. 

Demostraci6n. Supongamos que I - XII tienen solución. 
por XI,. w > 1. De aqui que (w - 11 z > O y entoncees 
por XII, a> 1. Así, aplicando el teorema 6.2.1 se si 
gue que x = xk (al, y = yk {al. Por IX y aplicando el le- 
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ma 6.1.17 tenemos que 

k m = n mcd 12 a11 - n' - 1 ) 

XI lleva a k,n < w. Por XII y usando el lema 6.1.4, t! 
nemos que para algún j, a• xjlw), lw- l)z • yj(w). Por 
el lema 6.1.14, 

y de aquí 
j - o 

j ;;, w-1 

mod w-1 

mod w-1 

De manera que por el lema 6.1.19 

Ahora, por X, m < 2an - n2 - 1 

y por el lema 6.2.4. 

2an - n'- 1 > nk 

De 

pues 

m < 2an n 2 - 1 

mod (2an - n'- 11 

nk < 2an - n' - ] 
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tenemos que 

Inversamente, supongamos que k m = n , Debemos encon 
trar soluciones de !-XII. Elegimos cualquier número w 
ta 1 que w > n y w > k . 

Por el lema 6.1.14, tenemos 

Sea a= x 1iwl, así que a> l. w- 

y 1iwl = w - l w- 

Por lo tanto, escribimos 

mod w -1 

Así, XII se satisface. XI puede satisfacerse, po- 
niendo h w n, l = w - k. Como antes, tenemos que 

k a> n , así que nuevamente por el lema 6.2.4 

m = nk < 2an - n2- 1 

y entonces X se cumple. Poniendo x = <klal, y 

el lema 6.1.17 permite definir 6 tal que 

x - y (a-n)-m = + 16-11 (2an-n2-ll 

así que IX se cumple. Finalmente !-VIII pueden satisfa 
cerse por el teorema 6.2.1 .. 
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6.3. EL LENGUAJE DE LOS PREDICADOS DIOFANTINOS 

Ahora que hemos probado que la funci6n exponencial 
es diofantina, podemos estudiar otras funciones y conjun- 

tos. Como un ejemplo, sea 

hlu,v,w) 
w 

V 
(.l 

Lo que se pretende ver, es que h es diofantina: 
w 

y • uv <=> (3z)[ y 

Por el teorema 6.2.5 existen dos polinomios P,Q ta 
les que 

y 

z 
lj ;; u <=> (3,'i¡, ... ,ll. )f P{lj,U,Z,'1¡,••··'t l n n 01 

Por lo tanto 

y (.l 
vw 

Q2 ( Z, V, tl', ,� , •. • , .6 ) = Ü) 
l m 

Este procedimiento es perfectamente general: expre 
siones, las cuales, las conocemos como conjuntos ,liofan 

tinos pueden combinarse usando las operaciones lóglcrs 

A y 3 ; las cxp1·esiones rrsultante� son ntievamcnte con 
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juntos diofantinos (tales expresiones, muchas veces, son 
llamados "p r ed i c ado s diofantinos"). En este lenguaje es 

también permisible usar el símbolo lógico V para 110" - 

ya que 

O] 

<=> 

Tres funciones diofantinas muy importantes están da 
das en el siguiente teorema: 

Teorema 6.3.1. Las siguientes funciones son diofan- 
tinas: 

61n,k) = (�) , gin) n'. 
y 

h la,b,y) n (a+blzl 
k=l 

Para demostrar este teorema, usaremos la notación 
1 a] donde� es un número real y significa que la] es el único entero 
tal qu0 

la] ,¡; a < (al + 1 

Lema 6.3.2. Para O < '1 .; n y u > 2n se tiene 
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BIBLIOTECA 
Ot CIENCIAS EXACTAS 

Y NATURALES 
ll SA8[11: Df ML� Hlk\4i 

RARA lill GRA"'MU 

Demostraci6n. 

(u + 1 1 n n i-i-: 
k i�O (�)u S + R 

u 1 

donde 
n i-k k-1 (�)ui-k s i�k <1) u y R i�o ,<_ 

Entonces· S es entero y R < 1 . Por lo tanto 

(u + i I" < S + 1 
uk 

y por lo tanto 

Lema 6.3.3. Para n u > 2 , 

(�) mod u 

Demostraci6n. En el lema anterior1 todos los térmi 
nos de la suma para los cuales i > k son divisible por u. 
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(k) es diofantina. 

Demostraci6n. Ya que 

n 
< i�o < u 

el lema 6.3.3. determina (k) como el único entero posi 
tivo congruente con 

módulo u y menor que u. 

Así, tenemos: 

z = (Í:) <=> (3 u, v,w)[ v 2n /\ U > V . /\ 

w - [lu :k l) j /\ z = w mod u /\ z < u] 
Para demostrar que 6 In, kl = (kl es diofantina basta 

ver que cada una de las expresiones de arriba, separadas 
por el·/\ son diofantinas: 

v = zn es diofantina por el teorema 6.2.5 

u> v es dio.fantina pues u > v <=> (3x)[ u=v+x l 
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z _ w mod u /\ z < u < = > ( 3 u , x) 1 w• z • 1 x - 1 1 u /\ 

U a z + y] 

w [{u + k 
11�<=> 

(3x,y,.tl 1 .t u + 1 /\ X :tn /\ y u k /\ 

" 
w ,. X < w + ll y y 

w ,. X < w + 1 <=> wy,. X < Wlj + lj y 

Lema 6,3.5. Si Jt > l2xlx+l entonces x! 

Demostración. Sea Jt > l2xlx+l 

)[X )[X x! 
(") Jt{Jt-11 ••• {Jt - X + 11 X 

< X! (- ,-f 
1 -� 

" 
Ahora < 1 + 2x 

X " 1 - " 
( 1 + 2 X X 

(�)j y como �) ¡ q) 
" j =O " . 

< 1 + 2x ¡ ( �) 
" j 

< 1 + 2 X zX 

" 
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tenemos: 
/t X 

< x! 
( 1 - �) X 

lt 
( lt) 

X 

< 

< x! + 1 

Asi 

Por lo tanto 

< X� + 1 

Lema 6.3.6. 61n) n! es diofantina. 

Demostraci6n. m = n! 
<=> 

(,31t,J, t, <L, v) [ <I Zx +1 A t = x + 1 A 1t <I t A 

(�) A m , tL < m + 1] 
V 
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Lema 6.3.7. Sea bq = a rnod M. 

rnod M 

Demostraci6n. (q�Y),! y. q. 

y 
b (q+y) (q+y-1) ... (q+l) 

y 
k!)l (bq+bk) 

y 
_ k!)l (a+bk) mod M 

Lema 6.3.8. h(a,b,y) 

diofantina. 

y 
= n (a+bk) es una función - k=l 

Demostraci6n. En el lema anterior elegimos 

M = bla+by)Y� 1 
y 

Entonces (M, b) 1 y M > n la + bk). Aquí la con k=l 
gruencia bq - a rnod M es resoluble para q y entonces 

y 
n la+bk) está determinado como el único número el cual 

k=l 
es congruente con 
decir: 

y 
z =k!)l (a+bk) 

<=> 

mod M y menor que M; es 

(3M,p,q,1t,<1,.t,u,v,iv,x) 1 lt=a+by /\ ó 
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M bó + 1 /\ bq = a + M-t /\ u y!/\ z < M /\ 

w q+yf\x U V Xi 

ponencial, para 
resultado. 

v = y! y para x = 

para la función e� 
(�) obtenemos el - 

Usando los resultados anteriores 

La afirmación del teorema 6.3.1 está contenida 
en los lemas 6.3.4, 6.3.6 y 6.3.8. 

6.4. CUANTIFICADORES ACOTADOS. 

El lenguaje de los predicados diofantinos permite 
usar los simbo los lógicos /\ , v y 3. Otras operaciones 
usadas por los lógicos son: 

"' para "no" 

'ti x para "para toda x" 

=> para "si ... entonces ... " 

Sin embargo, como será claro mas tarde, el uso de 
cualquiera de estas operaciones puede llevar a expresio 
nes las cuales definan conjuntos que no son diofantinos. 



- 58 - 

Existen también el cuantificador existencial acotado: 

" ( 3y 1 ,;; X significa "(3y)(y,:;x/\ ... ) 

y el cuantificador universal acotado: 

" ( "tY) ,;; X significa "(vyl (y,;; X/\ ••• ) 

Se prueba que estas operaciones pueden adjuntarse al 
lenguaje de los predicados diofantinos; esto es, los con 
juntos definidos por expresiones de este lenguaje extendí 
do serán conjuntos diofantinos, i. e, 

Teorema 6.4.1. Si p es un polinomio, 

R { (tj,X1, ... ,xn): (32)� y (3y1, ••• ,ym)I P(y,z,x1, ••• ,xn,!J1, •.. , 

O] l y s 

0)} entonces R y S son diofantinas. 

Dernostraci6n. Que Res diofantino, es trivial: 

(y, x1, ... ,xn) E R <=> (3z,y1, ... ,ym) (z,;; y/\ P O) 

La prueba de la otra parte del teorema es un poco 
más complicada. 
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Lema 6.4.2. 

<=> 

(3u)(vkL (3y1, ••• y l�IPIY,k,x1, ••• ,x ,y , ... ,y I OJ .... y m .... u n 1 m 

Dernostraci6n .. El lado derecho de la equivalencia im 
plica trivialmente el lado izquierdo. Para demostrarlo - 
recíprocamente supongamos que el lado izquierdo es verda- 
dero para y, x1, ••• ,x0 dados. Entonces 
k = 1,2, ... ,IJ existen números definidos 

ralos cuales: 

para cada 
(k) (k) 

Y 1 '· • • 'Ym P!!_ 

Tomando u igual al máximo del conjunto 

¡(k) •. _1 e 1 ) yj .j- , ... ,m;r.:::=, ... ,y 

tenemos que el lado derecho de la equivalencia también va 
le. 

Lea 6.4.3. Sea Q(y,u,x1, ... ,x0) un polinomio con 
los propiedades: 

ii) Qly,u,x1, ••• ,x0) > Y 

.; Q ly,u,x , ... ,x 1 n 
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Er,tonces 

<=> 

u u 
(1 •e-t)fj�lla,-jl /\•·· 11ll•e-tlfj�l(am-jl P{y,c.,x1, ••• ,x, 

n 

ª1, ... , ªm l - o mod 1 + et) 

Demostración. La ventaja de este lema es que mien 
tras que el lado derecho de la equivalencia parece el más 
complicado de los dos está libre de cuantificadores uni 
versales acotados. Primero dam�s la implicaci6n er la di 
recci6n ( <= ) . 

Para cada k = 1, ... , y, sea pk un factor primo de 

+ kt. Sea y(k) el residuo cuando a. es dividido por 
l 1 

Se sigue que para cada k, i: 

a) 

b) P { y , k , x 1 , ••• , x0 , 
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u 
Para demostrar a), note que Y.\ [ j!Ji (ai - j); ya que Pk 

es primo, pk[ (ai-j) para alguna j. Esto es: 

J - ai mod pk 

y que (ii) implica que cada - 

divisor de 1 + k,t debe ser mayor que Q(y,u,x1, ••• ,xn). 

Así, pk es mayor que Q(y,u,x1, ••• ,x) y por (i) tene n 

mosque pk > u. De aquí que 

j ,;; u < pk 

Como ( k) < pk, entonces /k) yi 1 

trar (b) note primero que 

1 + et - 1 + k,t 

y de aquí 

k = e 

Como ya tenemos que 

/ k) 
l - a., 

1 

entonces 

j Para demos- 

mod pk 

mod pk 

mod Pk 

(k) (k) P(y,k,x, ... ,X,tJ , ... ,IJ ) =P(y,c.,x, ... ,x,a, ... ,a.)modPk 1 n1 m 1 n m 

= o mod Pk 
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B!BLIOTECA 
b;l .Di;; CIENCIAS EXACTAS 
, "',.,,e-·:,, Y NATURALES 

21.SABER I>[ ML.,; H� 
RARA lit GRAP..1)[7.A 

IP(y,k,x1, ••• ,xn, 

Esto completa la prueba de la implicación (<=). 

Para p r cb a r la implicación (=>), sea P (y, R., x1, ••• , xn, 
y\kf ... ,y�k)) = O para cada 1, = l, ... ,.t donde y�k)._ u. 

Sea 

y ya que 
y 

k!Jl ( 1 + l,.t) = 
podem�s encontrar e tal que 

y 
1 + c.t = k!J1 (1 + k.t) 

mod .t 

Ahora, queremos que para ,i,<l<y, 

11 + k.t, 1 + .t.t) = 1 

Sea p 1 (1+ kt O y pi (l+ U) Entonces p 1 (l-1,)y así 

< y. 

Pero como 

entonces Pl:t., lo cual es imposible. Así, l o s números 
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1, •<y son primos relativos por pares y p� 
demos aplicar el Teorema Chino del Residuo: para cada�, 

1 '- ,¿ ,i;,;; m , existe a. 
l 

tal que 

a. _ / k) mod 1 + kt 
l l 

Como antes, tenemos 

mod 1 + kt 

entonces 

1 , 2, ... , y 

_ (k) (k) P{y,c,x , ... ,x. ,a. , ... ,a l=P[y,k.,x , ... ,x ,y , ... ,y l mod 1+/z..t 
1 n1 m 1 n1 m 

=Ü mod 1 + kt 

Ya que los números + kt son primos relativos por 
pares y cada uno divide a P{y,c.,x.l' ... ,xn,a.1, ... ,a.m), en- 

tonces también su producto, l.e. 

P (y, c., x 1 , ••• , x , a 1, ••• , a ) - O mod 1 + et 
n m 

Finalmente 

a. 
l 

Ya que 

+ kt [(a. 
l 

mod 1 + kt 
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u 
1 + k.t [ j �l I a i - j) 

y nuevamente como los 1 + kt son primos relativos por 
pares 

u 
(1+c,t}ij�l (ai- j 

Ahora, es fácil completar la prueba del teorema 
6.4.1 usando los lemas 6.4.2 y 6.4.3. Primero encon 
tramos un -polinomio Q que satisfaga (i), (ii) y (iii) 
del lema 6.4.3. Esto es fácil hacerlo: 

Sea 
p ¡ y, k, X l , .•. , X n ' y 1 ' ••• ' fJ m) 

donde cada .tr tiene la forma 

N 
; i: t r=l r 

para e un entero positivo o negativo. Sea 

1-[yª+b vql qn s +, ... ,+sr 
u.r .__ ""1 ' • • • 'xn u. 1 

y sea 
¡¡ 

Q(y,u,x.1,···,xn) =u+ y+ r�l «, 

Entonces (i), (ii) y (iii) del lema 6.4.3, son tri 
vialmente satisfechas 
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N 
(i) Q(y,u., xi, ..• , xn) u + y + :¡; u > u r=l r 

N 
(ii) Q{y,u,x1, ••• ,x. l u + y + :¡; u > y 

n r=l r 

(iii) Si i, '- y entonces 

,¿.e. [t 1 

r 

n ��fr 1 '- 

n 
:¡; 

r=1 [tri 
n 

.. :¡; u r=1 r 

y por lo tanto 

n 
[Lt [ '-u+ y+ L u 
r=-1r r 

es decir 

1 P ( Y, b., X 1 , ••• , X11, lj 1 
, ••• , fj m) I <: Q ( Y, u., X 

1 
, ••• , X n 1 

Como se cumplen (i], (ii) y (iii) tenemos: 

<=> 

y 
(3u,c,.t,a1, ... ,am)[ 1+c.t=k�l[l+ l,,t)/\ .t = Q[y,u,x1, ••• ,xnl! 
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u u 
l//11a1- i v r. ..... /\ (l+et)lj�ll'ln-jl /\P - O mod 1 + et) 

<=> 

(3u,c.,t,a1, ••• ,am,e,6,g1, ••• ,gm,h , ... ,hm)[e=1+c.t A 

y 
e= p=, (1+/u:) /\ 6 = Q(y,u,x1, ••• ,xml /\t 

g 1 a,- u - 1 /\···/\9m= am- u - 1/\ 

u 
h 1 = k�l I g 1 + k I /\ ... /\ h 

e I ll 

u 
=k�11gm+ kl /\ elh1 

/\ el\ /\ 

P(y,c.,x1, ... ,xn,ª1' ... ,am) /\ 

y esto es diofantino por el teorema 6.3.1. 
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6.5. ¿CUALES CONJUNTOS Y FUNCIONES NO SON DIOFANTINOS? 

Hasta aquí es claro que los métodos disponibles son 
completamente generales. Es por esto que surge la siguie� 
te pregunta: ¿Cuáles conjuntos o funciones "r a z onab l e s " 

no son diofantinos? 

Uno de los principales resultados de este capítulo 
es: 

Teorema 6.5.1. Una función es diofantina si y solo 
si es recursiva. 

Demostraci6n. Supongamos que 6 es diofantína. En- 
tonces: 

Q(x , ..• ,x ,IJ, .t. , ... ,t 11 
1 n 1 m 

donde P y Q son polinomios con coeficientes enteros po 
sitivos. Entonces por el Teorema de la Sucesión de Núme 
ros: 

Sll,min [P(x1, ••• ,x .s t t.ui , ... ,S(m+l,ul)= u n 

Q I x , ..• , x , S 11 , u) , .•• , S I m+ 1 , u) ) ) ) 
I n 
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ya que P,Q,S(i,u) son recursivas, 6 también lo es (usan 
do composici6n y minimización). Para demostrar el inver 
so: sabemos que S{i,u) es diofantina, las otras funcio 
nes iniciales son trivialmente diofantinas. Así que es - 
suficiente probar que las funciones diofantinas son cerra 
das bajo Composición, Recursjón Primitiva y Minimización: 

Composici6n. Si 

donde 6, 91, ••• ,9m son diofantinas entonces h también 
lo es ya que 
l/' h (x 1, .... xm)<=>(3t1, ... ,tm )( t1 °91 (x1, ... ,xn) A ... A tm 

g(x1, ... ,x)Ay m n 

Recursi6n Primitiva. 

6 1 t 1 , ••• , tm 11 

6(x1•···,xn) 

y hlx , ... ,x ,t + 1),glt,h(x , .. ,x ,t),x1, ... ,x 1 
l n 1 n . n 

donde 6 y g son diofantinas entonces usando el Teore 
ma de la Sucesión de Números 
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hlx,, ... ,x ,zl <=> (3u)/Sll,u)=h{x , ... ,x ,l)A{ll.t)<; z n 1 n 

[.t=zv S {.t+l.uJ=g{.t,S{.t,uJ,x" ... ,xnll 

A S [z,ul y} 

<=>(3u) /{3v)[ v S{l,ul Av= h{x1, ••• , 

\• l)]A (V.tl,.;,( .t=z V (3<1) {w = 

S{.t + 1,ul) A w = g{.t,s{.t,ul,x1, ••• ,xnll 

A y= S{z,ul} 

Por lo tanto, usando el teorema 6.4.1, h es diofanti- 
na. 

Minimizaci6n. 

donde 6, g son diofantinas entonces h también lo es ya 
que 

A v = g{x,, ... ,xn,.tlA {u<vvv < ul)J) 
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Ahora vamos a responder la pregunta que nos hicimos 
desde el principio del capítulo: ¿cuáles conjuntos no son 
diofantinos? 

Definici6n.6.5.l. Un conjunto S de n-adas de enteros 
positivos es recursivamente numerable si existen funcio 
nes recursivas 61xp···,xn) y g(x1, ••• ,xnl tales que 

s /lx1, ••• ,x ):(3x)l61x,x , ... ,x J=9[x,x1, ••• ,x 11} n 1 n n 

Teorema 6.5.2. Un conjunto Ses diofantino si y so 
lo si es recursivamente numerable. 

Dernostraci6n. Si Ses diofantino existen polinomios 
p y Q con coeficientes positivos tal que: 

<=> (3ul(P(x1, ••• ,xn,S(l,ul, ... ,s(m,ul) 

Q(x1, ... ,xn, Sil, ul , ... , S{m, ul)l 

así que S es recursivamente numerable. 
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Inversamente, si S es recursivamente numerable, exi� 
ten funciones recursivas 
tales que: 

í x .x , ... ,x I ES<=> (3x)lólx,x , ... ,x );9(x,x , ... ,x 11 
1 2 n 1 .n 1 n 

<=> (3x, z)I z;ólx,x , ... ,x )A z;9(x,x , ..• ,x 11 
1 n 1 n 

Así, por el teorema 6.5.1, S es diofantino. 

6.6. UN CONJUNTO UNIVERSAL DIOFANTINO 

Daremos una enumeración de los conjuntos diofantinos 
de enteros positivos. 

Cualquier polinomio con coeficientes enteros positi 
vos se puede obtener del uno y variables con sumas y mul 
tiplicaciones sucesivas. Fijando el alfabeto 

colocamos la siguiente enumeración de los polinomios (usa� 
do las funciones apareadoras): 

P. x. 
31-1 1-1 
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Escribimos 

P.; P.(x ,x , ... ,x 1 
.L l. O l n 

donde n es suficientemente grande como para que todas - 

las variable� que aparecen en P. estén incluídas. 
i 

(Por 

supuesto, en general Pi no depende de todas estas varia 
bles). 

Finalmente, sea 

En PL ( n) y PR(n) no aparecen todas las variables x0, ... ,X0 

pero claramente tampoco aparecen otras diferentes de éstas. Por la 

forma en que fue construída la sucesi6n �, se ve que la 
sucesión de conjuntos 

incluye todos los conjuntos diofantinos de enteros positi 
vos. Todavía más: 

Teorema 6.6.1. 
diofan tino. 

(Teorema Universal) { ln,x) x E D } es 
m 



Demostraci6n. 
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x E D <=> (3u)/s11,ul =1/\S(Z,ul x /\ n 

SILl.il,ul + SIRl.il,ull 

/\ 1 vi 1 ._n I S { 3 ,¿ + 1 , u) = S I L{ ,¿) , u) S IR 1 ,¿) , u 1 1 

SILlnl,u) = SIR{n),u)} 

Es claro que e 1 lado derecho de la e qui valencia es 
diofantino. Por lo tanto, solo probaremos: 

Sea x E Dn para n, x dadas. Entonces existen nú- 
meros .t.1, ••. ,tn tales que 

Elegimos u (por el Teorema dé la Sucesión de Núme 
ros) tal que: 

S u, u) p j (X, ,t l , ... , ,tn) j 1, ... ,311 + 2 

Entonces en particular 

y 
S12,u) = X 

S13.i - l,u) = t,¿_1 i = 2,3, ... ,n+l 

Así, claramente el lado derecho de la equivalencia - 
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es verdadero. Inversamente, supongamos que paran, x da 
das el lado derecho se cumple. Pongamos 

t1 = S15,ul, S18,ul = t,, ... , t0 

Entonces (*) es cierta. Ya que 

Sl3n + 2, u) 

SILlnl,ul 
tenemos que 

s IR [n }, u ] 

Por lo tanto x E On. 
Como D1, D2, 03, ••• nos da una enumeración de los - 

conjuntos diofantinos, es fácil construir un conjunto di 
ferente de todos ellos y por lo tanto no diofantino. Sea 

V /n n <1- D } n 

Teorema 6.6.2. v no es diofantino. 

Demostraci6n. Si v fuera diofantino, entonces para 
alguna i.., v = Di. Pero tomando .i E V, tenemos: 

,i.. E V <=> .f.. E O, 
.(. 

y 

Esto es una contradicción. 
Teorema 6.6.3. La función gln,xl definida por: 



g{n,xl 

g[n,xl � 2 

no es recursiva. 

si 

si 
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X � D n 

Demostraci6n. Si g fuera recur.siva entonces g sería 
diofantina, i.e., 

y= g{n,x) <=> (3y , ... ,y l[P{n,x,y,y1, ••• ,y I O) 
1 m m 

Así que el conjunto 

B = {[n,x,yl : � = g{n,xl} 

sería diofantino. Vamos a fijarnos en un subconjunto de 
B: 

/lx,x,yJ : x � D} 
X 

Entonces tenemos que: 

/lx,x,11 X � D } 
X 

la cual contradice el Teorema 6.6.2. 

Usando el Teorema 6.6.2 tenemos que 

donde Pes algún polinomio definido (aunque complicado). 

Supóngase que existiera un algoritmo para determinar 
si las ecuaciones diofantinas poseen soluciones enteras 
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positivas, �.e., un algoritmo para El Décimo Problema de 
Hilbert. Entonces para n, x dados, este algoritmo podría 
usarse para determinar si la ecuación 

tiene o no una solución, ..i..e.., si o no X E D . n Así el 
algoritmo podría ser usado para calcular la función g(n,x). 
Ya que, ias funciones recursivas, justamente son aquellas 
para los cuales existe un algoritmo, g sería recursiva. - 
Esto contradice el Teorema 6.6.3 y esta contradicci6n pru� 
ba: 

Teorema 6.6.4. El Décimo Problema de Hilbert es irre 
soluble. 

Naturlamente este resultado no da información acerca 
de la existencia de soluciones para cualquier ecuación dio 
fantina específica; este resultado, meramente garantiza 
que no existe algoritmo para examinar la clase de todas 
las funciones diofantina 

Note que: 
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lo cual demuestra que si los símbolos lógicos�, v, => 

son permitidos en el lenguaje de los predicados diofantl 
nos, entonces se obtendrán conjuntos no diofantinos. 
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CAPITULO I I 

¡,¡ORTALIDAD DE CONJUNTOS DE MATRICES 

l. INTRODUCCION 

Sea <P-* H = 

to. 
matrices no-nulas n x n sobre�}, fini- 

Definición 1.1. Hes mortal si existe {A, ... , A} 
l k 

e H tal que A1 ••• Ak = O 

El problema referente a mortalidad de matrices dice lo 
siguiente: 

Encontrar un algoritmo, el cual, dado H, determine si 
Hes mortal o no. 

Por ejemplo, sin= 1, existe un algoritmo que nos de 
termina que H nunca es mortal. 

Definición 1.2. Una palabra sobre a,b es un rengl6n - 
de a•s y b•s tal como baabab. Puede ser nula. 

Por ejemplo si g 
1, 

g 
2, 

g 
3 

representan las palabras 
bab,aa,b respectivamente, la palabra g g g g sobre g1, 2 l l 3 

g , g representarará la palabra aababbabb sob,e a,b, 
2 ' 
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Problema de Correspondencia de Post: 

Determinar para un conjunto finito arbitrario (g ,g'), 
l l 

g'), ... , (g , g') de pares de palabras correspondientes 
2 U U 

no nulas sobre a, b, si existe una soluci6n en n, 

de la ecuación 

i , ... ' i 
l O 

( 2) = g� 
1 

l 

g'. 
1 

2 

g'. 
1 n 

Por ejemplo, si u= 3 y 

((g, g'),(g, g'),(g, g'))={Cbb,b),Cab,ba>,Cb,bb)) 
1 1 2 2 3 3 

Tenemos 

= bbababb g' g' g' g' 
1 2 2 3 

Pero por ejemplo, si cada gi tie�e longitud mayor que 
la correspondiente g'. o cada g. empieza con una letra dife-- 

1 1 

rente de g�, la ecuaci6n no tiene solución. 
1 

Definj_ci6n l. 3. Un Sistema Normal S sobre a , b está - 
dado por una base que consiste de una palabra inicial no nu 
la A y un conjunto finito de operaciones: "a. p produce P a� ", 

1 1 

i = 1, ... , v donde las a! s y las a�•s son palabras dadas 
1 1 

sobre ct,b y la P llamada la variable operacional representa 
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una palabra aTbitraria sobre� , b, posiblemente nula. 

Los enunciados (afirmaciones) de S son: A y todas las 
palabras obtenibles de A usando repetidamente las v opera 
ciones. 

El problema de decisión para la clase de sistemas nor 
males sobre a,b dice lo siguiente: 

Determinar para S arbitrario y B palabra arbitraria, 
si Bes un enunciado de S. 

En este capitulo se prueba que el problema de morta 
lidad de matrices para n = 3 es irresoluble, de la siguiente 
forma: 

En el parágrafo 2 damos la demostración debida a Mi- 
chael S. Paterson de que el Problema de Mortalidad de Matr! 
ces es equivalente al Problema de Correspondencia de Post. 

En el parágrafo 3 mostramos la reducción del Problema 
de Correspondencia de Post al Problema de Decisión para la 
Clase de Sistemas Normales sobre a, b. 

Este último problema es recursivamente irresoluble* y 

por lo tanto irresoluble en el sentido intuitivo. La demos 

* Es suficiente considerar "irresolubilidad recursiva" que significa - 
irresolubilidad en el sentido de Church (10) . Para una prueba infor- 
mal de que dicho problema es recursivamente irresoluble ver [9] 
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traci6n de esta afirmación no la damos aqui en la tesis. 

El método usado para n = 3 vale también para n > 3. - 
Por lo tanto el único caso no resuelto es paran= 2. Este 
caso lo tratamos en el parágrafo 4. 

2. EL PROBLEMA DE MORTALIDAD DE MATRICES ES EQUIVALENTE 
AL PROBLEMA DE CORRESPONDENCIA DE POST. 

Teorema 2. l. El Problema de Mortalidad de Matrices - 
3 x 3 sobre los enteros es equivalente al Problema de Corres 
pendencia de Post. 

Demostraci6n. Consideremos un conjunto H de matrices 
3 x 3 sobre los enteros que consiste de las siguientes matri 
ces: 

s = 

[ 1 O 1 ] 
o o o 
o o o 

[ ;,J o o ] donde p > q ;;;, o' " > ;, ;;;, o y 
�-;J = o /f.J o J J J J 

qJ ;,J 1 J=l, ... ,rn. 

Ya que 

(a(> e) S = a (1 o 1) 

(abe) T (a -b) ( 1 -1 O) 
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y todas las w; .s son no sigulares, tenemos: un producto de 
Hes cero si y solo si existe un producto X de las w; s tal 
que para algunas h, k se cumple 

o 

o 

a) 

b) 
e) 

d) 

1 -1 O 
1 -1 O 
1 O 1 
1 O 1 

X 

X= 

X 

X = 

O h k 

h h k ) 

o h k ) 

h h k ) 

Supongamos que se cumple a). Entonces tenemos 

(abe) T X S = O 

Supongamos que se cumple b). Entonces tenemos 

(abe) T X T = O 

Supongamos que se cumple c), Entonces tenemos 

(a b e) S X S = O 

Supongamos que se cumple d). Entonces tenemos 

(a bel S X T O 
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Inversamente, es cierta la implicaci6n ya que: 

es decir, 

( a. b e ) H H H = ( oh k. ) 6 ( a. b e ) H ... H = 
l 2 r-1 1 r- 1 

= ( li, h, k.) para algunas h , k. . y tomando en cuenta que H • r-1 

es una WJ. Sin embargo, si 

(u u IL ) WJ = (V V V ) para alguna J, entonces 
1 2 ' 1 2 ' 

i) {IL > 0, IL < Q y IL 
1 2 , 

0 } .. { V > 0, V < 0 y V = 0) 
1 2 

ii) { u > O, u ;;, O y u = ll�{ v > O, v ;;, O y v = 1) 
l 2 1 2 

Para alguna J, por i) 

tanto 
( 1 -1 O ) W 

J 
(v. v O) donde v >o, v < O y por lo 

1 2 l 2 

1 -1 O ) X = ( z z O) donde z > o , z < O de donde 
1 2 1 2 

a) y b) son imposibles. También, por ii), para alguna J, 

tanto 
1, 0 1) W J = ( V v 1 ) con v > O 

2 1 
v;;, O y por lo - 

2 
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( 1 O 1 ) X = ( z z 1) donde z > O , z ;;, O de donde 
1 2 l 2 

e) es imposible y solo d) puede cumplirse. Llegamos a: 

El conjunto Hes mortal si y solo si existe un produ� 
to X de las w;s tal que 

( 1 O 1 ) X = (h h 1) para alguna h >O 

Dadas un·par de palabras g, g' sobre el alfabeto 
(1, 2, 3) definimos la matriz 

[p::1ºº] W(g,g')= : 

donde q, 6 son los números g, g' respectivamente (o O para 
la palabra nula) y p,JL son los enteros obtenidos escribien 
do el uno seguido de tantos ceros como el número de símbo- 
los en g, g' respectivamente. Por ejemplo si 

(g, g') = (12132,112231233) 

entonces 

W (12132,112231233) 
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Las W (g, g')'s satisfacen las condiciones impues- 
tos para las W's en H. 

J 

Si 

h, h', g, g' son palabras sobre {1 ,2,3) 

Entonces 

(h h'l)W (g, g')=(hg h'g' 1) 

Sea 

K = {(g ,g'),(g ,g'), •.. ,(g ,g')} 
1 1 2 2 n n 

un conjunto de pares de palabras sobre {2,3). Definimos 

H ( K) 

H ( K) es mortal si y solo si existe un producto X de las - 
' W s de H ( K ) tal que 

( 1 O 1 ) X = ( h h l ) para alguna h > O 

Esta h tiene por primer digito al 1 y le siguen sola- - 
' mente 2 s y 3's. Este producto X existe si y solo si el 

Problemr de Correspondencia para K tiene una respuesta 
afirmativa. 
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3. REDUCCION_ DEL PROBLEMA DE CORRESPONDENCIA DE POST AL 

PROBLEMA DE DECISION PARA SISTEMAS NORMALES. 

Sea S un sistema normal sobre a,b cuya base consiste 
de la palabra inicial A y el conjunto finito de operaciones 
11 ex. p produ:e P' " , i = 1, ... v. 

1 " 1 

Sea C y D palabras sobre a, b. 

Definici6n 3. l. "C produce D"si y solo si para alguna 
P, posiblemente nula, C = aiP y D = Pai. 

Entonces tenemos que: Bes un enunciado de S si y so 
lo si el siguiente conjunto de ecuaciones tiene soluci6n 
i ' ... ' i l n 

A 

(2) 

" . 1 
l 

p1ex, �=a p i 2 ' 
l 2 

p ' ... ' 3 

P "'. =a. p p n-1 10_1 10 n' n 

Dado (2) tenemos 

ex'. 'n = B 

AP "'. 1 
l 

p 
2 

a� ... 
1 

2 

P a� P a� n-1 1 n 1 n- 1 n 
". p 1 l 

l 
"· 1 

2 

p 
2 

ex . 'n 
p B n 
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Podemos eliminar las P's 

(3) A ex� ex� 
1 1 

l 2 

Análogamente 

a .... a. B 
1 l 
' n 

(4) Aá.. 
l 

l 

a'. 
1 

' 
a'. 

1 m-1 
= a. 

1 
l 

ex . . .. 
1 

' 
cxi Pm, m=l, ... ,n 

m 

( 5) 

de donde 

long {Acxi .. ,cxi_ 
l rn- l 

;;, long (ai 
l 

Inversamente, dado (3) satisfaciendo (S), tenemos: 
ªi ai es igual a un"segmento inicial" de 

l m 

Aái ... 
l 

esto ímplica que podemos determinar Pm y tener (4). Para 
m = 1, de ( 4) obtenemos la primera ecuación de ( 2) . Sus 
tituyendo el lado izquierdo de (4) con m = J por el dere 
cho, tenemos para m = J + 1 

esto es 

ex . • •. 
1 

l 

= a .. • • 1 
l 
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Con esto tenemos de la segunda a la n - ésic& ecua-- 

ci6n de (2). Por último la n+ 1-ésima ecuación de (2) se 

obtiene de (3) vía (4) para m = n. 

Se aquí que (2) tiene una solución si y solo si (3) 

tiene una solución que satisface (5). Es decir, B es un 

enuncuado de S si y solo si (3) tiene una solución en 

n, i , ... , i · satisfaciendo (5). Ahora, para eliminar (5) 
l n 

vamos a reducir S en 3 etapas a un sistema normal en el 
cual (3) implique (5). 

Si C = x x . . . x donde las x' s son a' s 6 b' s, 
l 2 n 

sea e X X 
n n- 1 

x x. Para el sistema normal S con 
2 l 

palabra inicial A y operaciones "ex. P produce Pa � " forma- 
1 1 

mos el sistema S' con palabra inicial A y operaciones 

"P a. 
1 

produce a� P11 
, i l 

1,.,, V 

Claramente, B es un enunciado de S1 si y solo si B 

es un enunciado de S . En seguida formamos S11 con palabra 
inicial �A y operaciones 
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"P Q. h produce 0� P h 11 
, i=l, ... v 

l l 

La palabra Bes un enunciado de S' cuando y sola□ente 
cuando la palabra Bh es un enunciado de S" . Finalmente for 
mamos el sistema normal S1'' sobre las letras a, b, h cuyos 
enunciados son los enunciados de S" y todas las permutaci2, 
nes c1clicas de éllos. Una permutación cíclica de la pala- 

La palabra inicial de S.11• es 'líh. Sus v + 3 operaciones son: 

"ii. 
l 

hP produce Ph ª' 11 i • i=l, ... v; "ttP produce Pa."; 

"b P produce Pb"; "hP produce Ph". 

Estas tres últimas sirven para transformar una pala- 
bra sobre a, b, h en cualquiera de sus permutaciones cícli 
cas. Se tiene que: Bes un enunciado de S si y solo si Bh 
es un enunciado de S111• Resimbolizamos las operaciones de 
S111 por: 

"P . P produce P P '.", i=l, ... v+3 
l l 

Como S"' es un sistema normal sobre a, b, h, son v� 
lidas las ecuaciones (2) - (5). Por lo tanto, Bes un enun 
ciado de S si y solo si la siguiente ecuación (6) tiene so 
lución que satisface ·c1): 



(6) Ah p.' p.' 
l l 

2 
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p '. p 
l Í 
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(7) long (Ah ) ;, long {P . • •• P . ) , 
l l 1 m 

m=l, ... , n 

Supongamos que ( 6 ) tiene una solución y para alguna 

rn, (7) no se cumple. Para esta rn 

long_ (Pi ••• P. )> long (Ah P;_ ••• P;_ 
1 1m 1 m-1 

y por (6), tenemos 

(8) Ah P ;_ ••• P ;_ Q;p i ••• Pi 
1 m-1 1 m 

con Q no nula. Recordarnos que 

(P V+ l ' p �+ l); (a ' a ) 

(b , b) 

(h, h) 
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Como las a's y las a''s son palabras sobre {a, b), 

las P'. s y las P''s carecen de h o tienen exactamente 
l i 

una h cada una. Si la Pi de (8) fueran a's ó b's enton 
m 

ces el lado izquierdo de (8) tendría una h mas que el lado 
derecho (contradicción). El cualquier otro caso, P. termi 

l m 

na con h pero como Q es no nula, termina con h y nuevamente 

el lado izquierdo de (8) tiene al menos una h mas que el 

lado derecho. De aquí que cada solución de (6) satisface - 
(7). Esto es; Bes un enunciado de S si y solo si (6) tie 
ne una solución. 

Ahora vamos a eliminar Ah y Bh. Introducimos v + 5 p� 
res de palabras sobre a, b, h y� (yi, yi) correspondientes 

a los v + 3 pares (P., P '.) y a Ah y Bh de la siguiente 
l l 

manera: 

Las x's y {f's representan a.'s, b's 6 h's 

Si 

CP . , P '. > � ( x .•• xk, y ..• y, > 
l l 1 1 ll 

Entonces 
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Si 

Entonces 

= (kk., k.ky ky ... ky ) 
1 2 ). 

(y"+s' y' )= (x kx k •.. xkll.11., · 11.k) 
v V+ 5 1 2 

Afirmamos que 

tiene una soluci6n en n, i , ... ,i, n>O,ip=l, ... ,v+3 
1 n 

si y solo si 

(9) y' y' 
J J 

1 2 

tiene una solución en m, 

J = 1, ... , v + 5 q 

,J, ... ,J,m;;;,i,1, 
1 ro 

Supongamos que existen i1, ••• ,in, tales que 

l\h�'. ... 
1 

1 

� '. = z z ••. z 1=� . . .. � . B h 
1 l 2 l 1 n l TI 
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entonces 

(J , ... ,J )=(V+ 4,i , ... ,i ,v+S) 
1 m 1 n 

hace a (9) 

Ahora suponganos que existen J , ... ,J 
1 m 

tal que 

y' 
J 

1 
Y' - ... J - YJ ... yJ 

m 1 m 

Entonces, como y' 
J 

1 

deben empezar con la misma 

letra, tenemos que J = v + 4. Análogamente J = v + 5 
1 m 

pues yJ y y; deben terminar con la misma letra. Si to- 
m m 

das las J's intermedias son diferentes de v + 4 y v + 5 - 

éstas dan directamente una sucesión de i's las cuales sa-- 

tisfacen (6). En cualquier otro caso, sea J la primer J u 

después de J1 que es v + 4 6 v + 5. Si Ju= v + 4, tene 

mos 

y' y' 
J J 

1 2 

y' = kkx kx ... k.x kh.x kx ... llx 
JU l 2 P p+1 p+2 g_ 

yJ yJ ... yJ = kky1ky2 ••• kyrkkk 
l 2 U 
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Las x's y las y's son a.' s' b's ó h' s. La segunda 
vez que aparece kk en y' ... y' está seguida por a, b 6 /¡ 

J J 
l u 

y en YJ ... YJ está seguida por k. Esto contradice ( 9) . 
l u 

De aquí que J = V + 5 y por lo tanto 
u 

y' 
J 

1 

y;= kkx kx ... kx kk 
u ¡ 2 p 

yJ = kky ky ... ky kk 
U 1 2 q 

Pero como, antes de que aparezca por segunda vez kk, 
los lados izquierdo y derecho de (9) deben ser iguales, te 
nernos 

y asi, tenemos una solución de (9) de la forma vista ante- 
riormente y que por lo tanto nos lleva a una solución de 
(6) . 

De aquí se sigue que: 

Bes un enunciado de S si y solo si (9j tiene una solución. 

En la reducción efectuada introdujimos las nuevas le 
tras h y k.. Pero vamos ahora a reemplazar las letras a, b, 
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h y k por bab, baab, baaab y baaaab respectivamente. Llama 
mos a los pares resultantes de palabras sobre a, b, (6. ,6'.). 

1 1 

Entonces (9) es equivalente a 

(10) 6' 6' " = ' ' ' J J ••• uJ uJ uJ ••• uJ 
1 2 m 1 2. m 

Dados un sistema normal S sobre a, b con palabra ini 
cial A, operaciones: "a. P produce Po �" y una palabra B - 

1 1 

sobre a, b, lo expuest·o anteriormente da un método para for 
mar los pares de palabras (6i, o;_) sobre a, b, tales que: 

B es un enunciado de S si y solo si (10) tiene una - 
solución. 

Por lo tanto, efectivamente hemos reducido el Proble 
ma de Decisión para la clase de Sistemas Normales al Proble 
ma de Correspondencia de Post. Entonces, si el primero es 
irresoluble también lo es el segundo. Actualmente se puede 
verificar (aunque aquí no lo haceno s ) que la reducción efe� 
tuada es recursiva y por lo tanto la irresolubilidad recur 
siva del primer problema conduce a la irresolubilidad recur 
siva del Problema de Correspondencia. 

4. MORTALIDAD DE MATRICES 2 X 2. 
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Como mencionamos antes el caso no resuelto es para - 
n = 2. En este caso, Hes un conjunto no vacío, finito, de 
matrices 2 x 2 sobre los complejos, distintas de cero 
(HCM («:)} 

2 

Es fácil ver que Hes mortal si y solo si algún pro-- 
dueto 

A o 

con los rangos de A1 y Ak iguales a 1 y los rangos de las 

restantes matrices A2, ..• , Ak-i iguales a 2. 

De derecha a izquierda la implicación es obvia. 

Inversamente, supongamos que H es mortal, i.e., que - 
que existe {B , ... , B} e H tal que 

l r 

( 1 ) B B = O r 

Vamos a demostrar por inducción sobre el número de ma 
trices que podemos reducir el producto en (1) hasta la for 
ma deseada 

Para n = 2 
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Sea B B = O. Claramente B y B deben ser de - 
l 2 l 2 

rango 1 pues lo contrario llevaría a que B1 o B2 son ce- 
ro. 

Para n = 3 

Sea B B B o. Si alguna de las matrices B • . , 1 

B es de rango 2. digamos B • tenemos el caso anterior, 
3 1 

es decir 
B B = o 

2 

Por lo tanto podemos suponer que B y B son de ran- 
1 3 

go l. Sean IR y IR los rangos de B y B B respecti- 
1 2 3 2 3 

vamente 

a:2 B, 
IR 

B, 
IR B, { o } - � - 2 

Si B es de rango 1 entonces lfl = { o ) o es un su-- 
2 2 

bespacio de dimensi6n 1; en el primer caso tenemos que 

= o 

y en el·segundo caso 

B il O 
1 2 
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Ahora s�pongamos inductivamente que cualquier produc 
to igual a cero de k-matrices podemos reducirlo a un pro 
ducto igual a cero de la forma deseada. 

Sea 

(2) o 

Si alguna de las matrices 

por ejemplo, entonces 
B, Bk es de rango 2, B l +1 l 

Y podemos aplicar la hipótesis de inducción 

Supongamos entonces que B y Bk son de rango l. Si 
l _ + 1 

alguna BJ, J * 1, k + 1 es de rango 1, entonces denotan- 
do 

A 
1 

A 
2 

y R , R y 
1 2 'l, los rangos de Bk+l , A2 Bk+l Y BJ A2 Bk+l 

respectivamente 

R A2 R 
2 

A, - { o } 



tenemos que oR={O}ooR 
3 3 
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es un subespacio de dimensión 
1; en el primer caso se tiene que 

y en el segundo caso, 

B B ... BJ O 
1 2 

En ambos casos aplicamos la nip6tesis de inducción 

Por lo anterior, afirmamos que el problema de mortali 
dad es equivalente al siguiente problema: 

Encontrar un algoritmo, el cual, dado un conjunto fini 
to H' de transformaciones lineales no singulares del pla 
no complejo (T : �2 � �2 ) y lineas L y M que pasan 

por el origen, determinar si existe algun producto de H' 

que mande Len M. 

Primero supongamos que existe un algoritmo que para to 

to H e M ( � )-{O}, finito, determine si existe 
2 

{A 1, ••• , Ak} e H tal que 



con A y 
l 

Ak_de rango 1 y 
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A , .. , , Ak 2 - l 
de rango 2. Sean 

H' e G L (2, �), finito, L y M lineas (en t2) que pasan 

por el origen, y A E M 
2 

�)talque 

N11cleo(A) = M y A (�21 = L 

(por brevedad de notaci6n identificamos las transformacio- 
nes lineales con sus matrices con respecto a una base fija). 

Tomamos 

H H• u {A} 

Nuestra hip6tesis es que existe un algoritmo que de 
termina si existen A1, ••• , Ak EH' tal que 

o sea, tal que 

A A 
l 

o 

A, . , , Ak ( L )= M 

Inversamente, supongamos que existe un algoritmo que 
para todo H' y L y M como antes, determine si existe un - 
producto A 

l Ak tal que 
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Sea H e M ( cr ) , finito; mediante un número finito de pa- - 
2 

sos podemos descomponer H en H y H donde 
1 2 

H · {A e H : 1 A I * O} y H 
1 2 

{A EH 1 A 1 O} 

Tomamos una pareja de matrices de H y la denotamos por 
2 

(A0, Ak+,l• Llamamos L a la imagen de <!2 bajo Ak+i y Mal 

núcleo de A 
o 

Aplicamos el algoritmo a H con L y M. Pode 
1 

mas saber si existe A1, ••• , Ak tales que 

esto es, tales que 

A ... Ak ( L) = M 

para A0 , Ak+l E H2• Como el número de parejas ordenadas 

de H es finito, hacemos esto para cada pareja ordenada y - 
2 

por lo tanto tenemos un algoritmo que nos dice si existe o 

no {B 
1 ' ... ' B } e H r tal que 
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con B1, Br E H2 y B, ..• ,B EH 
2 r-1 1 

Este problema de Mortalidad puede resolverse en algu 
nos casos especiales, por ejemplo cuando H contiene solamen 
te matrices triangulares superiores; una solución positiva 
general sería de interés tanto para geómetras como para al 
gebristas. Una solución ne�ativa, nos daría un nuevo tipo 
de problema irresoluble. 
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CAPITULO I I I 

CON STRUCTI B I LI DAD DE LOS NUMEROS REALES 

1, INTRODUCCION 

Más propiamente "cómo definir (matemáticamente ha 
blando)el llamado sistema de los números reales". Actual 
mente todo estudiante de Matemáticas, en el nivel profesi� 
nal debe conocer, las diversas teorías sobre el sistema de 
los números reales:Cortaduras de Dedekind en el campo raci� 
nal, Sucesiones (infinitas) convergentes de Cauchy- Cantor 
de números racionales, Sucesiones (infinitas) decimales de 
Kroneker, "Sureal Nurnbers" Knudth. Todas estas construccio 

nes de los números reales remiten a la caracterización 
axiomática del "sistema de los números reales" consistente 
en que es un campo or4enado arquimedianamente máximo y en 
el cual todo subconjunto acotado superiormente tiene una - 
frontera superior (que pertenece al conjunto). 

Ahora bien, en las aplicaciones de la Matemática y 
en esta misma se calcula y opera no generalmente con los 
números reales mismos sino con aproximaciones racionales 
(tan finas como sean necesarias) de estos y a las que lla 

maremos "números reales humanamente c a l cu Lab l e s!", pero ello 
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se hace de manera imprecisa, incontrolada y desde luego - 
no aceptable para el rigor matemático. Esto obliga a co� 
siderar la existencia y construcci6n de un campo que sati� 
faga lo más posible los axiomas para el campo real y al - 
mismo tiempo que tenga elementos que se parezcan mucho a 
los "números reales humanamente calculables". Esto es, 

para los que se puedan definir algoritmos finitos para 
calcular con ellos. 

Consideraremos la noci6n de número real desde un 
punto de vista constructivo. Este punto de vista requie 
re que cualquier número real pueda ser calculado. 

Explicaremos varios sentidos en los cuales se puede 
decir que un número real ha sido construido y explicare 
mos por qué algunos de éstos, son inapropiados para el pr� 
pasito de desarrollar el análisis constructivamente. 

Me interesa enfatizar que para no alargar demasiado 
la tesis, solo trate los que pudieran llamarse t6picos 
inicales sobre este tema. Esto va en concordancia con el 
nivel de Licenciatura al que corresponde mi tesis. 

2. NUMEROS REALES DECIMALES 

Nuestro primer intento por explicar qué se entiende 
por un número real es el siguiente: 



Definici6n 2.1 
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a es un número real si se puede 
dar una regla para calcular su n-ésima cifra decimal. 

Así que, a lo podemos identificar con una funci6n 
� : JI U {O} --> Zl donde � (O) es la parte entera de a y 

para n > O, � (n) E {0,1, ... ,9}. 

Denotaremos el conjunto de los números reales en 
el sentido de esta definici6n por Ild ( d por decimal). 

Aunque la mayoría de los números reales (por ejem 
plo los algebraicos y los trascendentes e y w) son cons 
tructibles en este sentido, demostraremos que JR.d no es - 
adecuado como un fundamento para el análisis. 

Teorema 2.1 El conjunto lRd no es cerrado bajo la 
adición, es decir, existen números a, a e Ed tal que 

a + B f lRd. 

Demostraciónª El "no" del teorema está usado en el 
sentido hist6rico; esto es, decir que una proposici6n no 
es verdadera significa que todavía no se ha probado. Da 
remos dos números a y a tal que cada uno de ellos se le - 
pueda·calcular cualquier número de cifras decimales mien 
tras que todavía nadie conoce la primera cifra decimal de 
a+ a. Para demostrar esta afirmaci6n (hist6rica) usare- 
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remos nuestra ignorancia (histórica) del comportamiento de la ex 
pansión decimal den 

Específicamente, nadie sabe si la sucesión 5555 aparece en e� 
ta expansión. Si esta sucesión aparece por primera vez y comienza 
en la k-ésima cifra decimal, entonces k es llamado el número críti 
co (den). No se sabe si un nOmero tal existe y tampoco se sabe, 
si existe, si es par o impar. Además, dado cualquier entero n. no 

negativo , evidentemente se puede determinar sin. es un número - 
crítico ó no; para esto basta calcular la pr_imera n + 3 cifras deci 
males den . 

Para calcular a lo hacemos de la siguiente forma: 

Cualquier cifra decimal de a es 3 a menos que el número 2 n+L - 
sea el número crítico de w en este caso la in+l cifra decimal 
de a es 4 y las demás son 3' s. Así que, si el número crítico den, k, 
es impar a> 1 , pero si k, es paró no existe, entonces a= 

3 3 

Para calcular e lo hacemos de la siguiente forma: 

Cualquier cifra decimal de e es 5 a menos que el número 2n - 

sea el número crítico den; en este caso la 2n cifra decimal de S 
es 5 y las dem�s son 6's. Así que, si el número crítico k den es 
par, S < 2 pero si k es impar o no existe, entonces S = � (11 12 no 

3 3 
existe" significa que 5555 no aparece en la expansión decimal de - 
TT) • 
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Tenemos: 

Si k es par, (l= 1 • e < 2 • (l + e < 1 
3 3 

Si k es impar, (l > 1 • e 2 • (l + e > 1 
3 3 

Si k no existe_, a=.!_. • e 2 • (l + e 
3 3 

Ahora, supongamos que escribiéramos la primera cifra decimal 
de " + 6 . Entonces si <l + 6 empieza con 1. ... entonces <l+6;;. 1 y 

si k existe es impar. Mientras que: 

Si "+ e empieza con . 9 •.. en tonce s o » e,;;; 1 y si k existe es 
par. 

Es decir, si pudiéramos calcular la primer cifra decimal de - 
a+ B, demostraríamos una de las dos proposiciones: "s í : k. existe, 

es impar" o "si k. existe, es pa r"; Esto es, probaríamos: "si 5555 

apareciera en TT, su primera aparición empezaría en un lugar impar" 

o 11si 5555 apareciera en TT, su primera aparición empezaría en un 
lugar impar". Pero no tenemos probada ninguna de estas dos propo 
siciones¡ así que ria podemos escribir la primera cifra decimal de 
"+ e y si podemos escribir todas las cifras decimale de" y de 
e. Esto completa la prueba del teorema 2.1. 
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3, NtlMEROS DALES LOCALIZADOS. 

Ahora consideramos otra posible aproximación a los - 
números reales. 

Definición 3,1. Un número real A es localizado con 
respecto a los racionales si podemos decidir para cada - 
racional 4, cu�l de las tres alternativas vale: 

). < 4, ). 4, A > 4 

Denotaremos al conjunto de los números reales loca 
lizados por Et (t por localizado). 

Teorema 3.1. 

Demostración. Primero vamos a demostrar que Et CEd. 

Sea >. e JRt. Sea M un entero cota superior de 1 ). 1 • 

Comparemos>. con cada uno de los enteros 

- M,-M +l -M•.2, ... ,0,1, •.• ,M-1,M 
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para encontrar la parte entera de A, que le llamaremos q; ensegui 
da comparamos A con cada uno de los números 

q + 1 
10 , q + 2 

10 ' ... , q + 9 
10 

para encontrar la prim�ra cifra decimal de A y asi sucesivamente. 

Para demostrar que lRd � lRa, debemos dar un número con ex 
pansi6n decimal que ho sea ldcalizado con respecto a los raciona 
les. El nfimero a del teorema anterior es de este tipo, ya que no 
podemos decidir cuál de las tres posiciones es verdadera: 

" a<.!.,º "a = .!.", 
3 3 

11a>111 

3 
De aqui que 

Por lo tanto la condici6n de ser localizado es estrictamente 
más fuerte que la de tener una expansi6n decimal. Además la may� 
ria de los números r ea Les , encontrados en análisis son localiza - 
dos, por ejemplo los números.algebraicos y los trascendentes e y 
w como fue probado por Goodstein. Para ilustrar veremos que t'2 

es localizado. Para determinar si un racional� es menor o mayor 
que t'2 (por supuesto que= es imposible) primero preguntamos si 
Je.< O; si asi es,"-< .rT, si no, calculamos Jc.2 y pregunta - 
mos si �2 es menor a mayor que 2. Una propiedad más fuerte de 
rT la probamos en el siguiente teorema: 



Teorema 3.2 
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Para cualquier nú�ero racional Jt, pod� 
mos calcular un número n/t tal que: 

l1t - n 1 > , 
,or.1t. 

(esto significa que la expansión decimal de Jt difiere de 
i2 en o antes de la n/t- ésima cifra decimal). 

Demostración. Tenemos: 

l1t-f"T 1 ;,. 1 1 1t 1- .f""'2 1 

Asi que, escogemos n/t tal que 

< 1 /t 2 
- 21 

1 /t 1 + 2 

I= l1t'-2I 
l1tl+IT 

Probablemente se pensará que cualquier número "raz� 
nab Le " es localizado y que por lo tanto podriamos definir 
los "números reales humanamente calculables" como números 

' 
reales localizados. Sin embargo, el teorema siguiente - 
afirma lo contrario. 
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Teorema 3.3. lR¿ no es cerrado bajo la adición, es 
decir, existen números 1, 6 E lRi tales que 7+6 � lRi. 

Demostración. Sea T = - .rT. No sabemos si la - 
sucesión 5555 aparece en la expan s i ón decimal de rz . - 
Definimos el número crítico de rz de la forma como de 
finimos el número crítico de w. Para calcular 6 escribi 
mos la expansión decimal de rz excepto sin es el nú 
mero crítico de�; en este caso la n-ésima cifra deci 
mal de 6 es O. Antes de demostrar que 6 E lRt' demos 
traremos que 1+ 6 4 lRi. Para esto demostraremos que 
1+ 6 no es localizado con respecto a O: 

Si 1+6 = O, tenemos que 6= rz y esto nos dice que - 
la proposición "5555 no aparece en la expansión decimal - 
de �" es verdadera. 

Si 1+ 6 < O tenemos que la proposición "5555 aparece 
en la expansión decimal de r"z"es verdadera. 

Ahora sí, probaremos que 6E-lR.i; para esto veremos - 
que para cualquiera racional 4, podemos decir cuál de las 
tres proposiciones se cumple: 
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CASO I. 1t > f2 

En este caso 1t > 6 pues 6 � f2. 

CASO II. 1t < f2 . 

Por el teorema 3,2 podemos encontrar n tal que 

Sea la menor de las n's donde lt y i2 defieren. 
Entonces si (Subcaso II.1) no existe número critico de - 
i2 menor o igual que n0, i2 y 6 coinciden para sus - 
primeras n0 cifras y por lo tanto 1t <·6. En el otro caso 
(Subcaso II.2), si existe el número critico y es menor o 
igual que n0, podemos calcular 6 y lo comparamos con lt di 
rectamente. En cualquier caso podernos decidir si� es me 
nor, igual o mayor que 6 y así, 6 E lRt. 

En este teorema se prueba que lR1 no se puede usar - 
como un fundamento para el análisis. 

4. NUMEROS REALES DECIMALMENTE APROXIMABLES 

Ahora daremos la definición de número real que termi 
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na con las dificultades anteriores. 

Definici6n 4.1. Un decimal finito es un número de 
la forma a/1ob donde a es un entero y b un entero no-ne 
gativo. 

DefiniciOn 4.2. Un número real pes llamado deci- 
malmente aproximable (PE lRd) si dado cualquier racio a 
nal E> O podemos encontrar un decimal finito d tal que 

p-d 1 < E 

Teorema 4 .1 lRd e lRda y lRda e¡: lRd • 

Dernostraci6n. Sea p EJRd' Bnt once s por definición pode 

demos aalcular cualquier número de cifras decimales dep,P� 
ra aproximarnos con - 1- solamente necesitamos calcular - ,on 
n + 1 cifras; de aqui que p lRda.. Para refutar el inver 
so, observemos que la suma de dos elementos de lRda está 
en lRd. Sean P1 y P2 E lRda; si d1 yd2 son E/2- aproxí 

a 
maciones a p1 y p2 respectiva�ente, entonces 

ld,+d,) - (P1+P,) 1 .. 1 d,-P1I + ld,-P2I <�+__f._= E 
2 2 

Así que d1+d2 es una E-aproximación a P1+ p2• Por lo tan 
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to p1+ p2 E lRdaº 

Ahora, seana,PE lRdya+P4 lRdya+PEJRdaº 

Asi que, los números reales decimalmente aproxima 
bles son un candidato más aceptable que lRd y JR1 como - 
un fundamento para el análisis constructivo. 

El siguiente teorema confirma esta impresión: 

Teorema 4. 2. lRd a es un campo. 

Demostraci6n. ya probamos que lRda es cerrado bajo 
la adici6n; como un ejemplo de la verificación de los - 
postulados para campo probaremos que lRda es cerrado ba 
jo la multiplicación. Sean p1, p2 E lRd . Buscamos una 

(l 

E- aproximación a p1 p2• Primero calculamos un número - 
M > max (IPil, IP,I). Ahora encontramos e/2M-aproximaci� 
nes d1,d2 a Pi, P, respectivamente con ld1l,ld,I < M. 

Tenemos 

ld,-P,I < e/2M 
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< M E/2 M + M 8h M e 

Así que, d1d2 es una e-aproximación a p.1p2 

Para verificar los postulados de campo, tenemos que 
estar seguros que las afirmaciones de algunos de ellos - 
tienen sentido constructivo. Por ejemplo, en el postula 
do 

( * ) X 'F' 0 .. ( 3 y) ( X y = 1) 

debemos ser cuidadosos para dar el significado correcto a 
la hipótesis x ,fa O ya que es fácil construír un número el 
cual no es menor, igual o mayor que cero. Por·ejemplo, - 
el número y+6 eri el teorema 3.3, es de este tipo. Tene 
mos que x=y + 6 e lRda pero x no es <,=o> cero. ¿Cómo - 
construímos (*) para esta x?. La versión correcta es: 

Si x está separado de cero,.i.e., si conocemos un ra 
cional IL tal que O <" < 1 x 1 , entonces x posee un recíp!!_ 
ero. 
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Esta noti6n de separaci6n es un ejemplo de corno las 
matemáticas constructivas (excepto en contraejemplos) no� 
malmente reemplaza afirmaciones negativas por positivas. 

A algunos lectores les puede sorprender que lRda es 
un campo completo, en el sentido de que si {p,} es una - 
sucesi6n de elementos de lRda tal que para cada E> O po 
dernos calcular NE tal que 

[p. -p. [ < E (.i.,j > N0 

-<. j e 

entonces podemos construir un número PE 1Rda que satisfa 
ce: 

De hecho, la prueba es un cálculo directo con e's y 
cS I 5 • 

Por supuesto, lRda no es un campo ordenado. Ya cono 
cernos un ejemplo de un elemento x=1+ 6 de lRda el cual no 
es ni mayor que cero, ni menor que cero, ni igual a cero. 

Concluirnos tratando de precisar la diferencia entre 
análisis constructivo y análisis recursivo. Lo que hemos 
estado haciendo en este capítulo es análisis constructivo. 
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Aquino se permiten números reales que no sean computa - 
bles ni métodos de prueba que no sean constructivos y el 
concepto de "función computable" o "regla" es un concepto 
primitivo. Por otro lado, el an�lisis recursivo, es el 
estudio, de un cierto subconjunto de.los números reales, 
clásicamente definido, llamado los reales recursivos•. 
"Computable" es simplemente un sinónimo de "recursivo" y 

es una idea definida. Desde el punto de vista de lo que 
llamamos análisis recursivo, los conjuntos lRd, JR1 y lRda - 
son el mismo conjunto pero la prueba de que ellos son el 
mismo no es constructiva. 

*a= A. a1 a2 Q3 ... es un real recursivo si la función f (,{.) = a1 
es recursiva. 
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