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INTRODUCCION 

oscilador•es ar•móriicos es: un sist.e1na 

n,ecánico cuyo uso corno mo de Io en la descr-ipción de las propiedades: 

de diver,sos sist..ernas t·1sicos ha dado t"'esult...ados tnuy impor·t.a.nt.es 

paI'a el desa1'rollo t.ar.t.o de la Fisica Teórica como de las 

Matemáticas Pur•as1 

Newton fue el p r-Lme r-o en emplear- una cade,na lineal p ar-a 

derivar· una. fórmula p ar-a la velocidad del sonido (1686); la 

í mpo r-t.ar.cí a de su rnodelo f·ue que una est.r•uctur-a continua. como una 

cuerda v íb rarrt.e , consti t.uí a un pr-ob Ie ma aún no I'es:uelto en ese 

t..iempo ya que no se conoc1an las ecuaciones: dif'erenciales 

parciales. Trabajos posterior·es llevaron a John Ber·noulli <1727) �� 

establecer la existencia de los moclo s rio r-m a le-ss en que un s:ist.el'na 

puede o ssc.í Lar-, y a su hijo Daniel Ber•nouili (175:"::C) a f'o r-mu l ar- el 

Pr-incipio de Superposición. Fue est.e el inicio de la for•mulación 

de la Mecánica Teórica par-a sistemas de muchas p ar-t.í cxrl.ass. Ellos 

dt e r-o n un tt'at.amiento completo a la cadena lineal de masas 

puntuales. 

Aunque las: leyes que r-í g e n el movimiento de las: cuerdas 

vibI'ant.es: se conocían e mp í r-Lc ame rrt.e , su tratamiento teórico se 

inició hasta el ai'ío de 1713 con trabajos de Taylor•, y el p r-ob Ie ma 

quedó r·esuelto con los t.r•abajos de Euler· u 748) quien ya manejaba 

las ecuaciones di f er·enciales pa1,ciales. L8t'r•ange most.r•ó en 1759 

que la c ue r-d a cont,inua v í brerit.e r-epr·esenta un caso limite de una 

cadena lineal. 

El hecho sobresaliente es que los t.r-ab a jo s, r·ealizados en es:t,a 
dí r-e cc í o n 

pT·opios, se 

a 

est,ableció 

la 

el 

f or·mulación 

Teor•etna 

del 

de 

pr·oblema 

Fo ur-Le r-, 

de 

nacieron las 

llevar-en valor·es 

ecuaciones dí fe r-e nc í a.le s par·ciales, se estudió la propagación de 

ondas, se resolvieron problemas de Ingenie ria Eléct.r·ica, y el 

modelo de la cadena lineal lle�;ó aún más lejos, siendo hasta 

nuestros días base en la t.e or-í a at.omrce de sólidos y en la 

e srt.rucrt.ur-a cr·is�alina, e inc:lus:o en el est.udio de la int..er-acción 

de p ar-t.í cufass con un campo. 

INTRODIJCClON 

LQ o.ad.9cru::1 lit-,lillai de o.s:c:il,-dol"&li: ar,móntcos es un sist.etna 

mecánico C\.IYO u ... o como modelo ei, i:;. descY.lpció1·, de las pr-opiedades: 
d., divér•s:os &ist.<>rn"'� flslc,:,s h& dado 1·•,;,s,ult.ados muy tmp.:.rt.an-t.es 

para. e 1 d@s:arrollo t.ant,o de la F'isica. Teorlca como d@ las 
M:eit..émilt.icaG: Pur-as,� 

Newton fue el pr-í mer-e ,;,n .,mplear una 

del'iv:;.r• \lna f'.:>T-rntlla pal"a la v@loc:idad del 

cader,a . 
sonido 

lineal 

,1686)¡ la 
Importancia ele su modelo fue que una est.ruct.ura cont.1nua, como 1.ma 

,;;uel'dl'i vibI•ant.e, const..it.ula un problema aún no :c-esuelto en ese 

tiempo ya que no se conccran ecub:cione.:s: difer-enc:fa.!es 

parciales. Trabajos: post..,rior-es Ile v ar-on s. John B@r-nouJli <t727} a 

es'la.bJece:r- !& exist..er,cia d€- los medos nor-males en. qu@o un s.:ist,..�•na 

pue-d.. osctlal'·. v a su hijo Daniel Ber-r,ou! \i (17!53) ,. t'o,•mular- e, 1 
Pr-t nc í pt o de, Sup@rposlcion, F'u@ est.e e1 Inicio de la f"or-mulacion 

de la Mecánica T@ól"ica p ar-e sistemas de muchas pal't.lculas. Ellos 

diero1� un t.Y.at..amie-nt.o completo a cader,a lineal de masas 

punt.uales. 

Aunque l...s leyes qu., r·lgen el movimtent.o de láS cuardas 

vibrantes se conoclan empil•icament.@, su t..l'a.t.amlent..o t.@6r-ico se 
inicio hast.a el atio de 1713 cc,ri trabajos d"' Taylor•, y ,;,1 pl'oblema 

quedo r•@s1Jelt.o corv los t.r-aba.jos de E:uler <1:"48) quier, ya manejaba 

las écuaclor.es dlf,a,r-endales parciales. Lat•r,a"g'."' moss t.r-o en 1759 

que, la cue r-da cont,inua vib,-.ant..e r-r,pr@sent.a ur, caso limite de ur.a 

cader,a lineal. 

El hecho sobr-esaliomt.e o?S que los t.r-abtajos r·<>ali-.i;.idos en <,st..a 

est..áb le c t ó 

f•1.'.,l'I"tnUJ�ci6r1 valor-éS 

las 

de pr·oblem.i 

F'ou:r•ier-, 

del 

dé Teor-Qrna ., 1 
la a IL@varor1 

!"JT"Of,J,i.OS. 

"'cuaciones- difer-enciales parciales, se es-t.udl6 lt> propa�ación de 

ondas, se r-esolvi<>r-on pr-oblemas de lnt;enier-ia Eléct.ric.-, y el 

modelo de la cacler..a line,al lle.;6 aún ml'is léjos, siendo hast.a 

nuest.r-os d1as base en la t..eo1•ía at.omica de .sólidos y en la 

e srt.ruc t.un a crist.alina, e lnc:luso er, @l -,st.udio de la int.el'áC:cion 

de pal't.tcul&s con un cempo. 



Er1 Etst.t::t t.r,abé.jo sé 1•evisa.n i1::1lgunas propiedades de la cadena 

la cornponen (cadena con 

cu.at.r-o capit.ulos y una 

el alcance del p:r-esent.e 

(cadena hornogénea) y 

ma.sa dif'ttr-s1=tn.t..t=t al l"est.o 

un det'ect.o). El t.1,abajo 

a1.,n,6nicos,. 

capit.ulo de 

una 

casos: 

iguales 

los 

Te o r-La 

cont.iet�e 

mas:as 

la a 

especial en 

t.odas sus 

la cadena que 

int.r·oduce 

r•esume 

en 

at.et�diendo 

lir,eal con 

se 

rnasas: que 

dividido en 

se 

las 

ha 

caso 

cadena 

donde 

el 

dé 

se 

la 

p r-íme r- 

como son 

conclusiones 

os:cila.dor•es 

el 

de 

de 

sección 

t.r-ab a jo . 

En 

part.iculares: 

liru:,c::1.l 

nor•males del 

Pequei'ias r·esalt.ando el hecho dé 

un sist.ema de pa:r-t.iculas que 

Oscilaciones 

gene:r-al de 

pequel"ías 

ar-m6nicos 

puede 

simples: 

de s cornpo rie r-sse ,como 

de las coor·denadas 

una 

que el 

oscilan 

suma 

movimient.o mas: • 
con amplit.udes: 

de movimient.os 

sist.ema dando 

lugar- as1 a los llarnad<:>s modos no1.,n,ales de os:cilaci6n. 

En el segundo c ap í t.uto , que me r-e oe especial at.ención, s:e 

desa:r-r·olla un mé t.o do de solución de las ecuaciones de movimient.o 

de una cadena lineal de oscilador-es ar·mónicos que cont.iene n 

det'ect.os: de masas: dif e r-e rrt.e s e rrt.r-e si. El mét.odo se basa en la 

exist,encia de las coor-denadas nor·males del s:ist.ema¡ con ello, se 

obt.iene una ecuación polinomial de cuyas: r·aices: se calculan las 

f'r·ecuencias de los modos, norn,ales de oscilación. 

En el t.e r-c e r- capi t.ulo se r·esuelve la ecuación antes 

mencionada par-a el caso p.ar-Lí c u l ar- de la cadena homogénea y se 

descr•iben algunas: de sus: p1·opiedades más impo:r-t.ant.es. 

En el cu ar-t.o capit.ulo se :r-esuelve la ecuación gener·al 

obt.enida en el capitulo II par•a el caso p ar-t.I cnrl.ar- de la cadena 

con un de fe c t.o , En este c a s o , las soluciones se obtienen en f'o r-m.a 

numé:r-ica empleando p ar-a ello el mé t.o do de bisección que es: 

aplicable a la ecuación obt,enida y que además conve:r-ge a las 

soluciones rapidament.e en un rrume r-o pequel'ío de it.e:r-aciones. 

Se espe:r-a que el p1'esent.e t.:r-abajo r·esult.e ser· de lect.ur•a 

ag·r•adable y de bast.,ant.e ayuda par-a quien lo co nss u lt.e . 

Por ú l t.í mo , el aut..or- aprovecha est,e espacio p ar-a expresar· su 

ag r-ade cí mí e nt.o al Pr-ote sso r- Arrt.orrí o Jáu:r-egui D. quien p r-o p usso est.e 

t.ema y se e ric.ar-g-ó de r-e ví s ar- cuidadosament.e el manus cr-í.t.c 

pr-cpor-cror.ando sus valiosas obser•vaciones. 

Era w1•rt.,e-, 't...r-ab.,.Jo ,i;;:lil l'•litvlia:an. éilgur,es J::ll."'opieda.des; d@ la ca.den.si. 

lintiwa.1 d� o.sic.il"-dor•e� a1 .. mól"ltcos" a.t..endi@ndo en @s:peci.al los casos 

par--t..iculares aomo son la cadérla li ne,!;;1,J con t.oda.s s.us masas: igualas 

<e&dena homo�ane�> y el caso en que la caden& cent.lene una 

maga dif&r-An1..W1 el J/'"W-i.t..O d& las: masas que la. componen. (caden;¡a con 

un d@t'ect.o). El t.rahaja se ha dividido e,� cuat.ro capit.ulos y una 

sección de conclusiones donde se l'esume, el alcance del p-r-esent.e 

trabajo. 
En el p r-t me r- c;i,pl t.ulo se int.-r-oduc<> a la Teo,,1.a dé 

Oscilaciones f'@queí'óas resalt..andc. ,;,l hecho de que. o,l movlm:lent..o rnas • 
{;'ene-r-a! de un sist.@ma deo part.iculas: que oscilan con ampli t.udes 

pequel'ias p ur.,de, descompor1E!rse ,e.orno una suma de rnovlmient.os 

armónicos simples de las coor•denadas nor-males de l slst.ema dando 

lugal' .: ... si: :;;t. J.os llamarlas mc do.s nor,lneles de oscil&cibn. 

En el s.e-.g-urldO cap1t..ulo, que E>Special at.enclór,, se 

d&ser-?'olla '-"' met.ado de solucion de las ecuaclones de movimient.c, 

una cader,& lineal de oscilador-es aPmOnicas q\le cont..iene r, 
defect.os: de masas: cltfeNent.es .,nt.r-e si. El mét.odo se basa en fa, 

@xist.enci� de l-=i.s coor-denadas r,.or-mal@s del sis1.,.erna; con ello, se 

obt,fe1"t@ u,�a @cu:.,cjón pollnomi al de cuy.11s N•lces se calculan las 

l'r-ecuenclas de los modos no•'males de oscila.ci6n. 

Er, ., 1 t.e'i'•c@r· cap! t.ulo Sié .r-esuelve !El eeuac:ion ant.es 

mencio"ade para al ,:aso pa1•t.icular• de la cadena homo�én@a y se 

descr,iben al.¡,;ur,as de sus p1·opled;;,des mas lmpor-t.ant.es. 

E.:n el cuaY.t.O caplt.ulo l"it3s:uelve la ecuación �enel'aJ 

obt.,¡,r,ida et� el ca)>l t.ulo 1I par-a el caso p:a.rt1cuJ;;u. .;le la. c:,¡,dena 

con un <:le:fect.o, En est.e caso, las soluciones se cbUene11 en forma 

nume r-ac.a @mplear,do par-a ello el met.odo de t>isección que es 

aplicabla a la e,cuaci6n obt.•mida y que ad@más converll,e a 1as 

soluciones r-&pidament.e er, un nume r-o peque\"\o d,; it.er•ac!ones. 

Se esp@ra que el p1-esent.e t.rabajc. r-e s uí t.e se,:, de lec:t.Ul"-" 

á�-r-adabl,; y d<> bast.ant,e áyuda paT·a quien lo consult..e. 

Po?" uít.tmo , e l aut,Ot' aprovech"' .,st.e espacio p.ar-a ,a:,,presar su 

a�radecimlento al Pl"ol'esoI' Ant.oruo Jaur-@�\li D. quien propuso es:t.e 

t.ema y se encar,�6 de !'evlsar- cutdadosament.e el manus cr-It.o 

p1 ... opo1"cionando sus: valiosas obser-vactones. 



CAPITULO I 

GENERALIDADES EN LA TEORIA DE OSCILACIONES PEQUEÑAS 

En est.,e capitulo se p1··esent.a la t.e o r-La utilizada en el 

estudio del movimiento de un sistema de par-ticulas que oscilan 

alI·ededo1' de su posición de equilibr•io con amplitudes pequeñas. Se 

establ,s,cen las condiciones de estabilidad de la oo nfí.g ur-ac í óri de 

equilibr-io y se obt.ienen las ecuaciones: de movimient,o. 

Finalment.e. se escr•ibe la solución general 

co1nbin.aci6n lineal de los mo do ss nor•males de oscilación�➔? 

como una 

I.1.- ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 

ALREDEDOR DE UNA CONFIOURA.CION DE EQUILIBRIO ESTABLE. 

Consideremos un sist.erna me c.árrí co conser-vat..ivo to r-m ado por· 

par,t.iculas: que se ericuent.r·an bajo la 8.ccion de f"uer•zas que son 

der-ivables de una !°unción de ener·gia potencial de la f'o r-m.a 

V "' V<q ,q , ... ,q ) 
1 2 N 

(I.1) 

independiente del t.iern.po, donde son las coor•denadas 

gene1"'alizadas del sis:t.en,a. 

las ecuaciones de t.r-ansror-mación que def°inen las 

coor·denadas �;ener·alizadas del sistema no dependen explicitamente 

del t.í e mpo ent.onces la energia cinética es una función cuadrát.ica 

de las velocidades ¡;·ener-alizadas 

! N N 

T .. E E m (q ,q , ... ,q ) qq 2 l) l 2 N l J 
1. : 1 J = 1. 

(I.2) 

donde 

1 

CAl>l'l'ULO 1 

OENER.AUDADES EN LA TEORIA DE OSCILACIONES PEQUEÑAS 

cap!Lulr., se pr-eser,t.e la t.eor-1a ut.ilb:ada en .. 1 

est.udio del movimient.o de un slst.ema de pa:r-t.1culas que osctl.a.n 

alr-ededo.- de su posición de ec¡1.11librio con ampllt.udes pequei'i.a.5:. Se 

estable.::en las condicior,es d., estabilidad d,a, la cont'igu:,,aclón d., 

equiltbl'lo 

F'I nalrnent.e, 

y 

se 
se obt.iE>nen 

esc:r-ibe la 

l.a,s ecuaciones de 

como una solución ¡,;ener-al 

movimfent.o 

2➔? combinack,n line,ol d,;, los modos 1·,oy,malas de oecilac16r,. 

I.1.- EcuACl'ONIES OE MOVtMJ:E:N'TO VN SISTEMA PA.RTlCU LAS 

ALREU'EOOR DE UNA. CONF'IO\JRAClO'N DE E:0.UILIBRIO lii:$TABLE:. 

ConsidE!remos un s:ist,e1n.& mecánico cons-t1r-v.:.\t...ivo f'o r-m aclo por 

pa.r,t.t.culas: qu� se é!r1cue•·tt..P�n bajo la accion de :fuo&rzas que son 

d@rivables de ur,.e. Cuncton ele ener•,¡;la potencial de ,a forma 

del t.iempc,;, 

V • V(q ,q , ... ,a ) 
' 2 .... 

donde son las 

CI.1) 

coor•denadas 

€<mer•ali:z.acl...s del sistema. 

Si las ecuaciones de t.l'ansfor•maci6n que d<>nnen las 
coot>denad.;,s g@ner;;,liz,odas del slst.ema no dependen @xpl1cit..ament,e 

del t..iempo ent.onc@s la energ1a cinética es una t'uncion cuadr-,í,t.lc<a 

de las velocidades ¡;ener-alizad.;,s 

donde 

T • ! 
2 

N 

r: 
\ -� 1 

i 

N 

E m <q ,q , .. ,q > �I q 
l.j l :i: N l J 

J - 1 

<l.2) 



J ➔ 
J 

➔ 
2 N r• r· 

m (q ,q , ... ,q ) - r: m __ l __ l 

\.J 1 2 N l 
l = :1 J q' o qj 

CI.:3) 

'•Aqui, ➔ 
1' l 

es el ve ct.o r- de posición en coo1·•denadas ca1-.t, · · anas 

de la p ar-t.í cufa 

simétr•ica, r•eal 

de masa n\; y la mai,r•i z 01 

y definida posit..iva¡ sd mé t.r-í c a 

con elemen.t..os m es 

por•que los t.é r-mtr.os, 

individuales no son at'ectados por- la per•mutaci6n de indices, y 

r-e a l y de rt ní da positiva por- el car-t.ct.er- mismo de la ener-gia 

cinética. 

Nos int..er•esa descr•ibir· el movimiento de est..e sistema 

alr-ededor· ele una configur·acior, de equilíbr-io est..able. Par-a ello, 

r-esolvemos p r-í.rne r-o el pr-ob le ma de localizar• tal c.pnfigur·aci6n de 

equilibr•io. 

La condición neces:ar•ia y suf'icient.e que 

s:ist.en1a posee una cor1figui-•aciún de equilib1•io es 

establece que el 

éJ V 

éJ q 
k 

- o k • 1,2, ... ,N. (1.4) 

la cual e xp r-e ss a que las -fuer•zas gener·alizadas F->n nulas en dicha 

configur-ación. 

Las coor•denadas o o o q ,q , .... q 
:1 2 N 

de la po sd cí ór- de equilib1·•io 

obtienen. en p r-i r.cf p í o , r-e e o Iví e r.do est.e sist.en1a de N ecuaciones:. 

Clar·o est..a que la condición (I.4) sir-ve p,·, "ª Lde rrt.í fí c ar- las 

cont'igur-aciones: de e qi.ií Lí b r-í o del sistema per•o no es: suficiente 

par-a deter•minar· si una de estas: conf·igur-aciones cor-r-esspo nde a una 

de equilibr-io estable. Necesitamos: e rrt.o noe-: una condición 

adicional. E-st.a condición s:e b;=tsa en el e mp le o e: las der•ivadas: de 

segundo or•den de la f uric í o r, de ene1 .. gia p o t.e ric i e: evaluadas: en las 

coor•denadas: de las: posiciones de e qut lí br-ro. l , condición puede 

esc1·•ibi1·•se co mo sigue 2'9 

2 

? 
Jl\ c.q ,q ' .. ,q ) lllii �J J. z . 1",11 

,, -;. 
__ l <l.S) 

de 
slmet.r-lca, r-eal \." definida posJ t.iva¡ slmét.r·ka porque los t,er,minos 

individuales no son a:f'"<ect.;;,dos por la permutación de indices, y 

real y deN.nida posi t.lva por el c:aráct.er mismo de la él">E\I•�ia 

cinét.ic-,, 

Nos- lnt.eresa descr•1 bl r· el movimiento de este sisten1.at 

.alr@declor tle urna, configur-acion de equilibrio estable. Para ello, 

resolvemos: pr-Imer-e el problema de localiza,-. t.al cpnfigul'ación d.s 

equilibrio. 

La cor,didon n&césarla y s-u'flciente que est.able.-ce que .. 1 

8 V 
- o k • 112, ... ,N <I.4) 

la cual expr,.sa que las f"uet'Z>'!IS 1,en<e1•a1J2:adas � >n nulas en dicha 

cont'igurac.lón. 

Lai;; coo1..,denadae 

úbt.l•men, e1� prlndpto, 

o o o 
q l ,q2. .,.,.,qN 

r-ésolvlendo 

d❖ la pósic16n de equiUb,,io 

est,,e :;;iste1n� di!? N -c=-i::::ua.cioru�:s.. 

s,e 

ctar-o est.,; .:¡u.i. la ccnencton (l .4) :.airve p.-.<'& idei�til'ic.ar- lás 

conn;;-uraciones de equHlbl'io de,l s!st.ema pero no es su:ficient.@ 

par,a de,t.errninar· si una de est.ae;: confi;;-ur,;,clon.,s cor•r-esponde a une 

de equ:llibr-io eslable. Neces1t.amos ent.once, una condición 

adicional, Est.a col\dicl6n se 1:,..,.,., @n el empleo d las derivadas de 

s:egur1do o r-de r- de Ja función de en@1�.gia pot...cnci�1 evaluadas en las 

coor,denad&s de las posiclor,es de equilibl'io. 1 � cor,dición puede 
escr-ibirsa como sir;u.,z,s 

2 



1 
iJ2V iJ2V a2v a2v 

b2V " 2 
¡j 2 b qi a ql-1 qi ¡j qi {J q2 q. 

> o, > Q > • • • I > o 
b 2 

q. <qº} a2v a2v 
1 a2v b2V 

a q a 2 
q. " q <qº} ?. 2 2 a ¡j ª2 ql-1 qi ql-1 <qº} 

(I.5) 

que establece que todos los deter•minantes (I.5) evaluados en la 

posición de equilibr·io deb,;,n ser• positivos p ar-a que exista un 

minimo r•elativo de la e1�er,gia potencial r·ee¡pecto a las 

cont'igur,aciones p r-ó xí mees del sistema. 

Las condiciones (I.4) y (I.5:> asegur•an la existencia de una 

configur•acion de equilibr•io est.able. Supongamos que el sistema 

con el que est.an,os tr•atando cumple con estas condiciones y 
o o o denot..etnos con q 
1 ,.q2 , ... ,qN las cooi-·•deriadas de la cont•igur-ación de 

equilibr·io estable. 

Pal"a descr•ibir• 

conf'igur•ación demos 

el 

un 

movimiento del sistema alr·ededor• de esta 
(v,,,r.,.,._,\.) 

desplaza1nient.o pequel"ío a cada una de las 

p ar-t.í cutaes a p ar-t.í r- de su posición de e-qtrí Ií b r-Lo j y denotemos con 

X 
k 

las desviaciones experi1nent.adas por· las coor·denadas 

gener,alizadas en el ir,stante t 

+ X 
k 

k • 1,2, ... ,N. (I.6) 

El des&l"l"ollo en ser•ie de Taylor, ab•ededor, de la posición de 

equilibr,io de las ener,gias: cinética y potencial nos p e r-mí te 

escribir· estas: !unciones: en tér·1ninos: de los desplazamientos X . 
k 

La 

expr•esión pal"& la ene1·gla potencial as:1 obtenida es 

+�[OV] 
x+½ 

t.=- 1 a q . o. ' 
J <.q } 

N 

r: 
N 

r: 
j=. 

] 
xx.+ ... 
' J . O. <.q } 

(l.7) 

Asignemos el valor cero a la enel"gia potencial en la posición 

3 

'1 

b�V b2V {J,.V h2V 

h2V " 2 
., l} ¡I} q: {j q l} qN q. q. q" • > o, > o' ' .. ' 1 > o 

2 
{j q. <qº} e/'v (lv 

1 .,2 V .,2 V 
d q d ., 2 q. q a o 

'2 � «1 } ,, /J "ª qN q qN {q"'> • 
<I.5) 

que est..ablece que t.odos .los det.er•minbr,t.es <I.'5) evaluados en la 

pos1ci6r, de equilibrio deben ser p osd t.í voss pal'& que @);iSt.b un 

rrurumo relat.lvo ele la ener-gt .. pot.encial a las 

con:figut-acione,;: pt-6><imas de l sist.ema. 

Las con<licior,es (1.4) y (I.5:> asegur••m la e"i,st.E!naia ele un., 

coni'igur.aclón de ,;,quilihl"'iO est.,.ble. Supongamos que @l sist..ema 

co n el que est..&mos t.."&t..e.ndo cumple con es:t..as condiciones y 
o o o der,ot..emos COI\ q ,q , ... ,q 1 .. s cool'den;a,da¡¡; de la conft{!;�Ac16n de. 
• � N 

equilibrio 6st..able. 

connguraciOT, démos un 

n1ovlmier,t.o del sist..am.a, alr•eeledo,, de es:"t-a 
{vi-.-t'u0ul.) 

despl.a,zamient.o pequll>i\o t,. cada una de las 

pal't..iculas .- p ar-t.f r- de su p<>slciór, de equilibrio; y del'Jot.@mos con 

las desviacior, .. ., e"pe1-im@nt.ad&S por• las coarden�das 
�@ne:r-a.lize.d.&s @n el in5:t.ant.¡¡, t 

k • 1,2, ... ,N. <l.6) 

El desarrollo en sér-1@ de Taylor> ab•ededor de la posickm de 

equilibrio de las er1@r-g1as cinét.lca y pot.encial nos permit,e 

es:cT'lbl.t> est.as f"u11clor,es en 1.é1'minos de los despfa,zamier,t..os La 
e>1p:r-esi6n par-a la ener¡a;l.- pot,enclal .;.s:1 ob"t,er,tda .,., 

),1 

E 
N 

I: 
J- t 

<I.7:> 

Asil¡';nemos el valor cero a la energía po t.e nc í a.l en la poslci6n 

' 



de equilibr-io, lo cual elimina el p1,imer- tér•mino en el desar-r•ollo; 

ésto puede lo(!;r•a1·•se haciendo coir,cidir- el or•igen del sistema de 

r•ef·er,encia con el mí rrí mo de la ene1,gia po t.e ncí e l. Como r,otar•emos 

n1as adelante la selección de este valor, es ir-r-elevant.e en las 

ecuaciones de movimiento. 

El segundo tér,mino es nulo de acuer·do con la condición <I.4); 

por• lo que el p r-Lme r- tér·mino distinto de ce r-o en el desar•r•ollo es 

el t.é r-rní no c uadrat.í co er1 los desplazamient.os. De est .. a ror-ma, el 

potencial del sistema e Ir-e de do r- del punto de equilibr·io, en su 

ap1·oximaci6n de más bajo o r-de n , ,;,stá dado por· 

! N N 

V - E E k XX (I.8) 
2 lJ l J i.=:1. J: 1 

donde 

[ 
a 

a2v ]<qº> 
k - (l.9) 

•J q_ {J qj ' 
son ,;,lem,;,ntos de la matr·iz 1)( qu,;, es r-e a l , constanté, simétr,ica y 

además def°irdda positiva d,;, acuer•do con (l.5). 

Par•a escr·ibir· la enei··g-1.a cinét.ica oo mo un desar-r·ollo en se1·•ie 

solo es 

contienen la 

des: a1·· r· o lla1·· 

dependencia 

las cantidades 

de 

1n .. 
'J 

las 

las cuales 

t'uncional 

necesa1··io 

coor-denadas 
gen,;,r,alizadas 

m. 
'J 

N 

[ 

+ E 
k:i 

{J m 
__ q (I.10) 

usando (I.10) y la der·ivada t.e mp o r-e l de <I.6) en (I.2) obtenemos 

! 
N N 

! 
N N 

k�1 

[ a m 
1' E 

o .. 
E __ i..J 

] 

X ;, ;, - E m .. «q })x x. + E + 2 \.J \. J 2 a k ' j i..=i j= 1 \.=1 j: 1 q <qº} k 
(l.11) 

Si conser•v al'nos de nuevo solo los t..é1"minos cuadr·áticos 

4 

da .. quilibl"io, lo cual alimin"' el p,,imer- t.�l>mino <>n el de61al'l'<>llo¡ 

ést.o pued,;, logr,.,_r-se haciendo coir,cidir• el <>l"tgen d&l si,;,t._,ma, dé 

r-ef'eréncia con el mtnimo de la ener-gia pot.er,.:;L;,l. Como not. .. r-emos 

mas ad;,lant.e fa, selaccion de est..e valo1' as il'l'élava:nt.a en las 

ecuaciones ele movimiant.o. 

El segundo t.6rmino es r,ulo de acuai•do con la condlclon (I.4), 

p o r- lo que el pr-lmeP t..,a,mlr,o disttnt.o de C<"I'O en el dasai•:rollo es 

el t..�rmir,o cuadr•&t.lco en los desplazamier,t.ós:. De est.a f'oi•ma, el 

potancial. d .. l slst.ema afr·ededo,:, del punt.o de equillb,..io, en su 

ap••o><imación da más b&jo orden, est.á d,&,do por· 

V • ! 
2 k " " l J L J 

<I.8) 

donde 

k 
lJ 

(I,9) 

son alemer,t.os de la mat.r•iz [K que es 1•eal., .:or,s1-ant@, simét.r-ioa y 

adem,l,s d.,firrlda J:>óSI t..iva de .,cuéY.do con (l.�). 

f'ar·A -l!:.tsc1•ibir, lGI e1·i�1.,gt� c:irit::t.ic� como un cles.a.1-.Y>ollo era St;.!".r-1& 

neces .. r•io 

las coor-der,ad&s 

cuales las m, 
'J 

de 

ea n t.i dadé"' la.es 

1-u.-.cional de"p<>nd@ncl.\'> La 

solo es 

contienen 

m 
,; 

N 

[ 

+ E 
kai 

el m __ ,, 
IJ q 

k 

<l.iO) 

usar,do <I.10) y la de1,ivada t.erni:,or-al dé a.6) e1� (1.2) obt.@nemos 

'I' • ! 
2 

N 

r: 
N 

ú ' ' E m «q }>>< " 
- '' ' J JW 1, 

lJ m --•J + ... 

{I.10 

Si con.ser-van,os de ruie vo :;:olo los t..é1"'m1r,os 
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ent-onces 

! N N 

T - r: E m .. ><. >< 2 \.J \. J i.=t J=. 

(l.12) 

donde la mat.r-tz; [M es ahor•a const-ant-e, real y simét-rica. 

Usemos las ei<presiones: de las: energ-ias pot-encial y cinét-ica 

co nest.r-uí r 

oscilaciones pequei'ías del sist-ema alr•ededor de la posición de 

Lagrangiana apr·opiada 

par•a 

las: describir 

r•espect,i v ament-e 

para 
(1.12), y (1.8) ecuaciones: la 

una 

por- dadas 

equilibrio est-able 

! N N 

:e - T - V - r: r: (m .. "' "' - k l< l< ) (1.13) 
2 CJ ' J ,j i j 

1.: 1 J= 1 

La sust-i t-ución de es:t-a función en las ecuaciones de 

mo v í mí.e rrt.o de Lag-r•a.ng-e 

d a :e a :e 
- o 

dt, a >< b xk k 

k • 1,2, ... ,N. G.14) 

nos conduce a un conjunt...o de N ecuaciones dtf·er·enciales de segundo 

o r-de n , acopladas, lineales:, homogéneas y con coef·icient-es 

const,ant-es: dadas por 

N 
l: Cm >< + k >< ) • O 

i.j J i.j j 
J= 1 

• 1,2, ... ,N. (1.16) 

Es:t-e sist-ema de ecuaciones podemos: es:cribir•lo en for•ma 

mat-r·icial como 

(l.16) 

donde se ha definido el ve ct.or- columna 

6 

'í' - ! 2 

N 

E 
N 

Em."" \..) l J 
J* i 

(1.12) 

donde la matriz 1H es at,o:r<a cons't.ant.e , real y simét.:r-ica. 

Usemos las e"presior,e;;; d" las enel'gtas potencial y clnet.ica 

const.r·u11' La� r- a.r-1.g-i a.n� apr·oplada 

r•-,spect.i vament..e par-a 
las descr-ibi.r pal"� 

(I.i2), y (1.8) e.,cut.actories la 
una 

por• dad;¡;,s 

oseila.c:iones péqu.,íias del ;,j,;,t.ema all'ededor de la. pos:1c16r, de 

equilibr-la @st.able 

N 

r: 
N 
i::: (,n X X 

1-J " J ;�, 
(1.13) 

La sust.l t. uci6 n de est.a !'unc16ri las ecuaciones de 

movimierit.o dé Lag'.r•ar,ge 

d. ,!J;t; 82 
-- - o 

dt. b xk (J ><k 

k • 1,6,. ... ,N. 

ru.:.s conducE: a u,� cor,Junt.o de N ecuacior,es diC@r•@ndales de segur,do 

or-den, acc.pladas, lin@ales, horn<>�énea,s y con coe t'icient. .. s 

const.ant.es dAda.s por- 

N 

E ún ·" 
J=.l lJ J 

+l<l<)•O 
'l J 

(I.1.6) 

Es:t.e sist.@ma de ecuaéiones podemos escr-ibirlo en for,m.a. 

m ... t.ricial como 

tl1�+1K�-o (I.16) 

dónd,. se ha det"tr:oido el vect..or columna 
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" • 
➔ "' (I.17) " - 2 

" N 

el vect.or aceler-ación 

[ " l • 2➔ d2 
d " " ➔ 2 (I.18) " - - dt..2 dt..2 

" N 

• 
y se ha hecho uso de las mat..:rices 

[ 
m m m 

ii 12 <N 
m m m 

[)1 2t 22 2N (I.19) - 
m m m Ni N2 NN 

[ 
k k k 

H {2 iN 
k k k 

[K - 
2t 22 2N (I.20) 

k k k Nt N2 NN 

En est..a l'ep:resent..aci6n las 

podemos exp:resar•las como 

energias cinét..ica y pot..encial 

donde 

6 

(!.21) 

(I.22) 

(I.23) 

" N 

el ve.:t.c,r acE!ll-er,.ación 

[ 
X 

1 ,� d2 d >< ,, � 2 " .. - dt. 2. dt. > 
X ,.. 

y se ha hecho uso de Jas mat.rices: 

<l.17) 

(I.18) 

ll1 - 

[ rn u m u 
m u: 

m 
N2 

m ... 
m 

2N 

ll'\n• 

(l.i9) 

En est,a 

pod<>mos expr,@sar-las como 

donde 

k k k .. <2 ª' k k k 
1K 2l 22 2N - 

\e ¡,_ k .. � "' ..... 

.l'T'I 1...,T[l1➔ 

.i•2x )f 

clnét.ica y 

(1.20} 

po·t,encial 

X T - ( 

6 

X , >l. ,. ... ,X 
1 2 N 

) (1.2:3) 



y 

➔ T 
X • 

dt dt 
(1.24) 

d � T d - 
De esta fo r-m a hemos establecido las condiciones par-a la 

existencia de una configuración de equilibr·io estable de un 

sistema conservativo de particulas; y tuvimos cuidado de expresar• 

las energias cinética y potencial oo mo t·unciones apr•oximadas 

alrededor, de dicha conf'iguración de tal manera que el or-den de 

aproximación -elegido, el cual es el más bajo, nos pe r-mí t.í ó obt.ener· 

ecuaciones de mo v í mi e rrt.o lineales y acopladas a las que 
• consideY•amos ·con10 con1ponent.es de una ecuación n1at.r,icial. 

I.2.- LA ORTOOONALIDAD DE LOS VECTORES PROPIOS. 

La ecuación (I.16) indica que las oscilaciones pequei"ías del 

sistema ""lr·ededor• de la posición de equilibr-io estable son 

ar•mónic""s p o r- lo que podernos intentar· una solución de la f o r-ma 

x. • a.Cos(wt-y) 
J J 

j • 1,2, ... ,N. (1.25) 

donde las a, son r·eales y y es una fase. Esto implica que todas 
J 

las par-ticulas del sistema oscilar•�r, alr•ededor- de la posición de 

equilibrio con la misma t·recuencia w. 

De igual maner•a podemos manipular, (I.25) como la p ar-t,o r-e al 

de 

➔ ➔ _ i <wt-y) x•a,� (1.26) 

Con la sustitución de (1.26) en (1.16) obtenemos una ecuación 

par-a las amplitudes Z 

·n.•· 201 ➔ :, (.U::,. - ú.) )a, - u 

7 

(1.27) 

y 

➔ T 
X • 

dt, dt, 
(1.24) 

d ;!: T d - 
De est,a :for·ma hemos establecido las condiciones par-a la 

existencia de una configur-ación de e qui Ií b r-í o estable de un 

sist.ema conser-vativo de par-t.iculas; y t,uvimos cuidado de e xp r-e ssar- 

las ener-gias cinét,ica y pot,encial como :funciones apr•oximadas 

alrededor- de dicha con:figur-ación de t,al maner•a que el ar-den de 

aproximación -elegido� el cual es el má.s bajo, nos p e r .. mí t.í ó o b t.e rre r- 

ecuaciones de mo v í mi e rrt.o lin,a,ales y acopladas a las que 
• consideY•amos ·con10 con1ponent.es de una ecuación matr,icial. 

I.2. - LA ORTOOONALIDAD DE LOS VECTORES PROPIOS. 

La ecuación (1.16) indica que las oscilaciones pequeí'ías del 

sistema ii<lr·ededor• de la posición de equilibr-io estable son 
ii<r•mónicii<s por• lo que podemos intent.ar· una solución de la f'o r-ma 

x. • a.Cos(wt-y) 
J J 

j • 1,2, ... ,N. (1.25) 

donde las a, son r·eales y y es una t·ii<se. Esto implica que todas 
J 

las par-ticulas del sistema oscilar•án alr•ededor• de la posición de 

equilibr-io con la misma f·r-ecuencia w. 

De igual maner•a podemos manipular- (1.25) como la p ar-t.e r-eal 

de 

➔ ➔ _ i (wt-y) 
X • a, � (1.26) 

Con la sustitución de (1.26) &n (1.16) obtenemos una ecuación 

par·a las amplit,udes l 

(I.27) 
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que er, t.é r-mí rio s de componen.t..es podemos escr·ibil' como 
N 

E (k 
J= 1 \.J 

2 . - w m. >a 'J J - o L • 1,2, ... ,N. (I.28) 

La condición necesar•ia y sut•icient..e pal'a que est..e sist..ema de 

ecuaciones algeb1·•.É-l.icas, lineales y hornogéneas tenga soluciones 

dif•er•er1t.es de la solución t.r-I vial es que el det.er•nünant.e de los: 

coef·icient..es se anule 

l[K - w2ll'I I • o (I.29) 

es decir-, 

k 2 k 2 k 2 -w m -w m - w n\ u u . " i2 -iN iN 

k 2 k 2 k 2 -w m - W JTI - w 1n 21 21 22 22 2N 2N o (I.30) - 
k 2 k 2 k 2 -w m -w m -w m Ni Ni N2 N2 NN NN 

El desal'r·ollo de este detel'minante nos lleva a una ecuación 

polinomial de gr•ado N en 

sistema caractel'lstica o secula1·• 

2 w 

del 

que se conoce 

(I.28) y 

corno 

tiene 

la 

N 

ecuación 

r•aices 

di!'erentes; o menos ya que algunas r·aices pueden ser múltiples, en 

tal caso se dice que en el sistema e>.'.iste degeneración. En este 

t.r•abajo solo cons:iderar·emos el caso no degenerado. Las r-aices se 
2 den0t.,ar, p o r- w y se llan,an t·r·ecuencias ca1•act.er•1st..icas, :f1·•ecuencias 
I' 

pr•opias, eigent·recuencias o t·r•ecuencias nor•males de oscilación. 

Sustituyendo cEsda de estos 'valor-es de 2 w en (I.28) 
podemos despejar• N-1 

➔ a, 
l' 

es 

f·unc.::ión en 

vect.or•es 

... 
➔ a, 

component.e 

de 

del vect.01-. 

de 

ir,f·ini t.o 

cornponent.es 

el valor 

un r.úme r-o 

de las 

Como 

hab1·•i=t 

la de r•est.ant.e � 

-� a1--bi t.rar•io, ent.orlcei:::;: 

asociados con la t r-e cue noí a nor-m a! w , estos vectores di!'ieren uno 
l' 

del o t.r-o única.,nent.e po r- su t.a.n,aKo. Con10 hay N valor•es de 2 w 
podemos oorest.r-uf r- N ve ct.or-ess , cada uno de ellos asociado con una 

eigenf'1,ecuencia. Todos los vect-ol'es asl obtenidos se llaman 

eigenvecto1'es o ve ct.or-e s pr·opios del sistema (I.28). 
Consideremos un conjunto de N vectores p r-op í oss cada uno 

8 

que er, t,é:rminc.s de, comporse nt.ess podemoe. eser•! bll' como 
N 

I:: (k 
•l J = J. 

- ú/m )a • O 
•J J 

t • 1,2, ... ,N. Cl.28) 

La condición necesaria y su·ficlent.e para que est..e sist.enua d., 

.ecu:.;s.ciones lineo,les y solucion@s 

clii'e:r•ent..�e de l� �oluctór1 t.1 .. -ivi<=11l es que él det.ea-r•1ninant..E! d9 los 

co .. ricier,t.es se ;¡,nule 

es decil', 

IIK - ..,20't 1 - o <I.29) 

k 2. 
k 

2 k 2 -w m -e:.::. m -w m .. .. -t :i ·12 <N 1 N 
2 k 2 k 2 

k - "' m - "' m -w m 
21 21 22 22 º' 2N o (I.90) - 

k 2 k 2 k 2 
- "' m -<.> m -<.> m 

"' ..,, N2 1-12 NN N>I 

El desarr,ollc. d0 ,.,.t,,. det.erminant,e nos lleva a un.a ecuaciór, 

¡:,olirioml&l de ¡:;r"'do N 2 en w 

del 
que 
sis-t..ema 

conoce 

(I.28) y 

eromo le 
N 

.,,,..1eelór, 

rai.ces s,;.cu.lar- t..len,i, 
dlf"eI'ent.es; o menos ya qu@ al¡:;un-,,s ralees pl.leden ser mult.iples, en 
t.al caso se dJce que er:, el sistema .a><ist.e, der;eneraclón. En E,St.e 
trabe.jo solo con.adderaremos el caso no deg.a,n@rado. L.;,s 1'aices se 
der1ot .. An. 

propias, 

2 poi·• (.,) )'' s� llh.nl�r, 1--r,ec:ue.,ncl.B.s ca�act..e1·•i�t..tl::as, fl.'ecue-r,ci�a 
r 

elgerilr-ecuer,cias o t'l>ecuenciae, nol"males de oscilación.. 
Sust.it.uy .. ,�,:k, ca.da urio ,:1., estos 

pectemos despej .. ,. N-i dé las compon.ent..@s 

de, Ja rest.án.te � Como el valor, 

e1' t>I t.rar-io, @ntor,ce hab1 .. a un r.úme r-o 

V&lOJ'o-étS 

d@l vector 

d"' 

ir,flr,it.o de 

(128) 
t"ur,cion 

compor,ent.e 

asociados 

del ot,r-o 
con la f"r-ecuen-cia, normal w ., 

r 
ún.icamt;!nt,,e por· su -til.mafio. 

est.os 

Como 

vt!>ct.or@,;;: diNex>en 
he,. y N Valor-es d@ 

uno 
2 

"' 
podemos con.s:t.ruir N v.::.ct.or•es, cada uno de ellos ASociado con una 

,;,ir:;erif1,ecuencia. Todos lo..- vectores &Sl ob t.e rd dos, S@ !Laman 

eitenvect.or@s: o vecto1•es pr·opios del sis:t.ema <f.28). 

Consider,emos un conjunt.o de 

8 

N vecto1•es propios c:ada uno 



asociado con una f·r·ecuencia difer•ent.e; cada t·r•ecuencia normal con 

su cor•respor,dient..e vect..or propio define un modo normal de 

oscilación. La solución general de la ecuación (1.16) podemos 

es:cribir•la como una combinación lineal de las soluciones: obt..enidas 

para cada uno de los N valores de r de �cuerdo con el pr·incipk, de 

super•posición que se sigue del hecho de que las ecuaciones de 

movimient..o son lineales 

o bien 

(1.31) 

".(t..) 
.) 

<I.32) 

Por supuest..o que la par•t..e real de (1.32) es la 

cor-respondient..e al movimient..o v e r-d.ade r-o 

x.(t..) • 
J 

N 

E a, 
J' r=i. 

Cos:<w t..-y ) ' ' 
(1.33) 

Las: f1,ecuencias: normales w deben s:et' cant..idades: reales para 

que la solución (I.33) repres:ent..e un movimient..o oscilat..orio; w ,. 
no puede t..ener· component..e imaginaria po r-que en t..al caso en la 

expresión par•a X 
J 
y 

apar·ecerian 

al calcular 

t..érminos que 

la ene1'gia 

crecen 

del 

o decaen 

se exponencialment..e, sist..ema 

encont.1,aria que est.a aument.a o de cr-e ce con el t.iempo, lo cual 

ccr.t.r-adtce la hipótesis: de que el s:is:t..ema cori el que s:e est..á 

}r·aLando es conser•vativo. 

Para probar que w es ef'ect..ivament..e 
I' 

una cant..idad real, bas:t..a 

con que pr•oben,os que 2 w es positiva. Par·a hace1·•lo, escr•iban1os la 

ecuación (1.28) para la r-és:ima r-aa z de la ecuación secular• como 

sigue 

N 

E m a, 
1� . i.j JT 

J=i 

9 

N 
• ,... k a 

'-" \._j jr 
J= 1 

(1.34) 

asociado con una fr·ecuencia dí t'e r-e nt.e , cada f·r-ecuencia rio r-rned con 

su cor•respondient.e vect..or- pr-op ío de:fine un modo normal de 

oscilación. La solución gene1,al de la ecuación (1.16) podemos 

escribir•la como una combinación lineal de las soluciones obt.enidas 

para cada uno de los N valor•es de r de acuerdo con el principio de 

superposición que se sigue del hecho de que las ecuaciones de 

movimient.o son lineales 

o bien 

➔ 
X • e 

i (o, t,-y ) ' 
r r (1.31) 

N 

X (t,) • • r: a. 
J r=:1 Jr 

(1.32) 

Por supuest.o que la real de (1.32) es la 

correspondient.e al movimiento ver•dadero 

x_(t,) • 
J 

Cos(w t,-y ) • • 
(1.33) 

Las :f1,ecuencias normales w deben sel' cant.idades reales para 
l' 

que la solución (I.33) Pepl'esent.e un mo v í mí e rrt.o oscilat.orio; w 

no puede t.ener· component.e imaginaria porque en t.al caso en la 

e xp r-e sd óri p ar-a X 
J 
y 

apar·ecerian 

al calcular 

t.érminos que 

la ene1'gia 

crecen 
del 

o decaen 

se exponencialment.e, sist.ema 

encont.1,ar-ia que est.a aument..a o de cr-e ce con el t.í ernpo , lo cual 

cont.1,adice la hipótesis de que el sist.ema con el que se est.á 

}r-a:Lando es cons:ervat..ivo. 
Para probar que w es et·ect.ivament.e 

r 
una cant.idad real, bast.a 

con que pr,oben1os que 2 w es positiva. Par·a. hace1·•lo, escz•iban1os la 

ecuación (1.28) p ar-a la r-r-é es í m.a ralz de la ecuación secular• corno 

sigue 

N 

E m a 
l' . iJ JY· 

J=. 

9 

- N 

r: k a 
\ j jr 

J::; J. 

(1.34) 2 w 



Mult.,ipliqut:tinos t::1-st..i:1. écuaci6n por, 

obtener, 

y sun1én1os sobr•& L par•tt 

N N N N 
2 E r;ma,a, E Ek.a-a- (I.36) ,.., - r· , i.j i..l' jr LJ Lr· jr 

L= 1 ¡=;. L= 1 J= 1 

de donde 

N N 

E E k a,. a,. 
( .) ' r .) r 

i..:::: i j=< 
2 w - r N N 

E E m a, a, . 
i. j ' I' J r· \. = i j =. 

que escr,ita en ror-ma matr,icial queda 

➔ T O< 
➔ a, a, 

I' l' 
2 w - r ➔ T 01 ➔ a, a, 

r r 

(I.36) 

(I.37) 

De acuer,do con las ecuaciones (1.21) y (1.22) el denominador• 

es el doble de la ctr.e t.í ca cuando las velocidades 

toman los valor,es a-. y por, lo tanto la suma es positiva; el 

nume r-ador- es el doble de la ener•gia potencial par,a las coor•denadas 

y la condiciór, de que V es minima en el e qtrí Ií b r-í.o exige que 

la suma sea m.ayo r- o i�ual que c e r-o , asi que 2 w 
l' 

es t'inita y 

positiva, aunque puede ser• cer,o, y p o r 

r•eal tal como se espe,,aba. 

lo t.ar.t,o w es 
r 

una cantidad 

En el caso en que w 
r· 

• O el modo es f'1sicamente dif'er,ente 

por-que el mo v í mí e rrt.o no es ar·rnónico. Po r- est..a raz ó n se conoce corno 

modo de cue1•po r•lgido. Las: ener-gias cinét.ica y potencial son 

constantes lo que da lugar, a movimiento unif'or•me de tr>aslación o 

:rotación. 

Deducir•emos a continuación una p r-op í e d.ad t·undamental de los 

vect.or·es propios p8.r·a ello p1>ocedan1<Js de la siguient.e rnaner-a: 

escr•ibamos de nuevo la ecuación (I.28) pa1•a la s-ésima t'aiz de la 

ecuación secular· 

10 

Mult,ipliqut:t1nos t:tst.-=t écua.ci6n p o r 

obtener- 

y SUfl\é fl\OS sobr•tt L pa.1·,a, 

N N N N 
2 E Ema.a. E Eka.a. (1.36) w - , .. _ i.j i.r jr i.j i.r Jr 

t.=1 ,=• t.= 1 J= i 

de donde 

N N 

E E k . a, a, . 
' J ' r .) r \.. = i j = .. 

2 ,,:, - r· N N 

E E m. a, a, . 
' j • I' J r· i.. = i j = .. 

que escrita en ror-ma matr·icial que'da 

➔ T [K 
➔ a, a, 

l' r 
2 w - r ➔ T 01 ➔ a, a, 

r r 

(1.36) 

(1.37) 

De acuerdo con las ecuaciones (1.21) y (1.22) el denominador• 

es el doble de la ener•gia cinética cuando las velocidades X 
' toman los valores a,_ 

u· 
y por lo tanto la suma es positiva; el 

nume r-ador- es el doble de la ener•g1a potencial par-a las coor•denadas 

a.. y la condiciór, de que V es minima en el equilibr•io exige que 
U· 

l& suma sea m ayc r- o igual que c e r-o , asi que 2 w 
l' 

es t'inita y 

posit.iva, aunque puede ser• cer-o, y p o r- lo 

r•eal tal como se esper-aba. 

t.arrt.o w es 
r 

una cantidad 

En el caso en que w • O el modo es f1sicamente df f'e r-e rrt.e 

por-que el mo v í mí e rrt.o no es a1··1n6nico. Por• est..a r•azón se conoce como 

modo de c ue r-p o Mgido. Las ener-gias cinética y potencial son 

const.ant.es lo que da lugar- a movimiento uni:for•me de t.r-aslación o 

r-otación. 

Deducir•emos a co1,tinuaci6n una p r-o p í e daid t·undamental de los 

vect..or·es: propios 
➔ 
el, p8.1··a e Uo p1·•ocedan1úS de la siguiente 

escr•ibamos de nuevo la ecuación (1.28) pa1"a la s-ésima l"&iz de la 

ecuación secular· 

10 



N 
2 w I:m a, 
9 i.j j6 

¡= 1 

N 

• E k. ·ª· . 1.J J9 J=l 
(1.38) 

Mult.ipliquemos est.a ecuación por 

indica L 

ª· H 
y sumemos sobre el 

N N 
•<"'..,ka.a, 

L., .L,, i..j 1,r jw 
\. = iJ=:1 

(1.39) 

En la ecuación (1.34) pe1,mut.emos los indic,;,s L y j, y usemos 

la simet.r•ia de las: mat.r•ices: 01 y O( par•a es:cr•ibir, 

N 
2 

w E m .. "-. r. \.J 1,,.r 
\. =i • 

N 

•Ek«- . i..j i..r 
\. =i 

<I.40) 

mult.ipliquemos es:t.a ecuación por a, y sumemos: sobre j 
J• 

N N 
2 

w<"' '"'maa r. � . L,, i..j i..r jti 
1.= :1 J = i 

N N 
•'"' <"'ka,a, . '- . '- i.j i.r je 

\.=iJ:i 

(1.41) 

Rest.emos la ecuación (1.39) de la (1.41) para ob t.erie r- 

«,/ - 
r 

N N 
2
· E E w> ma..a. 

9 . . i.j i..r- JS. \. = iJ= i 
- o (1.42) 

Analicemos las: dos posibilidades r• ,. s: y r, • s. Par�a r• � s, 

el t.e r-mí rro (w2 - w2) éS 
I' S 

t.r-atarido el caso no 

idént.icament.e cero 

dif'é1·•ent.e de 

degener•ado), 

cet"O (r•ecor•demos: que est.an,os 

ent.onces: la suma debe ser• 

N N 
E E m Ct... a... • 0 

l..J t r- Jii 
(1.43) 

est.o significa que los vect.or•es propios t·orman un conjunt.o 

ort.ogonal con peso la mat.r,iz 01. 

Par-a el caso r· • s, e I :factor «.,./ - <.,./) es cer,o y la su1na 

queda indet.er,minada. La suma no puede ser· idént.icament.e oe r-o. Para 

mo s t.r-ar- es:t.o, escr,ibamos: la e ne r-g í a cinét.ica del sist.ema usando la 

11 

N 
• E k_ a,_ 

. '-J Jal 
J:;: l 

(1.38) 

Mult.ipliquemos est.a ecuación por 

indica L 

y sumemos sobr-e el 

N N 
• .-..-.ka,a, 

L., _L., 1.j \.1' j• \. = :1J=:1 

(1.39) 

En la ecuación (1.34) pe1,mut<>mos los indices e y j, y usemos 

la s:imet.r•ia de las mat.r•ices 01 y 1K p ar-a escr•ibi.r- 

N 
2 w r: m __ a,_ 
r. \.J \.r 

l. =t • 

N 

• E k <l- . i.j i.r 
\. =t 

(1.40) 

multipliquemos est.a ecuación por- a, y sumemos aobr-e j 
J• 

N N 
• .-. .-,ka.a. 

. '- . L., i.j i.r ja 
\.:: 1 J =t 

(1.4-0 

Restemos la ecuación (1.39) de la (1.41) par-a obt.ener- 

N N 
w2) .., .., m a, <l- • O 

a . L.. .'- i.j i.r J• \. = iJ= i 

(1.42) 

Analicemos: las dos posibilidades: r• >' s y r• • s. Pa�a r• � s:, 

el t.e r-mí r.o (w2 - w2) éS 
1' s 

t.r-at,arido el caso no 

idént.icament.e ce r-o 

dif'er•ente de 

degener•ado), 

N N 

ce1,o (r•ec:or•demos: que est.an1os 

ent.onces: la suma debe ser• 

m Q.._ a.. • 0 
1.J t r- J:& 

(r• ;x s) (1.43) 

es:t.o s:igniHca que los vect.or•es propios fo r-mem un conjunto 

or-t.ogonal con peso la mat.r-iz 01. 

Par-a el caso 1·• • s, el f'actor• ú.,/ - &./) es: c e r-o y la sun1a 
" - queda indet.erminada. La suma no puede ser· idént.i.cament.e ce r-o. Par-a 

mo s t.r-ar- esto, es:cr-ibamos la e ne r-g í a cinét.ica del s:is:t.ema usando la 

11 



de r-f v ad.a tempol'al de la ecuación (1.33) en la e><pl'esión par•a la 

ener•gia cinética (1.12) 

T • 
1 N 2 r: 

r = 1 

N N N 

E m .. a.. a.. 1.J \.r Jio 
J =,. 

(1.44) 

usemos el l'esultado (1.43); esto es, el último t'actol' es oe-r-o a 

menos que l' • s, po r- lo tanto 

N N 

T • � r; v,2sen2<w t-r ) r; 
¿, r r r r=i i.=1 

N 

I: m .. a.. a,_ 
_ LJ 1.r Jr J=• 

(1.46) 

este l'esultado nos indica que la enel'gia cinética total es la suma 
• de la enel'gia cinética asociada a cada modo no r-mad , y como cada 

uno de estos modos l'epr•esenta un movimiento independiente del 

sistema cada t.é r-rní no debe ser• positivo. Además 

(1.46) 

poz- lo que concluimos 

N N 
r; 

i.= :i 
r;ma.a, '.2:0 

. i.j i.r jr 
J =• 

(1.47) 

Par-a eliminar· la indet.erminación en la magnitud de los 

vectol'es pr-op íoss impongamos la condición adicional de que 

N N 

r; r;ma,a, •1 
, i.j i.1' jr 

J = -1 

(1.48) 

est.o es, los vect.gr;es propio.s,_que,dgsn nor-tnalizados:. .. - 
Las dos pl'opiedades encont.l'adas pueden l'eurdl'se en una sola 

ecuación como sigue 

N N 

r; r;ma.a, = & 
i.= i 

. i.j i.r jw ''" J-1 
(1.49) 

que contiene la condición de o r-t.orro r-ma lf d.ad de los ve ct.or-ess 
pr-opto s. 

12 

de r-Lv ad.a t.e mpor-ad de la ecuación (I.33) en la expr,esión par•a la 

ener•gia cinética (I.12) 

T • 
1 N 2 E 

l': :1 

N N N 

Ema.a. i.J i.r je J=i 
(I.44) 

usemos: el r,es:ult.ado (l.43); es:to es:, el último !'actor, es: oe-r-o a 

menos: que r, • s:, por, lo tanto 

N N 

T • 21 E ,,/sen2(w t-r > E 
r r r 

r=t i.=t 

N 

E m .. a.. "'· . t.J 1..r Jr J=• 
(1.45) 

este r,es:ultado nos: indica que la ener,gia cinética t.ot.al es: la suma 
• de la ener,gia cinética asociada a cada modo no r-maf , y como cada 

uno de estos modos l'epr•esenta un movimiento independiente del 

sistema cada t.é r-mí no debe ser• positivo. Además 

2 2 w Sen (w t,-�· ) � O 
r r r 

por• lo que concluimos: 

N N 

(1.46) 

E 
i.= :i. 

Ema-a. �o 
. \.j i.r jr 
J =• 

(l.47) 

Par-a eliminar· la indet.er-minación en la magnitud de los 

vector-es: pr-op íoss impongamos la condición adicional de que 

N N 
E Ema-a- •1 , i.j i.r jr 

J = i. 
(l.48) 

esto es, los vect.gres propio.s:-aue,dan nor-malizados . ... 
Las dos: pr,opiedades encont,r,adas pueden r,eunir-se en una sola 

ecuación como sigue 

N N 

E E m. ·"'· "- .. 6 
i.= i . 1..J \.l' J- , ... 

J-1 
(l.49) 

que contiene la condición de o r-t.o no r-m.al í d ad de los vector•es 

pr-opto s. 

12 



En notación matricial podemos escr·ibir· esta condición como 

Á\TIJ1 Á\ • 1 (I.50) 

donde Á\ es la matr•iz cuyas columnas: 
.. 

son los N vector•es: pr•opios: a 
r 

La ecuación puede inte1•p1·et.ar•se corno una trans:for•mación de 

semejanza mediante la cual 1M se tr•anst'or·ma en la matriz unidad. 

Si introducimos una matriz diagonal IJ.I con elementos: 

w2 • w2 ,5 
lr r Lr- 

(I.51.) 

la ecuación <I.34) toma la :forma 

N 
(I.52) 

N 
2 

rmaé) i j jl l1· 
l;f j;. 

N 

j�• k,jªjr. • l: 

o, en notación mat1•icial 

IJ(,1/,•IM,!/,IJ.I (I.53) 

T Multiplicando por• la izquier•da por• ,1/, , obtenemos: 

(I.54) 

que de acuerdo con (I.50) queda 

(I.55) 

esto es, la matriz ,1/, t1•ans:forma a la matriz O< en una matriz 

diagonal IJ.I cuyos: elementos son los valor•es p r-op í oss del sistema de 

ecuaciones <I.28). Asi pues, Á\ diagonaliza simultáneamente a 01 y 
IJ(. 

En esta parte hemos mostr•ado que las :fr•ecuencias: nor•males son 

cantidades r•eales: po r- lo que la solución del sistema de ecuaciones 

r·epresenta un movimiento oscilatorio; además: encontr•amos que la 

coor•denada x_ puede escr•ibir•se como una combinación lineal de 
J 

movimientos oscilatorios: cada uno de :frecuencia w di:ferente, esto 
r 

es, la solución contiene los N modos nor-males de oscilación. 

13 

En no t.aoí on mat-ricial podemos: es:cr·ibir· es:t-a condición como 

AIT01 Al• 1 (I.60) 

donde Al es la mat-r•iz cuyas columnas: 
➔ 

son los N vect-or•es pr•opios a. 
' 

La ecuación puede int-el'Pl'et,ar•s:e corno una t,:r-ansfor•maci6n de 

semejanza mediant-e la cual 01 s:e t-r•ans:t'orma en la matriz unidad. 

Si int-roducimos: una mat-riz diagonal O< con element-os 

la ecuación (1.34) t.oma la f'orma 

et.so 

N N N 
2 ""ma.6> 

" i j jl l,· l=i 
(I.62) E k_ a. - E 

j=• e) Jr. j=i 

o, en not-ación mat,1,icial 

T Mult-iplicando por• la izquier•da por• Al , obt-enemos 

que de acuerdo con (I.60) queda 

(1.53) 

<I.64) 

(1.56) 

es:t,o es, la mat,1,iz Al t,1,ansf'orma a la mat.r-í z O< en una mat-r·iz 

diagonal O< cuyos element-os: s:on los valores p r-op í oss del s:is:t-ema de 

ecuaciones <I.28). Asi pues:, Al diagonaliza simult-áneament-e a 01 y 

O<. 

En es:t,a p ar-t.e hemos: mosst.r-ado que las f'r•ecuencias nor•males: son 

cant-idades r•eales: poi' lo que la solución del sist-ema de ecuaciones 

r·epres:ent-a un mov í mí e nt.c oscilat-orio; además: encont-r•amos que la 

coor•denada x. puede escr•ibir•se como una combinación lineal de 
J 

movimient-os oscilat-orios cada uno de f'recuencia w df f'e r-e rrt.e , e s t.o 
' es, la solución cont-iene los N modos normales de oscilación. 

13 



Por- o t.r-o lado, nor-malizamos los vect-or-es pr-opios y pr-obamos 

que f'o r-mem un cori junt.o o r-t.orio r-m.af comp le t.o. 

Int.erpretamos es:t.e p r-o ce sso corno una t.,r•ansf'ormacion a ejes: 

pr-incipales en la que la mat,r,iz fi'I,, cuyas columnas son los ve ct.or-e e 

pr•opios, t,r-ansf'ot'ma a las mat-I'iuces 1M y [)( convir-t-iendo la pI'imeI'a 

en la mat,:r,iz unidad y la segunda llevándola a su f o r-m a diagonal. 

I.3.- CooRDEN,'DAS NORMALES. 

est.á 

La solución gener·al para el 

dada poi' la ecuación (1.33), 

mov í mí e rrt.o de la coor•denada ><. 
J 

pe r-o como hemos 'nor•malizado las: 

a.. no es 
J• 

mov í mf e rrt.o de una p ar-t.í cufa 

que la 

'dadas dos condiciones iniciales 

posible conside1·•ar• solución (1.33) desct'iba el 

cualesquiet'a cet'car,as a la conf'igut'ación de equilibI'io. Po?' lo 

t.arrt.o , debemos ír.t.r-oductr- un f·act.or· de escala const-ant,e, digamos 

f' , que dependa de las condiciones iniciales del sist-ema, y de 
r 

est-a manet'a t'ecupet'amos la pé r-dí da de genet'alidad impuest,a po r- la 

condición de noI'malización. Ent,onces, la ecuación <I.32) 

esct'ibir·la como 

podemos 

o bien 

,-:_(t,) 
J 

N i (w,t--y,) 
• E f' "'· e 

r = i. r JI' 
(I.66) 

donde 

>< (t,) 
J 

N 

- r: "'· y (t,) Jr r· 
r =:1 

(I.67) 

i ( w t,-y ) 
y (t,) _ f' e r r 

r· 1' 
<I.6&) 

son cant.idades que oscilan con una sola f'r•ecuencia y las podemos 

considet'at' como un nuevo con junt,o de coor•denadas geneI'alizadas 

relacionado con el OI'iginal mediant-e la ecuación <I.57). Vemos en 

14 
: 

Por- ot-r-o lado, nor,malizamos los vact.ol'es pr-opios y pJ>obamos 

qu.e !'orman un conjunt.o ort.or,oy,mal complet..o. 

lnt..e1,pret.amos est.e ¡:,i:-océSO como ur,a t,:r-ar,s!'ormación a ejes 

pr•lncipal<><: <>n la que la. mat..rtz P., cuyas columnas son los vect..ores 

pr-oplos, t.l'ai>6C'orma a las mat..r,iuces ,IM y 1K convirt.ienclo la pr-imer-a 

<itn u. m"'t.r,fz unl4éd y J.a s .. r;unda ll@vBndala a su f"o'r,ma diagonal. 

I.�.- COOR.D&::N�DAl:iit NoRMA.L!::S. 

est.á 

·La 6:oluclon g..,r,e1,al par-a el movlmlent..o de la coordenada 

dada pol' la ecuacion (1.33), pe ro como hemos 'no:r-malizado 
)<' 

J 
las: 

(l. f'IO @S 
J• 

movlmient.o d& una ¡:,.¡;,r,t,1cula 

que la 
0de.das dos condiciones iniciales 

posible cor.sider,ar s:olucior, CI.33) dé$Cl"iba el 

cualesqul,;,i-a ce r-cse ,as: a !& cont'i�ur,aclón de equilibrio. Por- lo 

t.ant.o, ,debemos ir,t,r,oducil' un fact..or- de escala const.ant.e, d1€amos 

!' , que deper,da de las cor,diciones inicla]es del sist.ema, y de • 
est.a. manera r-ecuperamos I& p6rdida de €enet•al1dad tmpuest..t> por la 

condición de noy-me,lización. Ent-onces, la ecuación (I.32) podemos 

escribir!., coma 

o bien 

><.(t.) 
J 

<I.56> 

donde 

,.¡ 

- r: 4-, y (t.) 
J' , ·�• 

i ('-' t.-y ) 
Y (t.) - f" e • r ' . 

(I.57) 

Cl.58> 

son cant.lél.,des: que oscilan con una s o í a f'pecuencié< y las podemos 

cons:ide:r-ar· como un nuevo conjunto de coot•denadas �et,eraUzadas 

relacionado con ei or-i�lnal rnedlant.e la ecuación (1.57). Vemos ,:,n 
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a 
yr es 

los 

coo:rdenadas 

p1'opo:rcionales 

las 

se:r 

una de 

deben 

solamente 

las 

si 

oe-r-o , de difer·ente x's 
j 

coeficientes de amplitud coi-•1,espondientes a ese modo. En este caso 

esta ecuación que 

la ecuación (1.58) indica que 

excitado, movimiento 

modo del 

el 

fr-ecuencia la en oscila 

modo un solan1ent.e si As1, dado. 

completo esta:rá desc:rito usando solamente una coo:rdenada no:rmal. 

Po r- supuesto, el movimiento más gener•al r•equie:re de los N modos 

nor-n1ales. 

La ecuación (1.57) en not.aci6n mat.r-í cí at queda 

X • � y (I.59) 

y las velocidades, que se t.r-anst .. or-man como las cooY•der,adas, son 

<l.60) 

Por, su par,t.,e la ener-g1a cinét.ica set"á 

T 1 �T01 ➔ - X 2 

1 yTÁ>T01 Á> 
➔ - y 2 

1 ➔T ➔ (l.61) - y y 2 

o bien 

T • 
1 N . 2 

2 E Yr 
I' =t 

<I.62) 

donde se ha utilizado la condición de que la m at.r-í.z ,1, diagonaliza 
a la m.at.r-í z 01. 

De la misma manex·a, la e rre r-g í a pot.encial ser•á, de acue:rdo con 
(1.22) 

V • ! XT[)( X 
2 

15 

los a 
Y, es coor,denadas 

pr,opor,cionales 

las 

a ese mo do , En est.e caso 

ser, 

una de 

deben 

solamente 

las 

si 

oe r-o , de "''s j 
coef'icientes de amplitud cor•r,espondientes 

dif'er·ente 

esta ecuación que 

la ecuación (1.58) indica que oscila en la f·r,ecuencia del modo 

dado. Asi, si solamente un modo es excitado, el movimiento 

completo estar,á descrito usando solamente una coordenada normal. 

Por• supuesto, el movimiento más gener•al r-e quí e r-e de los N modos 

nor-1nales. 

La ecuación (1.57) en notación matr,icial queda 

(1.59) 

y las velocidades, que se t.:ra.nsf'or-man como las coor·der,adas, son 

<I.60) 

Po r- su par-t.e la ener-g1a cinét.ica ser•á 

T ! �TIH ➔ - X 2 

! YT ,l'i TIH ,l'i ➔ - y 2 

! ➔T ➔ (1.61) - y y 2 

o bien 

T • 
i N . 2 2 I: Y,, 

l'; i 
(1.62) 

donde se ha utilizado la condición de que la m at.r-í z ,l'i diagonaliza 
a la matriz 1!1. 

De la misma mane r-a, la e r.e r-g í a potencial ser-á, de acuer-do con 
(I.22) 

v • 1 XToc X 
2 

15 



1 YT ¡\\ T [K Á\ 
➔ 

V - y 
2 

1 yTIJ.l ➔ (I.63) - y 2 

o bien 

V • 
N 

i E '-',2 2 r 
l'= i. 

2 
Y,, (I.64) 

y hemos hecho uso del hecho de que la mart.r-Lz; Á\ diagonaliza a la 

m.at.r-í z O<. 

Las ecuaciones (I.62) y (I.64) est-ablecen que en las nuevas 

coor•denadas las ener-gias oí ne t.í ca y pot-encial se r-e duoe n • a sun1as 

de cuadr•ados evidenciando el hecho de que 11\ es la me t.r-í.z que 

r•ealiza la t,1,ansf·or•maci6n a ejes Pl'incipales. 

Escr•ibamos ahor•a la runcror, Lagr•angiana del sist-ema en las 

nuevas coor-denadas 

:e - 
2 Y, (l.65) 

Las ecuaciones de movimient-o que se obt-ienen de es:t..a 

Lag-r•angiana son 

(I.66) 

Est-as nuevas co o r-de n ad.ass , que han simplificado e nor-merne nt.e el 

t-r•at-amient-o de nues:t..r•o pr-ob le ma, se denon\inan coor,denadas 
nor•1nales. Cada una de est..as coo1·•denadas es una t·unción pe r .. iódica 

simple que depende solo de una :f1,ecuencia. Est-o .es, el sist-ema de 

ecuaciones dit'e1,enciales acopladas se ha desacoplado al r•ealizar• 

una t..1·•ansf'or,maci6n de oo o r .. denadas (un c amb í o de base) en el mí sano 

en movimient-os independient-es 

diagonaliza simult-áneament,e a las mat-r•ices 

pr-ob lerna se ha separ-ado 

t.r•ansf·or·n1ación que 
el 

las de 

t-al que y [K 01 

de la m.at.r-t z rnedi8nt...e v e c t.o r-Le l espacio 

coor•denadas nor•males cada una con su :fr•ecuencia nor•mal. 

Eí rra lme rrt.e , podemos calcular- el t'act-or· de escala f· 

r par-a condiciones iniciales dadas, para ello: ... 

r 
y la t·ase 
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1 yT¡\\TO( ¡\\ ➔ 
V - y 2 

1 yT[),J ➔ (I.63) - y 2 

o bien 

V • 
N 

1 E"/ 2 r 
r=1 

2 
Y,, (I.64) 

y hemos hecho uso del hecho de que la mat-r-iz /í'I, diagonaliza a la 

m.at.r-í z O<. 

Las ecuaciones (I.62) y (I.64) est-ablecen que en las nuevas 

coor•denadas las ener-gias cinét-ica y pot-encial se r-e duce n a • sun1.as 

de cuadr•ados evidenciando el hecho de que A\ es: la mat-r-iz que 

r•ealiza la t,1,ans:f·or•mación a ejes: pt'incipales:. 

Escr•ibamos ahor•a la tuncí or, Lagr-angiana del s:is:t-ema en las 

nuevas coor-denadas 

1 N ·2 
2 E Yr 

r;;:;:1 

2 
yr (I.66) 

Las ecuaciones de movimient-o que se obt-ienen de est.a 

Lag-r•angiana son 

r• • 1,2, ... ,N. (I.66) 

Est-as nuevas co o r-de n.ad.ass , que han simpli:ficado e nor-me me nt.e el 

t-r•at-amient-o de nuest.i:•o pr-ob lema , se de riomí rrerr coor•denadas 

nor•rnales. Cada una de est.as co o r-de n.ad ass es unc:t. tuncí or, pe r-í ódí ca 

simple que depende solo de una :fr-ecuencia. Es:t-o .es, el s:ist-ema de 

ecuaciones: dit'e1,enciales acopladas se ha desacoplado al r•éalizar• 

un.a t..1·•ansf'or,maci6n de coor·denadas (un cambio de base) en el mí srmo 

en movimient-os: independient-es: de 

diagonaliza simult-áneament,e a las mat-r•ic.;,s 

pr-ob lerna se ha separ-ado 

t..r•ansf·or·n1aci6n que 

el 

las 

t-al que y O< 1M 

de la m.at.r-t z rnedidnt...e ve ct.o r-í al espacio 

coor•denadas nor•1nales cada una con s:u t'r•ecuencia nor•mal. 

Pí n.almerrt.e , podemos calcular· el taot.or 

r par-a condiciones iniciales dadas, para ello: ... 

de escala t· 
r 

y la 
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La solución r-e a.l es 

con velocidades 

N 
x_(t,) • E f' a.. Cos(w t,-;v ) 

J r = 1 r Jr l' r 
(I.67) 

x_(t,) 
J 

N 
• - E f' w a.. Sen(w t,-;v ) 

r r Jr l' r 
r =:i 

(I.68) 

Dadas como condiciones iniciales la posición y velocidad en 

t, • O, obt.enemos 

y 

N 

x .<O) • E f' a.. Cos ;vr 
J r = i. 1' Jr 

N 

x (O) • E f' w a.. Sen Y.- J r = i r r· Jr 

(I.69) 

(I.70) 

Mult.ipliquemos la 

z-espect.o a los indices L 

pr-í me ra 

y j, y 

de est.as 

hagamos uso 

por• m .. a.. , sumemos 
\.J \.SI 

de las pr•opiedades de 

oz-t.ogonalidad de los vect.or·es pr•opios paz-a ob t.e rie r- 

N 

E 
N 

E m .. x.<O)a.. 
j=i. \.J J \,.Q 

• f'.,Cos Y,. (I.71) 

De la misma f o r-m.a, de la ecuación <I.70) obt,enemos 

! 
w .. 

N N 

E m .. x.<O)a.. • f·,.sen r,. 
j= i l.J J \.5 

(I.72) 

De est.as ecuaciones se sigue que 

N N 

E t m. X co », 
' j j i " 

! i. = i. j=i 
Tan ,· - .. w N N 

s E E (0 )a, m >< i ) J ' .. i. = :l j = i 
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<I.73) 

La solución r-e a.l es 

x.<t.) 
J 

N 

• E f' a.. Cos(w t,-y ) 
r Jr- 1• r 

r=1 

(1.67) 

con velocidades 

"_(t,) 
J 

N 
• - E f' w a.. Sen(w t,-y ) 

r r Jr l' r r=i 
(1.68) 

Dadas como condiciones iniciales: la posición y velocidad en 

t, • O, obt.enemos 

N 

x .<O) • E f' a.. Cos yr J l' = t 1' Jr 
(1.69) 

y 

N 

x (O) • E f' w a.. Sen y 
J r=:irr·w 1' 

(1.70) 

y j, y hagamos uso 

sumemos por- m .. a.. , 
lJ \.SI 

de las pr•opiedades de 

est.as de pr-í me.r-a Mult.ipliquemos la 

r-espect.o a los indices L 

ol:'t.ogonalidad de los vect.ol:'es p r-op í.oss para ob t.e ne r- 

N 

E 
i..=t 

N 

E m .. x.<O)a.. • f'.,Cos Y,. 
j::; :i lJ J \.ta 

(1.71) 

De la misma f o r-m.a , de la ecuación (1.70) obt.enemos 

N N 

E m .. ><. <O)a.. • f·., Sen y,. 
j= t lJ J 1.5 

(1.72) 

De est.as ecuaciones se sigue que 

N N 

E t m. " co », 
' j j i .. 

1 i. = i j=� 
Ten �- - .. w N N 

s E E (O)a. m " ' ) J "' �=t j = i 

<I.73) 
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o bien 

y 

r" • Ar-e t.an 

N N 

E E m. X. (O)a,_ 

' J J ' .. i. = :l j =. 
N N 

w E E m .x.<O)a, .. L J J S& 
i. = :1 j = • 

(I.74) 

1 N N 
f' - E E m .. x.(Q)a,_ (I.75) 
" . lJ J 1.9 Cos: r & 

i.=:l J=< 

Tenemos, por· t.arit.o , la solución complet.a • par-a pequei'ías: 

oscilaciones alr-ededor• de una posición de equilibr-io est.able. 

Puede obs:er-var-se que al hallar- las coor•denadas nor,males hemos: 

encont.1,ado una t.r•ans:fol'mación de las 

que diagonaliza s:imult.áneament.e 

coordenadas xi , ... ,xN 
dos: mat.1,ices, 01 y 

a las: 

[K_ A 

menos que dos mat.r-í.ce s t.engan los: mismos ejes pr,incipales es: 

imposible 

sist.ema coo1-..denado. En 

a la vez 

caso 

mediant.e 

r•educimos 

una 

01 a 1 con la 

diagonalizar-las 

est.e 

r•ot.ación 

t.r-ansfo1,mación (I.50), y como par-a una mat.r•iz const.ant.-e t.odos los 

ejes son pr•incipales, los ejes pr·incipales de la segunda mat.r-í z 

r-educir,ár, ambas mat.r-ices a la f'o r-m.a diagonal. 

En r,esumen, mediant.e est.a t.r-ansfor,mación, ha sido posible 

definir, nuevas coo:r-denadas: gene1,alizadas, que v ar-í an 

ar•mónicament.e. Es posible excit.al' a cada una de est.as cool'denadas 

por, separ,ado y a los movimient.os descr,it.os po r- ellas se les llama 

modos nor,males de oscilación. Cuando solo se excit.a un modo nor-mat 

t.odas las par-t.iculas oscilan cori la misma fr,ecuencia. El 

movimient.o complet.o se compone ent.onces de la supel'posición de los 

modos nor•males. 
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o bien 

y 

r. - AI'C t.an 

N N 

r: r: m. .x.<O)a,_ 
i J J "' i = t j=< 

N N 

w r: r: m .x.(O)a, 
'áli=i ( J J "' j = 1 

(I.74) 

i N N 
f' - r: r; m .. x.(Q)a,_ (l.75) 

s . 1.J J \.9 Cos y .. i.=s. J= i 

Tenemos, po r- t.ar.t.o , la solución complet.a • pal'a pequel'ías: 

oscilaciones all'ededol' de una posición de e qxrí Ií b r-Lo est.able. 

Puede obs:er•val'Se que al hallal' las coor·denadas nol'males: hemos: 

encont.1,ado una t.r•ans:f·o1'maci6n de las 

que diagonaliza s:imult.áneament.e 

coordenadas x1, ... ,xN 

dos: mat.1,ices:, 01 y 

a las: 

[)(. A 

menos que dos mat.I'ices: t.engan los mismos ejes pI'incipales: es: 

imposible 

sist.ema oo o r-de rcado. En 

a la vez 

caso 

mediant.e 

r-e duc í moes 

una 

01 a 1 con 

del 

la 

diagonalizal'las 

es:t.e 

r-ot.acrón 

t.I'ans:1'01,mación <I.50), y como p ar-a una mat.r•iz cons:t.ant.e t.odos: los: 

ejes s:on pr•incipales:, los ejes pr-incipales de la segunda mat.I'iz 

I'educil'án ambas mat.I'ices a la f o r-m.a diagonal. 

En r-e snrme rr, mediant.e est.a t.I'ansf·ol'mación, ba sido posible 

definil' nuevas coor·denadas genel'alizadas:, que v ar-í ar, 

ar•mónicament.é. Es posible e xcrí t.e r- a cada una de est.as coo1,denadas: 

po r- separ-ado y a los movimient.os descl'it.os po r- ellas se les llama 

modos nol'males de oscilación. Cuando solo se excit.a un modo nor-me l 

t.odas las pal't.iculas oscilan con la misma fl'ecuencia. El 

movimient.o complet.o se compone ent.onces de la supeI'posición de los 

modos nor•males. 
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CAPITULO II 

LA CADENA LINEAL DE OSCILADORES ARMONICOS 

Una vez establecidas: las bases: pa1'a el estudio de sistemas de 

partículas con movimiento p e r-Ló dd co alrededor• de su posición de 

equilibr•io y habiendo encontrado que este tipo de movimiento puede 

expr,esarse como una super,posición de movimientos independientes de 

las coo1•denadas nor-males:, se plantea ahor·a el pr•oblema de 

encont,1,ar• 

w·, tipo 

las t'r-ecuencias de oscilación 

especialmente í mpo r-Lant.e de 

de los: modos: nor•males: 

sistema oscilatorio: 

de 

la 

cader,a lineal de oscilador•es ai•mónicos. 

En este capitulo se le da tr,atamiento a una cadena lineal 

f'ini t.a con n def'ect.os: de masas dif'el"ent..es e rrt.r-e si. 

Como método, para el cálculo de las 1·recuencias de modo 

normal no se obtienen las ratees de la ecuación secular del 

sistema, 

ecuaciones 

sino 

de 

que 

mo v í mi e rrt.o que 

establecido 

contiene 

la 

las: 

existencia 

de solución 

condiciones: 

de 

de 

en 

las 

las: 

la 

se desar·rolla un método coordenadas nor•males, 

habiendo 

f·1..,ont.er-a de n,ayor• int.er•és� Se der-iva ur1a ecuación polinornial cuyas 

raices permiten calcular las f'r,ecuencias normales de oscilación y 

f'inalmente se identifican los polinomios de la ecuación con un 

tipo de polinomios: clásicos or,togonales. 

II.1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 

Consideremos: una cadena lineal finita f'ormada por N masas 

puntuales donde las partículas: más próximas están unidas e nt.r-e si 

por resort.es 
Supongamos: que 

ideales, sin 

no todas: 

masa e idénticos, 

las particulas: de la 

de constante 

cadena tienen 

k. 

la 

misma masa, sino que e xí s t.e n n de ellas (n < N) cada una de masa 
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CAPITULO II 

LA CADENA LINEAL DE OSCILADORES ARMONICOS 

Una vez est.ablecidas las bases paNa, el est.udio de sist.emas de 

part.iculas con movimient.o pe1·iódico ab·ededor de su posición de 

equilibr•io y habiendo encont.rado que est.e t.ipo de movimient.o puede 

expresarse como una superposición de movimient.os independient.es de 

las coordenadas: nor·tnales:, se plantea ahor·a ef pr•oblem.a de 

encont.1--ar• 

w·, t.ipo 

las t .. y.ecueru::ias de oscilación 

especialment.e import.ant.e de 

de los modos nor•males 

sist.ema oscilat.orio: 

de 

la 

cadena lineal de oscilador•es a1•mónicos. 

En est.e capit.ulo se le da t.r-at.emí erit,o a una cadena lineal 

:fini t.a con n det'ect.os de masas difer•ent.es entr•e si. 

Como método, para el cálculo de las t·recuencias de modo 

normal no se obt.ienen las raices de la ecuación secular del 

sist.ema, sino que habiendo est.ablecido la exist.encia de las 

coor•denadas normales, se desar·rolla un mét.odo de solución de las 

ecuaciones de mo v f mi e rrt.o que contiene las condiciones en la 

f·1-..ont.er-a de n,ayor• int.e1·•és� Se de1..,iva una ecuación polinornial cuyas 

raices permit.en calcular las :frecuencias normales: de oscilación y 

:finalment.e se ident.i:fican los polinomios de la ecuación con un 

t.ipo de polinomios clásicos: ort.ogonales:. 

II.1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 

Consideremos una cadena lineal t'init.a f'ormada por N masas 

punt.uales donde las part.iculas más pr-óxí mase est.án unidas ent.r-e si 

por resor-t.es 

Supongamos que 

ideales:, sin 

no t.odas 

masa e idént.icos, 

las part.iculas de la 

de const.ant.e 

cadena t.ienen 

k. 

la 

misma masa, sino que e xí s t.e n n de ellas (n < N) cada una de masa 
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di:fez.ent,e m (L = 1,2, ... ,n) a las que llamaz.emos: de:fect,os:¡ el 
i 

z.es:t,o de las: par,t,1culas: de la cadena t,ienen masas iguales: m. La 

par-t.rcute de cualquiez. e xt.r-e mo de la cadena puede es:t,az. ur>ida 

me dí arrt.e un z.es:oz.t,e del mismo Upo a un punt,o fijo e xt.e r-í or- sobz.e 

la linea de la cadena, digamos a una p ar-e d de mas:a in:firdt,a, o 

bien puede es:t,az. libr•e, como se mues:t,z.a en la :figuz.a i Es:t,as: 

condiciones: s:obr·e las paz.t,iculas: de los e xt.r-e moss que llamar•emos: 

condiciones de extz.emos: Ojos y de ext,remos libz.es: 

en la :fz.ont,era de condiciones: las cons:t,it,uyen r,es:pect,i v ament,e, 

nues:t,z.o pz.oblema. 

El problema por· r·esolver· cons:ist.e en calcular• las t"'1..,ecuencias 

de oscilación longit,udinal de los N modos no1"males de • est..a cadena. 

El mé t.o do de solución que s:eguiz.emos apz.ovecha la existencia de 

las coor,denadas: nor•males paz.a d,es:a1,z.ollaz. una :foz.ma de solución 

alt..er•nat,iva a la pr•es:ent,ada en el capit..ulo I. 

c) 

la Fig.1. Se muestr•an las: posibles condiciones: en 
:fr•ont,era y la posición de cada p ar-t.í cnrl.a. 

a) Ext.r-e moss t'ijos. 
b) Un e xt.r-e mo :fijo y o t.r-o Ií br-e. 
c) Ext,remos: libres. 

Designemos: con el lndice j (j 
de la cadena y con el indice p (L 

' masa m cuando j t.oma jus:t,ament,e el i 

• 1,2, ,N) a las paz.t,iculas: 

• 1,2, ,n) a la par,t,1cula de 

vator- asignado a la posición 
de la masa m.; ent,onces:, ciado un des:plazamient..o inicial a cada una 

' de las paz.t,1culas:, las: ecuaciones: de mo v í mí e rrt.o del s:is:t,ema son 
las siguient,es 
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dí t'e r-e nt.e m. = 1,2, ... ,n) a las que llamar-emes de:fectos; el 

r,es:to de las: par•tlculas de la cadena tienen masas: iguales m. La 

par-t.í cuta de cualquier, e xt.r-e mo de la cadena puede estar- unida 

mediante un r,esor-te del mismo tipo a un punto fijo e xt.e r-Loz- sobr-e 

la linea de la cadena, digamos a una p ar-e d de masa in:finita, o 

bien puede estar- libr•e, como se mue at.r-a en la figur-a 1 Estas 

condiciones sobr-e las pa1'ticulas de los e xt.r-e moss que llamar•emos: 

condiciones de e>d,r-emos t'ijos y de e xt.r-e moss libr-es 

r,espectivamente, constituyen las condiciones en la f'r-o rrt.e r-a de 

nuestr-o pr,oblema. 

El problema por· 1--esolver- consist.e en calcular• las t':r·ecuencias 

de oscilación longitudinal de los N modos nor•males de • est.a cadena. 

El método de solución que s:eguir,emos apr-ovecha la e,ds:tencia de 

las: coo:r,denadas nor•males par-a d,esa1,r-ollar, una :for,ma de solución 

alter•nativa a la pr•es:entada en el capitulo I. 

X s 

c) 

par-ticulas: las: a 1,2, ... ,N) - (j j Indice 

indice P, < L • 1,2, ... ,n) a la par•ticula de 

justamente el valor- asignado a la posición 

el con 
con el 

j toma 

Designemos 

de la cadena y 

masa m_ cuando 

Fig.1. Se muesst.r-an las posibles condiciones en la 
:fr•onte1,a y la posición de cada par-t,icula. 

a) Ext.r-e moss fijos. 
b) Un e xt.r-e mo f'ijo y o t.r-o libr•e. 
c) Ext:r,emos libr-es. 

de la masa m.; entonces:, dado un desplazamiento inicial a cada una 
e 

de las par-ticulas:, las: ecuaciones: de movimiento del sistema son 
las siguient,es: 

20 



m X. = k Cx , - X ) - kcx - X ) 
J J H j J j-t 

( l • 1,2, ... ,n) <II.ü 

m 
' 

j • P. 
' 

con las condiciones en la fr-orrt.e r-a 

X - o ext.r,emo izquier,do fijo. 

r6-r+tc.LP�� ¿ o 
X ., X e xt.r-e mo izquier·do l i b r-e , 

o • 
X - o e xt.r-e mo der,echo fijo. 

N+t 

X - X e,d,r,emo der,echo libl'e. 
N+t N 

las cuales poden1os: es:cr•ibir• corno 

<II.2) 

X o • O( X • y X 
N 

en.so 

donde O( • O ((J • O) denot.a el e xt.r-e mo izquiet•do (der•echo) f'ijo y 

ól • 1 ((! • 1) denot.a el e xt.r-e mo izquier•do (derecho) libr•e. 

Sean: 

ª· - ' 
m 

m y (Il.4) 

con lo que el• sist,ema de ecuaciones de movimiento queda 

X. - w 2 <x - 2x + X ) j "' P. 
J o j-• j j+t ' <II.5) 

-• w2(x 2x ) j X - ú. - + X - P, p ' o p - . P. p +. ' ' ' ' 
Por, o t.r-a p ar-t.e , sabemos que las posiciones de las part.iculas 

en cualquier inst.ant.e las po de moss expr·esar como una combinación 

lineal de las coor•denadas nor•males 

o bien 

X _(t,) • 
J 

21 

N 

E a.. y <t.> 
Jr l' 

1' = :1 
<II.6) 

rn X. = k Cx . - X ) - k.Cx , - X ) 
J JH j J j-;. 

( l • 1,2, ... ,n) <II.ü 

• k Cx 
p.+ i 
' 

- X 
p 
' 
) - k(x P, j • P. 

' 

con las condiciones en la fr-ont.er•a 

X - o e xt.r-e mo izquier-do fijo. 

r�r1rc.LP��é o 
X .. X e xt.r-e mo izquier-do 11 b r-e , 

o 1 

X - o ext.r•emo der•echo fijo. 
N+ i 

X - X e:,,.,t,r-emo der-echo libr-e. 
N+i N 

las cuales: poden1os escr•ibi1·• oo rno 

<II.2) 

X•OI.X o .. y X • (, X 
N·t-1. N 

(Il.3) 

donde <l< • O ((, • O) denot.a el e xt.r-e mo izquier-do (der•echo) f'ijo y 

<l< • 1 ((, • 1) denot.a el e xt.r-e mo izquie1·•do (der•echo) libr•e. 

Sean: 

m. 
' e, - \. )l\ 

y w2 • _k_ 
ú Jll 

(Il.4) 

con lo que el• sist,ema de ecuaciones de mo v í mí e rrt.o queda 

X - w2(x - 2x + X ) j ;,t P, j o j-i j j+t 
<II.5) 

-• o/(x 2x ) j X - e,. + X - p 
p ' o p -• P. p +;. ' ' ' ' ' 

Por- o t.r-a p ar-t.e , sabemos: que las posiciones de las p ar-t.í cul.ass 

en cualquier instante las podemos e xp r-e s ar- como una combinación 

lineal de las coo1·denadas n.or•males 

o bien 

x_(t,) • 
.J 
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N 

E a.. y <t.) 
Jr l' 

l'=i 

(Il.6) 



(Il.7) 

T 
Mult..ipliquemos: por· l& izquier•d& es:t..& últ..im& ecu&ción poi· /i/, IM 

/i/, T[l,I � • /i/, T[l,I /i/, 1/ ------ .). 
de acue:r-do con la condición de o r-Log orredf d.ad, ecuación (I.60), de 

los vect..o:r-es p:r-opios queda 

<II.8) 

donde 

➔ .. 
y•IB>< <II.9) 

<II.10) 

La ecuación (lI.9) puede esc:r-ibiz.s:e en t..é:r-minos de 

component..es como 

N 

y (t.) - r b ,, <t.) 
" I' J J 

J ;-1 

N �11 
b - r m a, 

,, 
rj kj kr '1'\.0 

k;t 

<II.11) 

<II.12) 

Las funciones y (t.) sat..isfacen una ecuación dife:r-encial de la 
" :foz.ma 

2 
y +w Y,.•O r l' 

<r• • 1,2, ... ,N) <II.13) 

I.�é> 
donde w es la fr-e c'ue.ric í a del :r--ésimo modo no:r-mal. El p:r-oblema 

" consist..e ent..onces en e nco nt.r-ar- todos los v ator-e a w > O par-a los 
r 

cuales exist..en y no t..:r-iviales. 
l' 

De r-Lv arrdo la ecuación <II.11) dos veces obtenemos 

N 
y (t.) D E b X 

l' . rj j 
J;i 
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<II.14) 

(Il.7) 

T 
Mult.,ipliquemos: por· l& izquier•da es:t.,& últ.,im& ecuación por· />i. 01 

/>/, T[M � • />/, Tll'I />/, y ..__,._,,. 
.). 

de acuer,do con la condición de or,t.,ogonalidad, ecuación (1.50), de 

los vect.,or,es pr,opios queda 

(Il.8) 

donde 

y • CB X (Il.9) 

1B - />/, T[M 

La ecuación <II.9) puede escr,ibir,s:e en t.,ér,minos 

oo mpcme rrt.e ss como 

N 
y (t.,) - E b "'(t.,) 

r . r· J J 
J =·1 

N �II 
b - E m a, 

,, 
rj kj kr '1'\.0 

k=i 

(11.10) 

de 

en.ro 

(II.12) 

Las !'unciones y (t.,) s:at.,isfacen una ecuación dit'er,encial de la 
r 

f o r-m a 

ü• • 1,2, ... ,N) 

donde w es la f"r•ecuencia del r·-ésimo modo normal. El problema 
r 

cons:ist.,e erit.orice s en e noorrt.r-ar- t,odos: los valores w > O par-a los 
r 

cuales e:,.:ist.,en y no t.,r,iviales. 
l' 

De r-Lv arrdo la ecuación <Il.11) dos veces obtenemos 

N 

y (t.,) .. E b "' 
r . rj j 

J=i 

22 

(II.14) 



y con la sustitución del sistema de ecuaciones: de movimiento 

<II.5) queda 

2 v, • WÚ 

N 

E c Cx - 
. rJ J-1 

J=i 
2:x + :,,: ) 

j j+t 
<II.15) 

donde hemos de:finido el coe:ficiente e como 
rj 

c. 
l'J 

-i 
et. b 

\. rp. 
' 

si 

s:i 

( t • 1,2, ... ,n) <II.16) 

Esta e xp r-e sd ó n par•a la aceler,aci6n y 

oscilaciones en la fo r-m a 

las 'frecuencias: de 

• 2(1 - � )1,;2 
r r O 

<II.17) 2 
<,; 

donde � es un par-an1et.r•o adimensional 
l' 

escr·ibir- las ecuaciones: (II.13) como 

no mayor- que uno, 

� 

per•mi ten 

N 

E c <:x. - 
. r¡ J-i 
J=i 

2:x + :,,: ) • -2(1 - 
j j+t 

N 

( ) E b .:X 
r . r J J 

J= i 
<II.18) 

La c.omp e r-ac í ó n de los t.e r-mí rioss cor,r,espondientes de ambos 

lados: de la igualdad nos pe r-mí t.e e s cr-í.b í r- las: s:i�uientes 

:r-elaciones: e-rrt.r-e los: coe:ficientes: 

e - 2c + úl.C - -2(1 - i: ,. )b j - 1 r2 •• l' i ··• 
e - 2c + c - -2(1 - � l' 

)b j "' 1,N <II.19) 
rj+t r j r j-t rj 

(le - 2c + c - -2(1 - ( )b j - N 
rN r·N rN-:1 r rN 

donde hemos: utilizado las condiciones: x ,. a:,,: en la pr-Ime r-e o i 
ecuación y :,,: • (l:,,: en la última. 

N+:l N 

De:finamos 

C • OtC 
ro ri 

23 

(II.20a) 

y con la sust.it.ución del sist.ema de ecuaciones de movimient.o 

<II.5) queda. 

2 
Y,, • wo 

N 

E c .<x. - 2x + x ) 
. r J J-'1 j j+i 

J=i 

(Il.15) 

donde hemos de:firddo el coe:ficient.e e como 
rj 

<II.16) ( L • 1,2, ... ,n) 

si 

si 

-i a. b 
\. rp_ 

' 

- 

{ b 
l' J 

c. 
l'J 

Est.a e xp r-e sd ó n pa1·•a la aceler•aci6n y 

oscilaciones en la fo r-m a 

las 'Crecuencias: de 

o/ • 2(1 - t )o/ 
r r o 

(Il.17) 

donde � es un par·&n,et.r•o a.dimensional 
I' 

escr,ibir, las ecuaciones (Il.13) como 

no mayor- que uno, 

� 

per,mit.en 

N 

E c <x. - 
. 1'.) J-1 
J = i 

2X + X ) • -2(1 - 
j j+t 

N 

t ) E b .X. 
r- . r J J 

J= i 
<II.18) 

La campar-ación de los t .. é r-mí rross cor•respondient.es de ambos 

lados de la igualdad nos: pe r-mí t.e es:cr,ibir, las sig-uient.es 

r,elaciones e rrt.r-e los coe:ficient.es 

e - 2c + Ole 
r 2 r :l r :l 

• -2(1 - !;" )b 
r l' i j - 1 

c . - 2c + c . • -2(1 - t )b . 
rJ..,t rj r;-i r r J 

j >" 1,N (II.19) 

(le - 2c + c • -2(1 - !;" )b 
rN r·N rN-i r r-N 

j • N 

donde hemos ut.ilizado las condiciones x ., ax en la pr-Ime r-a o • 
ecuación y x • (lx en la últ.ima. 

N-t-:l N 

De:finamos: 

C • DIC 
l'0 l"i 

<II.20a> 
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c • (k 
rN'+i. rN 

(11.20b) 

que son la expr,es:ión en t.é r-mí noss de los coet'icieni-es c de las 

condiciones en la t'r-oni-er•a (Il.:3), usamos es:i,a de:finición para 

escr-ibir- el conjuni-o de ecuaciones (Il.19) en la :fór-mula única 

c . - 2c + c • -2(1 - t )b . (j • 1,2, ... ,N) 
l"J+l r-j rJ-i r r-J 

con ayuda de la de:finición <II.16) es:cr-ibimos 

(11.21) 

c . • 2t c . - c 
r·J-t-1 r rJ rj-1 

(j -,, P.) 
' 

GI.22a) 

c 
rp.·U. 

' 
• 2t c 

r rp. 
' 

- c 
rp, -t 

' 
+ 2(1-t )(1-a. )c 

1' \. rp, 
' 

(j - p ) 
' 

GÍ.22b) 

Es:t-as ecuaciones cor.srt.í t.uye n un sis:i-ema de N ecuaciones de 

di:fer-encias , lineales:, homog er.e as , de segundo o r-de n. Si asignamos: 

valor·es a e y e 
ro r:1 

como combinaciones: 

podemos 

lineales 

dei,e1,minar• los: valor,es de c . (j � 2) 
'J 

de c y c · y usando la de:finición 
ro r:1' 

(11.20a) los coe:ficieni-es c 
)' J 

t.arrt.o , c debe ser- df f'e r-e rrt.e 

s:er-án :función de 

de oe r-o para t.e ne r- 
c r·•; por, 
soluciones: 

lo 

no 

i,r,iviales. 

Hasi-a aquí hemos especit'icado las car-aci,er,isi,icas del 

sisi-ema mecárdco bajo esi-udio y es:i,ablecido las ecuaciones de 

movimieni-o que coni-ienen implicii-ameni-e las condiciones en la 

f'r•ont.e1"a n1ás oo murie sr. La t,1-.ansf'o1·•mación a las coor•denadas not"males 

nos ha conducido a un sistema de ecuaciones de dit'er-encias que 

pe r-mí t.e n calcular• los coet'icieni-es de la i,r,ans:for-mación 

r-ecur,sivameni,e en i-é1>minos del p r-í me r- coe:ficieni,e asociado con la 

úlUma e xp r-e s í or, 

uno (la del e xt.r-e mo Iz quí e r-doo. � Vemos en la 
e 

como la presencia de los posibles: de:feci-os: 

par•i-1cula rrúme r-o 

in:fluyen en el valor• de dichos coe:ficieni,es:. 
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<II.20b) 

que son la expr,esión en té1••minos de los coet'icientes c de las 

condiciones en la t'r•onter•a (II.3), usamos esta de:finición par-a 

escr-ibir- el conjunto de ecuaciones (II.19) en la :fór-mula única 

c . - 2c + e • -2(1 - I; )b . (j • 1,2, ... ,N) 
r'JTl l'J l"J-i r l'J 

<II.2ü 

con ayuda de la definición <II.16) escr-ibimos 

c - 21; c . - c (j .,, p ) <II.22a) 
rj-t-1 r r J 1-.,-1. ' 

• 
c - 21; c - c + 2(1-1; )(1-a. )c (j - p ) <II.22b) 

rp H r rp. rp,-l r \. rp. ' ' ' ' ' 
Estas ecuaciones constituyen un sistema de N ecuaciones de 

di:fer,encias , lineales, homoger,eas, de segundo or-den. Si asignamos 

valor•es a e y e 
ro ri 

como combinaciones 

podemos 

lineales 

dete1,minar- los valor-es de c . (j 2 2) 
rJ 

de c y c ¡ y usando la definición 
r-0 l':i 

(II.20a) los coe:ficientes c 
•J 

tanto, c debe ser, dt f'e r-e rrt.e 

ser-án !'unción de 

de oe r-o par-a tener, 

c ,.; por, 

soluciones 

lo 

no 

tr-iviales. 

Hasta aquí hemos: especit'icado las car-acter-1sticas del 

sistema mecánico bajo estudio y establecido las ecuaciones de 

movimiento que cont..ienen implici tamente las condiciones en la 

f'r•ont.er·a n,ás oo murie sr. La t,1-.ansfo1·•n1ación a las coordenadas nox•males 

nos ha conducido a un sistema de ecuaciones de dit'er,encias que 

r-ecur,sivamente e1) 

par•tl.cula riúme r-o 

p e r-mí t.e n 

la 

la 

con 

en 

det'ectos 

tr-ans:for-mación la 

los 

de 

de 

coe:ficiente asociado 

izquier-do). '< Vemos 
e 

posibles p1 ... esencia 

coef'icientes 

del p r-í me r 

del e xt.r-e mo 

los 

t..ér-minos 

uno (la 

oo mo la 

calcular• 

e xpr-e s í or, últ.ima 

inf'luyen en el valor• de dichos coef'icientes. 
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11.2.- EcuACION PARA EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS NORMALES 

DE UNA CADENA LINEAL FINITA CON TI DEFECTOS:. 

Pa:r-a :r-esolve:r- el sistema de ecuaciones <II.22) empecemos por· 

escr•ibi:r- los pr-tme r-o s coef'icientes c . usando la ecuación <II.22a) 
l'J 

c - 21; c - c 1'2 r r< ro 

e - (4"2 - üc - 21; e 
r9 'r 1'1 I' ro 

c - (8(9 - 41; )e - (41;2 - üc 1•4 I' l' r-1 r l'Ú 

c - (16�· 4 - 12,;2 + De - es¡;- 9 - 4t )e 
l'!S r I' l'i r r 1·0 

e - (32(" - 32(9 + 61; )e - (16"4 - 12,; 2 + De ro r r l' rt ' r r ro 

de aqu1 concluimos: que existe una sucesión de polinomios: 

tales que 

{Q (,;')) 
J 

Q U) • 1 o , y Q (/;) - 2( • <II.23) 

y en té:r-minos de los cuales el sistema <II.22> tiene como 
solución: 

c • Q <r, )e - Q <!;" )c 
Y·J J-t r r:f.. · J-2 y. r·ü 

(j • 2,3, ... ,p ) • <II.24) 

Pa:r-a pr-ob ar- esta co n je t.ur-a utilicemos el p:r-incipio de 
inducción matemática como sigue: 

Supongamos que la ecuaci,�n (II.24) es valida par•a toda j � k; 

entonces el coet'iciente e se obtiene de <II.22a) 
rk-e a 

sust.it.uiJnos los co�f"icient,es e y e usando CII.24) 
rk rk-1 
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II.2.- EcuACION PARA EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS NORMALES 

DE UNA CADENA LINEAL FINITA CON n DEFECTOS. 

Pa:r-a :r-esolve:r- el sistema de ecuaciones <II.22) empecemos por· 

esc:r-ibi:r- los p r-Irne r-oss coef·icientes e . usando la ecuación <II.22a) 
r¡ 

c - 21; e - e r2 r r< ro 

e - (4"2 - De - 21;' e r9 'r ri l' rü 

e - <81;'9 - 41;' >e - (41;2 - üc , ... l' l' ri l' eo 

e - (161; 4 - 121;'2 + De - <81;'9 - 41; )e 
1'5 r r ri r r ro 

e - (321;5 - 321;9 + 61; )e - (161;'4 - 12�·2 + De 
ró r r l' ri l' r ro 

de aqui concluimos que existe una sucesión de 

tales que 

polinomios <Q <I;» 
J 

Q(t')•i ü , y Q (/'.) • 21; • 

y en t.é r-rmrioss de los cuales el sistema <II.22> tiene como 
solución: 

e • Q </'. )e - Q <I; )e 
Y'J .)-t r rt. J-2 >" r-ú 

(j • 2,3, ... ,p ) 
i 

<II.24) 

Par-a pr-ob ar- esta corrje t.ur-a utilicemos: el p:r-incipio de 

ir,ducción matemática como sigue: 

Supongamos: que la e c u.ac í o n (II.24) es válida p ar-a toda j ::, k; 

entonces el co e f'Lc í e rrt.e e se obtiene de <II.22a) 
rk+1 

e • 2( e - e 
1'k+1 r- r-k d.:-1 

sust.it.uirnos los co�t·icient,es e y e usando CII.24) 
r k r k-1 

25 



c "' 21' <Q c - Q c ) - (Q e - Q c ) 
l'kTi. ' r k-:1 r:1. k-2 r-O · k-2 r-1 k-9 ro 

•Qc -Q c 
k 1•i k-i ro 

Est.e l'esult.ado es Ldé n t.í co a <II.24) con j • k+i. Además 

hemos encont.r•ado que 

Q. • 2tQ - Q. 
J+..í J J-i 

(j e! 1) (11.25) 

es la f ó 
r-mu l.a de r-e cur-r-e 

nct e que deben sat.isf·acer, los polinomios 

de la sucesión. 

Las ecuaciones (Il.23) y <II.25) det.er·minan la sucesión de 

polinomios; además,se sig·ue que pa1·•a cada j, Q.<t) es de gr•ado J. 
J 

Con ést.o hemos p r-c b ado la validez de la ecuación <II.24). 

Par,a poder• usar• la ecuación (11.24) con j • 1 bast.a con 

def'inir, Q <t) • O, r,esult.ado que se obt.iene de sust.it.uir· j • O en -• 
<II.25) y usar- (11.23). 

Usemos de nuevo la ecuación (II.22a) pa�a escr•ibir, los 

coet'icient.es c . con p +1 $ j s p -1 
rJ :1. 2 

c 
rp:i+2 

• 2t c 
r rp i. +:1 

e - (4,; 2 - Dc - 2�· e 
"P +9 I' rp 

1 
+1 r q:, • < 

c - <8t9 - 4f, )c - <4t2 - Oc 
••p ... >' 1' rpi. +,1 >' rp:1 • 

c 
l'f>2 

.. q c -Q e 
<p 

2 
-p /-1 rp 

:1. 
·U. <i:, 

2 
-p /-2 r,:, :i 

Obser-vamos que los 

escr-ibir,los en t,ér,minos 

coet'icient.es c .co n p +2 
l' j :l 

de los coef'ici&nt.es 

j 

y 
p2 podemos 

e dados =. 
Vemos que por· las ecuaciones (11.22b) y (11.24), r,espect.ivament.e. 

c 
r-p +:i. • 

apar-ece de nuevo la misma sucesión de polinomios Q .<t) definida 
J 

por (Il.23) y <II.25). Recor-dando que Q (() • o, podemos es:cr-1b1r• 
-i. 
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e "' 21' <Q e - Q e ) - <Q e - Q e ) 
t'kTi ' r k-i ri k-2 r-O · k-2 ri k-9 ro 

• (21; Q - Q )e - (21; Q - Q )e 
l' k-1.. k-2 l'i r- k-2 k-9 r-0 

•Qc -Q e k 1•:1 k-i ro 

Est.e l'esult.ado es í dé rrt.í co a <II.24) con j • k+1. Además 

hen1os encont.r•ado que 

Q. • 21;0 - Q. 
J+-1 J J--1 

(j � 1) <II.2!3) 

es la t'ó1'mula de 1'ecu1,r•encia que deben sat.isf·acer, los polinomios 

de la sucesión. 

Las ecuaciones (Il.23) y <II.2!3) det.er·minan la sucesión de 

polinomios; además,se si1t;ue que par·a cada j, Q .<I;) es de gr,ado J. 
J 

Con ést.o hemos p r-ob ado la validez de la ecuación <II.24). 

Par,a poder- usar• la ecuación (Il.24) con j • 1 bast.a con 

def'inir- Q (1;) • O, r-esult.ado que se obt.iene de sust.it.uir· j • O en -• 
<II.2!3) y usar, (Il.23). 

Usemos de nuevo la ecuación (II.22a) par-a escr•ibir- los 

coef'icient.es e . con p +1 :é j :é p -1 
rJ 1 2 

c - 21; e - c 
rp :i. +2 r rp< +< l'P t 

c - (4,;2 - De - 21; e ••p +9 r rp +1 ... rp • • • 
c - <81;9 - 41; )e - (41;2 - De 

''P ... ... I' r p t +i 
,, rp i • 

c 
rp2 

Obser,vamos que los 

escribirlos en t.ér-minos 

coet'icient.es e .co n p +2 
rJ • 

de los coet'"ici&nt.es 

s j 

y 
p2 podemos 

e dados 
l'Pi 

Vemos que por· las ecuaciones GI.22b) y (Il.24), l'espect.ivament.e. 

e 
rp +t • 

apar,ece de nuevo la misma sucesión de polinomios Q .<I!) def'inida 
J 

por (11.23) y (11.25). Recor-dando que Q ({) • o, podemos e scr-íbrr 
-i. 
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estos coeficientes c . ' r¡ 
incluyendo el c 

rp :1 +:1 
como 

c 
r!J +h 

1 1 

"' Q Ct )c - O CI' )c 
h -1 1• r·p T:1 ·ri -2 • r· rp 

1 1 1 i 
C1 :S: h :S: p -p ) 

:1 2 i 

CII.26) 

Par•a escr-ibir- estos coe!'icientes en tér-minos de c ri y c ro 
c 

l'P 1-i 

y j • p en la ecuación (II.24) 
1 

y c p ar-a ello 
l'P:1 

p ar-a ob t.e rie r- 

tomemos j - p - 1 e mp e oe moss p o r- calcular• 

c - Q c -Q c <II.27a) 
l'P -• p 1-2 l'i p -9 ro 

·1 1 

e - Q c - Q e <II.27b) 
q:, p 1 -• r·i p -2 ro • 1 1 

los cuales los sustituímos en (Il.22-b) con j • p 
1 

c 
rp +:1 

1 

- (2/:'. Q - Q )c 
r p 

1 
- 2 p 

1 
- 9 ro 

c - Q c ) 
ri p -2 ro 

1 

CII.28) 

que con ayuda de la f'ó r-rmrl a de r-e-cur-r-ericí a <II.25) queda 

• Q c 
p :1 ri 

- O c 
·p1-1. r-O 

+ 2(1 - /:'. 
l' 

)(1 - e, )CQ c 
1 p 1--1 H. 

- Q c ) 
p 1-2 r-O 

<II.29) 

Sustituyamos 

coe!'icientes c y 
rp :1 +:i. 

e 
r·p 

1 

en 

las expr-esiones obtenidas p ar-a los ahor·a 

la ecuación CII.26) 

c 
rp +h • • 

• <Q Q - Q Q )c - <Q Q 
h -1 p h -2 p -1 ri h -1 p -1 

t i t :1 i J. 

+ 2(1 -�· )(1 - a )(Q c - Q c )Q 
r i p1-1 M. p -2 e o h -1 

• ·1 

ro 

<II.30) 

Q Q )c 
1-, -2 p -2 

,. 1 

En esta última ecuación apar·ecen dí f e r-e ricf ass de pr-oduct.oa de 

polinomios de la fo r-ma 
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estos coeficientes c . ' rJ 
incluyendo el c 

rp +i 
1 

como 

e 
ri:, +h 

-1 1 

"' Q (� )c - O (I' )c 
h -1 I' r-p "".1 ·h -2 'r· rp 

1 1 1 :1 

<t :s h • ::, p -p ) 
2 1 

<II.26) 

Par•a esc:r-ibi:r, estos coeficientes en té:r-minos de c 
l'Í 

y c 
l'Ú 

empece1nos p o r- calcul&l" e 
rpi-:i. 

y c p ar-a 
l'P • 

ello t.ome moss j - p - 1 

y j • p en la ecuación (Il.24) p ar-a o b t.e ne r- 
1 

c - Q c -Q c <II.27a) 
l'P -1 p 

1 
-2 r:i p -9 r-o 

·1 • 
c - Q c - Q c <II.27b) 

1'? pi -1 r< p -2 ro • 1 i 

los cuales los sustituímos en (Il.22-b) con j • p 
1 

c 
rp +:1 

i 
- (2� Q 

r p t -i 

+ 2(1 - � 
' r 

- Q )c 
·p:1-2 ri 

)(1 - él )(Q . . 

- (21'. Q r p1-2 
e - Q 

p -1 ri p 1 • 

- Q )e 
pi - 9 i'Ú 

e ) 
-2 ro 

(Il.28) 

que con ayuda de la fó r-rmrl.a de r-e cur-r-e ncí a (II.25) queda 

c 
l'f, 

i 

• Q c 
p 

1 
ri 

- O c 
·p1-1. r-O 

+ 2(1 - 1'. 
I' 

)(1 - él ><Q e 
1 p 1-·1 l't. 

- Q e ) 
pi -2 r-O 

<II.29) 

Sustituyamos ahor•a las expl"ésiones obtenidas par•a los 

coet'icientes c y e 
rp :1 +-1 r·p 

i 

en la ecuación (II.26) 

c - (Q Q - Qh -2Qp )c - (Q Q � Q Q )e 
rp < +h h -< P -• r1 h -1 p -< h -2 p -2 ro • • • • • • • • 1 

+ 2(1 -( )(1 - o ><Q c - Q e )Q (Il.30) 
r :l p1-1 r·:1. p -2 r-O h -1 

i i 

En esta última ecuación apa1··ecen dit'e:r-encias de pr-oduct.oe de 

polinomios de la tor-ma 

Q.Q - Q. Q 
) n J-:1 1"1-1 
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Ve arnoss si p o de-mors escI•ibir• est.as expr•esiones de 1naner•a rnás 

compact-a; par•a hacer·lo fijemos el indice j y hagamos co r-r-e r- el 

indice n como sigue: 

par•a n • O 

donde se ha usado (Il.23) y Q • O -• 
para n • 1 y con ayuda de la fó r-rmrl.a de r-e cur-r-ersoí a (Il.25) 

Q.Q - Q Q, - 2(Q - Q. 
J 1 J-·l U ) J-1 

- Q. J-t--:1 

par-a n • 2 

Q ¡Q2 - Q. o • (4�· 2 - DQj 2tQ 
J-1 ·1 J-·1 

• 21';'(2tQ - Q. ) - Q. 
J J-1 J 

• 2tQ. - Q J+i J .. Q ¡+2 

donde de nuevo hemos usado la f'ól'mula de r-e c ur-r-e ncd a <II.25). 

De acuer-do con est.os result-ados podemos cor.cf.uí.r- la 
expr-es:i6n, pa�& n • k 

Par-a probar es:t.a identidad ut-ilicemos el principio de 

cumple par•a n - 1' ' suponernos ahor•a que se cumple p ar ... a n • k y 

la ident-idad se inducción mat-emát-ica como sigue: sabemos que 

pr-obemos que se sat-isf·ace p ar-a n • k + 1. Par•a hacerlo par-t.tmo s 

de la fórmula de r-ecur-r-ericí a (Il.25) 

Q. k = 2,;'Q - Q 
J+ + 1 · J + k · .J + k - 1 

=2/';'(QQ -Q. Q )-Q.k J k J-1 k-i J+ ·-1 

• Q .Qk - Q. Qk ) + 1 J -i 
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Ve arnoss si p o de-mors escr,ibir• est.as exp1·•esiones de Jnaner•a rnás 

compact.a; par•a hacer·lo fijemos: el indice j y hagamos: co r-r-e r- el 

indice n como s:i¡,;ue: 

par•a n • O 

donde s:e ha usado (Il.23) y Q • O 
-·1 

para n • 1 y con ayuda de la fó r-rmrl a de recur·rencia (II.25) 

QJ.Q1 - Q Q. • 2tQ - Q J-·l U J J-1 

- Q j+J. 

par-a n • 2 

Q Q - Q O • (4,� 
2 

- DQ . - 2t Q 
J 2 J-1 . l J J-·1 

• 2( (2t Q - Q. ) - QJ. J J-1 

• 2(Q - QJ. 
J+i 

.. Qj+2 

donde de nuevo hemos: us:ado la fó r-mxrl a de r-e c ur-r-e ncd.a <II.25). 

De acuerdo con estos res:ult.ados: podemos: conctuí r- la 
expr-esión, pal'9a n • k 

Par-a probar est.a ident.idad ut.ilicemos: el principio de 
inducción mat.emát.ica como s:igue: sabemos: que la ident.idad s:e 
cumple par•a n • 1' , suponen1os ahor•a que se cumple par·a n • k y 
probemos que se s:at.is:f·ace p ar-a n • k + 1. Par•a hacer•lo par-t.tmos, 
de la fórmula de r-e cur-r-erict a (Il.25) 

Q. k = 2(0 - Q 
J+•+i ·J+k j+k-1 

= 2( ( Q Q - Q. Q ) - Q. k J k J-< k-1 J+ ·-1 

• Q .Qk - Q. Qk J + i J -:1 

28 



en el último paso hicimos uso de nuevo de la f'ór-mula de 

r-ecur-r-encí e. Con ésto hemos p r-ob ado que la identidad es cor,r,ecta y 

establecemos que 

Q •QQ-Q.Q 
J+n j n J-1 ri-:i 

<II.3ü 

Con este r,esultado la expr•esión (ll.30) p ar-a los coeficientes 

c 
rp t +h:i 

queda finalmente en la f'or•ma 

c 
rp +h • • 

+ 2<1-� )(1-ó' )(Q c - Q c )Q 
r t p -:i ri p -2 ro h -t 

:i 1 t 
(1 s h s p -p ) 

• 2 • 

<II.32) 

la misma sucesión de 

s p -1 usando la 
9 

algunos coet'icient.es 

ecuación <II.22a) vemos 

e . con 
rJ 

que apa1,ece de 

los de tér•minos en Q (t) 
J 

polinomios 

ahora esc1,ibimos 

j 

Si 

p +1 
2 

nuevo 

cuales podemos escr·ibir• el r•esultado como 

(1 s h 
2 

s p -p ) 
9 2 

<II.33) 

Pa1•a e}{pI•esa1·•la en t.e1·•rninos 

en la ecuación e mp e oe moss po r- t.omar 

(II.32) par,a tener, 
h • - p -p -1 

2 • 

de 

y 

los 

h • 
coef·icient.es - c ••• y c 

"º 

c 
rp2-t 

• Q c 
p2 -2 rt 

+ 2(1-1' )(1-ó' )(Q e 
• r ·i p - 1. r·t 

1 

<II.34) 

c 
i'p2 

+ 2(1-t )(1-ó' )(Q c 
... 1 pi - i 1'1 

- Q c )Q 
p1-2 ro ·p2-p1-:1 

(II.36) 

Sustituyendo estos r,esultados en la ecuación <II.22b) con 

, • 2 y usando la f'o r-rnu l.a de r-e cur-r-e nct a de los polinomios 
obtenen,os: el coef"icient.e e en la f'o r-rn.a 

rp 2 +1. 
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en el último paso hicimos uso de nuevo de la :fór-mula de 

r-ecur-r-erscí e. Con ésto hemos p r-ob ado que la identidad es oor-r-e ct.a y 

establecemos que 

Q •QQ-Q.Q 
J+n j r, J-·1 n-i 

<IJ.31) 

Con este r-esultado la e xpr-e sd ór, (11.30) par-a los coe:ficientes 

c 
y,p +h • • 

queda :finalmente en la fo r-m a 

c 
rp +h • • 

+ 2(1-1:' )(1-<> )(Q c - Q c )Q 
r t p -t l'i p -2 ro h -t 

1 1 t 
(1 s h s p -p ) 

• 2 • 

(11.32) 

nuevo la misma sucesión de polinomios 

cuales podemos: es:cr·ibir• el r•esultado como 

S p -1 usando la 
9 

tér•minos 

p +1 
2 

Si 

j 

escr-ibimos ahor-a algunos coef'icientes 

ecuación (11.22a) vemos 

Q (/:') en 
.) 

e . con 
rJ 

que apar•ece 

de 

de 

los 

(1 s h 
2 

s p -p ) 9 2 
<II.33) 

Pa1"a eNp1·•esaT•la en t..ér•rninos coeficientes 

la ecuación 

c 
ro 

y 
r< 

c 

en - los 

h • y 

de 

p -p -1 
2 • - h • e mpe oe moss por t.omar· 

(II.32) par-a tener- 

c 
rp2-i 

+ 2(1-1' )(1-o- )(Q c 
'r 1. p-1.rt • 

- Q e )Q 
·p -2 ro ·p -p -2 

t 2 i 

<II.34) 

c 
l'P2 

+ 2(1-1:' )(1-o- )(Q e 
l" 1 i:,, - 1 1'1 • 

(II.35) 

Sustituyendo estos r-es:ultados en la ecuación (Il.22b) con 

L • 2 y usando la fo r-mu l a de r·ecur•r•encia de los polinomios: 
obt.enen1os: el coef·icient.e e en la f·or•1na 

rp, +i 
2 
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e 
rp2 +:i 

• Q e 
p2 ri 

- Q e 
p -i ro 

2 

+ 2(1-� )(1-o )(Q e 
r 2 p2-:ir:1 

- O e )_ 
·p 

2 
-2 r-0 

e 
t'·1 

- Q c )Q 
•")1-2 r-0 p2-p:i-i 

(ll.36) 

Con la sust.it.ución en <II.33) de las expr-esiones obt.enidas 

par-a los coef'icient..es c 
rp2+1 

<II.31) escribimos t'inalment.e 

y c y el uso de la ident.idad 
rp2 

e • Q e 
rp2-t-h2 p2 .... h2-t ri 

+ 2(1-� )(1-o )(Q e 
r· 1 p-1r1 

1 

- Q c )Q 
p -2 ro p -p .... \·, - i 

'1 2 :1 2 

+ 2(1-� )(1-o )(Q e - Q e )Q 
J' 2 p2-1 ri p2-2 ro h2-:t. 

+ 4(1-� )2<1-a )(1-o )(Q e - Q c )Q Q 
J' :1 2 p 

1 
- i rt p 

1 
-2 ro ºh 

2 
- :1 p 

2 
-p 

1 
- 1 

<1 :S: h :S: p -p ) 
2 9 2 

Cll.37) 

Siguiendo el mismo 

<II.22a) los: 

calcular• 

ello, 

escr-ibir 

pr•oponemos 

par-a 

h 
9 

nos pr-ocedimient.o 

e con 
rp -1-h 

9 9 

ecuacion la 

coet'icient.es: 

de nuevo 
los: 

usamos 

aho1'a 

coet'icient.es 

(1 :S: h 
9 

:;; p -p ) 
.. 9 

<II.38) 

Para e:i..-presar est.os coef·icient.es en términos de y e ,o 
tomemos h • p -p -1 y h • p -p en la ecuación <II.37) 

2 9 2 2 9 2 
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c 
rp2 +:i. 

• Q c 
p2 r:l 

- Q c 
p -t ro 

2 

+ 2(1-{ )(1-0' )(Q e 
r t p1-:1 ri 

- Q e )Q 
p -2 ,o p -p 

• 2 • 

+ 2(1-t )(1-0' )(Q e 
r 2 p2-tr:l 

- Q e )_ 
·p 

2 
-2 r·O 

+ '4(1-t )2<i-c:r )(1-0 )(Q e 
l'· l. 2 pi -1 r-'1 

- Q e )Q 
J-'.)i-2 I'Ú p2-p,-i 

(11.36) 

Con la sustitución en <II.33) de las expr-esiones obtenidas 

pa1 .. a los coef'icient.es e 
rp2+i 

(Il.31) escr-ibimos t'inalmente 

y e y el uso de la identidad 
rp2 

c • Q e 
rp2-th2 p2 ... h2-t r-i 

+ 2(1-� )<1-o )(Q e 
l"· 1 pi-1 l'l. 

- Q e )Q 
p -2 l'Ú p -p ..- h - i 

t 2 1 2 

+ 2(1-� )(1-o ) (Q e 
l' 2 p2-t f•:i. 

- Q e )Q 
p -2 ro h - 1. 2 2 

- Q e )Q Q 
P.,-2 ro ·¡-, -< p -p -< 

2 2 < 

<1 5 h 5 p -p ) 
2 9 2 

Cil.37) 

Siguiendo el mismo pr-ocedimiento 

los 

calculaz• 

ello, 

es:cr-ibir- 

p r-op orvemoss 

5 

par-a 

h 
9 

nos 

1 $ 

<II.22a) 

e con 
rp 1-h 9 9 
ecuación la 

coet'icientes 

de nuevo 
los 

usamos 

aho1'a 

coe:ficient.es 

(1 5 h 
9 

$ p -p ) 
4 9 

CII.38) 

Par-a e xp r-e ssar- estos coet'icientes en ter-minos de y e ,o 
tomemos h • p -p -1 y h • p -p en la ecuación (Il.37) 

2 9 2 2 9 2 
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e 
rp9-1 

• Q e 
1\1 -2 r:l 

+ 2(1-1; ><1-o ><Q e 
r t. p1-1.r1. 

+ 2(1-1;" ><1-o )(Q e 
r 2 ¡:,2-:1 r·:1 

e 
"' 

- Q e )Q Q 
p1-2 ro p9-p2-2 p2-p1-1. 

(II.39) 

+ 2(1-1; )(1-o )(Q e 
r :i p:1-i r·i 

+ 2(1-1;' )(1-o )(Q e 
r 2 "p2-t ri 

- Q e )Q 
p -2 r·O p -p - 1 

i 9 1 

e ' - ,. 
(II.40) 

Sust.it.uyamos ahor•a estos r·esult.ados en la ecuación (II.22b) 

con l. • $ y usemos la relación de I•ecur•r·encia p ar .... a obt.ener- el 

coef•icient..e e en la !'or•ma 
rp9 +t 

e 
J'Ps +i 

• Q e 
P9 r:i 

+ 2(1-1;' )(1-o )(Q e 
r i p1-:i r:1 

+ 2(1-1;' )(1-o )(Q e 
r· 2 p2-1 r:1 

- Q e )Q 
p 2-2 r-o 'p9-p 2 

+ 2(1-t:' )(1-,.:, )(Q e 
r 9 p9-i r:1 

+ 4(1-t:' )2(1-0' )(1-0' )(Q 
1' i 2 p1-1 

e '. 
Q e ) 

p -2 eo 
9 

+ 4(1-1;' )2(1-o )(1-0' )(Q e 
r 1 9 p -1 r·:1 

1 

- Q e )Q 
'p -2 ro ·¡:, -p -1 

,1 9 :J. 

+ 8(1-1;' )9(1-o )(1-o )(1-o )(Q e 
r i 2 9 p 

1 
-:t r i 

31 

- Q e )Q 
Pi - 2 ro P 9 - P 2 - :l. 

<II .41) 

e 
rp9-1 

+ 2(1-1;" )(1-a )(Q e 
r 2 p2-tri 

e 
H 

- Q e )Q Q 
p:1-2 ro p9-p2-2 p2-p:1-:1 

(II.39) 

- Q e 
p9 -2 l'Ú 

+ 2(1-1,' )(1-o- )(Q e 
r :1 p1-:iri 

- Q e )Q 
·p -2 r·O ·p -p -1 

·1 9 :.i. 

+ 2(1-1;' )(i-a )(Q e 
r 2 p2-t ri 

e ' - 
r·i 

Q e )Q Q 
p:1-2 ro p9-p2--1 p2-p:i-:i 

<II.40) 

Sust.it.uyamos aho1·•a est.,os r·esult..ados en la ecuación (II.22b) 

con l. • 3 y usemos: la relación de r-ecur•r·encia pal."& obtener, el 

coef•icient..e e en la fox•me. 
rp9+:1 

e 
J'Pg +i 

• Q e 
Pg r:i 

- Q e . p 
9 

- .1 r·O 

+ 2(1-1;' )(i-a )(Q e 
r i p1-i l':1 

+ 2(1-1;' )(1-c, )(Q e 
r· 2 p2-t r:1 

- Q e )Q 
p 2-2 r-o 'p9-p 2 

+ 2(1-1,' )(1.-,.:, )(Q e - Q e ) 
1' 9 p9-1 1•1 p9-2 r-o 

+ 4(1-t )2(1-c, )(1-o- )(Q e 
l'' i 2 p 

1 
-1 r :1 

+ 4(1-t )2(1-c, )(1-a )(Q e 
r- 1 9 p -1 r-1 

i 

+ 4(1-,;' )2(1-o- )(1-o- )(Q e 
l' 2 9 t=,2-1 ri 

+ 8(1-t /3<1-o- )(1-c, )(1-u )(Q e 
r i 2 9 p1-t r:1 
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sus:ti tu y amos las 

ecuación (11.38) y 

c 
l'P 9 +h9 

en la c 
q:, 9 

y 

coeficientes 

pa1··a 

los 

obtenidas: 

escribir· Para 

e 
1'?9 +J. 

usemos la identidad (11.31) para tener 

e xp r-e sn orie ss 

e • Q e 
rp9+h9 p9+h9-:1 1•i 

- Q e 
'p9+h9-2 ,,o 

+ 2(1-1;' )(1-a )(Q e 
l"· 1 p :1 -:1 l' :i 

- Q c )Q p -2 ro ·p -p +h -i 
i 9 i 9 

+ 2(1-1:' )(1-a )(Q c 
'1' 2 p2-:i r:l 

- Q c )Q ·p -2 ro ·p -p +h -t 
2 9 2 9 

+ 2(1-1:" )(1-a )(Q c - Q c . )Q 
1• 9 p9-i r i p - 2 ru h - :1 

9 9 

+4(1-1:' )2(1-a )(1-c, )(Q e -O e )Q 
r i 2 p:1-:1 ri ·p:1-2 rü p9 

Q 
-p + .. -• p -p - • 

2 9 2 :1 

+4(1-1:' )2(1-a )(1-a )(Q c -Q c )Q Q 
1' :1 s p - i r: i p - 2 ro h - t. p -p - i 

1 ' t 9 9 i 

+4(1-i:- )2(1-c:, Ht-c, )(0 c -Q e )Q Q 
r 2 9 · p - i r :i p - 2 ro h - :1 p -p - i 

2 2 9 9 2 

+8(1-1;' )9(1-a )(1-a )(1-c, )(Q c -Q c )Q Q 
1• 1 2 s p -:í rt p -2 ro h -t p -p2-, 

:1 :1. 9 9 

'Q p -p -• 2 1 < 1 s h s p -p ) 
9 4 9 

(II .42) 

coef'icientes y A p ar-t.í r- de 

continuando con 

los 

el mismo 

c ' l'P +h 
1 1 

procedimiento 

c 
rp -t-h 

2 2 

concluimos 

c ' rp +h 
9 9 

que 

y 

los 

coeficientes c con j • 1, ... ,n quedan expr,es:ados como 
rp_+h. 

J J 

c 
rp .+h. 

J J 
• Q c p .1-h -i rt. 

J j 
- Q c 

p_+h -2 ro 
J j 

j 
+2(1-1:')I:;(1-a.)(Q c - 

r i..=i L pi-:1 r:i 
Q c )Q 

p.-2 ro p,-p.+h.-1 
l J L J 

i. = i 
k 

J 

+ ¿ [2(1-� 
0)]k 

k:2 

J 

E 
L : i. • 

J 
E 

J 
r; < 1-a 

L • 
)(i-a 

L 
2 

i. > \, >. k k-1 > i > i.. 2 1 

c 
-:1 r 1 

c )Q Q 
- 2 ro p . - p _ + h _ - t p -p _ -i 

J L k J \. k L k-1 

(11.43) 

Q 
-< P. -p. -1 

i L 
2 • 

h. s P. -p) 
J J+i J 

-p 
L 

2 

(1 "' 

-• -p, 
L k-2 
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sus:t,it,uyamos: las: 

ecuación (Il.38) y 

c 
rp 9 +h9 

en. la 

coeficient-es 

p ar-a 

los 

obt-erddas: 

escribir• Para 

e y c 
rp9+1. q:,9 

usemos: la ident,idad <II.31) para t-ener• 

expr•esiones 

- Q e 
·p9+h9-2 ro 

+ 2(1-1:' )(1-a )(Q e 
1·• 1 p :i -i I' 1. 

- Q e )Q p -2 ro p -p +h -i 
i 9 1 9 

+ 2(1-1:' )(1-a )(Q c 
'1' 2 p2-i l'i 

- O c )Q 
·p -2 e o "p -p -th -i 

2 9 2 9 

+ 2(1-1'. )(1-a )(Q e - Q c )Q 
1• 9 p9-i 1':i p -2 ro ·h -:1 

9 9 

+4(1-t )2(1-a )(1-a )(Q c -Q c )Q Q 
r -i 2 ·p __ .-:1 rt p__.-2 e o p -p +1" -i p -p -t 

.. :a. 9 2 9 2 1. 

+4(1-1:' )2(1-a )(1-a )(Q c -Q c )Q Q 
1• :i s p - i r- 1. p - 2 ro h - :1 p -p - i 

:1 ' t 9 9 i 

+4(1-{ )2<1-et )(1-a )(Q e -Q e >Q Q 
Y. 2 9 p - 1 r 1. p - 2 r· O \-, - i p -p - i 

2 2 9 9 2 

+8<1-1:' )9(1-a )(1-a )(1-a )(Q c · -Q c )Q Q 
1• 1. 2 s p -t rt p -2 r o h -i. p -p2-< :i i 9 9 

·Q p -p -• 
2 • 

< 1 :,, h :,, p -p ) 
9 4 9 

(JI .42) 

coeficient-es y A p ar-Lí r- de 

cont-inuando con 

los 

el mismo 

e ' rp +h 
:i :1 

pr-ooe dí.mí e nt.o 

c 
r·p 2 -t-h2 

concluimos 

c ' rp +h 9 9 
que 

y 

los 

coeficient-es c con j • 1, ... ,n quedan expresados: como 
rp_+h. 

J J 

c 
r-p.+h_ 

J J 

• Q c p . ..- h - :1 rt 
J j 

- Q c 
p_+h -2 ro 

J j 

Q c )Q 
p. -2 ro p -p.+h.-i 

\. J l. J 

i. = :1 
k 

J 

r: 
\. = i • 

J 
r: 

J 
r; ( 1-a 

' • 
)(1-a 

' 2 

)···(1-a.) 

i.>i. > .. >i.>i 
k k-< 2 1 

<Q e 
pi. -:1 

l 

I' l 

Q 
P¡_ -pi -1 

k-1 k-2 
-p 

' 2 
(1 

-•ºP. -p. -1 
' ' 2 • 

< h. :S P. -p) 
J J+i J 

<II.43) 
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Est,a fó r-rnu l a que expr•esa a cualquier•a de los coe:ficient-es 

como combinación lineal de c ro es uno de los 1,esult-ados más 

importantes del presente t.r-ab a jo ya que su generalidad permite 

ap íí car-Ia a una v ar-í e drad muy amplia de situaciones di:fer-entes de 

la cadena lineal. A continu,;,ción consider·amos el caso en que hay n 

de:fect-os y aplicamos las cc,ndiciones en la :fr•onter•a. 

La condición del lado izquierdo, ecuación (Il.20a), implica, 

par-a j • n la siguiente e xp r-e es í.ó ri 

c 
l'P +h 

" 
• 

{ 
QP +h -< - ó<Qp +h -2 

n nn r.n 

" + 2(1-1'. ) I: (1-a )(Q 
!' i.=1 \ p(-1 

" r, " + ¿ c2<1-{. ) ] k r: r: 
k;2 i ;< l ;1 • 2 

i. > i. > . k k-< 

I: <1-a 
L 
i 

> i. > i. 
2 • 

)(1-a 
L 

2 

r, 

i. =t 
k 

(Q 
¡:,. 

L • 1 

)Q 
-2 ¡:, 

Q 
- p. + h - 1 p -¡:, 

n L r, L 
k k 

-• L k-1 

-p, 

' k- 2 
-• Q p 

L 
9 

-p. 
L 

2 

Q -< P. 
L 

-p 
' 2 1 

(11.44) 

esto es, cualquier•a de los coef•icient-es es múltiplo de c 
"' Par-a aplica1, la condición en la :f:r-ont-er-a del lado derecho, 

par-a ello sust,it,uyamos h n 

p r-Ime r-o 

= N-p 
" 

y 

los coeí'icient-es c 
r·N 

h • N-p +1 en la n n 

y 

ecuación 

ecuación <II.20b), calculemos 

arit,4:fr•'iox-- par-a o b t.e rre r-, I•espect.i vament.e 

r, 
- ó<Q )Q 

i:, -2 N-p,-:1 
L L 

r, 

+ l [2(1-{,)Jk 
k;2 

r: 
\. = t 

1 

r: 
\. = :i 

2 

I: <1-a, 
\. = :i. 

k • 
)(1-a )·--(1-a ) 

L 
2 

l ) i. > . k k-1 
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Es-t-a fó r-mu.í a que expr•esa a cualquier•a de los coef'icien-t-es 

como combinación lineal de c 
YO 

es uno de los 1,esul-t-ados más 

impor--t-an-t-es del pr-esen-t-e t.r-ab a jo ya que su gener-alidad pe r-mí t.e 

aplica1,1a a una var•iedad muy amplia de sit.uaciones difer•en-t-es de 

la cadena lineal. A con-t-inuación consider·amos el caso en que hay n 

deféc-t-os y aplicamos l.;,s condiciones en l.;, !'r•on-t-er•a. 

La condición del lado izquier-do, ecuación (II .20.;,), í mp Hc a, 

p.;,r-a j • n la siguient.e e xp r-e sn ó n 

c 
,�p +h 

" 
• 

{ 
QP +h -• - 0<Qp +h -2 

n n n '°' r, 

" + 2( 1-1:' ) I: (1-a )(Q 
ri.=l \. p\-1 

n 
n n 

+ 2 (2(1-{ r 
) ) k E E 

k;2 i ;< i ; . • 2 
i. > i. > . k k-1 

- otQ )Q 
p-2 p-p-t-h-i 

\. r, 1.. r, 

r, 
E <1-a )(1-a )· "(1-a. ) 

i. :; t '- i l. 2 \.k 
k 

> i. > i. 
2 1 

(Q P. 
' 1 

-1 
)Q Q 

-2 p - p. + h - i p -p 
n l. r1 i. 

k k 
-• ' k-i 

-p. - • 
' k- 2 9 

-p, 
' 2 

Q 
-• p. 

' 
-p 

' 2 • 

c ri 

(II.44) 

es-t-o es, cu.;,lquiér•.;, de los coef•icient.es es múft.í p lo de c 
ri 

Par-a aplicar- la condición en la !'1,on-t-er-.;, del lado der-echo, 

p ar-a ello sus-t-i-t-uyamos h n 

p r-Ime r-o 

= N-p 
r, 

y 
los coef'icien-t-es cr·N y crN+< 

h • N-p +1 en la ecuación n n 

ecuación (II .20b), calculemos 

arit,Etr,'ior• par-& obt.&nE:!'t", r•espe-ct.i vament.e 

n 
+ 2 (2(1-{,)Jk E 

k:::: 2 i. = t 
1 

" r: 
i. = :i 

2 

" E <t-a 
' \. = i 

k 

)(1-a )'"(1-a ) 
\.2 i.J.: 

+ 2<1-1:' ) r: (1-a. )(Q 
r t.=:1 \. p\.-1 

r, 

- otQ )Q 
P. -2 N-p, -i 

' 

\. > i. > . 
k k - 1 

) L ) \. 
2 • 
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(Q 
pi.. --1 

• 
"'º )Q Q ·pi. -2 "N-p\.. - :1 P¡_ -p1. 

i k k k-1. 
-p -• ' k-2 

Q 
-< P. 

' k-·1 

n 
+ 2<1-� ) E <1-a )(Q 

r i. = i \. pi. - :1 
- aQ )Q 

p. -2 N-p 

' ' 

(Il.45) 

n 
n n 

+ ;: [2(1-� ) l k E E r k=2 ' =1 ' = 1 1 2 

\. ;, \. l :;. • 
k K - • 

r, 

E (1-0' )(1-a )· · ·(1-a ) 
' ' ' L =:i :1 2 k 

k 
:;. \.. :-, i. 

2 i 

(Q 
pi. - i 

• 1 

)Q 
-2 N-p. 

' k 
-p. 

' k -< 

Q 
- • p . 

' k-1 
-p. 

' k-2 

Q p' -p. 

' 9 2 

Q 
- i p 

' 2 

-p. 
' 

- 1 

} e ,, . (II.46) 

Aho r-e sust.i t.uyamos estas exp1,esiones en la condición en la 

fr•ont.eJ:>a c • (Je par·a obt.ener• f'inalment.e la ecuación 
rN+:i rN 

Q - (a+(J)Q + a(;Q 
N H-:1 "N-2 

n 
+ 2<1-� > E <1-a ><Q 

r. L p,-i \. = i \.. 
n 

- cxQ )(Q 
p.-2 N-p. 

' ' 
(iQ ) 

N-p. - i 
' 

" " ,-. +;: [2(1-i:-" )lk E E E (1-0' )(1-0' )· .. (1-0' ) 

' ' ' k= 2 ' =• ' =• i. = i • 2 k • 2 k 
i.k > i. > • ' i. > i. k-< 2 1 

(Q 
P. 
' ,. -• 

O<Q 
. p' 

)(Q 
-2 N-p 

' k 

00 ·N-p. 

' k 

)0 
-:1 "p -p 

' k ' k-1 
Q _,. p. 

' k-1 
-p -• 

' k-2 

Q 
-• p. -p. 

' ' 2 

- 1 - o <II .47) 

Est.a ecuación es un polinomio de gr•ado N en la v ar-Lab Ia I'. y 

t..iene a lo 1nás N r•aices difer•ent.es las: cuales det.er-1ninan las 

frecuencias de oscilación de los N modos normales, represent.a 

entonces un método alt.er-nat.ívoper-a el cálculo de las fI•ecuencias, 

:34 

c 
• 1 

Q 
-1 P. 

' k-1 
-p. -• 

' k-2 
(Il.45) 

°'º )0 Q ·pi. -2 -N-p\.. - t pi.. -p\. 
1 k k k-1 

n 
+ 2<1-� ) E <1-a. )<Q 

r i.=i \. pi.-1. 

n n n 
+ ¿ [2(1-� ) ] k E E r k=2 ' ;:; 1 \ = 1 

·1 2 

i.. > i.. k , . k · - ·1 

- O<Q )Q 
p. -2 N-p 

' ' 
r, 

E <t-0' )<1-0' )· ··<1-0' ) 
i. \. \. 

t. =:i :i 2 k 
k 

(Q °'º )Q Q, Q 
-1 p -• P. -2 N- p p -p. -• p. -p. 

\ ' ' l ' ' ' • 1 k k k -• k-• k-2 

Q Q 1 c <II.46) p -p. - 1 ¡:., - p. - 1 ) t' 1 
\ ' l ' 9 2 2 1 

Aho r-e sustituyamos estas e>,:p:r,esiones en la condición en la 

fr•ont,e:r,a c • (ic par·a o b t.e rie r- fir,almente la ecuación 
rN+:i rN 

Q - (0<+(i)Q + 0<(-JQN_ 2 N N-1. 

n 
+ 2<1-�) E <1-0' )<Q 

)' i..=i L pi..-i 

n 

- 0<Q )(Q 
P. -2 N-p. 

' ' 
n n , .. 

+ 2 [2(1-i:-. 
)]k E E E ( 1-0' )(1-a )· .. (1-0' ) 

l l 'k k= 2 \ =• ' =1 i. = -1 • 2 • 2 k 
i.. k > i. > • :,. i.. > l k-< 2 ·l 

(Q 
P. 
' 1 

-• 
1 

)(0 
-2 'N- p 

' k 

00 ·N-p. 

' k 

)Q Q 
-1 ·p. -p -1 ·p. -p 

' ' ' k k-1 k-1 
-• ' k-2 

Q 
-• p. -p. 

' ' 2 

- o CII .47) 

Esta ecuación es un polinomio de gr•ado N en la var·iable 1:' y 

tiene a lo más N l'atces dif•er•ent,es las cuales deter•minan las 

frecuencias de oscilación de los N modos normales, representa 

entonces un método alternativo,para el cálculo de las fr•ecuencias, 
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al p:r-esent.ado en el capitulo I. 

De acue:r-do con las ecuacion.;,s (II.2) y (II.3) se sust.ituy.;, 

aqui 0< • O ((, • 0) cuando .;,l lado izquie:r-do (der•echo) está f'ijo, y 

0< • 1 ((, • 1) cuando el lado izquiel'do (d.;,:r-.;,cho) está Ií b r-e , 

El método desar•:r-ollado en .;,sta sección contier,e :r-.;,sultados 

int.;,l'esantes, .;,n las ecuaciones qu.;, de t.e r-mí.rcarr los coe:ficientes 

p e r-mí t.e ri cor.s t.r-ut r- 

c o e f í cient,e 

e apar-ece una sucesión 
l'j 

det'inida; t.ales polinomios 

polinomios t: bien 

gener•al 

p r-Ime r-oss 

en la 

var•iable 

ecuación 

la 

una 

.;,n 

t..é1·•nlinos: de los: 

las condiciones 

e en 
rJ 
aplicar• Al 

de 

c 
"1 

y 

e-J.::p1•esa cualquier· 

coet·tcientes e 
rú 

que 

dos 

:f:r-ont.e:r-a en est.a .;,cuación se llega a una ecuación polinomial cuyas 

r•aices p e r-mí t.e n obtener, las f·r,ecuencia.s: de los N mo do e nor-n,ales de 

oscilación cor, la vent.aja de qu.;, el mé t.o do se puetle aplicar• p ar-a 

cualquier• rrúrne r-o de defect.os pr•es:ent.es: en la cadena, incluyendo la 

cadena homog e ne a que es el caso n • O. Sólo p ar-a es:t.e caso las 

r,aices se pueden calcular- élnalit.ica1nent.e; par-a los casos n � 1 el 

cálculo de las r•aic.;,s r-e quí e r-e el empleo de mé t.odoss r.umé r-í coss. La 

dit"'icult.ad que pr•t::"sent.a el cálculo de r-a1.ces se incr·en,ent.a con n 

por-que el nún,el°'o de t.é1•tninos de lc:1 ecuación e ume rrt.a r,ápidament.e, 

de la mí ssm.a m arie r-e oorno lo hacen los coef'icient.es de un desar-r,ollo 

binomial. 

Po r- utt.í mo cabe r•esalt.ar· que con la ecuación obt.enida pueden 

calcular·se las f·r,ecuencias nor-rnales de cadenas lir,eales 

diat.umicas, t.r-iat.01nicas, e t.c. 

En los capit.ulos III y IV se obt.ienen r•.;,sult.ados par·a los 

casos n • O y n • 1 que const,i tu yen la cad.;,n.a homogénea y la 

cadena con un def·ect.o, r·espectivament.e. 

II.3.- Los POLIMOMIOS Q .<I;" ). 
J 

La fór·mula de Pecur•1··encia GI.25) p ar-a los polinomios Q .<I;') 
J 

es un sist.en,a de ecuaciones de dife1··encias lineal homog é ne c de 

segundo o r-de n que podemos escr•ibir·lo como 

Q - 21; Q + Q . = O 
J+i J J-1 

(Il.48) 
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al p:r-es:entado en el capitulo l. 

De acuer-do con l&s ecuaciones (Il.2) y <II.3) s:e s:us:tituye 

aqui 0< • O ((i • 0) cuando el lado izquie:r-do (der•echo) está fijo, y 

°' • 1 <(, • 1) cuando el lado í z qrrí e r-do (de1,echo) está Ií b r-e . 

El método desar•r•ollado en esta sección cor.t.í e r.e l'esultados 

inte:r-esantes, en las ecuaciones: que de t.e r-mí n.arr los coe:ficientes 

pe r-mí t.or. cor.srt.r-ui r- 

e apa:r,ece una sucesión 
l'j 

det'inida; t.ales polinomios 

de polinomios en la 

una 

var•iable 

ecuacion 

t: bien 

�ener•al 

coef·icient.e 

coet·icientes 

e�pr•esa cualquier• 

la en condiciones: las 

ecuación polinomial cuyas 

t.é r-mí nors de los p r-í me r-oes 

una 

en 

a 

c 
r.J 
aplicar• Al 

Ue�a se 

c ri y c 
rü 

ecuación est.a en 

que 
dos 

:f:r-onte:r-a 

r·aices p e r-mí t..en obt.ener- las i•1-.ecuencias: de los N mo do si nor-n,ales de 

oscilaciór1 cor, la ventaja de que el método se puet:le aplicar• p ar-a 

cualquie:r• riúme r-o de de fe c t.oss pr•esent.es en la cadena, incluyendo la 

cadena homo6'énea que es el caso r, • O. Sólo par-a este caso las 

r-aices se pueden calcular anal1t.ica1nente; par-a los casos n � 1 el 

cálculo de las :r-aices r-e quí e r-e el empleo de métodos rrumé r-Icoss. La 

dif"icult.ad que pz•esent.a el cálculo de r·alces se incr·en,ent.a con n 

por,que el r.ume r-o de t.e r-mí no s de la ecuación aument.a r-áp í dame nt.e , 

de la mí srm.a mane1.,a oorno lo hacen los coe:ficient..es de un desar-r-ollo 

binomial. 

Po r- último cabe r•esaltar· que con la ecuación obtenida pueden 

calcular·se las fJ•ecuencias nor-mate s de cadenas lir,eales 

dt at.o mí c aa , t.r-Lat.o mí c asa, et-e. 

En los cap1tulos III y IV se obtienen :r-esultados par·a los 

casos n • O y n • 1 que cons:t,ituyen la cadena homo�énea y la 

cadena con un def·ecto, r·espectivamente. 

II.3.- Los: POLZMOMIOS: Q .(/;' ). 
J 

La :fór·mula de r-e cur-r-e not a <Il.25) p ar-a los polinomios Q .</;') 
J 

es un sis-t..en1a de ecuaciones de dif·er·encias lineal homogéneo de 

se6'undo or-de n que podemos escr·ibir•lo como 

Q - 2t: Q + Q . = O 
J ... 1 j J-1 

<II.48) 
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Para r•esolver•lo, p r-op orte moss una solución de la fo r-ma 

Q - >-.j 
j 

cuya sustitución en la ecuación (Il.48) nos conduce a 

<II.49) 

(Il.50) 

para tener soluciones no triviales debe cumplirse que los valores 

posibles de :>-. sean raices de 

<II.5ü 

Esta ecuación es un polinomio de se¡,;undo grado en A que se 

conoce como polinomio 
. 

car•acte1·•istico de la ecuación de 

dii'er•encias. 

Las r�aices son 

�/2 
:>-. • /'. ± ( �2 

- i ) <II.52) 

son l"eales, esta �egión es de ímpor-t.ancí a cuando la cadena 

contiene def·ect.os, como se ve1•a en el capit.ulo IV. En la l"egi6n 

1 t 1 :s i las r•aices son complejas conjugadas 

como /;" :s 1 podemos dí v í dí r- el dominio en la r•egión /;" < -t y en la 

región -1 :s t :s 1. En la p r-í me r-a de est,as regiones las raices :>-. 

:1/2 

:>-. • t ± i( i - t 2 
) 

Este r•esult.ado sugier•e un cambio de var•iable de la fo r-m.a 

<II.53) 

I'. • Cos,:p o < ,:p < fl <II.54) 

válido únicamente para la r·egi6n I I'. 1 s i; con el cual obtenemos 

A• Cos,:p ± iSen,:p 

o bien 

8tj 

(Il.55) 

Para r•esolver•lo, proponemos una solución de la f'o r-m.a 

Q - >-.j 
j 

cuya sustitución en la ecuación (II.48) nos conduce a 

<II.49) 

(II.60) 

para t.e rse r- soluciones no triviales debe cumplirse que los valores: 

posibles de A sean raices de 

<II.61) 

Esta ecuación es un polinomio de segundo grado en A que se 

conoce como polinomio 
. 

car•acte1·•istico de la ecuación de 
dit'er•encias. 

Las r•aices son 

1./2 

A • /'. ± < /'.2 
- i ) <II.62) 

como r, :S i podemos dividir· el dominio en la r•egión I'. < -t y en la 

r•egión -1 :s I'. :s t. En la p r-í me r-e de estas: regiones las: raices A 

son reales, esta región es de importancia cuando la cadena 
contiene def'ect.os, corno se ve1•d. en el capit.ulo IV. En la r,egi6n 

11'. 1 :s 1 las ralees: son complejas conjugadas 

:1/2 
A • /'. ± i< 1 - 1'. 2 

) 

Este r•esult..ado s:ug·ier•e un cambio de variable de la ror-ma 

<II.63) 

<'. • Cos,¡, O<,;,<rr <II.64) 

válido únicamente para la r-e g í ó n 1 ( 1 s 1¡ con el cual obtenemos 

A• Cos,¡, ± iSen,¡, 

o bien 
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Con ésto las soluciones posibles a (IJ.48) son de la f'o r-rna 

,·, ±'i.j</> 
" • e j 

(II.56) 

(II.57) 

Sin e mb ar-g c es: neces:ar•io que Q0 y Q1 sean r-eales: de acuer-do 

con (IJ.23) y como est,as soluciones no dan la expr•esión cor-recta 

par-a Q::1, ent.,onces escr•ibin1os la solución g-ene1 .. al de la ecuación de 

dit'erencias como una combinación lineal de las: partes real e 

imaginaria de la solución obtenida 

Q, • ACosjq, + BSenj,p (IJ.58) 

donde A y B son constantes por• de t.e r-mí n.ar- independientes de J. 
Usando las expresiones par•a Q y Q obtenemos o i 

de donde 

Q • 21; • 2Cos,p 
i 

• ACosq, + BSen<p 

B = Cosq, 
Sar,c:p 

(Il.59) 

(ll.60) 

Cll.61) 

Sustituimos es:t.os valor-es de A y B en (Il.58) para obtener la 

solución general en la f'o r-m a 

Q (Cos<jll) 
J 

• Sen(j+1)<jll 

Sen<p 
(j • 0,1,2, ... ) <II.62) 

Claramente esta solución satisf·ace las ecuaciones <II.23) y 
(Il.25) 

Q - -, 
que 

o, y 
det'inen a 

satisi·ace 
los polinomios: Q;' 

la ident.idad (Il.31) 

incluso el 

como puede 

r•esultado 

verii"icar•se 

por, esusst.í t.ucton dí r-e ct.a. 
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Con ést.o las soluciones posibles a (Il.48) son de la f'o r-m.a 

Q . ±'i.jrj, • e j 

(JI.56) 

<II.57) 

Sin e mb ar-g o es necesar•io que Q0 y Q, sean :r,eales de acue:r,do 

con (Il.23) y como estas soluciones no dan la e:,,:p:r,esión cor-r-e ct.a 

par-a Q1.,. ent.onces escr•ibin1os la solución �ener·al de la ecuación de 

diferencias como una combinación lineal de las pa:r,t.es :r,eal e 

imagina:r,ia de la solución obtenida 

Q • ACosj<t, + BSenjrj, 
J 

(Il.58) 

donde A y B son constantes po r- de t.e r-mí n.ar- independient.es: de j. 

Usando las e xp r-e sd oriees p ar-e Q y Q obt.enemos o • 

de donde 

Q • 2� • 2Cos:rj, • 
• ACosef, + BSenrj, 

B = Cosef, 
Sar,<¡J 

<II.59) 

<II.60) 

<II.61) 

Sust.it.uimos: es:t,os: v a.lo r-ess de A y B en (Il.58) par-a obt.ene:r, la 

solución gener-al en l& f'o r-m a 

Q (Cosef,) 
j 

• Sen(j+1)ef, 

Sencp 
(j • 0,1,2, ... ) <II.62) 

Cla:r,ament.e es:t.a solución sat.isf·ace las ecuaciones: <II.23) y 
<II.25) 

Q - -• 
que 

o, y 
definen a 

s:at.isf·ace 

los polir,omios Q , 
j 

la ident.idad (Il.31) 

incluso el 

como puede 

r•es:ul t.ado 

ve:r,if'icar•se 

por sust.i t.ución dir•ect.a. 

37 



de polinomios como conocidos son Las expresiones (II.62) 

Chebyshev de Segundo Tipo� 

Tomando en cuent.a que /; • Cose/> y sust-it.uyendo los polinomios 

de Chebyshev (II.62) en la ecuación (II.47) obt,enemos una ecuación 

polinomial de grado N en la var·iable Cos<f, cuyas raices reales nos 

per-mit.en do t.e r-mí rcar- las f"1 .. ecuencias nor-mate s que se encuent.r-an en 

el int.er•valo O :s 1.,:, s 2w , como se sigue de la e xp r-e sd óri <II.17) 
!' � 

la cual se puede r•eescr•ibir· corno 

1 • 2w Sen;:<f, 
l' 0 2 r 

<II.63) 

con el indice Y• est.amos rnrme r-arido las r•aices, por, lo que r• .:S N. 

En est.a p ar-t.e , hentos ut.iliza.do la :f6r•n1ula de f!•ecur•r•encia que 

sat.isf'acen los polinomios la cual es una ecuación de 

di:ferencias que t.iene dos soluciones complejas conjugadas en la 

r-egión 11'. 1 :5 1; la p ar-t.e r•eal de las soluciones son los polinomios 

de Chebys:hev del I 
., 

t.ipo ; la pa1,t.e imaginar·ia no son polinomios:. 

La combinación lineal de las pa1·,t.es e imaginaria son 
los polinomios de Chebyshev de II t.ipo. Es int.eresant.e es:t.e últ.imo 

resultado, en el que el cálculo de las f·1,ecuencias normales de la 

cadena lineal con n defect.os pueda r•ealizar•se a par•t.ir de las 

rafees de est.cs polinomios ox•t.o�;onales clásicos. 
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Las expresiones (II.62) son conocidos como polinomios de 

Chebyshev de Segundo Tipo� 

Tomando en cuer,t.a que I; • Cosq, y sustit.uyendo los polinomios 

de Chebyshev <II.62) en la ecuación (II.47) obtenemos una ecuación 

polinomial de grado N en la var·iable Cosrj, cuyas raices reales nos 

pe r-mí t.e n de t.e r-mí n ar- las: f·1 .. ecuencias: riOl"Jnales que se t:!'ncuent.ran en 

el int.er•valo O -s w s 2v, , como se sigue de la expresión <II.17) 
r 9.-,-,-- 

1& cual se puede r•eescr•ibir• como 

1 w • 2w Sen2-,p �� o r- 
<II.63) 

can el indice Y• est.amos nutner•ando las r•&ices, p o r- lo que r• :5 N. 

En esta p ar-t.e , he1nos ut.ilizado la f'6P1nula de ,r,ecur•r•encia que 

sat.isí"acen los polinomios la cual es: una ecuación de 

dif'er•encias que t.iene dos soluciones complejas conjugadas en la 

región 11; 1 s 1; la p art.e r•eal de las soluciones son los polinomios 

de Chebyshev del I 9 t.ipo ; la pa1,t.e imaginar•!& no son polinomios. 

La combinación lineal de las part.es real e imaginaria son 

los polinomios de Chebyshev de II t.ipo. Es int.eresant.e est.e últ.imo 

result.ado, en el que el cálculo de las t·1,ecuencias nor·males de la 

cadena lineal con n def'ect.os pueda r•ealizar•se a part.ir de las 

r-aices de est.os polinomios oi-•t.ogonales clásicos. 
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CAPITULO 111 

LA CADENA HOMOGENEA 

En est.e capi t.ulo se analiza el caso par•t.icular en. el que la 

cadena lineal contiene sólo 1nasas iguales; pal"& ello, p ar-t.í moes de 

la ecuación <II.47) con todas las a. iguales a uno de tal manera 

que los únicos t.é r-mí noss dit'erentes de cero son los pr-tme r-oss t.r-e ss , 

y la ecuación básica para calcular· los modos nor·males 'se reduce a 

(III.1) 

El uso de las diferent.es condiciones en la f r-orrt.e r-a sob1'e 

es:t.a ecuación per-rnit..e calcular•, en cada c&so, las f'r-ecuencias de 

oscilación de los modo ss nor•rnales: de la cadena lineal hon,ogénea. 

Las si t.uaciones que se analizar•án son las siguient.es: 

1).- Ambos e xt.r-e moss están f'ijos 

2).- Un e xt.r-e mo f•ijo y uno Ií b r-e 

3) .- Ambos e xt.r-e moss lib1,es 

III.1.- CADENA HOMOOENEA CON EXTREMOS FIJOS. 

De conf'or-rnidad con el ca pi t.u lo ant.er-ior � en est..e caso t.on,amos: 

ct ,. r, • O, con lo cual la ecuación anterior• se reduce a 

Q "' o N 

que puede expt'esar•se de acuerdo al r·esult.,ado (II.62) como 

Sen(N+1)cp • 0 Sencp 

39 

<III.2) 

<III.3) 

CAPITULO III 

LA CADENA HOMOOENEA 

En est.e c ap í t.u lo se analiza el caso par•t.icular- en el que la 

cadena lineal cont.iene solo 1nasas iguales; p ar ... a ello, p ar-t.Imoes de 

la ecuación <II.47) con t.odas las a. iguales a uno de t.al maner-a 

que los únicos t.é r-mí noss difer-ent.es de cer-o son los pr-Ime r-oes t.:r,,;,s, 

y la ecuación básica par-a calcular· los modos nor•mal,;,s 's.;, r,,;,duc,;, a 

QN - (ó! + r>)Q + ó!r>Q ,. Q ¡, N-i ¡, N-2 
<III.ü 

El uso d.;, las dí r'e r-e nt.e-s condiciones ,;,n la f'r-o rrt.e r-a sob1··e 

eG:t.a ecuación p e r-mt t.e calcula1'•, en cada c::a.so, las: f'r-ecuencias de 

oscilación de los modos nor•1nales de la cadena lineal homogént!a. 

Las si t.uaciones que s:e analizar•á.n son las si�uiént.es: 

1).- Ambos e xt.r-emoss est.án fijos 

2).- Un e xt.r-e mo f'ijo y uno Ií b r-o 

3).- Ambos e xt.r-ernoss Ií b r-e e 

III.1.- CADENA HOMOOENEA CON EXTREMOS FIJOS. 

De oo nf o r-mí d ad con &) capi t.u lo an'le1 .. Lo r-, en es'te caso tomamos 

ó! ,. (l • O, con lo cual la ecuación ant.er-ior- se r•educe a 

Q = o 
N 

que puede exp1'esar·se de acuer•do al r,,;,sult.ado <II.62) como 

Sen(N+1),P 
- o S,;,n,j, 

39 

<III.2) 

<III.3) 



y cuyas soluciones son 

<Pr • ( 
N : 1 Jrr r• • 1,2, ... ,N <Ill.4) 

Sust,it,uyendo est.os valores del p&rámet.ro <f, en l& ecu&ción 

<II.6�), se obt.ienen las f·recuencias de los mo doss nor-rnales 

r· • 1,2, ... ,N <IU.5) 

Observamos en la exp1'esi6n obt.enida par•a las f·r•ecuencias de 

oscilación que exist.e una cot.a s.up e r-t o r- pa1·•a ellas, est.o es:, la 

cadena homogénea no puede oscilar• con cualquier• i·r•ecuencia, sino 

que exist.e una frecuencia máxima más allá de la cual la c&dena no 

puede e nt.r-ar- en un modo normal. • Est.a frecuencia máxima se conoce 

como 1··:r,ecuencia de oo r-t.e , se denot..a con y se obtiene t.omando 

el llmi t.e r· ➔ co, N ➔ oo en la ecuación que de t.e r-mí rua las 

frecuencias. Est.e Ií mí t.e es 

w • 2w 
" o 

(III.6) 

Se dice ent.onces que la cadena homogénea es un fí It.r-o de 

!'1•ecuencias alt.as�0 

En la t.abla pl'es:ent.ada al final de la sección III.3, 

- 1 2· 
se 

muest..z•an las i-·r·ecuencias calculadas par•a el caso N • 21 y w o 

III.2.- CADENA HOMOOENEA CON UN EXTREMO FIJO V UNO LIBRE. 

Corisrí de r-e moss ahor·a el caso en que, p or- ejemplo, el e xt.r-e mo 

izquier·do es:t.á fijo y el de1•echo Ií.b r-e ; la selección de cuál 

e xt.r-e mo es el que se designe fijo y cuál libre es t r-r-e Ie v arrt,e 

debido a la simet.r1a de la cadena; en cualquier C&SO las 

condiciones en la fr-orrt.o r-a conducen a la misma ecuación. As1 pues, 

t.omemos ot = O y (l = 1, con lo que obt.enemos 
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y cuyas soluciones son 

r• • i,2, ... ,N (lll.4) 

Sust.it.uyendo est.os valor,es del par,ámet.r•o </> en la ecuación 

(II.63)> se obt.ienen las f·r-ecuencias de los mo do s no�males 

r• • 1,2, ... .,N <III.5) 

Obser,van1os en la expr·esi6n o b t.e rrí d.e par•a las 1··r•ecuencias de 

oscilación que e xí sit.e una cota s up e r-t or- pa1··a ellas, est..o es:, la 

cadena homogénea no puede oscilar• con cualquier• i'r,ecuencia, sino 

que exist.e una :fr,ecuencia máxima más allá de la cual la cadena no 

puede e nt.r-ar- en un modo nor•mal. • Est.a :fr,ecuencia máxima se conoce 

oo mo f·r-ecuencia de cor•t..e, s:e denot.a con w , y se obt..iene t.omamdo 
•C 

el limi t.e r· ➔ ca, N ➔ oo en la ecuación que det.er•mina las 

:fr,ecuencias. Est.e limi t.e es 

w • 2w .:: o <III.6) 

Se dice erit.or.ce s, que la cadena homogénea es un fí It.r-o de 

f·r•ecuencias alt.as�0 

En la t.abla p1-.esent.ada al :final de la sección III.3, 

- 1 2· 

se 

muest..1·•an las f·r·ecuencia.s calculadas par•a el caso N • 21 y w o 

Ill.2.- CADENA HOMOOENEA CON UN EXTREMO FIJO V UNO LIBRE. 

Co nss.í de r-e moss ahor·a el caso en que, p o r- ejemplo, el e xt.r-e mo 

izquier•do está fijo y el de1,echo Ií b r-e ; la selección de cuál 

e xt.r-e mo es el que se designe :fijo y cuál Ií b r-e es t r-r-e Ie v arrt,e 

debido a la simet,r,ia de la cadena;. en cualquier, caso las 

condiciones en la f r-o rrt.e r-a conducen a la misma ecuación. Asi pues, 

t.omemos ól = O y (, = 1, con lo que obt.enemos 
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Q - o - o N "N-1 
<Ill.7) 

y usando la e xp r-e srí ó n para los 

est-a ecuación se r•educe a la f o r-nus 

polinomios Q dada 
J 

por• cn.szc, 

Cos ( N 

Cos 

+ 1 
2 

1 
2,<P 

- o (lll.8) 

que s:e sat.isf·ace p ar-a los N valor·es de cJ, dados por· 

(lll.9) 

las: f'r-ecuencias de los mo do s nc:>r•n1alt:!s quedan, de acue r-do a (II.63) 

como 

<III.10) 

Vemos que bajo estas condicior,es en la fr-orrt.e r-a exist,e una 

:fr•ecuencia de cor-t.e que coincide con la del cas:o ant.erior-. 

Las f'r•ecuencias calculadas 

pr-esent.an en la t.abla c;1l f•inal 

p8r•e el caso 

de la sección III.3. 
y "'o 

Nót,ese 
• ½ se 

que las 

N • 21 

:frecuencias nor·males obt.erddas en est.e caso son menor•es: que las 

f'r•ecuencias: del modo cor•r•espondient.e en el caso en que ambos: 

ext-remos est:an f'ijos. La explicación de est,e hecho se dará más 

adelant-e. 

III.3.- CADENA HOMOOENEA CON EXTREMOS LIBRES. 

Las condiciones en la fr-o rrt.e r-a Imp Ií c arr en est.e caso t.omar 

ót •(i • 1 con lo cual obt.enenlos 

Q - 2Q + º"-2 • 0 N N-1. ,... 
cm.ro 

Para e xpr-e e ar- est.a ecuación de una marte r-a mas: simple, hagan1os 
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Q - Q - o N ·N-i 
(111.7) 

y usando la expl'esión par•a los polinomios Q dada 
J 

po r- (11.62), 

es-t.a ecuación se r•educe a la f'o r-m a 

Cos: ( N 

Cos 
- o (111.8) 

que se s:a-t.isf'ace par·a los N valor•es de <f, dados por· 

l" • 1,2., ... ,N (111.9) 

las f'r-ecuencia;;, de los modos nor·males quedan, de acue r-do a (Il.63) 

como 

GII.10) 

Vemos que bajo estas condicior,es en la fr-orrt.e r-a exis-t.e una 

f'1-..ecuencia de oo r-t.e que coincide con la del caso ant.er-ior-. 

Las f'r•ecuencias calculadas 

pl"esent.an en la t.abla al f'inal 

par•a el caso 
de la sección 

y "'o 
Nó-t.ese 

• ½ se 

que las 

N • 21 

III.3. 

:fr-ecuencias: noi-·males obt.enidas en est.e caso son menor·es: que las 

:fr•ecuencias del mo do cor•r•espondient.e en el caso en que ambos 

e xt.r-emc-s es(án f'ijos. La explicación de es-t.e hecho se dará más 

adelan-t.e. 

III.3.- ÚADENA HOMOOENEA CON EXTREMOS LIBRES. 

Las condiciones en la t .. r-orrt.o r-a irnplican en e s t.e caso t.omar 

o •(; • i con lo cual obt ... en8ll\úS 

(II!.11) 

Par-a e xp r-e s ar- est.a ecuación de una n1aner·a má.s simple, hagan1os 
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uso de la f'ó:r,mula de r-e cur-r-er.cí a que satisf'acen los polinomios Qj' 

la cual está dada por, la ecuación (II.25), pa:r,a el caso en que 

j • N-1 

<III.12) 

Sustituyendo este r•esulLado en la ecuación anter·ior•, junt,o 

con � • Cos<P, ob t.e rie moss 

2(Cos� - 1)Q • O 
N-i 

que indica que la p r-í me r-a de las N r·aices es 

f. - o 

y la f':r,ecuencia del modo cor•r•espondiente .e,s 

w • o • 

<III.13) 

<III.14) 

<III.15) 

es de c í r-, en este modo la cadena no pr•esenta movimiento a:r,mónico 

sino que solo se desplaza longitudinalment.e,. 

Las N -1 :r,aices !'•estantes se obtienen, de acue:r,do a <III.13), 

como las :r,aices de 

Q • o 
N-1 

est.o es, son raices de 

SenN� • 0 
Sen� 

y están dadas por, 

�,. • 
( 

I' � 1 )rr r • 2,3, ... ,N. 

<III.16) 

<III.17) 

<III.18) 

y las f·:r,ecuencias cor-r·espondient,es de cada modo nor-mat son 
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uso de la f'ór-mula de r-e-cur-r-er.cí a que sat.isf'acen los polinomios Qj' 

la cual est,á dada poi' la ecuación <II.25), par-a el caso en que 

j • N-1 

<III.12) 

Sust.it.uyendo este r•esult.ado en la ecuación ant.er•ior•, junt.o 

con { • Cos,t,, o b t.e rie rnoss 

2(Cos,P - DQ • O 
N-1 

que indica que la p r-t me r-a de las N r-aí ce s es 

�. - o 

y la f'1,ecuencia del modo cor•r•espondient.e es 

w - o 1 

(III.13) 

<III.14) 

<III.15) 

es de c í r-, en es:t.e modo la cadena no pr•esent,a mo ví.mí e nt.o ar-mónico 

sino que solo se desplaza Io r.g í t.,udinaln,e1Yt.e. 

Las N -1 r•aices r•est.ant.es se obt.ienen, de acuer-do a (III.13), 

como las r·aices de 

Q - o N-1 

est.o es, son raíces de 

SenN,P 
- o 

Senct, 

y est.án dadas por- 

r • 2,3, ... ,N. 

<III.16) 

<III.17) 

<III.18) 

y las t·r-ecuencias corr·espondientes de cada modo no r-maf son 
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N 
w 

r 
• 2w Sen Í ( r· - 

0 L l 
1 , n l 

J; J r• • 1,2,3, ... ,N. <III.19) 

donde hemos í ncor-por-ado el p r-í me r- modo rio r-msrl como el caso r• • 1. 

No t.o que la f·r-ecuencia de co r-t.e- coincide con la de los dos casos 

ant.er-ior,es. 

f"recuencias de los mo do s rior·males par•a el caso N •21, w o 

En la tabla que apar,ece a contit,uación se muestr-an 

- ! 2 . 

las 

&) r• r· 
e x t.r-e moss f'ijos un e x t .. r•en10 1 i b r-e an1bos ext.1..,en1os l ibr•es 

1 0.07134 0.03652 0.00000 
• 2 0.14231 0.10937 0.07473 

3 0.21257 O. 18 164 0.14904 
4 0.28173 0,25293 0.22252 
5 0.34946 0.32288 0,29476 
6 0.41542 0.39110 0.36534 
7 0.47925 O. 45724 0.44880 
8 0.54064 0.52094 0.50000 
9 0.59928 0.68186 0.56332 
10 0.65486 0.63967 0.62349 
11 0.70711 O. 69407 0.68017 
12 0.75675 0.74477 O. 7:3305 

13 0.80064 0.79150 0.78183 
14 O. 84125 O. 83400 0.82624 
15 0.87768 O. 87205 0.86603 
16 0.90963 0.90645 0.90097 
17 0,93695 O. 9:3402 0.93087 
18 O. 95949 0.95760 0.95567 
19 0.97715 O. 97608 0.97493 
20 0.98982 O. 98934 0.98883 
21 0.99745 0.99733 0.99720 
w 1.00000 1. 00000 1.00000 - � - 

de 
1 - - 2 , la cadena homo�énea con N • 21, w 

ú 

para d if•er•ent.es cond i e iones: en la f r-orrt.e r-a. 

Frecuencias nor•males de oscilación 
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a 2w Sen r ( r· - 1 J" l 
o Ll N J;- J r• • 1,2,3 , ... ,N. <III.19) 

donde hemos incorporado el p1 .. í me r- mo do nor-mal como el caso r• • 1. 

Not.e que la f·1 .. ecuencia de co r-r.e coincida con la. de los dos casos 

ant.er-iores. 

En la tabla que apar-ece a contit,uación se muestr-an las 

t'r-ecuencias de los modos nox•males par•a el caso N •21, w o - 1 2 . 

&) 
l' r 

ext.r•ernos fijos un e x t.r-e m 

1 0.07134 0.036 
2 0.14231 O. 109 
3 0.21267 O. 18 1 
4 0.28173 O. 252 

6 0.34946 0.322 
6 0.41642 0.391 
7 0.47926 O .457 

8 0.64064 0.620 
9 0.69928 O. 681 
10 0.66486 O. 639 
11 O. 70711 0.694 

12 O. 75575 0.744 
13 0.80064 O. 79 1 
14 0.84126 0.834 
16 0.87768 O .872 
16 0.90963 O. 906 
17 0.93696 O. 934 
18 O. 96949 O .967 

19 0.97716 O .976 
20 0.98982 O .989 
21 O. 99746 O .997 
/.i) 1. 00000 1. 000 
- � - 

o libr-e an,bos e xt.r .. etnos: l ibr·es 

62 O. 00000 
• 37 0.07473 

64 0.14904 
93 0.22262 
88 0,29476 
10 O. 36634 
24 0.44880 
94 O .60000 
86 0.66332 
67 O. 62349 
07 0.68017 
77 0.73306 
60 0.78183 
00 O .82624 
06 0.86603 
46 0.90097 
02 0.98087 
60 0.95567 
08 0.97493 
84 0.98883 
33 0.99720 
00 1.00000 

de 
1 - - 2 ' la cadena homog,énea con N • 21, w 

o 
para dif'er•ent.es condiciones: en la fr-orrt.e r-a. 

Pr-e c ce nc t ae nor•males de oscilación 
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En este análisis: hemos e nc orrt.r-ado una ca:r-acter•is:tica 

tmpo r-t.ant.e de la cadena hornogénea: exist.e urua t·1·•ecuencia de cor-t.e 

por- ar•r·iba d€> la cual la cadena no puede oscilar•; el valor• de esta 

f·r-ecuencia es independiente de las: cor,diciones en la fr-onter-a. 

Por- otr-o lado, obser•vamos: de la tabla anter-ior- que las 

condiciones: en la f"r-onter·a s:on deter·minantes: par-a el valor- de las 

fr-ecuencias de os:cilaci6n de los: modos: no1,males, de tal maner-a que 

en el caso en que la cadena tiene ambos: e xt.r-e moss fijos: las: 

fr-ecuencias no1,males: s:on m.r,.s: altas: que las t'r-ecuencias de los: 

modos: co1,r-es:pondientes: en el caso en que un e xt.r-e mo es:tt. t'ijo y el 

otro libre, y éstas. a su vez, son n1ayor•es que las: i-·1 .. ecuencias de 

oscilación cor-r-es:pondient,es: en el caso en que ambos: e xt.r-e moss es:tt.n 

libr-es:. 

Que las: t'r-ecuencias: de oscilación dependan de las: condiciones: 

en la f r-orrt.e r-a puede e xp Ií c ar-sse en base a la f·or-ma de la función 

de ener•gia potencial de la cadena lineal y que podemos es:cr-ibir· 

corno 

V • :! k 
2 

N+i 
E <><. - " )2 

\.. \.-:1 
<III.20) 

donde hemos consider•ado nuevament..e las def'iniciones 

X • O. X 
ú • 

y (III.21) 

que incluyen las condiciones en la f1,onter•a. 

Una ror-ma posible de e><cita1·• al sistema consiste en desplazar· 

las masas de su posición de equilibr-io y soltar-las desde el r-eposo 
en forma tal que todas las par-ticulas oscilen con la misma 
fr-ecuencia w, de esta maner-a el sistema se mover-is en uno de sus: 

modos nor•males. L.8 ener•g-ia inicial pr·opor•cionada al sistema en 

t • O se convier-t.e t.otalment.e en e ne r-g í a cinét.ica al pasar- las 

part1culas por- su posición de equilib:r-io. Pe r-o , hemos encont.rado 

en la ecuación (1.45) que la ener-gia cinét.ica es pr-opor-cional al 

cuad:r-ado de la f"r-ecuencia ,.,, por· lo t.ar.t.o , la ener•gia pot.encial 
inicial ser•á. entonces p r-o p o r-cf o n at a. 2 

1,:, • 

la 

Si denotamos con 

ent.onces 

o 
" 
la 

la posición inicial 

pot.encial 
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de las: par·t.iculas 

par-a 

de 

las cadena, inicial, 

En este análisis hemos er.corrt.r-ado una ca:r-acter•istica 

Impo r-t.errt.e de la cadena hornogénea: exist.e una t·r•ecuencia de cor-t.e 

por, ar•r·iba de la cual la cadena no puede oscila1"; el valor• de est.a 

f:r-ecuencia es independiente de las condiciones en la f'r-orrt.e r-e, 

Por- otr-o lado, obser•vamos de la tabla anter-ior- que las 

condiciones en la fr-orrt.e r-a son deter·minantes pa:r-a el valor- de las 

fr-ecuencias de oscilación de los modos no:r-males, de t.al maner-a que 

en el caso en que la c:adena tiene ambos e xt.r-e moss fijos las 

fr-ecuencias no1,males son mas altas que las t':r-ecuencias de los 

modos co1,z.espondientes en el c:aso en que un e xt.r-e mo está t'ijo y el 

otro libre, y ést.as, a su vez. son n1ayor•es que las i-·1-.ecuencias de 

oscilación co:r-r•espondientes en el caso en que ambos e xt.r-e moss est.á.n 

libr-es. 

Que las t·x-ecuencias de oscilación dependan de las condiciones 

en la fr-onter-a puede explicar·se en base a la fo r-m a de la función 

de ener-gia potencial de la cadena lineal y que podemos escr-ibir· 

como 

V • ! k 
2 

N+< 
E <x. - x )2 

\. L-:1 
<III.20) 

donde hemos consider·ado nuevamente las definiciones: 

X • Ol X o • y X • � X N-ri N 
<III.21) 

que incluyen las condiciones: en la fr-orrt.e r-a. 

Una for•ma posible de exci t.ar- al sistema consiste en desplazar· 

las masas de su posición de equilibr•io y soltar-las desde el r-eposo 
en f'o r-m.a t.al que todas las: par-t.iculas: oscilen con la misma 
fr-ecuencia w, de esta manera el sistema se mov e r-á en uno de sus 

modos nor•males. La ener•g1a inicial p r-o po r-c í o n ad.a al sistema en 

t "' O se oo riv í e r-t,e totalmente en ener·gia cinética al pasar- las 

par-ticulas por- su posición de equilibr-io. Pero, hemos e noorrt.r-ado 

en la ecuación (I.46) que la energia cinética es p r-o po r-c í orcal al 

cuad:r-ado de la Ít'ecuencia ,0, por· lo t.ar.t.o , la ener•gia potencial 
inicial ser·á ent...onces p1•opo1··cior1al a. w2. 

la 
Si denotamos: 

cadena, 

o con x 

la 

la posición inicial de 

potencial 

44 

las par·ticulas de 

las entonces inicial, 



dist.intas condiciones en la fr-orrt.e r-a , se1,á 

V !kC<x0)2 <x 
o xº)2 (x o o )2 (xº)2J <III.22) - + +·"+ - X + 2 • 2 • N N-i N 

V 1k[. o xº)2 ... <x 
o o )2 (xº)2J <III.23) w� - - <.x + + - X + 2 2 1 N N-1 N A'.d, 

V 1 o xº)2 ... (x o o )2) <III.24) - -kC(x - + + - X 2 2 • N N-i 

que co r-r-esspor.de n a los casos de extremos t'ijos, un e xt.r-e mo f'ijo y 

uno Ifb r-o , y a1nbos ext..1•e1nos Ií.b r-e ss , 1·•espect..ivament.e. 

Si en cada caso el desplazamient.o inicial de las par•ticulas 

es el mismo, al toma!' en cue nt.a que todos los tél'minos en la 

enel'gia son positivos podemos conctuí r- que las f·l'ecuencias: de los 

modos co1""r•espondient.es ser•an m ayo r-e s en el caso en que 

e nt.r-e 

de las 

base en la r•elación 

el compor-tamiento del modo dado, 

f'o r ... m.a hemos 

la f'r,ecuencia 

De esta 

la ener·gia y 

ambos e xt.r-e moss est,an tí jo s po r-que la enel'g1a pr-opor-cí onada en 

t. • O es mayor•. Por· la misma r·azón, las f'r•ecuencias en el caso de 

un e xt.r-e mo t'ijo y uno Ií b r-e se1>án mayor-es que las t'1,ecuencias de 

los: modos oo r ... r•espondient.es: en el caso en que a1nbos e�t.r•en1os se han 

dejado libr·es. e 
J :frecuencias 

t"'1..,,ont..e:r-a. 

nor·males bajo las dif·er-ent,es condiciones en la 

l\ Podemos o b t.e rie r- t.odavia algurias ot.r·as conclusiones r-espect.o a 

esto libr-es 

la f'ol'ma de la 

f'r,ecuencia, ya 

esplazando todas 

amplitud la con y 

e xt.r-e moss 

que la t·r·ecuencia sea 

inicialmente en fo r-m a 

sistema completo y 'r•ecuencia de 

sent,ido 

ambos 

mí sono 

en 

de las t .. r•ecuencias por- ,�_,,.,,...,�=-• 
Asrí , vernos: que el 

En el caso 

par•ticulas 

inicial. 

x•epr•ese-nt.a una t.1··aslación 

est.e modo es ce r-o. // 

'L Po r- el t, i i con r-ar- o, s 

posible, debemos colocar· las 

las 

que oo r-r-essp nde al de menor ene1·•�ia, se c,bt.iene 

los valo 

ener•gia 

la ener•gta pot.encial alcance su valor· máxí mo. Como s:e v e de la 

fo r-m a par•a el pot.encial, est.o 

p.ar-t.í curas, de f'o r-m.a que 

desplaza!' las 
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distintas condiciones en la fr-o n t.e ra , se1'á 

V !k[(x0)2 
(x 

o xº)2 (x 
o o )2 (xº)2J (Ill.22) - + +···+ - X + 

2 • 2 i N N-i N 

V 1k[. o o. 2 ... (x 
o o )2 <xº)2J <III.23) w0-1 - 7 (X - X ) + + - X + ;¿ 2 • N N-1 N "';;>, 

V 1 o xº)2 ... (x 
o o )2) <III.24) - -k[<x - + + - X 2 2 • N N-< 

que col'r·esponden a los casos de e xt.r-e moes fijos, un e xt.r-e mo fí jo y 

uno Hb r-o , y a,nbos ext.1--en1os Ií b r-e ss , r•espect..ivament..e. 

Si en cada caso el desplazamiento inicial de las par•ticulas 

es el mismo, al t.ornar- en cuent,a que todos los términos en la 

ene1,gia son positivos podemos conctuí r- que las f·:,:,ecuencias de los 

modos co:r-�espondient..es me yo r-e s en el caso en que 

base e n la r-e Laof.órr e rrt.r-e 

el oo rnpo r-Lemí.e rrt.o de las del modo dado, 

fo r-rn a hernos: 

la frecuencia 

De esta 

la ene1•g1a y 

ambos e xt.r-e moss est.án f"ijos por-que la ener·gia pr-cpor-cí oneda en 

t • O es me yo r-. Po r- la misma r-az ór», las t·r-ecuencias en el caso de 

un e xt.r-emo t'ijo y uno Ií b r-e ser•án mayor-es que las f1•ecuencias de 

los modos corr·es:pondient.es en el caso en que a,nbos ext..r•enlos se han 

dejado libr·es. 

1 
J frecuencias 

f'r-orrt.e r-e. 

nor·males bajo las dif·er•ent.es condiciones: en la 

l\ Podemos ob t.e rie r- t..odavia algur1as o t.r-as, conclusiones 1..,espect.o a 

es,t,o libr-es 

f'r•ecuencia, ya 

t.odas 

amp lí t.ud con y 
e xt.r-e moss 

sent,ido 

ambos 

sist,ema co mp Ie t.o y r·ecuencia de 

� ID -z J./ 
que la t·r·ecuencia sea 

mí srmo 

en 

Asn , vernos: que el modo 

de las f·r•ecuencias por_ ·__.--..._ · ":::-.::-cción de la f o r-m a de la 

En el caso 

par-t,iculas 

z.epr•esent.a una t.r•aslación 

este modo es ce r-o. // 

'l Po r- l t i i e con r-ar- o, s 

inicial. 

las 

que oo r-r-e ssp nde al de me rio r- ener•g-ia, se eibt..iene 

los v e lo 

ener•gia 

posible, debemos colocar• las: 1 asas trrí cf e lme rrt.e en f'o r-m a 

la ener•�la ¡:,ot.encial alcance su valor· maxí mo. Como s:e ve de la 

fo r-ma par-a el potencial, e srt.o 

pa,:,t,iculas: de f'o r-m a que 

desplazar- las 

45 



o o xx <O 
1. L 1 

V L (IIJ.26) 

es de c í r-, que las n1asas cont..i.guas s 

c nt.r-ar-íc. 

deben desplaza1, en sent.ido 

En est.e caso, cuando los e xt.r-e moes de cada r•esol't.e se 

c orrt.r-ar-Lo , exist.e un pun o en cada 1·•esor•t.e 

que no se mue v e , p r· s:imet.,1,1a, si los 

son iguales en mag-nit.u , ese punt.o en r-e posso 

oo rrt.r-ar-Los, 

en el cerrt.r-o 

el En 

m ayo r-. Est..o es asi, 

bajo la acción de 

pot.encial es 

da c omo 

su 

homo�énea. 

10 mayor• y 

lineal 

est.acionar•ios se llaman odos. 

de mayo!' t·I'ecuencia exis:t.eri 

no r- fr•eCuencia no e xí srt.e n 

aument..a el riume r-o de no do s, . 

e te c t.í v a 

cadena la de 

nplica que a 

impol't.ant.es 

Con es:t.o hemos I'esumim,---.a�;urua5,_de las 

W"'l. r,eso1·•t..0 de const..ant,; - 

siguient.e obt..enen1os algunas pr-opiedades: de la cadena no homogénea. 

meryo r-, lo que de acue1•do con las c:onclus:iones 

r-esult.ado un mo do de tr-e cu . vct a más alt..a. 

os que en el 

mient,r•as que en el de 

de c da r-e sso r-t.e . Tales p 

la cadena la f'1, cue nct a 

por-que una masa con gua a un nQdo s:e 

obser·vación 

&t ,'YYI�.-? t.1) d ,yt� l(P 
fJ�P._��� 

� ..-,.-z.e;� 

7 , 
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o o 
X X ( Ú 

i. \. i 
V L GII.25) 

es de cí.r-, que las masas cont,iguas s 

c rrt.r-ar-í.o. 

deben desplaza1, en sentidú 

En este caso, cuando los e xt.r-e moss de cada r-es:or-te s:e 
des:pla�z�a�,� )-...,-,....,,,.n cor.t.r-ar-í c , e"ist..e un pun o en cada 1·•esor,t,e 

que no se mueve; p r- simet,J'•la, si los desplaza ient.os cor.t.rer-to s 

son iguales en m ag ru t.u , ese pur.t.o en r·eposo est.a ia en el oe-rrt.r-o 

m.ayc r-. Est.o es as1, 

bajo la acción de 

aun1ent..a el r.ume r-o de nodos en • 

,t-os: estacionar•ios se llaman odos. 

de mayor- t·r-ecuencia existen 

nor• f1--eéuencia no exist.en 

nplica que a me 

la cadena la :f1, -uencia del 

por-que una masa con gua a un nqdo se 

obsse r-v ací or, 

de c da r-e sso r-t,e . Tales 

os que en el mo 

mientr•as !C!Ue en el de 

un r-esor•t.e d'e const.ant; � ef·ectiva 10 mayor- y su e r-gia potencial e,;: 

me.yo r-, lo que de acuer•do con las conclusiones an e1·•ior·es: da c omo 

r-esult.ado un mo do de tr-e cu . -1cia mas alt.a. 

el En homogénea, lineal cadena la de impor-tant.es 

Con esto hemo,;: r,esumim,--.aLl;j;.ulliaS_de las car•act.er•rs�u;:�� 

siguiente obt.enernos alg-unas p:r,opiedades de la cadena no homogénea. 

5( /YYl�,....,,�� id /YttP/V? 

fJ����� 
� .-yr.() 

� 

, 
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CAPITULO IV 

LA CADENA CON UN DEFECTO 

En est.e capt t.ulo se est..udii::I la cadena lineal con un def ect.o y 

se disc:ut.e corno la pI•esencia de é srt .. e mo d'í fi c a los valores de las 

:fr•ecuencias nor-males de los modos de oscilación. 

Tomando n = 1 en la ecuación (Il.47) se obtiene la siguiente 

ecuación básica par-a el cálculo de las :f,,ecuencias de modo nor•mal 

cuando se encuent.r-a pr·esent.e un def"ect.o en la cadena 

Q - (Ot + n)Q + a,.,,.., 
'N (-' N-1 l-''<N-2 

+ 2 ( 1 - I; ) < 1 - a)< Q - oo ) ( Q - (lQ ) = O 
. p- .i p-2 N-p N-p-i 

<IV.D 

donde p indica el Iug a r- que el defecto ocupa en la cadena. En esta 

ecuación el p ar-arne t.r-o et co rrt.í e rie la in:for-mación sobr-e el valor- de 

la masa del de:fect.o. 

Con el :fin de compar·ar• los r-esultados con lo expuest,o en el 
capit,ulo ant.erior, se analizar•án nuevament.e las situaciones 
siguientes: 

1).- Ambos e xt.r-e mo s f"ijos. 

2).- Un e xt.r-e mo f'ijo y uno Ií b r-e . 

3).- Ambos e xt.r-e mo s Ií b r-e es. 

cada caso queda de t.e r-rní n ado por• los v a lo r-o s, que toman los 

par·ámet.r•os 0t y (l. 

IV.1.- CADENA NO HOMOOENEA CON EXTREMOS FIJOS. 

De acuer·do con las ecuaciones <II.2) y <II.3), que deter-minan 

Sust.i t.u1mos 

obt,enemos 

est.os v a.lo r-e e en la ecuacion 

caso, 

<IV.1) 

Ot = 
con 

(l 

lo 
= o. 

que 

en la f'r·ont..er·a, en est.e las condiciones 

Q + 2(1 - a)(t - I; )Q Q = O 
N N-p p-i 

47 

<IV.2) 

CAPITULO IV 

LA CADENA CON UN DEFECTO 

En. est.e capit.ulo se est.udi.a la cadena lineal con un defect.o y 

se disc:ut.e c omo la pr•esencia de és-t .. e mo dí fí c a los valor-es de las 

:fr·ecuencias rro r-m.a.l.e ss de los modos de oscilación. 

Tomando n = 1 en la ecuación (Il.47) se obtiene la siguiente 

ecuación básica para el cálculo de las :f1,ecuencias de modo nor•mal 

cuando se encuent.r-a present...e un def"ect.o en la cadena 

Q - (a+ (l)Q + a"" 
.N N-1 l�'<N-2 

+2(1-()(1-a)(Q -aQ )(Q -(lQ )mO 
. ¡.:.,- i ·p-2 N-p N-p-i 

<IV.D 

donde p indica el lugar- que el def·ecto ocupa en la cadena. En est,a 

ecuación el p ar-ame t.r-o a cor.t.í e ne la in:for-mación s:obre el valor de 

la masa del de f e c t.o. 

Con el :fin de comparar los: resultados: con lo e xp ue-srt.o en el 
c ap í t.u lo ant.erior·, se anali zar•án nuevament..e las si t,uaciones 

s:iguient,es:: 

1).- Ambos e xt.r-e mo s :fijos. 

2).- Un e xt.r-e mo :fijo y uno libr-e. 

3).- Ambos: ext,r-emos libr-es. 

cada caso queda de t.e r-mí n ado por los: vaíor-e s que toman los 

parámet,r-os a y (l. 

IV.1.- CADENA NO HOMOOENEA CON EXTREMOS FIJOS. 

De acuer·do con las ecuaciones <II.2) y <Il.3), que deter·minan 

las 

Sust..it.uimos 

ob t.e rie mo s 

est.os valor-es en la e ou ac í o n 
caso, 

CIV.D 

= 
con 

(l 

lo 
= o. 

que 

en la f�ont.e�a, en est.e condiciones 

Q + 2(1 - a)(t - ( )Q Q = O 
N N-p p-i 
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Sustituyendo en esta ecuación a la variable � • Cosq, Y las 

expr•esiones correspondientes para los polinomios dadas por la 

ecuuación (II.62) podemos: reescribir GV.2) como 

Sen(N + 1 ),p Sen<N - p + 1 )¡/) Senpij, 
• 2(0' - ü(1 - Cose/,) 

GV.3) 

cuyas 

Sen¡/) 

soluciones son los valores de 

Sene/, 

que 

Sen¡/) 

determinan las 

f'recuencias de cada modo normal. 

Hagamos uso de las identidades siguientes 

Sen<N + 1)4' = Sen[<N - p + 1),p + pe/, ] 

• Sen(N-p+1)4> Cosp.P + Senp.p Cos<N-p+1)4> <IV.4> 

1 - Cos<t> 

Sen.p 
<IV.!3) 

con lo que nos queda 

Sen<N - p + 1)4> Cosp.P + Senp,t> Cos<N - p + 1),p 
1 1) tani<P Sen(N - p + i)q, Senp.p GV.6) 

Finalmente dividamos la ecuación GV.6) por 

Sen(N -p + 1)4> Senp,t> ;é O 

para obtener la ecuación 

1 Cotpcp + Cot(N - p + üq, • 2(0' - 1) tan2,t> 

<IV.7) 

<IV.8> 

Esta es una ecuación trascendente para 4> representada 

gráficamente en la figura 2. Los valores de ip que satisf'acen la 

ecuación están dados por la intersección de las curvas que 

representan el lado izquier·do y derecho de esta ecuación. 

El lado izquierdo de <IV.8) tiene una asintota vertical en 

aquéllos valores de q, donde la ecuación <IV.7) es igual a cero. 
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Sust.it.uyendo en est.a ecuación a la variable I'. • Cos,P Y las 

expresiones correspondient.es para los polinomios Q j dadas po r- la 

ecu\.1ación (II.62) podemos reescribir (IV.2) como 

Sen(N + 1 ),P Sen<N - p + 1 ),P Senp,P 
• 2(a - 1)(1 - Cos,P) 

<IV.3) 

cuyas 

Sen,P 

soluciones son los valores de 

Sen,P 

que 

Sen,P 

det.erminan las 

f'recuencias de cada modo normal. 

Hagamos uso de las ident.idades siguient.es 

Sen<N + ü,P = Sen[<N - p + ü,P + p,j, J 

• Sen<N-p+1),P Cosp,P + Senp,P Cos<N-p+1),P <IV.4) 

1 - Cos,P 

Sen,P 
GV.5) 

con lo que nos: queda 

Sen<N - p + 1),P Cosp,P + Senp,P Cos(N - p + 1),P 
1 • 2(0' - 1) t.an2,;, Sen(N - p + 1 ),P Senp,P 

Finalment.e dividamos la ecuación <IV.6) por 

Sen(N -p + 1),P Senp,j, - O 

para obt.ener la ecuación 

1 Cot.p,p + Cot.(N - p + 1),j, • 2(a - 1) t.an2,t, 

<IV.6) 

<IV.7) 

<IV.8) 

Est.a es una ecuación t.rascendent.e para ,P represent.ada 

gráf'icament.e en la f'igura 2. Los valores: de ,P que sat.isf'acen la 

ecuación est.án dados por la int.ersección de las curvas que 

represent.an el lado izquier·do y derecho de est.a ecuación. 

El lado izquierdo de <IV.8) t.iene una asint.ot.a vert.ical en 

aquéllos valores de <f, donde la ecuación <IV.7) es igual a cero. 
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Ent.r-e cada par de asint,ot,as ver•t.icales: exist.e una curva que 

decrece monót.onament,e. 

CADENA COH EXT�EMOS FIJOS 

\ 

'1 

si 
i 

\ 
\ . 

Fig.2.- Soluciones de CIV.8) pa1'a N = 21 y p = 11. 

� > l 

\ 
\ 

3. 1• 
FI 

Por· ot.ra p ar-t.e , el miembro derecho de <IV.8) crece 

monót.onament.e (decrece), desde <P • O, cuando a > 1 (a < 1) y posee 

una asint.ot,a vert.ical en <P ,. n. 

Vemos que las gráficas se cruzan una vez en cada uno de los 

subint.e1,valos en que ha quedado par•t.ido el int.ervalo O < (/, < n por 

las asint.ot.as verticales. Pe r-o , cuando < 1 en el últ.imo 
• 

subint.ervalo puede o no ocurrir la int.ersección de las gráficas. 

Para calcular las raices de la ecuación CIV.8) empecemos por 

det.er•minar· el numero de asint.út.as vert.icales que posee el mí e mb.r-o 

izquierdo de e s t.a ecuación; de e s t.a manera dividimos el int.ervalo 

O < (/) < n en subint.ervalos separados por dichas asint.ot.as, en cada 

uno de las cuales exist.e una solución. 

La función cot.angent.e t.iene una asint.ot.a cada vez que su 
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Errt.r-e cada par de as:ínt,ot.as ver•t.icales exist.e una curva que 

decrece monót.onament,e. 

CADEHA COH [)(IREMOS Fl JOS 

\ 

11 

Fíg.2.- Soluciones: de CIV.8) p ar-a N = 21 y p = 11. 

(a:; i ') 
3 .1• 

FI 

Por ot.ra p ar-t.e , el miembro derecho de <IV.8) crece 

morró t.oruame rrt.e (decrece), des:de <P • O, cuando a > 1 (a < 1) y posee 

una asint,ot,a vert.ical en <P ,. n. 
Vemos que las: gráficas: s:e cruzan una vez en cada uno de los 

s:ubint.er,valos: en que ha quedado par•t.ido el int.ervalo O < ti> < n por, 

las: asint.ot.as: vert.icales:. Pe r-o , cuando a < 1 en el uít.ímc 
• 

s:ubint.ervalo puede o no ocurrir la int.ers:ección de las: gr,á:ficas. 

Para calcular las: r,aices: de la ecuación <IV.8) empecemos por• 

det.er•mínar· el rrume r-o de as:int.ot.as: ver,t.icales: que pos:ee el mí e mb r-o 

tz.qufe r-do de e s t.a ecuación; de es:t,a m arre r-a dividimos el í nt.e r-v alo 

O < q, < n en subint.ervalos separados por dichas asint.ot,as, en cada 

uno de las cuales exist.e una solución. 

La función cot.angent.e t,iene una asint.ot.a cada vez que s:u 
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argumento es un múltiplo entero de rt , Asn , en el intervalo 

O < </J < n se tienen las asintotas siguientes para el miembro 

izquierdo de <IV.8) 

4' - !: f! p 

4' 
s - 1) f! <N - p + 

(1-- - 1,2, ... ,p - 1) 

<s • 1,2, ... ,N - p) 

<IV.9a) 

<IV.9b) 

Si ninguno de los valores de </J obt,enidos de <IV.9a) y <IV.9b) 

coinciden, ent..onces el intervalo o < < f! se parte en 

(p - 1) + (N - p) + 1 = N subint.er•valos acotados por- las: asintotas 

verticales. 

En est-e caso, concluimos que cuando a > 1 La" ecuación <IV.8) 

tiene exactainente N soluciones en O < </J < rr , una en cada 

subintervalo¡ por o t.r-o lado, si a < 1 entonces puede o no haber 

solución en el último subintervalo. 

Veamos ahora el caso en que existen asintotas con valores 

comunes:. Estos valores son tales que 

!:..-n• s 
p <N - p + 1)rr 

Sea d el máximo común divisor de p y N p + 1 entonces 

p • kd y N - p + 1 • ld donde k y l son primos relativos, de aqui 

que 

!: - � 
k l 

Se cumple que k 1 r y l 1 s, entonces 
f<,"> -r / s-3 

!: - � - ent.ero k l 

con esto, los valores comunes quedan dados por 

f! ,p • <enter•o) d 

Como p • kd se tiene r • 1,2, ... ,kd 

d - 1 asintot.as que pueden ser comunes. Como N 
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1 y por tanto hay 

p + 1 • ld 

ar,ument.o es un múltiplo ent.e,r-o de n. As1, en el int.ervalo 

O < </J -< n se t.ien@n las as1nt.ot.a"' siguientes para @1 mieml:>r-o 

izquierdo de GV.B) 

,t, - !:. n (r- - 1,2, ... ,p - 1) 
p 

,;, s: <s 1,2, ... ,N p) - <N 1).,. - - - p + (IV.9b) 

Si ninguno de los v,tlor"'s de ;p obtenidos de <IV.9a) y OV.9b) 

coinciden, entonces el intervalo o < ,t, < n se part.e en 
(p - 1) + (N - p) + 1 = N subint.ervalos .. cotados por las aslnt.at.as 

vel't.kales. 
En est.,a caso, concluimos que cuando a > 1 la• ecuación <.IV.8) 

t.i@ne e1sact.amente N soluciones er, O < ,;, < n, una en cada 

:;,ub!nt.er-valo; por e vr-e lado, si a < 1 ent,onoes puede o no haber 

solución @n el último subint.er-valo. 

Veamos ahora el caso en que e>d.st.en asint.ot.as con valores 

comurn•"'· Est.os va.lo:res son tales que 

!:. s 
p n • <N - p + 1)" 

Sea d el má'-!lmo común divisor- de p y N - p + 1 ent.onces 

p ., kd y N - p + 1 a ld donde k y l son pvimos .relat,ivo.s, de aqul 

que 

Se cumple que k [ r- y ,& [ s, •mt.onces 

con est.o, los valares comuriees quedan dados por 

Coma p kd se tiene 1' 1,2, ... ,kd 1 y por t,ant.o hay 
d - t as1nt.ot.as que pueden S"'l"' comunes. Como N 
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ent.onces s = 1,2, ... ,ld - 1 y poi' t.arrt.o hay d - 1 asint,ot,as que 

son comunes, ent..onces s = h,l y los valor-es comunes son: 

A. • b. "' d n (1,2, ... ,d - 1) 

e Ess't.e r•esult,ado lo podemos r-e snrmí r- en el siguient,e t,eorema: 

Teorema 1.- Si d > 1 es el máximo común divisor• de p y 

N - p + 1 ent,onces d - 1 aslnt,ot,as de GV.9a) coinciden con d - 1 

asint,ot.as de GV.9b) y los valores comunes son 

(1,2, ... ,d-1) <IV.10) 

• 
De acuerdo con est,e result,ado el número de subint,ervalos en 

que se ha p ar-t.Ldo el í nt.e r-v.ato O < q, < n disminuye en d - 1 y por 

consiguient,e t,enemos solo N - (d - 1) soluciones de la ecuación 

<IV.8), o quizás una menos en el caso a < 1. 

Las d 1 soluciones f·alt,ant,es est,án dadas por la ecuación 

crv.n» como puede veri:ficarse por sust,it,ución dí r-e ct.a en la 

ecuación <IV.3). Est,as soluciones son independient.es del valor de 

a y son un subconjunt,o de las soluciones de la cadena homogénea 

con ext.r•emos :fijos. 

Por o t.r-o lado, hemos mencionado que en el caso en que a < 1 

puede e xí s t.í r- o no una solución en el útt.í mo subint.ervalo. Veamos 

ahora como de t.e r-rní ruar- est,a solución; para ello, p r-Ime r-o 
reescribamos la ecuación <IV.3) en la siguient,e :for•ma 

Cos½.¡I Sen(N + D.¡\ • 2(a - 1) Sen½,¡, Sen(N -p + 1).¡I Senp<,I> 

donde hemos usado la í.de nt.í dad <IV.5). 

Cambiemos a la variable 

<IV.11> 

(IV.12) 

para cent,rar nuest-ra at-ención en la vecindad del origen. De est,a 

manera, la ecuación CIV.11) se co nví e r-t.e en 

<IV.13) 

51 

entonces s = 1,2, ... ,ld - 1 y por- t.arit.o hay d - 1 asint.otas que 

son comunes, ent..onces s = hl y los valor-es comunes son: 

... - b. .,., d n (1,2, ... ,d - 1) 

e Est.e r•esult.ado lo podemos r-e snrmí r- en el siguiente t.eorema, 

Teorema 1.- Si d > 1 es el máximo común divisor de p y 

N - p + 1 ent.onces d - 1 astnt,ot,as de GV.9a) coinciden con d - 1 

asintotas de GV.9b) y los valores comunes son 

(1,2, ... ,d-ü GV.10} 

De acuerdo con est.e result.ado el número de subint,ervalos en 

que se ha partido el í nt.e r-v ato O < <t, < rT disminuye en d - 1 y por 

consiguient.e t.enemos solo N - (d - 1) soluciones de la ecuación 

<IV.8), o quizás una menos en el caso a < 1. 

Las d 1 soluciones faltant.es est,án dadas po r- la ecuación 

<IV.10) como puede verificarse por sust.i t.ución dí r-e ct.e en la 

ecuación <IV.3). Est.as soluciones son independientes del valor de 

O' y son un subconjunt.o de las soluciones de la cadena homogénea 

con e xt.r-orno s f"ijos. 

Por o t.r-o lado, hemos mencionado que en el caso en que a < 1 

puede existir o no una solución en el último subint.ervalo. Veamos 
ahora como de t.e r-mí n.ar- est,a solución; para ello, p r-Lme r-o 

reescribamos la ecuación <IV.3) en la siguient.e f'o r-m.a 

Cos½.¡I Sen(N + 1).¡I • 2(0' - 1) Sen½<t, Sen(N -p + 1).¡I Senp<,I> 

donde hemos usado la ident.idad <IV.6). 

Cambiemos a la variable 

<IV.11) 

(IV.12) 

para centrar nuest.ra at.ención en la vecindad del origen. De esta 

manera, la ecuación CIV.11) se co nv í e r-t.e en 

<IV.13) 
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Para obsse r-v ar- el comportamiento de ambos: lados: de <IV.13) en 

,¡, • O calculamos: s:us: derivadas:. La primera derivada de ambos lados: 

en ,¡, • O son cero. La segunda der•ivada del lado izquierdo es N + 1 

y la del lado del'echo es: 4pC1-o-)CN - p + ü. 

Tenemos: entonces: que cuando o- < 1 las: gr.á:ficas de ambos lados 

de la ecuación <IV.13) empiezan a crecer desde cero. El lado 
TT 

izquierdo vuelve a t.omer- el valor• cero en ,¡, • 

N 
N + 1 

, est.o es, en 

rr 
o y la r•apidez con que c�ece el lado 

N + 1 
mayor que la rapidez con que lo hace el lado 

la segunda derivada del lado izquierdo debe ser 
izquierdo debe ser 

derecho; es decir•, 

mayor que la del lado derecho. Es:ta condición, con los valores: 

calculados en ,¡, = O de las: segundas derivadas, s:e puede escribir• 

como 

rr , Par•a que ambos: lados de <IV.13) sean iguales en algún 
N + 1 

valor de ,¡, e rrt.r-e 

N + 1 
(IV.14) 

4p(N - p + 1) 

en el intervalo 

<IV.3) con los la ecuación 

una solución 

lados: de 

o- existe de 

ambos 

valores: estos para 
N 

N + 1 < ,t, < TT. 

Si evaluamos 

valores extremos: del intervalo anterior, vemos: que el valor del 

extremo izquierdo no representa una solución; en cambio, tomando 

el limite ,P ➔ n en ambos miembros de CIV.3) vemos que ambos: 

miembros son iguales si se cumple que 

N + 1 
o- • 1 - --------- CIV.16) 

4pCN - p + 1) 

es decir, la solución ,P • n existe si se cumple la condición 
<IV.16). 

Los: r·es:ultados <IV.14) y CIV.16) los podemos escribir• en la 

:for•ma única 

CI <'. 1 
N + 1 

p(N - p + 1) 
<IV.16) 
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Para observar· el comport.amient.o de ambos lados de <IV.13) en 

,¡, • O calculamos sus derivadas. La pr-tme r-a derivada de ambos lados 

en ,¡, • O son cero. La segunda der•ivada del lado izquierdo es N + 1 

y la del lado de r-e cbo es 4pC1-o-)(N - p + D. 

Tenemos entonces que cuando o- < 1 las gráf'icas de ambos lados 

izquierdo vuelve a t.omer- el valor• ce r-o en ,¡, • 

N 

de la ecuación <IV.13) empiezan a crecer desde cero. El lado 
1T 

, est.o es, en 
N + 1 

'11 

o y la N,pidez con que c:r,ece el lado 
N + 1 

mayor que la rapidez con que lo hace el lado 

la segunda derivada del lado izquierdo debe ser 
izquierdo debe ser 

derecho; es decir, 

mayor que la del lado derecho. Est.a condición, con los valores 

calculados en ,¡, ,. O de las segundas derivadas, se puede escribir• 

como 

n. Par•a que ambos lados de CIV.13) sean iguales en algún 
N + 1 

valor de ,¡, e rit.r-e 

N + 1 
CIV.14) 

4p(N - p + 1) 

en el int.ervalo 

<IV.3) con los la ecuación 

una solución 

lados de 

o- exist.e de 

ambos 

valores est.os para 
N 

N + 1 < ,t, < n. 

Si evaluamos 

valores extremos del intervalo ant.erior, vemos que el valor del 

e xt.r-e mo izquierdo no represent.a una solución; en cambio, t.omando 

el Ií mí t.e ,t, ➔ n en ambos miembros de CIV.3) vemos que ambos 

miembros son iguales si se cumple que 

N + 1 
CIV.16) 

4p(N - p + 1) 

es decir, la solución ,t, • n exist.e si se cumple la condición 

<IV.16>. 

Los r·esult.ados <IV.14) y CIV.15) los podemos escribir• en la 

f'or•ma única 

CI e'. 1 
N + 1 

p(N - p + 1) 
<IV.16> 
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que representa la condición sobre a para la existencia de una 

N 
N 

11 < ,p ::s rr , (f"ig.3). + 1 solución en el intei-•valo 

.1----------------------------------� 

(),) 

,. 
/ 

.. 
····'"··-··::::;�:'..- 

·-- ..... 
. .,... 

. 1, 
PSI 

Fig.3.-Solución de la ecuación <IV.13). 

< a) Miemb1'0 izquierdo. 

(b) Miembr•o der-e cbc . 

Cuando la masa del defecto es tal que no se cumple la 

condición <IV.16) entonces hace falta todavia una solución. Usemos 

la ecuación GV.3) para probar si q:, • O es una solución; para 

ello, tomemos el limite ,t, ➔ O en ambos lados de la ecuación con lo 

que obtenemos 

lim Sen<N + 1 ),P 

<P ➔ o - N + 1 
Sen4> 

lim Sen<N - p + 1 ),p Senpq:, 
2(1 - et)(i - Cos,p) - o <P ➔ o 

Sen,t, Sen<t, 

<IV.17) 
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que representa la condición sobre a para la existencia de una 

N 
N + :! -rr < .p :::; -rr , (f"ig.3) . solución en el inter•valo 

. 1�---------------------------------� 

(),) 

___ .------ 

. 1, 
PS 1 

Fi�.3.-Solución de la ecuación <IV.13). 

(a) Miembt'O izquierdo. 

(b) Miembr•o der•echo. 

Cuando la masa del defecto es tal que no se cumple la 

condición <IV.16) entonces hace falta todavia una solución. Usemos 

la ecuación <IV.3) para probar si q, • O es una solución; para 

ello, tomemos el limite .p ➔ O en ambos lados de la ecuación con lo 

que obtenemos 

lim 
"'➔ o 

Sen<N + 1),P 

Sen4> 
• N + 1 

<IV.17) 

Sen(N - p + 1),P Senpq, 
---------- --- - o l í m 2(1 - a)(1 - Cos<f,) ,p ➔ o Sen,P Sent¡J 

53 



Como los limites son cíí f'e r-e rit.e ss entonces </, = O no es solución 

de la ecuación <IV.8). 

Tratemos de encontrar· la solución t'altante de la manera 

siguiente: consideremos un dei'ecto en la cadena de masa 
sui'icientemente pequei'ía, con esto esperamos obtener un modo de 

f r-e c'ue ricf a arbitrariamente alta. De la ecuación (II.63) se observa 

que el mayor valor posible de w es 2w con o $ ,p $ 1T y 11'. 1 :$ 1. o 
Busquemos la solución i'altant,e en la región t < -1, para ello 

propongamos 

,:P • V + ir¡ 

con v, Y) reales¡ se tiene entonces 

Cos,P., Cosv Coshn - iSenv Senhr¡ 

GV.18) 

<IV.19) 

como Coshy¡ � 1 y se requiere que Cos<t, sea real y menor• que 1, 

entonces v debe ser un múltiplo impar• de rr , Como esperamos una 

solución en la r-e g í ó n cercana a n, t.om.amoss v = rr , ent.onces: 

,p .. 1T + ir¡ 

con lo que obtenemos 

� = Cos,P = -Coshr¡ 

Con este resultado la i'recuencia de este modo normal es 

w • 2<o 
O 

Cosh½n 

<IV.20) 

<IV.21) 

<IV.22) 

esto es, la presencia de un dei'ecto de masa sui'icientemente 

pequei'ía produce una i'recuencia normal por al'1'iba de la fl'ecuencia 

de cort.e de la cadena homogénea. 

Sustituyendo en la ecuación GV.3) obtenemos 

1 
Senh2n Senh<N + üy¡ • 2<1 - a) 

1 
Cosh;;i"'' Senh(N - p + ü)·¡ Senhpl') 

GV.28) 
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Como los Ií mí t.e e son difer·ent.es ent.onces </, = O no es solución 

de la ecuación <IV.3). 

Trat.emos de e rioo rrt.r-ar- la solución falt,ant,e de la manera 

siguient,e: consideremos un defect,o en la cadena de masa 

suficient.ement,e pequei'ia, con est,o esper•amos ob t.e rie r- un modo de 

f'r•ecuencia arbi t.r-ar-í ame nt.e alt.a. De la ecuación (Il.63) se observa 

que el mayor valor posible de w es 2w con o :;; ,¡, :;; rr y ji,' 1 :;; 1. o 
Busquemos la solución falt.ante en la región t < -1, para ello 

propongamos 

,:P • V + ir¡ 

con v, y¡ reales; se t,iene ent.onces 

Gosq, = Gosv Goshr¡ - iSenv Senhn 

GV.18) 

CIV.19) 

como Coshr¡ � 1 y se requiere que Gos<t, sea r•eal y me rioz- que 1, 

ent,onces v debe ser• un múlt,iplo impar· de rr , Como esperamos una 

solución en la r·egión cercana a rr , t,omamos v = rr , ent.onces 

,P ., rr + ir¡ 

con lo que obt.enemos: 

< = Cos:,P = -Coshr¡ 

Con este result,ado la frecuencia de est,e modo normal es 

GV.20) 

GV.21) 

GV.22) 

esto es, la presencia de un defecto de masa suficient,ement,e 

pequei'ia produce una frecuencia normal por at't'iba de la fr-e otre ric í a 

de oo r-t.o de la cadena homogénea. 

Sust,i t.uyendo en la ecuación CIV.3) obt.enemos 

Senh}n Senh<N + 1)r¡ • 2(1 - o) Cosh}n Ser,b<N - p + Dr¡ Senhpn 

<IV.23) 
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Est.,a ecuación t-iene una solución con la que podemos 

det.,e1,minar• la fr•ecuencia del modo normal número N, dada po r- 

GV.22). Para probar est.o, analicemos por separado el 

compo r-t.emí e nt,o de los dos lados de la ecuación <IV.23). Empecemos 

por est,udiar su compo r-t.amí e nt.o asint.ótico para valores Y) >> 1; 

como 

oo, lo 

el lado izquierdo se comporta 

lado der•echo, en el limit,e Y) ➔ 

00 limite el en 
e <N+9/2>n, 1nient.1•as que el 

4 
! ('i _ �)= <N+9/2)l'). hace como - ...., ..., 
4 

asi, 
! 

Est.o es, el lado izquier•do de la ecuación <IV.23) crece más 

rápidament,e que el derecho. 

Para investigar el compo r-t.amí e nt.c para valores pequei"íos de r¡, 

desar•rollamos ambos lados de GV.23) en series de pot.encias 

alrededor del cero. Asrí , el lado izquierdo en Y) • o es 
!<N 2 lo podemos + Ür¡ , mientras que el der,echo exp:r-esar como 2 
2p(1 c,)(N 2 - - p + 1),¡ . 

Ent.onces para que e xí s t.a solución de la ecuación <IV.23) el 

lado derecho debe c r-e-ce r- más: r•ápidament,e que el izquierdo p ar-a 

valores pequei"íos de r¡; est,a condición la podemos escribir como 

sigue: 

<IV.24) 

de donde se sigue que o satist'ace la condición 

N + 1 
e, < 1 - ------- GV.25) 

4p<N - p + 1) 

Esto es, en este caso e xí srt.e n N - 1 soluciones de la ecuación 

<IV.3) que son los valores r•eales distint,os de <f, en O < <f, < rr y 
una solución real de la ecuación <IV.23) para un valor imaginario 
de q,, (fig.4). 

Regresando a las soluciones que son independient,es de la masa 

del de f e c t.o y que se obt.ienen a partir de la ecuación <IV.10), 

hemos mencionado que forman un subconjunt,o de las soluciones de la 

cadena homogénea y la razón de est.e compo r-t.amí e nt.o la damos a 

continuación. En la ecuación (Il.24) 
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Esta ecuación tiene una solución con la que podemos 

de t.e r-mt n ar- la t'r•ecuencia del modo rro r-m.a.l rrúme r-o N, dada po r- 

GV.22). Pal'a pr,obar, est.o, analicemos pol' sepal'ado el 

oompo r-t.emí e nt,o de los: dos lados: de la ecuación GV.23). Empecemos 

por, estudial' su cornpor-t.amí.e nt.o asintótico pa:r,a valor-es Y) >> 1¡ 

as:i, en el limite n ➔ co el lado izquier·do se compor-t,a 

1 e <N+S/Z>Y), mient1·•as que el l 1 1 t l 11 i t Y) 
4 

aco cer•ec ,o, en e m e ➔ 

hace como 1 (1 - a)e <N+a/2>Yl_ 
4 

Esto es, el lado izquier·do de la ecuación <IV.23) cr-ece más: 

:r,ápidamente que el cler-echo. 

Par-a investigal' el comportamiento para vator-e e peque!'íos: de Y), 

desar•rollamos ambos: lados: de GV.23) en s:er,ies: de potencias 
• 

alrededol' del cero. Asst , el lado izquierdo en Y) • o es: 
1<N 2 mientras el derecho lo podemos + ÜY) ' que exp:r,esar como 2 
2p(1 a)(N 2 - - p + t)y¡ . 

Entonces: p ar-a que e xí s t.a solución de la ecuación GV.23) el 

lado der-echo debe c 

r-e oe r- rn.as r•.&pidament,e que 

el izquierdo p 

ar-a 

valores peque!'íos de r¡¡ es:t,a condición la podemos escribil' como 

sigue: 

como 

oo, lo 

2p(1 - a)(N - p + ü·,-,2 > ½<N + üy/ 

de donde se sigue que a satist'ace la condición 

N + 1 
a < 1 - 

4p<N - p + 1) 

GV.24) 

<IV.25) 

Esto es, en este caso existen N - 1 soluciones: de la ecuación 

<IV.3) que son los valor,es r•eales dist.int,os de <f> en O < <t> < 11 y 
una solución real de la ecuación <IV.23) p ar-a un valor imaginar-io 
de </>, (t'ig.4). 

Regresando a las soluciones que s:on independientes de la masa 

del det'ecto y que se obtienen a p ar-t.Ir- de la ecuación <IV.10), 

hemos mencionado que fo r-m.ari un subconjunto de las soluciones: de la 

cadena homogénea y la razón de este compo r-t.amí e nt.o la damos a 

cont.inuación. En la ecuación (II.24) 
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c = Q c - O. c 
q J--1 r-:1 J-2 1�0 

(j = 1,2, ... ,p) 

tomemos: j • p y c1_0 • O, ya que la cadena es:t.á f'ija po'r- los: 

e xt.r-e moea, poz- lo que el coef'icient.e de amplitud co:r:respondient.e al 

de f'e c t.o es:. 

c • Q e 
rp p-t rt 

<IV.26) 

usando en es:t.a ecuación la expr•es:i6n para Q dada po:r la p-< 
ecuac:i61i (Il.62) o b t.e rie mo ss 

Senpq'> 
e - e (IV.27) ep Sen,/, ,t 

si nh(x/2)� i nli(22*x) 
2*(1-, 9S)�osh(x/2)�inh(11�)**2 

0:0,06 dx:0,01 0:0,06 dy:0,01 

Fig. 4. Solución de la ec,uación <IV.23). 
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e = Q e - Q. e 
q ,1-1 ri J-2 e o 

(j = 1,2, ... ,p) 

t.omemos: j • p y c,,o • O, ya que la cadena es:tá :fija por los: 

e xt.r-e moss , por lo que el coet'iciente de amplitud correspondiente al 

de f'e c t.o es:. 

e • Q e 
r·p p-t. ri 

<IV.26) 

usando en es:ta ecuación la expresión para Q dada por la p-< 
ecuación (II.62) obt.enen,os 

Senp,P 
e - e (IV.27) 

rp Sen,t, r·t 

sinh( x/2l�i nh( 22*xl 
2*(1-, 95) �osh( x/2 l�inh( ll*Xl **2 

0:0,06 dx:0,01 0:0.06 dy:0,01 

Fig. 4. Solución de la ec_uación <IV.23). 
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Sustituyendo en <IV.27) las: soluciones: independientes de a 

dadas por la ecuación <IV.10) y recordando que d es divisor de p, 

es de cí r-, p • kd obtenemos: 

e • 
l'f> 

Sen<khrr) 

Sen(hrr/d) 
e r< - o (IV.28) 

ya que k, h son enter·os:. 

Esst.o es:, las: soluciones: <IV.10) que son independientes de a, 

producen un nodo en el lugar del de f'e crt.o. Existen d - 1 modos 

normales en los: cuales: el det'ecto no se desplaza de s:u posición de 

equilibrio. Es:te resultado implica que la cadena lineal no 

homogénea quede dividida en dos cadenas: unidas: por, el de:fecto y 

las: t'recuencias: de estos: modos: de oscilación corresponden a las: de 

la cadena homogénea estudiada en el capitulo III. 

Estudiemos ahora el caso en que a < 1 es: lo s:u:ficientemente 

pequei'ía y el N modo normal es el de mayor t'recuencia (recordemos 

que en es:te cas:o ,P es compleja y w > 2w ). o 
De acuerdo con la ecuación (Il.24) para el modo número N 

tenemos 

c = O e - Q. c 
N.} ·.J-1 Ni J-2 NO 

pero como la cadena está :fija por los: extremos: entonces: e • O, y NO 

(IV.29) 

que con ayuda de (Il.62) se convierte en 

c • Nj 
Senjcp 

Sen</, 
c 
N< 

<IV.30) 

Usando 

<IV.20), queda 

la expresión para cp dada por la ecuación 

e • 
NJ 

( 1. 
,-1_, lj - J · �en 1 ·r, 

Senh-r, 
e Ni (j • 1,2, ... ,p) <IV.31) 

la 
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Sustituyendo en <IV.27) las soluciones independientes de o 
dadas por la ecuación <IV.10) y recordando que d es divisor de p, 

es decir•, p • kd obt,enemos 

e • 
l'P 

Sen(khn) 

Sen(hn/d) 
e 

r1 - o <IV.28) 

ya que k, h son enter·os. 

Esto es, las soluciones: <IV.10) que son independientes de o, 
producen un nodo en el lugar del de f'e ot.o. Existen d - 1. modos 

normales en los cuales el det'ecto no se desplaza de su posición de 

equilibrio. Este res:ult.ado implica que la cadena lineal no 

homogénea quede dividida en dos: cadenas: unidas por- el de:fecto y 

las t"recuencias: de estos modos de oscilación corr,es:ponden a las de 

la cadena homogénea estudiada en el capitulo III. 

Estudiemos: ahor,a el caso en que o < 1 es lo sut'icientemente 

pequel'\a y el N modo nor-maí es el de mayor, rr-e-cuerrcí a Cr-e co r-de moss 

que en es:t.e caso ,p es: compleja y w > 2w ). o 
De acuer,do con la ecuación (Il.24) p ar-a el modo riúme r-o N 

tenemos: 

e = O e - Q. e 
NJ ·.J-t Ni J-2 NO 

pe r-o como la cadena está :fija por, los e xt.r-e moss entonces c • O, y NO 

c = O. c 
N J ·¡-1 Ni 

que con ayuda de (Il.62) se oo rrv í e r-t.a en 

(IV.29) 

c - • 
NJ 

Senjql 

Sen</, 
c 

Ni 
GV.30) 

Usando 

(IV.20), queda 

la e xp r-e sn óri par,a dada por, la ecuación 

e • 
NJ 

( 1. 
,--,_, l j - ) . =>en "1 "f) 

Senh-r, 
e 

Ni 
(j • 1,2, ... ,p) (IV.31> 

emes que la 
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en donde vemos: que la ampli t.ud de cada masa aumenta conforme la 

masa está más cerca del det'ecto, siendo éste el que posee la mayor 

amplitud. Vemos: también que en este modo las: masas contiguas 

oscilan en sentidos opuestos; p o r- lo que, este modo es: el de mayor 

e ne r-g í a de acuer•do con lo expuesto al final del capitulo III. 

Par•a observar el comportamiento de las amplitudes de las 

masas: que se encuent.r•an a la derecha del de t'e ct.o , en este modo 

particular, usamos la ecuación (Il.32) con r • N y e NO .. o 

e ,. [Q + 2(1 - o)(1 - /" )Q Q Je 
Np+h p-t-h-i ' ·p-i }-,-:t Nt 

<h • 1,2, ... N-p) 

Tomemos p + h = N + 1 

respecti v ame nt.e 
j y p + h • N par•a obtener 

e . = [Q + 2(1 - c:,)(1 - I; )Q Q ,le 
NN•i-J N-J p-i N-p-J Ni 

CIV.32a) 

e NN 
= [Q + 2(1 - o)(1 - 1; )Q Q ]e 

'N-1 p-t N-p-:1 N:1 
CIV.32b) 

Usando las ecuaciones (IV.32) y la ecuación CIV.2) y la 

expresión ,:p = n + i'r) encont.r·amos la siguiente relación entre los 

coet'icientes e . y e 
NN+t-J NN 

j-1 
(-1) 

c . • 
NN+·i-J 

Senhjl') 

Senh·r, 
e 

NN 
(j • 1,2, ... ,N-p) <IV.33) 

para l') grandes (es decir, para o pequel'ias) la amplitud disminuye 

rápidamente con la distancia al defecto (par-a l') suficientemente 

gr-ande decae exponencialmente); e igual que a la Iz quí e r-da del 

defecto, las par-t.ículas adyac:ent,es pr-esent.an rase opuesta en todo 

instante durante la oscilación. Este modo nor-mal se conoce como 

modo localizado, se establece cuando la frecuencia es mayor- que la 

mayor t'recuencía accesible a la cadena uniforme. 

En las f'í g ur-ees 5 y 6 que apar·ecen a continuación se muestra 

el comportamiento de las fr-ecuencias de oscilación de los modos 

la masa del defecto par-a el caso 

(el defect,o est,á en el ce nt.r-o de la 
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nor-males como f urrc í óri de 

par-t.í cutar- N = 21, p .. 11 

cadena) y w - 1 
o 2 

en donde vemos: que la ampli t.ud de cada mas:a aurnerrt.a conforme la 

mas:a est,á más cerca del de fe c't.o , siendo és:t,e el que posee la mayor 

amplit.ud. Vemos: t,ambién que en es:t,e modo las masas cont,iguas 

oscilan en sent,idos opues:t.os:; po r- lo que, es:t.e modo es el de mayor 

energia de acuerdo con lo expuest.o al :final del capitulo III. 

Par•a observar el compor-t.amí.e nt.o de las: amplitudes de las 

masas: que s:e e ric ue rrt.r-sm a la derecha del de f'e ct.o , en est,e modo 

particular, usamos la ecuación (II .32) con r "' N y e NO • o 

c ,. [Q + 2(1 - o)(1 - /; )Q Q Je 
Np+h p+h-i ·p-i h-:l Nt 

Ch '" 1,2, ... N-p) 

Tomemos: p + h = N + 1 

respect.i v ame nt.e 

j y p + h • N par•a obtener 

e . = [Q + 2(1 - c:,,)(1 - /; )Q Q .Ic 
NNH-J N-J p-i N-p-J Ni 

<IV.32a) 

e 
NN 

= [Q + 2c1 - o)C1 - r )Q Q le 
'N-i � p-t N-p-i N:1 

CIV.32b) 

Usando las ecuaciones: CIV.32) y la ecuación CIV.2) y la 

expresión q, = n + i°r) encont.ramos la siguient.e relación entre los 

coet'icientes e . y c 
NN+:1-J NN 

j-1 
(-1) 

c . • 
NN+i-J 

Senhjr¡ 

SenlYr¡ 
e NN <j • 1,2, ... ,N-p) <IV.33) 

para y¡ grandes (es: decir, para a pequei'ías:) la amplit,ud disminuye 

rápidament,e con la distancia al defecto (para Y) suficient.emente 

grande decae exponencialmente); e igual que a la izquier•da del 

defecto, las: part.iculas adyacent,es: presentan :fas:e opuest.a en t.o do 

instante durante la oscilación. Este modo normal se conoce como 

modo localizado, se establece cuando la frecuencia es mayor que la 

mayor rr-e cue not a accesible a la cadena uniforme. 

En las :figuras 5 y 6 que apar·ecen a continuación s:e muestra 

el comportamiento de las: f'recuencias: de oscilación de los modos 

normales: como :función de 

particular N = 21, p "' 11 

cadena) y w - 1 
o 2 

la masa del defecto para el caso 

(el de fe c t.o es:t,á en el ce nt.r-o de la 
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w 7 

Frecuencias Nor!llales 
colllo funcion de la Masa 

del defecto. 
(ExtrelllOS fijos.) 

0 .95 1 2 (f 

1 •�y los valores de o en el N • 21, p • 11, w i nteI•val o 

Fig.5.-Sol uciones de las ecuaciones O I. 63) y GV. 22) p ar-a 

(.01, 2], con �a• .01. 

Vemos en la figuI•a 5 los l'esultados proporcionados po r- el 

método de solución. Las frecuencias de oscilación los modos 

normales se encuent.ran ent.re los valores o < 
de 

w < 1 <w 1 

corresponde al valor de la frecuencia de corte), excepto en los 

casos donde a $ .95 en los cuales p ar-a cada valor de o existe una 

frecuencia poi, ar-r-í b a de la frecuencia de corte. Para este caso 

particular la cot.a calculada para a de la ecuación <IV.25) es 

a "' .95455; el valor a = 
mcoe 1 corresponde al caso de la cadena 

homogénea. 

Por último, cabe seí'íalar que en el intervalo .01 :S a $ .95 

decaen frecuencia 

def'ecto. 

rápidamente aument,a del 

mayor 

masa 

de modo 

la 

el para 

oo nf'o r-rne 

rrumé r-Lc arne rrt.e obtenidas soluciones las: 
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w 7 

Frecuencias Normales 
como funcion de la masa 

de I defecto. 
(Extremos fijos.) 

1 

0 

'" """ ,,. '""' 
::1 1:1;:• 

.95 1 2 1r 

N • 21, p • 11, w 1 • .": y los valor•es de a en el í rrt.e r-v a Lo 

Fig.5.-Sol uci enes de las ecuaciC>nes ( II. 63) y CIV. 22) para 

[ .01, 2], con �a• .01. 

Vemos en la figur•a 5 los l'esu!t.ados p r-op o r-cf oruadoss pal' el 

mé t.o do de solución. Las t'recuencias de oscilación los modos 

no:rmales se e rrciue rrt.r-ari entre los valores o < 
de 

w < 1 <w • 1 

COl'l'esponde al v a.lo r- de la t'l'ecuencia de cor-t.e x, e xoe p t.o en los 

casos donde a $ .95 en los cuales par·a cada valo:r de a exist.e una 

frecuencia poi, arriba de la tr-e cue nct a de oo r-t.e , Para est.e caso 

p ar-t.í cuj ar- la cot.a calculada para a de la ecuación <IV.25) es 

a = .95455; el valor a = 1 
mcrx corresponde al caso de la cadena 

homogénea. 

Por ú l t.í mo , cabe seí'íalar que en el int.ervalo .01 :S a :S .95 

decaen frecuencia 

defect.o. 

rápidament.e aument.a del 

mayor 

masa 

de modo 

la 

el para 

oo nf'o r-rne 

riurné r-í c arne rrt.e obt.enidas soluciones las 

59 
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0 
' ' .95 1 

' 
' ' 2 a 

Fig.6.-Frecuencias normales como !'unción de la masa del def'ecto. 

Se muestra la región O� w � 1, presentada en la f'igura 6, 
y se sel'lalan en el eje las f'recuencias 

la cadena homogénea. 

correspondientes a 

í"recuencias normales de los modos 

60 

pares coinciden con 

., : 

las 

las 

í"recuencias de la cadena homo¡;énea sel'\aladas sobre el eje vertical 

Observamos en la f'igura 6, para este caso particular,que 

ul.r-------------....-,--------------- .,, ,rr ,. • .,, 

....... , .. ,� .. ,.,., .... .. " -·· 

.... " ., ........ 

... "·• 1 •• 

..... , . 
"- •-···, .... ···•· .. ·······-· .. 

' ' .95 1 ' ' ' 2 a 

Fi�.6.-F'recuencias normales como !"unc!6n de la masa del deCect.o. 
Se muest,ra la re�lón O 5 � 5 1, present.ada en la �igura 5, 
y se se�alan en el eje las frecuencias 
la cadena homogénea. 

correspondientes a 

·frecuencü:1s normales de los modos 

60 

pares coinciden con 

·:, 

las 
las 

frec:uencias de la cadena homogénea sel'la.ladas sobre el e je vert.1cal 

Observamos en ra !"igura 6, pa:ra est.e caso pa:rt.icular,que 



f'r,ecuencias: s:on índependíent.es: de la mas:a del def'ect.o. 

Vemos:, por, el corrt.r-ar-rc , que las: f'r,ecuencias de los modos 

impar,es s:1 dependen de la masa del def'ect.o; s:iendo la f'r,ecuepd a 

de cada modo mayor, que la fr•ecuencia del modo cor,r,es:pondient.e en 

,!_a c:adena homogénea cuandn a � 1¡ y menor, c:uando a > 1. Las: our-v ae 

de punt.os: obt.enidas p ar-a est.os modos son simét,r,icas respect,o a los 

valor,es calculados par,a el cas:o de la cadena homogénea. 

IV.2.- CADENA NO HOMOOENEA CON UN EXTREMO FIJO Y UNO LIBRE, 

En est.e cas:o, tí je mo.s la cadena por su ext,:r,emo í z quí e r-do y 

dejemos: Ií br-e el e xt.r-e mo derecho; p ar-a ello, t.omemos ot • O y (, • 1 

en la ecuación (IV.ü con lo que obt.enemos. J4/- -Z / czzz -z.�) 
Q - Q + 2<1 - c,)(1 - {)<Q - Q )Q • O <IV.34) 

N N-1. N-p N-p-1. p-i 

Usando 

s:us:t,i t.uyendo 

como 

la expr•es:ión 

la var•iable � 

(II .62) par-a 

• Cose/,, es:t.a 

los 

ecuación la 
Q. 

J 
es:cr,ibimos 

polinomios y 

Cos<N + 1/2)</, 

1 Cos:-·•· ;¿.,, 

• 2(c, - 1)(1 - Cosq,) 
Cos<N - p + 1/2) Senpq, 

' 1 A. (.os2.,, 
<IV.35) 

Sen</, 

Por, su p ar-t.e , el nume r-ador- del lado izquier-do puede 
desar•r-ollar,se en la f'o r-rne 

Cos<N + 1/2),;I> • Cos[(N - p + 1/2) + p,;I> J 

• Cos<N-p+1/2)q, Cosp,P - Sen<N-p+1/2),P Senp,;I> CIV.36) 

y si ahor•a mult.iplicamos la ecuación <IV.36) poz 
di vi dimos p o r- 

Cos(N - p + 1/2),;I> Senp,;I> � O 

1 Cos-,t, y la 2 

CIV.37) 

obt.enemos, usando la ident.idad CIV.!5>, la síguient,e ecuación 

61 

con 11 ne as cortas. E!::;:s:.;t,;:10�-1=e.:as.., ,--fP"'ª""ni=a'--..lt.._;aal:.!e:c;s::::..._......'._m�o'.:..'.:d':o'..:s:......_d�e�..'.º:'.:s:'.:c: i: la�c:_:: ió�n'.__�l::;a�s:::_ · _ 
f'recuencias son independientes de la masa del def'ecto. 

Vemos:, por el corit.r-ar-í o , que las: f'recuencias: de los: modos: 

impar,es s:1 dependen de la masa del def'ecto; siendo la f'recueoci a 

de cada modo mayor, que la fr•ecuencia del modo cor,res:pondiente en 

,!._a c:adena homogénea cuandn a � 1; y menor cuando o > 1. Las: curvas 

de puntos obtenidas: p ar-a estos: modos: son simétricas respecto a los: 

valores: calculados: par,a el caso de la cadena homogénea. 

IV.2.- CADENA NO HOMOOENEA CON UN EXTREMO FIJO Y UNO LIBRE, 

En este caso, f'í je mo.s la cadena poi' su extr,emo izquier,do y 

dejemos: Ií br-e el e xt.r-e mo de r-e cbo , p ar-a ello, tomemos: ot • O y (, • 1 

en la ecuación <IV.1) con lo que obtenemos:. J4/- -Z / czzz -z.�) 
Q - Q + 2C1 - o)Ct - i'. )CQ - Q )Q • O CIV.34) 

N N-1 N-p N-p-1 p-1 

Usando la expr•es:ión CII.62) p ar-a los: polinomios: Qj y 
s:us:tituyendo la var•iable { • Cos:,j,, esta ecuación la es:cr,ibimos: 
como 

Cos:CN + 1/2),j, 

1 Cos::-·•· ;¿ 'f' 

• 2(o - 1)(1 - Cosrp) 
Cos:<N - p + 1/2) Senprp 

1 
Cos2,¡, 

CIV.35) 
Sen</, 

Por, su parte, el numerador- del lado tzquí e.r-do puede 
des:ar•r,ollar,s:e en la f'o r-ma 

Cos:(N + 1/2),j, • Cos:[CN - p + 1/2) + p,j, J 

• Cos:CN-p+1 /2),t, Cos:p,j, - SenCN-p+1/2).¡'> Senpr,I> CIV.36) 

y si ahor•a multiplicamos 
di vi dimos: por 

la ecuación <IV.35) por, y la 

Cos:<N - p + 1/2).¡'> Senprp � O 

obtenemos:, usando la identidad CIV.5), la siguiente ecuación 
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<IV.37) 



1 Cot.p,t, - t.an(N - p + 1/2).¡'> • 2(a - 1) t.an2.¡, <IV.38) 

como en el caso ant.erior, esta es una ecuación t.rascendent.e para .¡'> 

y se muest.ra g:r•áíicament.e en la :fig. 7. 

CADENA CON UN EXTREHO FIJO Y UNO LIBRE 15 
1 11 1 1 1 11 

1 1 I' 1 'i 1 1 1 

1 

1 ' ' 
1 

1, 

1 ¡ 

-10 
.01 

¡J' � ) 1 

3.14 
FI 

Fig. 7.-Soluciones de la ecuación <IV.38) para N • 21 y p • 11 

El miembro izquierdo de <IV.38) t.iene una asint.ota vertical 

en los: valores: de ,t, que s:on raíz de la ecuación (IV.37)¡ entre 

c .. d., paz> d"' ª"'int.ot.as ver-t.icales incluyendo q, • O y .¡'> • 1T hay una 

gráfica que co r-t.a la curva del lado derecho, s:iempr•e que a > 1. 

Cuando O' < 1 puede o no haber cruce de las gr,á:ficas: de ambos: 

miembros de <IV.38) en el subint.ervalo limit.ado por la as:int,ota 

.¡'> • 1T y la ant.er•ior a és:t.a. Las as:int.ot.as que se obt,ienen de la 
ecuación <IV.37) son 
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1 
Cot.p(/¡ - t..,.,n(N - p + 1/2),¡', "' 2(a - 1> t.,.r.24' CIV.38) 

como en el caso ant.e.rjoI·, esta @S una ecuación t.r-ascendent.e para ,f, 

y se mue·st.r-a itrá!"icament.e en la f"is. 7. 

COD[NO CON UN EKTREHO FlJO V UNO LIB�E 

1 

1 ' 

1 
\ 
1 

1 

l 
1 l \ \ 

1 

1 

1 

1 1 

�,-- \ \ \ \ ! 
11 \j í' j'" \ :=:::zr: j = �:=--'- ¡; '7 \J,f l � \ 1t� ---i.. \\-1r '---� .j�r�� \ l\1 \1 

j 1 
SI A < l 

1 

\ - 

is.,...._,, 1-� ,-- 1,---,------��------,-,-- ,-----,-----.--�--� 
1 

-10 
01 3.l. 

;¡ 

Fié;. 7.-Solucion<>s de la ecuación <IV.38) par-a N • 21 y p ,. 11 

El miembro lzquie1-do de <IV.38) tiern• una a.sint.ot.a vert.ieal 

en los v¡¡,.lor-es de 4> que son ralz de l;a, ecuación CIV.37); ent.re 

.,,.,d.. pa:r- d<t aQiot.ot_...,_, ve»t.toal<>s incluyendo ,f, - O y q, m n hay una 

gk'á:fica que cor-ta la curva del lado dez-echo, sd@mpre que e > 1. 

Cuando e < 1 puede o no haber cruce de las !f!:l'Micas de ambos 

miembros d@ <IV.38) en el s:ubint.er-valo limita.do por la. asint.ot.a 

(/¡ • rr y Ja ant.erlol• a ésta. Las asint.otas que se obt-ienen de la 
ecuación ClV.:37) son 
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{ 
!:. fT r - 1,2, ... ,p - 1 p 

,t, - (2s - 1) <IV.39) 
rr s - 1,2, ... ,N - p 

(2N -2p + 1) 

Siguiendo el razonamiento de la sección anterior, vemos que 

si no hay valores comunes de ,p en <IV.39) el intervalo se parte en 

N subintervalos. En este caso, para o > 1 se tienen exactamente N 

soluciones en O < ,P < 11, una en cada subintervalo; en cambio, para 

o < 1, quizás no exista solución en el último subintervalo. Esta 

situación se analizará más adelante. 

En el caso en que existan valores comunes de l�s asintotas se 

cumple la siguiente ralación 

r (2s - 1) 

n • rr 
p (2N - 2p + 1) 

Sea d el máximo común divisor de p y 2N - 2p + 1. Entonces, 

p '" kd y 2N - 2p + 1 = ld donde k, l son primos relativos y l, d 

son impares. Las asintotas están en 

r fT 
(cotangente) ,t, • 

k d 

(2s - 1) fT 

(tangente) 
l d 

las asintotas comunes son tales que rl - (2s Dk, luego k Ir· 
y ll<2s - 1), ent.onces !:. - e nt.e r-o , 2s-1 - e rrt.e r-oj las asintotas k l 
están en 

(cot.ang-ent.e) 

(t.angente) 

,t, • Cent.ero) 

,t, • (ent.er•o) 

fT 

d 

rr 

d 

como p • kd, entonces r• • 1,2, ... ,dk 1, por t.ant.o hay d 1 
asintotas de cotangente que 
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pueden ser comunes. Como 

¡ !: rr J' - 1,2, ... ,p - 1 p 
q, - (2s - 1) <IV.39) 

rr s - 1,2, ... ,N - p 
(2N -2p + 1) 

Siguiendo el razonamiento de la sección ant.er-tor-, vemos que 

si no hay valores comunes de q, en GV.39) el í nt.e r-v.alo se parte en 

N subintervalos. En este caso, para a > 1 se tienen exactamente N 

soluciones en O < q, < rt , una en cada subintervalo; en cambio, para 

a < 1, quizás no exista solución en el último subintervalo. Esta 

situación se analizará más adelante. 

En el caso en que existan valores comunes de lqs asintotas se 

cumple la siguiente ralación 

r (2s - 1) 

rr • rr 
p (2N - 2p + 1) 

Sea d el má:,d.mo común divisor• de p y 2N - 2p + 1. Entonces, 

p ., kd y 2N - 2p + 1 = ld donde k, l son primos relativos y l, d 

son impares. Las asintotas están en 

r rr 
(cotangente) ,t, • 

k d 

(2s - 1) rr 
<tar,gente) 

l d 

las asíntotas comunes son tales que rl - <2s ük, luego klr 
y '-1 (2s - 1), ent.onces !: - e rrt .. e1"'0, 

2s-1 - entero; las asíntotas k l 
están en 

rr 
(cot.angent.e) 

(1.angerit.e) 

,t, • (entero) 

,t, • (enter•o) 

d 

rr 

d 

como p • kd, entonces r• ,. 1,2, ... ,dk 1, por tant,o hay d 1 

asíntotas de cotangente que 
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pueden ser comunes. Como 



8 r•ee;:ult.ado que puede r-esumir•se como sigue: 

Si el máximo común divisor• de p y 2N - 2p + 1 

1 • (2h 

•1 ,2 ,3, ... ,½<d-1 )J, 

Teor-ema 2.- 

t.ant.o 

1,3, ... ,2N-2p-1 

1)!! 
d 

por• y 

entonces 
(2b - 

y - 
1,3, ... ,dl-2 = 

comunes, 

son 

son que 

cornune s 

• 

valor•es 

astnt.ot.as 

2s-1 

los 1)l y 

ent.onces 
!<d 1) 
:¿ 

ld, 
hay 

= 2N-2p+1 

lo 

2s 

Ch 

es d > 1, ent.oncee;: 1 e,de;:t.en - (d - 
2 

1) asint.ot.as que son comunes en 

GV.39)¡ y quedan det.er•minadae;: po r- 

(2h - 1) 
,j, - 1T 

d 
Ch • 1,2, .. ,½ (d - ül <IV.40) 

ha p.ar-Ldo el int.e1,vbalo O < q, < 1T ee;: de N - 

acuer-do 

soluciones, 

falt.ant.es 

se 
1) 

puede 

soluciones 

como 

1) 

subint.er·valos en 
1· - (d - 1) y por• 
2 1_ (d 

2 N 

de 

1 .d -e - 2 
CIV.40) 

La61 1. 

número 

< 
obt.enemoe;: 

el 

ecuación 

O' e;:i 

la 

solo 

t.e or-e ma , 

por· 

n1enos 

GV.38) 

ee;:t.e 

un.a: 

dadas 

con 

ecuación 

qui:z.:061 o 

est.án 

la de 

De 

t.ant.o 

que 

ver-ificar-se por- sust.it,ución dí r-e c t.a en la ecuación <IV.35). Est.as 

soluciones son independient.es del valor- de ó' y for-man un 

subconjunt.o de soluciones de la cadena unifor-me con un e xt.r-emo 

fijo. 

En el caso en que o < 1, con o- cer-cana a 1, mencionamos que 

puede haber- o no solución en el últ.imo subint.er-valo. Veamos la - condición sobr-e o- par-a que r•xist.a solución en est.e subint.er-valo 

par-a el modo de fr-ecuencia más alt.a. Par-a ello, r-eescr-ibamos la 

ecuación GV.35) con ayuda de la ident.idad <IV.5) en la for-ma 

1 1 
Cos2,¡, Cos(N+t/2),j, • 2(a-1) Sen2,¡, Cos(N-p+1/2) Senpq, <IV.41) 

Como la r-e g í óri de int.er-és es la vecindad a 1T, cambiamos a la 

var-iable ,¡; • 11 

en 

,j, con lo cual t.r-ansfor-mamoe;: la ecuación <IV.41) 

GV.42) 

Par-a o bsse r-v.ar- el compor-t.amient.o de ambos lados de la ecuación 

<IV.42) en lf '" O, calculamos sus der•ivadas. La pr-í me r a der•ivada 

son cero en lf = O para ambos lados. La segunda derivada del lado 
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2N-2p+1 = 
lo t..arit.o 

2s: 1 • 

ld, 

h.oy 
(:.lh 

ent.onces 
t 
2<d l> 

t>l y los valores comunes son ,P - <2h 1)!:' 
d 

2s-1 ,. 1,3, ... ,2N-2p-1 • 1,3, ... ,dl-2 y por 

&,-tnt.ot.as que son comunes, y &nt.or,ces- 

1 • [h •1,2,3, ... ,2<d-1)J, ;sesulta.do que puede r-Ets:umh·se como sl�ue: 
Teorema 2.- Sl el má><hno común divisor de p y 2N - 2p + 1 

1 es d > 1, ent.or,ces .,,-.-isat. .. n 2 (d - 1) asint.ot.as <1ue son comuneQ en 

<IV.39)¡ y quedan det.erminadas por- 

C2h - 1) 
,:¡, .. n 

d 

t [h • 1,2, ... i (d - t)J éIV.40) 

De acuerdo con este t.eo1·•ema, él rrume-r-o de subln-t.ervalos en 
1" que se ha par-Ido &! inte,,vbalo O < ,P < n as de N - 2 (d - t> y po r- 

t...nto d<1 la ec:u&ci6r, <IV.98) e,olo obt.en.,.mos N ¡ (d 1) 

aoluoion0s, o q,.,lzt..., una me,no¡¡¡¡ si a, < 1. l,aG ½(d - 1) soluciones 

falt.ant.es est.án dadas por la ecuación CIV.40) como pu@de 

V@l'ificarse par sust.it-ución dfa•ec1.a en la ecuación GV.35). Estas 
soluciones son i ndependi,rnt.es del valori <Je ('J y forman un 

subconjunto de soluciones de la cadena uniforme con un ext.remo 

1'ijo. 

En el caso en que e < 1, con a cercan& a 1, mencionamos que 
puede haber o no solución en el último subintervalo, Vaamos la - condición sobre o par3 que rxist.a solución en est.e subin'l.@rv.-lo 

para el modo de frecuencia más alt.a, Para ello, rees:c:r,ibamos la 

ecuación <IV.35) con ayuda de la tdent.jdad <IV.S) en la fovma 

Como la 1"et;i6n de i:nter-és es: la ,;,;,cindad a n, c&mbiamos: a la 
variable ,¡, .. 1T - 1, con lo cual t;.:r,ansf'orrnsmos la .. cu.ación OV.4O 

en 

CIV.42) 

Para abservar @l comport.amient.o de ambos lados de la ecuación 

(IV.42> en ,¡, ,. O, calculamos sus de>·ivadas.. La primera derivad. 

son cero en ip " O para ambos lados, La se,unda derivada del lado 
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izquier,do en o &S N + 1 
2 y la del der,echo es .. N 1) 4p<1-o>< -p+2 , 

ambas pos:it-ivas: ya que o < 1. Ambos lados cr,ecen desde cer,o, en 

,¡, • o, per,o el izquier,do r-eg:r-esa a ce�o más r•ápidament-e, en 
1T 

,¡, - N + 1 
2 

Vemos que si la r•apidez de cr-e cí mí e nt.o del lado izquier•do de 

la ecuación <IV.42) es mayor, que la del de r-e cbo ent-onces debe 
1T 

P&N> que lo &nt.,er,ior• s& 
N + 1 

2 
cumpla la segunda de r-í v ad.a del lado í z quf e r-do , en 'I' • O, debe ser, 

&xis:t-i:r una solución .s,nt-:re O < ,¡, < 

mayor- que la del de r-e cho , es decir, se debe cumplir, 

N + ½ > 4p(1 - o)(N - p + 1/2) <IV.43) 

de donde se sigue que para que exist.,a solución en la región 

CN - 1/2) 
n < ,t, < n, o debe sat.,ist'acer, l& siguient.,e condición 

<N + 1/2) 

(2N + 1) 
o > 1 - (IV.44) 

4p(2N - 2p + 1) 

Invest.,iguemos ,sar-----l""'"----E>lU=efl1te1g--cdiÉe;i1t-int.,er,v alo ant-er,ior• 

r,epr,esent.,an una solución de <IV.35). Como puede verif'icar,se por, 
sust.,i t.uoí ón 

<IV.35). 

dí r-e ct.a , el e xt.r-e mo í z qut e r-do no es solución de 

Par-a invest-igar- si exist.,e solución en ,t, a n, t.,omamos: el 

Umi t.,e q, .. n en <IV.35). As:1, en el lado izquierdo se t-iene 

(2N + DCos:Nn, y en el der-echo 4p(1 o)(2N - 2p + üCosNn. De 

est.,os r,esult.,ados se sigue que ambos limit-es son iguales si 

<2N + 1) 
O' - i - <IV.45) 

4p(2N - 2p + 1) 

De est-o se sigue que exist.e una solución en 
<N - 1/2) 

TI < ,t, :; TI si O' sat.is:t ... &ce, (t'ig. 8), 
<N + 1/2) 
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izquier•do en ,p = O &s 

&mb&s: positivas ya que 

N + 

o < 
1 1 
2 y la del der-echo es: 4p(1-o)(N-p+¡?, 
1. Ambos l&dos cr-ecen desde cer-o, en 

,¡, • O, pe r-o el izquier-do r•egr-es:a & ce r-o más: r-áp í damerrt.e , en 
1T 

,¡, - N + 1 
2 

Vemos que si l& r-ap í de z 

la ecuación <IV.42) es mayor- 

de cr-e ctrní e ot.o del lado izquier•do de 

que la del de r-e cbo entonces debe 
1T 

P&r•a que lo ant..er-ior• s& 
N + 1 

2 
cumpla la segunda de r-í vad.a del lado izquier-do, en 'I' • O, debe ser- 

exis:t,ir, una solución entr-e O < ,p < 

mayor, que la del derecho; es decir, se debe cumplir 

N + ½ > 4p(1 - o)(N - p + 1/2) <IV.43) 

de donde s:e sigue que para que exis:ta solución en la r-egión 

CN - 1/2) 
n < ,t, < rr , o debe s:at..ist'acer- la s:igui<>nte condición 

<N + 1/2) 

o > i - 
C2N + 1) 

<IV.44) 
4p(2N - 2p + 1) 

Inv<>stigu<>mos: ant<>rior 

r,epres:entan un& solución de <IV.35). Como pued<> veri:ficars:e por- 

s:us:ti tución 

<IV.3!5). 

directa, el e xt.r-e mo izquierdo no es: solución de 

Para investigar- s:i exis:t,e solución en ,¡, '" rr , tomamos: el 

Umi te ,t, ➔ n en <IV.3!5). Asi, en el lado izquierdo se tiene 

(2N + üCos:Nrr, y en el derecho 4p(1 o)(2N - 2p + üCos:Nn. De 

es:tos: res:ultados se sigue que ambos: limites son iguales: si 

C2N + 1) 
o • 1 - <IV.46) 

4p(2N - 2p + 1) 

De esto s:e sigue que existe una solución en 
<N - 1/2) 

Tl < ,t, 5 Tl si e, sat.is:f&ce, (fig. 8), 
<N + 1/2) 
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O' � 1 - 
<2N + 1) 

GV.46) 
4p(2N - 2p + 1) 

.1-r----------------------------------, 

( J,) 

( a) 

.... 
..... -····· 

0-;=-� "�_ -c�_ •:c_ •::_ ::·._ . \..L..j .d1 .1: 
PSI 

Fig. 8. Solución de la ecuación <IV.42). 
< a) Miembr·o i zqui e r-do . 
(b) Miembr•o der·echo. 

En el caso en que a < 1 no cumple con la condición <IV.46), 

hace :falt..a aún una solución. Primer-o veamos si ,P "' O es la 

solución :falt..ant..e; par-a ello, t..omemos el Ií m ,P ➔ O en ambos lados 

de la ecuación <IV.35). As:i t,enemos: par-a el lado izquierdo y el 

derecho los s:iguient..es: valor-es, r-es:pect..ivament..e: 1, O y como ambos 

limit..es son di:fer-ent..es: se concluye que q, = O no es solución de 

<IV.35). 

Par-a o b t.e rie r- la solución f'alt,ant..e seguimos: el ar-g-ume nt.o dado 

en la sección arrt.e r-í o r- escogiendo a lo s:uf·icient..ement..e pequei'ía 

como par-a o b t.e rie r- una fr-e oue nc í a ar-bit..r-ar-iament..e alt..a <mayor- que 

2w ). Par-a hacer-lo proponemos: la solución o 

en est.,e caso, 

,P=rr+i'r¡ 
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(con y¡ r-eaD <IV.47) 

<Y � 1 - 
<2N + 1) 

<IV.46) 
4p<2N - 2p + 1) 

,l-r----------------------------------, 

< a) 

..... -····· 
0c=-� "�_ -c--_ •:c_ •::_ ::·._ . \� 
.d1 .1: 

PSI 

Fig. 8. Solución de la ecuación <IV.42). 
< a) Miembr·o izquierdo. 
(b) Miembr•o der·echo. 

En el caso en que a < 1 no cumple con la condición <IV.46), 

hace :falt.,a aún una solución. Pr•imero veamos si ,P ,. O es la 

solución falt.,ant.,e; para ello, t.orne moss el 11m ,P ➔ O en ambos lados 

de la ecuación (IV.35). Asi t,enemos para el lado izquierdo y el 

derecho los siguient.,es valores, r•espect.,ivament.,e: 1, O y como ambos 

Itmí t.e-s son di:ferent.,es se concluye que ,p = O no es solución de 

<IV.35). 

Para o b t.e rie r- la solución :falt.,ant.,e seguimos el ar-g umerrt.o dado 

en la sección ant,erior· escogiendo a lo su:ficient.,ement.,e pequei'ía 

como para o b t.e rie r- una t'recuencia arbit.,rariament.,e alt.,a <mayor que 

2w ). Para hacerlo proponemos la solución o 

en est.,e caso, 

4' = TT + ir¡ 
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� = Cos� = -Coshn 

y la fr,ecuencia de este modo es 

Sustituyendo las expr,esiones par,a � y � 

<IV.35) obt.enemos 

<IV.48) 

<IV.49) 

en la ecuación 

Senl·,}n Senh(N+1/2),¡ • 2(1-<t) Cosl·,½n Senh(N-p+i/2):r, Senhpn GV.50) 

Analicemos el compor•t.amient.o asint.ót.ico de ambos lados de 

est.a 

p o r- 

ecuación cuando n > > 
:! e <N+t>T) mient.ras 
4 

1. El 

que 

lado 

el 

izquier·do 

der,echo se apr,oxima con 

puede apr,oximar,se 

<N+t)YJ 
e ' luego el lado izquier,do Cl'éC0 más l'ápidament.e 

que el de r-e cbo. 

ahor,a invest.iguemos como se cornpo r-t.an p ar-a valor·es peque!'íos 

de n. Pzrr a hacer,lo, ef'ect.uamos un desar,r,ollo en ser,ie de pot.encias 

de -r¡ alr,ededc,r, de ·r, 

izquier,do la siguiente 

= O, con 

expr,esión 

le, 
!<N 
2 

que obtenemos par,a 

+ 1/2)n2 y par,a el 

el lado 

der,echo 

obt.enemos 2(1 - u)p(N - p + 1/2)·r,2. 

Ent.orice s jp ar-a que exist.a una solución del t.ipo p r-op ue s t,o debe 

cumplir,se que el lado derecho cr-e zc a más r-ápidament.e que el 

Iz qure r-do p ar-a v a lo r-e sr pequei'íos de ,¡; de esta mane r-a se asegur,a 

una solución. La condición sobr,e a es 

O' < 1 - 
(2n + 1) 

4p(2N - 2p + 1) 
<IV.5ü 

Siemp1'e que a sat.isf'aga la condición <IV.51) existir,á una 

r'r-e cue ncí a que está por- encima de la fr,ecuencia de co r-t,e de la 

cadena homogénea co1,r-espondient,e,(t'i¡,;. 9). 

Aho r-a, investiguemos el compo r-t.amí e nt.o de la amplit.ud 
asociada al defecto usando las soluciones independient.es de O' 

dadas por, � • (2h - 1 1,2, ... ,2<d 
p y 2N - 

1). <Recor,demos 

2p + 1.) 

que 
d > 1 es el máximo común divisor, de 
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( = Cosf = -Coshn 

y la fr,ecuencia de este modo es 

1 w • 2w Cosh 2-y¡ o 

Sustituyendo las expr,esiones par,a f y � 

<IV.35) obt-enemos 

<IV.48) 

<IV.49) 

en la ecuación 

Senh½y¡ Senh(N+1/2)y¡ • 2(1-o) Cosl·,½y¡ Senh(N-p+i/2):() Senhpy¡ GV.50) 

Analicemos el compo r-Lamí e-nt.o asdrrt.ot.í.co de ambos lados de 

est,a 

p o r- 

ecuación 
! 
4 

cuando y¡ » 
mient,ras 

1. El 

que 
lado 

el 

t z quf e r-do 

der,echo se apr,oxima con 

puede apr,oximar,se 

o) <N+t>Y¡ e ' luego el lado izquier,do Cl'éC8 más 1>ápidamente 

que el de r-e cbo. 

ahor,a investiguemos como se compor-t.an p ar-a valor·es pequei'ios 

de n. Par,a hacer-lo, efectuamos un de s ar-r-c.lto en ser,ie de pot,encias 

de Y/ al:r-ededo:r- de -,¡ 

izquier,do la siguiente 

= O, con 

expr,esión 

que obt,enemos par,a 

+ 1/2)y¡2 y par-a el 

el lado 

de:r-echo 

obt-enemos 2(1 - u)p(N - p + 1/2)·r/. 

Entonces,pa:r-a que exista una solución del t.í po pr-op uesst.o debe 

cumplir-se que el lado der-echo cr-ezca más :r-ápidamente que el 

izquie:r-do par-a valor-es pequei'ios de n; de e s t.a maner-a se asegu:r-a 

una solución. La condición s obr-e o- es 

(2n + 1) 
<IV.51) 

4p(2N - 2p + 1) 

Siemp1'e que o- satisfaga la condición GV.51) exist-i:r-á una 

r'r-e cue nct a que está por- encima de la fr,ecuencia de cor-te de la 

cadena homogénea co r-r-e ssp o ncíí e rrt.e ,(t'i¡;-. 9). 

Ahor-a, investiguemos el cornp or-t.amí e nt.o de la amplitud 
asociada al defecto usando las soluciones independient-es de o- 

dadas por, � • (2h - 1,2, ... ,½<d 

p y 2N - 

1). (Recor,demos 

2p + 1.) 

que 
d > 1 es el máximo común divisor- de 

67 



sinh(x/2)llSinh(21,5lEX) 2*(1-,95)l!cosh(x/2)l1Sinh(10,5*x)l1Sinh(11*x) 

. 

0:0,06 dx:0.01 
0: 0. 06 dy:0, 01 

I . , . 

/
_.,.../ . 

. 

,,.,// 

__ 
// 

/..,.,.,.;;.-· 
..,.P"" . __ __.,.,.- 

F'íg. 9.- Solución de la ecuación <IV .. 50) 

La ecuación CII.24) est-ablece que 

e = Q. c - Q. c 
r-j J-:i r1 J-2 r·O 

que de acue:r-do con las condiciones 

quedando 

en la f'r-ont,e:r-a hacemos: e 
r·O 

.. o, 

c . = Q. c rJ J-i ri 
(IV.52) 

En la posición del def'ect-o t-enemos 

c = Q c 
rp p-i r·i 

<IV.53) 

que con ayuda de (Il.62) y (IV.40) se corwí e r-t.e en 

c ., 
l'P 

,_._ [p<2h-1) ] ...,ttn d rr 

c ri 
<IV.54) 
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sinh(x/2)l!sinh(21,5l!X) 2*(1-,95)l!cosh(x/2)l!sinh(10.5*xll!sinh(11*x) 

I ' , 
' 

/
// 

' 
' 

,,// 

__ 
// 

_.;:,-· .,.... 
/ ..,,.,,,.,.. ' ___.,... 

F'ig. 9.- Solución de la ecuación <IV .. 50) 

La ecuación (II.24) est-ablece que 

e = Q. c - Q. c 
r-j J-:i r-1 J-2 ro 

que de acue r-do con las condiciones en la f r-orrt.e r-a hacemos 

quedando 

e 
r·O 

= o, 

0:0,06 dx:0,01 0:0.06 dy:0,01 

c . = Q. c 
Y'J J-i 1'1 

En la posición del defect-o t-enemos 

c = Q c 
r-p p-i r:l 

que con ayuda de <II.62) y <IV.40) se ooriv í e r-t,e en 

(IV.52) 

<IV.53) 

c "' rp 

e - r [P.,�;>,.h- ! 2 rr] �t;: l d 
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Como d es divisor de p en el numerador el argumento del seno 

es múlt.iplo de rr y las soluciones: de este tipo producen un nodo en 

el lugar del deíecto. Debido a que el deíecto no se mueve, la 

cadena se parte en dos cadenas homogéneas una con ambos extremos: 

íijos: y otra con un e xt.r-e mo íijo y uno libre y oscila de tal 

manera 

coinciden 

que 

con 

las 

las 

írecuencias: 

f"recuencias de modo normal de 

con 

la 

CIV.40) 

cadena 

normales: calculadas: 

homogénea con un e xt.r-e mo fí jo y uno Ií b r-e , es:t.udiada en el 

capi t.ulo anter•ior•. 

Cuando la masa del deíect.o es tal que 

o < 1 - 
(2N + 1) 

4p(2N - 2p + 1) 
CIV.55) 

que es: el caso de írecuencia más alt.a (por arriba de la írecuencia 

de corte), escribimos: la ecuación CIV.62) en la íorma 

e • 
NJ 

Senj,p 

Sen,p 
e Ni CIV.56) 

donde hemos usado de nuevo 

CII.62). 

la expresión para los Q 
j 

dada por 

Usando la expresión ,¡, = rr + ir¡ obtenemos 

e • Nj 
C-1) J - 1Senhjr¡ 

Senhr¡ 
c Ni (j • 1,2, ... ,p) <IV.67) 

Este resultado expresa el hecho de que las amplitudes: de las 

masas del lado izquier•do más cercanas al deíecto son mayores y qua 
además dichas masas oscilan en sentidos opuestos:. 

Para estudiar el comportamiento de las amplitudes: de las 

masas que se or.cue nt.r-an a la derecha del deíect,o, usamos la 

ecuación CII.32) con r = N y e = O. 
NO 

c ., [Q + 2(1 - o)(l - /; )Q Q le 
Np+h ·p..-h-'1 p-i h-i Ni <h • 1,2, ... ,N-p) 

GV.68) 

Tomemos los casos p + h = N + 1 - j y p + h = N para obtener 

69 

Como d es divisor de p en el numerador el argumento del seno 

es múltiplo de tt y las soluciones de este tipo producen un nodo en 

el lugar del detecto. Debido a que el deíecto no se mueve, la 

cadena se p ar-t.e en dos cadenas homogéneas una con ambos extremos 

íijos y otra con un extremo íijo y uno libre y oscila de tal 

manera 

coinciden 

que 

con 

las 

las 

t'recuencias 

írecuencias de modo normal de 

con 

la 

CIV.40) 

cadena 

normales calculadas 

homogénea con un extremo fí jo y uno Ií b r-e , estudiada en el 

capitulo anterior·. 

Cuando la masa del de f'e c t,o es tal que 

ó' < 1 - 
(2N + 1) 

4p(2N - 2p + 1) 
CIV.55) 

que es: el caso de írecuencia más alta (por arriba de la írecuencia 

de corte), escr-ibimos la ecuación <IV.52) en la f'o r-rna 

e 
NJ 

Senj,p - ---- 
Sen,j, 

c Ni <IV.56) 

donde hemos usado de nuevo 

<II.62). 
la expr-esión par-a los Q 

j 
dada por- 

Usando la expr-esión ,j, = rr + i,¡ obtenemos: 

e • Nj 

J - • < - 1 ) Senhj,¡ 

Senh,¡ 
e Ni (j • 1,2, ... ,p) <IV.57) 

Este resultado e xp r-e s a el hecho de que las amplitudes de las 

masas del Lado izquier•do más cercanas al de f'e c t.o son mayor-es y que 
además dichas masas oscilan en sentidos opuestos. 

Par-a estudiar- el comportamiento de las amplitudes de las 

masas que se ericue nt.r-an a la der-echa del de f'e c t.o , usamos la 

ecuación <II.32) con r "' N y c = O. NO 

CNp�h "' [Q + 2(1 - 0')(1 - /'. )Q Q ]e ...- p1-h-t p-i h-i Ni <h • 1,2, ... ,N-p) 

<IV.58) 

Tomemos los casos p + h = N + 1 - j y p + h = N par-a obtener- 
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respectivamente 

e . 
NN·+-1.-J - [Q . 

N-J 
+ 2C1-a)(1-{ )Q Q .le (IV.59a) 

p-i N-p-J Ni 
<j•1,2, ... ,N - p) 

e 
NN 

[Q 
N-1 

+ 2C1-a)(1-{)Q Q le 
'p-i N-p-1 Ni 

<IV.59b) 

De aqu1, usando la ecuación <IV.34) y las expresiones para 

los: polinomios Qj dadas por (II.62) obtenemos: 

c • 
NN+i-J 

c-1)J-isenh<j - 1/2)n 
- � 1 Seru,:z-r, 

c 
NN 

Cj • 1, ... ,N-p) GV.60) 

Obser•vando las ecuaciones <IV.57) y <IV.60) vemos que cuando 

la masa del defecto es lo suficientemente pequei'ía tal que la 

frecuencia del modo normal número N sobr•epasa la f'r-e cuerrcf a de 

corte 

donde 

2w , tenemos o 
el defecto 

de nuevo 

oscila con 

la pr•es:encia de un modo 

la mayor amplitud, y 

localizado 

donde las 

amplitudes de oscilación de las masas de la cadena disminuyen 

conforme se alejan del defecto. 

En las t'iguras 10 y 11 s:e muestra el comportamiento de las: 

frecuencias de oscilación como función de la masa del defecto para 

el caso N • 21, p • 11 y w • ! o 2 
En este caso, la cota para los valor•es de a que rompen la 

homogeneidad de las fr•ecuencias de la cadena observadas en la fig. 

10 es a ,. .95346. El comportamiento de las frecuencias normales 

que sobrepasan el valor de la frecuencia de corte es similar al 

observado en la t'ig. 5, que corresponde al caso en que la cadena 

está sujeta por ambos extremos. 

En la fig. 11 observamos que no hay t'recuencias normales que 

coincidan con las frecuencias normales: de la cadena homogénea bajo 

las mismas condiciones en la frontera; y vemos, al igual que en el 

caso presentado en la sección anterior, la simetria que exhiben 

las curvas de puntos respect.o a los valores de las fr•ec:uencias de 

los modos correspondientes de la cadena homogénea. 
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respectivamente 

e . 
NN·H.-J - [Q . 

N-J 
+ 2(1-a)(1-t )Q Q .Jc <IV.69a) 

p-< N-p-J Ni 
<j•1,2, ... ,N - p) 

[Q N-1 + 2<1-a)(1-t )Q Q le 
p-i N-p-1 Ni 

<IV.69b) 

De aqu1, usando la ecuación <IV.34) y las expresiones para 

los polinomios Qj dadas por (II.62) obtenemos 

e • 
NN+�-J 

<-1)i-•senh<j - 1/2)n 

� "1 Ser»1:z-r, 
(j • 1, ... ,N-p) <IV.60) 

Observando las ecuaciones <IV.57) y <IV.60) vemos que cuando 

la masa del det'ect,o es lo suf'l.cientemente pequei"ia tal que la 

t'r-e cue ncf e del modo normal número N sobr•epasa la t'r-e cue ncí a de 

corte 

donde 

2w , tenemos o 
el de:fecto 

de nuevo la presencia de un modo 

oscila con la mayor amplitud, y 

localizado 

donde las 

amplitudes de oscilación de las masas de la cadena disminuyen 

conforme se alejan del det'ecto. 

En las t'iguras 10 y 11 se muestra el comportamiento de las 

:frecuencias de oscilación como t'uncí on de la masa del de:fecto para 

el caso N • 21, p • 11 y w • ! o 2 
En este caso, la cota para los valor•es de a que rompen la 

homogeneidad de las f'r-e ctre ric í ass de la cadena observadas en la fig. 

10 es a a .95346. El comportamiento de las :frecuencias normales 

que sobrepasan el valor de la frecuencia de corte es similar al 

observado en la t'ig. 5, que corresponde al caso en que la cadena 

está sujeta por ambos extremos. 

En la figo. 11 observamos que no hay t'recuencias normales que 

coincidan con las frecuencias normales de la cadena homogénea bajo 

las mismas condiciones en la frontera; y vemos, al igual que en el 

caso presentado en la sección anter•ior, la simetria que exhiben 

las curvas de puntos respect,o a los valores de las :fr•ec:uencias de 

los modos correspondientes de la cadena homogénea. 
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w7 
Frecuencias Normales 

como funcion de la masa 
del defecto. 

(Un extremo fijo . ) 

j 
1 

0 .95 1 2 O" 

Fi�.10.-Sol uciones: de las ecuaciones ( I I . 63) y <IV. 49) para 
N 21, i i ' 

1 los v a Lo r-e ss de el intervalo - p - w -- y O' en o 2 
( . O 1 , 2 J ' con "'ª .. .01 
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w7 
Frecuencias Normales 

como funcion de la masa 
del defecto. 

(Un extremo f i jo . ) 

1 

... , . ············•·•······ ·,-· 

o .95 1 

"""'"'" ·::· .. ·:::: 
!iH! , .. 
""' "' 

2 1r 

[ .01, 2], con 6a • 

N • 21, p • 11, los valor•es: de a en el 

ecuaciones par-a 

intervalo 

<IV. 49) y <II.63) 

y 1 -- 2 
.01 

las 

w o 

de Fi�.10.-Sol uci ones: 
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.. ' " . 

... , .. , · ,., .•.. , , . 

........ ,,.,, , •·· 

········•� , "'••····-··"' , . 

o 
1 

1 . 95 1 
1 
1 

1 

Fig.11.-F!'ecuencias: nor•males: como furic í óri de la masa del defect-o. 

Se mue s t.r-e I a 1·egi6n O :S ,,., :S 1, p!'es:ent,ada en la figu!'a 10 

y s:e s:ei"íal an en el e je 1 as: f!'ecuenc í as: 

la cadena homogénea. 
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CO!'!'espondient-es a 

,,,.,, .... , ... , .... ,,,.,,, .... ,,�,,,,,,,.,, .,11,,,,.,,,,.,.;:�::•; 

... , .............• , ... ,, ...................... 

....... ,, .. ,, : .. 

o 
' 
1 .95 1 

' 
' 

' 
2 u 

Pig.11. -Pr,ecuencias nor•males como función de la masa del defecto. 

Se mue at.r-a 1 a r· e g i ón O � w � 1 , pr,esent,a da en la f'i gur,a 1 O 

y se sei"íalan en el eje las f'r-ecuencias 

la cadena homogénea. 
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IV.3.- CADENA NO HOMOGENEA CON EXTREMOS LIBRES, 

En este caso, las condiciones en .la f r-orrt.e r-a son tales que 

a • O • 1, sustituyendo en la ecuación (IV.1) queda 

Q - 2Q + Q + 2(1-a)(t-l;)<Q - Q )(Q - Q ) • O 
N N-:i N-2 p-:t. p-2 N-p N-p-1 

<IV.61) 

Usando la fórmula de r-e cur-r-erict a <II.25) y la expresión para 

los polinomios Qj dada por la ecuación <II.62) se obtiene 

SenN,t, 
2({-1) • 2(1-o)((-1) 

Se-n(/> 

Cos(N-p+1/2),p Cos(p-1/2),p 
CIV.62) 

En este caso, como en el de la cadena homog é ne a, existe 

un modo con frecuencia cero, el modo traslacional, que se obtiene 

con <P • O. Directamente obser•vamos que ,t, ., O satisface la ecuación 

<IV.62), debido al f'actor ({ - D, por lo que la ecuación contiene 

la solución que cor-responde al modo t.r•aslacional. 

Las N - 1 soluciones rest.ant.es se obt.ienen de la ecuación 

SenN<t, Cos(N - p + 1/2),p Cos(p - 1/2)4, 

Sen,¡, 
• (1 - o) . 1 Uos-"· 2 .... 

<IV.63) 

Para calcularlas usamos la ident.idad 

SenN,t, • Sen[(N - p + 1/2),t, + Cp - 1/2),t, J 

= Sen<N-p+1/2),t, Cos(p-1/2),p + Sen(p-1/2),t, Cos(N-p+t/2),t, 

<IV.64) 

multiplicamos por el f'actor 

<IV.65) 

y dividimos por 
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IV.3.- CADENA NO HOMOOENEA CON EXTREMOS LIBRES, 

En este caso, las condiciones en la f r-orrt.e r-a son tales que 

a • O • 1, sustituyendo en la ecuación <IV.1) queda 

Q - 2Q + Q.__2 + 2(1-o-)(1-1; )(Q - Q )(Q - Q ) • O 
N N-i � p-i p-2 N-p N-p-i 

<IV.61) 

Usando la t'ór-muta de l'eCUl'l'encia <II.25) y la expl'esión p ar-a 

los polinomios Qj dada por- la ecuación <II.62) se obtiene 

SenN,p 
2(1;-1) • 2(1-o-)(l;'-1) 

Sen,¡, 

Cos<N-p+i/2),p Cos(p-1/2),p 

Cos1-•- 
2"' 

CIV.62) 

En este caso, como en el de la cadena homog-énea, existe 

un modo con f'r-e cuericf a ce r-o , el modo tl'aslacional, que se obtiene 

con ,p • O. Dü,ectamente obser•vamos que ,p ., O satis!'ace la ecuación 

<IV.62), debido al f ao t.o r- (1; - 1), po r- lo que la ecuación contiene 

la solución que cor-r-e sponde al modo tr•aslacional. 

Las N - 1 soluciones l'estant.es se obtienen de la ecuación 

SenN<t, 

Sen</; 
- (1 - O') 

Cos(N - p + 1/2),p Cos(p - 1/2)4, 

Cos! ... 
2"' 

CIV.63) 

Pal'a calcularlas usamos la identidad 

SenN,p • Sen[(N - p + 1/2),p + Cp - 1/2)4, J 

= Sen<N-p+1/2)<t, Cos(p-1/2),p + Sen(p-1/2),p Cos(N-p+1/2),p 

<IV.64) 

multiplicamos por- el f acrt.o r- 

<IV.65) 

y dividimos por- 
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Cos<N - p + 1/2)4' Cos(p - 1/2)4' "" O GV.66) 

para obtener la siguient,e ecuación 

tan(N - p + 1/2)4' + tan(p - 

t,rascendent.e 

l�- J.) 1 
1/2),t, • 2(1 - a)t.an2,t, <IV.67) 

cuyas raices son las soluciones: que buscamos. 

De nuevo usamos el método gráf'ico para analizar las raices de 

la ecuación <IV.67). 

El lado izquierdo de <IV.67) t.iene una as írrt.o t.a vert.ical en 

cada valor de 4' que es ra1z de la ecuación CIV.66). Ent.re cada par 

de asintot.as incluyendo ,P = O y ,P = rr , hay una gráfica crecient.e 

que result.a de la suma de tangent.es. Cuando e, < 1 el lado derecho 

es una t'unción creciente y cuando O' > 1 es decrecient.e, con una 

asint.ot.a ve r-t.i c.aí en ,P = rr , (Ve1' t'ig.12.) 

ti 

1 

/ 
/ -f-- º.L _____ 

1 ' 

I 
( 1 ----- .... 

1 

1 
--..... 

1 
1 ¡ 1 1 

1 
' 

1 

1 
• 

1 

-14 1 

. 01 �ctl �J 3,l 

� 
1 , ,vi.-() 

FI 

Fig.12. Soluciones de <IV.67) para N = 21 y p = 11. 

/ 
/ 

CADENA CON EXTREMOS LIBRES 

Las asint.ot.as que se obt.ienen de la ecuación <IV.66) se 

encuent.ran ubicadas en 
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Cos(N - p + 1/2),P Cos(p - 1/2),P � O <IV.66) 

para obtener la siguiente ecuación 

tanCN - p + 1/2),:p + tan(p - 

trascendente 

is: - i) 1 
1/2),:p • 2<1 - o-)tan2<t, <IV.67) 

cuyas raices son las soluciones: que buscamos:. 

De nuevo usamos el método gráfico para analizar las ratees de 

la ecuación <IV.67). 

El lado izquierdo de CIV.67) tiene una as:intota vertical en 

cada valor de <p que es: raiz de la ecuación CIV.66). Entre cada par 

de as:intotas incluyendo ,P = O y q, = re, hay una gráfica creciente 

que :resulta de la suma de tangentes. Cuando a < 1 el lado derecho 

es una furiot órr creciente y cuand,o a > 1 es: decreciente, con una 

as:intota ve r-t.í c.al en q, = re. (Ve1' fig.12.) 
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/ ' ) 
¡ 

/ 
1 

( I 
-f-- �L _____ 

' 

1 
I 1 

1 

1 
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1 
1 

i 1 
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1. 
1 

1, • 
1 
1 

-14 1 

, 01 ��j �J 3,1 
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Fig.12. Soluciones: de GV.67) para N = 21 y p = 11. 

CADENA CON EXTREMOS LIBRES 

Las asintotas que se obtienen de la ecuación CIV.66) se 

encuentran ubicadas en 
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(2r - 1) 

n r - 1,2, ... ,p - 1 
(2p - 1) 

,p - <IV.68) 
(2s - 1) 

n s - 1,2, ... ,N - p 
<2N -2p + 1) 

En el caso en que los dos términos del lado izquierdo de la 

ecuación CIV.67) no tienen asíntotas que son comunes, el intervalo 

O < q, < n se p ar-t.e en N subinter•valos¡ de los cuales, el primero 

contiene la solución q, = O que cor•responde al ·modo traslacional y 

en los restantes N 1 subintervalos en cada uno existe una 

solución excepto en el último, en el caso o < 1,, en que puede 

ocurrir que no exista la intersección de las cur·vas. 

En el caso en que existan asíntotas comunes¡ para determinar· 

su ubicación, sea d al máximo común di visor de 2p 1 y 

2N - 2p + 1, entonces entonces 2p - 1 ,., kd y 2N. - 2p + 1 • ld con 

k,l primos relativos impares. Las asíntotas están en 

<2r - 1) 11 

k d 
r• • t,2,3, ... ,p - 1 

(2s - 1) 11 

s • 1,2,3, ... ,N - p 
d 

y las asíntotas comunes son tales que (2r -1)l • (2s 1)k, 

entonces k (2r• 1) y l (2s D, luego - ent.er•o y 
2s-1 

l • entero por• lo que las asíntotas comunes están en 

!1 
,p • (enter•o) 

d 

lo que establecemos el siguiente 8 

hay ½<d-1) as1ntotas que son 

los valor-es cornunes son ,:p 

por• tanto hay 

entonces ld, 

• 1,3,5, ... ,kd-2 

se:r• con1unes; - 
(2r-D • (2h-1)k y 

1,2,3, ... ,}(d-1), con 

2, y por lo tanto 

1 + 

1,3,5, ... ,2p-3 

que pueden 

ent.onces, 

n h • 

asíntotas 

2p 

con,unes; 
(2h-1) 

d - 
2N 

2p + 1 = 1,3,5, ... ,ld 

co mo 

entonces 
!<d 1) 
2 

lado, 

2p-1•kd, 

1 = J,3,5, ... ,2N 

otro 

Como 

por 

2s 

y 
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(2r - 1) 

n ]' - 1,2, ... ,p - 1 
(2p - 1) 

q:, - <IV.68) 
(2s - 1) 

n s - t,2, ... ,N - p 
(2N -2p + 1) 

En el cas:o en que los dos términos del lado izquiex-do de la 

ecuación <IV.67) no tienen as1ntotas que son comunes, el intex-valo 

O < q:, < TI se parte en N s:ubinter•valos; de los: cuales, el pr-Ime r-o 

contiene la solución q:, = O que cor•r·esponde al · modo tx-aslacional y 

en los x-estantes N 1 subinte1,valos en cada uno existe una 

solución excepto en el último, en el caso o < 1,, en que puede 

oc ur-r-í r- que no exista la intersección de las cux-vas. 

En el caso en que existan asintotas comunes; p ar-a determinar• 

su ubicación, sea d al máximo común di viso?' de 2p 1 y 

2N - 2p + 1, entonces entonces 2p - 1 • kd y 2N - 2p + 1 • ld con 

k,l px-imos x-elativos impax-es. Las as1ntotas están en 

(21' - 1) TI 

k d 
r• • 1,2,3, ... ,p - 1 

(2s - 1) n 
q:, - 

l d 
s • 1,2,3, ... ,N - p 

y las asintotas comunes son tales que (2r -t)l • (2s i)k, 

entonces k (2r• 1) y l (2s 1), luego - enter•o y 

2s-1 
l • enter•o por, lo que las as1ntotas comunes están en 

TI 

4' • (enter•o) 
d 

lo que establecemos el siguiente 8 

hay ½<d-1) astntotas que s:on 

los valor-es comune e son ,:/; 

por, tanto hay 

1 = l,3,5, ... ,2N 
entonces -ld, 

ser• comunes; 

• 1,3,5, ... ,kd-2 

- 
(2r,-1) • (2h-1)k y 

. 1 1,2,3, ... ,2<d-1), con 

2, y por lo tanto 

1 + 

1,3,5, ... ,2p-3 

que pueden 

entonces, 
n h • 

2x--1 • 

as:1ntotas 

2p 

contunes; 
(2h-1) 

d - 
2N 

2p + 1 = 1,3,5, ... ,ld 

oo mo 

entonces 
!<d 1) 
2 

lado, 

2p-1•kd, 

otro 

Como 

y 

pox- 

2s 

75 



(2p - ü y (2N - 2p + ü 

Teorema 3.- Si d > 1 es 

ent-onces 

el máximo 
1 ·ct existen 2< - 

común di visor 

1) asint.otas 

de 

que 

son comunes:. Tales asint..ot,as son 

(2h - 1) TT 

d 
h • 1,2, ... ,½<d - 1> <IV.69) 

De acuer•do 

par-te en [(N - 

con 

p) + 

este 

(p - 

r·esultado, el 
1 ·ct 1) - 2< - 

intervalo 

1) + 1) - 

o < 
[N - 

se 
1)) 

subintervalos. En cada subintervalo hay una solución, luego nos 
1 t'alta encont.r•ar :-(d 1) soluciones. Estas soluciones que f·altan :¿ 

puede como <IV.69) están dadas precisamente por- la ecuación 

verit'icarse dir·ectamente al sustit,uirla en <IV.63). 

En el caso en que o < 1, hay que encontrar la condición sobre 

o para que exista una solución en el último subintervalo. Para 

hacerlo cambiamos a la variable 

CIV.70) 

en <IV.63), la cual la escribimos previamente en la forma 

Cos},t, SenN,t, • 2(1-o) Sen½<t, Cos(N-p+1/2) Cos<p-1/2)4, CIV.71) 

par•a obtener 

Sen½,¡, SenN,¡, • 2(1-o) Cos½,t, Sen(N-p+t/2),¡, Sen(p-1/2),¡, <IV.72) 

Ambos lados de la ecuación empiezan a crecer desde cero pero 

el lado izquierdo vuelve a tomar- el valor cero más rápidamente que 
Tl 

el lado der•echo, en et, - ,(fig.13). Pai'& e ncont.r-er- si existe 
N 

r¡ 

solución en o < y, < obser•vemos el compor-t.amient.o de las 
N 

derivadas de <IV.72) en y, • O. La p r-Lme r-a derivada de ambos lados 

son cero en y, = o. La segunda derivada del lado izquerdo es N y la 

del lado der•echo es 4(1 - o)CN - p + 1/2)(p - 1/2). 
fT 

Entonces par-a que exista solución en el í nt.er-valo o < l/J < 
N 
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(2p - 

Teorema 3.- 

1) y (2N - 

Si d 

2p + 1) 

> 1 es 

ent.onces 

el máximo 
1 .d existen 2< - 

común di visor 

1) asir,totas 

de 

que 

son comunes. Tales: as:int.ot;as: son 

(2h - 1) TC 

d 
h • 1,2, ... ,¡<d - 1) <IV.69) 

De acuerdo 

parte en [(N - 

con 

p) + 

este 

(p - 

r·esultado, el 

1) - ½<d - 

intervalo 

1) + 1] - 

o < 
[N - 

q> ( TC 

1 2<d - 
se 
1)) 

subintervalos. En cada subintervalo hay una solución, luego nos 

:falta encontr•ar· �<d 1) soluciones. Estas soluciones que t·altan 
;¿ 

puede como <IV.69) están dadas pr•ecísamente po r- la ecuación 

verit'ícarse dí r-e c t.eme nt.e al sust,it,uirla en GV.63). 

En el caso en que a < 1, hay que encontrar la condición sobre 

a para que exista una solución en el último subintervalo. Para 

hacerlo cambiamos a la variable 

<IV.70) 

en <IV.63), la cual la escribimos previamente en la :forma 

Cc.s},t, SenN,P • 2(1-o) Sen},,t, Cos(N-p+i/2) Cos(p-1/2),¡!, <IV.71) 

para obtener 

Sen¡,;, SenN,p • 2(1-o) Cc.s¡,P Sen(N-p+i/2),p Sen(p-1/2),p <IV.72) 

el lado de r-e crio , en cp - 
11 

solución en o < >p < 
N 

derivadas de <IV.72) en >p • 

Ambos lados de la ecuación empiezan a crecer desde cero pero 

el lado izquierdo vuelve a tomar el valor cero más rápidamente que 
TC 

,<:t'ig.13). P&1'& encont1,ar• si existe 
N 

obser•vemos el comportamiento de las 

O. La primera derivada de ambos lados 

son cero en ,p = O. La segunda derivada del lado izquerdo es N y la 

del lado derecho es 4(1 - a)(N - p + 1/2)(p - 1/2). 
TC 

Entonces p ar-a que exista solución en el í nt.e r-vado O < ,p < 
N 
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la segunda derivada del lado derecho debe ser menor que la del 

izquierdo, esto es, 

N > 4<1 - o)(N - p + 1/2)(p - 1/2) <IV.73) 

de donde se obtiene la siguiente condición sobre el valor de o que 

determina la existencia de una solución en dicho intervalo 

N 
o > 1 - ------------ GV.74) 

(2N - 2p + 1)(2p - _1) 

De nuevo el e xt.r-e mo izquierdo del intervalo no puede ser 

solución de <IV.63); en cambio, q, • n si puede se,,• solución. Para 

probarlo, basta t.omar- el limite q, ➔ rr en la ecuación CIV.63). La 

solución q, = rr exist.e si 

N 
o • 1 - GV.76) 

<2N - 2p + 1)(2p - 1) 

-1�-----------------------------------, 

< b) 

-------- 
... -----·-··-·- 

, 1 l . 1: 
PSI 

F'ig. 13. Solución de la ecuación <IV.72). 
(a) Miembro izquierdo. 
(b) Miembro derecho. 
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la segunda derivada del lado derecho debe ser menor que la del 

izquier•do, est.o es, 

N > 4(1 - o-)(N - p + 1/2)(p - 1/2) <IV.73) 

de donde se obt.iene la siguient.e condición sobre el valor de O' que 

det.ermina la exist.encia de una solución en dicho int.ervalo 

N 
o > 1 - ------------ GV.74) 

<2N - 2p + 1)(2p - _1) 

De nuevo el e xt.r-e mo izquierdo del int.ervalo no puede ser 

solución de GV.63); en cambio, ,¡, ,. tt si puede ser• solución. Par·a 

pr-ob ar-to , bast.a t.omar el limit.e q, ➔ rr en la ecuación <IV.63). La 

solución q, = tt exist.e si 

N 
o- • 1 - GV.75) 

(2N - 2p + 1)(2p - 1) 

.1�-----------------------------------, 

< b) 
_.-------- 

... ----- ... -· 

__ 
.. � 

----------:r----------- .... ....... ··· . 

. 01 

Pig. 13. Solución de la ecuación <IV.72). 
< a) Miembr·o izquierdo. 
(b) Miembro derecho. 
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por lo tanto, hay una solución en 

<N - 1) 

si o satisface 

o 2: 1 - 

<4,�rr 
N 

N 

(2N - 2p + 1)(2p - 1) 

<IV.76) 

<IV.77) 

Cuando o no cumple con esta condición, falta aún una 

solución. Par•a obtenerla procedamos como lo hemos hecho en los dos 

casos anteriores. Consideremos que o es lo suficientemente pequei'ía 

como para tener un modo de frecuencia alta, mayor que 2w . Tomando o 
en cuenta que la única restr·icción sobre I;' es que sea menor que 1, 

proponemos de nuevo la solución, para una región cercana a rr , 

entonces 

q,•rr+ir¡ <n > O) <IV.78) 

<: = Cos,t,"' -Coshn 

lo cual da el modo de frecuencia más alta, cuyo valor es 

<IV.79) 

w - <IV.80) 

Para probar que hay una solución de este tipo, sustituimos 4, 

dado por GV.78) en la ecuación CIV.71) y obt,enemos 

Senh½n SenhNn • 2(1-o) Cosh½·0 Senh(N-p+t/2)·0 Senh(p-1/2)-r¡ (IV.81) 

Ahora veamos el comportamiento de ambos lados de esta 

ecuación para pequei'íos valores de .,-,. 

El desar•rollo en 

lado rz quí.e r-do conduce 

serie 

a la 

de potencias 

expresión ½ 

78 

N 

al rededor 
2 r, ; de la 

de n 
misma 

• O del 

mane r-a, 

p + 1/2)(p p ar-a el lado derecho es 2(1 - o)(N - 2 - 1/2)'1) . 

por lo t.ant.o; hay una solución en 

<N - 1) 

si o sat,isface 

O' e!: 1 - 

<,t,:sn 
N 

N 

<2N - 2p + 1)(2p - 1) 

<IV.76) 

<IV.77) 

Cuando O' no cumple con esta condición, !'alta aún una 

solución. Par•a obtenerla procedamos como lo hemos hecho en los dos 

casos anteriores. Consideremos que o es lo suf'icientemente pequei'ía 

como para t.e rie r- un modo de f'recuencia art.a, mayor que 2w . Tomando o 
en cuenta que la única r-asrt.r-í cct on sobre t es que sea menor que 1, 

proponemos de nuevo la solución, para una región cercana a n, 

ent,onces 

"' - fT + iy¡ <n > o> <IV.78) 

t = Cos,t, • -Coshy¡ 

lo cual da el modo de f'recuencia más alt,a, cuyo v ato r- es 

1 2w Cosh-y¡ o 2 

<IV.79) 

<IV.80) 

Para probar que hay una solución de est,e tipo, sustituimos ,t, 

dado por <IV.78) en la ecuación <IV.71) y obt,enemos 

Senh½n SenhN·r¡ • 2(1-a) Cosr,½-n Senh<N-p+1/2)·r¡ Senh(p-1/2)·r1 (IV.81) 

Ahora veamos el comportamiento de ambos 

ecuación para pequei'ios valores de y¡. 

lados de esta 

El desar•ro!lo en serie de potencias al r-e de dor- de Y) .. o del 
lado I z quf e r-do conduce la expr•esión ! N 2 de la misma a 

2 l) ; maner-a> 

el lado derecho 2(1 o)(N 1/2)(p 1/2)r¡ 2 p ar-a es - - p + - 

78 



Por o t.r-a p ar-t.e , el comport.,amiento asint.,ót.,ico (y¡ » 1) del 

lado izquier•do y de1,echo de la ecuación, da respectivament.,e, 
! (N+i/2)YJ 1 (t _ a)e <N+1/2)'f/. 

4 e Y 4 
Se observa que par•a valores grandes: de y¡ el lado izquier•do 

crece más rápidament.,e; p o r- lo t.arit.o , para que exist.,a solución el 

lado der·echo debe or-e ce r- mas: r-áp í d.ame rrt-e que el izquiel'do p ar-a 

peque!"íos valol'es: de n, es:t,o es, 

2(1 - a)CN - p + 1/2)(p - 1/2)y¡2 > i NI/ 2 

de donde se sigue que la masa del de fe ct.o debe ser· t.,al que 

CIV.82) 

N 
C2N - 2p + 1)C2p - 1) 

(IV.83) 

con lo cual hemos: establecido la condición sobre a que p e r-mí t.e la 

exist.,encia de una f'recuencia mayal' que la frecuencia de cc r-t.e de 

la correspondiente cadena homogénea, (fig.14). 

si nh( x/2) � i nh(21 *x) 
2*(1-, 94) �osh(x/2 )� inh( 10, 5*x) **2 / 

/. 
1 : 

l 
} . 
// 
l 

0:0,16 dx:0,02 
0:0.25 dy:0,05 

Fig-.14.-Solución de la ecuación CIV.81) 
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Por o t.r-a p a'r-t.e , el comport.amient.o as:int,ót.ico <n » 1) del 

lado izquier•do y de1,echo de la ecuación, da res:pect.i v ame nt.e , 
! (N+i/2)Y¡ 1 (1 - a)e {N+l/2)'7). 

4 e Y 4 
Se observa que p ar-a valores gr•andes: de n el lado izquier•do 

crece más rápidamente; por lo t.arit.o , para que exist.a solución el 

lado der·echo debe crecer mas: r áp í dame-nt.e que el izquierdo para 

pequel'íos valot'es de n, es:t.o es, 

2<1 - et)(N - p + 1/2)(p - 1/2)r¡ 2 > ! Nr¡ 2 

2 

de donde se sigue que la masa del det'ect.o debe s:er t,al que 

GV.82) 

N 
(2N - 2p + 1)(2p - 1) 

<IV.83) 

con lo cual hemos: es:t.ablecido la condición sobre et que p e r-rní t.e la 

existencia de una f'recuencia mayor que la frecuencia de co r-t.e de 

la corres:pondient.e cadena homogénea, (t'ig.14). 

si nh( x/2) � i nh( 21 *X) 
2*(1-, 94) �osh(x/2) � inh(10, 5*x) **2 

0:0,16 dx:0,02 0:0.25 dy:0,05 

Fig.14.-Solución de la ecuación (IV.81) 
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Para complet.ar nues:t.ro análisis:, observemos:, como en los 

casos ant.eriores:, el compor•t,amient.o de la amplit.ud de oscilación 

del defect.o cuando la cadena se encuent.ra en un modo cuya 

de la 
común 

a p ar-t.í r 

máximo 

o- y que se obt.iene 

rt , <Aquí d es el 
d - independient.e de 

(2h - 1) GV.69): 

frecuencia es 

ecuación 

divisor• de Zp - 1 y ZN - Zp + 1)_ 

Usando la ecuación (Il.24), la expresión para los polinomios: 

Q ., y el hecho de que la cadena es:t.é libre por ambos ext.remos: 
J 

t.enemos: que en es:t.e cas:o las: amplitudes: de oscilación es:t.án dadas: 

por 

e • 
r¡ 

Cos:(j - 1/2) 

1 Cos---" 2"' 

e , .. <IV.84) 

que para la posición del def'ect.o puede es:cl'ibirse como 

Cos:(p - 1 /2 )q, 
e - c rp 1 r1 Cos-q, 2 

Cos[k<Zh - 
rr 

1 ); 
] q, - n] c - o 

[(2h - 1) r1 Cos 
2d 

<IV.85) 

ya que d es diviso?' de Zp - 1 ,. kd con k í mp ar-. 

De nuevo t.enemos que cuando la cadena oscila en es:t.os modos 

s:e pr-oduco un nodo can el lugal' del defect.o. 

En el caso de fl'ecuencia más: alt.a, la ecuación (Il.24) la 
podemos: es:cl'ibil' como 

c • 
NJ 

e Ni j • 1,2, ... ,p GV.86) 

De nuevo encont.ramos: que el defect.o oscila con mayal' amplit.ud 
que las masas: que se e ric ue rrt.r-am a s:u izquiel'da y que la amplit.ud 
de oscilación de es:t.as masas es mayal' p ar-a las: masas que se 

encuent.ran más cerca del defect.o. Además, vemos: que por t.l'at,ars:e 

del modo de frecuencia más alt.a (est.o es, el de mayor energ1a), 
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Para cornp le t.ar- nue sit.r-o análisis, observemos, como en los: 

casos: ant,eriores, el compor-t.amí ant.o de la amp Ií t.ud de oscilación 

del deíect,o cuando la cadena se encuent,ra en un modo cuya 

de la 

camón 

a part,ir 

máximo 

que se obt,iene 

(Aquí d es: el 

e, y 
rr. 

d - í nde pe ndí e nt.e de 
(2h - 1) GV.69): 

ír•ecuencia es: 

ecuación 

divisor• de 2p - 1 y 2N - 2p + O. 

Usando la ecuación (Il.24), la expresión para los polinomios 

Q ., y el hecho de que la cadena est,é libr·e por ambos extremos 
J 

t,enemos que en es:t,e c:aso las amp lí t.ude-s, de oscilación es:t,án dadas 

por 

e • 
l'.J 

Cos(j - 1/2) 

1 Cos-A. 
2"' 

e: ··• <IV.84) 

que para la posición del de f'e c t.o puede escribirse como 

Cos(p - 1 /2 ),t, 
c - e <p 1 .. Co,.-,t, 2 

Cos [k(2h - 
rr 

1 ); ]4> - rr] 
e - o , [<2h - 1) .. Gas 

2d 
<IV.85) 

ya quedes: divisor de 2p - 1 = kd con k impar. 

De nuevo t,enemos que cuando la cadena oscila en est,os modos 

se produce un nodo can el lugar del det'ect.o. 

En el caso de írecuencia más alt.a, la ecuación <II.24) la 

podemos escribir como 

c • 
NJ Senh�-,-, ;¿ ', 

e Ni j • 1,2, ... ,p GV.86) 

De nuevo e ricc rrt.r-amoss que el deíect,o oscila con mayor amp lt t.ud 

que las masas: que s:e e noue nt.r-an a su izquierda y que la amplit,ud 

de oscilación de e s t.as masas es mayor para las masas que se 

e ric ue n t.r-ari más cerca del de t'e ct.o. Además:, vemos que por t.rat,arse 

del modo de frecuencia más alt.a (est,o es, el de mayor energia), 
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las n,asas oscilan desf·a.s:adas 180°. 

Analizando el compc r-t.amí e nt.o de las rnasas que se encuent.r•an 

a la deI•echa del defect.o y p r-o ce dí e rrdo de la mí ssma n,ane1-.a que en 

las secciones ant.e,,ior·es encont.ramos que las amplit.udes para esa 

part.e de la cadena p ue de n exp1'esarse como 

GV.87) j • 1,2, ... ,N+1-p c NN 

1/2)·,-, 

- L 1 �eru12n 
Las ecuaciones (IV.86) y <IV.87) muest.1,an la exist.encia de un 

c • 
NN-r:1-J 

modo localizado en el cual el defect.o es la p ar-t.í cu l.a de la cadena 

que oscila con la mayor, ampli t.ud. 

En las f•igur•as 15 y 16 se muest.r•a el compor-t.amí.e nt.o de lc:ts 

N • 21, p • 11 y w o 

f1-.ecuencias oo mo f'unci6n 

- 1 2 . 

de la ,nasa del defect.o' par•a el caso 

w 7 
Frecuencias Normales 

como f'unc íon de la masa 
del defecto. 

(Extremos libres. l 

············· ·········"··""'''º""' . ,.,,,,,, , ,, .. ,, , .. ,.,, , .. ,.,, , . ······· .. . . . ········· . .. ,.,,.,,,,,.,, ,, .. ,.,, .. , .. ,,,,,, .. , .. ,,.,, .. ,,,,,.,, . .............. . .. , .. 

0 .95 1 2 1T 

( .01, 2), con t.a,. 

p • 11, lús valo1-.es de o en el 

ecuaciones < I I .63) par•a 

í r.t.e r-v.a Lo 

<IV.80) y 
y 1 -- 2 

.01 

las 

w o 

de 

N • 21, 

Fig.15.-Sol uciones 
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las n1asas oscilan desf·as:adas 180...:,. 

Analizando el compc r-t.emí e nt.c de las ,nasas que se encuent..r•ar1 

a la der·echa del defecto y p r-o ce dí e ndo de la mí sona rnaner•a que en 

las seccior,es ant.e1,ior·es encont.ramos que las amplit.udes para esa 

p ar-t.a de la cadena pueden expresarse como 

<IV.87) j • 1,2, ... ,N+1-p c NN 
1/2).,-¡ 

- L 1 �en112i7 
Las ecuaciones <IV.86) y <IV.87) mue s t.r-an la e:s.ist.encia de un 

e • 
NN+i-J 

modo localizado en el cual el de f'e c t.o es la p ar-t.Lou l.a de la cadena 

que oscila con la mayor· amp Ií t.ud, 

En las f•igur•as 15 y 16 se muest.r•a el compor-t.amí s-nt.c de las 

oo mo 

N • 21., p • 1.1 y w o 

t·unci6n 

- 1 2 . 

de la rnasa del de f' ect.o • par•a el caso 

w 7 

Frecuencias Nor111a!es 
COlllO funcion de la llldSd 

del defecto. 
(Extre111os libres.) 

. 

. ······· --- ' , "'"""""''""""""""'""'"""'' "'""'" "' ....................... .,................ " . '"''' ,,,.,,.,,.,, .. ,,,.,,,,,.,,,,,,,, ,,, ""'''''' '"' . . . .. " 

.... , .. r··· 

0 . '35 1 2 O" 

( .01, 2l, con 60 • 

p a 11, 

ecuaciones < I I .63) <IV.80) par•a 

t rrt.e r-v.a l o 

y 
los valo1...,es de a en el y 1 -- 2 

.01 

las 

w o 

de 

N • 21., 

Fig.16.-Sol uciones 
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W1L _ 

0 
' 
' 

'"'''''''"""''"''"''n�1,,11,1n ,·, 

, 95 1 
' 

' 

' 

2 a 

Fig-.16.-Frecuencias normales como función de la masa del de:fect,o. 

Se muestra la región O :S w :'.: 1, presentada en la :fig-.15, y se 

se!"í.alan en el eje las tr-e cue nct ess correspondientes a la cadena 

homog éne a. 
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w!�-------------�--------------- 

' ' ' 

0 7 ,95 1 1 2 a 

Fig.16.-Frecuencias normales como función de la masa del defecto. 

Se muestra la región O � w � 1, presentada en la :fig.15, y se 

sei"íalan en el eje las :frecuencias correspondientes a la cadena 

homog érie a. 
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El comportamiento general que s:e observa en la :fig.15 es: muy 

semejante al comportamiento des:cr•ito en las: secciones: anteriores: 

p ar-a las: otras: dos: condiciones: en la :frontera. La dit'erencia 

es:cencial en este caso, consiste en la existencia de un modo de 

frecuencia cero que representa una traslación longitudinal de la 

cadena. Por otra parte, exis:t,e también una pequei"ia di:ferencia en 

el valor de la cota para los: valores: de o que rompen la 

homogeneidad en las :frecuencias: produciendo una :frecuencia por 

arriba de la :frecuencia de corte de la cadena homogénea¡ 

de la cota es: o ,. .95. 

En la fig.16 obser·vamos: en este caso particular que existen 

11 :fr•ecuencias (incluyendo w = 0) que coinciden con las: de la 
1 

cadena homogénea independientemente del valor de la masa del 

defecto. Vemos también que, como ,en el caso de extremos: t'ijos, las: 

:frecuencias: que no coinciden con las: de la cadena homogénea dan 

curvas: de puntos: s:imét1•icas respecto a las: :frecuencias: de los: 

modos: impares: de la cadena homogénea, excepto para el modo de 

:frecuencia más: alta. 

En este desar•rollo, hemos encontrado que independientemente 

de las condiciones: en la fr-orrt.e r-a , la introducción de un defecto 

en la cadena homogénea cuya masa está acotada de manera que la 
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CONCLUSIONES 

Aunque ha sido el p r-op ósd t.o en cada capitulo l'esumil' las 

pr•opiedades más impol'tantes: de los sistemas: t'is:icos: bajo estudio, 

cons:ider-amos: convenient.e í r.ctuí r- est.a sección paT•a e nm.ar-c ar- los 

siguientes p urrt.o si: 

1.- El capitulo I es un intento de r-e urrí r- los aspectos más 

impol'tantes de la Teor•ia de Oscilaciones Pequei'ías que el 

estudiante puede consulta!' p ar-a Irrt.r-o ducn r-sse en el conocimiento 

de est.a área de la Mecánica. 

2.- En los: capitules: III y IV se han r-e siurní do las: cal'actel'is:ticas: 

po r- las que son impol'tantes: las cadenas lineales de osciladol.'es 

al'mónicos par-a su uso como modelo en el estudio de pr•opiedades: 

de diver·sos sistemas f'is:icos. El mater•ial contenido en estas 

secciones puede utilizat'se tambU,n como consulta par-a tr-abajos 

p o srt.e r ... i1..,es. 

3.- En este último punto, c:abe sei'íalar- la impol'tancia del método 

de solución de las ecuaciones de mo v í mí.e n t.o desar•r·ollado en el 

capitulo II. La ec:uacióm básica que se obtuvo por· consst.r-uocí.ór. 

es una ger1ei-·alizaci6n de la ecuación obtenida 
Weinstock8 <par•a la cadena con un def·ecto). En este t.r-ab a jo no 

se da una den1ost.ración r-Lg-ur-o ssa de la validez de dicha 

ecuación basica, pero Los r,esultados de los casos t.rat.ados en 

los ,:apitulos III y IV coinciden con los obtenidos con o t.r-o s, 

métodos�' 1 0' 1 1 La g-ene1,alidad del mé t.o do per-Jnite, en p:rincipio, 

r,ealizar- un ané.lisis detallado, a p ar-t.Lr- del cálculo de 

las t'r-ecuencias de oscilación de los modos nor-males:, acer-ca de 

las pr·opiedades de cader1as: lineales de osc:Uadol.'es ar-m6nicos 

que contengan cualquier• rrume r-o de defectos. Además, el método 

per·mite consider•ar• o t.r-o tipo de condiciones en la fr-orrt.e r-a 

dif'er-entes a las establecidas en este t.r-ab a jo , como lo es, por· 

ejemplo, el caso de :f1•ont.eT•a ctclica que da Iug az- a una cadena 

oí r-cut ar-. Quedan pues, en el pr•esent.e t.r-ab a jo , las bases p ar-a 

desar-r·olla:r· est.udios post.e1•ior·es en est.a dirección. 

H4 

CONCLUSIONES 

Aunque ha sido el p r-op óss í t.o en cada capitulo l'esurnil' las 

pr•opiedades más í mpo r-t.arrt.e e de los sistemas f•isicos bajo estudio, 

cons:ider·atnos convenient.e í r.ctuí r- esta sección par•a e rim.ar-c.ar- los 

si¡;uientes puntos: 

1.- El capitulo 

importantes de la Teor•i.a de 

de r-e urn r- los 

Pequei"ías que el 
I es un intento 

Oscilaciones 

aspectos más 

estudiante puede consultar· par•a í nt.r-oduct r-ee en el conocimiento 

de esta área de la Mecánica. 

2.- En los capitulas III y IV se han resumido las car•actel'isticas 

por las que son impol'tantes las cadenas lineales de oscilador-es 

al'rnónicos par·a su uso corno modelo en el estudio de pr•opiedades 

de diver·sos sistemas t·isicos. El mater-ial contenido en estas 

secciones puede ut,ilizal'se también como consulta para trabajos 

p o s t.e r .. i1,es. 

3.- En este último punto, cabe sei"íalar- la irnpol'tancia del método 

de solución de las ecuaciones de mo v í mí e n t.o desar•r·ollado en el 

capitulo II. La ecuacióm básica que se obtuvo por· corest.r-ucctór, 

es una gene1··alización de la ecuación obtenida 
Weinst.ock8 <par•a la cadena con un dei•ect.o). En est.e t..r•abajo no 

se da una den1ost,raci6n r-Lg ur-oss a de la validez de dicha 

ecuación. basica, pero Los r•esult.ados de los cas:os t,r,at.ados en 

los capit,ulos III y IV coinciden con los obtenidos con o t.r-oss 

métodos�' 1 0' 1 1 La. gene1-.alidad del mé t.o do p e r-rní t.e , en pr-incipio, 

:r,ealizar- un an�lisis detallado, a par•til' del cálculo de 

las t'l'ecuencias de oscilación de los modos normales, acerca de 

las pr·opiedad,;,s de cadenas lineal,;,s de osc:Hador-es armónicos 

que cont,engan cualquier• rrume r-o de defectos. Además, el método 

p,;,r•mite consider•ar• o t.r-o t.í po d,;, oo ndt oí orie s, en la fr-orrt.e r-a 

difei-ent.,;,s a las establ,;,cidas en ,;,ste t.r-ab a jo , corno lo es, por· 

ejemplo, el caso de :fT•ont.ei-•a ctclica que da lugaz• a una cadena 

ct r-cuí.ar-. Quedan p ue s , en el pr•esente trabajo, las bases par·a 

desarr·ollar· est.udios pos:ter•ior·es en esta dirección. 

84 



REFERENCIAS 

4.- 

5.- 

6.- 

7.- 

8.- 

9.- 

Marion, J. B. 

Dinámica Clásica de las Pa1'Uculas: y Sist.emas:. 

(Revert.é, Es:pai'ia, 1981.) Cap. 13. 

Golds:t.ein, H. 

Mecánica Cl�sica. 

(Aguilar·, Espal�a, 1979) Cap. X. 

Landa.u, L. D. 

Mecánica. 

<Rever•t.é, Espal�a, 1978) Cap. V. 

Desloge, E. A. 

Am. J. Phys., 44, 1212, (1976.>. 

Weinst.ock, R. 

Am. J. Phys., 39, 484, (1971). 

Abr-ernowí t.z , M. y St-egun, ,J. A. 

Haridbook ot ... Mat..hernat..ical Funct..ions. 

'1 

1.- Br•illoun, L. 

Wave P1,opagat.ior, in Per•iodic St.r•uct.ur•es:. 

<Dover,, New York, 1953) Cap. I al IV. 

2.- Symon, K. R. 

Mecánica. 

<Aguilar•, Espai'ia, 1977) Cap. 12. 

3.- Haus:er, W. 

Int.r•oducción a los P1··1ncipios: de Mecánica. 

<UTEHA, México, 1969) Cap. 11. 

<Dov e r-, New Yo r-k , 1972) Cap. 22. 

10.- Flo1'es:, J., et.al. 

Rev. Mex. Fis:., 22, Eii, <1973). 

11.- Louck, J. D. 

Am. J. Phys., 30, 585, (1962). 

85 

REFERENCIAS 

4.- 

5.- 

6.- 

7.- 

8.- 

9.- 

Mar-ion, J. B. 

Dinámica Clásica de las Pa,,tic:ulas y Sistemas. 

<Rever,t,é, Espai�a, 1981) Cap. 13. 

Goldst.ein, H. 

Mecánica Clásica. 

(Aguila:r,, Espal�a, 1979) Cap. X. 

Landa.u, L. D. 

Mecánica. 

(Rever·t.é, Espai"ía, 1978) Cap. V. 

Desloge, E. A. 

Am. J. Phys., 44, 1212, (1976). 

Weinst.ock, R. 

Am. J. f>hys., 39, 484, (1971). 

Abr•amowit.z, M. y Stegun, J. A. 

Haridbook oí" Mat.he1nat..ical Punct.ions. 

,· 

1.- Br•illoun, L. 

Wave P1,opagation in Per•iodic St,r,uctur•es. 

(Dover, New Yo r-k , 1953) Cap. I al IV. 

2.- Symon, K. R. 

Mecánica. 

(Aguilar•, Espai'ta, 1977) Cap. 12. 

3.- Hauser, W. 

Intr•oducción a los P1·incipios de Mecánica. 

<UTEHA, México, 1969) Cap. 11. 

(Dove1', New Yo r-k , 1972) Cap. 22. 

10.- Flo1'es, J., et.al. 

Rev. Mex. Fis., 22, Ei1, (1973). 

11.- Louck, J. D. 

Am. J. f>hys., 30, 585, (1962). 

85 



• 


