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Esiu.dio de 7Ln sistema quark-omiiquark 
modelado como un oscilado, armónico 

una tesis ele Licenciatura en Física presentada por 

Darío Cuevas Rivera 
Junio 2008 

Resumen 

Primeramente se entrará en una discusión sobre la ecuación ele Dirac. así como su 

justificación, un breve marco histórico y algunas ele las propieclacles ele ésta que serán 

útiles más adelante. Ante el problema ele tener dos energías dentro ele un 4-espinor. se 

discute la representación de Foldy-Wouthuyscn como una manera ele resolver el proble 

ma; primero para la partícula libre, luego para una partícula sujeta a un potencial y 

linalmcnt.e para N partículas en un potencial. Se establecen los requerimientos para un 

potencial y al final se describe un procedimiento para. obtener una serie finita ele términos 

para el espectro ele energía ele N partículas sujetas a un potencial ele interacción entre ellas. 

Posteriormente se discuten las herramientas previamente desarrolladas aplicadas al pro 

blema de dos cuerpos. Sejustilica lil elección del tipo de modelo, se obtiene el hamiltoniano 

para el problema y se encuentra el espectro ele energía utilizando teoría ele perturbacio 

nes independientes del tiempo. Este espectro ele energía obtenido se compasa con datos 

experimentales para hacer un ajuste al parámetro del potencial. 

,\ 1 final se discuten las limitantes del modelo desarrollado, explicitando así ,,¡ tipo ele 

sistemas al (JIIC éste puede ser aplicado para obtener resultados físicamente aceptables, 

así como precisos. 
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Resumes: 

Primeramente se entrará en una discusión sobre la ecuación de Dime. así como su 

justificación, un breve marco histórico y algunas ele las propiedades de ésta que serán 

útiles más adelante. ,\ nto el problema de tener dos energías dentro de un 4-espinor. se 

discute la representación de Foldy-Wouthuysen como una manera ciP resolver el proble 

ma; primero para la partícula libre, luego pena una partícula sujeta a un potencial y 

finalmente para N partículas en un potencial. Se establecen los requerimientos para un 

potencial y al final se describe un procedimiento para obtener una serie finita ele términos 
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blema de dos cuerpos. Se justi ílea la elección del tipo ele modelo, se obtiene el hamiltoniano 

para el problema y se encuentra el espectro de energía utilizando teoría ele perturbacio 

nes independientes del tiempo. Este espectro ele energía obtenido se compara con elatos 

experimentales para hacer un ajuste al parámetro del potencial. 
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Interacción del tipo ele un oscilador armónico. se llega al hami.toniano de un sistema cu 

yos eigencst ados y eigenvalorcs se conocen, salvo por unos términos extras. Éstos, siendo 

de bajo orden. se consideran como una perturbación al sistema del oscilador armónico 

y se obtiene una aproximación con teoría de perturbaciones inclepenclientes del tiempo 

cortando la serie hasta el segundo orden ele !,, perturbación. 

Utilizando lo anterior, se obtienen los eigenvalores del hamiltoniano asociado al siste- 
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Capítulo 1 
Iniroduccion 

El objetivo de este trabajo es el de describir un sistema de dos partículas cuántico 

relativistas cuya interacción exacta es complicada, a partir ele un modelo con mi potencial 

ele oscilador armónico entre ellas, utilizando para ello la representación Folrly-\Voutlrnysen 

(F\\") ele la ecuación de Dirac. Éste es un caso particular del problema ele '\J partículas 

cuáuuco-relativistas sometidas a cualquier tipo ele potencial, pero este problema. aunque 

mencionado brevemente más adelante, excede las intenciones de este escrito. 

Para resolver el problema planteado partiré ele la ecuación ele Dime. Primero se ob 

tendrá la ecuación ele Dirac en una forma cuya. invariancia ante uansformacioncs del 

grupo de Poincaré sea evidente. Luego, la transformación FW [6[ será aplicada con la 

finalidad de I rabajar solamente con partículas de energías positivas ya que. como se de 

mostrará más adelante, h1 ecuación de Dirac contiene información de dos partículas a la 

vez, lo cual es indeseable. Esta transformación es estudiada. a partir de la sección 3.1, 

primero para una part.ícula que no está sujeta a ningúna interacción. luego rara una 

partícula bajo la acción de un campo. Finalmente se obtendrá un hamiltonia no para un 

sistema de 1·>1 rias partículas bajo los erectos ele un potencial ele interacción entre ellas con 

la posibilidad de agreg>1r potenciales externos, aunque aquí no se explora ese caso. 

Cuando este procedimiento se a.plica al sistema ele dos partículas con un potencial ele 

interacción del tipo de un oscilador armónico, se llega al haruiltouiauo ele un sistema cu 

yos eigenestados y eigenvalores se conocen, salvo por unos términos extras. Éstos, siendo 

ele bajo orden, se consideran como una perturbación al sistema. del oscilador armónico 

y se obtiene una aproximación con teoría de perturbaciones independientes del tiempo 

corlando la serie hasta el segundo orden ele la perturbación. 

Utilizando lo anterior, se obtienen los eigenvalores del hamilt oniano asociado al sistc- 
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l. Iru.roducción 2 

ma bolionium los cuales son comparados con datos experimentales de este sistema [9], 

que es un estado ligado de un quark tipo b0Uo111. y su anti partícula, A part.ir ele esta corn 

paración. se obtendrán valores para el parámetro libre w, la constante ele acoplamiento 

del potencial ele! oscilador armónico y se probarán los límites de este método al obtener 

energías para el ctuirmoniuni y compararlas con los datos experimentales. 

Finalmente se concluyó que este modelo, a pesar de ser ele suma. sencillez y f,icil apli 

cación. acierta a el escribir con precisión sistemas del tipo quark-antiquark 
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Capítulo 2 
Ecuación de D

1

irac 

2.1. Introducción 

Como es costumbro. en este trabajo se ui.iliza rán las unidades nat urales. lo que sig 

nilica que h = e: = 1. De esta manera se evita estar escribiendo en cada ecuación esas 

cantidades y al final, cuando sea necesario, se especificará la equivalencia entre una, ecua 

ción en esas unidades y la misma. ecuación con unidades en, digamos. el sistema :\1KS. 

Las implicaciones ele este tiro ele unidades son varias. Primero, las unidades ele las demás 

cantidades físicas también cambian. Así, las unidades de velocidad dejan ele ser metro 

entre segundo para pasar a no tener unidades. 1::1 tiempo puede ser medido en unidades 

ele tiempo. corno el segundo, o c11 unidades ele distancia, corno el metro. Lo mismo sucede 

con la distancia. y, ele esta manera, la. velocidad no tiene unidades. El factor ele conversión, 

si se desea emplear, entre la distancia medida en metros y la distancia medida en segundos 

es la velocidad de la. luz. que. en estas unidades. vale exactamente uno. Y es por esto que 

no importa si se utilizan unidades de tiempo o de distancia para medir _ya sea el tiempo 

o la distancia: 01 l'Rclor ele conversión será igual a uno. 

De la misma manera, y como uno ele los grandes resultados de la teoría ele la relati 

vidad especial, la masa y la energía tienen un factor ele conversión la. una a 1'1 otra. dado 

por E - me�, donde ces la velocidad de la luz, por lo que se pueden medir en las mismas 

unidades. En este texto estas unidades serán las ele electrón-volts, e\/ (un electrón volt 

es la energía ganada por un olectróu libre cuando se acelera a través ele un potencial 

igual ;J I volt). Tanto la masa co1110 la energía se medirán en cV v a l final los datos cxpe 

iimentales con los cuales se comparará este modelo están dacios en Ge\/ (lGe\' - 109 e\/). 
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2.1. Introducción 4 

La ecuación ele Dime es ele suma importancia on el estudio ele los cuerpos a un nivel 

cuáutico-rolauvista. El primer intento por construir una ecuación que pudiera atacar es 

te lipa de problemas I uva co1110 resultado la ecuación ele I<lein-Cordan. Esta ecuación 

fue construida ,, partir de la conocida relación relativista entre 1n energía. el momento 

y la masa en reposo (que en este texto es llamada solamente masa) en un sistema sin 

campos externos, que es C2 = p2c2 -t m2c4 o bien. en unidades naturales, simplemente 

E2 = m2 1- p2. Ahora, se toma la relación anterior y se aplica la primera cua ntización. es 

decir que a ésta se le hace el cambio ele p al operador ¡f' i él�µ, ¡.1 = O, 1, 2, 3 y se obtiene 

la ecuación de l(lein-C:ordon para la partícula libre. que es: 

(2.1) 

81 problema. con esta ecuación es que cuando uno obtiene lit ecuación ele cont.inuidad 

asociada, la clensiclacl ele probabilidad puede negativa en un tiempo cualquiera t. Esto 

no es deseable ya que una densidad rle probabilidad dehe ser siempre posit irn y menor 

que uno .. \dc1nás. con esta ecuación se obtienen naturalmente dos espectros do energía: 

uno de energías positivas y otro de energías negativas. lo cual en el tiempo e11 que esta 

ecuación fue propuesta no tenía interpretación. 

Dirac pensó que este problema ele las energías negativas se debía a que las derivadas 

espaciales 110 eran lineales, sino cuadráticas. En aras ele resolver esa parte del problema, 

propuso una ecuación general ele derivadas lineales con coeficientes indefinidos que es de 

la forma: 
i�� 

= [-i (t 011

8,,) 1 ¡1m] � = H·�, 
Luego era necesario encontrar los coeficientes a; para tener en forma su ecuación. Pri- 

mero que nada, estos coeficientes no pueden ser números ya que esta ecuación 110 sería 

covaria ntc ante transformaciones de Poi ncaré y. por ende, rola ti víst.icamcutc incorrecta *. 

por lo que se propone que sean matrices ele dimensión I[ x 4. 

Las expresiones para estos coeficientes, al igual que para. /3 se encuentran exigiendo que 

la función de onda. satisfaga la ecuación ele Klein-C:orclon. La métrica, es decir, las carac 

terísticas que deben cumplir y que definen un conjunto ele valores para las matrices o y 

Esto se discute más a detalle un poco más adelante, en este capítulo. 
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2.2. Espectro de Energía 

/3, está dada por: 

á,/1-1 /3&; = o, 
l. 

5 

(2.3) 

Estas relaciones para las componentes ele Lt son las mismas relaciones que las que satisla 

cen las matrices ele Pa.uli [3]. 

Finallllc'nte se concluye que la ecuación de Dirac es: 

(2.4) 

Donde el vector a es aquél que tiene como componentes &, ( con ·i = 1, 2. :3) y éstas a su 

vez están relacionadas con las matrices ele Pauli mediante: 
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Por otro lado, ¡:J es una matriz constante ciada por 

1 o o o 
o o o e (2.6) 
o o -1 o 
o o o -] 

El vector p es el vector cuyas tres componentes son las del momento linea 1. Para un estudio 

111,\s detallado sobre las ecuaciones ele Klein-Cordon .I' Dirac se puede acudir a [2]. capítulos 

l .Y 2. 

2.2. Espectro dE-J Energía 

811 esta sección se encontrarán los eigenvalores del operador hamiltoniano de la ecua 

ción de Dirac para. una part.ícula libre (2.11). 
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2.2. Espectro de Energía 6 

Para encontrar sus cigcnvalorcs, primero propondré una separación de variables y basando- 

111c en nuestro conocimiento previo sobre el comportamiento ondulatorio de una partícula 

libre en l,1 ccu,1ción ele Schrodinger. obtengo una solución ele la forma: 

1/1(x. l) = t"(x)c, "1 

Para la parte espacial escribo el 4-espinor ·,j; de la siguiente manera: 

('.UJ) 

1/J¡ 

'!f_•= 
'1/;� (:) (2.9) = 
'lj);¡ 

'lj;� 

Substituyendo esto en la ecuación rle Dirac obtengo 1111 sistema de dos ecuaciones acopla 

das para :y y cp: 

op Ir · p _\ � m-p 

ex = !J·pcp-111\ (2.10) 

De nuevo apelando a nuestros conocimientos previos de este sistema en la. ecuación de 

Schróclinger. los estados de la part.ícula con momento definido son eigenestados del opera 

dor momento cuyo eigenvalor es simplemente P con mi vector asociado P cuyas compo 

nentes son los eigenvalores del momento lineal en las diferentes direcciones. por lo tanto: 

CJ-Px+(rn-c)<p O 

!J·Pcp+(-m-c)x = O (2.11) 

Luego. para que este sistema tenga solución no trivial para los eigencstados X y <p el 

determinante ele la matriz de los coeficientes debe ser cero. Esto es: 

{J. p (rn - e) =O (2.12) 
(-711 - e) <T • P 

Luego. utilizando la siguiente relación (ver apéndice A): 

(1r - A)(<T - A) = A - A 

Llego a la siguiente ecuación 

€2 - 7112 - (!J · P)(1r - P) 

=;, €2 = 7112 + p2 

o 

(2.13) 

(2.14) 
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2.3. .Invar iancia ante traslaciones y rotaciones 7 

Identificando el lado izquierdo ele la últ.ima ecuación como el cigcnvalor del hamih.oniano 

de una part.icula relativista, tenemos que 

(2,15) 

Y así se ha llega el o al res u ltado de que !>1 ecuación de Dirac contiene información de 

dos energías que difieren entre sí por un signo: dos partículas con energías distintas son 

descritas por un mismo -t-cspínor y es en parte por esto que se introduce la transformación 

F\\.' del siguiente capítulo. 

2.8. lnvariancia ante traslaciones y rotaciones 

La relatividad especial exige que no sea posible diferenciar entre dos sistemas ele 

referencia inerciales. lo que signific;, que cualquier ecuación ele 1,, física debe tenor la misma 

forma en u 11 sistema o en otro. Tomemos dos sistemas: el sistema A. con coordenadas a .. b, 

y el sist oma Jl'. con coordenadas a'. b', Una ecuación c11 el sistema A. en general, sería ele 

la forma: 

J(a., b) = O, (2.lG) 

donde J es una función cualquiera. Si se desea que esa ecuación sea relatlvfsticamem,e 

correcta. entonces al estar en el sistema. A' lit ecuación debe tener la misma forma, es 

decir. 

f(a'. //) = O 

Y aquí ]>1, función f debe ser la misma que en la ecuación para el sistema A. 

(2. l 7) 

Ahora. para escribir la ecuación ele Dirac en una forma evidentemente covarianto ante 

transformaciones ele sistema ele referencia (es decir, covariante do Poincaré). int.rorluzco 

el siguiente vector: 

a¡° e 
/30,, i = l. 2. ;) 

Al ut.iliz ar estas cantidades. la ecuación ele Dime queda como sigue: 

(2.18) 

(2.19) 
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2.3. Invariancia ante traslaciones y rotaciones 8 

cloncle se hizo uso del cuatro-vector de momcnto p., = ( -iD /ol, p) .\', por otro lado .. 3' = l. 

Al realizar una transformación unitaria al hamiltoniano (como 1111a rotación). el término 

ele masa queda igual, el operador Pµ pasa a p;,. la variable transformada. y el Lérn1i110 de 

garua es transformado, pero corno cualquier matriz que sea una transformación unitaria. 

ele una. gama es una gama en sí, el hainiltoniano queda con la misma forma pero ahora. 

en la variable transformada, Por otro lacio. al transformar la lunción ele onda (ele nuevo. 

con un operador unitario). la nueva. función ele onda. seguirá conteniendo la información 

del 111isn10 sistema. De esta manera, llego a que: 

TT (p')¡f/ = O (2.20) 

donclc ,ji es la función ele onda transformada. Así, de un sistema de referencia a. otro la 

ecuación de Dirac mantiene su forma, hecho que será utilizado más adelante en IH sección 

4.2. cuando st' especifique el sistema ele referencia en el que se t rabajará. 

La covarlancia de la ecuación ele Dirac se discute ampliamente en [2[, en particular en la 

sección 3.LI, donde se encuentra. explícitamente el operador de transformación de Lorcntz 

de v(1:) a ·1/;'(x') y se discuten las características de la transformación. 

Ya teniendo esta ecuación es f,icil pensar en cómo sería la ecuación para N partículas 

que también seria covariantc ele Poincaré, 

O bien 

N 

¿ (í{/l¡,s + m.,) 1/• � O 
s=I 

N 

¿ (/30', · p, + ms) 'lj, = 'Í/310 
s=1 

(2.21) 

(2.22) 

Es sencillo introducir un nuevo potencial a lH ecuación ele Dime. srn embargo, hay que 

asegurarse Je que dicho potencial sea también covariant.c ante traslaciones y rotaciones 

de tal manera que esta caracterfstica tan importante ele la ecuación ele Dira c se preserve, 

Una manera de asegura.resto es tomar potenciales ele interacción entre las partículas que 
sólo dependa ele las coordenadas relativas entre las partículas. corno el electromagnético 

o el ele un oscilador (el cual se usará más adelante). De cualquier manera. un potencial 
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asegurarse Je que dicho potencial sea también covariant.c ante traslaciones y rotaciones 

de tal manera que esta caracterfstica tan importante ele la ecuación ele Dira c se preserve, 

Una manera de asegura.resto es tomar potenciales ele interacción entre las partículas que 
sólo dependa ele las coordenadas relativas entre las partículas. corno el electromagnético 

o el ele un oscilador (el cual se usará más adelante). De cualquier manera. un potencial 
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covariantc de Poincaré se puede escribir corno \l(x¡;,i:s't'1,), aclarando que xst no es un 

tensor: los indices son meramente para asignarle nombre, de LaJ manera que .1.:-''1 :;; .1:8 �J.:,. 
donde x, y o:1 son las posiciones ele las partículas s y t. respectivamente. 
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Capítulo 3 
Tra rui[o rm a ci c5 n 

Foldy- W ouiliuusen 

Existen varias representaciones de la ecuación de Dirac y cada una ele ellas tiene sus 

particulares ventajas. La transformación Foldv-vvouthuysen es una ele ellas, Histórica 

mente esta transformación fue buscada y encontrada con la finalidad ele aplicar el limite 

no relativista a la. ecuación ele Dirac y llegar a la ecuación de Pauli con tocios sus operado 

res. Esto se logró buscando una representación en b que el operador .i: tuviera la forma y 

las propied.ules aclecuad>1s ,,11 el límite no relauvista. a diferencia ele> la ,·eprl'Sl'lllación que 

hasta ahora se lrn utilizado. llamada representación Dirnc-Pauli, cuyo operador ;i; tiene 

solamente dos eigenvalores. más y menos la velocidad ele la luz. Además, en la represen 

i.ación FW el operador ele velocidad, obtenido a partir ele la. relación de 1-lcisenberg entre 

la velocidad (siendo en esta. representación .i) y la. posición. cumple con l,1s relaciones 

clásicas conocidas, Estos dos objetivos se logran al poder separar la solución con energía. 

positiva de In solución de energía negativa. 

Como se concluirá al final ele la siguiente sección, el espectro de energía de la ecuación 

ele Dira.c para una partícula libre en la. representación F\\' está en perfecta. concordancia 

con la relación relativista entre la energía, !,, masa y el momento lineal ele una partícula.. 

Transformación FW para partícula libre 

Sabemos que la ecuación de Dirac no describe a. una sola partícula. sino a dos pa rt.Icu 

las; una de energía. positiva y otra de energía negativa. A la hora de hacer cualquier 

cálculo, esto se convierte en un problema porque analíticamente no se pueden aislar los 

resultados ele una partícula y, coJ110 consecuencia, no se pueden comparar los resultados 

teóricos con los experimentales. Se pueden utilizar métodos numéricos para resolver el sis- 
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:1.1. Transformación FW para partícula libr o 11 

tema de ecuaciones. pero la transformación f'\V es una manera más elegante y analítica 

de desacoplar estas ecuaciones. La iclea ele este capítulo es crear dicha representación de 

la ecuación de Dirac. 

En general se puede construir una. transformación unitaria U= ti.S que al ser aplicada. al 

4-espinor ele la ecuación ele Dirac y haciendo la transformación pertinente ele! operador 

humiltouiano podamos separar las energías negativas ele las positivas. El operador es evi 

de11tP1nC'ntr unit.ario y así debe ser ya que las t ransfoviuaciones bajo operadores unitarios 

no aléctan el significado l'isir:o detrás de una. ecuación. En concreto, 

(:3.1) 

[.>ara encontrar la forma de ese operador S tenemos que saber qué es lo (JU€ causa que 

los estarlos de energías positivas y negativas estén ligados en la misma ecuación. Para 

esto. comenzamos viendo el caso de una partícula ele Dirac en reposo. Esto significa que 

pt}, = O. Con esto, la ecuación de Dirac queda: 

a ,¡_ .. ,. = (3,n,., al,"' . ' 

con ,(J dada por la ecuación (2.6). 

Con esto, la ecuación ele Dime se descompone en cuatro ecuaciones no acopladas: 

a 
i al. t/J1 = 1m/J¡ 

i!}_'¡/;3 = -m�'3 al 
Cuyas soluciones son de la forma: 

l o 
o 

e-tml e:':" 4'1 l!}:! = 
o o 
o o 

(:1.2) 
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o 
o e' mi 1,)3 = 1:·1 = 
l 

o 

o 
o 
o 
1 
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Por la ecuación ele eigenvalores ifl,1/,, = C�: = f'U-' observamos que 1/i¡ y ,·, son estados 

de c111crgía positiva y t11•3 y ,J,1 J ele energía negativa. En este caso, la presencia de ambas 

energías se rlehe al hecho ele que estamos trabajando con un 4-espino,·. a diferencia. ele la 

ecuación ele Pauli en el que se trabaja. con un espinor rle dos componentes y sólo se tiene 

la energía positiva. 

Para arreglar esto, uno podría pensar que hasta con trabajar con las primeras dos coru 

ponentes del ospiuor para eliminar el problema. pero existe un detalle. Si examinamos la 

ecuación d,, Dirac para una particula libre (2A): 

y hacernos las substituciones 

8 
i-¡/J =(o· p + /iinhJ at (:3.:3) 

obtenernos: 

(3A) 

(:l.5) 

(:3.6) 

De esta última ecuación se ve claramente que hay dos ecuaciones para las dos funciones <p • 

. \. y que las dos ecuaciones esuin acopladas, lo que implica que una solución a cualquiera 

de las clos incluiría información ele ambas energías. 

El objetivo será la elección del operador S en la transformación (3.1) rle t,al manera 

que cuando transformemos el operador hanúltoniano, el operador o · p, que es el causan 
te del acoplamiento, sea eliminado de este nuevo hamiltonia no. Para esto aplicamos la 

transformación al 4-esµinor y vernos qué sucede con el hamiltoniano. Transformando la 
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ecuación (2.ci). se obtiene: 

Por lo I nnto: 

.· es 
c,s lf - -e'5 

Ui 
(:3. 7) 

Como hasta ahora S es arbitraria, la podemos elegir de tal ma nora que no dependa 

explícitamente del tiempo, para que el último término de la ecuación (3.R) se elimine y 

así poder proseguir con la elección de la función hasta ahora arbritrar!a. Con esto. la 

ecuación (:Ui) queda: 

(:3.9) 

Ahora es tiempo ele elegir S para que el haruiltoniano quede libre ele o· p. Para esto. 

propongo una función que sólo dependa ele o, /3 y p ya que conozco las relaciones ele 

conmutación entre éstos (2.:3): 

• 1 ( µ ) S = --3u · p O - 
2m m (:3.1 O) 

Donde /J ( ff;) es una función real que no depende de o ni ¡3 y que seni especificada después 

como s,•n conveniente. 

,\ plicnmos la transformación (3.9) al hamiltoniano o · p + ¡,m: 

(:3.ll) 

Dado que ,, es una mauiz numérica diagonal, conmuta con las componentes ele p. De 

igual manera p conmuta con a. Por el contrario, las alfas y las betas anticonnuu.au entre 

ellas. cut onces se ve claramente que (S')º conmuta c:011 // para n pa r y anticonnuu.a para 

n impar y con esto obtengo que: 

Ji' -i-'-Ba-p o(P..) ( e n,f 111 o . p 

e�'5 H 

1 /3m) 
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ecuación (2.,1). se obtiene: 

a i-v' 8l 
( a.é; 5·• ,. a ) = ; i-e.'· l¡)+e.'J-1;1 at at 

i (·i as e;s -1 /s.!!_) '1/' 
8t 81. 

·s· as e c..'· II - -f'·' oc 
Por lo tanto: 
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(:l.7) 

(:J.8) 
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como sea conveniente. 
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TT, -i-'-/Jo·p o(L)( , ) i-'-/Jo·p o(L) = e 2m m O . p -+ tJ/11 e 2m m (3.11) 
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n impar :i· con esto obtengo que: 
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e�'8H 

1 Bm) 

(3.12) 
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1:1 

Por lo tanto: 

{/1 qi = 

= 

a . 1 
1-'I/) 8l 
( 85 5 s 8 ) i i-(;'· 'P + e' -·1/J 8t 8t 

( 8,5 -5 - ·5 D) i i-e'- +e'· - v 
i)t 8t 

·s ·· iJS s e'· // - -€'· 
i}l 

(;3, 7) 

iJS }}1 - é5 flc-'5 - - 
8l (;J.i:l) 

Como hasta ahora S es arbitraria, la podemos elegir de tal ma ncra que no dependa 

cxplicitament e del tiempo, para que el último término de la ecuación (3.8) se elimine y 
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(;J.9) 

Ahora es tiempo de elegir S para que el haruilton iano quede libre ele o· p. Para esto. 
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conmutación entre éstos (2.;l): 

; 1 (¡,) S = --Ju ·p O - 
2771 lll 

(3.10) 

Donde//(,\;) es una función real que no depende ele o ni¡] y que será especificada después 

como sea conveniente. 

Aplicarnos la transformación (3.9) al hamiltoniano o - p + //m: 

(3.11) 

Darlo que 11 es una mattiz numérica diagonal, conmuta con las componentes ele p. De 

igual manera p conmuta con a. i'or el contrario. las alfas y las betas anticonmutan entre 

ellas. out onces se ve claramente que (8)11 conmuta con //paran par y anticounun a para 

11 impar y con esto obtengo que: 

Ji' -i-'-'la-p O(L)( e ,,,� m o · p 

e2;sH 

1 Bm) 

(3.12) 
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Y es justamente para llegar a esta última ecuación que se eligen las constantes en la pro 

puesta. 

Entonces, considerando que (/30 • p)" = -p\ desarrollamos el operador en series de po 

tencias de O: 

(:J.13) 

1 •• 

= 

(:,�i.5 
0 3 

Ao · ¡,() 1 (/3o · Po)- 1 ((Jo· Po) 1+-- +- -- 1 - -- 
m 2! 771 3! 771 

[1 _..'.:.(}!_o)'+ ..'.:. (]!_o) 1 
+ ... ] 

2! m 1! m 

+ f3a . P [E.o - !_ (E.o) 3 + ... ] 
p m 3! 771 

ldenulicamos el primer corchete como el desarrollo en serie ele C'os ( ff;0) y el segundo 

como el desarrollo ele Sen ( !f;O). entonces: 

H' [Cos (}!_o) 1- _ IJc_ >_ ·_pSen (Po)] (o· p+ 1fa1) 
111 p 771 

[f3p8en c�l O) + /3m Cos (:�O)] 
+o· p 

[cos (::/)- 1; 
Sen (,�o)] (3.14) 

La elección de 0 se harri tal que se elimine el segundo corchete: 

Cos (}!_11) - 771 Sen (E.o) m p m 
1 - m Ta.u (}!_o) p m 

771 ( p) => O = -Arc'l'an - 
p m 

Con esta elección, el nuevo hamiltouiano queda: 

o 

= o 

(3.15) 

J-11 = /1pSen [ A1·c1l"1111 C�J] + (},neos [ArcTrm c:J l (:1. 1 G) 

l·samlo l,,s identidades An:'J'an(:i;) = AnSe11 ( ✓i-:.1:2) = 1\-rcCos ( vi�.,2) 
se obtiene la 

Iorma final del haruiltoniano: 

(:l.17) 

Y ésta es la relación de dispersión multiplicada por un factor 6. Como se puede observar, 

ya no existen términos impares que hagan que los espinores .s1qJe1-ior e infe1·io1· se mezclen, 

lo que significa que las ecuaciones pan, éstos son del tipo f(rp) = O y g(\) = O, que es lo 

que habíamos estado buscando desde el principio. 
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:1.2. Transformación FW con un potencial 15 

:i.2. Trnnsfor mació n FW con un potencial 

Si ahora lo que se desea es hacer esta misma transformación en 1111 hamiltouiano que 

no es el ele panícula libre sino uno ele una partícula bajo la influencia ele un campo ele 

fuerza que se puede escribir como el gradiente ele un potencial. entonces se deben tomar 

nuevas consideraciones. Para. el caso de un campo débil. aún se puede encontrar una traus 

Iormación F\V que sea exacta. es decir, que eiimine todos los ténuinos impares ele! nuevo 

luuuihoniauo. scpuraudo así lr1s energías posii in-1.s de las negativas. Currndo no S(-.., Lo11H1 

en cuenta la »proxun.ición ele «ampo débil. dicha transformación exacta no PS posible. A 

continuación se desarrolla un método rnecliant.e el cual se logra expresar el hamiltoniano 

transformado como una serie de potencias del parámetro 1/m y en el cual se eliminan los 

términos impares hasta el orden deseado de dicho parámetro haciendo transformaciones 

.SUCPSJVHS. 

T.o primero que haré sení escribir el harniltouiano como sigue: 

lf = {3m + O · p + \/ = /17/l J- 17 -1 E (:3.18) 

El símbolo 1? significa impar (odd en inglés). Todas las cantidades impares tienen la ca 

ract.erística de que ligan los estados de di le rente energía .. es decir. acoplan las ecuaciones 

diferenciales para. energías negativas y positivas. _y son los que se quiere eliminar. De igual 

manera. los representados pors son los pares (even. en inglés). que son totalmente inofen 

sivos en ese sentido. Estos operadores tienen las siguientes reglas ele conmutación con el 

operador /3: 

-{}{3 (:J.HJ) 

Obviamente el término o· pes unpar y el potencial escalar es par. Ahora. aplicaré una 

trausformación en fon na de un operador unitario de [a misma manera que en lu sección 

anterior. De hecho, el operador 8 será casi el mismo, o más bien. una gcnoraliaación ele 

éste a !.:t nueva notación ele operadores pares e impares. l·�I nuevo operador 8 será: 

. -if) 
S=-'(} 

2m (3.20) 

El método p,na la aplicación del operador difiere un poco del caso ruás sencillo de la 

pnrt ícula libre puesto que las reglas ele conmutación dejan ele ser tan sencillas y ya no 
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:1.2. Transformación FW con un potencial 16 

se puede aplicrH un tra taruient.o como el que lleva n. la ecuación (:1.12) . Ahora. en lugar 

ele si111plc'111e111e encontrar la coumutación ent re el operador en la exponencial con el ha 

miltoniano. lomaré el desarrollo ele la. exponencial en series ele potencias del operador y 

haré las multiplicaciones pertinentes. pero en lugar ele hacer multiplicaciones término por 

término. utilizaré lo que a continuación se desarrolla. 

Primero, defino una función F(,\) corno sigue: 

(:l.21) 

Luego, lomo la serie ele Taylor ele esa función alrededor de X igm,I a cero: 

(3.22) 

,\ hora vemos que. ya que H. no depende de ,\, 

8F 
a,\ 

él" F � - i,\.'i·n¡s [º ¡e• Iº TT]II I i,\S _,,,. :::: e 1 , ,J. ,.J, ... , ,.J. . .. e 8.\" (3.2:5) 

Juntando las ecuaciones (:l.21). (3.22) y (3.23) y tornando ,\ igual a Lino. se obtiene el 

siguiente resultado que es muy útil para el cálculo (en particular el cálculo manual) de 

los nuevos ham iltoniauos: 

.. , 
é5 Hc_¡_i; = H + i[ S. H] +;-,¡s. IS, JI 11 -1 

.·¡ 

;rs. ¡s. rs. HJII + ... ,). (:'L24) 

t:11 punto importante a aclarar es que. siendo una sumatoria hasta el infinito cliííc:il de 

evaluar exact amente. se elche hacer un corte. La cuestión es hasta dónde dejen correr 

la serie. En el libro de Bjorken y Drell [6] se establece un término máximo a partir ele 

la energía cinética, la potencial y la masa del cuerpo; se corta todo término ele menor 

valor que (energía cinética)/m.3 .Y (energía cinética)(Energía del carnpo)/111'. IJor ahora 

solamente tomaré el parámetro 1/m corno criterio .1· despreciaré los términos ele mayor 

orden que (l/m)3 (ya que 1/c2m es una cantidad pequeña). La consideración de un campo 
relativamonte débil será útil más adelante .Y será entonces cuando la aplique. 
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:1.2. 'I'rausfor maclón FW con un potencial 17 

Para el 11-ési,110 término tenernos 11 coiunutadores, lo que siguific» que cada producto 

do la .uultiplicación tendrá S' a ¡,. potencia n multiplicando a 11. Cada potencia ele S 

aporta 1/m, entonces tengo (1/m)». El hamiltoniano tiene para este interés. dos térmi 

nos: uno con m (m{l) y otro sin ella(€+ .fJ). Corno sabernos, el conmutador ele la suma 

es la suma ele los conmutadores, es decir que [A, F3 + C'] = [A. B] J- [A, C]. por lo tanto 

el término menor en el paráiuct.ro 1/m es aquél debido a mf/, siendo éste del orden 11-l 

en el pnn\,net ro de corle. En conclusión. si lo <7110 se quiere es hacer el desarrollo hasta 

(1/m)", se .lcbcn considerar n J l términos en J,, serie. En este caso. Lomaré los primeros 

cuatro términos en el desarrollo para ejemplificar la uí.ilidad del método. 

] lacienrlo simple álgebra se obtienen los siguientes resultados: 

i[S. !!] 
.. , ,- 
2 [S. [ S, H] I 

·3 
;11s. ¡s, ¡s, 11111 = 

·.J 

'.,! [S, [8, [S, [S'. Hj]]J 

¡3 [ [ l ., -{} + - O.,- -1 -f/1?" 
2m m 

_f/·02 - _l_[•O [1? cJJ - _l_{).J 
2m 8n12 ' ,e 2m' 

{)3 1 . l 
- 6 ., - - (j ·1/}1?·1 + - 48 3f/11?, [1?, [1?,E[jj ni� rrr 1n 
f/1?'\ 

24rn3 
(3.25) 

Con estos resultados se obtiene el siguiente hamiltonia no transformado: 

JI' ( 1?·, 17 1 ) l .d m+- , --- . - , +,---,[1?.[17.-JJ 
'2111 81n·J 8111- 

3 03 l 
+- 2· [0.f[-- . - ., 1 --3.1[1?.[11.j1?.:]]] m ,3m- 48m 

(3.26) 

En la referencia. [6I desprecian el último término de la ecuación (3.25) ya. que es rle menor 

orden que el mínimo establecido al principio ele esta. sección. Hasta. ahora había dejado 

vivir ese tén11i110 ya que surge naturalmente clel cálculo algebraico del hamiltoniauo, pero 

a pa rt.ir de ahora lo despreciaré como usualmente se hace. r\l hacer esto, el hnmiltoniano 

trausformado queda: 

H' ( ,?2 ,:1-1 ) 
/1 m+---- 

2rn 8m3 

1j ¡)3 
+- ' [11 Ej-- 2m ' 3m2 (;J.27) 

Los términos riel segundo renglón del hamiltoniano transformado son tocios los términos 

impares que sobreviven a la transformación. Aquí aparentemente se eliminaron los impa 

l'l'S ele los órdenes cero y tres rlel parámetro 1/m. pero hay que tener en cuenta que se 
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Con estos resultados se obtiene el siguiente hamiltonia no transformado: 

JI' ( 1?·, 17 1 ) l .d m+- , --- . - , +,---,[1?.[17.-JJ 
'2111 81n·J 8111- 

3 03 l 
+- 2· [0.f[-- . - ., 1 --3.1[1?.[11.j1?.:]]] m ,3m- 48m 

(3.26) 

En la referencia. [6I desprecian el último término de la ecuación (3.25) ya. que es rle menor 

orden que el mínimo establecido al principio ele esta. sección. Hasta. ahora había dejado 

vivir ese tén11i110 ya que surge naturalmente clel cálculo algebraico del hamiltoniauo, pero 

a pa rt.ir de ahora lo despreciaré como usualmente se hace. r\l hacer esto, el hnmiltoniano 

trausformado queda: 

H' ( ,?2 ,:1-1 ) 
/1 m+---- 

2rn 8m3 

1j ¡)3 
+- ' [11 Ej-- 2m ' 3m2 (;J.27) 

Los términos riel segundo renglón del hamiltoniano transformado son tocios los términos 

impares que sobreviven a la transformación. Aquí aparentemente se eliminaron los impa 

l'l'S ele los órdenes cero y tres rlel parámetro 1/m. pero hay que tener en cuenta que se 

:1.2. 'I'rausfor maclón FW con un potencial 17 

Para el 11-ési,110 término tenernos 11 coiunutadores, lo que siguific» que cada producto 

do la .uultiplicación tendrá S' a ¡,. potencia n multiplicando a 11. Cada potencia ele S 

aporta 1/m, entonces tengo (1/m)». El hamiltoniano tiene para este interés. dos térmi 

nos: uno con m (m{l) y otro sin ella(€+ .fJ). Corno sabernos, el conmutador ele la suma 

es la suma ele los conmutadores, es decir que [A, F3 + C'] = [A. B] J- [A, C]. por lo tanto 

el término menor en el paráiuct.ro 1/m es aquél debido a mf/, siendo éste del orden 11-l 

en el pnn\,net ro de corle. En conclusión. si lo <7110 se quiere es hacer el desarrollo hasta 

(1/m)", se .lcbcn considerar n J l términos en J,, serie. En este caso. Lomaré los primeros 

cuatro términos en el desarrollo para ejemplificar la uí.ilidad del método. 

] lacienrlo simple álgebra se obtienen los siguientes resultados: 

i[S. !!] 
.. , ,- 
2 [S. [ S, H] I 

·3 
;11s. ¡s, ¡s, 11111 = 

·.J 

'.,! [S, [8, [S, [S'. Hj]]J 

¡3 [ [ l ., -{} + - O.,- -1 -f/1?" 
2m m 

_f/·02 - _l_[•O [1? cJJ - _l_{).J 
2m 8n12 ' ,e 2m' 

{)3 1 . l 
- 6 ., - - (j ·1/}1?·1 + - 48 3f/11?, [1?, [1?,E[jj ni� rrr 1n 
f/1?'\ 

24rn3 
(3.25) 

Con estos resultados se obtiene el siguiente hamiltonia no transformado: 

JI' ( 1?·, 17 1 ) l .d m+- , --- . - , +,---,[1?.[17.-JJ 
'2111 81n·J 8111- 

3 03 l 
+- 2· [0.f[-- . - ., 1 --3.1[1?.[11.j1?.:]]] m ,3m- 48m 

(3.26) 

En la referencia. [6I desprecian el último término de la ecuación (3.25) ya. que es rle menor 

orden que el mínimo establecido al principio ele esta. sección. Hasta. ahora había dejado 

vivir ese tén11i110 ya que surge naturalmente clel cálculo algebraico del hamiltoniauo, pero 

a pa rt.ir de ahora lo despreciaré como usualmente se hace. r\l hacer esto, el hnmiltoniano 

trausformado queda: 

H' ( ,?2 ,:1-1 ) 
/1 m+---- 

2rn 8m3 

1j ¡)3 
+- ' [11 Ej-- 2m ' 3m2 (;J.27) 

Los términos riel segundo renglón del hamiltoniano transformado son tocios los términos 

impares que sobreviven a la transformación. Aquí aparentemente se eliminaron los impa 

l'l'S ele los órdenes cero y tres rlel parámetro 1/m. pero hay que tener en cuenta que se 
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despreció un termino que es impar .\' de orden tres en el parámetro. 

18 

Si idcnt ilicamos términos, este nuevo hamlltoniauo se puede escribir ele la siguiente rna 

uera: 

TT' = (3m 1- e' -1 -{)' (3.28) 

Co1110 deseamos eliminar los términos impares del orden uno ele] parámetros. debemos 

aplicar una trnnsformación 11H\s. Para elegir el operador S simplemente seguirnos la tónica 

de la transformación anterior. Esto es, 

'(3 '(3 ( 1 ,Oº ) S' - -i 1?' - -·i ' rJ 
1 
e - ") 2m 2m 2m [ ] ;Jmº 

De la misma manera que antes, el nuevo harniltoniano será: 

(3.29) 

(3.;JQ) 

Para obtener los términos ele esta nueva transformación hace f'c1llé1 realizar muchos cálculos 

algebníicos. r,n aras de ahorrarme estos cálculos implementé un programa rara calcular 

los términos (detallado en el apéndice B). El resultado obtenido haciendo el corle según 

el criterio del parámetro 1/m y el criterio establecido al principio de esta sección obtengo 

el siguiente harniltoniano transformado: 

JT" ¡1m +E'+ l'.._¡,o', é'] 
2m 

= (1m -1- ."' -1- 1?" (3.;JJ) 

El objetivo de esto l'rn ilustrar el proceso hasta orden tres en el paráinet ro. por lo que 

una tercera transformación es necesaria. Siguiendo el mismo proc:eclimicnto se obtiene el 

siguiente hamiltoniauo que. en principio, no contiene términos impares hasta orden dos 

del parámet.ro y el otro criterio de corte nos lleva a un hamiltoniano que 110 contiene 

términos impares hasta orden menos tres de la masa. l·�ste hamiltoniano es corno sigue: 

( ,0' ,o-1 ) 1 
f-1"' = f3 m + - - - 3 -1-, - - , [1). [1?. -ll 

2m 8m Sm- (;LJ2) 

Este nuevo hamiltoniano está listo para ser utilizado con los términos pares e impares que 

se tengan en un problema dacio, que es lo que se hará en el capítulo 4 más adelante. lJ11 

enfoque distinto a este procedimiento se presenta en el apéndice B. 
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Antes de continuar, reescribiré el ha miltoniano ele la ecuación (3.32) haciendo uso del 

campo conservativo E, que 0s el campo asociado al potencial \/. Para esto, analizo los 

términos por separado de 1,, ecuación (3.:32): 
í)� (a· pf o ¡r 

= 
2m 2,n 2rn 
1/ 1 ¡r' 
8m3 = 81113 (:3.33) 

Nótese que el operador pes un operador diferencial, por lo que para poder obtener los re 

sultados conectas utilizaré tJJHt función prueba cualquiera que llamaré F. De esta manera, 

los conmutadores estarán operando sobre la función prueba y los operadores diferenciales 

generaran términos "extras". Co11 esto tengo que: 

la· p. \/]F o· p(\/F)-\/o · pi" 

(a· p\/)F 1 \/(o· p/,.) - \/(a· pF) 

(a· p\/)F (3.3-1) 

Identifico el término E= -"v\fy tengo: 

lo · p, \/] = ia · J.; 

Finalmente. tengo que 

lo· p. ia · EIF =in· p(a · 1.;F) - ia · Ea · pF 

(3.:35) 

(3.:16) 

J laré uso de 1,, siguiente relación, que es una generalización ele la ecuación (2.1:1) y que es 

obtenida e11 PI apéndice 1\: 

l (a· A)(n · 13) =A· 13 -1 -(n x a)· (A x 13) 
2 

Para que el conmutador quede: 

l i 1 1 -- .,[o· p.·ia. g¡ = -- -)s · � x E+ -- .1s •Ex p+-- . ., v7. g �,u- 4m- :.lm- 8m- 

(3.:37) 

(3.38) 

Incorporando las ecuaciones (3.33), (3.:16) \' (3.:38) en (3.:12) obtengo el hamiltoniauo 

transformado, que es". 

( ,, 1 ) ' ,,, ¡r p 1 1 1 
ll = 11 m + - - -- -1- \/ - --s ·" x E - --s · E x p - --"•E 

'2m Sm3 4m' 2m2 8,112 
(3.39) 

l.os términos r-xt ra en J,1 PCt1ac1611 (51) de la referencia [G! aparecen por el hecho do qUP csuin tratando 

con un cmupo ,•lécl rico y s11 campo magnér leo asociado. En nucst ro caso, el dPI oscilador anuónico, estos 

términos 110 cxist« .. n y los omití desde el principio. 
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Antes de continuar, reescribiré el hamiltoniano de la ecuación (3.:32) haciendo uso del 

campo conservativo E. que os el campo asociado al potencial \/. Para esto, analizo los 

términos por separado <le la ecuación (3.32): 
tJ'2 (o· pf o ¡r = 2m 2m 2m 
O' v' 

Rm3 == 
8rn3 (:3.J3) 

Nótese que el operador p 0s u11 operador diferencial. por lo que para poder obtener los re 

sultados correctos utilizaré una función prueba cualquiera que llamaré F. De esta manera. 

los conmutadores estarán operando sobre la función prueba y los operadores diferenciales 

generarán términos "extras". Con esto tengo que: 

[o· p, \/]F u·p(\/F)-\/o,p/7 

(o· p\/)F 1 \/(o· p/•') - \/(o· pF) 

= (o· p\/)F 

Identifico el término 1� = -'v\/y tengo: 

[o· p, \/J =in· E 

Finalmente. tengo que 

fo· p. in· l�[J,' = in · p(o · 1.;F) - io ·Ea· pi" 

(:L35) 

1 laré uso de la siguiente relación, que es una gencralizar-ióu ele la ecuación (2.1:3) y que es 

obtenida en t>I apéndice 1\: 

l (o· A)(o · 13) = A -13 -1 -(n x o)· (A x 13) 2 
Para que el conmutador quede: 

l i l l 
-- .. 

1[0 · p.·iu. g¡- -- -)s · '7 x E+ -- .,s •Ex p+-- . ., 'v • E 
t;11,- 4m- '2m- 8m- 

(:3.:37) 

(:3.J8) 

Incorporando las ecuaciones (3.33), (:l.%) y (3.38) en (3.32) obtengo el hamiltoniano 

transformado, que es*: 

fT"' = 11 (m + )J� - L) '2m 8m3 
i I l -1- \/ - --s · 'v x E - -- . s · 8 x p - --'v, 8 

4.m' 2m:! Hw' (;3.39) 

l.os t érminos extra en Id ecuación (51) de la referencia [G] Aparecen por el hecho <le que ost én tratando 

con u11 carupo c·l<:'ct rico y su campo mag11ét ico asociado. En nucst ro caso, el dPI oscilador anuóuico, c::.t U!:> 

términos 110 cxistr-n y los omití desde el principio. 
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(3.33) 

rJ2 (o· pf = 2m 2m 
{} 1 )J 1 

8m3 81113 

Antes de continuar, reescribiré el hamiltoniano de la ecuación (3.:32) haciendo uso del 

campo conservativo 8. que es el campo asociado al potencial V. Para esto. analizo los 

términos por separado <le la ecuación (3.32): 
p2 

2m 

Nótese que el operador p es un operador diferencial. por lo que para poder obtener los re 

sultados correctos utilizaré una función prueba cualquiera que llamaré F. De esta manera. 

los conmutadores estarán operando sobre la función prueba y los operadores diferenciales 

generarán términos "extras". Con esto tengo que: 

[o ·p. \/]F o·p(\/F)-\/o·pF 

(o· p\/)F 1 \/(a· p/•') - \/(a· pF) 

(a · p\/)F 

Identifico el término E= -'v\/,1• tengo: 

Jo · p. V[ = io · B (:L35) 

Fiuahnem.c. tengo que 

[o · p. io · E[F ia • p(a • EF) - ia • Ea • pF (:1.:36) 

J laré uso de la siguiente relación, que es una generalización ele la ecuación (2.1:3) y que es 

obtenida en Pi apéndice f\: 

1 
(a· A)(a · 13) =A· 13 + 2(o x a)· (A x 13) (:L37) 

Para que el conmutador quede: 

l i J 1 -- , Jo · p. io · e] - -- ., s • 'v x E + - , - ., s • E x p + -- ., 'v • B 
8111- 4m- 2m- 8m- (3.:l8) 

Incorporando las ecuaciones (3.33), (:3.:rn) y (3.:JR) en (3.:32) obtengo el hamiltoniauo 

transforruado, que es"': 

rr111 = 11 (m + P� - L) 2m 8m3 

i 1 1 -1 \/ - --s · 'v x J<; - --s · E x p - -- 'v · 8 4.ni:1 2111:1 Hn,:2 (:3.39) 

· l.os términos extra en la ecuación (51) de- ];t referencia [G] aparecen por c•I hecho <le que csuin tratando 

con un n1111po oléct rico y su campo magnético asociado. En nuestro caso, el del oscilador armónico, estos 

términos 110 0xi�IP11 y los omití desde el principio. 



3.3. Transformación para sistemas de N partículas 

Dondes os el operador del cspin ele la partícula definido por 

1 
S = --U X O 

I[ 

20 

(:1.40) 

Ahora bien, analizando los términos que están en la ecuación, notarnos la presencia del 

rotacional ele! campo. Dacio que estamos tratando con un campo conservativo (el del 

oscilador armónico). este término se hace cero. Con esto. la ecuación para el hamiltonia no 

transfcrmado queda: 

( • 1 ) 
'" JY V rr = /1 m + - - -- 2m 8m3 

1 1 
V - --s · E x p - --'v · E 

2m·2 8rn2 
(:1.41) 

'I'ransforrnación para sistemas de N partículas 

El siguiente paso es considerar la transformación F\Y para 1111 sistema de partículas. La 

ecuación ('.2.:22) nos dice cómo es el hamiltoniano para dicho sistema. Ahora, si deseamos 

aplicar una transformación F'\\' con el operador S's tendríamos que aplicar 11110 por cada 

partícula. es decir: 

(3112) 

Ahora bien. dacio que los momentos y las posiciones ele las diferentes partículas son indc 

pendientes entre sí (o bien. son medibles simultáneamente) el operador .'35 conmuta con 

1-lq para s / q. entonces. cada operador actúa solamcnr.o sobre su hamiltoniano asocia 

do, por lo que la transformación de la suma ele los ha milto nianos de cada partícula se 

convierte en la suma ele las transformacíonos de cada part.ícu!a. es decir, 

J-1 'tofo/ = 1-1; 1 11.; 1- ... + rr:v (:l.43) 

Al aplicar uausformaciones sucesivas al hamilt.oniano corno se hizo en la sección (:J.2). 

el resultado sigue siendo el mismo, es decir. se siguen haciendo las transformaciones su 

cesivas sobre el hamiltoniano asociado a la transformación y el resultado os la suma de 

los hamiltoniauos ele cada partícula transformados cuantas veces se desee. l•:ste sencillo 

resultado será de gran utilidad más adelante. 

'\átese que el potencial, en general, depende ele tocias las coordenadas. así que éste sí se 
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,·e1·í;1 afcrt ado por los términos cruzados que se generan en (:i.4.2), sin Clllbargo. estos 

efectos serán ele un orden mayor al especificado al inicio de este capítulo. por lo que esos 

términos no sou tomados en cuenta y el hamiltoniano transformado queda como la ecua 

ción (:3.4:3). 

En la sección (4.2) se discute el problema de dos partículas con un potencial de interacción 

entre ellas del tipo oscilador armónico. En ese caso. el termino ! L:: 1 V5.q se convierte 

si111pl01110nte en \/, el potencial de atracción entre las dos partículas. Adelantándome 1111 

poco mencionaré que de generarse los términos cruzados con ese potencial, el término de 

menor orden en el parámetro de energía del campo mult.iplicado por la energía cinética 

será del orden ele p4\/. lo cual está más allá del orden considerado en este trabajo. 
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Capítulo 4 
Problema de 2 cuerpos 

4.1. Oscilador armónico 

C:onsicle,·aré en este capítulo el problema ele dos partículas relativistas ele masas igua 

les y espines iguales con un potencial de interacción del tipo oscilador armónico. En el 

capítulo anterior se obtuvo el ham.ltoniano transformado ele un sistema de \l partículas 

con u11 potoucial quo sólo rlepcnde de las posiciones relativas entre las particulas. 

L,1 interacción entre dos cuerpos 110 tiene por qué ser del tipo del oscilador armónico; 

011 general. puede ser cualquier tipo ele potencial. corno el electrostático o el gravitacional. 

Para justificar el uso ele un oscilador armónico como potencial ele interacción considero 

un potencial cualquiera V que tiene un pozo ele potencial alrededor del punto 1:0, que es 

un mínimo relativo. Tomo el desarrollo en serie de Taylor do este potencia: .I' obtengo lo 

siguiente: 

I - I . dV 
1 

. - . - d' \/ 
I 

. - . 2 \ - 1 (.1.0) + (.1; 1,0) 1 , ( x 1,0) + ... d.1; d.c" :to xo 
(<'l.l) 

El término con la primera derivada del potencial evaluada. en .1:0 debe ser exactamente 

igual a cero ya. que .t0 es un mínimo de V. Por otro lado, si las oscilaciones alrededor clcl 

mínimo son pequeñas. entonces los ténuinos de grado mayor a 2 en (.1: - .1:0) se pueden 

despreciar .1· finalmente obtengo que c!I potencial es do la forma: 

V c:e \lo I C'(x: - .to)' (�.2) 

Donde C es igual a la segunda derivada clel potencial evaluada en el mínimo y V0 es el 

potencia] evaluado en el mínimo. Si redefino el coro del potencial (a final ele cuentas lo 

importante y medible es la diferencia ele potencial) y pongo xo igual a cero (cambio de 

sistema de coordenadas, pero como ya. se vio antes la ecuación ele Dirac es covariaut.e 

ante estos cambios) obtengo que \/ c:e C'x2, que es justamente la forma de un polencial 
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Es por esto que en la región alrededor del mínimo se puede aproximar cualquier po 

i.encial con un pozo con el del oscilador armónico. que es lo que se liar� en la siguiente 

sección. 

t1 .2. Ham iltoniano de un oscilador armónico 

Es tiempo de introducir el hecho de que es un sistema ele dos particulas. Para esto 

considero lo siguiente: dacio que l,1 ecuación ele Dirac es covaria nt c ante cambios ele sis 

tema ele coordenadas, realmente no importa en cuál sistema de 1,, infinidad posible haga 

las mediciones. la forma ele la ecuación y ele los operadores será la misma. Entonces es 

cojo como sistema de referencia aquél en el que el origen está en el centro de masa del 

sistema. Clásicamente. el movimiento del sistema corno un Lodo. es decir, la traslación 

del centro de masa. no es ele relevancia alguna por lo que la elección ele este sistema ele 

referencia 110 implica pérdida ele información valiosa, Helativísticamcntc. lo que se hace es 

tornar el centro de momento, que se mantiene invariante ante velocidades relativas entre 

el sistema de medición y el sistema riel experimento. L,1 ventaja de est« sistema ele refe 

rencia sobre cualquier otro reside en que. corno las masas de las dos partículas son iguales. 

el centro de momento se encuentra justo a la mit arl de la línea que une a las dos partículas. 

Si el sistema coordenado a partir ele! cual se están haciendo estas mediciones es el centro 

do momento. se cumple que p1 =-Pe= p. Para. obtener el hamiltoniano del sistema si111- 

plernente sumo dos ha miltonianos corno el ele la ecuación (:3.41), uno para carla particula 

y. utilizando todo esto .v el hecho de que el campo es la derivada espacial del potencial. 

I•! = -ip\/. obtengo que el hamiltoniano ele! sistema bajo tres transformaciones sucesivas 

F\Ves: 

11' 2,1 (m + _ ¡;_ ·, - _P_4_) + \/ - - 1- . S ·Ex p - - 1-v' E 
· 2m i<m3 2m' 1im' 

(4.3) 

Donde S = s1 + s, y. además. utilicé ¡31 =- ,h lo c:ual. si bien es pract.icanu-ntc cierto. 

formalmente no lo es, pues las $s deben ser expresadas en términos de los subcspacios 

vectoriales de cada una de las partículas. Para el propósito ele este trabajo. basta con 

considerarlas iguales y con esto la ecuación (4.3) representa el hamiltoniano para. este 

,1.2. Harniltoniano de u11 oscilador armónico 

ele oscilador armónico. 
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Hasta ahora lo único que he dicho sobre el potencial es que dehe ser debido a un campo 

conservativo (lo cual está hasta cierto punto implícito ya que sólo los campos conser 

vativos se pueden escribir como el gradiente ele un potencial). Es tiempo ele hablar del 

potencial en sí. Como dije al principio ele este capitulo, el potencial será el ele un oscilador 

armónico. es decir, \/ = ¼w"nn". La razón para el factor 1 ¡,1 ser;í, explicada un poco más 

adelante, en la siguiente sección. Lo siguiente es, brisica meute, derivar: 

., 
v'¡\/ 

1 .·, -E.,= E= -v'V = --mw-r - 2 
·) 3 •) 

= v'.; \I = -711.,;· - 2 ( 4 .4) 

Con esto se puede obtener el hamiltouiano del sist oma. que resulta: 

' ( pe p' ) l ., ., .,;' :1ce1' H = 213 m 1 - - -- + -·111.,;-•,-· + -S · L-/- - 
· 2111 8m3 4 4m Rm (4.5) 

El término L. el momento angular. aparece debido a su definición, L = r x p. No hay que 

olvidar que el hamiltoniano en la ecuación ele Dirnc act.úa siempre sobre un 4-spinor, es 

clecir, un vector columna con cuatro entradas, por lo que cada término del hamih.oniano 

debe ser t111c1 matriz ele 4 x 4. Ahora bien. el prirner término tiene una /3 a su izquierda 

que hace evidente esta caractenstica matricial. sin embargo, los demás términos parecen 

ser simples escalares: no Jo son. Cada uno ele estos términos está impiicitauicute acom 

panado de una ma triz unidad de 4 x 4, excepto el término S · L. cuyo caráct er matricial ya 

está explícito. Además. recordando lo dicho en la sección :3.1. sólo estaremos trabajando 

con las componentes de arriba. (o las ele abajo) de la ecuación ele Dime y. según la ecuación 

(2.(i). esto implica tornar la matriz, unidad de 2 x 2. IR cual quedará de manera implícita 

en el luunlltoniano. Ue desearse trabajar con las componentes inferiores del tl-,'spinor. sólo 

habría que tomar la matriz unidad y multiplicarla por menos uno. ya que las componentes 

inferiores de i3 son negati vas. 
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Lo siguiente será hacer dos cambios de variable con la finalidad de obtener un ténnino 

familiar cuyos elementos ele matriz son conocidos. Estos cambios ele variable son los si- 

guientes: 

7r = P, w 
fmw 

(J = V 2r (4.6) 

Los cambios do variable. si bien alteran las unidades ele los operadores (agregamlo un 

1/e\/ a carla término). dejan las matrices ele los operadores con la misma lorma que los 

operadores anteriores. Haciendo eslos cambios ele variable y un poco de álgehrn se llega 

al siguiente hamiltoniano: 
. ') •) .... 

, .'lw· w (-� 2) w· w· 4 1-1 =2m+-+- " +p +-S·L---rr 
8m 2 4m 16'111 

(4.7) 

Y fue justamente m1 esa álgebra que el factor 1/4 en el potencial muestra su utilidad 

puesto que sin él no se habría llegado a los dos términos en el parent.esis y 110 es ninguna 

casualidad que estos términos sean iguales al hamiltoniano ele la ecuación de Schrodinger 

para el oscilador armónico cuyos oigoncstados y elementos de matriz son bien conocidos. 

13stos son[7]: l ( ., .,) ( 3) 2 ,r· +v [n.1) = 2n 1 1 l· 2 [n,1) (4.8) 

¡.;¡ término S · L no es más que el término de acoplamiento espin-órbita. Los elementos 

para este operador se pueden obtener de lc1 siguiente manera [5. sección ;31. pg. ü9J: 

l_)riinero considerarnos e! siguiente producto escalar: 

(S+LJ"=82 1 L2+2S·L ( 4.9) 

Sabemos que el momento angular total ele una partícula es la suma ele su momento angular 

orbital ,v el espin. es decir, .1 = S I L. entonces el lado izquierdo de la ecuación anterior 

no es m.is que! el momento angular total al cuadrado. Despejo el último término del lado 

derecho para obtener la siguiente identidad: 

1(., ., '') S · L = - J· - S· - L- 
2 (4.10) 

Los operadores del lacio derecho tienen eigenvalores[5[ conocidos, como cualquier cantidad 

ele "momento m1gular" 1 que son j(j 1- 1), s(s + l) y l(l 1 1)1 respectivamente. por lo que 

tenemos que se cumple lo siguiente: 
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S · l.]». l) = 2 (.j(j + l) - ,(s + !) - l(l + 1)) [n.1) (<1.1 !) 

1.:1. Espectro de energía 
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familiar cuyos elementos ele matriz son conocidos. Estos cambios ele variable son los si- 
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4.:l. Espectro de energía 2G 
Los primeros dos términos de la ecuación (Ll.7) s011 escalares, por lo que no representan 

problema alguno, entonces lo último por dctorruinar para poder convertir el hamiltoniano 

en una matriz numérica es el último término ele esta ecuación. Para obtener la contribución 

de ,.-1 a dicha matriz. primero hago la siguiente separación int,rocluc:icndo el desarrollo de 

la unidad: 

(11'/lr."'lnl) = ¿ (11'/l,."ln"l")(11"l"l,.'Jlnl) 
1111 ,/11 

(4.12) 

Sin embargo. debido a. que el operador 1r' no cambia el momento rnigular l del estado, ele 

la sumatoria sobre I" el único término que contribuye es el do l" = l, dejando solamente: 

(n'll1r�l11l) = ¿(11'llr.2111"i)(n"il1r2111i) 
n" 

( 4. LJ) 

Los elementos ele matriz del operador 1r2 los obtengo como en [4]: a pan.ir ele] luuuiltoniano 

del oscilador armónico TT08 = c!, (p' + r2), obtengo: 

p' = 21los - r' (4.14) 

Los elementos ele matriz del hamiltoniano del oscilador armónico son bien conocidos y 

los del operador r2 vienen en el libro antes citado, los cuales so obtienen a partir ele las 

funciones de onda del oscilador armónico resolviendo las integrales pertinentes (apéndice 

C). Los elementos buscados están dados por 

(n'll1r2lnl) = Jn(n t- l 1 1/2)<5,,,,,,_1 

1 (2n 1 1-! ;s/2)6,,,,,, 

+J(n -1 1)(11 1 i 1 ;1/2)6,,, n+l (4.15) 

Aquí se hizo uso de la ortogonalidad ele los cigenestaclos del oscilador armónico. Los 

t:'IPtnl'11tos matriciales del operador ri4 se obtienen mediante la multiplicación do dos can 

t idadcs como las ele la ecuación (4.15) y son: 

(111i¡,.·1¡nl) = Jn(n - 1 )(11 + i + 1 /2)(11 + l - l/2)6,,,,,,_2 

+(4n + 2i + 1)J11(11 +I + 1/2)b,,,,,_1 

+[(2n t l + 3/2)(211 + l + 5/2) + 21t(11 + { + 1/2)]011,,11 

+(411 + 21 + 5) J(n + l)(n + 1 + ;3/2)8,,,,,,+1 

1 J(n + 1)(11 1- 2)(11 + l + 3/2)(n + 1 + 5/2)ó11,_,,+J ( 4 .16) 
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'1.4. l\llét.odo p or t u r bat.ivo 27 

Con los resultados de las ecuaciones (4.8), (4.10) y (4.rn) se obtienen los elementos de 

matriz del hmniltoni.mo de la ecuación (4.7) utilizando los eigenestados del oscilador 

armónico ele 111 ecuación ele Schrodinger. 

4.1. Método per t.urbat.ivo 

len l,1 sección anterior obtuve los elementos ele rn111 ,ü clel hamih.oniano t rausforma 

do utilizando los eigcnestados del oscilador armónico cuántico conocido. ,\ continuación 

trataré ese hamilt.oniano corno el hamiltoniauo ele] oscilador armónico con un término de 

menor orden, el cu11I consideraré como una perturbación al sistema conocido. Cn otras 

palabras, tengo la. siguiente ecuación: 
•) � � 

1 , :{w· w· .,, c.,.)., 
/-/ - 2111 - -- = I-f05 + -S · L - �-r,-l = f/0, 

8m 4111 16·111 
1 /( ( 4. 17) 

La justificación para esto viene ele recordar que se están usando unidades tales que e 

ñ = l. entonces el parámetro � rcahnente, c11 unidades no naturales. es }��1, que es una 

cam.idad pequeña, entonces, en efecto, el término I< es pequeño comparado con los ele 

JJ0,. Ahora aplicaré teoría ele perturbaciones hasta segundo orden. ya que este término es 

ele grado 3 en el parámetro �- que hasta ahora ha sido uno de los dos criterios ele corte 

de las series. Los primeros dos órdenes ele la corrección a la energía son ( ecs. 38.(i y ;38. 1 O 

d,, [5. usando diferente notaciónj): 

H'i�l = (n/JJ<Jnl), ,(�) ,' J(n/J T(Jn'l')I' 
[ [ 05 - L., '-'--"-�-� 

E111. - En'!' n' ,11 
(4.18) 

Como en la referencia citada, la comilla en el símbolo de la sumatoria significa que el 

término L = L'. 11 = n' so omite ele la sumatoria. 

1\I aplicar 1,, ]( ele la ecuación (4.17) obtengo que: 
•) w- 
- 8 Jj(j+l)-s(s 1 1)-1(1+ i)J 

m 

wé 
[ ( 3) ( 5) --- 2n -1- 1 + - 211 + / + - 

l(in, 2 2 
+ 2n (,1 ..¡ 1 1 

�)] (4.19) 

la corrección n. segundo orden presenta un poco más ele dificultad. Analizaré esto por 

part os. Primero que n.ula. los términos de la ecuación (,1.11) tienen 1111 6,,_,,,61.1, por la 

ortonormalidad ele las funciones ele onda, por lo que los únicos términos que sobrevivirían 
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,1.,1.. Método perturbativo 28 

d0 sumar sobre todos los n' y l' serían cuando n = 11' y l = l'. pero según l;--1 ecuación 

( 1.18) esos tórmiuo» no csi áu en la sumatorin. por lo que tocio el término de S · L que 

da fuera. Con esto. solamente quedan los elementos ele ,,-1 en juego. A hora bien, co1110 

mencioné antes. el operador "1. al actuar sobre los estados del oscilador. no altera ele 

ninguna 111a11ern el estado del momento angular orbital. por lo que existe una implicita 

óu•• Esto 110 es ningún problema siempre y cuando se omita de la sumatoria el término 

11 = 111. lo que significa que el tercer renglón de la ecuación (4.16) queda fuera. Los otros 

cuatro términos (o renglones) son los únicos que sobreviven para conformar la corrección 

a segundo orden: es decir que la sumatoria que teóricamente es hasta el infinito sobre 

ladas las n' se reduce ,1 cuatro términos (dependiendo del valor de 11) que son aquéllos 

en los que 11' cliliere de 11 por ±2 y ±l. Juntando lo recién dicho y las ecuaciones (4.8) y 

(4.16) obtengo la corrección a segundo orden de IH energía: 

�3., (2n-t I+�) [911 (n+l 1 �) 16m- 2 2 

� 2 
( 

211 1 l -1 
�) ( 

2,1 1 1 1 �i ) l 
(4.20) 

Sumando las correcciones a la energía .I' pasando las constantes al lado derecho de la 

ecuación (-1.17) obtengo: 

( 4.21) 

¡\ partir de esta última ecuación se puede obtener el espectro de energías d,, un sistema 

de dos cuerpos con 111as,1s iguales y momentos angulares totales S. L y .1. Para hacer 

esto es necesario obtener 1111 valor para el parámetro libre w. Esto lo haré de la siguiente 

manera: tornaré los datos experimentales [9] para los valores de las masas de los estados de 

decaimiento del botloniwn (sistema conformado por tui quark bolioni y su a ntipmucula) e 

igualaré estos dalos al espectro ele energía ele la ecuación (4.21) con los números cuánticos 

adecuados y con esto podré obtener valores numéricos para w. Esto se hará en el siguiente 

capítulo. 

4.,1. Móto do pcrturbativo 28 
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Capítulo 5 

5.1. Sistema físico 

Aplicacioti al botionium 

En este capítulo se aplicará el modelo desarrollado c11 los capítulos anteriores a un 

sistema físico bien determinado. 

El modelo ostáudar clasifica IHs partículas existentes en dos grnpos básicos: leptoncs y 

quarks que son partículas elementales, y los hadrones que son partículas compuestas, que 

a su vez está» divididos en mesones y barionos. Entre los quarks se encuentran los cons 

tituyentcs de los sistemas que se estudiarán en este capítulo. Los quarks de tipo cliarni 

y bouom son el tercero y el segundo más pesados. respectivamente. sólo superados por el 

quark tipo IOJJ. La interacción entre clos quarks es mayormente del tipo Fuerte, estudiada 

por l,1 QCD ( Cromoduuunica ciuuiiico. por sus siglas en inglés) y cuya forma exacta va 

más allá de la intención ele este desarrollo. 

Los hadrones. clasificados en mesones y bariones, son partículas compuestas de dos y 

tres quarks, respectivamente. Los barrones son los más ampliamente discutidos. pues en 

tre ellos se encuent ran los protones y neutrones, Los mesones, por otro lado. incluyen 

sistemas ele dos quarks como el channoni.wn y el boltonium. que están compuestos <le 1111 

quark y su aní.ipart.ícu la. 

En este capitulo se aplicará el modelo desarrollado en los capítulos anteriores a los sis 

temas de clos partículas bolloninm, (hb) y channonimn (ce). Éstos son sistemas de dos 

pan ículas acopladas, que se atraen mutuamente n través ele algún potencial cuya forma 
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5.1. Sistema físic:o 30 

exacta cs. hasta donde nos concierno. desconocida. P.I boitoniuni consta clt' u11 quark del 

Uro boiiom y su antiparticula: el cluinnoniuui consta ele un quark del tipo charm y s11 

anti partícula. 

Dependiendo ele los números cuánticos que el sistema tenga. tendrá un nombre. Así, 

el sistema 1,1, es llamado T(lS) cuando sus números cuá.nt.icos son n = 1, l = O. j = 1, 

pero el mismo sistema es llamarlo 7/0(1S) si, en lugar dP j 1 se t.iene que j = O. Los 

nombres para los diferentes modos ele los sistemas ub y ce se encuentran en [9[. 

Tanto el bolionium como el cha'l'lnonium son conocidos como resonancias. Son sistemas 

con tiempos ele vida muy cortos, mucho más allá ele la resolución Je los experimentos 

actuales. por ello solaruciu.c se pueden detectar indirectamente. Por si fuera poco. tam 

bién tienen enei:gías muv altas, lo cual hace difícil su creación en e mbientes controlados. 

Ilistóricamcnto, el chamwniwn. con masa menor a la del bottouium; fue detectado prime 

ro. Esto sucedió al colisionar clcctronns y positrones (experimento lidcrcado por Burton 

Il ichter [111); se encontró que sin inrnportar las partículas detectadas después de la coli 

sión. había. un pico en la sección eficaz y este pico estaba siempre alrededor de una energía. 

dada. Estos descubrimientos fueron obtenidos simultáneamente por 1111 grupo a cargo ele 

Sarn 'l'ing [JOJ. La interpretación final a este fenómeno l'ue la aceptación del pronosticado 

quark cluirni (Iigado a su ant.iparticu!a}. Dcuás ele esto se encuentra la manera indirecta 

ele medir las propiedades Je la resonancia: el cluirmonium. es un estado intermedio en un 

decaimiento. Cuando interactúan electrones y positrones. éstos forman un estarlo interrne 

dio, el charmonimn, el que a. su vez decae a los constituyentes últimos que se detectan. La 

manera m.is probable de que la reacción deseada ocurra es que los pares electrón-positrón 

tengan una 01wrgfo igual a la. del charmoniuui y de esta manera se lormen las resonancias 

y PS por cst o que en l,1 gráóc:a de Energía vs. Sección eficaz h,iy un pico. 

La figura ,i.l es 11m1 gráfica típica ele Sección eficaz vs. Energía obtenida a partir ele 

los elatos ele los experimentos ele 1975 y 1976 de Burl.on Hichter y Sam Ting donde se 

observa una partícula (resonancia) que había sido predicha teóncamente años atrás [12]. 

Como mencionó antes, los distintos estados o resonancias ele] bouonium están nombrados 
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Figura 5.1: Sección eficaz vs. Enerqia del experimento de Burton Richter. Las tres dife 

rentes gráficas (imágenes originales del artículo publicadas en 1974) corresponden a los 

tres tipos de estados finales más comunes detectados en el experimento. En cada una de 

las gráficas se observa el mismo pico a la misma energía, lo cual es v.n indicador de 11,na 

resonancia. A esta resoruincui le llamaron J /,j;, que es uno de los estados del chormoniuni. 

dependiendo de sus números cuánticos. La figuras 5.1 y 5.1 [9] son esquemas en los que se 

ubican todos los estados del bolioniuni y el chormotuum; así corno sus números cuánticos. 

Las flechas entre los diferentes estados seiialan un posible decaimiento. 
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5.2. Predicción del modelo 
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Figura 5.2: Distintos estados del botionium 

Predicción del modelo 

1 ++ 

En el capítulo anterior obtuve una expresión para el espectro de energía para un siste 

ma de dos partículas acopladas con la misma masa y espín paralelo. Establecidas la masa 

y la energía del sistema, queda el parámetro libre w. Utilizaré datos experimentales para 

obtener valores numéricos para w. Para hacer esto tornaré los estados de decaimiento de 

algún sistema que satisfaga los criterios de masa y espín y ajustaré la w para las energías 
de dicho sistema. 

Como se puede observar en la ecuación (4.21), la ecuación que se obtendría dados E 

y m sería de grado 3 en w, lo que significa que existen tres soluciones. Hay que recordar 
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Figura 5.3: Distintos estados del ctuirmoniuni 

que w representa la frecuencia de oscilación del sistema acoplado, por lo que para usar 

algún valor dado debemos asegurarnos de que respete el significado físico. Por esto, las 

soluciones válidas son aquéllas que son reales y positivas. 

5.2.1. Bottonium 

La masa del quark bol/,om es de m = 4.7GeV y haré comparaciones de las energías 

experimentales con mi espectro de energía teórico. De esta manera encontraré una ecua 

ción cúbica para w y la resolveré utilizando el software Maihematico: Como se verá un 

poco más adelante, todas las ecuaciones me ciarán tres tipos ele soluciones: una negativa., 

una cercana a cero y una positiva. (alrededor de 1). Obtendré el promedio de todas las 

negativas, todas las cercanas a cero y todas las positivas y utilizaré esos tres promedios 

para ver cuál se ajusta mejor a todos los datos experirnentales para determinar así cuál 

de ellos es el mejor y utilizar este valor para otros modos del mismo sistema. del bottoniuui 

para poner a prueba la validez de este modelo. Un ejemplo ele estas ecuaciones cúbicas en 

w a resolver es la. que sigue, que representa a. la resonancia. Y(lS), con números cuánticos 

1011 (nljs) 
7w O= -0.0603 + - - 0.1695w2 - 0.5570w3 

2 
(5.1) 
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5.2. Predicción del modelo 34 

r\ conriuuación presento una tabla con las soluciones a. cada ecuación cúbica asociada con 

los estados 'í. caracterizado» por su momento angular total j = l (tocios los datos están 

en Ge\/): 

Modo Soluciones a la 

ecuación Cúbica en w 

Y(lS) -2.o715 0.0172 2.:H99 

Y(2S) -l.8146 0.1151 l.443(i 

Y(:JS) -1.:3658 0.131:3 1.0316 

Y(4S) -1.09:36 0.1295 0.7985 

Promedio -1.7:36:3 0.0982 1 .4059 

La razón para usar los promedios en luga.r ele cualquiera ele los valores es que el ajuste 

es malo con cualquiera de esos ,·a lores. sin embargo. con el segundo promedio. es decir el 

de uJ = 0.0982C:e\/ se obtienen valores más precisos para todas IRs energías. De cualquier 

manera, a cout.inuación se presentan las energías obtenidas "1 0<'11'�ir del uso de cada uno de 

los promedios de w que son físicamente aceptables; el primer promedio, que es negativo, 

no es físicamente aceptable ya. que w representa la frecuencia de oscilación que no puede 

ser negativa. Todos los elatos están presentados en Ce\/. 

Valores de w !iE = E1eo - Ec,sp 

� 1 ocio 0.0982 1.4059 Experimental 0.0982 1.11059 

Y(lS) 9.7,JL'i 12.4:376 9.46ü:> O 2812 2.977;3 

1(2S) 9. 9;330 1 o.:H 72 10.02;12 -0.0902 0.321[0 

'í(;JS) 10.1215 :3.5:309 10,:)552 -0.2317 -0.82LJ(j 

1( '1S) 10.:306-1 -9.6159 10.57':)4 -0.27:30 

Ciaramcutc se ,,e que el mejor ajuste se logra con w 0.0982CeV C.:011 una desviación 

máxuua de .281 :iC:e\/ para 01 modo Y(lS'), lo cual Có una aproximación bastante buena 

(en [9J se reporta un error experimental global ele ±0.0002oCe\/ para dicho estado), es 

pccialmorue considerando la simplicidad del modelo utilizado. 

Ahora. teniendo el valor numérico para w = 0.0982Ce\/ a la mano, lo siguiente es probar 

este valor con diferentes números cuánticos del sistema bb. Los resultados de estas pruebas 

se muestran en la siguiente tabla: 
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5.3. Li mi tant.es del método ��5 

i\ 1 oda � Iorlelo Experunent a 1 6 ¡.; 

X1>o(lP) 9.8373 9.85')1 -0.0:221 

X1,1(1P) 9.8378 9.8927 -0.0546 

X1>·i(l P) 9.8383 9.9122 -0.0739 

xw(2P) 10.0274 10.2:325 -0.2051 

\1,1 (2P) 10.0279 l 0.2554 -0.2275 

\1,-,(2/') I0.0281 10.2686 -0.2102 

Co,110 se puede observar. los resultados ele cnergí» obtenidos a part.ir dPI v,1. lor J,) - 

0.0982C:eV resultan ser bastante aproximados a los datos experimentales (en [9[ se reporta 

un error experimental global ele ±0.00lG'c\/ para dichos estados). lo cual es indicador de 

que el modelo funciona. 

5.2.2. Charrnoniurn 

l�n esta sección se aplicará el mismo procedimiento que en la sección anterior al sistema 

C('. La masa del quark tipo cliarni es de rn = l.l08G'e\/. A continuación se muestran los 

valores obtenidos para uJ a partir de los modos .i/,·(1S). ·d2S),r¡c(l8) .1· 17c(2S): 

1\ [ocio Soluciones a la ecuación Cúbica e11 uJ 

J /1.'•(JS) -0.7229 0.3255-0.LM7i 0.3255+0.124 7i 

q1(2S) -0.5065 0.22:l l-0. l 081 i 0.22:ll-! 0.1681i 

1/c(l S) -0. 712:2 0.3202-0.066:ii 0.3202 1 0.0665i 

l/c(2S) -0.504 J 0.2219-0.1630i 0.2219+0.1630i 

Corno se puedo observar, ninguno de los valores obtenidos a. partir de este método son 

útiles y,i, que 110 están de acuerdo con el significado físico ele w. El problema con esto 

será discutido con más detalle en la siguiente sección. donde se discuten las limitant.cs del 

mét.oclo utilizado. 

Lim itant.os del mót.odo 

Este método para obtener el espectro ele energías de un sistema de dos partículas 

presenta CÍl'rL>1s limitantes. Es ele esperarse, entonces. que haya ciertos sistemas para los 

cuales 110 arroje buenos resultados. 

5.3. Li m i í.a nt.es del mót.odo �J5 

�lodo �fodelo l�xperi menta 1 6F 

,\1>o(lP) 9.8373 9.85!H -0.0:221 

Xo1(lP) 9.8;378 9.8927 -0.0516 

.n:( 1 P) 9.8383 9.9122 -0.0739 

xw(2P) 10.0271 10.2;325 -0.2051 

X1>i (2P) 10.0279 10.2554 -0.2275 

\i,J2P) I0.028tl 10.26�6 -0.2 102 

Co1110 se puede observar. los resultados de onergía obtenidos a partir del va lor JJ � 

0.0982GeV resultan ser bastante aproximados a los datos experimentales (en [9[ se reporta 

un error experimental global de ±0.00lG'c\/ para dichos estados). lo cual es indicador de 

que el modelo funciona. 

5.2.2. Charrnoniurn 

l�n esta sección se Apii('arA el mismo proceduuiento que en la sección anterior al sistema 

ce. La masa del quark tipo cluirni es de 111 = l.108C:e\/. A continuación se muestran los 
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11c(2S) -0.50,11 0.2219-0.1630i 0.22J9+0.1630i 

Corno se puede observar, ninguno de los valores obtenidos a. partir ele este método son 

útiles ya que 110 están de acuerdo con el signiflcado físico de w. El problema con esto 

será discutido con més detalle en la siguiente sección. donde se discuten las lunitautcs ele\ 

método utilizado. 

Limitant.os del método 

Este método para obtener el espectro de energías de un sistema de dos partículas 

presenta ciertas linutantes. Es ele esperarse, entonces. que haya ciertos sistemas para los 

cuales no arroje buenos resultados. 
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Co,110 se puede observar. los resultados ele energía obtenidos a partir del valor .J.) - 

0.0982C:eV resultan ser bastante aproximados a los elatos experimentales (en [9[ se reporta 

un error experimental global de ±0.00lG'cV para dichos estados). lo cual es indicador de 

que el modelo funciona. 

5.2.2. Charrnonium 

IC:n esta sección se aplicará el 111is1110 procedimiento que en la sección anterior al sist cma 

Ci'. La masa del quark tipo cliarn: es ele rn = l.108C:eV. ¡\ continuación se 1111iestn111 los 

valores obtenidos para w a partir de los modos j/i.:(1S). v(2S).r¡c(lS) y 1/c(2.'i): 

Modo Soluciones a la ecuación Cúbica en w 

J /1. ·(! S) -0. 7229 0.3255-0. J 2 l 7i 0.3255+0.l247i 

v(2S) -0.5065 0.22:31-0.1681 i 0.22:31-t 0.1681 i 

17c(l S) -0. 7122 0.3202-0.0oG:ii 0.3202 1 0.0665i 

l/c(2S) -0.504 1 0.2219-0.1Ci;3Qj 0.22l 9+0. l630i 

Como se puede observar, ninguno ele los valores obtenidos ,, partir de este método son 

útiles .)'>l que 110 están ele acuerdo con el significado físico de w. El problema con esto 

será discutido con más detalle en la siguiente sección. donde se discuten las limitantcs del 

método ut ilizar!o. 

Lim it.ant.os del método 

Este método para obtener el espectro de energías de un sistema de dos partículas 

presenta ciertas limitantes. Es de esperarse, entonces. que haya ciertos sistemas para los 

cuales no arroje buenos resultados. 



5.3. Lirni Lanf.os del rnéiodo 36 

La primera luento de error que debemos ver es el corte de términos, Como so ha es 

tado mencionando desde capítulos atrás. se aplicaron tres criterios do corte. Uno de ellos 

es el de la masa: todos los términos de orden mayor a 3 en el parámetro l/111 fueron cor 

tarlos del hamiltoniano después do aplicar la primera transformación F\V y t,a111bi611 con 

las sucesivas, Este criterio ele corte es aplicable siempre y cuando la masa de un cuerpo 

sea grande. l•:so do grande es relativo: depende de lo que se desea medir y de 1,1 resolución 

del experimento utilizado para medirlo. 

En este caso en particular, lo que deseamos "medir" es la energía total del sistema. Si 

lomo como ejemplo el estado t"(l S) del boito niunt .. entonces la cncrgra es del orden de 

9 GeV. La masa del quark tipo bott.oni es de ,t,7 CeV. lo que significa que 1/m es un 

parámetro pequeño con respecto a lo que se desea medir. '.\h\s aun. el parámetro .a]:», 

que tcrminn siendo el criterio Je corte a final de cuentas, también es pequeño con respecto 

a la energía que se desea medir. 

El problema surge cuando se desea estudiar un sistema como el churrnanriun, La 111>1- 

sa del quark tipo cluirui es de 1.108 Ge V ele tal manera que 1/m ~ 1. entonces los errores 

al 110 considerar los términos de orden mayor son muy grandes. 

Para ejemplificar esto consideraré el estado base (n = l,j = l. L = O, s = l) ele un 

sistema ele dos partículas ele masa ni y energía meclicla experunontalmcnte F;. Corno men 

cioné al principio ele este capítulo, el espectro de energía. cuando es comparado con datos 

expcrimcntalos, resulta en una. ecuación cúbica en w. 1.::n genend. uno puede obtener cst a 

ecuación cúbica que aún dependa ele la energía ele! sistema y de la. masa, de tal manera que 

se tPr111i11a con una ecuación g(m. E. 1c) O que puede ser aplicada a cualquier sistema 

de masa m y energía E. T-'.n el caso del estado base. la. ecuación cú bica es corno sigue: 

7w 5 lw� 1575w:J 
'2m - E 1- - - -- - --- = O 

2 64,n 128m� (5.2) 

Para el caso del charmonium, F; = 3.0969C:e\l y m = l.l08C'e\/. En la figura 5.3 se 

presenta la grá Rea para el caso del clun-mouium. Claramente se ve que esta. ecuación so 

lamente tiene un cero y es en los negativos. por lo que 110 es de utilidad física. Los otros 
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�e•,, g1>111de. l '<o de grnmlP es relntivc: dependo d(• lo que .!>C ,l('.,,·n medir ,1 d,• l,1 re,.oluri,'>n 

rlrl cxpcrun-mo util11ndo pnra medirlo. 

En este cnsc en particular, lo que deseemos -medir" es la rnrrgía total rlol vlstcma. Si 

tomo como ejemple ('I t•�rndo t..'(J.':i) tkl botlomu111. entonce:.< lu (•nc1gín l'S ,1,,1 orden dl' 

q (;('\. 1 a 111a«11 del qunr� tipo bo/10111 l"' de 1.7 Ce\'. lo qur- signilin1 que 1 /m e.,, un 

p¡ir¡ÍJll('tro pequeño CO!I respecto a lo que se d1•,1•11 medir \!¡i, fl\111, ('] j)!lí>Ílllt'lro .J/111, 

que lt'rminn -iondo PI critcrto dt' corw 11 fi1wl dr cu1•11111s. tamhióu 1•:- pequeño con respecto 

a In energía que se 11••-.ra 111cdir. 

El problema surge cuando SI' desea estudiar "n .,,¡Hema como (•I chcJ.111w11111m. La 111>1- 

�.1 riel qunrJ.. tipo cha,,11,.� de 1.1� (;('\" d<' tal manera que 1/m ~ l. entonce-, lo., errores 

al 110 convidcrar los términos de ordeu 11111\'or son mu, grandes. 

l'nra ejemplificar <'Sto COll.!>idcraré el estado h11-.r (11 = I.J 1.1 o.' 1) de un 

sistema dr- 1!0.,, partfculn-, d,;, masa 1/1 y e1wrgí,1 ml'did11 expcriuu-ntalmente / . C'omo men 

doné ,11 prlnr rpio de ._,.,,u, capítulo. e] espectro de t'll•'rgin. cu.urdo <'.� comp,1rndo !'01\ dates 
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5.3. Lirnitantes del método 

dos ceros están en el plano ele los complejos, como se demostró en la sección anterior. 
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Figura 5.4: Ecuucián cúbica para el estado base del charrnonium. Los ceros de la qrájica 

representan los valores de w para el sistema, en cuestión; los ceros que esuin en uulores 

negativos del eje x no tienen valor fisico ya que w es una [recuencui: Aquellas gráficas que 

no tienen tres intersecciones con el eje x representan sistemas que no se pueden describir 

mediante este método. El cliarmonium, con su masa de rri = l.108GeV y energía pura el 

estado base de E = 3.0969GeV tiene una gráfica perteneciente a este grupo; existen tres 

soluciones: una negativa y dos complejas. 

Las figuras 5.3 y 5.3 representan las curvas para las masas del bottonium y charmonium 

respectivamente. En el caso del botionium solamente se encontrarán soluciones físicarnen 

Le adecuadas para la ecuación de w para energías entre O y 12.4455GeV. Si la energía es 

mayor que eso, la única solución real será negativa. En el caso del ctiarmotiium el valor 

límite ele energía es 2.9339GeV, a partir del cual no existen soluciones válidas. 
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5.3. Lirnit antes del rnétodo 
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Figura 5.5: Curva perteneciente a la ecuación cúbica asociada a La resonancia ·V;(lS) del 

bottonium], pero con la enerqia E igual a cero. De esta manera se ve que el punto máximo 

de La curva es iqual a 12.4455, el cual es la cota máxima para la, energía del sistema a, 

describir. El botlonium frene energías menores a ese valor, por lo que este método siempre 
arroja resultados aceptables. 
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5.3. Liinitantes del método 
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Figura 5.6: Curva perteneciente a la ecuacián cúbica asociada a la resonancia J /1/J(lS) 

del cluirmonium, pero con fo cnerqia E igual a. cero. De esta. manera. se ve que el punto 

máximo de la curva es iqual a 2. 9339, el cual es la cota máxima para la energía del 

sistema a describir. El charmonium tiene energías que son mayores a este valor, incluso 

en el estado base, por lo que este método no sirue paro. describir este sistema. 
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Durante el último capítulo se puso " prueba el método que se desarrolló primordial 

mente en el ca.pít,u lo 4. Los resu ltaelos obtenidos a partir del ajuste en el caso del botto 

uium Iucrou bastante satisfactorios, obteniendo errores que. si bien son algunos órdenes 

ele magnitud mayores que el error experimental, pueden ser de utilidad como u11 modelo 

semi-cuantitativo para la predicción de nuevas resonancias ele un sistema ele] tipo quar 

konium. 

Cl método presentó sus limit antes, discutidas ampliamente en el último capítulo y que 

están relacionadas rna,yorn1e11Le con el hecho de que se L\StcÍ tomando 1111 número finito de 

términos en uua serie que so extiendo hasta el infinito. L,HS limitaciouos son muy claras 

y se deben específicamente a dos Iact ores: la energía de la resonancia en cuestión y la. 

masa del sistema que se está. tratando. De cumplirse ciertos requisitos sobre estas dos 

cantidades, el modelo presenta resultados físicamente aceptables y, rtl menos en el caso 

del botiouiuni. accptnblemente precisos. De 110 cumplirse esos requisitos, los valores que se 

obtienen pan, el parámetro libra de interacción carecen ele] significado físico que se le 11a 

dado desde un principio, por· lo que son inaceptables. Claramente el sistema boltonium. 

en todas sus resonancias, cumple con los requisitos y el cluirniouiuni no, por lo que el 

modelo sólo pudo ser aplicado satisfactoriamente al boitoniuni. 

El modelo desarrollado hasta antes del capítulo 4 puede. en prmcrpro. ser aplicado a 

cualquier tipo de sistema que se desee, en particular ciada. la irnplernentación ele] pro 

grama para obtener· el número ele términos deseado en la expansión del hamiltoniano en 

potencias ele l/111., poro el tratamiento matemático requerido para. la obtención de los 

eigeuvalores del hamiltoruano resultante va 111,b allá. ele la intención do esto trabajo. El 

modelo, sin embargo, está ya desarrollado y con eficacia probada e11 ciertos casos, 
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Apéndice A 
Identidad uectorial para el 

producto (a· A)(a · B) 

E11 este apéndice se ruucst.ra que 

1 
(o· A)(o · 13) = A -13 + 2(a x o)· (A x 0). ( ¡\ .1) 

Para mostrar que esta identidad [3] se cumple, utilizaré las matrices de Pauli (T, que se 

relacionan con las matrices o- en (2.5). Estas inauices satisfacen lc1 siguiente relación: 

(A.2) 

Nótese que al sumar la ecuación anterior con una de la. misma. f"orma. pero con los Indices 

i y j intercambiados se llega. a las relaciones de conmutación conocidas para las matrices 

ele Pauli y que también son satisfechas por las matrices o· en (2.:3). 

Dacio Jo anterior, comenzaré por reescribir el siguiente producto: 

(A.3) 

Esta última igualdad se cumple si los operadores A y 13, o más bien. sus componentes, 

conmutan con las componentes ele o . Substituyendo (A.2) en la ecuación anterior obtengo: 

y al operar las deltas fuera del paréntesis obtengo la sigu ientc relación 

(cr · A)(cr · 13) =A· 13 -1- i a ·(Ax 13). 

(A.4) 

( r\ .5) 

1.:.:sta ex presión es prácticamente ( A. l). salvo que necesitarnos eser: birla en tórrn i nos de 

las matrices o. Para ello, tenemos que analizar el lado izquierdo _y el segundo término del 

laclo derecho ele (A.5). Considerando que ele la relación entre las a y las o darla por (2.5) 

rociemos ver que 

(A.6) 
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A. Lde ntid ad vectorial para el producto (o·• A)(o· • B) 12 
entonces el producto (n · A)(o · 13) sustituye a (IT • J\.)(IT • B) c11 un espacio más grande 

indicado por la mauiz unidad. 

Po1· otro lado, podemos ver que: 

donde podernos usar (A.2) y (A.G) para tener 

(A.7) 

( O: X CY )¡,. 

donde se ut.ilizó la identidad: 

C;J).(T¡(TJ l 

C¡jJ_:(-ÍE;jqiTq + Óij) 1 

- 2ilT,:l, (A.8) 

Con esto. podemos ver que la. identidad (A.5) puede ser escrita corno (A.l), que es la 

utilizada en el capítulo :3. Por otro lado, cuando A y 13 s011 el mismo vector s11 producto 

cruz es igual a cero y se recupera. la identidad ele la ecuación (2.1::!). 
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entonces el producto (n · A)(o · 13) sustituye a (IT • J\.)(IT • B) c11 un espacio más grande 
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Po1· otro lado, podemos ver que: 

donde podernos usar (A.2) y (A.G) para tener 

(A.7) 

( O: X CY )¡,. 

donde se ut.ilizó la identidad: 

C;J).(T¡(TJ l 

C¡jJ_:(-ÍE;jqiTq + Óij) 1 

- 2ilT,:l, (A.8) 

Con esto. podemos ver que la. identidad (A.5) puede ser escrita corno (A.l), que es la 

utilizada en el capítulo :3. Por otro lado, cuando A y 13 s011 el mismo vector s11 producto 

cruz es igual a cero y se recupera. la identidad ele la ecuación (2.1::!). 



Apónd ice B 
Proqrcmc de marupulccion 

algebráica 

Utilizaré 1111 programa computacional para obtener el resultado de In ecuación (:L32) 

do la sección :3.2. Usaré FOH,J\1) 18], un lenguaje do programación desarrollado para su 

implementación en Física de Partí cu las poro cuyas operaciones simbólicas son ele gran 

utilidad en esta sección. El compilador para este lenguaje al igual que un manual para. su 

llSO so pueden encentrar en [8]. 

Desarrollé un progranrn que genera todos los términos ele la multiplicación (:1.24) has 

ta el término deseado en la expansión. Este programa se incluye más adelanto. 

Utilizando este programa obtengo todos los términos de la sumatoria. A continuación 

presento estos términos hasta orden ;3 en el parámetro 1/m: pese a que el programa ge 

nera términos ele mayor orden. éstos no son correctos debido a la manera en la que el 

programa fue hecho. Si se hace el rrogrnma para. generar los términos hasta orden n en 

el parámetro 1/m. para que éstos sean correctos el programa genera algunos términos ele 

orden ri + l que. al ser multiplicados por el término ¡:im del hamiltoniano sin transformar 

terminan sumándose a los términos de orden 11. El problema es que al multiplicar estos 

términos de orden n 1- l por el término u• p \ \/ al final quedan algunos términos ele 

orden n + 1, pero para que el coeficiente ele l/rn11+1 quede completo. hay que considerar 

los Lér111i11os ele orden ·n + 2. y así sucesivamente. 

Los términos generados después de la aplicación de una transformación F\\'. equivalentes 
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B. Programa de rnanipulación algcbrúica 

en principio a la ecuación (:'l.27), son: 

J-1 l .<J(-3) * (1/18 * b * \/ * J * U - 1 /10 * /J * J * \I * U 

1/48 * b * J *U* \/ 1- 1/16 * b *U* \/ * J - 1/8 * b *U* U) 

+ g(-2) * (- l/8 *\/*U+ 1/4 * J * \/ * J - 1/:1 * .J * U - 1/8 * IJ * \/) 

g(-J) * (-1 /2 * /¡ * \/ * J 1- 1/2 * /i * .J * \/ + 1/2 * b * U) 

+ g(O) * ( -J) 

+ q(l) * (b) 

+ \/ + J; 
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(I3.J) 

En este programa., la función g(n) representa a la. masa. y la potencia. a la cual es1,á ele 

vada, g(n) = m.". C I representa E;'. U = p", .J o · p y b = ¡'J. De esta ma nera se puede 

observar que este resultado es el mismo que el que se obtiene a mano, en la ecuación 

(:�.27), más los términos que en esa ecuación fueron omitidos por los parámetros ele corte. 

La ventaja de este prngrama. es que se pueden obtener los términos hasta el orden deseado 

on el parámetro 1/in para. obtener mayor precisión en los resultados o para. la implernen 

tación en sistemas ele masas 111<)S pequeñas, Además. ele ser necesario, se pueden realizur 

más transformaciones FVV hasta. eliminar tocios los términos impares del harnilt.onia no 

hasta el orden deseado en el parámetro de masa. 

r\ continuación presento el prngrama. en lenguaje 1°'011.M.: 

Function A,B,C,V,J,b,r; 
CFunction g; 
Vector a,p; 
Symbol t,n,m,i,w; 

Off statistics; 

Local S = sum_(i,0,4,(1/fac_(i))*((b/2)*g(-1)*J)-i); 
Local S1 = sum_(i,0,2,(1/fac_(i))*(l/2*b*g(-l)*(b/2*g(-1)* 
*(J*V-V*J)-J*p-2/3*g(-2)))-i); 
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R. Programa de manipulación algcbr áica 

Local S2 = swn_(i,0,1,(1/fac_(i))*((g(-4)*(-1/8*V*V*J*p*p 
+ 1/8*V*J*V*p*p + 1/6*]*p*p*p*p - 1/8*J*V* V*p*p 
+1/8*J*V*]*V*J) + g(-3)*(5/12*b*V*]*p*p - 5/12*b*J*V*p*p) 
+g(-2)*(1/4*V*V*J - 1/2*V*J*V + 1/4*]*V*V)))-i); 

Local [-S] = swn_(i,0,4,(1/fac_(i))*((-b/2)*g(-1)*J)-i); 
Local [-S1] = sum_(i,0,2,(1/fac_(i))*(-1/2*b*g(-1)* 
*(b/2*g(-1)*(]*V-V*J)-J*p-2/3*g(-2)))-i); 
Local [-S2] = sum_(i,0,1,(1/fac_(i))*((-g(-4)*(-1/8*V*V*]*p*p 
+ 1/8*V*]*V*p*p + 1/6*]*p*p*p*p - 1/8*J*V* V*p*p 
+ 1/8*J*V*]*V*J) + g(-3)*(5/12*b*V*]*p*p - 5/12*b*]*V*p*p) 

+g(-2)*(1/4*V*V*J - 1/2*V*]*V + 1/4*J*V*V)))-i); 

Global H = J+b*g(l)+V; 

********************************************* 
Global Hl = S*H*[-S]; 

repeat; 
id g(n?)*g(m?) = g(n+m); 
endrepeat; 

id g(t71{1,-1,-2,-3,-4,-5,0}) = O; 

repeat; 
id 1-2 = U· ' 
id U*J = J*U· ' 
id b-2 1· ' 
id U*b = b*U; 

115 B. Programa de mani pulación algcbráica 

Local S2 = sum_(i,0,1,(1/fac_(i))*((g(-4)*(-1/8*V*V*J*p*p 
+ 1/B*V*]*V*p*p + 1/6*]*p*p*p*p - 1/B*]*V* V*p*p 
+1/8*J*V*J*V*J) + g(-3)*(5/12*b*V*]*p*p - 5/12*b*]*V*p*p) 
+g(-2)*(1/4*V*V*J - 1/2*V*J*V + 1/4*J*V*V)))-i); 

Local [-S] = sum_(i,0,4,(1/fac_(i))*((-b/2)*g(-1)*J)-i); 
Local [-S1] = sum_(i,0,2,(1/fac_(i))*(-1/2*b*g(-1)* 
*(b/2*g(-1)*(J*V-V*J)-J*p-2/3*g(-2)))-i); 
Local [-S2] = sum_(i,0,1,(1/fac_(i))*((-g(-4)*(-1/8*V*V*]*p*p 
+ 1/B*V*J*V*p*p + 1/6*l*P*P*P*P - 1/8*J*V* V*p*p 
+ 1/8*J*V*]*V*J) + g(-3)*(5/12*b*V*]*p*p - 5/12*b*]*V*p*p) 

+g(-2)*(1/4*V*V*J - 1/2*V*]*V + 1/4*]*V*V)))-i); 

Global H = J+b*g(l)+V; 

********************************************* 
Global Hl = S*H*[-S]; 

repeat; 
id g(n7)*g(m?) = g(n+m); 
endrepeat; 

id g(t71{1,-1,-2,-3,-4,-5,0}) = O; 

repeat; 
id 1~2 = U· ' 
id U*J = J*U· ' 
id b-2 1· ' 
id U*b = b*U; 

,15 B. Programa de manipulación algcbr áica 

Local S2 = swn_(i,O,l,(l/fac_(i))*((g(-4)*(-1/8*V*V*J*p*p 
+ 1/8*V*]*V*p*p + 1/6*J*p*p*p*p - 1/8*]*V* V*p*p 
+1/8*]*V*]*V*J) + g(-3)*(5/12*b*V*J*p*p - 5/12*b*]*V*p*p) 
+g(-2)*(1/4*V*V*J - 1/2*V*J*V + 1/4*]*V*V)))-i); 

Local [-S] = swn_(i,0,4,(1/fac_(i))*((-b/2)*g(-l)*J)-i); 
Local [-Sl] = sum_(i,0,2,(1/fac_(i))*(-l/2*b*g(-l)* 
*(b/2*g(-l)*(]*V-V*J)-J*p-2/3*g(-2)))-i); 
Local [-S2] = sum_(i,O,l,(1/fac_(i))*((-g(-4)*(-1/8*V*V*J*p*p 
+ 1/8*V*J*V*p*p + 1/6*l*P*P*P*P - 1/8*]*V* V*p*p 
+ 1/8*J*V*]*V*J) + g(-3)*(5/12*b*V*]*p*p - 5/12*b*]*V*p*p) 

+g(-2)*(1/4*V*V*J - 1/2*V*J*V + 1/4*J*V*V)))-i); 
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Global H J+b*g ( l)+V; 

********************************************* 
Global 111 = S*H* [ -S] ; 

repeat; 
id g(n?)*g(m7) = g(n+rn); 
endrepeat; 

id g(t7!{1,-1,-2,-3,-4,-5,0}) = O; 

repeat; 
id 1-2 = U; 
id U*J = J*U· ' 
id b-2 1· ' 
id U*b = b*U; 



13. Programa de rnan i pulaci ón algebráica 

endrepeat; 

Bracket g; 
Print Hl; 
Print S; 
.sort 
********************************************* 
Global H2 = Sl*Hl*[-S1]; 

4fi 

repeat; 
id g(n?)*g(m?) 
endrepeat; 

g(n+m); 

id g(t7!{1,-1,-2,-3,-4,-5,0}) = O; 

repeat; 
id J-2 = U· ' 
id U*J = ]*U; 

id b-2 1· ' 
id U*b b*U; 
id J*b -b*J; 
id V*b b*V; 
endrepeat; 

Bracket g; 
Print H2; 

.sort 
********************************************* 
Global H3 = S2*H2*[-S2]; 
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repeat; 
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id g(n7)*g(m7) 

endrepeat; 
g(n+m); 

id g(t71{1,-1,-2,-3,-4,-5,0}) = O; 

repeat; 
id 1~2 = U; 
id U*J = ]*U; 
id b-2 = 1. 

' 
id U*b = b*U; 
id ]*b -b*J; 
id V*b b*V; 
endrepeat; 

Bracket g; 
Print !!3; 
.sort 

L' na breve explicación ele los térm i nos ele] programa: J representa u • p. b representa 13. 

\/ es el potencial, U = p2; la razón para esto último es que, al dcfinirp corno vector. 

p� es un escalar y el programa supone que lo puede conmutar con cualquier cosa, lo que 

resulta en términos incorrectos. Los demás son sólo cambios para. facilitar la escritura del 

programa. La función q(n) representa a la masa. tal que g(11) = m" . .\' esto lo hice para 

al final de cada proceso poder u t.iliza r el comando Bracket g, lo cual me permite obtener 

un resultado en pantalla más sencillo de leer. 

Una vez aclarada la. notación, sigue explicar los pasos del programa. Lo primero que 

hago es declarar los vectores S, que representan, qui:aí un poco confusamente. al opera 

dor c;s sPgt'u1 la notación ele este trabajo. Las distintas S representan los distintos pasos 

rk la tr.msformación. tic tal manera que 82 representa la. tercera transformación, En lugar 

IL Pr ogramu de manipulación algcbr áica 

repeat; 
id g(n7)*g(m7) = g(n+m); 
endrepeat; 

id g(t71{1,-1,-2,-3,-4,-5,0}) = O; 

repeat; 
id 1-2 = U· ' 
id U*J = ]*U; 

id b-2 = 1. 
' 

id U*b = b*U; 
id ]*b = -b*J; 
id V*b = b*V; 
endrepeat; 

Bracket g; 
Print !!3; 
.sort 
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L' na breve explicación ele los términos del programa: J representa. u · p. b representa ,3. 

\/ es el potencial, U = p�; la razón para esto último es que. al definir p como vector. 
, . 7r os un escalar y el programa supone que lo puede conmutar con cualquier cosa. lo que 

resulta en términos incorrectos. Los demás son sólo cambios para. facilitar la escritura del 

programa. La función g(n) representa a la masa. tal que g(11) = m". y esto lo hice para 

al final do cada proceso poder utilizar el comando Bracket g, lo cual me permite obtener 

un resultado en pantalla más sencillo de leer. 

Una vez aclarada. la. notación, sigue explicar los pasos del programa. Lo primero que 

hago es declarar los vectores 8, que representan, quiz,\ un poco confusamente. al opera 

dor c;s según la notación de este trabajo. Las distintas 8 representan los dístintos pasos 

de la tr.msformación. de tal manera que 82 representa la tercera transformación. En lugar 

B. Programa de m an i p u lacióri algobr áica 

repeat; 
id g(n7)*g(m7) = g(n+m); 
endrepeat; 

id g(t71{1,-1,-2,-3,-4,-5,0}) = O; 

repeat; 
id 1~2 = U· ' 
id U*J = ]*U; 
id b-2 = 1· ' 
id U*b b*U; 
id ]*b -b*J; 
id V*b b*V; 
endrepeat; 

Bracket g; 
Print H3; 
.sort 
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Una breve explicación de los términos del programa: J representa o· p. b representa ¡]. 

\/ es el potencial, U = p2; la razón para esto último es que, al definir p como vector. 

pe es un escalar y el programa supone que lo puede conmutar con cualqu ier cosa, lo que 

resulta en términos incorrectos, Los demás son sólo cambios para. facilitar la escritura del 

programa. La íuncióu .<J(n) representa a la. masa. tal que g(n) = m". y esto lo hice para 

al final de cada proceso poder utilizar ol comando Bracket g, lo cual 111e permite obtener 

un resultado en pantalla más sencillo de leer. 

Una vez aclarada la. notación, sigue explicar los pasos del programa. Lo primero que 

hago es declarar los vectores S, que representan, quizi'Í un poco confusamente. al opera 

dor e ;s_ según In notación de este trabajo. Las distintas S representan los distintos pasos 

de la transformación. de tal manera que 82 representa la tercera transformación. En lugar 
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ele escribir todo en términos de exponenciales. lo cual no es ruuv 1'1Lil mi este proceso. lo 

escribo en términos de su desarrollo en serie de Taylor y corto la serie hasta. l'l término 

mayor que sea necesario para obtener el orden adecuado en el parámetro 1/m. De querer 

obtener hasta el término cúbico en el parámetro, debo incluir los términos de la sumatoria. 

que afecten a este orden, por lo que sólo conservo términos ele orden 4 o menor. 
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Apéndice C 
') Elementos de matriz de r� 

Los elementos de matriz en la ecuación (4.15) se obtienen utilizando la lorma explícita. 

de la pa rt.e radial de la función de onda. del oscilador armónico tridimousioual [4], dacia 

por: 
¡ _1,.2LI+¼ ( 2) R,,, = A111r e 2 n - 1· 

Donde A111 es la constante ele norrualización dada. por [4]: 

[ 2ii! ] 1/2 
!\ = 

• 
111 I'(n -1 1 + :1/2) 

(C.l) 

(C.2) 

r\ hora. para la obtención de los elementos ele matriz del operador 1r2, necesitarnos los ele 

(n'l,,.21-n) -i'"'' r2 A ¡A 'r2le_,.2 ¡'+½(r�)[l+½(1·2)1·2·'1· 
- 11 11 I -'11 _¿n' U, 

o 

Agrupo las potencias ele 1· y saco las constantes ele la integral. Luego, hago un cambio ele 

variable tal que :i; = •¡-2 y finalmente obtengo: 

(C.3) 

Para. continuar, haré uso ele la siguiente relación ele recurrcncia [13]: 

1:L� = (n + 2n + l)L� - (u+ n)L;;_1 - (n -1 l)L�+l 

Aplicándola. termino con la. siguiente expresión: 

(C.4) 

(C.5) 

l 

1
00 ·) J 

,)+� -X U /-?, A111An'1- .1, --e [(I + - + 2r1)L11 

2 0 2 
(1 l )L11¼ ( )Lh-¼]L'�¼( )J - + 2 + n 11-Í - 'TI + 1 n+·1 n' - X ( .. 1; 

(C.6) 

La constante de ortonormalidad ele los polinomios ele Laguerre está dada por [1:3[: 

¡oo a· -x º( )!ª( )i f(a+n+l)_ 1: e · L11 1: ,111 :i: ax = 
1 

o,,,,, 
o n. 
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C. Elornent.os de matriz de r2 50 
Por otro lado. las constantes de normalizacón 11,,1 toman, para distintos valores don, las 

sigu lentos ro rutas: 

J\ /) 1 - 
[ 

211 1 ] 
1 /2 

' I'(» + 1 -1 3/'2) 

[ 2(n-1)! ]'12 
A,,_11 = I'(n + L -1 1 /2) 

[ 2 ( 7l + 1) ! ] 1 /2 

A,,+1.1 = f(11 1 / + 5/2) 

(C.8) 

Aplicando esto sobre la. integral que tenemos, se obtienen los elementos ele matriz del 

operador ,.�, q 11e son: 

(111 Llr2 Jn/) -J'll(n 1- L + 1/2)8,,,,,,_l 

+(2n + / 1 ;3/2)6,.,,,, 

-J(n + l)(n + / + ;1/2)6,,,,,,_, (C.!J) 

Frnalmeute. de la ecuación (4.14) obtengo los elementos de mauiz del operador 7/ y con 

éstos los del operador 1.2 y 1r4. estos últimos dados por la ecuación (4.16). 

C. Elcmeritos de matriz de r2 50 

Por otro lado. las constantes de normalizacón /\.111 loman, para, distintos valores den, las 

sigu icntos loriuas: 

J\n.1 = [r(n /t: 3/:2)r1� 

[ 2(n-l)! ]in A,,_u = f(n + l I I /2) 

[ 2(n + l)! ] l/� 
A,,+1.1 = r(11 1 l + 5/2) 

(C.8) 

Aplicundo ost o sobre IR integral que tenemos. se obtienen los elementos ele matriz del 

operador r�, que son: 

-Jn(n + l + 1/2)8,,,,,,_J 

+(2n + 1 1 ;3/2)ón',n 

-J(n + l)(n + l + ;�/2)(5,,,_,,_1 (C.O) 

Finalmente. de la ecuación (1f. JA) obtengo los elementos de matriz del operador 7/ y con 

éstos los del operador,,.� y r.4• estos últimos dados por la ecuación (4.16). 

C. Elementos de matriz de r2 50 

Por otro lado. las constantes de normalizacón 1\111 toman, para distintos valores den, las 

siguientes formas: 

i\,,.1 - 
[ 

2111 
] in 

r(n + l 1 :1/"2) 
[ 2( 1t - l) 1 ] 1 /2 

An-l,I = f(n+l 1 1/2) 

[ 2(11 + l)! ] 112 

A,,+1.1 = T(n I l + 5/2) 

(C.8) 

Aplicando cst o sobre la. integral que tenemos, se obtienen los elementos ele matriz del 

operador 1-�, que son: 

-Jn(n + l -1- 1/2)0111,11-l 

+(2n + l 1 :3/2)6111.11 

-J(n + l)(n + L + :{/2)0,,,_,,_1 (C.!J) 

r,¡ nahnentc. ele la ecuación (·1. l 4) obtengo los e10111ent os de matriz del operador ))2 y con 

éstos los del operador -;;-2 y -;;-4. estos últimos dados por la ecuación (-1.16). 
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