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Introducción 

El objetivo principal <le esto trabajo. es presentar las funciones ele \\"hit 
ney dentro de la Teoría de Continuos, probar que dichas funciones cxisteu 
v. además, dar algunas aplicaciones dentro de esta teoría. 

Un espacio topológico es conexo, si no existen subconjuntos abiertos. no 
vacíos y ajenos, tales que su unión sea todo el espacio. Un espacio topológico 
es compacto, si para cada cubierta abierta del espacio se tiene una subcu 
bierta finita. Estas definiciones y otros resultados acerca ele las propiedades 
topológicas ele conexidad y compacidad se presentan en el capítulo 11110. 

Como parte del primer capítulo también mencionamos que dos espa 
cios topológicos son equivalentes si podemos definir una función entre ellos 
que sea continua, biycctiva y que su inversa también sea continua. También 
damos la definición de espacios normales y, algunas propiedades en los es 
pacios topológicos que impliquen la normalidad del espacio. 

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no degenerado. 
En el segundo capítulo mostramos algunos ejemplos de continuos, el más 
sencillo de todos es el intervalo [O,!]. A parte de dar ejemplos. también vo 
mos la manera ele construir continuos nuevos, a partir de los que conocemos. 
La construcción de nuevos continuos la podemos realizar uniendo continuos, 
cuya intersección sea no vacía, para que el resultado sea conexo y cuidando 
que sea compacto. Otro camino para construir continuos es mediante las 
intersecciones anidadas ele continuos. 

En este mismo capítulo damos la definición ele continuos encadenables, 
continuos irreducibles y los continuos descomponibles e inclcscomponibles. 
Probamos un resultado que caracteriza a los continuos indcscomponiblcs y 
otro que permite contruirlos. 

A cada continuo X, le podemos asociar familias ele subconjuntos que 
cumplen con alguna característica en especial. Esta familia son los llamados 
hiperespacios del continuo. En el tercer capítulo se da una métrica para los 
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2 ÍNDICE GENERAL 

hiporespacios, la llamada métrica de Hausdorff. Después los hiperespacios 
son espacios 111{·t rico:-- �- 1110!-)t nne1110� qu« �un <'UIIIJH-1Ctu:-. y cOIH'Xo:--. Por lo 
tanto los hiperespacios también son continuos. 

Tenemos que los hipcrcspacios sou familias de subconjuntos con alguna 
característica ospccinl. Entonces se crean modelos <le liiporespacios. es decir. 
f..P crr-a 1111 ospario homooruorfo al hipcrospari». <·,m la condición de• <!llf' on 
lugar de familia de subconjuntos sean conjuntos de puntos los elementos con 
los que se trabaje. Es justo ahí donde radica el beneficio de crear modelos 
de hipcrcspacios. 

En ('] capítulo cuatro darnos In definición <le las funciones <le Whitnoy 
para el hipcrcspacio 2x. que se define como los subconjuntos del continuo 
X que son cerrados y no vacíos. Mostramos que las funciones ele Whitney 
existen para cualquier continuo X. Y finalmente damos algunas aplicaciones 
dentro de la Teoría de Continuos. 

Esperamos que este material, otorgue al lector una idea de lo que se 
estudia en la Teoría de Continuos y sea ele ayuda en sus inquietudes. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1. Homeomorfismo 
E11 PSI<' capítulo, S<' mostrarán resultados d<' topología general (}11<' serán 

de gran utilidad para el desarrollo de capítulos posteriores. Cuando hable 
mos de un espacio topológico, sólo escribiremos el conjunto al que se hace 
referencia, pero uo podemos olvidar que ese conjunto está dotado de una 
topología. 

Definición 1.1.1 Sean X, Y espacios topológicos, decimos que f : X__, Y 
es una función continua, si la imaqen inversa de cada abierto de Y, es un 
abierto de X. 

Ahora bien, si tenemos una función continua cutre espacios topológicos, 
tiene bien defin.ida la función inversa y es continua, entonces podemos decir 
que dichos espacios son equivalentes en su estructura topólogica, 

Definición 1.1.2 Sean X, Y espacios topológicos y sea f : X __, Y una 
función. decimos que f es un homeomorfismo entre X y Y si f es una 
función continua, biyectiva y su función inversa tamb·ién es continua, en tal 
caso decimos que X y Y son espacios topológicos homeomorfos y esto lo 
denotamos por X e"' Y. 

Los horneomorfismos son una. herramienta de gran utilidad cuando es 
tamos trabajando con espacios topológicos. Enseguida, hablamos acerca de 
espacios conexos y de espacios compactos, pero ta.mbién se mencionan al 
gunos resultados relacionados ron homoornorfismos. 

1.2. Conexidad 
La conexidad es una característica. importante en espa.cios topólogicos, 

cuando hablamos de conjunto conexo, intuitivamente es un conjunto que 
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4 CAPÍTULO l. PRELIMINARES 

consiste de una sola pieza. Pero esta forma de pensar en conexidad no os con 
fiable para conjuntos complicados. a cout iuuarióu JH'<•sr11h1111os la definirión 
de conexidad. 

Definición 1.2.1 Sea X un espacio topológico. Diremos que X es disconexo 
si tristt-n do, abi« rtos A y B 110 norio», t nlts qu: ,\ U B = X y.·\ n B = í/1. 
SL ),:_ no es d16co11< ro r 11to11n :, .X ( s co11<10. 

De esta manera notemos que. si en el espacio topológico X tenemos 
Y e X. decirnos que Y es conexo si uo existen A. B conjuntos abiertos de 
Y. no vacíos tales que A U IJ = Y y A n B = 0. 

Usando la definición anterior, en el lema que se presenta en seguida 
damos una caracterización para los conjuntos conexos. 

Lema 1.2.1 Un espacio topológico X es conexo si y sólo si los únicos sub 
conjuntos tanto abiertos como cerrados de X son X y 0. 

Demostración. 
Mostraremos que, si los únicos subconjuntos abiertos y cerrados a la vez son 
X y 0 entonces X es conexo. Para esto procedamos por contrapuesta. 
Supongamos que X no es conexo, entonces existen dos conjuntos A, B abier 
tos en X no vacíos, tales que A n B = 0, y A U B = X. Como A n B = 0 
entonces A e;; X\B. Y sabemos que 

X\B = (A U B)\B = A e;; A, 

es decir A e;; X\B e;; A, entonces A = X\B. Como B es abierto se sigue 
que A es cerrado, además como X\A = B I 0 entonces A I X. Hemos 
encontrado A e;; X abierto y cerrado a la vez. tal que A I 0 y A I X. 
Ahora queda mostrar que. si X es conexo entonces los únicos abiertos y 
cerrados a la vez de X son el vacío y el total. 
Supongamos que A es un subconjunto de X abierto y cerrado, tal que A IX 
y A¡ 0. 
Podemos escribir a X como: 

X= A U (X\A) 

Como A es cerrado tenemos que X\A es un conjunto abierto. Entonces 
hemos encontrado dos subcojuntos abiertos de X tales que A U (X\A) = X 
y A n (X\A) = 0. Así X no es conexo.O 

En el siguiente lema. se destacan propiedades de la conexidad <le un 
subconjunto de un espacio topológico X. 
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Lema 1.2.2 Sea X un espacio topológico, Y e X y A. B abiertos disjunios 
en X. Si i· e.s ("(Jr,rrn y Y e ,I U 8 entonces Y e A o}' e B. 

Demostración. 
Para ost a prueba procederemos por contradicción. 
Sean A.B abiertos en X. supongamos que}" CA UB. \" t. A y i· r/. B. 
C-01110 . l. B son a bicrto- 011 X. lo, conjunte», l · n .-1. } · n B son abiertos <'11 
Y. Así te11<•111os 

(Y n A) n (Y n B) = Y n (A n B) = 0 

Por otro lado tenemos que Y e A U B. entonces 

(Y n A) u (Y n B) = y n (A u B) = Y. 

Entonces hemos encontrado dos subconjuntos abiertos disjuntos y su unión 
es Y. Esto implica que Y no es conexo, lo cual es una contradicción. Por lo 
tanto Y e A o Y e B.□ 

Observemos que. como los conjuntos A. B son abiertos disjuntos. el sub 
conjunto Y e X debe estar en sólo uno de los abiertos. 

Con ('] teorema quo a continuación S<' presenta, veremos que la unión do 
conjuntos conexos también es conexo. cuando estos conexos tienen elementos 
en común. 

Teorema l. 2 .1 Suponqamos q1te {Y;} iEJ es 1tna familia de subconjuntos 
conexos de 1tn espacio topológico X, tal q1te íliE/ Y; 'f 0 entonces Y = 
LJ1E1 }"i es conexo. 

Demostración. 
Sean X un espacio topológico r {l�},E1 una familia de subconjuntos conexos 
de X, sea p E íliE/ Y;. Probaremos que Y = U,E/ Y; es conexo. Para esto 
procederemos por contradicción. 
Supongamos que Y no es conexo, entonces existen A. B abiertos en Y, no 
vacíos. tales que A U B = Y y A n B = 0. Entonces el punto p está en A o 
está en B, supongamos p E A. 
Entonces para cada i E J, como Y; es conexo. entonces Y; e A o}� e B. 
Tenernos p E Y; para cada i E J y ¡J E A, por lo que Y; (/. B. Por lo tanto. 
Y, C A para cada i E I, así UiEI Y; e A, lo que contradice el hecho de que 
B es no vacío.□ 
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El resultado que se presenta en seguida es de gran utilidad. El teorema 
110:-. indica r{>1110 �011 lo-, conjunto- conexos <'11 lR. Xlue-rra que �i tC'11C'111os un 
subconjunto de IR formado por 111ál, de un punto. para que este subconjunto 
sea conexo debe ser un intervalo. 
Recordemos que J C IR es un intervalo si y sólo si cumple que para todo 
.1· E IR .. r. y E J _,· .r < z < y⇒ z E J. 

Teorema 1.2.2 U11 subconjunto I i;;; IR e; conr 1·0 ;i y solo .si e; un intervalo. 

Demostración. 
Para demostrar que. si un subconjunto J e IR es conexo entonces I es un 
intervalo, procederemos por contrapuesta. 
Supongamos que I tiene más de w1 punto y no es un intervalo. entonces 
existen a. b E I y e E IR tal que a < e< b con e r/. J. 
Así tenemos los conjuntos 

(e, oo) n J = {x E IR: :r > e} n I y (-oo, e) n J = {.e E IR: x < e} n I 
son abiertos, no vacíos, ajenos, cuya unión es I, por lo tanto I es disconexo. 

Sólo nos queda probar que si I e IR es un intervalo entonces I es conexo. 
Supongamos que J es disconexo. entonces existen A, B abiertos en J. no 
vados tales que A n B = 0 y A U B = l. Sean a E A y b E B y supongamos 
sin pérdida de generalidad que a < b. 
Definimos el conjunto. 

W = {:r E A: a S x S b} i;;; A. 

Observemos que W # 0, ya que al menos a E l\f. Denotemos a el supremo de 
W, dicho supremo existe pues lV es acotado y además se tiene que a S o S b. 
Por hipótesis, I es un intervalo y como a, b E I, tenemos que o E J. Ahora 
como A U B = I entonces a E A o a E B. pero sólo en uno. 
Para el caso que e, E A, sabemos que a S n < b. pero si o E A entonces 
o r/. B. es decir, e, no puede ser b. En consecuencia o < b. así tenemos que 
o E A n (-oo. b). Tenemos que A es un abierto en I y por otro lacio (-x. b) 
es un abierto en IR, entonces A n (-oo. b) es abierto en I. Existe r > O tal 
que 

(a - r. e,+ r) e A n (-oo. b) 

En particular o + r /2 E A y es tal que o < a + r/2 < b, como I es un 
intervalo y a, b E J. se sigue que o + r/2 E J. Así que o + r/2 E A y es tal 
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que a < a < a + r /2 < b. pero esto contradice el hecho que a es el supremo 
do 1 \'. 
Ahora en el caso que a E B, entonces a f/: A. e" decir o no puede ser igual 
a a. En consecuencia a< a. así tenernos que o E B n (a, oo). Este conjunto 
B n (".oc) es abierto en J. entonces existo r > O tal que 

(o - r.o -t ,·) e Bn(o.:x.). 

En particular (o r/2,o) e B. y como Bes ajeno a 11· � A entonces 
(a - r/2, a) n 11" <;; (a- r/2. a)nfl = 1/J. es decir a - r/2 es 1111a cota superior 
de I\" menor que o, lo que contradice el hecho de que a es la mínirna cota 
superior. es decir a no es el supremo de 11'. 
Se ha mostrado que si A. B son dos abiertos disjuntos del intervalo I en 
tonces existe a E I tal que uf/: A U B. es decir A y B no cubren a J. Por lo 
tanto I es conexo.□ 

La cerradura de U en el espacio Z, la denotamos por Clz(U). 
En un espacio topológico X se puede hablar de subconjuntos A, B ele X 
separados. Si A, B cumplen con la siguiente definición. 

Definición 1.2.2 Sea X un espacio topoláqico. Decimos que los subconjun 
tos A, B e X están separados en X si Ots (A) n B = 0 y A n ci; (B) = 0. 

Notemos que claramente dos subconjuntos cerrados ajenos están separados. 

En el resultado que se muestra enseguida. tenemos que si dos subconjun 
tos de un espacio topológico están separados. se pueden separar por abiertos 
del espacio. 
Recordemos que la distancia del punto J' al conjunto A i= 0, que denotamos 
por d(x. A), se define d(x, A) =ítú{ d(x, a) : a E A}. 

Lema 1.2.3 Sea X un espacio topolácico metrizable. Si A, B e X están 
separados en X. entonces A y B se puetlerc sevarar por abiertos ajenos. 

Demostración. 
Sea f: X-> IR como sigue, para cada x E X, f(:r) = cl(x,B) - cl(x.A). 
Tenemos que f es una función continua. 
Pongamos U= ¡-1((0,oo)) y V= ¡-1((-oo,O)). Es claro que U, V son 
abiertos en X y son ajenos. 
Como A, B están separados, si x E A entonces x f/: Clx(B). Tenemos que si 
.e E A. d(x. A)= O y cl(x, B) > O. luego f(x) > O. Entonces A e U. 
Por otro lado. si x E B entonces ,. f/: Clx(A). así que s- E B. di», A)> O y 
el(,:. B) = O, luego f(,·) < O. Se tiene que Be V.□ 
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Lema 1.2.4 Si U y\/ son abiertos ajenos en un subespacio Y de un espacio 
/0¡10/óyirn X. entonce s U y V , .,lá'II sr,¡,mw/o., t u X. 

Demostración. 
Corno U C'S abierto en Y so tiene que Y\U C'S cerrado en Y. Además. dado 
quo U.,·\' son ajenos. \ · C }'\U. luego C'/i-(\') es 1111 subconjunto d<• \'\U. 
e, decir. C/1 {\')e \'\U. así C'li-(\') n U - 0. 
Ahora como 

Clx(\/) n u= (Clx(\/)) n (Un Y)= [(Clx(\/)) n Y] n u 

Se sigue que 

Clx(V) n U= Cli·(\/) n U, es decir. Clx(V) n U= 0. 

De manera análoga. obtenemos que Clx(U) n V= 0. 
Por lo tanto tenemos que U, \/ están separados en X.□ 
Lema 1.2.5 Sea X espacio topológico, Y, Z subconjuntos de X. Si Y es 
conexo y Y e Z e Clx(Y) entonces Z es conexo. 

Demostración. 
Supongamos que Z no es conexo, entonces existen A. B abiertos en Z tales 
que A U B = Z y A n B = 0. Como Y e Z y Y es conexo sabemos que 
Y e A o Y e B, digamos que Y e A. Por el lema anterior tenemos que 
Clx(A) n B = 0. 
Como Y e A, Clx(Y) C Clx(A) de donde Z n B = 0, lo que es una con 
tradicción. Por lo tanto Z es conexo.□ 

Del resultado anterior se deriva que, la cerradura de un conjunto conexo 
es conexa. 

Un resultado de conexidad en relación con subconjuntos separados, es el 
que se presenta en seguida. 

Lema 1.2.6 Si A y B son conexos en X y Clx(A)nB cf 0 o AnClx(B) cf 
0. entonces A U B es conexo. 

Demostración. 
Supongamos que AUB no es conexo, entonces existen U. V abiertos en AUB 
no vacíos, tales que A U B = U U V y Un \/ = 0. Como U,\/ son abiertos 
tenemos que U,\/ están separados en X. 
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Por otro lado tenemos que A. B son conexos, sin péridida de generalidad, 
podernos suponemos A e U_,. s c v. DC' donde tenemos que Cls(ll)nB e 
C:ls(CJn\· lo que contradice que C:ls(/;Jn\· = \!). p11C's U, 1· son separados. 
Por lo tauto A U B C'S conexo.U 

l1 ua propiedad iutcrrsantr- de los conjuntos conexos. es d hecho de que 
la conexidad �f' preserva bajo fuucioncs continuas. lo que' �e demuestra en el 
siguiente teorema, 

Teorema 1.2.3 Sean X, Y espacios topológicos. Si f : X ---, Y es una 
[uncurn continua .. mprn.yFCti1•a y X es conexo entonces Y es conexo. 

Demostración. 
Supongamos que Y no es conexo. entonces existen A. B abiertos ajenos de 
Y tales que A U B = Y. Como fes una función continua. tenernos que tanto 
¡-1(A) como ¡-1(B) son abiertos de X. además 

X= ¡-1(Y) = ¡-1 (A U B) = ¡-1 (A) U ¡-1(B). 

Por otro lado tenemos que A n B = 0 se tiene que ¡-1(A) n ¡-1(B) = 0. 
hemos encontrado abiertos, ajenos, cuya unión C'S X. De donde X no es 
conexo. que es una contradicción. Por lo tanto Y es conexo.O 

Con el teorema anterior, encontramos que la propiedad de conexidad se 
preserva bajo homeomorfismos. Una consecuencia importante de este hecho 
es que si tenemos un espacio que es conexo y otro disconcxo, con una función 
continua y supraycctiva que va de un espacio a otro, entonces dichos espacios 
no son homeomorfos. 

En seguida, se presentan la definición de conexidad por trayectoria, para 
mostrar después la relación que existe entre un espacio conexo y uno que es 
conexo por trayectoria. 

Definición 1.2.3 Sea X un espacio topológico y x. y E X. Una trayetoria 
de x· a y es una función continua f: [O, 1)-> X tal que f(O) = .e y f(l) = y. 
Si todo par de puntos de X pueden ser unidos por una irosjectoria entonces 
X es conexo por trayectoria. 

Teorema 1.2.4 Todo espacio topológico conexo por trayectoria e; conexo. 

Demostración. 
Para mostrar este resultado. procederemos por contradicción. Sea X un es 
pacio topológico conexo por trayectoria y supongamos que X no es conexo. 



10 CAPÍTULO l. PRELIMINARES 

entonces existe un subconjunto A de X abierto y cerrado a la vez, tal que 
A =fa v) �- A =fa ,Y. do esto tenernos que existo 11 E A v b E X\A. Por ser X 
conexo por trayectoria existe una trayectoria "f en X que une a " con b. e;, 
decir existo. ·, : [0.1] --, X tal que ·1(0) ="y •¡(l) = b. Por ser') continua 
se tiene que "1-l (A) <'S un subconjunto abierto v cerrado a la vez en [O. l]. 
además "f-1(A) =fa 0 y "f-1(A) =fa [ü. l]. p11C's" E A.'° b E X\A. 
Lo que contradice el hecho q11C' el [0.1] es conexo. por lo tanto X,,, concxo.D 

En el siguiente resultado se muestra que si se tienen dos espacios topológi 
cos conexos, entonces el espacio producto es conexo. 

Teorema 1.2.5 El producto cartesiano finito de espacios conexos es conexo. 

Demostración. 
Demostraremos que el producto de X, Y espacios conexos es conexo. Eli 
jamos un punto (a. b) en el producto X x Y. Observemos que la rebanada 
horizontal X x b es conexa, ya que es homeomorfa a X, y que también lo es 
cada rebanada vertical ya que éstas son homoomorfas a Y. 

y XXV 

b 
axb 

X O 

Xxb 

X 

Como consecuencia, cada espacio 

Tx = (X X b) U(�- X Y) 

es conexo, ya que es la unión de dos espacios conexos que tienen el punto 
(,e, b) en común. 
Ahora, consideremos UrEX Tx. Como todos tienen al punto (et, b) en común, 
esta unión es conexa. Finalmente, al coincidir Ure.\' T,, con X x Y, se con 
cluye que X x Y es conexo. 
La prueba para cualquier colección fin.ita de espacios conexos se realiza por 
inducción. utilizando el hecho de que X1 x X2 x ... x X¿ es homcomorfo a 
(X1 X X2 X •.. X X¿ 1) X Xn.D 
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Este resultado lo podemos extender a productos arbitrarios de espacios 
roncxos, teniendo cuidado de la topología que uscuios. Esto es: 

Teorema 1.2.6 Producto arbitrario de- espacios cone.ro; es conexo en la 
to¡,nlo_r¡ía producto. 

La rpf<•r!'11ria do p,te ros.ult ado. la podP1110, cncont rur en ( [l]. pág. 1 71). 

1.3. Compacidad 
Dircwos que una propiedad P de un espacio topológico X, es una propiedad 

topológica. si para todo espacio topológico Y homeomorfo a X tenemos que 
Y tauihióu posee la propiedad. La conexidad es una propiedad topológica, 
así como la compacidad que se define a continuación. 

Definición 1.3.1 Decirnos que,,,., espacio t opoloqico X es compacto si cada 
cubierta abierta del espacio posee una subcubierta finita. 

Notemos que si Y subconjunto d<' un espacio topológico X, Y es com 
pacto, si cada cubierta por abiertos de Y, posee una subcubierta finita. 

En el teorema que se presenta en seguida, se muestra cómo son los sub 
conjuntos compactos en IR. 

Teorema 1.3.1 Todo internalo cerrado y acotado de IR es compacto. 

Demostración. 
Sean [a, b] un intervalo cerrado y acotado, U= {U;};E1 una cubierta abierta 
de [a, b]. Consideremos 

S = {x E [a. b] : U tiene una subcubierta finita para [a, x]} 

Sabemos que al menos, a ES, así que S # 0. Como S está acotado, entonces 
tiene un supremo, digamos o = SupS. Mostraremos que a E S y o = b. 
Como a E [a, b], o E U;m para algún im. U;m !'S abierto. así que existe 
:r E S n U;m. Como [a. x] tiene una subcubierta finita, entonces agregando 
U;,,, a dicha subcubierta, obtenemos una subcubierta finita para [a, o]. En 
tonces n E S. 
Si a < b entonces existe a < y :S b tal que y E U;,,,. Agregando Ui,« a la 
subcubierta abierta para [a, o]. obtenemos una subcubierta finita para [a, y] 
y y E S. Esto contradice a = SupS, entonces o = b.□ 
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Es el teorema de Hcinc-Borcl el que nos permite generalizar este resul 
tado. El teorema dice: 

Teorema 1.3.2 (Heine-Borel) 

Si}' <5 u,1 subconjunto d, IR" entonces l' 1.1 compoc t o ,;1 y sólo 1,1 ¡· t.1 

e< nudo !J acotado. 

El resultado que sigue. muestra que los espacios compactos se preservan 
bajo funciones continuas. 

Teorema 1.3.3 Sean X, Y espacios topológicos. si f : X ---> Y es una 
función continua, suprayectiva y X es compacto. entonces Y es compacto. 

Demostración. 
Sea {U;},ei una cubierta abierta de Y. Como fes continua, para cada i E I 
f-1(U;) es abierto en X. entonces la familia {f-1(U;)}.Ef es una cubierta 
abierta de X. 
Como X es compacto, existen i¡. i2, .... in E [ tales que X = u�=l f-1(U,k) 
de donde 

De aquí tenemos que {U;1, U,2, .... U;n} es una subcubierta fin.ita de Y. Por 
lo tanto Y es compacto.□ 

Entonces si tenernos un espacio compacto y otro que no es compacto, 
y existe una función continua y suprayectiva que va de un espacio al otro, 
entonces estos espacios no son homeomorfos. 

Otra manera de caracterizar la compacidad de un espacio y es la que 
interesa, es por medio de la propiedad de la intersección finita. Primero se 
enuncia qué significa que un espacio topológico tenga dicha propiedad. 

Definición 1.3.2 Sea X un espacio topológico. Una familia {F,};EI de sub 
conjuntos de X se dice que tiene la propiedad de intersección finita, si cada 
subfamilia finita { F1, .... Fn} de { F,} iE/ tiene intersección no vacía, es decir. 
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Teorema 1.3.4 Sea X un espacio topológico. Entonces X es compacto si 
y solo ,;, JH11a codo. [osniliu {F,},E/ dr conjuntos cerrados r11 .Y cor1 la 
propu dtul de mtcrscccioii [unia. la inu rst ccion d1 todo; los elt nu nios de 
la familia es no vacía. es decir. 

n,E, F, t- 0 

Dernost racióu. 
Supongamos que X es compacto y que C es una familia de subconjuntos 
cerrados de X con la propiedad de la intersección finita. cuya intersección 
os vacía. 
Ahora, pongamos v ee {X\F: FE C}. Corno U·1 = UFEc(X\F), por las 
leyes de De l\forgan se tiene que LJ '¡ = X\ íl/EC F = X\ íl C así, corno ne = 0 se obtiene que U ·1 = X\0 = X' de esto, la familia "/ es una cu 
bierta abierta de X. 
Como X es compacto, existe un conjunto finito {F1, F2, ... , F,.} e C de tal 
forma que (X\F1) U ... U (X\Fn) = X\(Fi n ... n Fn) = X. Por lo tanto, 
F1 n ... n F,, = 0. lo que contradice el hecho de que C tiene la propiedad de 
intorsccción finita. 
En el otro sentido, tomemos una cubierta abierta "/ de X y denotemos 
por Ca la familia {X\U: U E ·1}. Luego ílC = X\LJ"I = 0. Todos los 
elementos de C son cerrados, entonces C no tiene la propiedad de inter 
sección finita. Por lo tanto. existen elementos U1, U2, ... U,. E , tales que 
(X\U1)n .... , n(X\Un) = 0 es decir. se tiene que X\(U1 U ... U U,,)= 0. De 
aquí se sigue que U1 U ... U U,.= X. es decir {U1, ... , Un} es una subcubierta 
finita de -1. Por lo tanto X es compacto. □ 

Sean X un espacio topológico y Y e X. entonces se tienen los siguientes 
resultados. 

Corolario 1.3.1 Si X es compacto y Y es un subespacio cerrado de X. 
entonces Y también e; compacto. 

Demostación. 
Sea {F,};E, una familia de subconjuntos cerrados de Y con la propiedad de 
intersección finita. Siendo Y cerrado en X. todos los elementos de {F;}iE/ 
son cerrados X. Tenemos que X os compacto. entonces íl;Ef F; f. 0.□ 

Antes de presentar el otro resultado, recordemos que un espacio topológico 
X se llama Hausdorff, si para cualquiera puntos distintos a, b E X existen 
abiertos ajenos A, B tales que a E A y b E B. 
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Teorema 1.3.5 Sea X un espacio topológico Hausdorff. Si Y es subespacio 
compacto d, X. e nt onct ., ) · r,; cerrado , 11 X. 

Demostración. 
Para mostrar que Y es cerrado. veamos que X\Y C'H abierto. 
Sea .r E X\)", como .Y Pe Ilausdorffr-utonces para rndn y E}' existen U,,.\;, 
abierto, ('11 X tal<'S que ,,. E e, >" y E \ � con u,, n \ � = 0. 
Tenemos que {l'y: y E}'} e, una cubierta abierta de}', corno l' e" com 
pacto, existen Y1-Y2- ... , y,, E}' tales que Y e LJ:'__1 Vy,- 
Sea U= n;:a1 Uy,, que es una vecindad del punto J". veamos que U e X\Y, 
para eso supongamos que uo es cierto. 
Sea z E Y nu, entonces z E l'y1 para algún j E {l, 2, 3, ... , n }. Por otra parte 
sabemos que U = íl:'.,c1 u.; entonces z E UyJ. obteniendo que z E VyJ n Uy1, 

entonces VyJ n Uy1 # 0. lo cuál os una contradicción. Por lo tanto X\Y es 
abierto y en consecuencia Y es cerrado.□ 

Recordemos que una función es cerrada si la imagen de cada cerrado en 
el dominio, es un cerrado en el rango de la función. 

Corolario 1.3.2 Sean X, Y espacios Hausdorj] y f : X _, Y una función 
continua. Si X es compacto. entonces f es cerrada. 

Demostración. 
Sea F un subconjunto cerrado en X, por ser un cerrado metido en un com 
pacto tenemos que F es compacto. Dado que la función / es continua, se 
tiene que f(F) es compacto. Ahora del teorema anterior, vemos que f(F) 
es cerrado. Por lo tanto / es una función cerrada.□ 

Otra caracterización de funciones continuas es. una función fes continua 
si y sólo si la imagen inversa de cada cerrado es uu cerrado cu el dominio. 

Corolario 1.3.3 Sean X. Y espacios Hausdorff y f : X -> Y. Si X es 
compacto y la función f es una biyeccción continua. entonces f es un home 
omorjismo. 

Demostración. 
Como resultado del corolario anterior. tenemos que f es una función cerrada. 
l\lostraremos que, ¡-1 es continua. Sea B un conjunto cerrado en X, como 
fes una biyección continua, tenemos que u-1)-1(B) = f(B) y como fes 
cerrada. se tiene que u-1)-1(8) es cerrado. Por lo tanto ¡-1 es contiuua.D 
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Lema 1.3.1 Sea X un espacio topológico compacto y {X0}:>,"=1 una sucesión 
de subconjunto» cerrados de X. tal que paro cada 11 E N. X,,+ 1 C X,,. Si 
{; 1 ,; Ull abierto 111 .A tal que n� ¡ X,, C U entonce; c.uste 111 E 1', tal que 
X,,, e U. 

Demostración. 
Tcucm.» <¡IH' {' ('S abierto de .X. C'11tu11C-f':, �Y\U ('!', cerrado y por ser X com 
pacto. se signe que X\U es compacto. Corno íl�=I X,, e U. por leyes de De 
.\lorgan se tiene qne. X\U e U:=I X\X,,. De donde existen n 1, n2, .... n. 
tales que X\U e U7�i X\X,,;. 
Sea N = max {n¡, ... , nk}. entonces U��1 X\X,,; = X\XN- Por lo tanto 
xN cu.□ 

En nn espacio topológico X. no es necesario conocer como son todos los 
abiertos ele X. basta con conocer una subfamilia ele conjuntos abiertos que 
generen a los demás. Este concepto es el de base. En el siguiente resultado 
se muestra la relación que existe entre un espacio topológico compacto cou 
una base para él. 

Teorema 1.3.6 Todo espacio métrico compacto tiene una base numerable. 

Demostración. 
Sea X un espacio topológico compacto y A,, una cubierta finita formada por 
bolas ele radio 1/n. Hacemos 

f3 = U:'."=1 A,, 

Tenemos que /3 es una colección numerable, pues es la unión numerable ele 
conjuntos finitos. Sólo queda mostrar que {3 es una base para X. Para ello, 
tomamos x E X y un abierto U en X tal que x E U. 
Como para cada n E 1\1, A,, cubre a X, existe m E 1\1 y B E A,,, tal que 
x E B C U. Como x y U son arbitrarios, se tiene que /3 es una base.O 

Teorema 1.3. 7 Sea X un espacio topológico. Si tenemos que X tiene una 
base numerable, entonces existe un subconjunto denso y numerable en X. 

Demostración. 
Sea (3 una base numerable para X. De cada elemento B,, no vado de la hase, 
elegimos un punto x,,. Sea D el conjunto formado por los puntos x,,. Luego 
D es denso en X, pues para cada x E X y cada elemento B,, ele la base que 
contiene a x, B,, n D # 0, así x E D.□ 



16 CAPÍTULO l. PRELIMINARES 

Observemos que de los dos resultados anteriores. obtenemos otra propiedad 
<l<' los <'SJmcius topológicos rompart os. Ésta cs. todo espado compacto con 
tiene uu subconjunto denso numerable. 

Teorema 1.3.8 Sean X. Y espacios topoláqiros. el espacio producto X x Y 
r-.1 compacto si y sólo s, .1011 compact os ambos cspac10.1 X. Y 

Demostración. 
Supongamos que X x Y es compacto. mostraremos que X. Y son ambos 
espacios compactos. Consideremos las proyecciones 

-rr,. : X x Y - X tal que -rr.,(,·, y)= .r 
-rr11: X x Y - Y tal que -rr11(x,y) = y. 

Estas funciones son continuas, sobrevectivas y sus imágenes son 

-rrx(X x Y)= X, -rry(X x Y)= Y, 

Sabemos que la imagen continua de un compacto es compacta, entonces 
tenemos que X, Y son ambos compactos. 
Recíprocamente supongamos que X, Y son compactos, nos queda mostrar 
quc X x Y es compacto. Sea B¿ una base para la topología en X y sea By 
una base para la topología en Y. una hase para la topología producto del 
espacio producto X x Y es de la forma 

B = {U x V: U E B •. V E B11} 

Mostrar que el espacio producto X x Y es compacto es equivalente a mostrar 
que cada cubierta de X x Y por elementos de B tiene una subcubicrta finita. 
Sea { U; x V; }.E/ una cubierta abierta de X x Y por elementos de B. 
Mostraremos que tiene una subcubierta finita. 
Para cada x E X consideremos el subespacio { x} x Y de X x Y con la 
topología relativa, como {U; x V;}.E/ cubre a X x Y entonces cubre a {x} x Y. 
Consideremos la función 

f: Y - {:r} x Y tal que f(y) = (x, y), 

verifiquemos que fes continua y sobreyectiva. Sea (x, y) E {1·} x Y, sea W 
un abierto en el espacio producto que contenga a (x, y). entonces tiene la 
forma w = ujEJ(Uj X v;) con X E u, E B7 J Y E Vj E By para cada JE J. 
Entonces 
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Pues por definición de f se tiene que ¡-1(UJ x v;) = 11¡ para cada j E J, 
además la t opologí» e� rx-rruda bajo 1111iu11cs arbitrarias. cutouccs tenernos 
que u,EJ 1 � pertenece a la topología en l ': con esto oht uvimos que la imagen 
inversa de cualquier abierto es abierto. por lo tanto f es continua. Xlostrar 
que .f es sobrcvcct iva es inmediato. Usando que el espacio Y es compacto 
" que la función .f e:-. continua y sobrovoct iva. tenernos que el subcspacio 
{.r} x }' <'S rotuparto ron la t opologi» rr-lar ivn al ospnrio .\' x }". 
Dada la cubierta abierta {U, x l\},E1 del subcspacio compacto {.r} x }'. 
podemos encontrar una subcubiert a finita, digamos 

{ux X V''}n, tal que {.r} X y e U"',(U'' X \fX) 
J J J=l - J- J J 

con 1· E Uf para cada ; = 
{V; };E/ para Y. Definimos 

l. .... nx y {v/}'.'' una subcubierta finita de 
J=l 

ux = n1�;r u: 
J=l J 

entonces U" es un conjunto abierto en X tal que x E U" y el conjunto 
U" x Y es una franja abierta en X x Y. Con esto tenemos que 

ir X y e U'�z (UT X vx) - J=I J J 

Ahora usaremos la compacidad del espacio X para mostrar que el espacio 
producto X x Y puede ser cubierto con una cantidad finita de franjas abier 
tas. Notemos que la familia {Ux}xEX forma una cubierta abierta de X. como 
X es compacto se sigue que existe una subcubierta finita {Ux• }t=l de modo 
que X= Ut=I U?», Así tenemos que 

pero sabemos que para cada k = 1, ... , m se tiene que 

o= X y e U"'• (ux• X vx,.) - J=l J J 

entonces 

X X y= um (UX• X Y) e um (U11'• (U�· X vx•)) k=l - k=I J-1 J J 

Esto muestra que la colección d<' abiertos básicos. 

{ux, ¡rx, · . - 1 · k - 1 } 
1 x 1 .J- .... ,nxk• - .... ,m 
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forma una subcubiert a finita de X x Y de elementos de B de la cubierta 
{U, x l',},E/' Por lo tauto el ospar-io producto X x Y C's compacto, '.: 

Mediante el teorema de Tvchouoíí. sabernos que el resultado presentado 
anteriormente es más general y ,u demostración la podemos encontrar en 
([l]. too. :l7.'.l pá¡,; 2G7). A continuación cnunciaruos cl teorema: 

Teorema 1.3.9 (Tychonoff) 
El producto arbitrario de espacios compactos es compacto en la topología 
producto. 

1.4. Espacios Normales 

Definición 1.4.1 Sea X un espacio topológico y suponqamos qu« los con 
juntos 1tnipunt1tales son cerrados en X. Entonces se dice que X es regular si 
para cada par formado por un punto x E X y el conjunto cerrado B qtte no 
contiene a x. existen conjuntos abiertos disjuntos que contienen a 1· y a B 
respectivamente. El espacio X se dice qtte es normal si para cada par A, B 
de conjuntos cerrados disjuntos en X, existen conjuntos abiertos disjuntos 
que contienen a A y B respectivamente. 

Existen varias formas de caracterizar a los espacios regulares y los espa 
cios normales. En el siguiente resulta.do mostramos una manera. 

Lema 1.4.1 Sea X un espacio topológico donde los conjuntos unipuntuales 
son cerrados. 

J. X es regular si y sólo si, dado un punto x E X y un entorno U de x, 
existe un conjunto abierto V tle x tal que Clx(V) e U. 

2. X es normal si y sólo si. dado un conjunto cerrado A y un conjunto 
abierto U tal que A e U, existe un conjunto abierto V tal que A e 
Clx(V) e U. 

Demostración. 
Para mostrar a). Supongamos que X es regular. sea x E X y U un conjunto 
abierto tal que ,,_. E U. Si B = X\U entonces B es cerrado. Por hipótesis 
existen conjuntos abiertos disjuntos V y 11' que contienen a 1· y B. respecti 
vamente. El conjunto Clx(V) es disjunto de B ya que si y E B. el conjunto 
11' es un abierto que contiene a y distinto de V. Por lo tanto. Clx(V) e U. 
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que es lo que se quería mostrar. 
Para probar el otro sentido. Supongamos que 110s da el punto .r y el conjunto 
cerrado B tal que .r E B. Sea L · = X\B. Por hipótesis existe un conjunto 
abierto V de .1· tal que Cls(\I) e U. Los conjuntos abiertos \/ y X\Clx(V) 
son disjuntos que cout icncn a .l' >' a B respectivamente. Por lo tanto X <'f> 

regular. 

Para mostrar b). s<' usa d 11lis1110 argumento solamente se sustituye el 
punto .r por el conjunto A.U 

En seguida se muestran propiedades que implican la normalidad de un 
espacio. 

Teorema 1.4.1 Todo espacio metrizable es no,mal. 

Demostración. 
Sea X un espacio metrizable con distancia d. Sean A y B conjuntos cerrados 
disjuntos de X. Para cada a E A, elegimos fo de tal modo que B (fa, a) n B = 
0 y lo mismo para cada b E B, elegimos fb tal que B(,,,, b)nA = 0. Definamos 

Entonces U y \f son conjuntos abiertos que contienen a A y B, respectiva 
mente y afirmamos que son disjuntos, pues si 110 lo fuera, existiría z E Un V, 
entonces 

z E B(�, a) n 8(1', b) 

para algún a E A y b E B. Utilizando la desigualdad del triángulo tenemos 
que d(a, b) < 'º!'k. Si fo ::; eb, entonces d(a. b) < f¡, por lo que la bola 
B(fb, b) contendría al punto a. Si fb::; fa, entonces d(a, b) <,,,,por lo que el 
punto b estaría contenido en la bola B( fa. a). Lo que sería una contradicción 
con el hecho que A y B son disjuntos. Por lo tanto U y V son disjuntos.□ 

Teorema 1.4.2 Todo espacio Hausdorff compacto es normal. 

La demostración de este resultado, la podemos encontrar en ([l], leo. 
32.3 pág. 231). 
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Capítulo 2 

Continuos 

2.1. Ejemplos de Continuos 

En este capítulo los objetos de interés serán los espacios métricos. com 
pactos y conexos. Sabemos que, en IR", los compactos son cerrados y aco 
tados. Y sabemos que todo acotado de !R11 se puede meter en una copia 
topológica de la n-celda [O, 1]11• Entonces en IR" los objetos que nos intere 
san, son los espacios métricos, conexos y cerrados contenidos en [O, 1 ¡n. 

Definición 2.1.1 Un continuo es un espacio rnét,·ico compacto, conexo y 
no vacío. 

Sea X un continuo y Y e X. Diremos que Y es un subcontinuo de X, si 
Y es a su vez un continuo. Diremos también que Y es un subcontinuo propio 
de X, si Y es un subcontinuo distinto de X. 

Durante el desarrollo del capítulo presentaremos algunos ejemplos de 
continuos, pero en lo que más estamos interesados es mostrar cómo construir 
continuos. 

Ejemplo 2.1.1 El intervalo [0.1]. 

Sabemos que en IR los conexos son los intervalos y los compactos son cerra 
dos y acotados, por lo que el [O, l] es un compacto y dotado de la métrica 
usual es un espacio mótrico. Por lo que [O, l] es un continuo. 

Un continuo más general que el intervalo. es el arco. Un arco es cualquier 
espacio topológico homeomorfo al intervalo [O, l] 

Ejemplo 2.1.2 La circunferencia unitaria. 

S1 = {(x,y) E IR2 • ll(x,y)II = l} 

21 
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Por ser subconjunto del espacio métrico IR2. 51 es 1111 espacio métrico. Es 
comparto pllC'!-, C'� corrado �· ar-ot ado. <'� conexo por ser imagen rout inun del 
iutcrvalo [O. 2,r) mediante la íunción .» - (cos.r. sen.e). Por lo tanto S1 es 
11n continuo. 

Todo espacio topológico horucoinorto n 81 s<' llama curva <'f'l'l'FHIH <implo. 
110 <'s 1111 cont inuo dif,·n•11i(' de 51 sino uua vorxión ¡>,<'ncrn!i,-ada de ti. 

Definición 2.1.2 Un continuo es unicoherente. si lo. intersección de cua 
lesquiera dos subcontinuos propios es un conjunto conexo. 

Definición 2.1.3 Un continuo X es heredüariamenie equivalente, si todo 
s1,bcontinuo con más de un punto Y, es homeomorfo o. X. 

En los ejemplos de continuos que se han presentado, es el intervalo [O, l] 
quien posee tanto la propiedad de unicohcrcncia como la ele ser hereditaria 
mente equivalente. En el caso ele la circunferencia unitaria no posee ninguna 
de las propiedades, 51 no es hereditariamentc equivalente pues un arco es 
un subcontinuo que no es homcomorfo a 51 y no es unicohcrcnte pues si 
tomamos las semicircunferencias superior e inferior como subcontinuos, su 
intersección resulta un conjunto no conexo. 

Definición 2.1.4 Un continuo X es homogéneo si para cualesquiera puntos 
x, y E X existe un homeomorfismo hx,y : X - X ta.l que hx,y(x) = y. 

Observemos que 51 es un continuo homogéneo, pues dados dos puntos 
a, b E 51, existe una rotación que lleva a a. en b y éstas son homeomorfismos. 
En seguida mostraremos otro continuo que es homogéneo, el toro. 

Ejemplo 2.1.3 El toro. 

Lo podemos ver como S1 x 51, este espacio es compacto, pues el espacio 
producto ele espacios compactos es compacto, y la misma justificación para 
decir que es conexo. Por ser subconjunto de IR2. es un espacio métrico. Por 
lo tanto 51 x 51 es un continuo y su gráfica la mostramos en la siguiente 
figura. 
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Figura 1: El toro 

Para construir continuos, lo podemos hacer uniendo un número finito 
de continuos que se vayan intersectando. con esto lograremos que el resul 
tado sea un espacio conexo. A continuación mostramos como ejemplo a los 
n-odos. 

Ejemplo 2.1.4 Los n-odos simples. 

Éstos son la unión de n arcos que se intersectan dos a dos en un único punto, 
llamado vértice' del n-odo, dicho vértice PS el extremo dP cada uno de los 
n arcos y los otros extremos ele los arcos se llaman extremos del n-odo. En 
la siguiente figura se muestra al 6-odo simple. 

Figura 2: 6-odo simple 

Siguiendo la idea ele construir continuos, podemos considerar la unión 
ele una cantidad finita de arcos tales que, sean ajenos dos a dos o si se inter 
scctan lo hagan en uno o en ambos puntos extremos. A este nuevo continuo 
lo llamaremos gráfica finita. Cuando una gráfica finita no contiene curvas 
cerradas simples es llamada árbol. 

Si pensamos en la unión de una infinidad de segmentos que se intersecten 
entre sí, el resultado puede ser un continuo. Sólo tenemos que tener cuidado 
con que el espacio que resulte de dicha unión sea un espacio compacto. En 
seguida mostramos un ejemplo. 
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Ejemplo 2.1.5 El abanico armónico. 

Consideremos la sucesión armónica { .!. } '- 1 \ funucuu», cou dla la ::,iµ uicuí c 
11 n= , o 

sucesión de puntos cu IR2: definamos c1-1 = (O, O), ao = {l, O) y para cada 
n EN.""= {l.¼). Ahora, paran 2:: l. unamos cada uno de los puntos a,,_1 

con l'l punto a_ 1. Cráficarnente, tenernos 

Figura 3: El abanico armónico 

Este conjunto es compacto pues es cerrado y acotado, es conexo ya que es 
la unión de conexos que coinciden en un punto y es un espacio métrico pues 
es un subconjunto de !R2. 

Definición 2.1.5 Un espacio topológico X es localmente conexo en x si 
para cada abierto U de 1·, existe un abierto conexo V de 1· contenido en 
U. Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos, se dice que X es 
localmente conexo. 

Los continuos que habían presentado son localmente conexos, con la 
excepción de el abanico armónico. pues para cada punto (x, O), con O< x � 
1, existe una vecindad disconexa. En el ejemplo que se presenta en seguida, 
el continuo tampoco es localmente conexo. 

Ejemplo 2.1.6 El continuo sen¾ 

Considere la gráfica de la función f : {O, l] --> IR definida por J(x) = sen¾, 
es decir, el conjunto 

G(J) = { (x, sen¾) E !R2 : x E {O, l]} 

Este conjunto es conexo, por ser la gráfica de una Iuncióu continua definida 
en un conexo. Ademas es acotado, sin embargo no es cerrado; tomando la 
cerradura de G(J) se tiene un continuo, pues la cerradura de un conexo es 
conexo. 
Obtenemos gráficamente: 
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Figura 4: El continuo son � 

Este continuo no es localmente conexo, ya que para los puntos (O. y) con 
-1 :C:: y :e; l. poseen vecindades no conexas en G(f). 
Ya habíamos mostrado que si tenemos un espacio conexo por trayectorias 
entonces es conexo. Pero este ejemplo nos permite mostrar que, si tenemos 
un espacio conexo no necesariamente es conexo por trayectorias, ya que el 
punto (1, senl) no lo podemos conectar con ningún punto de la forma (O. y) 
por una trayectoria de la gráfica. 

U na generalización de los árboles son las dendritas. Las dendritas son 
continuos localmente conexos y sin curvas cerradas simples. En seguida se 
presenta un ejemplo de estos continuos. 

Ejemplo 2.1.7 Dendrita de Gehmann 

Se contruye empezando en la parte superior del que salen dos segmentos. Al 
final de estos dos segmentos se ponen otros dos segmentos más pequeños, este 
proceso se continúa una infinidad de veces. Al fiual se toma la cerradura de 
la unión de todos los segmentos. En la figura que a continuación se presenta, 
el proceso queda hasta el tercer paso. 

Figura 5: Dendrita de Gcbmann 

Observemos que el conjunto de puntos que se añaden cuando tomamos 
la cerradura. los que se colocan en la parte inferior del continuo, constituyen 



26 CAPÍTULO 2. CONTINUOS 

el conjunto ele Cantor. 

Hemos presentado continuos que so formaron uuicudo otros continuos 
que se intcrscctan en un punto. cuidando que el resultado sea compacto. 
Una de las técnicas más importantes para obtener ejemplos de continuos es 
C'I uso de intersecciones anidarlas. 

En el ejemplo que presentamos a continuación vemos que la intersección 
anidada de CO!lt'XOS no es, necesariamente. conexa. 

Ejemplo 2.1.8 Para cada n EN. sea 
X,,= [-1.l] X [-;,1.;'¡]\{("21,½) x {0}} 

Observemos que cada X,, es un subconjunto conexo de IR2, pero 

n�=l x,, = [-1, :/l x {o}u [½,1J x {o}, 

el cual no es conexo. 

(1-1) 

(1•112) 

(1112) 

111/n) 

¡1.01 

(11) ,, 

,,_. - 
) 

l 

(.11'1) 

,,., 

111-1,J 

(.10 
(1.1ir, 

Pero si agregamos la hipótesis de compacidad a cada uno de los in 
tersectandos se obtienen resultados positivos, como lo muestra el siguiente 
teorema, el cuál será muy útil pues nos permitirá definir una clase de con 
tinuos, 

Teorema 2 .1.1 Si X es un continuo y A 1, A2, . . . son subcontinuos anida 
dos, es decir A1 => A2 :::> .... entonces el conjunto A = íl�=l A,, es un 
subcontinuo de X. 

Demostración. 
El conjunto A e X es cerrado pues es intersección de cerrados, y tenemos 
que el espacio X es compacto. de estos dos hechos obtenemos que A también 
es compacto. Al ser los conjuntos A,, compactos, se tiene que son cerrados. 
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• 
• 

De modo que los conjuntos X\A,, son abiertos. 
Dr las leves de Dr Morgan tenernos. X\A = X\ n:_1 A,.= LJ:_1 X\A,, 
Para mostrar que A -::j:. 0, procederemos por coutradicciou. Supougauios que 
A PS vacío, se tiene la familia {X\A1• X\A2 .... } es una cubierta abierta de X 
y. como X C'S comparto. existe una subfamilia finita .,.\\An1, X\Ani• .... X\A11,.. 
que rubre también a X. Podomo-, suponer que 111 < 112 � ... < 11111. De modo 
que 

X= LJ;'.'._1 X\A,., = X\íl:'.'._1 A,,,= X\A,,.,, 

Lo que implica que A,..,, = 0. Lo que contradice el hecho que A,,'" es no 
vacío. Por lo tauto A cJ 0. 
Para poder concluir que A es un subcontinuo nos queda mostrar que A 
es conexo. Supongamos que A no es conexo, entonces A = CU D, donde 
C, D son cerrados ajenos, no vacíos de X. Como X es normal, entonces 
podemos encontrar U, V abiertos disjuntos de X de tal forma que C e U 
y D e V. Esto es, tenemos una sucesión de su bcontinuos anidados y A = 
C U D e U U V, es decir, A está contenida en el abierto U U V. entonces 
existen E N tal que A,. e UUV. De donde A,.= (A,.nU) U(A,, n V). Como 
CU D = A e A,., se tiene que A,. n U cJ 0 y A,, n V cJ 0, pero esto implica 
que An sea disconcxo, lo que contradice el hecho que An es un subcontinuo. 
Por lo tanto A es conexo.O 

• Habíamos dicho que el teorema anterior nos ayudaría para contruir otros 
,, continuos, y para ejemplificarlo, el continuo que sigue se contruye de esta 

manera. 

Ejemplo 2.1.9 Car-peta de Sierpinski. 

Sea S1 = [O, l] x [O, l], S2 e S1 el conjunto que se obtiene sustrayendo el 
cuadrado abierto central al dividir S1 en nueve subcnadrados de ignal área: 
S3 e S2 se define análogamente, al dividir cada uno ele los 8 = 23 cuadrados 
de S2 en nueve cuadrados de igual área y sustrayendo el cuadrado abierto del 
centro. Inductivauicntc, definimos Sn C Sn-1' como el conjunto que queda 
al remover el cuadrado abierto central de cada uno de los 2" cuadradros que 
conforman a Sn- l, después de dividirlos en nueve cuadrados de igual área. 
Finalmente, definimos S = íl��t S11• En la siguiente figura se representa a 
este continuo. 
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• 

Figura 6: Carpeta de Sicrpinski 

Una propiedad interesante de la carpeta de Sierpinski, es que todo sub 
continuo plano, con interior no vacío, tiene una copia homeomorfa dentro 
de este continuo. Esto se expresa diciendo que la Carpeta de Sicrpinski es 
universal para los continuos del plano de dimensión l. Otro continuo con 
propiedades interesantes se presenta en seguida. 

Ejemplo 2.1.10 Esponja de Menger 

La construcción de este continuo, es análoga a la de la Carpeta de Sierpinski. 
Sea l\/1 = [O, l] x [O, l] x [0.1]: luego, definimos l\!2 e M, como el conjunto 
que resulta al dividir el cubo en nueve partes iguales para cada cara y re 
mover la barra central abierta de cada cara. El proceso con el que se obtiene 
cada M¿ es similar. Definimos Al = íl�=I !\In- A continuación, se representa 
a este continuo. 

Figura 7: Esponja de l\Ienger 

La Esponja de Menger tiene dimensión 1 y cualquier continuo de di 
mensión I se puede meter dentro de él. Por esta propiedad se dice que este 
continuo, es universal para los continuos de dimensión l. 

Ahora veamos que existe un continuo universal. donde caben tocios los 
continuos. 

Ejemplo 2.1.11 El cubo de Ililbert 
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Consideremos el producto Q H = [O. l] x [O. l] x [O, l] x ... como Q Hes producto 
de compactos y conexos. tenernos que Q H mismo es un conexo y compacto. 
Le podemos asociar la métrica con la siguiente fórmula 

1 (( ) ( )) _ v== lx,-y,I 
( X1 · X2, ... , Yl, Y2· ... - L..,f;;:] -2- , - 

De manera que Q H es 11n continuo. Ahora veremos que contiene copias 
topológicas de todos los continuos. 

Teorema 2.1.2 Si X es un continuo, entonces existe una función continua 
e inyectiva f: X-> QH tal que f: X-> f(X) es un homeomorfismo. 

Demostración. 
Tomemos una métrica d para X, consideremos en X la métrica acotada 
et (p, q) = min {l, d(x, y)}, entonces d' (p, q) :S 1 para cualesquiera p, q E X. 
Observemos que la topología inducida por la métrica d' es la misma que la 
topología inducida por la métrica d. 

Ahora, sea D = {Pi: i EN} un conjunto denso y numerable de X, el 
cual existe pues X es compacto. Definamos f : X --+ QH por: 

Dadas p,q E X y dada i EN, d'(p,Pi) :S d'(p,q) + d'(q,p.;), de modo que 
et (p,p;) - d' (q,p;) :S d' (p, q). Similarmente, d' (q,p;) -d' (JJ,Pi) :S d' (p, q). De 
manera que ld'(P,Pi) - d'(q,JJi)I :S d'(p,q). Esto implica que cada una de 
las funciones p --+ d' (p, p;) es continua. Es decir, cada una de las funciones 
coordenadas de la función f es continua. Lo que implica que la función f 
también es continua. 
Para ver que f es inyectiva, tomemos puntos diferentes p y q en X. Sea 
E = d' (;,q) > O. Corno D es un subconjuto denso de X, existe n E N tal que 
d' (p, Pn) < E. 
Como d' (p, p,.) + d' (p,,, q) 2: et (p, q) = 2c > et (p, Pn) + E, tenemos que 
d'(p,.,q) > f. De modo que d'(p,p,.) <E< d'(q,JJn) y d'(JJ,Pn) # d'(Q,Pn) 
Esto muestra que f(p) # f(q). Por lo tanto fes inyectiva. 
Como sabemos, toda función continua e inyectiva cuyo dominio es un espacio 
compacto y el contradominio es un espacio Hausdorff es un homeomorfismo 
en su imagen, tenemos que f es un homeomofismo en su imagen. Que es 
precisamente lo que se quería probar.O 
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Para poder presentar otro camino para construir continuos, tenemos que 
mencionar algunos conceptos. Es nccr-sario conocer a los continuos doscom 
pouiblcs e indcscornpouiblcs. los continuos cucadenablos, que es precisa 
mente de los que hablamos en las siguientes secciones. 

2.2. Continuos Encadenables 

Primero daremos las definiciones para una cadena simple y una e-cadena 
simple. Después mencionamos la definición de espacios encadenables y pre 
sentamos algunos resultados. 

Definición 2.2.1 Una familia {U1,U2 .. .Un} de subconjuntos de un espacio 
métrico es una cadena simple en X si se tiene que U, n U1 # 0 si y sólo 
si li - ji :S l. A cada U¿ se le llama eslabón de la cadena simple. Se dice 
que una cadena simple C = {U1, ... , U,.} conecta a dos puntos a y b en X si 
a E U1 y b E U,.. 

El resultado que presentamos a continuación, nos muestra que los es 
labones de una cadena simple pueden ser conjuntos abiertos. 
El procedimiento para la construcción de este tipo de cadena simple es tomar 
una familia de conjuntos abiertos y de ahí extraer la cadena simple. 

Lema 2.2.1 Sea X un espacio métrico y conexo. Si l[J = {U,1}.IEA es una 
cubierta abierta de X y a, b E X entonces existe una cadena simple que 
conecta a a con b cuyos eslabones son elementos de U. 

Demostración. 
Sea D el conjunto de puntos x E X tales que existe una cadena simple. con 
eslabonesde U, que conecta a a con x. D # 0 ya que al menos a E D. 
Para demostrar que D = X, veamos que D es tanto abierto como cerrado y 
como X es conexo entonces tendremos que estos dos conjuntos son iguales. 
Sea x E D, así existe una cadena simple { U1, ... , Un} con eslabones en U, tal 
que a E U1 y x E Un pero, claramente, esto implica que U,. e D, de donde 
D es abierto. 
Para ver que Des cerrado, probaremos que D = Clx(D). Sea x E Clx(D) = 
D U 8(D), si x E D entonces no hay nada que probar. Supongamos que 
x E 8(D). Como l[J es una cubierta de X, existe U E l[J tal que x E U. Como 
x E 8(D), existe z E D n U, de donde existe una cadena simple {V1, ... , Vm}, 
con eslabones en U, que conecta a a con z. Sea r E {1,2, ... ,m} el primer 
número natural tal que Un Vr # ©, entonces {V1, .•• , Vr. U} es una cadena 
simple que conecta a a con x y, por lo tauto, x E D.□ 
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Definición 2.2.2 Una cadena simple C de conjuntos abiertos en un espacio 
métrico es llamada una ,- ctulena si d diámetro de cada c.slabón de C es 
'IIW'fW'I' que €. 

Definición 2.2.3 Un espacio métrico es encadcruiolc si para cada , > O. 
existe 1,na f- cadena que culnn a X. Si a. b E X entonces X e,; encadenable 
de a a b si pam cada, > O. existe 11.na ,- cadena <C = { C¡, .... C,,} que cubre 
a X tal que a E C1 y b E C,,. 

Teorema 2.2.1 Si X es un continuo encadenable I< C X es un subcontinuo 
entonces I< es encadenable. 

Demostración. 
Sea, > O, como X es cncadcnablc, existe una ,-cadena <C = { C1, ... , Cn} 
que cubre a X. Sea j el primer número natural tal que Cj n J( ,fa 0 y sea 
k el número natural más grande con la propiedad de que Ck n J< ,fa 0. 
Mostraremos que C = { CJ n J<, C1+1 n K, ... , Ck n K} es una ,-cadena en 
[( que cubre a K. 
Claramente este es el caso a menos que existieran dos eslabones C¡, y Cp+l, 
con j :e; p :e; k, tales que ( e; n K) n ( Cp+! n K) = 0, pero esto implicaría 
que, LJJ:Sm:S¡,(C,,. n K) y LJ¡,+l:Sm:Sk(Cm n K) fueran dos abiertos ajenos de 
I< cuya unión sería J(, lo que contradiría la conexidad de I< .□ 

2.3. Continuos Descomponibles e Indescomponibles 

Los continuos más familiares son descomponibles, de hecho no es fácil 
encontrar continuos indescomponibles. Antes de seguir con el análisis de éste 
tipo de continuos, damos la definición. 

Definición 2.3.1 Un continuo X es descomponible si posee dos subcontin 
uos propios A, B toles que X = A U B. 
Si X no es descornponible diremos que X es uulescomponible. 

Mencionabamos que no es fácil encontrar ejemplos de continuos inde 
scomponibles. sin embargo existen muchos ejemplos. En esta sección pre 
sentaremos resultados que nos permitan mostrar algunos ejemplos. 

Lema 2.3.1 Sean X un continuo y Z un subcontinuo de X. Si A y B son 
subconjuntos mutuamente separados tales que X\Z = A U B entonces Z U A 
y Z U B son subcontinuos de X. 
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Demostración. 
Sean X\Z = A U B. donde A. B <'SÜÍ11 11ml 11ai11c11l<' separarlos. Co1JJ0 X\Z 
es abierto. tenemos que A y 13 s011 abiertos. Además X\A = Z u B. por lo 
que Z U B es cerrado. 
Supongamos que ZUB no es conexo. Entonces existen dos cerrados no vacíos 
v ajenos H y I< tales que Z U B = HUI<. Como Z <'S conexo e igual a 
( Z n II) U ( Z n I<) y estos son dos cerrados ajenos. tenemos que uno ele ellos 
es vacío. Por lo tanto podemos asumir que Z = Z n H y por lo tanto Z e II. 
Pero como II y J( son ajenos la contención anterior implica que I< C B. 
Ahora, sean X1 = A UH y X2 = I<. Entonces 

X= (X\Z)uz = (AUB)UZ = AU(BUZ) = AU(HUI<) = (AuIJ)UI< 

ele donde X = X1 U X2. Además H y J( son no vados, por lo que X1 y X2 
no son vacíos. 
Por otra parte, sabemos que H y J( están mutuamente separarlos. Y como 
et, (K) C ci, (B), se tiene que I< y A también están mutuamente sep 
arados, ya que A y B lo son. Por lo tanto X1 y X2 están mutua.mente 
separa.dos. Pero esto contradice la conexidad ele X, por lo que se tiene que 
Z U B es un subcontinuo ele X. De manera análoga se muestra. que Z U A 
es un su bcontinuo ele X. □ 

Usamos el lema anterior para ciar una cara.eterización ele los continuos 
indescomponibles. 

Lema 2.3.2 Un continuo X es indescomponible si y sólo si todos sus sub 
continuos propios tienen interior vacío. 

Demostración. 
Para mostrar que, si tocios los subcontinuos propios ele X tienen interior 
vacío entonces X es inclescomponible; procederemos por contrapuesta, esto 
es, Supongamos que X es dcscoruponiblo para llegar a que contiene algún 
subcontinuo propio cuyo interior es 110 vacío. 
Entonces sean A y B subcontinuos propios de X tales que X = A U B. De 
ahí tenemos que X\B e A, pero ciado que B es cerrado y propio, entonces 
0 cf. X\B C int(A) por lo tanto int(A) cf. 0. 
Ahora el sentido contrario, para. mostrar que si X es indescomponible en 
tonces todos sus subcontinuos tienen interior vacío, procedamos por contra 
puesta. Supongamos que A es subcontinuo propio de X tal que int(A) cf. 0. 
Veamos los posibles casos respecto a la conexidad ele X\A: 

l. X\A es conexo. 
Entonces Clx(X\A) es un subcontinuo de X. Como int(A) es abierto, 
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no vacío y está contenido en A, tenemos que int(A) n Clx(X\A) = 0. 
Por lo tanto Clx(X\A) es subcont inuo propio de X. 
Además, X= AU Clx(X\A), de donde X es descompouiblc. 

2. X\A es disconcxo. 
Entonces existen dos conjuntos mutuamente separados y no vacíos H 
." J( tales que X\/1 = HUI,. Entonces AUII y AUJ\ son subcoutinuos 
propios de X y además 

X= (X\A) U A= (JI u K) U A= (A UH) U (A U K). 

de donde X es dcscomponible. 

En cada uno de los casos anteriores encontramos que X es descomponiblc, 
que es lo que se quería demostrar. D. 

Del lema anterior se deriva la siguiente caracterización para continuos 
descomponibles. 

Corolario 2.3.1 Un continuo X es descomponible si y sólo si X contiene 
un subcontinuo propio con interior no vacío. 

De la. caracterización que hemos dacio de los continuos indescomponibles, 
a continuación mostramos un ejemplo de Continuos indescomponibles. 

Ejemplo 2.3.1 Arcoiris de Knaster. 

La contrucción de éste continuo, es como sigue: 
Si C es el conjunto de Cantor de tercios intermedios, consideremos el sub 
conjunto C0 = C x {O} de IR2. Para cada par de puntos de C0 equidistantes 
del punto (½,ü), consideremos la semicircunferencia en IR2 con coordenadas 
no negativas que une tal par de puntos, entonces denotamos por Xo a la 
unión de tales semicircunferencias. 
Ahora, denotemos por X1 la unión de las sornicircunforcncias en IR2 con 
coordenadas no positivas que tienen por extremos pares de puntos de Co 
equidistantes a (i, O). Procedemos inductivamente, considerando para cada 
n E N a Xn como la unión de semicircunferencias en IR2 con coordenadas 
no positivas que tienen por extremo pares de puntos de C0 equidistantes a 
(2(l)"' O). 
Entonces el a.rcoiris de Knaster está dado por X = Xo U UnEN Xn, En la 
siguiente figura se presenta éste continuo en sus primeros pasos. 
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Figura 8: Arcoiris de Knastor 

El arcoiris de Knaster cu un continuo que no es localmente conexo en 
ningún punto, pues cualquier vecindad de cualquier punto es unión de arcos 
disjuntos. Tenemos que todo subcontinuo propio de éste continuo es un arco 
cuyo interior en X es vacío. Por el lema anterior es claro que X es indcscom 
poniblc. 

Para poder mostrar otro ejemplo de Continuos indcscomponiblcs, intro 
duciremos algunos conceptos importantes en la Teoría de Continuos como 
lo son el de composante e irreductibilidad. 

2.3.1. Composantes 

Definición 2.3.2 Si X es un continuo y p E X, la composante de p es el 
conjunto de todos los puntos x E X tales que existe algún subcontimw propio 
de X que contiene a x y p. 

Notemos que la composante de pes la unión <le los subcontinuos propios 
de X que contiencne a p. Por ser unión de conexos con un punto en común, 
tenemos que las composantes son conexas. Más adelante mostraremos que 
también son densas. 

El resultado que presentamos en seguida, nos ayudará a demostrar que 
las composantes son densas. El lema nos muestra que, dado un continuo 
X no existe el subcontinuo propio "más grande". La prueba del siguiente 
resultado la omitimos, porque requiere del teorema de golpes en la frontera: 
el cuál está fuera de los alcances de este trabajo. 

Lema 2.3.3 Sea X un continuo. Si D es un subcontinuo propio de X en 
tonces existe un subcontinuo propio C de X tal que C # D y D e C. 

Ahora sí estamos preparados para demostrar, que las cornposantes son 
un subconjunto conexo y denso. 
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Proposición 2.3.1 Si I< es alguna composante del continuo X. el conjunto 
I< es denso y c-onexo. 

Demostración. 
Sean p E X y J( la cornposantc de p. Por ln observación q11P s0 hizo antes, 
tenernos que J\- os conexa. 
Para mostrar que F 0s denso en X. supongamos que Cl:,;(I<) # X. E11- 
tonces. ya que ¡,· es conexo tenemos que Clx (K) es conexo y tenemos que 
Clx (I{) es un subcontinuo propio de X y es no vacío pues contiene a p. Por 
el lema anterior, existe 1111 subcontinuo propio H de X tal que J( e H y 
Kc/H. 
Pero H es un subcontinuo propio de X que contiene a p, por lo que por 
definición de J( debe tener que He K, lo que implica que H = K, que es 
una contradicción. 
Por lo tanto Clx(K) =X.por lo tanto J( es denso en X.□ 

En el lema que se presenta a continuación, relacionamos el concepto de 
descomponibilidad con el de composante. 

Lema 2.3.4 Si X es descomporuble, X es composante de alguno de sus 
puntos. 

Demostración. 
Como X es descomponible, existen A, B subcontinuos propios y no vacíos 
de X tales que X = A U B. Tenemos que A n B # 0, puesto que si la inter 
sección fuera vacía tendriamos que X es disconcxo, lo que es un absurdo. 
Entonces sea x E A n B y J( la composante de x. Como cada uno de A y B 
es subcontinuo propio de X que contiene ax, tenemos que A e J( y Be K, 
de donde X = A U E e J( y por lo tanto J( = X.□ 

Teorema 2.3.1 Si X es un continuo indescomponible entonces sus com 
posantes son disjuntas. 

Demostración. 
Sean x, y E X y K¿ y Ky las composantes de x y y, respectivamente. 
Supongamos que K¿ n Ky # 0. Sea z E K¿ n Ky, corno z E Kx, existe un 
subcontinuo propio H1 de X tal que z, x E H1. Análogamente existe un 
subcontinuo propio H2 de X tal que z, y E H», 
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Sea v., E I<y. entonces existe uu subcontinuo propio I-!3 ele X tal que 
w. y E l-!3. Como y E J/2nfh. se• tiene que II2Ulh es un continuo. d cual no 
es igual a X debido a que éste es indescomponible. Como z E J-11 n(H2uH3) 

resulta que H1 U I-I2 U 113 es un subcontinuo ele X. el cual es propio por la 
inclescomponibilidacl <le X. Pero :r. w E I-I1 U Ilz U I-I3, de donde w E I<,. por 
lo tanto l,11 e K, .. 
DC' manera ..--,11Rloµ,r1 SC' muestra quo ¡\·:,. e l\·y-□ 

De la definición ele composante tenemos que es la unión de los subcon 
juntos propios ele X que contienen a un punto en particular, del que es 
composante. En seguida veamos que basta la unión numerable ele subcon 
tinuos para formar la composante. 

Lema 2.3.5 Si p E X y I< es la composante de p. entonces existe una 
colección numerable { F,. : n E N} de subcontinuos propios de X tales que 
I{ = UnEN Fn. 

Demostración. 
Sabemos que X posee una base numerable IIB = {Vi, Vz, ... } con Vn # 0 para 
cada n E N, pues X es un espacio métrico compacto. Definamos para cada 
n EN, Un= V,,\{p}. 
Sea E; la componente de X\Un que contiene a p para cada n y sea F = 
UnEf\l F,.. 
Como cada X\Un es cerrado y contiene a p, es claro que F¿ es un subcon 
tinuo ele X que contiene a p para cada n EN, lo cual implica que Fe I<. 
Mostremos ahora que J{ e F. 
Sea x E I<. Entonces existe un subcontinuo propio I-I ele X que contiene a 
{p,x}. Como X\H es abierto y no vacío, existe m EN tal que V,,. e X\H. 
Entonces p !/e V,,, y por tanto Um = V,,.. 
También es claro que JI e X\Um, y dacio que H es conexo y contiene a 
p, se sigue que H e F,,,. Por lo tanto x E F,,, e UnEN F,.. Por lo tanto 
I{ = UnEf\lFn.D 

Mostraremos una serie ele resultados que relacionan el concepto de com 
posante con la descomponibilida<l e irreducibilidad de un continuo. 
Mostraremos que los continuos descomponiblcs tienen exactamente tres corn 
posantes, mientras que los indescomponibles una cantidad más que numer 
able de composantes. Pero antes, veamos el concepto de irrcducibilidad. 
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2.3.2. lrreducibilidad 

Definición 2.3.3 s; X r·.s 1111 r-o11N111w y {71. q} -:: X. decimos qut .\" es 
irreducible con respecto a p y q si no existe ningún subcotüinuo propio de X 
que contiene a tales puntos. 

:-SotP111os la relación entre el concepto de composaute y d0 cout inuo irre 
ducible. Si p y r¡ son puutos de X tales que. p no pertenece a la coinposantc 
de q, entonces por definición de composante. X es irreducible con respecto 
a p y q, esto es: 

Lema 2.3.6 Sea X ·un continuo y 71 E X. Entonces X es irreducible respecto 
a p y a algún otro elemento de X si y sólo si la composante de p es un 
subconjunto propio. 

Observemos ahora, si X es irreducible respecto a p y q, cada uno de esos 
puntos no pertenece a la composante del otro, es decir: 

Lema 2.3. 7 Si el continuo X es irreducible respecto a {p, q}, entonces las 
composantes de p y de q son subconjuntos propios de X y distintos entre si. 

La proposición que sigue, muestra que si un continuo es descomponible 
y no irreducible tiene exactamente una composante. 

Proposición 2.3.2 Si X es un continuo descomponible y no es irreduciole, 
entonces X poseee exactamente una composanie, X mismo. 

Demostración. 
Como X es dcscomponible, tenemos que X es cornposantc de alguno de sus 
puntos. Y por ser no irreducible, X no posee cornposantcs propias. Por lo 
tanto X mismo es su única composanto.Cl 

Ahora veamos que pasa con los continuos dcscomponibles e irreducibles. 
Éste resultado es la demostración de lo que mencionabamos anteriormente, 
los continuos dcscomponibles poseen exactamente tres composantcs. 

Proposición 2.3.3 Si X es un continuo descomponible e irreducible, en 
tonces X posee exactamente 3 composantes. 

Demostración. 
Sea X dcscomponiblc e irreducible respecto a {p, q}. Tenemos que X es una 
composante, y obtenemos que las composantes de p y de q son subconjuntos 
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propios de X y son disjuntos entre sí. 
Entonces va tonemos 3 composautos de X dist iut as out ro sí. Most rurr-mos 
que estas 3 son tocias las composantes. 
Sea pues r E X y K la coinposaute der. Veremos que J{ es uno de los con 
juntos que acabamos de mencionar. por lo tanto supongamos que J{ # X. 
Entonces existe y E X\F. 
Como X es dcscompouible posee subcontinuos propios A. B tales que X = 
il U B. Ninguno de estos dos subcoutinuos puede contener a ambos puntos 
p y q, ya que X es irreducible respecto a ellos. por lo que podemos asumir 
que JJ E A y q E B. Tarnbicn supongamos que r E A. 
Dacio que A es subcontinuo propio de X y contiene ar, es claro que A U K. 
de donde se sigue que p E J(. 
Supongamos momentá.neamcnte que I< tambien contiene a q. Entonces ex 
iste un subcontinuo propio D tal que { r, q} e D. Además recordemos que 
{r,p} e A. Como y f/. K, ningún suhcontinuo propio de X contiene a {r,y}. 
por lo que tenemos que y ff. A y y f/. D. 
Entonces r E A n D, y f/. A UD y {p,q} e A UD, lo cual quiere decir que 
A UD es un subcontinuo propio de X que contiene a p y q, pero esto es una 
contradicción, ya que X es irreducible respecto a tal par de puntos. De esto 
qf/. K. 
Ahora sí, demostremos que I< es la. composa.nte de p 
Seax E K 
Entonces existe un subcontinuo propio F de X tal que {r,x} e F, pues K 
es la composante de r. En particular, como q f/. K tenemos que q f/. F. 
Entonces r E A n F, q f/. A UF y {x,p} e A UF, por lo que A UF es 
subcontinuo propio de X que contiene a p y ax. por lo tanto x pertenece a. 
la composante de p. 
Sea x un elemento de la composante de p. 
Entonces existe un subconjunto propio H de X tal que {x. p} e JI. Como X 
es irreducible respecto a. {p, q} tenemos que q f/. H. por lo tanto p EH n A, 
q f/. HU A y { x, r} C JI U A, lo cual quiere decir que HU A es subcontinuo 
propio de X que contiene ax y r, lo cual implica que x E K. 
Entonces tenemos que K es presisamente la composante de p. Por lo tanto 
hemos probado que si una composante no es X mismo, entonces debe ser 
composante de alguno de los puntos a los cuales X es irreducible. 
Por lo tanto no existen más cornposantcs de las 3 que teníamos y entoces X 
tiene exactamente 3 composantcs. O 

A continuación mostraremos que los continuos indescomponibles tienen, 
una cantidad más que numerable de composantes. Para ello utilizaremos el 
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Teorema de la Categoría de Baire, la demostración la podemos encontrar en 
([!]. reo. 48.2. pág 3:37). 

Definición 2.3.4 Un conjunto X se dice que es un espacio de Baire. si 
satisface la siquienie condición: dada cualquier familia numerable { Jl,,} de 
conjuntos cerrado» de X. todos ellos r:011 nüerior 1wcio r,n X. su unuin U An 
lambié11 tiene interior vacío en X. 

Teorema 2.3.2 (Teorema de la categoría de Baire) 
Si X es ·un espacio 11 ausdorff compacto o tm espacio métrico completo en 
tonces X es un espacio de Baire. 

Teorema 2.3.3 Si X es un continuo indescomponible entonces X tiene una 
cantidad no numerable de composantes. 

Demostración. 
Corno X es indescomponible entonces todo subcontinuo propio de X tiene 
interior vacío, y sabemos que cada composante de X es unión numerable de 
tales conjuntos. 
Es claro que X es la unión de todas sus cornposantes, por lo que si X tuviera 
una cantidad numerable de ellas, tendríamos que X es la unión numerable 
de conjuntos con interior vacío, lo cual por el Teorema de Baire es un ab 
surdo. 
Por lo tanto X posee una cantidad m;\.� qnc numerable de composant.es.□ 

Ahora veremos una caracterización muy útil de la indescornponibilidad 
en los continuos. 

Teorema 2.3.4 Un continuo X es indescomponible si y sólo si posee un 
subconjunto { a, b, c} tal que X es irreducible respecto a cada par de elementos 
de tal conjunto. 

Demostración. 
Supongamos que X es indcscornponiblc y sean a, b, e E X tal que I<a, Ki; K¿ 
son composantcs distintas <le X. Si 11 es un subcontinuo propio de X que 
contiene a a y b entonces He K¿ n I<b lo cual es una contradicción, pues X 
es indescomponible entonces sus cornposantes son disjuntas. Con esto ten 
emos que X es irreducible entre a y b. De manera análoga se muestra que 
X es irreducible entre by e y entre a y c. 
Para mostrar el otro sentido, lo haremos por contrapuesta. 
Esto es, supongamos que X es dcscompouiblc y sean a, b y e tres puntos 
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cualesquiera de X. Como X es descomponiblc, existen dos subconjuntos 
propios I-I y I< ele X tales qtH' X = Tí U I<. poro entonces I< o I-I contiene 
a dos de los tres puntos a.bv e, de donde X 110 es irreducible entre dos de 
esos puntos.O 

Ahora ya estamos listos para construir un continuo indcscouiponiblc. 
Esto lo haremos usando el teorema anterior, es decir. tomaremos tres puntos 
y construiremos un continuo que sea irreducible entre cada par de ellos. 
Para construir un continuo que sea irreducible cutre un par de puntos nos 
basaremos en el siguiente resultado y su demostración la podemos encontrar 
en ([3]. Teo 9.6.24, pág 450). 

Proposición 2.3.4 Sean X un continuo y a, b E X. Si X es encadenable 
entre a y b entonces X es irreducible entre a y b. 

Ejemplo 2.3.2 Ejemplo de 1m continuo indescomponible. 

Toda la construcción se llevará a cabo en el plano. Sean a, b y e tres puntos 
no colinealcs en IR2 y construyamos una cadena simple C1 cuyos eslabones 
son discos abiertos, de diámetro menor que uno, empezando en a, pasando 
por b y terminando en c. 
Dentro de C1, construyamos una cadena simple C2 de discos abiertos y 
diámetro menor que ½, que empiece en b, pase por e y termine en a, de tal 
forma de que C2 sea un refinamiento propio ele C¡. 
Dentro de C2, contruyamos una tercera cadena cimple C3 de discos abiertos, 
de diámetro menor que ½, empezando en c, pasando por a y terrninando en 
b, de tal manera que C3 sea un refinamiento propio de C2. 

En la siguiente figura se muestra el proceso que hemos descrito hasta la 
segunda facc. 



2.3. CONTINUOS DESCOMPONIBLES E INDESCOMPONIBLES 41 

Figura 9: Continuo 
indescomponible 

En general, para cualquier n E N U {O}, se contruyen cadenas simples: 
C3n+l que sigue el patrón a - b - c, C3n+2 que sigue el patrón b - e - a y, 
C3,.+3 que tienen el patrón e - a - b. Además el diámetro de cada eslabón 
de e, es menor que ¡, con k EN. 

Paracadak EN, sce Hi; = UcEC, Clx(C) y sea X= íl�1 Hi; Observe 
mos que íl;;:"=0 H3n+i es un continuo encaclenable y por lo tanto, irreducible 
entre a y e; que íl;;:"=0 H3n+2 es un continuo irreducible entre b y a; y que 
íl;;:"=0 Ihn+3 es un continuo irreducible entre b y c. Además tenemos que 
X = íl;;:"=o H3n+l = íl;;:"=0 H3n+2 = íl�=O H3n+3· Así que X es un continuo 
inclescomponible. 

También existen continuos para los cuales todos sus subcontinuos son 
inclescomponibles. 

Definición 2.3.5 Si cada subcontinuo de X es indescomponible, decimos 
que X es hereditariamente indescomponible. 

El resultado que presentamos en seguida, nos muestra que podemos 
definir una relación ele equivalencia en continuos indescomponibles, y vemos 
también que ésta relación, puede o no ser de equivalencia para. los continuos 
dcscomponiblcs. 

Proposición 2.3.5 Sea X un continuo descomponible. Definimos la relación 
para los puntos de X, p :e q si existe un subcontinuo propio A de X tal que 
p, q E A, entonces :e es una relación de equivalencia. 

Demostración. 
Mostraremos que es una relación de equivalencia para. los puntos de 
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un continuo indescornponible. Además veremos que hay continuos descorn 
poniblcs para los que <'S una relación de equivalencia y que hav doscoui 
punibles donde la relación no es de equivalencia. 
Sea X un continuo indcscornponiblc y sean {p. q. z} E X. 
Tenemos que p e:= p. pues {p} es un subcontinuo propio de X. 
Si r= r¡. entonces existe Y e X subcoutinuo propio tal quo p.,¡ E Y. De 
donde q. ¡, E Y v así ,¡ e:= p. 
si p e:= q y q e:= z, entonces existen Y, vi· su bcontinuos propios de X tales que 
p. q E Y y q. z E 1V. Como X es indescomponi ble, tenemos que Y U W # X. 
tenemos que Y U IV es conexo, pues es unión de conexos, con iutorsseccióu 
no vacía. 
Por lo tanto tenernos que Y U Z es un subcontinuo propio de X ta.1 que 
p, z E Y U Z, de donde p :» z. Y e:= es una relación de equivalencia. 

Si X es doscomponiblc la propiedad con la que se tiene el conflicto es, 
a e:= b y b e:= e entonces a e:= c. Entonces mostraremos un continuo descom 
ponible donde se cumple y otro donde no. 

Sea X = 51. Claramente tenemos que para cualesquiera dos puntos en 
51, existen subcontinuos propios que contienen a los dos. Entonces tenemos 
que e:= es una relación de equivalencia.. 
Ahora, sea X= Clx(sen(:/:)). 
Tomemos los puntos p = (1, sen(l)), q = (0,5. sen(0,5)) y r = (O, 1). Es 
claro que p e:= q y q e:= r, pero p cf. r pues solamente X contiene a los dos 
puntos. Por lo que e:= no PS una relación de equivalencia.□ 



Capítulo 3 

Hiperespacios de Continuos 

Sea X un continuo con métrica d. Los Hipcrcspacios son colecciones de 
subconjuntos de X con alguna característica particular, los más estudiados 
son: 

zx = {A e X: A es cerrado y no vacío}, 
C(X) = {A E 2X : A es conexo}, 

Fn(X) = {A E 2X: A tiene a lo más n puntos} para cada n E f\l, 
Cn(X) = {A E 2X: A tiene a lo más n componentes} para cada n E f\l. 

3.1. Métrica de Hausdorff 
Observemos que, todos estos espacios se definen como subespacios de 

2x, entonces para darle una métrica a todos ellos, bastará dársela a 2X. 
Pero antes necesitamos mencionar algunos conceptos. 

Definición 3.1.1 Sean, > O, p E X y A E 2X. Definirnos la bola de radio 
E centrada enp, que denotamos por B(,,p), como: 

B(,,p) = {q E X: d(p,q) < ,}. 

Y definimos a la nube de radio, centrada en A, que denotamos por N(,, A), 
como: 

N(,,A) = {q E X: existe a E A tal que d(a,q) < e}. 

Observemos que si A consta de un punto, entonces B(,, p) = Nt«. {p} ). 
Además N(,, A) = UaEA B(,, x) 

Proposición 3.1.1 Sean , > O y los subconjuntos A, B de X. Entonces 
N(,, A) UN(,, B) = N(,, A U B). 

43 
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Demostración. 
Mostraremos que. N(,. A) UN(,. B) e N(,. 1\ U B). 
Tomemos x E Ni«. A) UN(,, B). entonces .t E N(e. A) o x EN(,. B). Para 
el caso que 1· E N(,, A) tenemos que existe a E A tal que d(x. a) < ,, de 
ahí que existe a E A U B tal que d(:r. a) < f. Por lo que 1· EN(<. A U B). De 
manera análoga si :r E JV(f. B). 
Ahora mostraremos que N(c. Jl U B) e N(f, A) UN(,, B). 
Tomemos X E N(,, A U B). entonces existe m E A U B tal que d(x, 111) < <. 
Entonces, existe m E A o m E B tal que di», m) < ,. Por lo que :r EN(,, A) 
o x E N(c.B). De donde x EN(,, A) UN(,, B). □ 

Proposición 3.1.2 Sea U un subconjunto abierto de X y A cerrado tal que 
A e U, entonces existe ó > O tal que N(6,A) e U. 

Demostración. 
Como U es abierto y A e U, para cada a E A exise ra > O tal que B(ra, a) e 
u. 
De donde, A C UaEA B(ra,a) CU. 

También tenemos que 

A e UaEA B(ri 'a) e UaEA B(ra, a) e u 
Como A es cerrado y X compacto, entonces A es compacto. Por lo que 

existen a E Nya¡, .... an E Atal que A C u:�1 B(�,ai) C UaEAB(½",a) C 
u. 

Sean J = mín{�, ... , �} y x E N(ó, A). Entonces existe a E A tal que 
d( a, x) < ó. Además existe 1 :'::: ·i :'::: n tal que d( a, a,) < q,.. 
Como ó :'::: T.f, tenemos que d(x, a;) :'::: d(x, a)+ d(x, ai) < q,. + q,. = ra,, 
Por lo tanto x E B(ra,, a;) C U.□ 

Ahora bien, la métrica que definiremos en 2-" es llamada métrica de 
Hausdorff. Dados A. B E 2X, definimos: 

H(A.B) =ínf{, >O: A e N(,,B) y Be N(,,A)}. 

Con ayuda de esta métrica, dos conjuntos se encuetran cerca si ellos están 
casi empalmados. A continuación mostraremos que la métrica de Hausdorff 
es realmente una métrica. 
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Proposición 3.1.3 Dados A, BE 2X. se cumple que: 

l. JJ(A. B) tsl á bien dcjinitl«. 

2. II(A. B) 2'. O y H(J\, B) = O si y sólo si A = B. 

S Jl(A. B) = H(B. A). 

4- H(A.C)�Il(A.B)+H(B,C). 
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Demostración. 
Para cada par de elementos A, B E 2x, definimos 01 conjunto: 

E(A,B) ={<>o: A e N(<,B) y Be N(<,A)}. 

H(A, B) =ínfE(.4, B) por como definimos H(A, B). Para ver que H(A, B) 
está bien definida, tenemos que mostrar que E(A, B) no es vacío y está aco 
tado inferiormentc. Para ver que es no vacío, notemos que d(p, q) < diam(X)+ 
1 para cualesquiera p, q E X. Así que A e N(diam(X) + 1, B) y B e 
N(diam(X) + 1, A). De manera que el número diam(X) + 1 E E(A, B). esto 
muestra que el conjunto E(A, B) # 0. Por definición el conjunto E(A, B) 
está acotado inferiormcnte por el cero. por lo tanto H(A, B) está bien 
definido. Además H(A, B) 2'. O. 
Para demostrar 2 ya tenemos que H(A, B) 2'. O, nos queda mostrar que 
H(A, B) = O si y sólo si A= B. Primero veamos que H(A, A)= O, observe 
mos que, para cualquier E> O, A e N(<, A), de modo que E(A, A)= (O,oo) 
y como el ínfimo de este conjunto es el cero, concluirnos que H(A, A) = O. 
Ahora supongamos que H(A, B) = O, tenemos que probar que A = B. 
Tomemos un punto a E A y un número positivo cualquiera <. Entonces esta 
mos suponiendo que íafE(A, B) = O < <, por lo que existe íi E E(A, B) 
tal que íi < E y entonces A e N(íi, B). Así que existe b E B tal que 
d(a, b) < 8 < <. Con esto hemos probado que B(<, a) n B # 0 y esto ocurre 
para cualquier E. concluimos que a pertenece a la cerradura de B en X, 
pero Bes cerrado, así que a E B. Ya tenernos entonces A e B. De manera 
análoga probamos que B e A. Por lo tanto A = B, que es precisamente lo 
que se quería demostrar. 
La prueba de 3 se sigue directo de la definición de E(A, B). pueden inter 
cambiarse los conjuntos A y B sin que cambie el conjunto E(A, B). 
Para terminar con la demostración, tendremos que probar que: 

ínfE(.4, C) �ínfE(A, B)+ínfE(B, C) 

Recordemos que el ínfimo de una suma de conjuntos es la suma de los ínfimos 
de los conjuntos, por lo que tenemos que probar que: 
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ínfE(A, C) :Sínf{ó + ,¡: ó E E(A. B) y r¡ E E(B, C)}. 

Para hacr-r esto. to11"'111os dos elementos cualesquiera ó E E(.1. B) _,· ,¡ E 
E(B. C). 
Por definición. A e N(6, B) y B e N(,¡. C). dada a E A existe b E B tal 
que d(a. b) < ó. ademas existe e E C tal que d(b. e) < 1¡: por la desigualdad 
del triángulo tenernos di«. e) < 6 + ,¡. Hemos probado que J\ C .'\'(ó + r¡. C). 
Tarnhiéu ele 6 E E(A.B) y r¡ E E(B.C) tenemos.Be N(6.A) y Ce 
N(r¡. B), dacia e E C existe b E B tal que d(c. b) < r¡, adornas existe a E A 
tal que d(b, a) < ó, por clesigualclacl del triángulo d(c. a) < 6 + 17. 
Hemos probado que C e N(ó + r¡, A). De manera que ó + 17 E E(A. C). Y 
entonces ínfE(A, C) :S 6 + 17. Por lo que podernos concluir que el número 
ínfE(J\, C) es una cota inferior del conjunto { ,5 + 1¡ : ó E E(A, B) y 17 E 
E(B,C)} y, por tanto ínfE(A,C) :Sínf{ó+r¡: o E E(A.B) y 11 E E(B,C)}. 
Que es precisamente lo que queriarnos mostrar. □ 

La proposición anterior nos muestran que 2.\'. es u11 espacio métrico y, 
también lo son entonces sus subespacios. Así, los hipcrospacios que defini 
mos son espacios métricos con la métrica ele I-Iausclorff. 

Observemos que si X es un continuo no degenerado. Entonces H se puede 
definir en la familia ele tocios los subconjuntos no vacíos ele X, pero en este 
caso no resulta ser una métrica. Si A, B e X es claro que diam(X) + 1 E 
{,>O: A e N(,,B) y Be N(,,A)}, así el conjunto es no vacío y el 
ínfimo es mayor o igual que cero. Por lo que ínf{, > O : A e N(,, B) y 
Be N(c, A)} esta bien definido. Pero la propiedad H(A, B) =O� A= B 
no se cumple pues H(Clx(A), A)= O, para tocio A C X, ya que A e Clx(A) 
y Clx(J\) e N(,, A) para , > O pues, si x E Clx(A) se tiene que para 
cualquier, > O B(,, .1:) n A # 0. De donde x E N(,. A). De modo que si A 
no es cerrado, tenemos que A# Clx(A) y II(A, Clx(A)) =O.Por lo que H 
no es métrica. 

Proposición 3.1.4 H(A, B) <, si y sólo si A e N(E, B) y Be N(,, A). 

Demostración. 
Para mostrar que, si H(A, B) < e entonces A C N(,, B) y B e N(L A). 
Tomemos E > O tal que 

H(A,B) =ínf{ó >O: A e N(ó,B) y Be N(ó,A)} <, 
entonces existe ,0 E {ó >O: A e N(o, B) y Be N(ó. A)} tal que H(A, B) < 
,0 < '- Entonces A e N(Eo, B) y B e N(Eo, A). Como 'º < , entonces 
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A e N(,, A) y Be N(,, A). 
Ahora mostraremos que. si A e N(c. B)? Be N(,-. A) entonces II(A. B) < 
,. Como A e N(,, B) tenemos que, para tocia a E A existe b¿ E B tal 
que d(a. ba) < ,, es decir. a E E(,, b0). De manera que existe Óa tal que 
d(o. ba) < Óa < ,. Así A C UoEA B(óu. ba)- corno A es compacto. tenemos 
que existe 11 EN y elementos a,. a2 .... a,, tales que 

A e_ B(601. ba,) U ... U B(6a,,. baJ e 1\"(6a,. B) U ... U N(60,,. B) 

De manera similar tenemos que, existe m E N y elementos b¡, .... bm tales 
que 

B C N ( ób" A) U ... U 1V ( ob,,, A) 

sea ó =máx{ónw···ºa,,-Ób¡,····,ób,,,}- Así que, A C N(6,B) y B C N(ó,A). 
Por lo que H(A, B) :'Ó ó < f. Por lo tanto H(A, B) < ,.□ 

En el resultado que se presenta en seguida, mostramos otra manera de 
medir la distancia entre dos subconjuntos A, B y, ésta resulta ser equivalente 
a la métrica de Hausdorff. 

Proposición 3.1.5 Sean A,B E 2x, y D: 2X---, IR. 
Como D(A, B) = máx{sup{d(a, B) : a E A}, sup{d(b, A) : b E E}, entonces 
D(A. B) = H(A, B) 

Demostración. 
Notemos que sup{d(a, B) : a E A} = ínf{r >O: Be N(r, A). 
Para cualquier E> O, sup{d(a, B) : a E A}+• E {r >O: Be N(r, A)}, pues 
cualquier elemento de B está a una distancia menor o igual que sup{ d( a, B) : 
a E A} de cualquier elemento de A. 
Esto es.Be N(sup{d(a, B): a E A}+,, A). 
Hemos probado que sup{d(a, B): a E A}= ínf{r >O: Be N(r, A). 
De manera análoga, mostramos que 
sup{d(b, A): b E E}= ínf{r >O: A e N(r, B). 

Sean a= máx{sup{d(b.A): b E B},sup{d(a,B): a E A}} y E> O. 
Entonces 
a+•E {r> O: Be N(r,A)} ya+cE {r> O: A e N(r,B)}. 
Es decir, para cada E> O. a+, E {r >O: Be N(r,A) y A e N(r,B)}. De 
clonecl a= ínf{r >O: Be N(r, A) y A e N(r, B)}. 
Entonces a= H(A, B).□ 
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3.2. Convergencia en 2x 

En esta sección damos una caracterización para la convergencia de una 
sucesión en el hiperespacio 2-' con respecto a la métrica de Hausdorff en 
términos de subconjuntos de X. En seguida damos la definición d,, límite 
superior e inferior. 

Definición 3.2.1 Sea { An};:"_1 una .sucesión de elementos de 2-'. 

1. lím in/(An) = {x E X: V<> 0,B(<,x) nAn i= 0 para casi toda n} 
(todas excepto un número finito) 

2. lím sup(A,,) = {x E X : V<> O, B(,, x) n An i= 0 para ·una iujinulad 
den' s} 

En el resultado que se presenta a continuación damos características del 
límite superior e inferior. 

Proposición 3.2.1 Sea X un continuo y {An};:"=1 uana sucesión de ele 
mentos en 2X. Entonces: 

l. lím in/(An) <;; lím sup(An)- 

2. lím inf(A,.) y lím sup(An) son subconjuntos cerrados. 

3. lím sup(A,,) i= 0. 

Demostración. 
Para mostrar que lím inf(A,.) <;; lím sup(A,.). 
Sea E > O y x E lím inf(A,.), entonces B(,, x) n An i= {!) para toda n E N, 
excepto un número finito. Por lo que existe NEN tal que B(,, x) n A,. i= 0 
para toda n 2: N. de donde la intersección es no vacía para una infinidad de , 
ns. 
Por lo tanto x E lím sup(A,.) y así lím inf(A,.) <;; lím sup(A,.). 

Para mostrar que lím snp(A,.) es un conjunto cerrado, basta con probar 
que Clx(lím sup(A,.)) <;; lím sup(A,.). 
Sea , > O y x E Clx( lím sup(A,.)), entonces B(,. x)n lím sup(A,.) i= 0. 
Por lo que existe z E B(,, x)n lím sup(A,,), de donde d(x, z) < , y para 
todo ,5 > O B(ó, z) n A,. i= í/J para una infinidad de n' s. De modo que 
B(,, x) n A,. i= {!) para una infinidad de n' s, pues existe '/ > O tal que 
B('Y, z) e B(,, x). Por lo tanto x E lím sup(A,.) y así lím sup(A,.) es cerrado. 
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Para probar que lím sup(An) # 0. Tomemos la sucesión {an}�=I de pun 
tos cu X. formada por a,. E A,, para rada n E N. Como X es compacto. 
entonces existe uua subsucesión { Unk} k= 1 de { an} �- l que converge, por lo 
que cxistc z E X tal que lírn(a,,k) = x, esto es, para f > O existe K EN tal 
que d(a,,k. ,·) < , para k 2: K. Por lo tanto para , > O. B(,, x) n A.,. # 0 
para una infinidad de n's Y así 1· E lírn s11p(A,.). :::J 

Del resultado anterior observemos que lírn sup(A,.) es un elemento de 
2X, pues es un subconjunto de X, que es cerrado y no Yacía. 

Sea { An}�=I una sucesión de elementos de 2X, en el resultado que pre 
sentarnos en seguida se caracterizan a los olornontos del límite superior <le 
dicha sucesión. 

Teorema 3.2.1 Sea X un continuo y {An}�=l C 2X una sucesión de sub 
conjuntos de X. :r E lírn. sup(An) si y sólo si existe una sucesión de números 
n1, n2 .... y existen puntos Xnk E Ank para todo k EN tal que lírn.xnk = x. 

Demostración. 
Supongamos que existen puntos Xnk E Ank para todo k E N tal que lírnxnk = 
x, mostraremos que x E lím sup(An)- 
Sea E> O, entonces existe K EN tal que d(xnk,x) < E para toda k 2: K. De 
donde Xnk E Ank n B(<, x) para toda k 2: K. Por lo tanto B(,, x) n An # 0 
para una infinidad den' s, y así x E lím sup(An)- 

En el otro sentido, tomemos x E lírn sup(A,.). Entonces, para todo, > O 
B(<, x) n A11 # 0 para una infinidad <len' s. En particular tornemos E = 1, 
entonces tenernos que B(l, x) n A,. # 0 para una infinidad den' s. Elegirnos 
n1 EN y XnJ E B(l,x) n An, entonces d(xn1,x) < 1 y x111 E An1 
Ahora para e = ½, se tiene que B(½, x) n A,. # 0 para una infinidad de 
n' s, entonces podernos elegir n2 > n1 tal que B(½, x) n An2 # 0. Escogemos 
Xn2 E B(½, x) n An, entonces d(xn2, x) < ½ y Xn2 E An2 
Procediendo inductivamente, construimos una sucesión de números n1 < 
n2 < ... y de puntos Xnk E Ank tales que d(xnk, x) < t· 
De esto concluirnos que límxnk = x. □ 

A continuación presentamos un resultado que nos muestra como debe 
ser la relación entre el límite superior _y el inferior, para que una sucesión 
converja con la métrica de Hausdorff. 
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Teorema 3.2.2 Sea {An};:"=1 c;; 2X entonces {A,.};:"=1 converge con la métrica 
de Il austlorj] u A E 2-' si y sólo si liin .rnv(A,,) =A= lí111. ·inf(A,,). 

Demostración. 
Supongamos que límA,, = A en 2-' con la métrica <le Hausdorfl. Mostraremos 
que lím sup(Jl,,) =A= lím inf(Jl,,). 
Sabemos que lím inf(Jl,,) c;; lírn sup(A,,). Así que es suficiente probar que 
A c;; lírn inf(A,,) y lím sup(A,,) c;; A. que es precisamente mostrar que: 

l. A c;; lím inf(A,,) c;; A⇒ lírn inf(A,,) = A. 

2. A c;; lírn sup(A,.) c;; A=} lírn sup(A,.) = A. 

Para demostrar l. 
Sea a E A, nos queda mostrar que a E lím inf(An)- 
Dado < > O existe N E N tal que H(A, A,,) < e para n ;::: N. Entonces 
A c;; N(<, An) y A,. c;; N(<, A), paran 2 N. Por lo que a E A c;; N(<. A,.) y 
así a EN(<, An) paran 2 N. 
Entonces existe x,, E A,. tal que d(a, xn) < € si n 2 N. Por lo tanto para 
n 2'. N x,, E A,, n B(<, a). Así que para e > O An n B(<. a) i- 0 para todas 
excepto un número finito den' s. Por lo tanto a E lírn inf(A,.). 
Con esto A c;; lím inf(A,.) y A= lím inf(A,i). 

Para demostrar 2. 
Supongamos lo contrario, es decir, lím sup(An) <,¡:: A. Así que existe x E lím 
sup(An) tal que x íc A. 
Como A es cerrado, entonces existe € > O tal que B(<. x) n A = !/J. Ahora 
como x E lím sup(An), tenemos que para e > O, B(,, x) n An # 0 para una 
infinidad de n' s. 
Como limAn = A. entonces para � > O existe N E N tal que H(A, A,,) < � 
para n 2 N. Es decir, A c;; N(§, A,,) y A,. c;; N(§, A) paran 2 N. 
Tomemos M 2'. N tal que B(½,x) n AAI # 0 y sea z E B(½,x) n AM- En 
tonces d(x, z) < ; y z E AA! c;; N(½, A), de donde existe a E A tal que 
d(z, a) < §- Por lo tanto d(x,a) < E para a E A. Con lo cual tenemos que 
B(<, x) n A # 0. Pues a E B(<. x) n A, pero esto contradice el hecho que 
B(<, x) n A= 0. Por lo tanto lím sup(A,,) e;; A y lím sup(A,.) = A. 
De 1 y 2 tenemos que lím(A,.) = A. 

En otro sentido, supongamos que lím inf(An) = lím sup(A,,). Mostraremos 
que An E 2X si n -, oo. 
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Sea A =lím sup(An) y A E 2X. Probaremos que límAn 
métrica ele Hausdorff, 
Sea E > O mostremos que: 

l. Existe M¡ EN tal que A e:: N(E, A,,) para toda n :C: M1. 

2. Existe 1'!2 EN tal que A,, C::: ]\'(,. A) para toda 11 :C: !1/z. 

51 

A con la 

Para demostrar l. 
Observemos que la familia {B(§, a) : a E J\} es una cubierta abierta para 
A. A es compacto, entonces existen m E N y puntos a1, ... , am E A tal que 
A e:: uk=l B(�,a.). Ahora como A =lírn inf(A,,) y a, E A parai E {l, .. ,m}. 
Entonces para ,5 > O, B(ó, a;) n An # (/) para toda n excepto un número 
finito, así para i E {l, ... ,m} existe N; EN tal que paran :C: N;, entonces 
B(½,a;)nAn#0 
Sea M1 = máx{N1, .. , Nm}- 
Así dacia n 2'. M1 y i E {l, ... ,rn}, B(½,a,) n An # 0. 
Con esto tenemos la siguiente afirmación: 

A C::: N(E, An) para todo n :C: M1. 

En efecto, sea n 2'. !111 y a E A e LJ;:'=1 B(½, ak), entonces existe ko E 
{l, ... , m} tal que a E B( ½, a,o), es decir, d(a, ako) < ;. Además paran 2'. !111 
existe x E B(;, ako) n An. Luego d(a, x) < d(a, ako) + d(ako, :e) < f. Lo que 
implica que a E N(,, An) paran 2'. M¡. Por lo tanto A C::: N(E. An) para 
n :C: Mi. 

Para demostrar 2. 
Supongamos que es falso, es decir, para tocia N E N existe n 2'. N tal que 
An 'l N(,, A). Así: 

Para N = 1 existe n1 2'. 1 tal que An1 'l N(,, A) 
Para N = n1 + l existe n2 > n¡ tal que A,,2 'l N(,, A) 
PAra N = n2 + 1 existe n3 > n2 tal que An3 'l N(,, A) 

Procediendo de manera inductiva, existe una sucesión ele números naturales 
n¡ < n2 < ... tal que Ank 'l N(,, A) para todo k EN. 
Luego para cada k E N tomemos Xnk E Ank \N(,, A) C::: X. Como X es 
compacto, existe xo E X y una subsucesión {x,,k.}i=l ele {Xnk},;';1 tal que 
lím(Xnk.) = xo. 
Observemos que para todo i E N, Xnk, E X\N(E. A), conjunto cerrado en 
X. De aquí que x0 E X\N(,, A) por lo que x0 </e A. 
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existe una función continua o: [O. l]-> F,,(X) tal que o:(ü) = x y o:(1) = y. 
Con10 X os conexo por trayectorias. existen n 1 •.... n2 : [O. 1] -+ X continuas 
tales que o:;(O) = x; y a;(l) = y;. 
Sea a: [0.1]-> Fn(X) como, o:(t) = {o¡(t), ... ,o,,(t)} veamos que es con 
tinua. 
S<•a f > O. Para cada a;. existe 6, tal que jt - tol < ci, => cl(o(t). o(to)) < f. 

Sea 6 = mín{61, ... , 6,,}. 
Entonces jt - t01 < c5 implica que 

{01(t), ... ,o,,(t)} e N(f,{01(to), ,o,,(to)}) y 
{ a1 (to), .... o:,,(t0)} e N(E, { o:1 (t) o:,,(t)}) 

Por lo tanto 
H( { a1 (t). ., o,,(t)}, { o1 (to), ... , o,,(to)}) < ,, es decir, H( a(t), a(to)) < ,. 
Por lo tanto a es continua y como o(ü) = x y o(L) = y. Por lo que F,,(X) 
es conexo por trayectorias.O 

A continuación mostraremos que el Hiperespacio 2x es también un con 
tinuo. 

Teorema 3.3.1 El hiperespacio 2X es conexo. 

Demostración. 
Puesto que para cada n E N, F1(X) e F,,(X) y el Iliperespacio F,,(X) es 
conexo, tenernos que el hiperespacio F(X) = U{F,,(X) : n E (N)} es la 
unióu de conexos cuya interseccion es F1(X). Entonces F(X) es conexo, 
ahora corno F(X) es denso en 2X, la cerradura de F(X) es 2X, de manera 
que 2X también es conexo.O 

Antes de mostrar que el hipcrespacio 2X es compacto, probaremos que 
toda sucesión {A,,};;':_1 � 2X contiene una subsucosión de Cauchy y que 
toda sucesión de Cauchy en 2X converge, es decir, 2X es completo. J un 
tando estos dos resultados tendremos que 2X es compacto. 

En el siguiente resultado se muestra la completez de 2X. 

Teorema 3.3.2 Sea {A,,};:"'=1 una sucesión de Cauchy en 
{An};:"'=1 converge con la métrica de Hausdorff a un A E 2X 

2X entonces ' 
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Demostración. 
El único candidato para líiuit« <'S A = líin snp(An) que C'S uu conjunto no 
nlC'ÍO y cenado de .X. Y para ver la convergencia. solaurcntc tenernos que 
probar que lím sup(A,,) <;;; lím inf(A,,). 
Sea .1· E lím sup(A,,) .",>O. entonces fl(,,x·) n A,,# 0 para una infinidad 
ele ,¡' s. Por otra parte'. romo { f\11 

};-� 
1 0� una sucesión dP Cauchv, entonces 

existo JI' EN tal que JJ(A,,.A,,,) < e para lodo 11.111 > /1'. 
Eu particular lomemos /110 E N. /110 > N. entonce, B( �. J') n A.�lo # 0 y 
además II(Au0• A,,) < § pues ambos índices Mo, n 2'. N. Lo que implica 
que Au0 <;;; N(§,An), 

Sea y E B(�, x) n AA/0 <;;; N(�, A,,). Así existen z,, E A,, tal que 
cl(y, Zn) < § y por lo tanto cl(x. z,,) :-S: cl(x, y)+ cl(y, zn) < f. 

Con esto probamos que Bi«, x) n A,,#(¡) para tocia n 2'. N. Por lo que x E 
lím inf(An) y concluimos que tocia sucesión ele Cauchy converge en 2X y 
así osto hiporcspacio es completo.G 

Ahora sí, estamos listos para mostrar que el hiperesacio 2X es compacto. 
Esto lo haremos usando la caraccrización ele espacios compactos que dice, 
un espacio es compacto si y sólo si tocia sucesión tiene una subsuccsióu 
convergente. 

Teorema 3.3.3 El Hiperespacio 2X es compacto. 

Demostración. 
Por lo mencionado en el resultado y en el párrafo anterior, es suficiente pro 
bar que tocia sucesión tiene mm subsucesión ele Cauchy, 
La cual construiremos inductivamente. 

Afirmamos que para f > O y un subconjunto infinito J ele N, existe otro 
subconjunto infinito J1 ele J tal que II(An, Ar) :-S: e para tocio n, r E J1. 

Sean f > O y J un subconjunto infinito ele N. Como X es compacto, exis 
ten rn. EN y puntos xi, .. , Xm E X ta.les que X= u;:1 B(!, x;). Ahora para 
ca.dan E J definimos I<n = {i E {l, ... nt}: A,, n B(<,x;) # 0}, observemos 
que I<,, esta bien definido para tocia n E N. 

Sea A = {F : F e {l, ... , rn.} }. notemos que A tiene carclinalicla.cl 
finita. Definamos la función f : J -, Í\ tal que .f(n) = Kn, Entonces 
J = U{J-1(!() C J: J( E A}. 
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Como J es infinito y A PS finito. entonces algún conjunto ¡- 1 (!<) ,IC'bC' ser 
infinito. 
Definamos J1 = f 1(1,·). Es claro que J1 e J _y <'S infinito, taita ver que 
II(A,,,A,,,) '.S f si 11.111 E J1. 

S('H e = {.,·, : i E K} E 2·'. \/(';Jl!JOS (¡U(' dada 11 E J¡. tenemos 
Il(A,,. G) <�-Sea pues II E J1. entonces .{(11) = !,,, = ¡,·. 
Así I<,, = {i E {l, ... 111}: A,, n B(� .. r;) e/ 0} = K. 
DC' modo que G ={,·,E X: An nB(l;,J·,) e/ 0}. 
Si .r; E G entonces A,, n B( ½. 1·,) e/ 0 � De manera qnc existe" E A,, tal que 
d("- :r;) < ;. Así .», EN(½, A,.) . Esto prueba que G i;; N(½, A,,). 
Por otro lado tomemos x E A,., entonces ,. E X = U7�1 B(½, .x,), así quo 
existe io E {l. .. , m} tal que :1: E B(�, .c;o). De modo que A,, n B(�) cJ 0 y 
d(x.x;o) <½-Con esto A,, i;; N(½,G). 
Podemos asegurar que H(A,,. G) < ½ para toda n E J1 por lo probado an 
teriormente, y como Ges fijo, tenemos que II(A,,, Ar) < f paran, r E J1• Y 
con esto probamos la afirmación. 
Ahora nos queda construir la sucesión de Cauchy, repitiendo el proceso que 
se hizo anteriormente, obtenemos la sucesión {Jn}�_, de subconjuntos de N 
infinitos, tal que J, 2 h 2 .... 
Y además, para todo n EN, II(A,,, Ar)</; para todo n, r E Ji: 
Construccióu de la sucesión: 
Tomemos n, E J;. Como h es infinito. existe 112 E ,h de manera que 
n1 < nz. Como h es infinito, existe n3 E h tal que n2 < n3. 
Por lo tanto, existe n1, n2, ... tal que n; E J; _y n, < ni+¡ para toda i EN. 

Sea f > O por la propiedad arquimediana existe I< E N tal que h < f. 

Luego afirmamos que sir. s � I<, entonces H(A,.0, A,.,) < f. En efecto, sea 
r, s � J(, entonces i; Jr i;; JI(. d<' manera que n., E J., y 11r E J,. implican 
que ns, nr E JK, y por la elección dd JI(. tenemos que H(An,, An0) < 1< < c. 
Por lo que 2x es compacto. D 

Hemos probado la conexidad y compacidad d<' 2X y dotado de la métrica 
de Hausdorff es un espacio métrico, en consecuencia tenemos que el Hiperes 
pacio 2X ('S un continuo. En seguida su muestra que la misma conclusión 
es válida para el Hiperespacio C(X). Para ello probaremos primero que es 
compacto. 

Teorema 3.3.4 El Hiperesapcio C(X) es compacto. 
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Demostración. 
Como va probarnos q110 2.\' <'S compacto. hasta probar que C'(X) es cenado 
en '2X. Tornemos una sucesión convergente {A11};-=1 de C.:(X) ,\' supongamos 
que lírnA,, = A, con A E 2X. Vamos a demostrar que A E C(X). Para ello 
necesitamos probar que A ('S un subconjunto conexo de X. Supongamos que 
A no C'� conexo. ourour-os oxistr-n dos subconjuntos cerrados. ajenos ·" uo 
var-íos D y E de X tales que A= D U E. 
Sea, =ínf{d(J·, y) : 1· E D y y E E}. Como D. E son compactos y ajenos. 
tenernos que , > O. 
Puesto que lí111A,, = A, para ½ existe 11 E N tal que H(A,,, A)< ½ Así 

A e N(�, A,,) .Y A,. e N(§, A)= N(�, D) u N(�. E) 

Notemos que, por la elección de ,, los conjuntos N(§, D) y N(;, E) son 
ajenos y abiertos. Ya que A,, es conexo, debe estar contenido 011 sólo uno de 
los conjuntos. Supongamos que A,, e N(�, D). de modo que 

E e A e N(�,An) e N(,,D). 

Pero E es ajeno a N(;, D), así que tiene que ser vacío, lo que contradice la 
elección de E y entonces A es conexo. Por lo tanto C(X) es cerrado en 2X 
y a5Í es compacto.O 

Teorema 3.3.5 El Hiperespacio C(X) es conexo. 

Demostración. 
Este resultado se deriva del hecho de que éste hiperespacio es conexo por 
arcos. 

Se ha mostrado que los Iliperospacios 2'\ C(X), F,,(X) son también 
continuos. 

3.4. Modelos de Hiperespacios 

Los Hiperespacios que hemos definido anteriormente son subconjuntos de 
un continuo X, en algunas ocaciones es más deseable conocer a un espacio 
viéndolo como un conjunto de puntos. Por esta razón, encontrar un urodelo 
para un Hipcrcspacio llil consiste en encontrar un espacio conocido, que sea 
homeomorfo a llil y que sus elementos sean puntos en lugar de subconjuntos. 

En seguida, presentaremos algunos ejemplos de l\lodclos para el continuo 
[O, l]. 



CAPÍTULO 3. HIPERESPACIOS DE CONTINUOS 

Comenzamos con este continuo por ser el más sencillo, sus subcontinuos son 
los intervalos cerrados y los conjuntos formados por un punto. 

Ejemplo 3.4.1 

C([ü. l]) = {A e [0.1]: A es cerrado, conexo y no vacío de [ü. l]) 

Sabemos que los subconjuntos cerrados, conexos y no vacíos del intervalo 
[O. l], son sus subiutcrvalos cerrados. Entonces podernos usar la identificación 
tp: C([ü, 11) -, JR2 tal que A = [u, b] -, ("!b, b - a). Es decir. a cada inter 
valo le asignarnos su punto medio y su longitud. 
Con esta identificación, podemos observar algunas representaciones, por 
ejemplo el mismo intervalo [O, 1] queda representado por el punto (¾, 1): 
un conjunto ele la forma {p} donde p E [O, l], también pertenece a C([O, l]) 
y lo podemos representar corno {p} = [p,p] por lo que el punto que lo repre 
senta es el punto (¡,, O); otros conjuntos que valen la pena considerar son los 
ele la forma [O, b], donde b E [ü. l], a un subconjunto de éstos le corresponde 
el punto ( �. b ); también consideremos los conjuntos de la forma [a, 1], donde 
a E [O, 1], a un subconjunto ele éstos le corresponde el punto (º·!1, 1 - a). 
Con las observaciones realizadas vemos que la imagen de C([O, 11) es la región 
trianclular T ele IR2 que mostramos en seguida, cuyos vétices son los puntos 
(0,0), (LO) y(½, 1). 

10,11 

Figura 9: Modelo para C([O, l]) 

La representación que usamos es inyectiva y su imagen es T, además 
es una función continua y dacio que C(X) es compacto, tenemos que ésta 
representación es un homeomorfismo sobre T. Con esto hemos probado que 
C([O, 11) es una 2-celda. 

siguiendo con el intervalo [O, l] en seguida mostramos un modelo para 
F2([0. l]) 

Ejemplo 3.4.2 
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F2([0, l]l = {A e [0.1]: A es cerrado. no vacío y tiene a lo más 2 rlrmmlos} 

Los elementos de F2([0. l]) pueden ser denotados e11 la forma {a. b). ron 
a.b E [O. l]. 
Al conjunto {a.b} h- podernos asocial la pareja f({a.b)) = (uúu {a.b}. uiáx 
{u. /1) ). Clan1111,'11t<·. <-ada conjunto {o. b} está determinado de manera única 
por su pareja (mín {a. b}. máx {a, b}) y vkr-vorsa. Ahora notemos que O$ 
mín {u. b} $ rnáx {c1. b} $ 1 y que cualquier pareja de la forma (11. v) con 
O$ u$ v $ les igual a f( {u.u}). Por lo que la imagen de fes exactamente 
el triángulo T = {(u.11) : O$ 11 $ v $ l}. Otra vez tenemos una 2-celda 
como modelo para un hipercspacio de [O, 1]. 

F,QOJD 

10,11 

Figura 10: lVIodelo para F2([0, 1]) 

Otros Modelos que deseamos mostrar son del continuo S1• Este continuo 
presenta facilidad con su trabajo pues tiene pocos subcontinuos, de hecho 
sólo lo son los conjuntos formados por un punto, los subarcos cerrados y a 
51 mismo. 

Ejemplo 3.4.3 

C(51) = { A e 51 : A es cerrado. conexo y no vacío de 51} 

Para la construcción del Modelo para C(51) usaremos la representación 
f(A) = ( 1 - 1��)) m(A). para cuando A es un su barco de 51, donde l(A) y 
m(A) son la longitud y el punto medio del subarco respectivamente. Para el 
caso de los conjuntos de la forma {p} se les asigan p, es decir, f( {p}) = p y 
f(51) = (O. O) . Así tenemos definida f(A) para toda A E C(51) 
En la siguiente imagen se presenta 51 con el Modelos para C(51 ). 
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J-«•H l(A/ZTTI 

Figura 11: Modelo para 
C(S1) 

Tenemos entonces que f C'S un homcornorfismo do C(S1) en el disco uni 
tario con centro en el origen, es decir una 2-celda . Observemos que el 
Modelo para C([O, l]) y el Modelo para C(S1) son homeomorfos, pero no 
lo son los continuos [O, l] y S1• Esto es, que los hipcrespacios de continuos 
sean homcomorofos no implica que los continuos de donde provienen lo sean. 

Siguiendo con la circunferencia unitaria, ahora veamos un Modelo para 
F2(S1) 

Ejemplo 3.4.4 F2(S1) = { A e 51 : A tiene a lo más 2 elementos } 

Da.do un subconjunto A = { a, b} de 51 escojamos el a.reo menor que une 
a. a y b, sea m(A) el punto medio del a.reo y sea l(A) la. longitud del a.reo. 
Entonces ha.gamos la asignación G(A) = (1- 1��))m(A) 
Esta asociación es perfecta para los conjuntos para los que existe tal arco 
menor, dichos conjuntos son aquellos en los que a y b no son puntos antípo 
das. De modo que si omitimos los pares de conjuntos antípodas, tenemos 
una función G cuya imagen es el conjunto { z E R2 : ½ < [e] $ 1} 

• 

Si insistimos en asociarle algo parecido a puntos antípodas, a un conjunto 
de la forma A= {a, -a} le corresponderían dos puntos y obtenemos como 
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imagen total al anillo D = {z E R2: ½ .,: llzll < l}. Estaría bien salvo que 
a cada par de antípodas le estarían asociando uu par de puntos taiubiéu 
antípodas de la circunferencia .'io = {z E R2 : llzll = ½}- Entonces tocio se 
resuelve si en el conjunto D identificamos cada par ele puntos antípodas del 
conjunto So y así obtener el medelo final para F2(S1 ). 

Primero ponemos flechas en la circunferencia interior So- Le ponernos dos 
flechas etiquetadas con la letra e, hacemos dos cortes donde están las flechas 
" y b. En el segundo dibujo de la figura de abajo ponemos las piezas 1 y 
2 que resultaron dcspucs ele cortar. Para el tercer dibujo hemos girado la 
pieza 2 para que las flechas e puedan pegarse. notemos que ahora tenemos 
un cuadrado en el que hay que pegar dos orillas y también notemos que si 
torcemos el cuadrado las flechas quedan listas para pogarso; al hacer esto se 
obtiene la banda de l\Ioebius. 

< . t ' f• 
e::>- ·1 ' t b 

◊ 
<= :t ' t: ' 

Figura 12: Modelo para 
F2(S1) 

Hemos mostrado continuos para los cuales se puede construir un modelo 
geométrico visible para sus hipcrcspacios C(X), F2(X). Pero existen con 
tinuos que no admiten un modelo visible. Por ejemplo para el arcoiris de 
Knastcr su hiperespacio C(X) es homeomorfo a su cono. 
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Capítulo 4 

Funciones de Whitney 

Una función de Whitncy es una manera de medir el tamaño de subcon 
juntos cerrados de un continuo X. En este capítulo mostraremos que las 
funciones de Whitncy existen y mencionaremos unos ejemplos. 

4.1. Existencia de Funciones de Whitney 
Mcncionabamos que las funciones de Whitncy miden el tamaño de sub 

conjuntos cerrados de un continuo, es decir, miden el tamaño de los elemen 
tos de 2X. A continuación presentamos la definición de estas funciones. 

Definición 4.1.1 Sea X un continuo. Una función de J,j/}¡itney para 2X, 
es una [uncuni continua ¡, : 2X --> [O, oo) que satisface las siguientes condi 
ciones: 

1. ;,( {p}) = O para cada p E X. 

2. Si A, BE 2x y A\¡; B, entonces µ(A)< µ(B). 

Supongamos que X es un continuo y ;, : 2X --> [O, oo) es una función 
de Whitney para 2X. Como X es compacto, y ¡1 es continua, entonces ¡, 
alcanza su valor máximo. Si definimos la función µ', de manera que, para 
cada A E 2x 

, - ,,¡A) µ - 11 X) 

tenemos quo u' también es una f-unción de Whitney para 2X y. además. Loma 
valores en el intervalo [O, l]. 

La función D : 2X --> [O, oo) dada por D(A) = diámetro de (A), es casi 
una función de Whitney. Sólo le falta que D(A) fuera estrictamente menor 
que D(B), cuando A \¡; B. Pero cuando el continuo es el intervalo [O, l] con 
la topología usual inducida por IR, entonces la función D, es una función de 
\Vhitncy. 

63 
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Para poder presentar resultados que tengan validez para cualquier continuo 
ll<'C'('sit::imos mostrar que. para cualquier continuo X existen funciones dC' 
\\'bitncy para 2·'. 

Ejemplo 4.1.1 Sea ., un contin uo. D = {¡,1. ¡,2 .••. ) 1111 s11bco-,,J1111/o drnso y 
·1111m< rabl« dr X y .. suponqarno« qiu. la méti 1.ca d, 11 X es tal que di». y) :S l. 
para cualr souu r J", y E X. Dado A E 2.\' y 7l E N. definimos: 

/Ln(A) = máx{d(a,¡,,,): a E A}- mín{d(a,p,.): a E A). 

Luego definimos ¡1. : 2.\' -> [O, l] por: 

(A) "-'°" µ., (A) 
Jl = L..,n...=.I �- 

Para probar que ,, es una función de Whitney, primero mostraremos al 
gunas propiedades. 

Propiedad l. Para cada n E N la función µ,, es continua. 
Para probarlo, tomemos , > O. 
Sean ó = � y A, BE 2X tales que H(A, B) < s. 
Mostraremos que 111,,(A) ¡,,,(B)I < f. 

Como A es compacto, existen elementos a1, a2 E A tales que 

d(a1,Pn) = mín{d(a,p,,): a E A} y 
d(az,p,,) = máx{d(a,p,,): a E A}. 

Como H(A, B) < ó, tenemos que A e N(li, B) por lo que existen b1, bz E 
B tales que d(a1,b1) < /i y d(a2,b2) < /i. Entonces tenernos que: 

máx{d(a,p,,): a E A}= d(a2,Pn) :S d(a2,b2) +d(b2,Pn) < o+ 
máx{ d(b, p,,) : b E B} y, 

mín{ d(b, p,,) : b E B} :S d(b1, p,,) :S d(b1, a¡)+ d(a¡, p,.) < 6+ 
mín{d(a,p,,): a E A}. 

De donde 

( máx{d(a,p,.): a E A}- mín{d(a,p,,): a E A}) - ( 
máx{d(b,p,,): b E B}- mín{d(b,p,,): b E B}) < 2/i =,. 
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De esta forma µn(A) - ¡,,,(B) < f. 
De manera similar ohtonr-ruos que ¡,,,(B) - ¡,,,(A)< r. 
Por lo tanto ¡µ,,(A) - ¡,,,(13)1 < f. 

Lo que concluye la prueba de la continuidad de ¡1.,,. 
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Propiedad 2. La fuución ¡1 rst,í bir-u dr-ñnida ,· rs r-ouriuua. 
Para probarlo, bastará cou mostrar que la sucesión de funciones {,,n}�1 
satisface el criterio Al de \\'pierstrass. DP modo que sólo nos falta verificar 
que existe una sucesión de números positivos {AJ.,,}�=I tales que \ 1'•:)�) \ :'e: 
AJ,, para cada n. E N y toda A E 2X y que cumple que ¿�=l AJ,, converge. 
Notemos que para cualesquiera n E N y A E 2-' 

O :<;,,,,(A)$ máx{d(a,p11): a E A}$ l. 

De modo que 
¡,,, (A) < .l. 

211 - 2'1 

Por lo tanto basta hacer M¿ = 2\, para concluir la prueba. 

Propiedad 3. Para cada p E X. µ( {p}) = O. 
Observemos que 

µ,,({p}) = máx{d(a,p,,): a E {p}} 
mín{d(a,p,,): a E {p}} = d(P,JJn) -cl(p,p,,) = O 

Por lo tanto µ( {p}) = O. 

Propiedad 4. Si A <l B, entonces ¡,,,(A) $ µ,,(B) para toda n EN. 
Como A <l B, {d(a,p,,) : a E A} e {d(b,p,,) : b E B}. De manera que 
máx{d(a,p,,): a E A}$ máx{d(b,p,,): b E B} y. rnín{d(b,Pn): b E B} :'e: 
mín{d(a,p11): a E A}. 
Por lo tanto ¡,,,(A) $ ¡111(B). 

Propiedad 5. Si A <l B, entonces existe m EN tal que /t.n(A) < ¡1,,(B). 
Para probarlo. tomemos b0 E B\A. Como A es cerrado, existe f > O tal que 
B(2f, bo) n A = 0. 
Como el conjunto {p1 ,P2, ... } es denso. existen, EN tal que cl(bo,Pm) < f. 
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Si cxistiora un punto a E A tal que d(a.pm) $ f. entonces d(a. bo) < 2L Lo 
cual ,·s una ,·011tradicció11 ,·011 el ilt'dw <l<· <¡U<' 8(2,. h0)nA = í/J. Por lo tanto 
f < mín{d(a.p,,,): a E A}. 
Notemos que mín{d(b.p,,,): b E B} $ d(bo,p,,,) < f. Por lo tanto 

1uü1{cl(b.¡,,,,): b E B} < mín{d(,1.p,,,): a E ,I} 

Procediendo como <'11 la propiedad � tenernos que máx{d(o.¡,,,,): a E,\}$ 
máx] d(b. ¡J,,,) : b E B}. Combinando estas dos desigualdades obtenemos: 

Propiedad 6. Si A 'l B entonces ¡,(A) < ,,(B). Combinando las 
propiedades 4 y 5 obtenernos esta propiedad. 

Por tanto tenemos que µ cumple las propiedades de la definición de fun 
ciones de Whitney, así se normaliza y tendremos una función de Whitney 
para 2X y, además toma valores <'11 el intervalo [ü, l].D 

Ejemplo 4.1.2 Suponqamos que la métrica d en X es tal que d(x. y) $ 1, 
para cada x, y E X. Dado A E 2X y n E N. definimos: 

L,, (A) = {, 2: O : existen puntos a 1 , .... a,.+ 1 E A tales que si i # j. 
entonces B,(a;) n B,(aj) = 0}. 

Lurqo, definimos 

µ,.(A)= supL,,(A). y ¡1(A) = I:::'=1 ";\:l. 
Aquí, extendemos la definición de B(t,p) entendiendo que B(0.p) = 0. 

Al igual que en el ejemplo anterior, para mostrar que µ es una función de 
Whitncy mostraremos una serie de propiedades para L¿ y para ,,,, . 

Propiedad l. Para cada n E N la función ¡111 está definida y ,,,. (A) $ 1 
para toda A E 2X. 
Notemos que O siempre pertenece a L,,(A). por lo que L,,(A) # 0. Luego, 
si f > O y f E L,,(A), entonces existen puntos a¡, .... a11+1 E A tales que las 
bolas de la forma B ( f, a,) son ajenas entre sí. 
De manera que f $ d(a1. an+I) $ diámetro de X $ l. Esto muestra que 
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el conjunto L,,(A) está acotado superiormente por el número l. Por tanto 
su supremo existe y C'S uicuor o igual que l. Por lo tanto 1111(.4) <'shl hion 
definida y e, menor que l. 

Propiedad 2. Para cada n E 1\1. la función ¡,,, es continua. 
Para probarlo. tomemos 6 111J J1Út11Prn positivo 1·. s11pnnP,n1110, que A. IJ E 2.\" 
son tales que 11(1\, B) <- b. mostraremos que l,.,,,(A) - ¡1,,(B)I < J. 
Sea f E Ln(A) entonces existen elementos o1 ..... a11+1 E A tales que la, 
bolas B(c,a1) B(c,a,,+1) son ajenas entre sí. Co1110 A e N(b,B), existen 
elementos b1 , bn+I E B tales que d(ai, bi) < E, para cada i E { l. .... n + 1}. 
Hacemos c0 = máx{O, f - b}. Dada i E {l, ... , n + 1}, veremos que B(co, b;) C 
Bi«, a,). Diferenciamos dos casos. si f - E, $ O entonces fo = O, de modo 
que B(fo, b;) = 0 y la contención es cierta. Ahora, si c0 = e - E, > O. dada 
p E B(c0. bi), tenemos que: 

d(p, a;) $ d(p, b,) + d(bi, a;) < co + 6 = f 
De manera que p E B(f, ai), Hemos probado que B(fo, b;) C B(f, a;). Ya 
que las bolas B( f, a1 ) ..... B( f, ªn+l) son ajenas entre sí, concluimos que las 
bolas B(co, b¡), ... , B(co, bn+1l son ajenas entre sí. Por lo que co E Ln(B). De 
modo que ¡,,.(B) = supL,. 2'. fo 2'. f - ó. Como e era un elemento cualquiera 
de L,.(A) y 6 está fijo, el número ¡,,,(B) + E, es cota superior del conjunto 
Ln(A) y, por ende, tiene que ser mayor o igual que su supremo. Esto muestra 
que µn(B) + E, 2'. µ,.(A), que es precisamente µ,.(A) - µ,,(B) $ b. 
De manera similar se demuestra que µ,.(B) - ¡,,,(A) $ 6. Por lo tanto 
l11n(A) - µn(B)I $ b. Por lo tantoµ,, es continua. 

Propiedad 3. Si A tiene al menos n + 1 puntos distintos. entonces 
¡,,,(A) > O. 
Es claro, ya que hay números positivos en L,, (A). Como hay n + 1 puntos 
distintos, tomamos r como la mitas de la mínima distancia entre dos de esos 
n-l-I puntos, y es claro que r E Ln(A) 

Propiedad 4. Si A tiene exactamente n puntos distintos, entonces 
O= µn(A) = µ,,+1 (A)= ... 
Como A tiene exactamente n puntos, al tomar a1, ... , a,,+1 E A, por el princi 
pio de las casillas. existen i,j E {l, .... n+ l} tales que a;= ªi· Es decir, uno 
de ellos debe repetirse. Luego, la única manera de que Bie, a;) n Bie, aj) = 0 
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es si i = O. Po lo tanto L,,(A) = {O} y que ¡,,,(A)= O. El mismo argumento 
USHlllOS para n + ] . n + 2 .... 

Propiedad 5. Para ca.da¡, E X y cada II E 1\1.¡,,,({p}) = O. 
Esta propiedad es 1111 caso particular d,· la propiedad 4. 

Propiedad 6. Para cada A E 2-' y cada n E 1\1, /Jn(A) � /Ln+I (A). 
Sea i E L.,+ 1. Entonces se pueden encontrar n + 2 bolas ajenas por parejas, 
centradas en puntos de A. En particular se pueden encontrar n + 1 bolas 
ajenas por parejas. centradas en puntos de A. Por lo tanto i E L11(A). 

Propiedad 7. Para cada A E 2X. la sucesión {JLn (A) }�1 converge a O. 
Sea i > O. Como A es compacto. existen m E 1\1 y existen puntos a1 ..... a.,, 
tales que A C U;:';1 B(!, a,,). 
Si tomamos m + 1 puntos p¡. ···•Pm+I E A. entonces ellos estan en esa 
unión de bolas. Así que una de ellas tiene que contener a dos de los pun 
tos. Supongamos que P1-JJ2 E B(½,a1), entonces tenemos que d(JJ1,JJ2) � 
d(p1, ai) + d(a1,JJ2) < i. Entonces p1 E B(i, JJ2) n B(i. p1). Esto prueba que 
ningún número mayor puede estar en L,,,(A). Y, por lo tanto µ,,,(A) � i. 
Además, por la propiedad 6, tenemos que /Ln(A) � e parn toda n � m. Lo 
que concluye la prueba. 

Propiedad 8. Si A, B E 2X y A (j, B, entonces µ.,(A) � µ.,(B) para 
toda n E 1\1. 
Esta propiedad se sigue de la definición de µ,,. 

Propiedad 9. La funciónµ es continua. 
De la propiedad 1, y el criterio !t/ de Wcicrstrass, sabemos que la serie que 
define a µ converge uniformemente. Por la propiedad 2, concluimos que ¡1 
debe ser continua. 

Para demostrar que µ es una función de \Vhitney para 2x, solamente 
falta probar que si A, BE 2X y A (j, B, entonces µ(A) < µ(B). De acuerdo 
a la propiedad 8, basta probar que existe m E 1\1 tal que µ,,,(A) < /Lm(B). 


