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Despues Kaoitza encontró que la viscosidad del Helio II depende fuerte­ 
mente de la temperatura, observando que bajo ciertas condiciones puede 
fluír sin fricci6n a través de capilares muy delgados. Este fen6meno se 
conoce con el nombre de 11superfluidez11• 

Otra de las propiedades más notables que presenta el Helio II es que 
�uede soportar la propagaci6n de dos tipos de ondas. Una de ellas es el 
sonido ordinario y se propaga en el líquido con velocidad constante. 
La otra onda es el llamado segundo sonido y consiste en variaciones pe­ 
ri6dicas en la temperatura. La velocidad de esta onda depende fuertemen 
te de la temperatura. 

Estas y otras propiedades del Helio II es lo que pensamos discutir en 
este trabajo. 

Así, en el capítulo dos discutimos porqué el Helio 4 permanece líquido 
en el cero absoluto y como el punto de vista de la meclinica culintica 
es necesario en su estudio. También, para entender cualitativamente la 
transici6n A , discutimos el fen6meno llamado "Condensaci6n de Base 
Einstein". 

En el capítulo tres, discutimos la teoría de Landau acerca del espectro 
de energía del Helio II, con ayuda de la cual se explica la superfluidez 
del mismo. También calculamos el calor específico y la entropía asocia­ 
dos al líquido, Despues complementemos la Teoría de Landau con una dis­ 
cusi6n acerca de los estados de baja energía del Helio segun los argu- 
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mentas mí croscóo í cos de Feynman. 

En el caof tulo cuatro discutimos Ion resul tudas ex:,erimentales de Kapi!_ 

za y la Leoría fenomenol6�ica de los dos rluíuoc.. En el ca□ítulo cinco, 
finalmente, di scut írro« la ·1roJa rac i 6n de ondas en e] He] io 1 I. 
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Pnve ex,1 t car al :Junas de las :1mrii ectadric- 7ci1 t+s l i r-i II, .,rimero nisGutj- 

riP vi ,. "':r1 de ] - :r'Pr:áni C-7 r., ,én ¡-.; ce P'") n8r.P':: �1,·!'' r-n � ! �,. b 1d'i (' rte sus r,:iro­ 

'1 i P,d0r18S. U8r.:!JlJP5 rtt scut ir-o= P] F'?nÓrnEmo 11.;'T'i;:;.do 'Con·lens;,ir.i6n r.!P .::ioc;p 

r=:i.nc;tei n". Damo« un ar'._Jum0n '-c1 r-;11::i l i te t:i vo J;1r.1 •1r9dp,c_; r dicho fen6"1P.no 

en un _Jn!; de --rtlc11l·as ron es'Jj_n entero y Fin-'=!lmen+-r;: r"iscubnoc; ]1 te� 

r-r e del �R5 l 'in"?. de Go�e o=re eynl i r:.er c11al i. t:::iti vRl"lente l fl +r=n-rí.c i ón 

2,1) EFECTOS ClJANTICOS. 
Clac;ic9mente se or-edí ce que en e] ce ro ahso Iuto no exí s te mnvi mf en to , 

�ero desde el ounto de viAta de }a mecBnicñ cuántica ésto no ec; cierto, 

'JLJ�S ex í s te un movimiento l Lemeco "movimiento del punto cero". tl Helio 

ac:;í lo demuestrO?., oermanece lJquido ha::-tr,, el cero absoluto. Lo hace de­ 
bido a que la ene�]Ía necesaria �ara solidificqr�e, JroD□rcionada QOr 

] as fuerzas i nterat6micas, P.S menor que la energía cinética correspon­ 

diente al □unto cero. De esta me.nen":! el l�elio aerrnanece líquido en tem 

oe t.a tur-e s nn donde los efectos cuánt t cos son imnortantes. Estos efectos, 

lns cueles se nAnifieston en las prooiedad?.s de] Helio II, a-Je.recen cua� 

do lr longitud de onda � de De Broglie asociada a L movimiento t.é rmíco 

de los átomos es del orden de Ln di s tancí e interat6mi;�a. Como A está 

dRdf.1 ocr 
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si ;,ic.t; tufoos el ve.Jo r ce l,a n sr;e de1 helio 4 ( 'W!.::{,.J/t/O·l'/a-f.) oa ra 
une, 

tenc-e 
re 

tur-e 

d�] 
orden 

ce 
lºK ob tnnen.os nue X� 71

.6{\

0• 
Por 

o 
tro . 

lacio e] volurr,en e5rJP.cjfi co \t= Llr�.;�"\0 /a tomo. enronce-s li3 dí s tenct a i.nter 

a tóm i ce "'fo � .... 2/\0• Así A � "1"6 , lo oue si �r; r� ca que los oacvs tes 

de onda que descri mm a l o ; átomos ce Helio se tn:1sla:Jan. 

1�orno Lo-: á tornoc ae . le l i.o il tier.en es,:,f n cero, la rl"?�sri '1ci.6n mi croscd­ 

oica debe hacerse con ayudu de la estedlstica de Doc:e. 

Para ten.cer-a tur-as mayores que 2.19°K las efectos ccén t i co s ne sor. de - 

im:iortarcia y entonces el l fqu i oo (Helio 1: se com-ior-ta como un fluído 

normal. 

2,2) UN ARGU:"ENTO CUALITATIVO DE LA t;GI\OEN8/ICIOt\ DE 90SE EINTEIN. 

Con=ideremos dos partículas de Helio 4, en una caja de volumen V, inter­ 
actuando con un potencial de corto alcance. L8 función de onda de orden 
cero del 

(2,1) 

sistema de bosones es _ _ - 

,b - - ' f i.P,•f', .. ,,. .. 1i e..:.,..," +lP,-f, ) 
I; . (-r,,-ri.):. - e_ t 11,," �rz 

cuando las partículas están muy juntas 1; � f� , entonces la función de 

onda del sistema queda dada por . 
{ ) 1". 

(2,2) t;.,;._ (1,, f,) : -JJ et P, +P, ' ' 
Por otro lado, la función de onda del sistema cuando P.zP, es 

Ú) c.¡ -r.) _ , ei'-·cr.+1,) ¡2,.1J J.ti, ,,, a. - v . 
Así mi ;mola fuer1.a reoulsiva entre las partículas de Helio 4 pronorci� 

na una energía positiva al sistema. :-ii Y(i11f1.) es el ootencial repuls� 
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v□ entre las dos partículas, la contribución a la energía del sistema 
debida a este potencial,� �rimera a�roximaci6n, esta dada J□r 

r2,4J <-v)= �\ �;:t_c�,,f1.) '4Cf.>l1.') f;,,v�Cr,>f1.) J�;,á�t,. 
donde ,I,.;; ('t T� es le función de onda asociada al sistema. Debi- '!r.,ri, ) 
do al poco alcance del po tencí.al , □ademas aproximarlo de la siguiente 

(2 ,6) 

manera 
(2,5) 
donde S{'f,•1'�) es la función delta de Dirac y Yo es una constante. 
Con esta aproximación la contribución a la energía del sistema está da­ 
da por 

cuando el sistema está en un estado al que se le asocia la funci6n de 
onda dada por la ecuación (2,2) nos queda que la energía proporcionada 
por el potencial repulsivo esta dado por 

(2,7) 

nas queda que 

('V).= � (( 6(1,-1\.')á�,, á.�,t 
� �t ) J 

usando la siguiente oropiedad de la función delta 

)f (i-)� ('<-o.)�}:, f (a.) 

(2,8) 

Por otro lado, cuando el sistema está en un estado al que se le asocia 
la función de onda dada par la ecuación (2,3), la ecuación (2,6) queda 
así <v),,. �' jf S(�,-ft) cl�f,d\;� 
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con el rr i.amo ar9umcnto usado atras, nos quería que (v') �ara un estado 
con 

(2,9) 

está dado por 

(\J'> = � J V . 
Como el estado más estable de cualquier sistema es cuando su energía es 
mínima, comoarando las ecuaciones (2,0) y (2,9) vemos que todos los be­ 
sones tienden a concentrarse en un estado con igual momento. �sto minimi 
za la energía rotencial. La energía cinética de las partículas es cero 
cu�ndo su momento � sea cero. De esta manera los bosones tienden� 
"concentrarse" en el estado de una partícula con momento p.o. Esto re­ 
presenta el mecanismo del fen6meno llamado "Condensaci6n de Base Eins- 
tein". 

2,3) TEORIA DEL GAS LIBRE üE BOSONES. 

Pasaremos ahora al estudio detallado del gas libre de Bose:lde donde 
surgirá una conexi6n entre la transici6n del "punto X " y la "Conden­ 
saci6n de Base Einstein". Es bien conocido (véase el apéndice I) que p� 
ra un sistema de bosanes na interactuantes el número total de partícu- 
las está dado por la ecuaci6n 
(2,10) <N')=- L : ¿ <"11,'> 

e_l €r· f )/kT _ l r p 

donde <..,.,'> es la acupancia promedio en el estado con momento f'. 
Cuando el volumen es muy grande, los estados de una oartícula forman un 
esJectro continuo. Entonces la sumatoria de la ecuación (2,10) podemos 
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a-irnxímar-La 

(2,11) 

a una integral de la forma 

\ ' . - ·tv j!, , 
� e(E,·}',)/11.1 - 1 - \_-z.1t'tA.)� d f tce.-¡.)/,,rr - 1 

donde � es la constante de Plank, \/ es el volumen ocupado por el ·;as, 

't: '.Z.S-t 1 donde S es el espín de les oartículas y la integral se cal­ 

cuLe sobre todo el especí.o mamen tal. Cama el intcar,nda de la ecuaci6n 

('"',11) tiene simetrír3 esférica, int97ramos sabre las angulas 8 ';S f 
y nos queda que 

to obtenemos qJ3 

h,�cienjo el cambio de variabJ e 

(2,lc) 

E = P¼ '»'\ 1 con 

entonce= 

es- 

esta ecusci6n im�licita�3nte determina el ootencial químico f-- (para 
bosones �iempre es menor que cero. Véas9 ao�n�ice I) del gas en función 
de la temperatura T y la densidad (N)/y. 

Si bajamos la tem.�eratura del gas, manteniendo la densidad (N3/v cons- 
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tante, el potencial químico f- se acerca a cero, alcanzandolo en una 
tem�eratura To determinada por la ecuación 

(2,13) <N) - �('h'lltT)� (º\·'�J � 
Y- .;2.'1t7ritll_ e"i-1 

" 
Como la integral vale 2.612 'ftt/� l) entonces la temperatura To vale 

(2,14) 

To 

Jué oasn cuando la temoeratura es menor que To?. Físicamente muchos 
bosones tienden a concentrarse en el estado de mínima energía de una 
partícula, o seR su estado base, hasta que en T=OºK todas las □articu­ 
las 11están allí". 

&in embargo con )J.::.o y Tt To la integral en la ecuación (2,13) es 

menor que la densidad < Ah/v pues el ténnino de menor energía de la 

sumatoria, cuando pasamos segun la ecuaci6n (2,11) a la integral es 
multiplicado por �::. O y entonces no es tomaoo en cuenta. Por otro la 

do si nos fijamos en la sumatoria de la ecuacion (2,10), con r -=0 
todos los términos dan un valor finito; excepto el que corresponde a 
€.1< o.o, tiene un valor infinito. Esta si tuaci6n requiere que el ;:,ote� 

cial químico para bosanes, cuando T tiende a cero, no tienda a cero 
sino a un valor menor, cuyo valor absoluto sea muy pequeño, de talma­ 
nera que el primer término en la sumatoria nos d� el valor deseado. 
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Para calcular el número de partículas en el estado base, en la sumato­ 
ria separamos el término que corresponde al de mínima energía, y el res 
to, los que corresponden a E> O , son distribuidos de acuerdo con la 
ecuación (2,12) 

Usando la ecuaci6n para To obtenemos que 

(2,15) 

y el número de partículas en el estado de mínima energía es 

Usando )a ecuación (2,15) nos queda que 

(2,16) 

Conforme la temperatura T se acerca al cero absoluto, todos los boso­ 
nes comienzan a concentrarse en el estado de mínima energía. Este fen6 
meno es llamado 11Condensaci6n de Base Einstein" y comienza a aparecer 
a partir de la temperatura To, (Véase figura 2,1). 

- 10 - 



Fiaura 2,1) T 
Fracci6n de la ocuaancia en el estado hase 

y el número total de oar 
tículas del sistema de bosones. 

Como vimos atras el gas libre de Base exhibe una transici6n en una tem­ 
peratura To dada por la ecuaci6n (2,14). 

�jr�z ( f \Z/3 
Ts > l)y¡� �.úll°t} 

Abajo de esta temperatura una Fracci6n Finita de todas las �artículas 
se va al estada base de una rJartfcula o sea el estado de momento cero. 
En 1939 London conjeturo que, como los átomos de Helio 4 obedecen la 
estadística de Base, esa transici6n X es la "Condensaci6n de Base Eins 

tein11 modificada por fuerzas interat6micas. Esta conjetura es reforza­ 
da por el hecho de que tal transici6n no ocurre en el Helio 3, cuyos 
átomos obedecen la estadística de Fenni. Más aún, si sustituímos lama- 
sa -24 = 6.4x 10 gr y la densidaB f =:D.145 gr/cm3 del Helio 
4 en la ecuaci6n de arriba obtenemos una temperatura de transici6n To 
= 3.14°K, Comparada con 2.19ºK vemos que To está dentro del orden de - 
magnitud correcto. 
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Así mismo las ideas de la teoría de los dos fluidos de Tisza fueron tam 
bién derivadas del modelo, del gas ideal de Base. De acuerdo al modelo 
de los dos fluidos, el Helio II tiene dos componentes llamados normal y 
superfluída. La superfluída es identificada con la parte que se conden­ 
sa en el estado cuántico de más baja energía, la cual, consecuentemente, 
no puede tener entropía. El líquido normal, oor otro lado, es identifi­ 
cado con la parte que contiene a las partículas en los estados con mo­ 
mento diferente de cero. Así la parte normal si tiene una entropía y es 
la que arrastra lé6excitaciones termicas. 

Como vemos el modelo del gas libre de Base explica cualitativamente el 
comportamiento del Helio II. Pero como es un modelo ideal tiene fuertes 
discrepancias cuantitativas con los resultados experimentales oresenta­ 
dos por el Helio 4. Para ver esto con más detalle calcularemos el calor 
específico y la entropía del gas de Bose. 

2,4) CALOR ESPECIFICO Y ENTROPIA DEL GAS DE BDSE. 

Para caloular el calor esoecífico y la entropía del gas de Base, em­ 
plearemos el valor de la energía interna \J= (�E�l1;:>. En el apé!:!_ 
dice I demostramos que U está dada por 

(2,17) 

Partiendo de esta ecuaci6n, ayudados de las hip6tesis empleadas para 
calcular < N) cuando el volumer: ocunado por el gas es muy grande, es 
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demostrar q:e abajo�d; �'3)c ( k Tyk, IQ) �ltJ � 
o - 00 t .t� 1r t-� ., €., <. -1 

donde \..)0 es la energía del estado de memento cero y el segundo tér­ 
mino o rcoor-c.ione la energía de las oartículas en los estados con €)0. 

fácil 

Como la integral vale 

(2,18) 

_! Jir' (1.341). obtenemos que 
� 

(\.3'11) lz��c�kT)S/L 

De aquí, usando ciertas relaciones termodinámicas, obtenemos que el ca 
lor específico y la entropía del gas de Base están dados por 

(2,19) 

(2,20) 

La entropía del sistema tiende a cero cuando la temperatura se acerca 
al cero absoluto, de acuerdo con la tercera ley de la termodinámica. 
Por otro lado el calor específico desa�arece en función de r312• 

Sin embargo el comportamiento del calor específico del Helio 4 es muy 
3 diferente. Cerca del cero absoluto se comporta como T y cerca del pun- 

to � se va logaritmicamente al infinito. Por otro lado el modelo de 
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gas de Base excluye, para cualquier velocidad finita, la superfluidez 
del Helio II. 

Como vemos el modelo de Base del gas libre adolece de fuertes defectos. 
Pero esto no se debe a que la mecánica estadística esté fallando. Se de 
be exclusivamente al espectro de energía ( E :: r th .... ) aquí usado. Esta 
situación llevó a Landau a proponer un espectro de energía para el He­ 
lio II más acorde con sus propiedades. Suouso que cerca del cero abso­ 
luto las excitaciones que aparecen en el Helio son de larga longitud 
de onda, con una relaci6n de dispersi6n € :. fC , análoga al caso 

del sólido de Sebye en bajas temperaturas, lo cual sugiere que se tra­ 
ta de ondas sonoras (fonones). Además de estas excitaciones, para tem­ 
peraturas mayores cercanas a la del punto de transici6n, suouso la 
existencia de otras excitaciones a las que llam6 "ratones". Este es­ 
pectro, con ayuda de la mecánica estadística, nos permite explicar más 
realistamente el comportamiento del Helio II en el capítulo siguiente. 
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CAPITULO T R E S 

TEOfUA DEL ESPECTRO DE ENERGIA DEL HELIO II. 

Para calcular las observables termodinámicas asociadas a un sistema es 
necesario conocer la funci6n que caracteriza la d8pendencia de la ener­ 
gía con respecto al momento; es decir, el es�ectro de energía del siste 
ma. 

Del esocctro de energía proJuesto nor Landau se predice la superfluidez 
del Helio II y se predice la velocidad a Partir de la cual aoarecen las 
excitaciones térmicas. 

Así misma, como las excitaciones térmicas determinan las orooiedades 
termodinámicas del Helio II, usando las estadísticas de Base y Maxwell­ 
Bol tzmann calculamos el calor es�ecífic□ y la entropía del sistema. 

Por último, con ayuda de la teoría de Feynman, desde el ounto de vista 
de la mecánica cuántica discutimos porqué las excitaciones térmicas de 
la parte baja del esoectro de energía del Helio II son fonones. 

3,1) ESPECTRO DE ENERGIA DEL HELIO II. 

En el cero absoluto el Helio II no tiene excitaciones térmicas. 

Segun la hio6tesis de Landau(;)1i9lbsorci6n de energía por el sistema, 
ya sea mecánica o tónnicamente, se traduce en la formaci6n de cuasipar- 
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tículas o excitaciones térmicas las cuales, de acuerdo a su naturaleza 
cuántica, no aparecen grapualmente sino para determinados paquetes de 
energía. Dichas excitaciones se mueven dentro del líquido interaccionan 
do entre sí y con las paredes del recipiente. En tal circunstancia, el 
sistema se separa en dos componentes: una que podemos considerarla como 
un trasfondo que no transporta entropía y se llama componente superflu­ 
ida y la otra es un conjunta de excitaciones térmicas que determinan las 
propiedades termodinámicas del sistema y se llama com,onente normal del 
líquido. El espectro de energía del sistema de cuasipartículas, propue� 
ta por Landau, corresponde a dos tipos de excitaciones térmicas: las fo 
nones y los ratones. 

Los fonones corresponden a estados débilmente excitados cuya longitud 
de onda es mucha más grande que la distancia interat6mica correspondie� 
do a una acci6n correlacionada de mucho átomos, mostrando macrosc6pic� 
mente variaciones en la densidad del líquido indicando con esto un com- 
portamiento de onda sonora. La energía de esta onda de compresión está 
dada por 
(3,1) «n-rc 
donde Ces la velocidad con la que se propaga la excitación y p. !PI 
es el momento asociado a la cuasipartícula. En un diagrama e, (P) con­ 
tra Peste espectro posee un comportamiento lineal. 

Los ratones corresponden a estados de mayor energía que los fonones y 
poseen una longitud de onda del orden de la distancia interatómi:ca, Su 
espectro de energía se localiza despues del espectro de los fonones y 
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su comnortamiento no es lineal, sino que llega a un máximo y luego de­ 
crece llegando a un mínim� en � (vease figura 3,1); más adelante la 

forma de la curva no se conoce. En equilibri.o termodinámico la mayoría 

de las excitaciones en el líquido tienen su energía cerca de las regi� 
nes € .:.O j €(fo). 

A 

Fi!)ura 3, 1) 
Esoectro de energía del Helio II. 

Si desarrollamos lo función E.(P) en serie ele potencias de Taylor al- 

E(t) 

rededor de Po y tomamos una eproximaci6n de segundo orden obtenemos 
E.(P)-= €(Po) tl'?-v.,✓'aE) i- (P-P,y (�) 

'\�!' P. � �(' C. 

que 

(3, 2) 

donde 

e1) fo::: 0 . Entonces tenemos 

E:(p) = A+ (?;�)t. 

A ::: e (Po) .) ¡,.-•-:. (�\ y Po son constantes. 
} �� }fo 

Como en V. la curva tiene un mínimo 

Los valores encontrados experimentalmente por Peshkov para las constan­ 
tes son los siguientes 
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(3,3) 

= 9.6° K 
8 -1 

= l.95Xl0 Cm 
□.77 'nl11e. 

donde R es la constante de Bol tzmann, l\ es la constante de Planck y 
"ol M t. es la masa del Helio. 

Con ayuda del espectro de energía arriba descrito y haciendo uso de la 
ley de distribuci6n de Base, a la cual obedecen los fonones y los rato­ 
nes, calcularemos algunas funciones tennodinámicas asociadas al sistema, 
considerando a los fonones y a los ratones como dos gases ideales. Es 
decir no consideramos interacciones entre ellos. 

3,2) TERMOOINAMICA ESTADISTICA DEL HELIO II. 

Como vimos en la parte anterior, los fonones y los rotenes caracterizan 
las propiedades termodinámicas del Helio II. Calcularemos la contribu­ 
ci6n de cada gas al calor específico y a la entropía del sistema. 

Como un gas de fonones satisface la estadística de Base, entonces la 
energía libre por unidad de volumen asociada al gas está dado por la 
ecuación (véase 

(3,4) 

apéndice l) 

l., , p�r 
r ==- -�(zit'�') ·e..•€ -1 

• 
- 18 - 



• Haciendo el cambio de va- .af._ e �f - 
no's queda que 

f : _1JI (.!!._)"j��x ., z111ic e¡( - 1 
o 

debido a que E: pe entonces 
ff<!. =?C riable 

finalmente nos queda 
(3,5) 

De esta expresión para la energía libre del gas de fonones obtenemos 
para la entropía y el calor específico 

(3,6) 

(3,7) 
f kT \3 
l,1ric. J 

Como vemos en las ecuaciones (3,6) y (3,7) la entropía y el calor esp� 
3 . cífico de un gas de fonones son función de T. Debido a que la contri- 

buci6n de los fonones es dominante cerca del cero absoluto entonces el 
comportamiento del calor específico del Helio II predicho por la teoría 
coincide con el que se observa experimentalmente. De esta manera cerca 
del cero absoluto el Helio II se comporta como un sólido de Debye. 

Ahora calcularemos la contribución del gas de ratones al calor específ� 
ca y a la entropía del Helio II. 
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Como la energíB de los ratones siempre contiene la cantidad Íl (véase 
ecuación 3,2), la cual es' grande comparada con kT( T ¿_.;2_,l'fºk), pode­ 
mos considerar al gas de ratones como un gas de Maxwell Boltzmann. 

Entonces la energía libre del gas de ratones está dada por la ecuación 
(véase 

(3,8) 

apéndice Al , 4) e./ 
e\J ( � e ckT 

f.,-:. - N-rkT {ot N-r(211t.)� )<l r 

donde Nr es el número de ratones y V es el volumen ocupado. El número 
de ratones depende de la temperatura y es deteminBdo por la condición 
de que le energía libre sea mínima (entonces el sistema está en equil� 
br-i o te--modinámico) : 

de aquí obtenemos que la energía libre está dada por 
(3,9) 

y el número de 

(3,10) 

ratones por 
'V ( �e./kr 

N-r • (_z.1rt�)� J'l 3r e 
usando el valor de la 
nos queda que 

energía de los ratones dada 

'V e "-{1.1 j J¿r t �; t?; 
�71tA )' 

por la ecuación (3,2) 

integrantlo sobre los angulas El y f y haciendo el cambio de variable 
v. P =Po+ (2fkT)Xobtenemos que 



N-r-=- <in V eY:7(l.}'-k r�irr.�Jé"dx f Zfol:tj4kTl'J:eiJ� -t2Jik1 J;e1-;¡J 
l ,,rt, 1 f -P. '"'· -Po ] 

como f'ot '>'1)'.JtT, despreciamos los dos últimos términos a la derecha. 
Integrando desde - ..,. hasta + e,() nos queda que 

N-r = ;1{f kr)''z P,/V éA/1&r 
(3,11) (�.,,)Ji' t, 
nótese que para T = O Nr = O • Oe la ecuación (3,9), con ayuda de la 
ecuación (3,11) obtenemos para la entropía y el calor específico aso­ 
ciados al gas de ratones 

ST � - ��T � 

C,, • r�a'¡),. k�, (� t4 t �. 

la contribución del gas de ratones es dominante cerca del punto A 

3,3) SUPERFLUIOEZ DEL HELIO II. 

El Helio II tiene propiedades de superfluidez; o sea puede fluir sin 
fricción a través de capilares muy delgados. Empleando el espectro de 
energía discutido antes, determinaremos la condici6n para que pueda h� 
cerlo, Supongamos que el Helio II a OºK fluye a través de un capilar 
con velocidad V. Si el flujo es acompañado por fricción entonces una - 
parte de la energía de movimiento se disipa y el sistema realiza tren- 
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siciones a estados excitados. Mientras no aparezca una excitaci6n térmi­ 
ca, el líquido, o una paPte de él, fluirá sin fricción a través del cap� 
lar debido a su incapacidad de absorber dicha energía. 

- Su,:,ongamos que al moverse el Helio II, con velocidad V en el capilar, 
aparece una excitaci6n térmica de momento P y energía € (P}. Desde los 
sistemas de referencia donde el capilar y el líquido están en reposo 
respectivamente tenemos: 

(1) Sistema de referencia donde el líquido está en reposo: 
Po= o E.= o 

(2) Sistema de referencia donde el capilar está en reposo: 
l5=MV E=¼� 

despues de le aparición de la excitaci6n, desde el sistema de referen­ 
cia donde el líquido estaba en reposo 

Eo = E(P) Po= P 
y desde el sistema de referencia donde el capilar está en reposo 

(3,14) f: Po+MV P, o-z o I t 
E;: - : r. + r.·V+ 1,44V 

Z.M 

De le ecuaci6n (3,14) obtenemos finalmente que la energía desde el sis 
tema de referencia donde el capilar está en reposo 

Mu,t donde el término � 
t. 

es la energía cinética del líquido y la exp� 

- 22 - 



si6n (-l - - ' � 11t e\ E P + P. V = - l 2 - · ) es el cambio de la energía debida a le 
�) € '), () , la transici6n a un estado z. aparici6n de la excitaci6n. Si 

excitado será energéticamente posible, pues el Helio II puede absorber 
energía (disminuyendo su energía cinética). Esto se traduce a la condi­ 
ci6n de que la relaci6n 

(3,15) e.cfl -t p.v < o 

se cumpla. Obviamente la situaci6n más favorable es aquella en la cual 
el momento P de la excitaci6n creada es directamente opuesto a la ve- 
locidad V ( P.V = - PV). 

'V) 

En este casa tenemos 
€ (P) 
f 

Luego la condici6n final que hace posible la aparici6n de una excita­ 
ci6n ténnica en el líquido moviéndose con velocidad V, será obtenida 
cuando encontremos el mínimo de la cantidad E(P)/P. Así la condici6n 
necesaria para la creaci6n de una excitaci6n es que 

y .,. �¡11\ ��) 

y la superfluidez del líquido ocurrirá para velocidades menores que 
(3,16) \J : 1)111/j¡\ €.(P) �O 

U!ITICA f . 
entonces la aparici6n de una excitaci6n ténnica será energéticamente 
desfavorable y el fluido fluirá sin disipaci6n de energía, o sea sin - 
fricci6n. Por otro lado es obvio que para velocidades del fluíi;lo mayo­ 
res que la velocidad crítica aparecen excitacio 1es y concecuentemente 
habrá disipaci6n de energía. 

El mínimo de E/P podemos calcularlo ayudados del espectro de energía 
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y la condición extrema , Esto nos da 

(3,17) �: .s. 
d.P P 

M 
d.P 

e De la gráfica del espectro se observa que para los fonones 
por lo que la velocidad crítica asociada con la creación de un fonón 
es 
(3,18) V - €.(P) ~ "'40 '7?? 1seo. críticaf - p - o<, /� U• 

Para los rotenes de la condición dada por (3,17) con E. dada por (3,2) 
obtenemos que P = (Po Z + 'f A)Yi,. Así, a segundo orden de aoroximación 
( p-::,. Po+ 2f �) , obtenemos que la velocidad cr,ftica asocí ada a la a­ 
parición de una excitación de este ti�o está dada por 

V crfticaR = A 
Po 

El espectro de energía del gas de Base no oredice la superfluidez del 
Helio por la siguiente razón: 

Gup□n'lamos que tenemos un "líquido de 3oseº con un espectro de energía 
(véase figura 3,2) dado �orla ecuaci6n 

€(p)• e, r-1!: 
'Zlf 

con ,i,uda de las condiciones dadas por las ecuaciones (3,16) y (3,17) 
o:ltenemos que este "Lf quí.do de Base" tien� prnní.edeoes de su.:>erfluidez 

para velocidades menores que 

V crítica & = (� }Yt. 
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�ero como �ara el nas ideal de B□se 6, = O entonces. �e su esp3ctro de 
energía no se puede predecir ni explicar la superfluidez. 

)..._ 
, 

Figura 3,2 
Un líquido con este espectro da energía 
se com'Jorta C□;TIO u:1 superfluido para u-ia 

velocidad \J ( J €o 
7.'lrl. 

Cualitativamente los argumentos mencionados son suficientes para expli­ 
car la suoerfluidez del Helio II. Pero cuantitetivamente los resultados 
te6ricos no están ds acuerdo con los obtenidos experimentalmente. Esto 
se explica par el hecho de que además de los fonones y los rotenes ao� 
recen en el Helio II otro tipo de excitacionss, con características de 
remolino, Son llamadas vartices cuánticos, Tienen poco peso estadístico 
por la que no influyen en las cantidades termodinámicas del sistema p� 
ro hidrodinámicamente san importantes como en el caso de las velocida­ 
des críticas, 

En nuestra discusión, inicialmente hemos supuesto la ausencia de exci­ 
taciones ténnicas, es decir, consideramos que el Helio II se encontraba 
en el cero absoluto, Si ahora consideramos que TfDºK tendremos en nues 
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tro sistema los dos tipos de excitaciones. Los fonones predominan para 
temoeraturas menores que 0.6°K y los ratones para temperaturas T tales 
que 0,6°1((. T <: 2,19'k. La presencia de las excitaciones no invalida el 
argumento dado anteriormente sobre el origen de la superfluidez; pues 
las excitaciones son bloqueadas por el capilar debido a que al chocar 
con las paredes transfieren su energía. Macroscópicamente esto aparece 
como viscosidad, El resultado neto es que sólo □asa la componente supe� 
fluida, la que no lleva entropía, comportandose el capilar como una mem 
brana semipermeable. La observación de este fenómeno es el llamado efec 
to termomecánico. 

En conclusión podemos considerar a las excitaciones como un fluido nor­ 
mal y al líquido como un superfluido, La suma de las propiedades hidro­ 
dinámicas de estas dos componentes dan por resultado el comportamiento 
observado en el fluido Helio II y nos llevan a la teoría fenomenológica 
de los dos fluidos, 

3, 4) JUSTIFICACION MICRDSCDPICA DEL ESPECTRO DE LANOAU SEGJN FEYNMAN. 

Hemos visto que con ayuda del espectro de energía, propuesto por Landau, 
el comportamiento termodinámico del Helio II ha sido explicado amplia­ 
mente, Desde el punto de vista de la mecánica cuántica usando argumen­ 
tos puramente cualitativos Feynman 5)ha explicado porqué las excitacio­ 
nes que aparecen cerca del cero absoluto son solo fonones. 

Consideremos la función de onda del estado base 1 (R,, �,-•··,R..,) donde 
26 - 



�i es el radiovector del i-esimo átomo. A cada conjunto de valores de 
los radiovectores le llamaremos "configuraci6n" y representan las posi­ 

ciones de los N átomos de Helio. Para cada configuración hay una am­ 
plitud o número 'f, el cual es grande para configuraciones probables, 
densidad uniforme, y es pequeña para configuraciones poco probables 
(cuando dos átomos están muy juntos, por ejemplo). 

Debido, a que los átomos de Helio 4 tienen espín cero, la función de on 
da del estado base es simétrica. También la podemos tomar como una fun­ 
ci6n real, pues para estados estacionarios tenemos 

donde \)� es la energía potencial entre dos átomos y es real. Clara­ 
mente, si conjugamos la ecuación, nos queda que 

entonces, como la ecuaci6n de Schroedinger es lineal, podemos escoger 
la función de onda del estado base � = 1_ ( � + f .YJ , la cual es 
una función real. 

La función de onda del estado base minimiza el valor esperado del �amil 
toniano del sistema.3) El valor esperado del Hamiltoniano, está dado 
por 
(3,22) 

donde estamos suponiendo que f, en la frontera de la región de inte­ 
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graci6n, se anula. Si consideramos una variación 

(3,23) 

obtenemos 

(3,24) 

ya que 6 to ::O . Ahora usando la identidad vectorial 

v-(o..11)� e.V-A tA·Va. 
y tomando A = V�� y O.:: f� obtenemos que 

(3,25) V�iV�1: - �t v�f+ V� (iiv�) 
sustituyendo la ecuación (3,25) en (3,24). el término 'i/) (�f\)�)) 
con ayuda del Teorema de Gauss, se puede convertir en una integral de 
suoerficie y como all! la variaci6n !� :o entonces la integral se anu 

la y nos queda 

J···J[-� ¿ V�f + r lJ,) �- to1)JT d1,·-· dVN 
i. 'Y'II !, e<; 

Como las variaciones �� son arbitrarias, nos queda que � debe satis 
facer la ecuaci6n de Schroedinger 

(3,26) 

Ahora, debido a que � 65 real y simétrica, \ lfl también satisface las 

condiciones que satisface i y entonces también satisface la ecuación 
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(3,26). Por lo que también minimiza la expresión (3,22). La primera de­ 
rivada de l f/ debe de Ser continua ouas satisface la ecuación de 

Schroedinger y el potencial entre los átomos es finito. Entonces <f es 
positiva (véase figura 3,4) y la �ociemos escoger normalizada. 

Figura 

1 �I 

ll 

Si (f cambia de signo en Ro, entonces 

la primera derivada de f t.f / tiene una 

discontinuidad en Ro. 

Suponiendo que existen ljl, y f i, tales que satisfacen todas las condici� 
nes de arriba (reales, positivas y norinalizadas). Como la ecuaci6n de 
Schroedinger es lineal, �1 - l/i. también satisface las condiciones 
de arriba y no cambia de signo. Pero esto contradice la hipótesis de 
que �1 y tJl1. están normalizadas. Entonces la función de onda del esta 
do base es única. 

Estados excitados: 
La función de onda � asociada a los estados excitados del Helio II 
deben ser ortononnales a la función de onda del estado base 

�--· ���dt,--·<ltN" º· 
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En particular, la asociada al primer estado excitado debe tener un nodo, 
de tal manera que es posi±iva para un número de configuraciones y es ne 
gativa para otro número igual de ellas. 

Ahora podemos ver que las excitaciones de más baja energía san fonones 
ya que éstas son las únicas excitaciones que cambian la densidad del lf 
quid□, apareciendo configuraciones, en las que el líquido es comprimida 
y enrarecido, a las que la funci6n de onda les asocia una amplitud de 
probabilidad baja y alta respectivamente. Los fonones tienen una baja 
energía y una larga longitud de anda, abarcando a muchos átomos y origi 
nando variaciones en la densidad. 
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e A p I T u L o e u A T R o 

TEORIA FENrnlENOLCIGICA DEL HC:LIO TI. 

De la teoría microscopica discutida en el capítulo anterior se deduce 
qua bajo ciertas condiciones el Helio II se comporta como si tuviera 

dos componentes: una de ellas superfluíde y la otra un fluido nonnel. 
Con esta hip6tesis explicaremos los efectos mecanocal6rico y tennome­ 
cánico. Al final del capítulo discutimos la teoría fenomenológica de 
los dos fluidos de Landau, la cual pcrte de los resultados experimen­ 
tales obtenidos por Kapitza al estudiar este -último ef�cto. 

4, 1) EFECTO ;.<ECI\NOCALORICO. 

10) E�te fenómeno fué observado por primera vez □ar Daunt y Mendelssohn. 
Observaron que cuando cierta cantidad.de Helio II sale por la □arte 
baja del vaso de la figura 4, 1}, la temperatura marcada por el tennóme­ 
tra aumenta. 

Tennómetro 

Figura 4, 1) Vaso conteruenco Helio JI, i : .,. 

hecha de polvo de esmeril. 
- 31 - 
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Este fenómeno es explicado de la siguiente manera: como el material que 
está en la región p del vaso permite sólo el oaso de la componente su­ 
perfluida, y como ésta no lleva entropía, entonces cuando el Helio II 
abandona el vaso, la energía ténnica oor unidad de masa aumenta causando 
un aumento en la temperatura del líquido, Así, la cantidad de calor que 
debe removerse del vaso para que la temperatura dentro de éste no cam­ 
bie, cuando sale cierta cantidad de Helio II, es 
(4,1) 
donde S es el aumento de entropía por unidad de masa. Es claro que si 
la comoonente superfluida del Helio II entra a un vaso conteniendo He­ 
lio II (podría ser Helio 3), sucede lo contrario: a�arece un enfriamien 
to por unidad de masa y una cantidad de calor dado por le ecuación (4,1)­ 
debe�á cedersele al vaso para mantener la temperatura constante, 

4,2) EFECTO TERMOMECANICO, 

11) En 1938 Allen y Janes observaron por primera vez que cuando dos va- 
sos conteniendo Helio II, son conectados por un capilar muy delgado, un 
calentamiento en el interior de uno de los vasos ocasiona no solo una 
diferencia de temperatura A 1 , sino también un flujo de líquido ha­ 
cia el vaso donde se aplica la energía. Esto origina una diferencia de 
niveles entre los vasos. Para explicar lo que ocurre, discutiremos an­ 
tes lo que ocasiona un gradiente de temperatura. 

Sea un sistema de Helio II en equilibrio termodinámico. Si aplicamos 
una cantidad de energía '/1 en una región del líquido (región 1 de la fi- 
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gurR 4,2) obtenemos un c9mbio de temperaturR con respecto al resto del 
vaso. Este incremento en la temr:ieratura ocasiona que la componentA nor 
mal del Helio II aumente. Como consecuencia di:? esto surge un desequil.!_ 
brio tennodinámico entre la región 1 y el resto del va�□. Para lograr 
de nuevo el equilibrio, se formAn dos corrjentes dentro del vaso: la - 
comoon=rrte superfluida, la cual no transporta entro.,fa, se mueve hacia 
la reqi6n I mientras que 1� romponente nonnal sale de la reJi6n I ha-­ 
cía el resto del vaso. Entonces la tra:isfPrenr.iA de calor en el Helio 

II tiene una natura]ez3 dife!'ente a)d� ]� conducción té!"r':iCA ordinaria. 
Itna diferencia de temrierntura en el l Iquí.río --:c:us� .... , ,, , ,... .., in-- comnonan 
tes se muevan, ri� ta] rn7m�ra qu= nj �rosc6;:dcamPnte na !i� o�:mrvr. trR�S 

fcrcnsia de mñsa. 

Figura 4 ?l ,-�CorriPnte3 de convección en e] Helio II CRusndac. 
por un incrementa de ternper-e tur-a eri la reJiÓ7 J. 

Gon las ideas anteriores discutiremos el experimento de Kapi tza en e] 

cual se observó con mucho deta,lP. P] efer,to tennomecánico y jugó un - 
papel muy importante en la formulació, de la teoría de los dos fluidos 
de Land�u. 
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Consideremos un dispositivo como el de la figura 4,3). Inicialmente su­ 
pongamos un equilibrio termodinámico entre A y B. Si aumentamos la tem­ 
peratura en A entonces surgen dos corrientes e través de 5 : Componente 
superfluida entra en A y com�onente normal sale de A. Si disminuimos el 
diámetro del ce�ilar S, la componente normal es frenada debido e su vis 
cosidad; pero la componente superfluida sí pasa hasta que se restablece 
el equilibrio termodinámico. Entonces aparece una diferencia de niveles 
entre A y�. Esta diferencia de niveles corres�onde a una 1resi6n hidros 
tática Jjf' entre los vaso3. 

Figura 4,3) 

_l _______ . A 
B ,., 

-�-T+AT - - - T-_ -T-=--- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

ff 
,,... ,., 

H :1 
s . - 

Dispositivo em,leado ,or Kapitza para estu­ 
diar el efecto termomecánico. 

Cuando cesa el movimiento a través rlsal capilar S ) o sea, cuando el 
super luí do se detiene, se debe cumplir que V}'- = O entre los vasos. 
Pero como 

(4,2) 

'V}-t = -SVT � ,-V p 

AP -: f S 
.\l 

entonces 
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y como f y S son positivas entonces � '> O . Es decir, si aumen- 
ta la temperatura en A, también lo hace la presión. La ecuación (4,2) 
val e solo cuando la energía \V es pequeña. Existe un valor crítico a PB!: 
tir del cual no funciona. Este resultado es fundamental en el avancr de 
la teoría fenomenológica, pues de él se deduce que el flujo del super­ 
fluído es causado por- el gradiente del potencial químico jJ. . Esto ca� 
dujo a Landau a proponer la ecuación (4,5) como una de las ecuaciones 
de movimiento del fluido Helio II. 

4,3) HIDRODINAMICA DE LOS DOS FLUIDOS. 

21 Ahora discutiremos la teoría de los dos fluidos de Landau, 'la cual da 
un sistema completo de ecuaciones que describen macrosc6�icamente el - 
flujo del Helio II. 

En esta teoría, las ecuaciones de movi�iento envuelven, en cada punto, 
dos velocidades: �"" y \i\ . Entonces a primera aproximación, para velo 
cidades 9equeñas1 el vector flujo de momento está dado por 

(4,3) 

donde p.., y f'\ son las densidades de la componente normal y superflu­ 
ída respectivamente. Como supondremos que no hay transferencia de mame� 
to entre las dos componentes entonces p.., y f\ dependen solo de la p1::_ 
sión y de la temperatura del líquido y son tales que su suma es la den­ 
sidad total del líquido 
(4,4) 
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debemos aclarar que el hablar dP dos cori�onentes del fluido no signifi­ 
ca que el Helio II .,ueda ser ser separado en ]as dos □artes. 

V .. es la ve] ocidad ne La comoonente normal y Vs es la velocidad de 

1 a componente sunerfJ ui de. Su'1□ndrcmos qua esta última realiza un flu­ 
jo irrotacional l VlC�<¡:: O) y es tal que es empujada por el gradiente 

de un ootencial 

(4,5) 

lj> ; es decir, satisface la ecuación 

además el movimiento del fluido deberá satisfacer ciertas leyes de con 
servaci6n. Una de ellas es la de conservación de masa 

(t!,6) 

con J y f 
'df + v.1 "'º 
'dt 

dodas 0or las ecuaciones (4,3) y (4,4) resoectivamente. 
Otra es la de conservación de momento 

(4.7) '41, + 'r)P,11 = 0 dt �"'" 
donde 'Pi I<" fóíl< + '1ít1<es el tensor densidad de momento y p es la 
presión del líquido. Como no consideramos arocesos disipativos, ente� 
ces la entro�ía se 

(4,8) 

conserva y el flujo debe 

'dPS + v,f:: o 
'Jt 

satisfacer la ecuación 

donde rs es la densidad de entropía y f es el vector flujo de den 

sidad de entropía. 

Estas ecuaciones, (415), (416)1 (417) y (4,B), son las que describen el 
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Movimiento del fluido H?lio TT. f:on signifi.cantes cuando sepamos ]ns - 

w11or,3s de �J 
�le y f . 'Además estas ecuaciones deben im?l i.car una ecue 

ci6n que estipule la cons8rvaci6n de le energía 
(4,9) 

donde l) es la energía por unidad de volumen y Q 89 9] vector flujo de 
energía. 

En el anéndir.P dos demostramos que el princi�io de relatividad aalile� 
no combinado con la ley de la conservaci6n de la energía nos permite - 
identificar a * con h y 

(4, 10) f = r�v ... 
Q = ({ v; + f) j + fSTV .. + f-1 v., [v..- (v .. -Vs)J (4, 11) 

( 4, 12) 

en el sistema de referencia laboratorio. N6tese que la ecuaci6n (4, 12) 
es una generalizaci6n natural de la ex'.lresi6n 'P,k : pf,•1t f fV,VI< 
pera un fluido ordinario y que en la ecuaci6n (4, 10) el vector flujo 
de entropía es funci6n solo de V,... Esto resulta natural si recorda­ 
mos que solo la componente normal transporta entropía. Entonces la tran� 
ferencia de celar en el Helio II se debe solo e le componente normal y 
es funci6n de fS�. 
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las conOiciones u lD frontera de las ncuRciones de movimiento de los 
dos fluidos son tales qve la com�onP.ntP �eraenrli.cular riel vector flujo 
de momento J debe desaaarecer en cuul qu'íer- superfj cie sólida. 

La ccmaonente tan:;ente de V. en la sucar-f í.c í.e s6lida, dehir1o a su vi.s 
cos í oac (interacci6n de 10s exc'í tec í ones tP.rmices con ]a superficie), 

se anula. 

La comoonente tangente de la velocioad del su0erfluido, co�o no tiene 
viscosidad, en la sunerficie es distinta de cero. 

Por otro lado la comoonerrte oer:>endicu] ar de �"' no debe ser cero, ya 
que las excitaciones térmicas ouecen .ser emi tj das o ebsor-ví.dea oor la 
su'Jerficie. 

Para ve) ocidades y variacionec en f, 5 1 T y P muy oequcñas, pode 
mas considerar sola términos lineele�. En este casa, las ecuaciones de 
,movimiento pare el fluido Helio II quedan expresadas de la siguiente 
manera: 

( 4, 14) 

lf t 'V•J �0 
�t 
� + vp=o 
� 

1f1. + fs�-��"'º �t 
�- sír+-tv,,= 0 • 

- 38 - 



Estas ecuaciones las emplearemos para demostrar que el Helio II puede 
soportar la propagaci6n de dos tipos de ondas: primero y segundo soni­ 
do. 

- 



CAPITULO e I N e o 

PROPAGACION DE ONDAS EN EL HELIO II. 

En este capítulo discutiremos las consecuencias que surgen de la teoría 
fenomenológica de los dos fluidos, En particular estudiaremos la propa­ 
gación de ondas en el Helio II. 

5,1) SEGLNOO SONIDO. 

De la teoría de los dos fluidos se deducen dos ecuaciones de onda,2) 

cada una con su respectiva velocidad de propagación; una corresponde al 
sonido ordinario y otra al segundo sonido, Las obtendremos partiendo de 
la� ecu�ciones de movimiento del fluido Helio II. Primero, como conside 
raremos pequeñas variaciones de f, S , 1, p supondremos que 

(5,1) 

f: fo+ f' 
S: 5º +s' 
T" To'f' T' 
P=- 1'0 • P' 

donde las letras primas denotan pequeños cambios en las cantidades co­ 
rrespondientes durante la propagación de las ondas y las que tienen su� 
índice cero son los valores en equilibrio, Con esto y del hecho de con­ 
siderar que la velocidad del fluido es mucho menor que la velocidad de 
propagaci6n de las ondas, emplearerros las ecuaciones de movimiento para 
el fluido Helio II con solo variaciones de primer orden, Ellas son las 
ecuaciones (4,14): 
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(5, 2) 

(5,3) 

(5,4) 

(5,5) 

.2i + v.J =o 
¿)t 
�'.t+vp=o 3t 
'd fS + fo �o V,V44::. O 

-ot 
1Vs -s .. vr-t1/jp=o 

'ót Jo • 

Derivando (5,2) con respecto al tiempo y usando (5,3) obtenemoe para 
f' y p• 
(5,6) 

Esta es la ecuación de onda para la propagación de cambios de oresión 
o de densidad en el líquido. 

ti tuimos VP 
y si sus- 

dado por la ecuación (5,3), en la ecuación (5,5), 
Ahora si usamos el hecho de que 

obtenemos que 
(5,7) 

usando la identidad 
nes (5,2) y (5,3) nos queda que 

y usando las ecuacio- 

Derivando esta ecuación con respecto al tiemoo y usando la ecuación (5,7) 
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obtenemos oara T1 

(5,8) 

Y s' : 
'JZS' ,_ f.o s: V?TI:; O 

3t7. f-..o 
esta es la ecuación de onda para la oro�agación de variaciones de la en 
tropía o bien de la temperatura. Trataremos de obtener las velocidades 
de propagación de las dos ondas. Es�ecific&ndo a la presión P y a la - 
temperatura Ten función de la densidad y la entropía; es decir, P=P{f,S) 

� T=T(f,'i) obtenemos para las oequeñas variaciones P1 y T1 

(5,9) P' = (Jl Y'+ (�)f $1 

T' = (�)s f' t ( ��)fs• 
Sustituyendo las ecuaciones (5,9) en las ecuaciones (5,6) y (5,8) nos 
queda 
(5,10) 

(5,11) 

Si suponemos que las soluciones de estas ecuaciones son ondas planas, 

ei.All{t-�/u..) en las cuales r• y S' son proporcionales al factor 
donde 1l es la velocidad de propagación de la onda1 entonces de las e­ 
cuaciones (5,10) y (5,11) obtenemos 
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Multiplicando por U.1/u>'- y agrupando nos queda 

Este sistema de ecuaciones tiene solución sola si su determinante vale 

si tomamos 

t - ('lf) u, - t)f s ) 

y usando la identidad termodinámica 

(n) (.1!!.) - - Xi c,.-Cv 
'qf s as ! - I<. C,Cv 

donde I(: - i, { fl)S' es el coeficiente de compresibilidad adiabatica, 

nos queda que 

(5,12) 
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Como el coeficiente de expansión térmica del Helio II es muy pequeño 
entonces los calores específicos 

e,." c., ,. 1 ( ��)r 
C, y e, son casi iguales. Tomando 

de la ecuación (5,12) obtenemos las velocidades 
de propagación del primero y segundo sonido del Helio II: 

(5,13) 

(5,14) u : t 
fs,,S; T 
t; c. 

Nótese que U1.. la velocidad del segundo sonido, depende de la tempe­ 
ratura de tal manera que en el punto A vale cero (véase figura 5,1). 

5) Peshkov observó la propagación del segundo sonido en el Helio II en- 
contrando que los resultados teóricos concuerdan con los resultados ex 
perimentales, con lo cual se confirma la parte fenomenológica de los 
dos flr,í dos. 

01- .... º_.-:-------"'z."" 1,=--+ T 
Figura 5,1) 

Dependencia de la velocidad del segundo sonido 
con respecto a la temperatura. Peshkov, 1946. 
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El segundo sonido se excita en el Helio II cuando éste está en contacto 
con un cuerpo cuya temperatura varía peri6dicamente de tal manera que en 
un tubo resonante, lleno con Helio II, podemos observar ondas estaciona­ 
rias usando tennómetros como detectores (véase figura 5,2) 

Lectura de 
los tennóme IO 

tras 

5 lo 15 ZO ,S 
Posición de los tennómetros.tffl. 

Figuras,¿) 
Patrón de ond�z estacionarias de.se�undo sonido 
en el Helio II, 

Usando el segundo sonido se puede medir la variación de los componen- 
tes nonnal y superfluida con res pee to a la temperatura. Peshkov s) en- 
contr6 que r ... ;f: 1 en el punto A y que cae a cero conforme la 
temperatura disminuye (véase figura 5,3) 

p .. 
"f 

Figura 5,3) Dependencia de la componente normal con res- 
pecto a la temperatura. 

45 



Si se mide ('s empleando 
0.9°K es el total de la 

e] segundo 5□nido se encuentra que abajo de 
�ensidad del líquido5). Sin embargo cálculos 

teóricos (Penrose y Onsager) y también medidas experimentales dan - 
fuertP.s indicaciones de que el condP.nsado del Helio en el estado de 
momento cero es más o menos el 10�. Entonces surge la pregunta de - 
cuál es la naturaleza microsc6pice de lñ /'s que entra en las ecuacio 
nes de Landau, 
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APENDICE 

SISTEl.'.AS 'l!: PARTICIJLAS IDENTICAS. 

IJ N D 

Consideremos un cuef:)o muy grande, tal que Q□damos suponer q"Je tiene 
una P.nergia y un número de partícul'3,e; constantes. Su;:iongamos que está 

f□rm3d□ de dos n3rtes: La parte que vamos a considerar la llamamos sis 
tema y la otra parte, mue�□ más granda la llamamos depósito. El siste­ 
ma ?ugdg intercambiar energía y materia con el dep6sito de tal manera 
que podamos considerar que están en equilibrio termodinámico. 

Si la temperatura de nuestro sistema es cercana al cero absoluto, en­ 
tonces los grados de libertad asociados a él disminuyen y la estadísti 
ca de V,axwell-Bol tzmann ya no es a?licable, oues la ocupancia oromedio 

en cada estado del sistema no es muy pequeña. 

La nueva estadística que hay que em.�lear depende de si las funciones 
de onda asociadas a las partículas son simétricas o antisimétricas. En 
el primer caso tenemos la estadística de Base-Einstein y en el segundo 
la de Fermi-Direc. Como los átomos de Helio 4 tienen espín entero, ha­ 
remos énfasis en la de B□se.:f:instein. La estadística de Fermi-Dirac 
es aplicable a partículas de espín semientero. 

Al,1) DISTRIEUCION GRAND CANDNICA DE GIBBS. 

La distribución grand can6nica de Gibbs de la probabilidad de encontrar 
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al sistema (el cual se encuentra en contacto termodinámico con el dep6- 
sito) con N partículas y' 'Ylp de ellas en el estado con momento f · 
Dicha probabilidad está dada por la función de distribución: 

(A1,1) tú = e:1(..IL-tf-N- t11¡,,¡,} 
tt{ 11,J 

donde k es la constante de Bol tzmann, T es la temperatura, ../1 e- fV 
es el oo tencd al, termodinámico, f- es el potencial químico y tN}"l'J 
es la energía total proporcionada por los niveles de energía. 

La condición de nor,nalización para la función de distribución requiere 
que el resultado de sumar tAJ,., ¡ "l'J primero sobre todos los estados 
cuánticos (para una N dada) y luego sobre todos los valores de N sea 

para el potencial ;rm[o;n;;�º, e-,�,Jl,\l _¡¿:-k.TI� L 1....., l� ') o ,, /w,J 
o sea 

(Al,3) 

donde 

(Al,4) 

..1L ;: - le r�3 O. 

º , r r e.,... � e:'E•r•,\ 1 " l f;,) 
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es la funci6n partici6n asociada al sistema, Esta funci6n contiene to­ 
da la informaci6n necesaria para calcular las cantidades termodinámicas 
pertinentes del sistema. 

Al,2) CALCULO DE <"'r), <N) Y u PARA BOSONES, 

En general el 

Al,5) 
donde Q es la 
ci6n (Al,4). 

valor promedio de una observable física está dado por 

(A):: J_ í_) t,¡e_P(}'N-ENJ11,t,) 
6{ ,., �,) 

funci6n partici6n del sistema y está,dada por la ecua- 

En oarticular, para cierta temperatura T, el número promedio de partí- 
culas en el estado con momento� está dado por l � N -, � '--'"' <"� .. J_ 1 le r > .,,,e__ Q � �,) 

Al,6) 

Si considerruros la derivada de lag Q con respecto a €p , es fácil de 
mostrar que 

nemas 

Al,7) 

Así mismo, para el número total promedio de partículas del sistema te- 

{ N) : - 1 L �e"""') e-,E-,,t"'i] 
& ,.r � 

Considerando la derivada de lag Q con respecto a r , obtenemos que: 

(�= kT� ::- U 
_21;_ tJf 



interna del sistema, definida oor 

u :: <� -nrf,) 
u= 1. I[e�PAJ) C1f,�� ep�Ei,�p) 

G f;,� 
Si consideramos la variación de Lag Q con respecto a r nos queda que 

u:: - � + .1 I r f'N e�rJJN-�.,,,v 
c>r Q " ,�IJ 

Coma � no deoende de los indices, pues es una cantidad intensiva del 
sictema, nos queda que 

obtenemos que 

Para la energía 

(Al,8) 

El notencial tennodinámico del conjunto de todas las partículas en �l 
gas las cuales están en un estado cuántico con momento f está dado 
por 
(Al,9) 

ya que la energía de -,,,. partículas en el p-esimo estado es ?ll'GP. 

Como el número de ocupación de los estados cuánticos para un sistema 
de bosones no está restringido, pues no obedecen el principio de exclu 

e. fl(h-(;p) � 1 sión de Pauli, entonces debemos tener que r � para 
que la sumatorta de la ecuación (A1,9) sea convergente. Esta condición 
debe ser valida para todo valor de €,. incluso cuando vale cero. Enton 
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ces el potencial químico para bosones es siempre negativo: 
(Al,10) 

Entonces la sumatoria en la ecuación (A,,9) es igual a [1- e,Hrt,�-• 
oor lo que 
(Al, 11) 

El potencial termodinámico ../}._ del :¡as, lo obtenemos sumando ../l./' 
sobre todos los estados cuánticos; 

(Al,12) 

de esta ecuación y de (rü,3) obtenemos que la función partición para 
un gas libre de bosoncs está dada oor 

(Al,13) 

De la ecuación (Al,6) con ../2. dado oor la ecuación (Al,12) obtenemos 
que 
(Al,14) 

1 

ésta es la función de distribución de Base - Einstein, Así mismo, obte 
nemas de (Al,?) □ara el número promedio de partículas 

(Al,15) 

- 51 - 



y por último, de la ecuaci6n (Al,B) y (Al,13) obtenemos que la energía 
interna U está dada por: 

(Al,16) U=¿',,.(,,,) , 
Al ,3) ENERGIA LIBRE DE ur, GAS DE F□r,DNES. 

Como el número de fonones ( N) en un s61ido o en un líquido como el 
Helio II es un número variable, entonces debe de ser determinado de - 
las condiciones de equilibrio termodinámico del sistema. Esto es, la 
energía libre de el gas debe de ser un mínimo \para T y 
res�ecto al número de fonones. Es decir ('df} :. Ó 

(,2!) :: l1 entonces �N T, V 
'JN 7,Y Í p.=o 

el potencial químico para un gas de fonones es cero. 

V dadas) con 
. Pero como 

Entonces la energía libre coincide con el potencial termodinámico pues 

Así, la energía libre para un gas de fonones está dada por la ecuaci6n 
[Al,12) con f :.O 

donde f'. p "- f C . Cuando el volumen ocupado por el gas es muy grande, 
entonces la sumetoria la podemos aproximar de la siguiente manera 
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Como el integrando no depende de f) ni de q ) nos queda que 

_ 1111vk'r la, { -�) F- l21r&)3)�r2/tt¡ ,�e 
o 

integrando por partes, tomando 'll = log ( ¡- é'') :, J ti.: f2d P 
obtenemos que la energía libre para un gas de fonones está dada por 

Al,4) El,ERGIA LIBRE DE UI� GAS PERFECTO DE BULTZMAN. 

La energía libre para un cas la oademos calcular usando la expresi6n 
general 

la expresión 

(t == r e·8€/11,J 
{",J 

es la función partición del sistema. 

Podemos reducir la sumatoria sobre todos los estados del sistema a su­ 
matoria sobre todos los estados de una partícula individual escribiendo 
t f11,} como una suma de energías t,c . fJn1J :: €, + f 1 + €� -f • • • • f tAI) 

donde N es el número de partículas del gas. 

- ,r1 llpf 
Escribiendo e como un producto de factores 
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cada molécula y sumando independientemente para cada molécula obtenemos 

(Q:: (I i�" JN 
K 

oues el conjunto de valores de cada fK es el mismo para todas las mo- 
léculas del gas. 

Cada conjunto de N diferentes valores tk difieren solo en la distri­ 
bución de las moléculas idénticas del gas sobre los niveles €� oero 
c□rres□onden al mismo estado cuántico entonces debemos dividir nor el 
número de posibles �ermutaciones de las N partículas. Entonces nos qu� 

que 

da que 

y la energía 

� = _j_ (r eH,,,N 
N! I< j 

Cuando N es grande se puede usar la aproximación 

entonces nos queda que re �,8E"4-1 f- =- -NkT /°1 N i e j 
Cuando el volumen ocupado por el gas es muy grande esto se reduce a 

- 54 - 



A P E N D I C E D O S 

A2,1) DE LA TE□flIA DE LOS DOS FLUIDOS. 

En este apéndice demostraremos que los valores de Q, 'Pt� � f para 
el fluído Helio II están dados por 

(A2,1) 

(A2,2) 

(A2,3) 

y que el potencial que empuja a la componente superfluída es el poten­ 
cial químico r 
Usaremos el sistema de referencia laboratorio K y el sistema de refe­ 
rencia local Ko donde la componente superfluída está en reposo. Ko se 
mueve con velocidad \/s con respeto a K. Los valores del vector flujo 
de momento J y la energía por unidad de volumen (interna más cinética) U 
en el sistema K están relacionados con los valores de Jo y U0 en 
Ka por las f6nnulas de transformaci6n de mecánica 

(A2,4) 

(A2,5) 

'j = rvs+ J". 

u= tr�� + !o·Vs + v, 
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donde j, f,. Vo :. f111 (� .... -v,) y l>o en funci6n de f , � y el 
momento Jo satisface la identidad termodinámica 

(A2,6) 

donde los dos primeros términos corresoonden a la relaci6n usual y el 
tercero corresponde al cambio de energía debida a la transferencia de 
momento en Ka. 

La descripci6n com□leta del movimiento del Helio II debe envolver ocho 
ecuaciones dinámicas. Las ecuaciones de conservaci6n 

(A2,7) 

(A2,B) 

(A2,9) 

fil.+ V.f =O 
� 

'd1, + � =o 
�t �"" �rt 4 v-1 =O 

y la ecuaci6n que satisface la velocidad \{S 

[A2,10J �t. -t-(V-V1')\is -= - V�- 

De estas ecuaciones debemos obtener la ecuaci6n de conservaci6n de-�� 
energía: 

(A2,11) 
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Partiendo de la ecuación (A2,5) y con ayuda de las ecuaciones (A2,7), 
(A2,8), (A2,9) y (A2,10), obtendremos la ecuación (A2,11) y demostrare­ 
mos que es necesario que Q > f .> 1'{ I< � 

� 
tomen los valores a­ 

rriba mencionados. 

La variación de U con respecto al tiem�o está dada por 

(A2,12) 

donde hemos cambiado J'o usando la ecuación (P2,4). Usando la ecuación 
(A2,6) pera d Üo , la ecuación (A2,12) nos queda 

con eyuda de las ecuaciones (A2,7), (A2,B), (A2,9) y (A2,10) obtenemos: 

� �-1½ �1 tp-(ij\ ... �.)-�� �-'.l -1v-f -I 1- rCistY�]¡ jt 
'<)\J e· -" 'd?.•1< -I1-f(�st\/,))i'i'i1<. g;: - \l�+�an 'e);.'< 

donde estamos usando la convenci6n de que se suma cuando hay índices� 
petidos. Recordando que 
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(A2,13) 

como en (A2,13) tenemos térmí nos del tipo O. V·,á 
la idet1tidad vectorial 

nos queda 

entonces usando 

(A2,14) 

Como la presión P satisface la relación 

(A2,15) 

(A2,16) 
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donde hemos agrupado los términos correspondientes. Exoresando la canti 
ded 1-� [1.'�� - (\i,+��-�\l en notación de indices repetidos nos qued: 

que 

(A2,17) 

Sus ti tu yendo la ecuación ( A2, 17) en (A/, 16) 

Es fácil ver que los coeficientes de 

les ya que '\Je, 10i,.=�uc Jo.¡_ pues lo 
21i.L 

0'1-t< 
Y 'lo 

�")• y � son igua- 
son paralelos. Es decir: 

Así, finalmente nos queda que 

�� =-�·\[ {Vl•�-N\��\-�� Jt T f ¼{Vc;-t Vo),_1Ti.:)+ � -fS(�s�V.i·VT 
�Ij- �Ns��.�-v(►-�) +[ir\k-�s�1k -(1-f�)i, (�+\J��ü(�;�)1 
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Para que esto nos de la ecuación de conservación de energía debemos te- 
nor □u8 

recordando que 

Q = [ ½ Vl+��(v,+ij�.ij�í-t T f-t (v,+�o)¡,ll'i" 
lTt",. \JH!K -t(J-r"i\.C�i+'J.)i.< 
{ = rs (\l\+\I.') 
� � }>- 

"'' + \)6 = '\J,v. •• la vs'l.oc í dad de la componen te 
normal y agrupando nos queda que 

Q: l4 vl+� \1-+ ��rv� t �\',�N\l�"" ( v .... ���)1 
?,!\:: \> bi1<, t �\\ �'\li.��\'. + Ps��i�<:K 

lo qu� queríamos demostrar. 
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