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HELTE LTI,

El =nlio 4 nermanece en estade 1fquido en 2] cero absoluto y & presidn
normal v 8n una temoeratura de =.199% fF'untnA ] realiza 1a 1lamada

“transicifin A " =ssande a unz segunda Fase 1fguida (Helio TT) en la -
gue adguisre un nimero de progiedsde=, las cualaes te ddben & 1= natura

Ieza cufntica del Helio y son nnen eomunes en otros Yioudidos,

AT, Bn 197" Keacom y Clusius obmrrmron que 8] calor racecifico del =
Helin 4 ti=ng una singularidad on la fenser-Turs nrelbe o "y
(vEase Flaura 1,1} ¥ our carce oYY gere hooluto se comoorts 2 funcifin

2
gdn T, como 1o hace un sdlidoodz Debyes

Gl

P i g
S— 1 —57
i | P - O nm
Tnlor especificn del Helio 4. Monorhado

mar Kaesom y Clusius.

£n 1535 Kessom i Knasoe midisron cuantitstivamentes ls eoattstividad Er
mica del HMelio II y encontraron que no == oroporcional al gradiente 4=

1= tomsgratura, como s2 predice clasicemente, sino mucho mé&s grands.



Despuss Kagitza encontrd gue la viscosidad del Helio II depende fuerte-
mente de la temperatura, observando gue bgjo ciertas condiciones puede
fluir sin friccidn a través de capilares muy delgedos. Este fendmeno se

conoce con @l nombre de "superfluidez".

Otra de las propiedades més notables gue presenta el Helio I es que
fiuede soportar le propagacidnm de dos tipos de ondas. Una de ellas es el
sonido ordinario y se propaga en el liguido con velocidad constante.
La otra onda es el llamado segundo sonido vy consiste en variaciones pe-
riddicas en la temperatura. La velocidad de esta onda depende fuertemen

te de la temperatura.

Estas y otras propiedades del Helio IT es lo que pensamos discutir en

este trabajo.

Asf, en el capfitulo dos discutimos porgué el Helio 4 permanece liguido
en gl cero absoluto y como el punto de vista de la mecénica cudntica
es necasario en su estudio. También, para entender cualitativamente la
transicidn }1 , discutimos el fendmenc llamado "Condensacidn de Bose
Einstein”.

En al capituloc tres, discutimos lg teorfa de Landau acerca del espectro
de energis del Helio II, con ayuda de la cual se explica la superfluidez
del mismo, Tembi&n calculamos el celor especifico y la entropfa asocia-
dos al lfguido. Despues complementamos la Teorfa de Landau con ung dis—

cusidn acerca de los estados de baja energfs del Helio segun los argu—

- -



mentos microscdpicos de Feynman.

£n el capftulo cuatro discutimos los resultados exaerimentales de Kapit
za y la teoria fenomenoldgica de los dos flufdos. En el canitulo cinco,

finalmente, discutimos la nronesgacidn de ondas en gl Helio II.
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OTSGUSTON DE LA THANSTOTON )\
Pars exnlicar algunas de las nranisdades del Helin IT, primero olscuti-

mos poraud oermanece lfouido en el cern ahsolutn v como es que el nunto

mecdnics cudnticas es necessric gn el estudio de sus pro-
niedades. Despues discutimos el Fendmeno 1lamado "Condensacidn de Hose
Finstein", Damos un argumentn cuzlitativa nara nredecir dicho fendmeno
en un gas de “srtficulas con espin enterc y finalmente discutimos la teg

a del gas libre de Bnse para exnlicar gualitativamente la transicidn

realizads nor el Helio 4,

2,1) EFECTOS CUANTICOS.

Clasicamente se poredice gue en el cero absolutn no existe movimiento.
Pero desde el punto de vista de la mecénica cuéntica ésto no es cierto,
ou=s existe un movimiento 1lamado "movimiento del punto cero”. £1 Helio
asi lo demuestra, nermanece liguido hasfa 2l cero absoluto. Lo hace de-
bido a gue la energia necesaria nara solidificarse, nronorcionada por
las fuerzas interatémicas, es menor oue la energia cinética correspon-—
diente al nunto cero. De esta menera el Helio permanece ligquido en tem
netaturas en donde los efectos cudnticos son imoortantes. Estos efectos,
1lns cuales se manifiestan en las propiedades del Helio IT. azoarecen cuan
do la longitud de onda )\ de De Broglie asociada al movimiento térmico
de los &tomos es del orden de la distancia interatdmica. Como >\ eété
dada nar 2T 'ﬁ‘ VZ.
MRT
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5i susti bufmos el veleor oe la masza del Helio 4 I,r'mzwlﬂ'”’f.'j DErS
ung temparatura oel nrl:l‘venlr'ﬂ. 1% gbrenenosz gue A 2.6h9, Por otro
lado el volumen esnacifico s 48,240 fatomo, entonces la distancia inter
atbmica Yoo Z.2A0. Asf )g:.?._,'ﬁ, ; lo pus significa gque los pequetes

de omda que oescriben a lo: Stomos de Helio se traslaoan.

Somo los dtomos de Melio 4 tieren esofn cerp, la descrincidn microscd-

vicae dete hacerase con ayuda de la estadistica oe Sose.

Para temoeraturas mayores que 2,.19% los= efectos cufinticos nc Son de =
imogrtancia v entonces el liguido (Helio I} =e ecomnrta como un Fluido

normal.

2,2) Ul ARGUMENTO CUALTTATIVG DE LA UONDENSACION DE SOSE EINTEIN.

Conzideremos dos particulss de Helio 4, en une csja de yolumen V, inter—
actuando con un potencizl de corto elcance, La Funcidn de onda de orden
cera del sistema de bozones es

e ) BT+, ]‘
5 oL
(2,1] ?&" 'q 1 '\IE {e + e

cuande las partfculss estédn muy juntas ?,“':1;‘. entonces la funcidn de

onda del sisztema gqueda dads por

g %i( 3 \retfi’i&)"

Por otro lado, la funcidn de uma del siskema cuando ﬁ:ﬂ_ es
; (.f T e‘ﬂ:*{ﬂ'f?t)
(2,3) Al :.}'- v

hsi mismo 1s fuerza reoulsiva entre las partfculss de Helio 4 proporeio

na una energfa positiva sl sistema. ﬁiv[:f”ﬂ:j s 8l potenciel repulsi

-4
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vo entre las dos particulas, la contribucidn = la energia del sistama

debide a este potencial, ® Frimera aproximacidn, esta dada por

(2 GH (PEEMVCRA CEAT X e

dands Q = (3, '-‘I‘h es le funcidn de onda msociada al sistema. Debi-
i‘lf‘ln ’

do al poco slecance del potercial, todemos aproximarlo de la siguiente

\'(ijt\ : V.E(:ﬁ-?ﬁ

donde i(fl‘f-:.) es la funcidn delta de Dirac ¥ Vg es una constante.

maEnersa

2,5)

Con esta aproximacidn la contribucidn & la energie del sistema esté da-

da por
(2,6) VY=V H §;t{ﬁ,%1} g(-;«.-ﬁ\\} i,‘iﬁﬁ") duds

cuando 2l =istema estd en un estado al gque se le asocia la Funcidn de
onda dada por la ecuacién (2,2) nos queda que la energiz proporcionada

por 8l potencial repulsivo esta dado par
- = 3
(= B || §ERNP1 L
N

usando la siguiente propiedad de la funcidn delta

(2,7) Ss;mw-nhh - {@)

nos queds que

N %

Por otro lado, cuando el sistema estd en un estado al gue se le ssocia

la funcifn de onda dada por la ecuacidn (2,3), la ecuacién (2,8) gueda

e by Yo [[8G) e

i



con el mismo argumento usado atras, nos queda gue (V» Bara un estado

con i’. = 51_ estd dado por
(2,9) (W= e

Como el estado mds estable de cualguier sistema es cuando su energia-es
minima, comoarando las ecuaciones (2,8) y (2,9) vemos que todos los bo-
sones tienden a concentrarse en un estado con igual momento. Esto minimi
za la energia potencial. La energfa cinética de las particulas es cero
cuzndo su momento § sea cero. De esta manera los bosones tienden a
"concentrarse" en el eétadu de una partfcula con momento ?ﬁo. Esto re-
nresenta el mecanismo del fendmeno llamado "Condensacién de Bose Eins-—

tein'.
2,3] TEORIA DEL GAS LIBHE DE BOSONES.

Pasaremos ahora al estudio detallado del gas libre de ane})de donde

surgird una conexidn entre la transicidn del "punto A " y la "Conden-
sacidn de Sose Einstein". Es bien conocido (véase el apéndice I) que pa
ra un sistema de bosones no interactuantes el ndmero total de particu-

las estd dado por la ecuacidn

{
2 = ) <ned
(2,10) (NY= };'QTE?TM_l Z '

donde <‘-\9§ es la ocupancia promedio en el estado con momento ‘F

Cuando el volumen es muy grande, los estados de una narticula forman un

gspectro continuo, Entonces la sumatoria de la ecuacién (2,10) podemos



aproximarla a wuna integral de la forma
Y s . ]
[Erllj = sl? R T d %

donde  es la constante de Plank, ¥ es el wvolumen ocupado por el gas,
B:254) donde S es el espfn de las csrtfculas y la integral se cal-
cule sobre todo el espacio momental, Como el interrando de la ecuacidn
I[:.'1,11] tiene simetrfa esférica, intezjramos sobre los angulns 2] Y ‘P

rnos gueda que
b = q o

Ny = P ece Wik -1

2

Coma 1a znergia de lss particules ==i4 dada por €= F{ém con Bs—
L'/

to obtenemos gus ?Ed? 2&' rh’?& € td v Bftton=es
u-td e

= £ h
<N$ 2'&'“ t 't'? 'P
hacianda gl cambio de variable gntonsas

"f:. \
(2,12) Ny M ( i‘tclil
TR 1 ) eﬂ&’u_i

esta Bcuacidn implieitaments determina el potencial qufmico }.L (para
bosanes siemore es menor qus cero, Véase andndice T) del gas en funeidn

de la temperaturs T v la densidad ("}f Y.

51 bajemos la temoeratura del gas, manteniendo la densidad {N% cons—

B



tante, 2l ootencial quimico P. s2 acerca a cero, alcanzandolo en una

temoeratura To determinada oor la El:‘.uaclﬁn

<~» somk* (Tgud
AN L

1
Como la integral vele 2.612 ﬁfﬂ, }

(2,14) W %3
g [w.zv

(2,13)

gntonces la temperatura To vale

Sud pasa cuando ls temperatura Bs menor gue To 7. Fisicamente muchos
bosenes tienden a concentrarse en el estado de minima energfa de una
particula, o sea su estado base, hasta que en T=0°K todess las sarticu-

las "estdn g111".

Sin embargo con l],'.'-‘-ﬂ y T€To 12 integrel en la ecuacién (2,13) es
menor que la densidad (m/v s pues el término de menor energia de la
sumatoria, cusndo pasamos segun 1a ecuacidn {E,ll] a la integral aes
multiplicads por ﬁ:o y entonces no es tomado en cuenta. For otro la
do =i nos fijamos en la sumatorie de la ecuacion (2,10), con }Li‘.ﬂ
todos los términos dan un valor finito; excepto el gue corresponde a
Qu"ﬂ, tiene un valor infinito. Esta situacidn requiere gque el poten
cial quimico para bosones, cuando T tiende m cero, no tienda a cero
sino a un wvalor menor; cuyo velor absoluto sea muy pequeno, de tal ma=

nera que gl primer término en la sumstoria nos dé el velor deseado.



Para caleular el nfimero de particulas en el estado base, en la sumato-
ria separamos el tSrmino ;:ue corresponde al de minima energla, y el res
to, los que corresponden a €% 0 , son distribuidos de acuerdo con la
ecuacidn (2,12) con PFQ H 0

v (meD) ko
(”}ﬂo- =TT R e -

-

Usendo la escuscidn oara To obtenemos que

3
(2,15) <N>:'m = %ﬁ\ L<N>

v Bl nimzro l.'.le_ partfculas en el estado de minima ermergia es
{NDesp = SN2 - SNhesq

Usando la ecuacidn (2,15) nos gqueda gue
3
h

T
o

Conforme la temperatura T se acerca al cero absoluto, todos los boso-
nes comienzan a concentrarse en el estado de minimaz energfa. Este fend
meno &5 llamado "Condensacidn de Bose Einstein" y comienze & aparecer

a partir de la temperatura To, (Véase figura 2,1).

- 10 =
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Figura 2,1) T >T
Fracecidén de la ocupancia en el estado base

y el ndmero total de par

ticulas del sistema de bosones.

Como vimos atras el gas libre de Bose exhibe unz transicidn en una tem-

neratura To dada por la ecuacidn (2,14).

amie (L \s
To= "k \2612¥

Abajo de esta temperatura una fraccidén finita de todas las narticulas
se va al estado base de una particula o sea el estado de momento cero.
En 1935 London conjeturd que; como los &tomos de Helio 4 obedecen la
estadistica de Bose, esa transicién >\ es la "Condensacidn de Hose Eing
tein" modificada por fuerzas interatdmicas. Esta conjetura es reforza-
da por el hecho de gque tal transicidén no ocurre en el Helio 3, cuyos
dtomos obedecen la estadfstica de Fermi. Més adn, si sustituimos la ma-—
sa M = 6.4x i gr y la densidad f = 0.145 gr/om® del Helio
4 en la ecuacidn de arriba obtenemos una temperatura de transicidn To

= 3,14%, Comparada con 2.19°K vemos que To estéd dentro del orden de -
magnitud correcto.

s v



Asi miszmo las ideas de la teorfa de los dos flufdos de Tisza fueron tam
bién derivadas del modelo. del gas ideal de Bose. De geuerdo el modelo

de los dos flufdos, el Helio IT tiene dos componentes llamados normal vy
superfluida, La superflufida es identificada con la parte que se conden-
s8 &8n 2l estado cudntico de més baja energfa, la cual, consecuentemente,
no pueds tener entropfa. E1 liguide normal, oor otro lado, es identifi-
cado con la parte que contiene a las particules en los estados con mo-

mento diferente de cero. Asi la parte normal si tieme una entroplfa y es

la gue arrastra l=s excitaciormes termicas.

Como vemns &1 modelo del ges libre de Bose explica cuslitativamente el
comportamiento del Helio IT. Pero como es un modelo ideal tiene Fuertes
discrepancias cuantitativas con los resultados experimentales oresenta-
dos por gl Helio 4. Pare ver esto con més detslle calcularemos el calor

especifico vy la entropfa del ogss de Bosze.
2,4) CALOR ESFECIFICO Y ENTROPIA DEL (&5 DE BOSE.

Para celoular el calor especifico v la entropfa del ges de Bose, em—
plesrenos el valor de la energia interne  \J3 <“}EP“;>, En el apén

dice I demostramos que U estd deda por .

(2,17) Ve Z {Er!* - E,E?{“B

-

Pertiendo de esta ecuacidn, ayudados de las hipftesis ewplesdas para

caleular {H> cuando 2l volumern ocupado por el gas Bs muy grande,es

= 12 =



fécil demostrar gque abajo de To
f 0.4 XYk (8 Qs
U= [ __2_""“‘1;\5 ] e"l_L

donde Un gs la energla del astado de momento cero v el segundo tér-

i

_.._-"

mino proporcions la energfa de las partfculas en los estados con E'?h_

Como la integral vale 3 ﬁ (1.341), obtenemos que

3
(2,18) U=Uot 3‘?_&! (L341) ({‘:‘ﬁ.\?kkﬂ :

De aguf, usando ciertas relaciones termodindmicas, obtenemos gue £l ca

lor sspecifico v ls entropie del gas de Bose estén dados por

/
) _ 158Vk MERT Yz
(2,19] C‘“\QT)‘F -._"! {_LEHH _zn_ﬁ;
T
k MRT
EE!"II} Sﬂ' C_".ﬂ%?: ?l;i—-—{'-‘aqn(i“.ut

o

La sntropia del sistema tiende a cero cuando la temperatura se acerca
al cero absoluto, de acuerdo.con la tercera ley de la termodindmica.

Por otro lado el celor especifico desaparece en funcidn de TME.
Sin embargo el comportamiento del calor especifico del Helio 4 es muy
diferente. Cerca del cero absoluto se comporta como 1'3 y cerca del pun-

to k se va logaritmicamente al infinito. Por otro lado el modelo de

Sl B =



gas de Bose excluye, para cualguier velocidad finita, la superfluidez

del Helio II. )

Ccm;c: vemos el modelo de Bose del gas libre adolece de fuertes defectos.
Pero esto no se debe a que la mecénica estadistica esté fallando. Se de
‘be exclusivamente al espectro de energila (E = Pz/z,\u\ agui usado. Esta
situacién llevé a Landau a proponer un espectro de energia para el He-
lio II mds acorde con sus propiedades. Suouso que cerca del cero abso-
luto las excitaciones ﬁue aparecen en el Helio son de larga longitud

de onda, con una relacidn de dispersidn E = PC , anéloga al caso
del sdlido de Bebye en bajas temperaturas, lo cual sugiere que se tra-—
ta de ondas sonoras (ﬂ:nones). Ademés de estas excitaciones, para tem-
peraturas mayores cercanas a la del punto de transicidn, suouso la -
existencia de otras excitaciones a las que llamd ‘'"rotones". Este es-
pectro, con ayuda de la mecénica estadistica, nos permite explicar més

realistamente el comportamiento del Helio II en el capituleo siguiente.

- 14 -



GAPITULDE TRESD

1

TECHIA DEL ESPECTRO DE ENERGIA DEL HELIO IT.

Para calcular las observables termodinémicas asociadas a un sistema es
‘necesario conocer la funcidn que caracteriza la dependencia de la ener-
gfa con respecto al momento; es decir, gl espectro de energia del siste

ma.

Del esocctro de energia propuesto por Landau se predice la superfluidez
del Helio II y se predice la velocidad a martir de la cual aparecen las

excitaciones térmicas.

Asf mismo, como las excitaciones térmicas determinan las propiedades
termodindmicas del Helio II, usando las estadisticas de Bose y Maxwell -

Boltzmann calculamos el calor especifico y la entropia del sistema.

Por Gltimo, con ayuda de la teoria de Feynman, desde el punto de vista
de la mecdnica cudntica discutimos porgué las excitaciones térmicas de

la narte baja del espectro de energia del Helio II son fonones.
3,1) ESPECTRO DE ENERGIA DEL HELIO TI.

En el cero absoluto el Helio IT no tiene excitaciones térmicas.

) ) 9 )
Segun la hipdtesis de Landau(:‘)ig ;bsomiﬁn de energfa por el sistema,

ya sea mecdnica o térmicamente, se traduce en la formacidn de cuasipar-

— U



tfculas o excitaciones térmicas las cuales, de acuerdo a su naturaleza
cudntica, no aparecen gradualmente sino para determinados paquetes de
energfa. Dichas excitaciones se mueven dentro del 1fguido interaccionan
do entre si y con las paredes del recipiente. En tal circunstancia, el
sistema se separa en dos componentes: una que podemos considerarla como
un trasfondo que no transporta entropfa y se llama componente superflu-
ida y la otra es un conjunto de excitaciones térmicas gue determinan las
propiedades termodindmicas del sistema y se llama comoonente normal del
1fquido. E1 espectro de energia del sistema de cuasiparticulas, propues
to por Landau, corresponde a dos tipos de excitaciones térmicas: los fo

nones y los rotones.

Los fonones corresponden a estados débilmente excitados cuya longitud
de onda es mucho més grande que la distancia interatémica correspondien
do a una accidn correlacionada de mucho &tomos, mostrando macroscépica
mente variaciones en la densidad del 1fguido indicando con esto un com-—
portamiento de onda sonora. La energia de esta onda de compresién esté

dada por

{3,1] Q(P)"PC

donde € es la velocidad con la gue se propaga la excitacidn y Pt ‘iﬂ
ges el momento asociado a la cuasiparticula. En un diagrama € (f) con-—

tra P este espectro posee un comportamiento lineal.

Los rotones corresponden a estados de mayor energia que los fonones y
poseen una longitud de onda del orden de la distancia interatfmica. Su

espectro de energia se localiza despues del espectro de los fonones y

- 16 =



su comportamiento no es lineal, sino que 1lega a un méximo ¥y luego de-
crece 1legando a un minimo en E (vease figura 3,1); més adelante la
Forma de la curva no se conoce. En eguilibrio termodindmico la mayordia

de les excitaciones en el 1iquido tisnen su energlia cerca de las regio

nes €204 EC&]. E(ﬂ%

ﬁ b = == ——

=

¥ 4

Espectro de energfa del Helio II.

Figura 3,1]

51 desarrollamns la Funcidn f,(? on serie de potencies de Taylor el-

rededor de 1?, ¥ tomamos una aproximacidn de segundo orden obteEnamos

€)= eu‘)ﬂ?“’-%)s, + (P':: ! (%‘-f. L

L1

Como en ¥ 1a curva tiene un minimo eﬁf)? =0 - Entonces tenemos
L]

que e[ﬂ., h+u

{3.2)

donde A = €(P) J_"" (‘Bf" 0 y P =on constantes,

Los valores encontrados experimentalmente por Peshkov para las constan-—

tes son los siguientes

= 17 =



h/k = 9.6°% K
(3,3) Po/k = 1.95%10 o~
Bo= 0,77 Mue,
donde h es la constante de Boltzmann, "Fl as la constante de Flanck ¥

1

Mue es5 la masa del Helio.

Con syuda del espectro de energia arribe descrito y heciendo uso de la
ley de distribucidén de'Bose, a le cual obedecen los fonones y los roto-
nes, calcularemos algunas funciones termodindmicas ssociadas al sistema,
considerando a los fonones v a los rotones como dos geses ideales, Es

decir no consideramos interacciones entre esllos,
3,2) TERMODINAMICA ESTADISTICA DEL HELIO II.

Como wvimos en la parte anterior, los fonones vy los rotones caracterizen
las propiedades termodingmicas del Helio II. Caleularemos la contribu-

cidn de cads gas al calor especifico y a la entropia del sistema.

Como un gas de fonones satisface la estadistica de Bose, entonces la
energia libre por unidad de volumen asociada al gas estd dado por la
ecuacidn (véase apéndice 1)

. ‘jﬁ__ i
[3.4} F _— 3{!-“{(‘% Q'C "'l 3\’
L]
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debido a que €= FC entonces %% = ¢ - Haciendo el cambio de va-
riable ?fQ =X  nos gueda gue S
T\4
po=-dL (RT\Y] zegx
_ 3 \aniic) | p*_|
o

finalmente nos gueda
-(3,5) 478 (kT)q
F=- 3
TS (Zﬂ'ﬁc)

De esta expresién para‘la energia libre del gas de fonones obtenemos

para la entropia y el calor especifico

JF T3k /TN
(3,6) Se-la7)= ——[zke
oT ), 45 \2W

S\ _ |eT’k [RT
(3,7) Ge=T 9T/y~ 5  \arhe

Como vemos en las ecuaciones (3,6) y (3,7) la entropia y el calor espe
cifico de un gas de fonaones éon funcidn de Ta. Debido a que la contri-
bucidén de los fonones es dominante cerca del cero absoluto entonces el
comportamiento del calor especifico del Helio II predicho por la teoria
coincide con el que se observa experimentalmente. De esta manera cerca

del cero absoluto el Helio IT se comporta como un sflido de Debye.

Ahora calcularemos la contribucién del gas de rotones al calor especifi

co y a la entropfa del Helio II.
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Como la energfs de los rotones siempre contiene la cantidad A (véase
gcuacidn 3.2]. la cusl es’ grande comparada con kTCT 42.*‘?.#). pode-

mos considerar al gas de rotones como un gas de Maxwell Boltzmann,

Entonces la energia libre del gas de rotones estd dads por la ecuacidn
(véase apéndice A1,4) ﬁ/

ev 3
E=- M*RH%NTEM? P&

(3,8)

donde Nr es el ndmeroc de rotones vy V es el wolumen ccupedo. E1 ndmero
de rotones depende de la temperaturs y es determinado por la condicidn
de que la energfa libre ses minima (entonces el sistema estd en equili
brio termodindmico) : 3‘:’

=0

9N«

de squi obtenemos gus la energia libre estd dada por

[3,9} Ff':_N'kT
y el ndmero de rotones por

~£
(a,10) et fie

usando el valor de la energifa de los rotones dada por la ecuacién (3,2)

nos gueda que '“!'I? !%‘P—
M. i

@b}

integrando sobre los angulos B vy \r y heciends el cambio de varishle
P=Po+ {E}ul‘.T ]v“.t obtenemos gue

o



Ne= qny e“)r {1&!?\‘*— e d:+a&(=}nhﬂ*"rc dx.}z}m‘r e d
T (zu$ Ls A Jo

como P‘t S BT . despreciamos los dos dltimos términos a la derecha.

Integrando desde - @ bastae + & nos gueda que

_ a(uknt RV =8kt
o M €

nStese que para T = 0 N¢ = 0 . De la scuacidn I':E,E]. con ayuda de la
ecuacitn (3,11) obtenemos para la entropia y el calor especifico aso-

ciados al gas de rotones

& 'aFf : ku,(——-”ﬁ)

&, _TaS] = kNe [ +.§.+,f)

la contribucidén del gas de rotones es dominante cerca del punto k
3,3) SUPERFLUIDEZ DEL HELIO IT.

El Helio II tiene propiedades de superfluidez; o sea puede Tludr sin
friccidn a través de capilares muy delgados. Emplesndo €l espectro de
energia discutido antes, determinaremos la condicifn para que pueda ha
cerlo. Supongamos gue el Helio IT a D°% fluye a trawés de un capilar
con velocidad V. 5i el flujo es acompanade por friccidn entonces una -

parte de la energia de movimiento se disipe v el sistema realiza tran-
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siciones a estados excitados. Mientras no aparezca una excitacidn térmi-
ca, 2l liguido, o una parte de &1, fluird sin friceidn a través del capl
lar debido a su incepacidad de absorber dicha energia.

Supongamos gue al moverse el Helio II, con velocidad F en el capilar,
aparsce una excitacifn térmica de momento P y energfa € (P). Desde los
sistemas de referencia donde gl capilar y el 1liquido estén en reposo

respectivamente ternemos:

“J‘ | @ Ty imag

(1) Sistema de referencia donde 8l lfquido estf en reposo:
Po=0 f,,u o
[2) Sistema de referencia donde el capllar esté en reposo:
B=W E= Q'E'
despues de la sparicidn de la excitacidn, desde el sistema de referen—
cia donde el 1fguido estaba sn reposo

€o = E(F) Po=F
y desde el sistema de referencia donde el capilar estd en reposo
. T
(3,14) Pe=rtMi £= f':-‘. = Rt Pove MY

De la ecuacitn (3,14) obtenemos finalments que la energfa desde el sis
tema de referencia donde el capilar estd en reposo

1., =

donde 21 término Eg-.t es la enargia cinética del 1iguido y la expre

=g



sién E(P) + BV = -(_%t- E) es el cambio de la energfa debida a la
aparicidn de la excitacidn. Si '&E"?E YO v 1a transicidn a un estado
excitado serd energdticamentes posible, pues el Helio IT puede sbsorber
energia [dismir‘luyendu su energia nirbéti.t:a}. Esto se traduce a la condi-
cidn de gue la relacidn

(3,15) e(+Pico

g2 cumpla. Obviemente la situacidn més favorable es esquella en la cual

el momento P de la excitacidn creads es directamente opuesto a la ve-

locidad V ( P.¥ = - PV), En este caso tenemos
€cp)
NS ?

Luego la condicidn final que hace posible la aparicidn de una excita-
cidn térmica en el 1fquido moviéndose con velocidad V, serd obtenida
cuando encontremos el minimo de la cantidad E(P)/P. Asf la condicidn
necesaria pera la crescidn de una excitacidn 23 gue

VS Mmin E%?l

¥ la superfluidez del liguido ocurriré para velocidades menores gue

(3,18) i ECP)
Vegriea = ™" P +0,

entoncea la aparicidn de una excitacidn térmica serd eneradticamente
desfavorable y el flufdo fluird =in disipacidn de energfa, o sea sin -
friccidn, Por otro lado es obwvio que pera velocidades del flufdo mayo-
res gue la velocidad critica aparecen excitacioies y concecuentemente

habrd disipacidn de energfa.

El minimo de ﬁ/F podemos calcularlo ayudados del espectro de energia

e



¥ la condicidn extrema -fl:-, (%) =i » Esto nos da

(3,17) de. e
dp P.

De la gréfica del espectro se observe que para los fonones -&% =G

por lo que la velocidad critica asociada con la creacidn de un fondn

as

{alla] v C-T".[til:ﬂf = -E%n-? = J"#ﬂ W/:s£3-|

Para los rotones de la r:.ﬂntiic_’;‘dn dada por [3,17) con € dada por (3,2)
: 4

abtenemas que P = {ﬂl"' 1}'-4.] « Asf, a =egundo orden de aproximacidn

([h'.‘r Pt f/.l.l) , obtenemos que la velocidad critica =sociada a la -

paricidn de una excitmcidn de este +ino estA dads por

) A _[3eRR o Lty 8
{3,19) .’Q‘(nrihnﬂﬂ,“ e mh > G /ﬂa-

El espectro de snergla del gas de Bose no predice ls superfluidez del

Helio por la siguiente razdn:

Suponoamos que tenemos un "lfguido de Bose” con un espectro de enercia
{véase Figura 3,2) dado por la scuacidn

€ &t b

con cyada de las condiciones dadas por las ecuaciones (3,18) vy [2,17)
obtenemos que este "liguido de Bose" tiens propiedades de superfluidez

para velocidades manores qua

/
V critica p - (ﬁ F

" F



sero como para el gas ideal de Bose Eb =0 entonces de su espactro de

energfa no se puede predesir ni explicar la superfluidez.

e T

€e

Figura 2,2) ¥
Un 1fguido con este espectro de energfa

se comoorta como un superfluido para una

velozidad \[ 7 4 ‘I‘Zg.:-h

Cualitativamente los argumentos mencionados son suficientes para expli-
car la superfluidez del Helio II. Pero cuantitetivamente los resultados
tedricos no estén des acuerdo con los cobtenidos experimentalmente. Esto
se explica por el hecho de que adem&s de los fonones y los rotones apa
recen en el Helio II otro tipo de excitaciones, con caracteristicas de
remolino. Son llamadas vartices cuénticos. Tienen poco peso estadistico
por lo que no influyen en las cantidades termodinédmicas del sistema pe
ro hidrodindmicamente son importantes como en el caso de las velocida-

des criticas.

En nuestra discusidn, inicialmente hemos supuesto la ausencia de exci-
taciones térmicas, es decir, consideramos que el Helio II se encontraba

en el cero absoluto, Si ghora consideramos gue T#(]“K tendremos en nues
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tro sistema los dos tipos de excitaciones. Los fonones predominan para
temperaturas menores que 0.69K y los rotones para temperaturas T tales
gue 0.6%2; ] ¢( 2.19%. La presencia de las excitaciones no invalida el
argumento dado anteriormente sobre el origen de la superfluidez; pues
las excitaciones son blogueadas por el capilar debido a gue al chocar
‘con las paredes transfieren su energia. Wacrosclpicamente esto aparece
como viscosidad., E1 resultado neto es gue s6lo pasa la componente super
fluida, la gue no lleva entropia, comportandose el capilar como una mem
brana semipermeable, La observacidn de este Fendmeno es el llamado efec

to termomecénico.

En conclusidn podemos considerar a las excitaciones como un fluido nor-
mal y al 1fquido como un superfluido. La suma de las propiedades hidro-
dindmicas de estas dos componentes dan por resultado el comportamiento

observado en el fluido Helio II y nos llevan a la teoria fenomenoldgica

de los dos fluidos.
3,4) JUSTIFICACION MICROSCOPICA DEL ESPECTRO DE LANDAU SEGUN FEYNMAN,

Hemos visto que con ayuda del espectro de energia, propuesto por Landau,
el comportamiento termodindmico del Helio II ha sido explicado amplia-—
mente. Desde el punto de vista de la mecénica cudntica usando érgumen—
tos puramente cualitativos Feynman G)ha explicado porqué las excitacio-

nes que aparecen cerca del cero absoluto son solo fonones.,

Consideremos la funcidn de onda del estado base (P(R.,fg,----, Ra) donde

-2 -



f; es el radiovector del i-esimo &tomo. A cada conjunto de valores de
lps radiovectores le llamaremos "configuracidn" y repressntan las posi-
ciones de los N &tomos de Helio, Pare cada configuracidn hay una am—
plitud o nimero t? ., el cual es grande para configuraciones probables,
densidad uniforme, y es pegueda para configuracionss poco probables -~

(cuando dos Atomos estdn muy juntos, por ejemplo).

Debido & gue los Atomps de Helio 4 tienen espin ceru, la funcifn de oo
da del estado base es simétrica. También le podemos tomar como una fFun-

cidn real, pues para estados estacionarios tenemos
< YV+Y U ‘\t]gﬂ-:a@
m—— t
E Z Y ) {eh 5

donde U‘L es la esnergia potencial entre dos Atomos y es resl. Clara-

mente, si conjugamos la ecuscidn, nos queda gus
2 ¥ ¥
% T VY $= ed
M 3 iy
ich
entonces, como la ecuacidn de Schroedinger es lineal, podemos escoger

I
la funcidn de onda del estado base “P = }_(Q‘f’ i*) y 1a cuml es
una funcidn real.

La funcidn de onda del estado base minimiza el velor esperado del Hamil

g 3
tontanc del sistema.’) El valor esperado del Hamiltoniano, estd dado

por

v oiym [ AT T U o P

donde estamos suponiendo gue f , 8n la frontera de la regidn de inte-

ot



gracidn, se anula. S5i consideramos una variacidn
(3,23) l‘f’ =y "P+ g ‘P

obtenemos

(3,22) ”[% T AUYRSY4T Uy 2959 - E. 39598
; o

ya que  §Eo=O . Ahora usando la identidad vectorial
V- (aR)= aVA+A-Va

v tomando A = T\'s"{ ¥ a.=£(P obtenemos gue

G WuEe = - 19V G EQVY)

sustituyendo la ecuacidn (3,25) en (3,24), el términa ?1 (atP? LF)}
con ayuds del Teorema de BGauss, se pusde cenvertir en una integral de
superficie y como allf la variacidn 5"*‘*{.‘! entonces la integral se anu

JJ[%« );_v;‘-.f 4 u[ﬁu,.,q- z,ﬂ 49 dy; dY¥a

Como las varieciones Sq son erbitrarias, nos gueda gue LP debe satis

facer la ecuacidn de Schroedinger

3 - Wi ) L= BY
(3.26) mg‘ﬁg‘? ?;ﬁ 3= B

Ahora, debide a que l? B8 real y simétrica, Ilfl tambifn satisface las

condiciones que satisface Lr v entonces también satisface la ecuscidn

B e



(3,26). Por lo que también minimiza la expresidn (3,22). La primera de-
rivada de ,&P’ debe de ger continua oues satisface la ecuacidn de
Schroedinger y el potencial entre los 4tomos es finito. Entonces ‘p es

positiva (v8ese figura 3,4) y la podemos escoger normelizada.

94 T

L4

N\, A

e}\~ ‘R Ro °

Figura 3,4)
5i (P cambia de signo en Ro, entonces

la primera derivada de "-H tiene una

discontinuicdad en Ho.

Suponiendo gue existen LP, ¥ LP‘L tales que satisfacen todas las condicio
nes de arriba (reales, positivas y normalizadas). Como la ecuacidn de
Schroedinger es lineal, ‘P' = th_ también satisface las condiciones
de arriba y no cambia de signo. Pero esto contradice la hipdtesis de
que (P| % LP,' estén normalizadas. Entonces la funcién de onda del esta

do base es Gnica.

Estados excitados:
La funcidn de onda * asociada a los estados excitados del Helio IT

deben ser ortonormales a lé funcién de onda del estado base
S-n[*?'kdx;--dxfo.
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En particuler, la asociada sl primer estado excitado debe tener un nodo,
de tal manera que es positiva pars un nimero de configuraciones y es ne

getiva pera otro ndmero igusl de ellas.

Ahora podemos ver que las excitaciones da més baja energfis son fononss
_ya que éstas son las (nicas excitaciones que cambian la densidad del 1f
guido, spareciendo confipuraciones, en las gue gl 1fquido es comprimido
y enrarecido; a las gue la funcidn de onda les asocie una amplitud da
probabilidad baja v alta respectivemente, Los fonones tienen una baja
gnergis y una larga longitud de onde, sbarcando a muchos &tomos y origi

nando variaciones en la densidad,
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TEORIA FENOMENDLOGICA DEL HELIO TI.

De 1la teorfe microscopica discutida en el canfitulo anterior se deduce
gue bajo ciertas condiciones el Helio IT se comports como si tuviera

dos componentes: una de ellas superflufds y la otra un fluido normal.
Con esta hipdtesis explicaremns los efectos mecancocaldrico y termome—
cénico. Al final del ecanftulo discutimos la teorda fenomenoldgica de

los dos fluidos de Lendau, 1a cual nerte de los resul tados experimen-
tales obtenidos por Kepitza al estudiar este —Jltimo cfecto,

4,1) EFECTO MECANDCALORICO.
Este fendmano fud observado por primera vez por Daunt y Mendelssohn. )
Observaron gue cusndo cierta cantidad de Helio I saele por la parte
beja del weso de la Figura 4,1), la temperatura marceds por el termdme-
tro sumenta, ﬂ

—

a
Figura 4,1) io I, Ly moiidn P oesta

hecha de polvo de esmerdl.
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Este fendmeno es explicado de le siguisnte manera: como 2l material que
estd en la regidn P del vaso permite sdlo el paso de la componente su-
perfluida, v como ésta no lleva entropfia, entonces cuando el Helio IT
sbandona el waso, lz energie térmica por unidad de masa aumenta causando
un aumento en la temperatura del 1fquido. Asf, la cantidad de celor quea
debe removerse del vaso para gue la temperaturs dentro de dste no cam—

bie, cuando ssle cierta cantidad de Helio I1, es

(4,1) Q=TS

donde 8 es el sumento de entropiam por unidad de mmsa, Es claro que si
la componente superfluida del Helio IT entra a un vaso conteniendo He-
lio 1T (podrfa ser Helio 3), sucede lo contrario: aparece un enfriamien
to por unidad de masa y una cantidad de celor dado por la ecuacidn {d,l]-

deberd cedersele a2l vaso para mantener la temperatura constante.

4,2] EFECTD TERMOMECANICO.

En 1938 Allen y Jones 11]nhsewamn por primera vez gque cuando dos va-
sas conteniendo Helio II, son conectados por un capilar muy delgedo, un
calentamianto en gl interior de uno de los vasos ocasiona no solo una
diferencia de temperatura AT | sino también un flujo de 1{guido ha-
cia gl vaso donde se gpliea la enmergia. Esto origina una diferencia de
nivelas entre los vesos. Para explicar lo que occurre, discutiremos an-

tes lo gue ocasiona un gradiente de temperatura,

Sea un sistema de Helio II en eguilibrio termodindmico. 5i aplicamos
una cantidad de erergfa W en una regidn del 1fguido (regidn 1 de la fi-

-



gura 4,2) obtenemos un cambio de temperatura con respecto al resto del
vaso. Este incremento en la temperatura ocasiona gue la componente nor
mal del Helio IT aumente. Como consecuencia de esto surge un degequili
brio termodindmico entre la regidn 1 v el resto del vaso. Para lograr

de nuevo 2l equilibria, se forman dos corrientes dentro del vaso: la -
componente superfluida, la cusl no transporte entronia,se mueve hacia

la ranidn I mientras que la componente normal sale de la regidn I ha—
cis ¢l resto del vaso. Entonces la transferencia de calor en el Helio

TI tieme una naturalezs diferente d}de a conduccidn tfrmica ordinardia.
Una difersncia de temperatura en 21 liguido sausa nue las dos comnonen
te= se muevan, d= tal manara que microsedpicaments no se oboarve trans

feroncia de masa.

| e T R —

Ny

AN

Corrientes de conveceidn en 21 Helio II causadas

Figura 4,2)

por un incremente de temporatura en la regids T.

Oon las ideas anteriores dizcutiremos =l experimento de Kapitza en o]
cusl se observd con mucho detells el efecto termomecSnico v jugd un -
papel muy importante en la formulacidn de la teoria de los dos fluidos
de Landau,
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Consideremos un dispositivo como el de la figura 4,3). Inicialmente su-
pongamos un equilibrio termodindmico entre A y B, 51 sumentamos la tem-
peraturs en A entonces surgen dos corrientes a través de S : Componente
superfluida entra en A y componente normal sale de A, 5i disminuimos el
didmetro del capilar § , la componente normal es frenada debido a su vis
cosidad; pero la componente superfluids s pasa hasta que se restahlece
gl equilibrio termodindmico. Entonces sparece wna diferencia de niveles
entre & y fl, Esta diferencia de niveles corresponde a una aresidn hidros

tética AP entre los vasns.

N 2 B
T —-TsaT = | I
Tmr = =)=V Ee = s
Al ;ﬂ Te W J g
|
Figura 4,3)

Dispositivo emaleado 2or Kapitza para estu-

diar el efecto termomecénico.

Cuando cesa €1 movimiento a través del capilar S 3 0 sea, cuando el

superlufdo se detiens, se debe cumplir que "i}k =0 entre los vasos.

Pero como ?l-l = -SiT+ ‘!r? P entonces

[412] -ﬁ: 'rs



y como ? ¥ S son positivas entonces % ‘?ﬂ . Eg decir, =i asumen-
ta la temperatura en A, t?mbién lg hace la presidn. La ecuacidn [:I,E}

vale solo cuendo la energia W es peguena. Existe un valor critico a par
tir del cusl no funciona. Este resultado es fundamental en el avance de
ia teorfa fenomeroldgica, pues de &1 s deduce gue el Flujo del super—
flufdo es causado por el gradiente del potenciel quimico )Ll. . Esto con
dujo & Landau a proponer la ecuscidn {4,5] como una de las ecuaciones

de movimisnto del fluido Haliao IT.
4,3) HIDRODIMAMICA DE LOS DOS FLUIDOS.

: : 2]
Ahora discutiremos la teoria de los dos fluidos de Landeu, “la cual da
un sistema completo de ecuaciones gua describen macroscdnicamente 8l =

flujo del Helio TI.

En esta teoria, las ecuaciones de movimiento enuvuelven, en cada punto,
tdos wvelocidades: "J*y V1 . Entoneces a primera aproximacidn, para uglg

cidades mequerias, el vector flujo de momento estd dado por
(4,3) T= faVat fsl

donde F.. ¥ P-, son las densidades de la componente normal y superflu-
fda respectivamente. Como supondremos que no hay transferencia de momen
to entre las dos componentes entonces ﬂ. b & dependen solo de la org
sidn v de la temperstura del 1fgquido y son tales que su sums es la den-
gidad total del 1fguido

(4,4) P= futh
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debemos pclarar gue 2] habler de dos componentes del Fluido no signifi-

ca gue gl Helio 1T suede ser ser separado en las dos partes.

m— —

\l',“ es la velocidad de 1a componente mormal v ‘d's gs la velocidad de
1a comoongnte superfluids. Sunondromos nue esta Olitdme reaslize un Flu-
jo irrotacional Lﬁ‘n‘!‘-‘- ﬂ) y 25 tal gue g5 empujada por el gradiente

de un potencisl 4’ ; Bs decir, satistace le scuscidn
(4,8) %'-‘%‘ + VP =-F P

ademés e) movimienbo del Fluido deberd satisfacer ciertss leyes de con

servacidn, Una de sllas es la de conservacidn de mosa

(4,6) %%+ﬁi‘=c=

con ¥ v f dadas nor las scuaciones [4,3) y (4,4) respectivamente.

{tra 23 la de conservacisn de momento

Yix _

donde ‘P{u! Fatu*im;rus el tensor densidad de momento vy P g5 la
presidn del liquido. Como no considerasmos orocesos disipatives, enton

ees la entronfa se conserva y el flujo debe satisfacer la ecuscidn

(4.8) 3% + =0

donde f‘S es la densidad de entropia vy f es el vector flujo de den
gidad de entropfa.

Estas ecuaciones, (4,5), (4,8), (4,7) y (4,8), son las que describen el



movimiento del Fluido H=lio ¥T, Son significantes cuando sepemos los —
vglores de d’,P{k by -f «"Ademés estas ecusciones deben imalicer una ecua
ecidn gue estipule la conservacidn de la ensrgia

(4,9) %‘-E:’.f. f‘_} il 5]

drrde U' es la energfa por unidad de wolumen y @ &5 =1 vector Flujo de

enaraia.

En el apéndice dos demostramos que el prinmcipio de relatividad gelilea
no combinade con la ley de la conservecidn de la energfa nos permite -

identificar & 4’ con

i -
{fl, ﬂ] {-t fqu‘
G= (%v,‘ ‘f'}-() 3 4 PSTE; + Pﬂ?ﬁ[ﬁﬁ {ﬁu‘i'iﬂ

(a,11]
(4,12) ?.:u = P&‘# + )o‘r"l Uﬁ“m- + )os"i‘lﬁusx

en 21 sistema de referencia laboratorio, NStese gue la ecumcidn (4,12)
es una generalizacidn natural de la exoresidn ‘Pin - Pj';g T+ ,P F{vh:
para un fluido ordinario y que en la ecuacidn (4,10) el vector flujo

de entropfa es funcidn solo de E. . Esto resulta natural =i recorda-
mos gque solo la componente normal trensporta entronfa. Entonces 1a trans

ferencia de calor en el Helio IT se debe solo s la componente nommal vy

gs funcidn de ﬁTi.,



las condiciones o la frontera de las esuaciones de movimiento de los
dos fluidos son tales gue la componente nerpendicular del wvector flujo

de momento f gebe desasarecer en cuglouier superficie sdlida,

La comoonente tangente de V., en la sunerficie sdlion, debido a su vis
sosidad (interaccidn de las excitacionss térmices con ia superficie),

g@ gnula,

Le componente tangente de la velocidad del superfluido, como no tiene

viscosidad, en la superficie es distinte oe cero.

—
Por otro lado lea comoonente sersendicular de 'ﬂg no debe ssr cero, va
que las exgitaciones térmicas nueden ser smitidas o absorvidas oor la

sunerficie.

Para velocidades y variaciones en f,'i‘, T v P muy cequefas, pode
mos considerar solo términos lineales. En este caso, las ecuaciones de

movimiento para el fluido Helio II quedan expresadas de la siguiente

manera: _af § J3=0
ot

{a,14)



Estas ecuaciones las emplearemos para demostrar que el Helio ITI puede
soportar la propagecidn de dos tipos de ondas: primera y segundo soni-
dui



CAPITULD CINCO

PROPAGACION DE ONDAS EM EL HELIO II.

En este capftulo discutiremos las consecusncias que surgen de la teorfa
fenomanoldgica de los dos Flufdos. En particular estudiaremos la propa-

gacidn de ondas en el Helio II.
5,1) SEGUNDD SOUNIDO.

De 1a teordia de los dos flufdos se deducen dos ecuaciones de \':lrrcl.t_|.,2:l
cads una con su respectiva velocidad de propagacidn; una corresponde al
sonido ordinario v otra al segundo sonido, Las obtendremos partiendo des
las ecuaciones de movimiento del fluido Helio II, Primero, como conside
raremos pequenas variaciones de JP, $,7,P supondremos que

f=fotf!

S:S.+s'

TeTat T

PP+ P!

(5,1)

donde las letras primas denoten pequefios cambios en las cantidades co-
rrespondientes durante la propagacidn de las ondas y las gue tienen sub
fndice cero son los wvalores en equilibrio, Bon esto y del becho de con-
siderar gue la velogidad del flufde es mucho menor gue la velocided de
propagecidn de las ondas, emplearemos las ecusciones de movimiento para
el flufde Helio T1 con solo variaciones de priwer orden. Ellas son las

ecuaciones (4,14):
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2P +93 =0

(5.2) ot
2] +7p=0

at

(5,3)

3J°§. + ﬂgaﬁﬂ“:ﬂ
(5,4) 2t

% _cqri4IP20
I548) at h '

Derivando (5,2) con respecto al tiempo v usando (5,3 ) obtenemos para
r‘ ? Pt ipt 2ol
Esta es la scuacidn de onda para la propagacidn de cambios de presidn

o de densidad en el liguido,

Ahora si usemos 21 hecho de gue :}-= P“U.“ + th y 5i sus-
tituimos ﬁ? dado por la ecuacién (S,3), en la ecuscidn (5,5),

obtenemos que

(57) A Db RSNT

2FS
usando la identidad %st - "lf Eﬂf —’?" %g y usando las ecuacio-

nes (5,2) y (5,3) nos queda que

3-512'." S‘ﬂ ‘ﬁ' ﬁu‘ﬁl‘)
TR

Derivando este ecuacidn con respecto al tiempo y usando la ecuacién (5,7)

-] =



obtenemos para T' v 5' :

(s,8) Phg v T (@]
w g
wo
esta es la ecuacidn de onda para la propagacidn de variaciones de la en
tropia o bien de 1la temperstura. Trataremos de obtener las velocidades
de propagacidn de las dos ondasz, Especificendo & la presitn P y a la
temperatura T en funcidn de la densidad y la entropfa; es decir, P—.—F{ﬁs}
b T=T{fﬁ) obtenemos para las oequeiias variaciones P! y T/

<
( 5’) & (%)r?

Sustituyendo las ecuaciones (5,%) en les seusciones (5,6) v (5,8) nos

o gp-eel

{s,9)

o 75 E‘FS; (%%)v‘r‘ *(gals): 13} ’
0 s

5i suponemos gQue las soluciones de estes ecusciones son ondas planas,
' i w (1~ %)

en las cuales P! y &' son proporcionales sl factor e

donde U, es la velocidad de propagacifn de 1a onda, antonces de las e-

cuaciones (5,10) y (5,11) obtenemos



) e (§) o

st[ . (.’&.I) W‘s] =0
~wis'+ _?"':: )t J°
Multiplicando por u?/u}l y agrupands nos gueds
s P ! S -?—E -
9—\5‘*[“’ ('ar);lf @

o4 - B

e

Este sistama de ecuaciones tiene solucidn solo si su determinente vale

cero, O sea gque

- a)w%))- B30,

si tomamos
1. QP ut—e PEﬂ;t {ﬂ)
4= ( 2fls » 2 e d i?s.‘r
y usando la identidad termodindmica

‘Bf) ('35).? HT—F%F{'L

donde K= ...é ( %)S es gl coeficiente de compresibilidad adiabatics,

nos guada gque
V7 GG
(5,12) [ut L'. f.t' UL)' N &E: kK (lv

AT -



Como el coeficiente de expansién térmica del Helio II es muy pequefio
entonces los calores especificos C' y (v son casi iguales. Tomando
C=Cv=T1 (—37&_)? de la ecuacién (5,12) obtenemos las velocidades

de propagacién del primerc y segundo sonido del Helio s

- (5,13) U, s [-g—;
S

(5.14) =[BT
fmy CV

Nétese que ut 1la velocidad del segundo sonido, depende de la tempe-
ratura de tal manera que en el punto A vale cero (véase figura 5,1).
Peshkuus) observd la propagacién del segundo sonido en el Helie IT en-
contrando gue los resultados tedricos concuerdan con los resultados ex
perimentales, c;un lo cual ‘se confirma la parte fenomenoldgica de los

dos flufdos. 1’

tw/s.’,'uT | |

_ A zn T
Figura 5,1)

Dependencia de la velocidad del segundo sonido

con respecto a la temperatura. Peshkov, 19445,



El segunds sonido se excita en Bl Helio II cusndo éste estd en contacto
con un cusrpo cuya temperatura vardia periddicamente de tal manera gue en
urt tubo resonante, lleno con Helio I, podemos observer ondas estacions-—

rias usando termmetros como detectores (vémse figura 5,2)

m L]
Leetura de \

0 T
los terﬂﬁnﬁ
tros o -

i Nl £

= - - =4

lo 15 ] 15 )

[
Posicidn de loz termdmetros. Om.

Figura 5,2]
Patrdn de ondas estacionarias de.=egundo sonido

en &l Helio TII,

Usands =1 segundo sonido se puasds medir la variacidn de los componen-
tes normal y superfluids con respecto & le temperatura, Peshieow 5} Ei=

contrd que r‘“/p =1 enel punto }t y gue cae a cero conforme la
temperatura disminuye [véase figura 5,3)

g1

"
1 wm '

Dependencia de la components normal con res-—
pecto a la temperatura.

Figura §,3)
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$1i se mide fg empleando el segundo sonido se encuentra gue abajo de
0.9% es 2l total de la densided del lil’.‘luidnﬁ}. S5in embargo célculos
tedricos (Penrose y Onsager) y también medidas experimentales dan -
fuertes indicaciones de que el condensado del Helio en el estado de
momento cern es mAs o menos el 10%. Entorces gurge la pregunta de -
cudl s la naturaleza microschpice de la ﬁ que entra en las ecuacio

nes de Landau.



APENDICGE UNO

SISTEMAS DE PARTICULAS TODENTICAS.

Consideremos un cusrog muy grande, tal gue nodamos suponer gue tiena
una energfa ¥ un ndmaro de particules constantes, Supsongemos que eshts
formsdo de dos partes: La parte que vames a considerar la llamamos sis
tema y la otra parte, mucho més grends la llamamos depdsito. El siste-
ma pusds dntercambiar energfa y materia con =1 depdsito de tal menera

gue podamos considerar gue estén en equilibrio termodindmico.

%1 la temperatura de nuestro sistems g5 cercana 2l cero sbsoluto, en-
toncas los grados de liberted asociados a €1 disminuyen y la estadisti
ca de Maxwell-Boltzmann ya no es aplieable; pues la ccupancia cromsdio

en cads estado dsl sistema no =8 muy pegquena.

La nuava estadistica gus hay gue emplear depende de si las funciones
tde onds =sociadas a las partfculas son simétricas o antisimétricas, En
el primer caso tenemos la estad{stica de Bose-Einstein vy en el segundo
la de Fermi-Direc. Como los dtomos de Helio 4 tienen esoin entero, ha-
remos  #nfasis en la de BoseZfinstein. La estadistica de Fermi-Dirac
ez aplicable a partfculas de espin semientero.

Al,1] DISTAIBUCION GRAND CANONICA DE GIBBS.

La distribucidn grand candnica de Gibbs da la probabilidad de encontrar

P L



al sistema (el cual se encuentra en contacto termodindmico con el depd-—
—

sito) con N partfculas y'’ ’np de ellas en el estado con momento P .

Dicha probabilidad estd dada por la funcidn de distribucidn:

Al,1 _ -,-;'.-,(J?. "f‘” - gﬁ,"b})
(A1,1) UJﬂf”'} - e

donde k es la constante de Boltzmann, T es la temperatura, S== PV
es el potencial termodindmico, }.L es el potencial quimico y En?ﬂp}

es la energia total proporcionada por los niveles de energia.

La condicién de normalizacidn para la funcidn de distribucidn requiere
que el resultado de sumar u_’y inrj primero sobre todos los estados
cuénticos (para una N dada) y luego sobre todos los velores de N sea

igual a la unidad:

N = BEwina .
- "Zg}wﬁm};eﬁlz é 26 =

im}
donde P _.L

de aguf obtenemcs para el potencial termodinémico &
ﬁ}w Z‘ Blogne 1
N =-kT /oa Z
.. krlog
(A1,3) 2= ol J

(A1,4)

donde | SN '-anyap\
Q- Z eP gr‘la



es la funcidn particidn ssociada a1 sistems., Este Ffuncidn contiepe to-
da la informacidn necesaria pars calcular las cantidades termodindmices

pertinentes del sistema,
A1,2) CALCULO DE {'ﬁr)}(ﬂ) v U easa sosones.

En general 1 valor promedio de una observable fisice estd dado por

a1.5) (A= .-&Z'z"_ﬂaemn-m.&)

donde @ gs la funcidn particidn del sistema v estd.dada por la ecuas-
cién (AL,4),

En particular, para cisrta temperatura 7, el ndmero promedio de parti-

culas en 2l estado con momanio P esté dado por

-pLeo¥r

SENLPAS

5i consideramos la derdivads de log @ con respecto a Ef' y B8 Fécil de

mostrar que

1L
s (= 'RT‘% %EF

AsI mismo, para el nimero total promedio de pa.r't.:[é:ulas del sistema te-
nemos i BuN 7 “flﬁ]
{Ny= a ZPQ e

Considerando la deriveds de log @ con respecto a }L » Obtenemos que:

o 4.
.7) S = H%ﬂ‘_ gj%



Para la energfa interna del sistema, definida por

0 =<gmer)
Ly em S Gem et
=Ly )6 2',32

5i considersmos le wvariacidn de Log @ con respecto a P nos gueda gus

1 Flw-Eig)
U g‘%ﬁ'*&ZE&PNe

Comn P_ no depende de lo=z indices, puss es una cantidad intenziva del

obtenamos que

sistews, nos queda gue

R U= *-%“ 3 <)

El potencizal termodinémico del conjunto de todas las particulas en =1

ges las cuales estén an un estado cudntice con momento P egstd dado

por 20 e
(#1,9) 2y :-#?é? Z [6"(} G’)]

heso

ya que la energfa de Mp partfculas en el p-esimo estado s Mpép.
Como el nimero de occupacidn de los estados cudnticos para un sistema

de bosones no estd restringido, pues no obedecen el principio de exclu
sidn de Pauli, entonces debemos tener que e’(} -G’ Y 4 1 pera
que la sumatoria de la ecuacidn [A1,9) sea convergente, Esta condicidn
debe ser valida para todo valor da GP incluso cuando vale cero. Enton

=8 =



ces el potencigl quimico para bosones es siempre negativo:

(n1,10) peo,

-1
Entonces la sumatoria en la ecuacién (A1,9) es igual & [,l- E'H'P.Eﬁq

nor lo gue

{a1,11) JEP: k?la? (1- e’i{}‘*&))

El potencial termodindmico ..pQ del gas, lo obtenemos sumando .-JE,-

sobre todos los estados cuénticos:

(A1,12) A= 4T ;&? é_ea'{}u-érl'J)

de esta ecuscidn y de (Al,3) obtenemos que la funcidn particién para

un gas libre de bosones estd dada oor

- /
R Q=T pe

De la scuacidn (Al,6) con /2 dado por la ecuaeidén (Al,12) obtenemos

i 1
(A1,14) {ney = éﬁ_—i

ésta @s la funcidn de distribucidn de Bose - Einstein. Asi mismo, obte

nemos de (Al,7) para el ndwero promedio de partfculas

(A1,15) {H): ZE"‘_’LW‘[ s Et’l\r}

L ¢

- ] -



y por Gltimo, de la ecuacién [AL,8) y (A1,13) obtenemos gue la energfa

interna U esté deda por:
(A1,15) U= ) Se{ne)
F

Al,3) ENEAGIA LISRE DE UN GAS DE FOUNONES.

Como 2l ndmero de Tonones { II‘) en un sdlido o en un liquido como el
Helio II es un ndmero variable, entonces debe de ser determinado de -
las condiciones de equilibric termodindmico del sistema. Esto es, la
energia libre de el gas debe de ser un minimo (pera T y V dadas) con

respecto @l nimere de fopones, Es decir --‘-a--F =@ . Pero como

Bzt o 4

el potencial quimico para un gas de fonores es cero.

Entonces la energis libre coincide con el potenciazl termodinémice puss
F = ﬂfﬂ +2

Asf, la energis libre para un ges de fonones estd dada por la ecuacidn

(A1,12) con F= #T;l‘?(f-

donde Qrt Pc « Cuando el wvolumen ocupado por el gas es muy grande,

entonces la sumetoria la podemos aproximar de la siguiente manere

P B \dPly(0-€ Sl

] e



Como el integrando no depende de 9 ni de ('() nos gueda que

41VkT
= LerB (WA?(I )

integrando por partes, tomando u_: 109(;-6"‘;) ¥ du-"" PZJP

" obtenemos que la energia libre para un gas de fonones esté dada por

..V f*’d}’ 2§
JQJI?A’) e’“ _[

Al,4) ENERGIA LIBRE DE UN GAS PERFECTO DE BCLTZMAN.

La energia libre para un gas la podemos calcular usando la expresidn

- pEfes
ek g €

general

la expresidn

-BEF v}
Q=) ¢
7}

es la funcidn particién del sistema.

Podemos reducir lé sumatoria sobre todos los estados del sistema a su-
matoria sobre todos los estados de una particula individual escribiendo
Ef'mv} como una suma de energias €. é—;n’} € 1€, +€34 .. +€4;)
donde N es el nimerc de particulas del gas.
- gtine} ~PEy
Escribiendo como un producto de factores e para

e B —53-



cada molécula v sumando independientemente para cada molécula obtenemos

qus Q- (g _e'#ﬁn)"

pues el conjunto de valores de cada €x ©s el mismo para todas las mo-

léculss del gas.

Cada conjunto de N diferentes walores €x difieren solo en la distri-
bucidn de las moléculas idénticas del gas sobre los niveles € pers
corresponden gl mizsmo estado cuéntice entonces debemos dividir por el

ndmero de posibles sermuteciones de las N particulas. Entonces nos que
- A
M\ g
y la energia libre
g6\ Y
F’ =~RT {II "!_r 2- e
3 L™

Cuanda N es grands se pusde usar la aproximacitn

faaﬂi' = *""3‘3{

entonces nos queda que JG}
- -NkT g [ € )
F= -NRT log [ = Z:
Cuando el wolumen ocupado por el gas 25 muy grande esto se reduce a
~B€
AL P
.= e | L 2
P NRTIDQ n(erh)’ €

B -

da gue



APENDTICE DOS

A2,1) DE LA TEORIA DE LOS DOS FLUIDOS.

En este apéndice demostraremos que los valores de Q, pu;_ \j'F nara
. el fluido Helio II estdn dados nor

= (DT P TV Rl Vo (06

(A2,1)

(A2,2) ?{,& Pl t 'P*anian t fs“ﬂ\lsx
(A2,3) fe FS'\‘IM

y que el potencial gue empuja a la componente superfluida es el poten-

cial guimico }_A. 5

Usaremos el sistema de referencia laboratorio K y el sistema de refe-
rencia local Ko donde la componente superfluida esté en reposo. Ko se
mueve con velocidad .\73 con respeto a K. Los valores del vector flujo
de momento sy la energfa por unidad de volumen (interna més cinétic:a) U
en el sistema K estdn relacionados con los valores de Je y U, en

Ko por las férmulas de transformacién de mecénica
J= pVst To

2,5\ + U
lie -:EPVS*’LVS .

(A2,4)

(A2,5)
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donde 'j° = f-nvo = ?m (iu'ﬁ%)y Uo en funcidn de f y S y el

momento Je satisface la identidad termodinémice
(A2,6) dU,= }Ldf+ TdpS T Vo'd(f-ﬂs)

donde los dos orimeros términos corresponden a la relacidn usual y el
tercero corresponde al cambio de energia debida a la transferencia de

momento en Ko.

La descrincién comoleta del movimiento del Helio IT debe envolver ocho

ecuaciones dindmicas. Las ecuaciones de conservacién

(A2,7) —Q—P-'I- v.J=0

=
5

(A2,8) 93¢ 4 My ©

€D
-

(A2,9) 4 ﬁ.i:o

S

y la ecuacidn que satisface la velocidad \‘s

' (A2,10) _?2;‘___$t+(‘5-\'lg)\-lg . i _'SQ

De estas ecuaciones debemos obtener la ecuacidn de conservacidn de ==+
energia:

W 478
(A2,11) (at V Q=

o BE s



Partiendo de la ecuacién (42,5) y con ayuda de las ecuaciones (A2,7),
(a2,8), (A2,9) ¥ (42,10} obtendremos la ecuscidn (A2,11) y demostrare—
mos gue 2S necesario que ﬁ : 1t , 'P“‘ y Q tomen los valores a—

rriba mencionados.
La variacidn de U con respecto al tiempo estéd dada por

(r2.2) X, 425 DR A RE

donde hemos cambiado Jo usando la ecuacidn (A2,4). Usando la ecuacidn

(a2,6) para dVUo , 1a ecuacién (A2,12) nos gueda

2.1 4p- (i 34758 H[1-1040) e 2

con asyuda de las ecuaciones (A2,7), (A2,8), (A2,9) y (A2,10) obtenemos:

%}l“[—‘ﬂs*}l - (Us*Vs)- 'q?i T?f [I P{“ﬂv"};—l 9N

oo B e, 2
...[3 _f(qﬂ.\j.\,);\{h 9;1 — (Vs #¥0), '&)ﬁ:

donde estamos usando la convencidn de gue se suma cuando hay Indices re
petidos. Recordendo que  Piw = PSik T Tk  nos queda que

- B =



L._.. l'i's th- (‘h+’l’a\)~‘i;’ﬁ'§ T?~F [I P“‘ﬁ'ﬂ ‘p\b
[T i’{hwu‘)]\l ‘E}_‘Jﬂ (ustN) VP - (U +Vo), ‘EﬂTm

(A2,13)

vomo en [A2,13) tenemos términos del timo ﬂ?ﬂ entonces usando

la ideatidad vectorial

.(aR) = aVA+ ATa
nos gueda

2(WsHVs
%U =-N. [[1“5"1' (Vg4Ve) \‘;ST'?'T'F +({40o) T[-lu + T ‘;!\ k

AP Ns;
P 3 RVE - I H ATl 99-[-e 0T e

Como la presidn P satisface la relacidn

(A2,15) ﬁp = tgiﬁ]‘-{- fﬁ}u-}{j-e"dﬂﬁ‘%;

entonees sustituyendo la ecuacidn [AE 15] en [HE 14] obtenemos

Vo
¢ T_I P(‘vg.ﬂa.‘{w (p-b) 43 ?[1‘;_{,,“‘5 ) ﬂrmfa ;:
e “[_&'fﬁtwﬁsi% "“:W:)“[] Hs\:ﬁ;;t
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donde hemos agrupado los términos correspondientes. Exoresando la canti

- = 2 o
dad 'S-V[-\i‘s "(ﬁ,‘l‘\la-\lgl en notacidn de indices repetidos nos gqueda

gue
T [2vE- (i) = gy [ sl v
(A2,17) - . a(v ”)
'-'-]-"\)9'\3:{:"3-“(\)9“’345‘3:-3“\’51 __;_x;ol
_ Mai - T, (Ve 4V ‘a!il
——SK i-é-{-‘ -Jk.( S °\t 9].‘

Sustituyendo la ecuacidn (A2,17) en (/\2,15]
%0 = -0+ - OGS + 7 (), T
T = - =0 = AT,
AT-p (W0 (- V)4 [ - STl VT4 T ?‘h
ol # (9, (3-£%); %!g:{[s-rcvg Rl ) 2l

. N,
Es facil ver que los coeficientes de 21‘-1- x son igua-
- - ‘.

les ya que Ve{_SoK:‘"‘T,{ pues ]o v 'Qo son paralelos. Es decir: |

[3- prustd) o+ Tu(ut¥a)y = Teds, + 05 +W) (7-PUe)s
As.i, finalmente nos gqueda gue

%g{ ) _q.i[{ ap- Qar 0 T4 TH 4+ V)T Jj{- [f-fsﬁ,ﬂ&-'ir
+[3- oL T (-0 4] Mo VT~ G- insW«DAa(—‘g{%‘l‘
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Para gue esto nos de la ecuacidn de conservacidn de energfa debesmos te-

& =[4 G Hh-Ca | T 4TI+ (Ut T) There
.ﬂih = “tixu ‘*C"'F“a{(ﬂt*u;jk
T = ps(ugtve)
recordando que "I‘+"-.lq. = "'JM e 13 valocidad de la compongnte

normal y agrupando nos queds que

§= (VB rpNT4 5 TT A BN [0: (Vo))
?\Kz Yk 1 Ph\'ﬂli. e T Pﬂgi‘\lqﬁ
[= 0w

b p

lo gug guerdiemoz demostrar.
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