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' Introduccion

n este trabajo calculamos el avance del perihelio de Mercurio usando Relatividad
General.

En Mecénica Clasica aprendemos que si consideramos solamente la interaccién entre un pla-
neta y el Sol, el tiempo necesario para una oscilacion radial hacia adentro y hacia afuera en una
orbita eliptica corresponde exactamente a un miultiplo entero de 2. Es decir, las érbitas son ce-
rradas, por lo tanto el punto orbital mas cercano al Sol, llamado perihelio, regresa al mismo lugar
en cada ¢rbita. En este trabajo comenzaremos por verificar la forma de las érbitas predichas por
la Mecénica Clasica.

En el caso particular de la 6rbita de Mercurio el perihelio no regresa al mismo lugar después
de una oérbita. El eje mayor de la elipse rota a una razén de 574" cada siglo. En la Mecanica
Clasica se le atribuyen 531" por el hecho de considerar la pertubacién de los otros planetas. Esta
discrepancia fue calculada por observaciones de LeVerrier de 1859(1].

En la Relatividad General, se explica a la gravedad con una curvatura del espaciotiempo.
Particularmente el Sol hace que se curve el espacio y a medida que nos alejamos de él, esta
curvatura va desapareciendo. Asi, cuando nos encontremos muy cerca de una estrella mas grande
que el Sol, el espacio a su alrededor sera cada vez més curvo, al grado de ser tan grande que al
caer jamas podrfamos salir. Tal es el caso de un agujero negro de donde ni la luz puede escapar.

Cada objeto masivo establece un potencial que nos dice como seran las 6rbitas para diferentes
energias . Por eso, en este trabajo analizaremos primero al potencial en la Mécanica Clasica y
después en Relatividad General para usarlo en la descripcion de las 6rbitas alrededor de objetos
masivos.

Para describir el movimiento esperado en un campo central partiremos de las expresiones
para las constantes de movimiento, lo cual nos permitird definir un potencial efectivo vy esta
técnica se puede traducir de manera inmediata para el problema relativista.

Con una aproximacién sencilla podremos predecir el avance en el perihelio de Mercurio con

una precision suficiente como para justificar las observaciones de este fenémeno.

En el capitulo 1 resolvemos el problema clésico y encontramos sus orbitas exactamente,

1



Introducciéon 2

mientras que en el capitulo 2 desarrollamos los conceptos minimos necesarios para construir
nuestra solucion relativista y por tltimo, en el capitulo 3 presentamos la aproximacién a la é6rbita

y el calculo del avance del perihelio, mismo que comparamos con algunos datos observados.



Capitulo 1
Solucion Clasica al

Problema de Campo
Central

a descripcion de la interaccién entre dos cuerpos donde la fuerza que actiia sobre

ellos estd en la linea mas corta que los une y pasa por su centro se conoce como el

problema de campo central. Esto tiene como consecuencia que la fuerza tiene simetria esférica,
es decir apunta en todas direcciones y depende s6lo de la distancia al centro de fuerzas.

En particular, estudiaremos la interaccion responsable del movimiento de los cuerpos celestes:

la fuerza gravitacional,
GMm

F=- 3

7 (1.1)

donde  es la constante gravitacional, M y m son las masas de los cuerpos que interactian, r es la
distancia entre los cuerpos v 7 es el vector unitario en la direceion radial. Como la interaccién sélo
es en la direccion radial, conviene elegir coordenadas que aprovechen la simetria del problema, en
este caso, coordenadas esféricas; las cuales definimos, en términos de las coordenadas cartesianas

ocomao;

2, .2y 1/2
r= (2% +1° + 222, # = Arctan (a' -I;y ) : p = Aretan 1;- (1.2)
4

En estas coordenadas también es posible definir vectores unitarios en las distintas direcciones: ¥,
8 ¥ ¢; ésto lo haremos con precision en la seccién 1.2,

Dos caracteristicas importantes para describir los movimientos de una particula bajo la in-
fluencia del campo central son la conservacion de la energia v la conservacion del momento

angular. En las siguientes dos secciones, estudiamos brevemente estas cantidades dinamicas para

poder describir el movimiento esperado.



1.1. Conservacion de la Energia 4

1.1. Conservacion de la Energia

nando en un sistema mecdnico solo actian fuerzas conservativas la energia mecédnica

total es una constante de movimiento; de lo contrario, por ejemplo en la presencia

de friccién, se pierde esta constante de movimiento. Podemos asociar una funcién de energia
potencial con cada fuerza conservativa.

Para describir la energia cinética partiremos de las componentes, en en coordenadas carte-

sianas, de la ecuacion de movimiento. Multiplicamos a cada lado por su velocidad respectiva y

obtenemos:
o By, = d?z g
mvxa? = Fon: m"k'a'z" = Fyu,, muzmﬁ- =Tt (1.3)
como vg, vy ¥ v: dependen de ¢ podemos escribir en general la siguiente igualdad
1 d d?z;
Emaﬁf = MYy (lt; =4z [:14]

Ahora podemos sustituir la ecuacién (1.4) en (1.3) y agrupar todo en una sola expresion:

%[%mv?] s g
En esta expresion reconocemos a la energia cinética, T’ = %mvf. 5i integramos desde un tiempo
inicial, t;, hasta un tiempo posterior, t2 y reconociendo a r como funcién de ¢, por lo que 7dt = dr,
podemaos escribir
T:—T =f213-d1= (1.5)
r

A esta ecuacion se le conoce como el “Teorema deiTrabajc: v la Energia”, donde el lado derecho
es el trabajo realizado por la particula al viajar desde una posicion, ry, hasta otra ro y el lado
izquierdo es el cambio de energia cinética. Esta expresion también describe el movimiento de un
cuerpo.

Si calculamos el trabajo hecho sobre una particula por una fuerza F que es funcion sélo de la
posicién 7 = (&, jj, Z) entonces el trabajo hecho cuando la particula se mueve de un punto inicial

r1 a uno final r3 es dada por la integral de linea:

2 et
f FdF
1

Para calcular este trabajo ahora definimos la energia potencial ¥#(x) como el trabajo hecho por

una fuerza cuando la particula va de un punto cualquiera, 7, al origen del potencial, r,.

“I"{f-'}:[n F(7) - dF = -/rF'[ﬂ-dF (1.6)

Ts
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Entonces de la ecuacién anterior nos fijamos en el cambio de la energia potencial cuando la
particula se mueve de 7 a 7+ df.
d¥(7) = —F - dF (1.7

Desarrollando un poco el lade izquierdo de la ecuacién, sabiendo que el potencial depende sola-

mente de la variable ¥ = {z,¥, 2)

: ayv oy av »
df‘{ﬂ = {d:n,dy,dz} - ('&—z, "ﬂ—y-.. -a?) =dF- V¥
Usando el resultado anterior en (1.7) tenemos
dF- V¥ = =F . dF
De tal manera que nos queda
F=-vv¥ (1.8)

Ahora buscamos una condicién en la cual el trabajo no dependa de la trayectoria. Recordemos
que una de las propiedades de los vectores es que el producto cruz de un vector con sigo mismo

siempre es cero de tal manera que:
VxF==-VYxV¥=0

La condicién anterior es nesesaria y suficiente para la existencia de un potencial, donde el trabajo
realizado por éste es independiente de la trayectoria. Esta condicién se cumple para campo cen-
tral, entonces existe una constante de movimiento, la energia mecanica total, £, que escribiremos

en general para el movimiento de una pérticula:
E=T+Y¥ (1.9)
Podemos encontrar el potencial gravitacional directamemte de la fuerza. Para ello definimos:
F(r) = =V¥(r)

Al desarrollar el lado derecho tenemos que:

S (S TR ) ¢ ¢
Flrp= (Tﬁry(r] TE ﬂﬂftr] t een H%W(r})

Como el potencial sélo es funcion de r entonces las derivadas con respecto a 8 y o desaparecen
por lo que nos queda sélo la derivada del potencial con respecto a la distancia radial, hemos

reducido a un problema en una sola dimensién:

F(r) = ==7(r)
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Nos preguntamos por el trabajo necesario para traer una particula desde el infinito hasta una

J I ¥ mda}ffdf
mIPJF'll:'r':l-::ﬂ.i*: @ (r)dr

La fuerza corresponde a la atraccion gravitacional, dada por la ecuacién (1.1), tomamos el origen

distancia

del potencial al infinito del centro actractor y obtenemos:

_GMm
r

¥(r) =

Este es el potencial gravitacional cldsico generado por una particula central de masa M sobre

un objeto de masa m.

1.2. Momento Angular

si como existe una medida para la cantidad de movimiento en una linea recta v que

definimos como momento lineal
P = m#, (1.10)

el momento angular se define como el anidlogo de momento lineal pero ahora el sistema est4 en

rotacién: La cantidad de movimiento que adquiere un cuerpo cuando estd en rotacion:
F=mrxv (1.11)

Recordemos que por la simetria de nuestro problema, conviene usar coordenadas esféricas, por
lo que la velocidad depende de r, # v p. Analicemos esta velocidad, empezando por el vector
posicidn:

F=xi+yj+ zk=r¢
como los vectores unitarios en coordenadas esféricas estan dados por:

sen f cos i + sen f sen ©j + cos Bk

b 1
il

s
il

cos f cos @i + cos @ sen pj — sen Gk

= =—senel + cosgj

si escribimos la velocidad en estas coordenadas:

dar d... dr. . 9

U='—=ET‘T]=——IT+T—— {1.12:‘]



1.2. Momento Angular 7

y usamos la definicién de #, podemos calcular el segundo término de la ecuacién 1.12:

di  de ) " A . 3
e E(cos 6 cos i 4 cos fsen j — sen 0k) — sen 0 T (— sen i + cos ©j)

en esta ecuacién identificamos a los vectores unitarios 6 y 5. Definiremos también la velocidad

angular polar como § = %g y la velocidad angular azimutal: ¢ = %&3 para poder escribir:

dr .4 . 1x
E=96’+sen€cp<p

Asi, el vector velocidad tiene una componente radial y dos angulares

ﬁ

dtr"+r6‘é+rscn9¢@ = v, 7 + vgf + VP (1.13)

U=

con esta forma de escribir la velocidad podemos calcular el momento angular por unidad de

masa, sustituyendo en (1.11)

= s TVgP — TVL0. (1.14)
m

Como el cambio del momento angular corresponde a la torca

% E: Fx F

si sustituimos la forma especifica de la fuerza para nuestro problema, encontramos que no exis-
te torca actuando sobre la particula y el momento angular es constante. Esto significa que el
movimiento de una particula bajo la accién de una fuerza central estd confinada a un plano vy,

sin pérdida de generalidad, podemos escoger el plano zy (8 = 7/2). Asi, de la ecuacién (1.14)

tenemos:

—
¢,

J -

= = r2cpk

m

Como esperabamos, el momento angular quedé como un vector perpendicular al plano de movi-

miento por lo que podemos considerar solo su magnitud en esta direccion.
= mrzc,b (1.15)

Como el movimiento serd en un plano entonces, sélo requerimos dos ecuaciones para describirlo.
La primera de éstas es la conservacién de momento angular, en su versién escrita en la ecuacién
(1.15) y la segunda, la conservacién de la energia:

i}
&= imvz) + ¥ (r)



1.3. Potencial Efectivo en la Mecédnica Clésica &

Escribimos la magnitud de la velocidad en coordenadas esféricas
v? =72 + 1207 + rlsenbyp

Recordando nuestra eleccién para el plano de movimiento, la conservacién de la energia se escribe
& = -]2-11':.{3""2 + 2% + ¥(r)

o bien, usando la conservacion del momento angular .2

Lion o 2
== e W [
& 2mr + S + ¥(r)

1.3. Potencial Efectivo en la Mecanica Clasica

escribir el movimiento de una particula es responderse a la pregunta ;Como se

moverd? En nuestro caso, debido a que el movimiento estd confinado a un plano,

significa encontar los valores de r v  para distintos tiempos. En la Mecanica Clasica, es comin

partir de las ecuaciones de movimiento para hacer esta descripcién, sin embargo, podemos apro-

vechar la existencia de las constantes apenas encontradas, ya que representan la primera integral

de estas ecuaciones. Ademds, como veremos en el capitulo 3, este tratamiento se puede aplicar
de manera directa al considerar las correcciones relativistas del problema.

Partimos entonces de las ecuaciones obtenidas para la conservacion del momento y la energia,

mismas que escribimos ahora en términos del momento y la energia por unidad de masa:

= 2 .
— -_ 1-
L = reg (1.16)
& 1.5 L* M -
E—?-‘H 57 +F—T {1.17)

Hemos elegido escribir estas constantes por unidad de masa para tener una similitud completa
con la discusién gue haremos al introducir las correcciones relativistas. La justificacién completa
para hacer ésto la abordaremos en las secciones 2.1 y 2.2; por lo pronto, notemos que en estas
expresiones hemos usado la forma explicita del potencial gravitacional y hemos tomado unidades
tales que G = 1, lo cual también justificaremos en el capitulo 2.

De la ecuacién de la energia mecéanica total, definiremos al potencial efectivo como:

V=g —— (1.18)
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En la Figura 1.1 hemos graficado este potencial efectivo, para valores diferentes del momento
angular. Notemos que existe un pozo mas pronunciado para los objetos que se encuentren con
menor momento angular.

Identificando a cada uno de los términos del potencial efectivo dado por la ecuacién anterior
podemos asociar al primer término con una fuerza repulsiva y al segundo con una fuerza atractiva.
La parte atractiva es de la forma —1/7 mientras que la repulsiva como 1/r2 por lo que esta ltima

es menos importante para radios grandes, mientras que a radios pequefios es la que domina.

‘. : 7T —
004 i L=10 M =
| I=6M —~— -
1 \ —_—
r | L=V12 M 1
|
002 - | i u
- :I -
1
f 1
4’ 0 .\ —
k' 2
5\ P
N o SRS T —ial
002 |
004 =
. e W e e e e e e o w § g g g
0 20 40 60 80 100
r/M

Figura 1.1: Esta grafica muestra el potencial efectivo clasico, para diferentes valores del momento
angular. Podemos apreciar que para valores mds pequefios de esta constante, existe un poOzo mas

pronunciado.

Aunque se observa mejor la existencia del minimo para potenciales efectivos con menor mo-
mento angular, éste siempre existe. Procedemos a calcular el minimo de la forma usual, sabiendo

que en este valor la derivada del potencial se anula:

i L? M
T = = Rl
ro 0 0

por lo tanto resulta que el potencial tiene un minimo en:

LZ
Ty = —

M
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Encontramos que el potencial tiene el minimo en ry con un valor de la energia:

Esta es la energia minima a partir de la cual estd permitido el movimiento en el potencial
gravitacional.
Hacemos como ejemplo, en la Figura 1.2, el andlisis del potencial efectivo con L = /12M.

En esta figura aparecen distintos valores de energia que definen el tipo de movimiento esperado.

———— T ————— :
L | n 5

L | E=-E/2 —— A

004 E=0 —-
= E=E /2 4

L B=E, = 4

L - i

0_02 e St A T e P ) R s ]
L | -

Wiy EO T s A T T T T T T T o T A T ey
PV T ... e _j,f_rf’i-;-:' —
B e N o g -
L I'q =4

O e S T oy T T OO TR [ o Vi [y Tt Fmter e M T A | L1
0 10 20 30 40 50

Figura 1.2: Potencial efectivo con distintos valores de la energia, en la cual hemos partido de la

energia minima Fg hacia valores mas grandes.

Anteriormente encontramos la expresion de la energia minima Ep, que puede tener una parti-
cula con momento angular L, para moverse bajo la influencia de un campo central; para cualquier
objeto que tenga una energfa menor a ésta, F < Ey, el movimiento no es permitido ya que se
encuentra en una regién donde el potencial es mayor que la energia y como resultado se tendria
un namero negativo para el cuadrado de la velocidad radial.

Cuando la particula tenga una energia ' = Ey, el movimiento esté restringido por el minimo
del potencial efectivo, ahi adquiere un valor radial constante r = 7y, entonces lo identificamos

con una trayectoria circular.
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Para las energias que se encuentran entre el valor minimo y cero, Ey < E < 0, el movimiento
es restringido por dos puntos de retorno, rpep; ¥ Tapo donde la distancia de rg a 7apo, €s mayor
que la distancia de 79 a Tper;. En este rango de valores para r las energias son mayores que el
potencial y el movimiento es permitido. Por estar acotada por dos radios, uno mayor que el otro,
identificamos la trayectoria con una elipse.

Para la energia E' = 0 el movimiento estd restringido por un punto de retorno, por lo que
una particula con esta energia describe una trayectoria abierta.

Para las energias E > 0 tenemos también un punto de retorno que llamamos ry,;,, este punto
es cada vez maés cercano al centro atractor conforme aumentamos la energia, el movimiento
siempre esta restringido por este punto de retorno y lo asociamos también con una trayectoria
abierta.

Como ya mencionamos, las ecuaciones (1.16) y (1.17) describen el movimiento de la particula,
por lo que es posible encontrar, a partir de ellas, su trayectoria. Resolvamos estas ecuaciones para
verificar el tipo de 6rbitas existentes.

Como 7 y ¢ son funciones de ¢, y la ecuacién de la érbita es r = r(p) la regla de la cadena

garantiza que:
dr drde
dt — de dt

Para hacer mas sencillos los célculos involucrados es usual cambiar a la variable u(p) = ﬁ.

De tal manera que la razén de cambio de la coordenada radial con respecto al tiempo queda:

dr e du _odude du
_— = — b —— S T —
dt dt de dt dy

hemos usado (1.16) para eliminar ¢. Sustituimos esta derivada con respecto al tiempo en la

ecuacion (1.17) y después de acomodar términos obtenemos:

du\? 2E oM

En la ecuacién anterior completamos el binomio cuadrado perfecto, agrupamos términos seme-

jantes y resolvemos para tener:

u = up[l + ecos(¢ — )]

Regresamos a la variable original, r, y escribimos finalmente:

o
r= 3
1+ ecos(¢ — ¢p)

(1.20)
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donde definimos a la excentricidad, e,

2EL? E
2 1 =] - — 1.2
£ - e T {1.21)
y usamos la expresiones para el radio de la érbita circular,
LE
_ X 1.2
v la energia de esta drbita,
1M2

La ecuacion 1.20 es la expresion general para una seccién cénica, que deseribe érbitas circulares,
elipticas, parabélicas e hiperbélicas, dependiendo del valor que tome la excentricidad de la érbita.

Tomando los casos para la energia, analicemos las trayectorias generadas de la ecuacion (1.20):

» Para la energia F = Ejp, la minima que podemos escoger, tenemos € = 0. Con este valor de

excentricidad, la trayectoria se reduce a:
T=17"rn

corroborando el andlisis cualitativo anterior. En la Figura 1.3 hemos graficado el potencial

efectivo con el correspondiente valor de energia y su trayectoria.

= Ahora analicemos energias tales que Eg < E < 0 por lo que ¢ es tal que 0 < ¢ < 1.
En este caso la drbita queda acotada entre dos valores para el radio: v; > g v ra < 1y.
Identificamos con estos radios a rape > 10 ¥ Tperi < 7o por lo que de nuevo se confirma el
andlisis cualitativo inicial.

Para graficar, escojamos como ejemplo E = éEu; sustituyendo este valor de la energia en
la ecuacién (1.21) tenemos € = /1/2 entonces la trayectoria queda de la siguiente manera
T

e
1-{-—\/;:05(95‘—5&?0]

Esta es la ecuacién de una elipse descrita por un objeto con energia E = %Eo Hemos

graficado esta trayectoria y su correspondiente valor de energia en la Figura 1.4

= 5i tomamos la energia E = () entonces € = 1 v la ecuacién para la trayectoria toma la forma

Tr= 0
1 + cos(y — o)

que es la ecuacion de una parabola. En la grafica 1.5 ilustramos esta trayectoria.
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Figura 1.3: En esta grafica, del lado izquierdo, mostramos el potencial efectivo clésico para un
campo gravitacional y el nivel de energia que corresponde al minimo que puede tomar una
particula. En el lado derecho, mostramos la trayectoria de la particula correspondiente a esta

energia minima Fjy, el punto representa el centro de atraccion gravitacional.
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3 1 2 |
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0 10 20 30 40 50 -4 -2 0 2
r/M XLy

Figura 1.4: En la grafica mostramos, en el lado izquierdo, al potencial efectivo clasico asi como
el nivel de energia correspondiente a E = %Eo, con sus dos puntos de retorno, rperi y Tapo- En el
lado derecho graficamos la érbita que describe una particula con esta energia, el punto representa

el centro de atraccion gravitacional.



1.4. Orbitas de los Planetas del Sistema Solar 14

LR UG | A I 1O Illi‘llL\lllll 4 T I T T T l T ] ¥ E T T T T
i ‘| gt j o :
004 E=0 __—: ]
0.02 - | - ]
23] o ] 4
g o T rTTTeTE ] )
002 | P e |
-0.04 :_ L ] i
IIII'IIII[IIIi[!IflilIII 1 1 I i

0 10 20 30 40 50
r/M

Figura 1.5: En esta grafica, del lado izquierdo, tenemos al potencial efectivo clasico en ahora para

una particula con energia £ = 0. Del lado derecho hemos graficado su érbita correspondiente.

= Para las energias que son mayores que cero, E > (), € toma valores mayores a uno, € > 1.
Para este valor de la excentricidad, el radio de la trayectoria estd acotado a un méximo
acercamiento, mismo que, en nuestro analisis cualitativo llamamos r,,;,, la 6rbita es ahora

una hipérbola.

Como ejemplo escojamos el valor de la energia: E = —éEg sustituyendo este valor en la

ecuacion (1.21) queda e = 1/3/2 y la trayectoria es:

70
r=
1+ +/3/2cos(¢ — @p)
Esta es la ecuacion de una hipérbola descrita por una particula con E = "%E@, graficamos

de nuevo la pareja de potencial y trayectoria en la Figura 1.6.

1.4. Orbitas de los Planetas del Sistema Solar

n el sistema solar los planetas giran alrededor del Sol sobre trayectorias que forman
orbitas elipticas, con €l en uno de los focos de estas trayectorias. Describimos este hecho

natural reconocienso al Sol como el centro de atraccién gravitacional.
Uno de los logros més importantes de la Mecanica Clasica es que, considerando que existe una

fuerza gravitacional como la definida en (1.1), podemos describir el movimiento de los planetas,
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Figura 1.6: Aqui, del lado izquierdo, graficamos al potencial efectivo clasico y al nivel de energia
E= —%Eg. Del lado derecho graficamos las trayectorias, éstas seran mas abiertas que en el caso

E = 0, formando asi 6rbitas hiperbolicas

de hecho, el movimiento de los cuerpos celestes se describe con sorprendente precisién usando esta
forma de proceder. Reconocemos a la Mecanica Celeste como uno de los logros mas importantes
de la Mecanica.

En el anilisis de las secciones anteriores hemos considerado solo la interaccién entre dos
cuerpos, para una descripcion completa de sistemas reales (por ejemplo para describir las tra-
yectorias de los planetas del Sistema Solar) es necesario incorporar la interaccién de todos los
cuerpos que pertenecen al sistema. En este caso el problema deja de ser analitico por lo que ya
no podemos escribir una ecuaciéon como (1.20), sin embargo, empleando técnicas numéricas, es
posible describir las trayectorias reales.

Atun cuando se hiciera el calculo completo, tomando en cuenta el efecto de los otros Cuerpos
en el sistema solar, existen una discrepancias entre las 6rbitas calculadas y las observadas que no
es posible eliminar usando solo Mecanica Clasica. Uno de estos efectos es que las 6rbitas ya no
son exacamente cerradas por lo que los planetas no regresan a su posicién radial original en un
periodo completo. A este fendmeno de le conoce como avance en el perihelio, de hecho, a medida;
que los planetas se encuentran mas cerca de su centro gravitacional, existe mayor avance. En
particular este efecto es més evidente en el caso de la érbita de Mercurio, la cual tiene un avance

en el perihelio de 43" /siglo.
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El célculo de este avance se considera como uno de los grades logros de la Relatividad Ge-
neral, junto con la predicciéon de la desviacién de la luz por su interaccién gravitacional con los
cuerpos; sin duda estas dos prediciones fueron las causantes de que la teoria fuera adoptada por
la comunidad cientifica.

Resulta que, para predecir el avance en el perihelio, es suficiente aplicar una primera apro-
ximacién de la Relatividad General en la que tomamos en cuenta sélo la interaccién entre dos
cuerpos. En este trabajo usaremos esta aproximacién pata calcular el avance en el perihelio de
Mercurio, considerando solo la interaccién Planeta-Sol. Después compararemos nuestro resultado
con las mediciones que aparecen en [7] y [8]. Antes de hacer esto empecemos por revisar algunos

conceptos indispensables de Relatividad.



Capitulo 2
Conceptos de Relatividad

En el capitulo anterior vimos que la Mecanica Clésica describe muy bien a cuerpos en movi-
miento bajo la accién de un campo central considerando sélo la interaccién gravitacional entre
dos cuerpos. Pudimos observar que el potencial efectivo es una herramienta muy poderosa para
describir las érbitas alrededor del centro de atracciéon. Para poder describir el movimiento con
mayor precisién, por ejemplo las correcciones a la precesién de Mercurio, como acabamos de
mencionar en el capitulo anterior es necesario introducir Relatividad General, la cual describe
el movimiento producido por la interaccion gravitacional. Antes de describir los movimientos

celestes de esta manera, revisaremos algunos conceptos de Relatividad.
2.1. Espaciotiempo Plano

a Teoria de la Relatividad Especial es necesaria para describir el movimeinto de

particulas que viajan a velocidades cercanas a la de la luz, sin importar el sistema de

referencia de donde se observe, esta teoria descansa sobre la aplicacién rigurosa del Principio de
Relatividad:

Todas las leyes fisicas se cumplen de la misma manera, conservando el valor de sus constantes
Yy su forma funcional, en cualquier sistema de referencia inercial.

Esta teoria también descansa en el hecho experimental de que la velocidad de la luz tiene el
mismo valor constante en cualquier sistema de referencia.

En cualquier lugar del espacio podemos fijar un sistema de referencia y estos sistemas pueden
moverse uno respecto al otro. Desde ahi, observamos y medimos los eventos, éste es nuestro
laboratorio.

La motivacién principal para este trabajo es explicar con mayor precisién la érbita de Mercu-
rio, para lo cual debemos describir sistemas de referencia en presencia de un campo gravitacional.
Para estudiar la gravedad escogemos Sistemas de Referencia Inerciales donde se cumpla la Pri-

mera Ley de Newton por un periodo de tiempo determinado. Llamemos a éstos, Sistemas de

Caida Libre (SCL).

17
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En la Figura 2.1 ejemplificamos un SCL con el siguiente experimento pensado: en el interior de
un elevador sin ventanas se encuentra un observador haciendo experimentos sobre el movimiento
de un proyectil. Primeramente hace el experimento sobre la superficie de la tierra y después
cuando el elevador se encuantra en caida libre. Notemos que en este experimento existen dos

limites.

‘
v
% ,

Figura 2.1: Representacion de un Sistema de Caida Libre. Cuando el elevador se deja caer, y en

ese momento lanzamos un proyectil, observamos que éste sigue en una linea recta, obedeciendo
a la Primera Ley de Newton. En algin momento el elevador llegara a la superficie y perdera su

caracteristica de Sistema de Caida Libre.

En el caso del elevador cayendo, mientras realiza el experimento, el observador no sabe en que
sistema de referencia se encuentra, pero puede verificar que se cumple la Primera Ley y asegurar
que se encuentra en un SCL. Notemos que ésto es posible, debido a que todos los objetos caen a la
tierra con la misma aceleracion. De hecho, éste es un resultado general: Todos los objetos que caen
en un campo gravitacional uniforme, lo hacen con la misma aceleracion, independientemente de
su composicion. A este hecho, famosamente observado por primera vez por Galileo en la torre de
Pisa, se le conoce como Principio débil de Equivalencia[2]. Este principio nos permite considerar
a las cantidades dindmicas por unidad de masa, como se introdujo en el capitulo 1.

Notemos que este experimento, del elevador cayendo, no puede durar un tiempo infinito

ya que, tarde o temprano, el elevador llegara a tocar tierra y en este momento cambiara, con
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consecuencias catastrificas para sus ocupantes, la naturaleza del sistema de referencia.

En la Figura 2.1 ilustramos otro experimento en donde se muestra que el sistema de referencia
no puede ser muy extenso. En este caso transformamos al elevador en un “vagén sin ventanas”
de anchura a y altura h. Volvemos a dejar caer el sistema de referencia desde una altura H
muy superior a la superficie de la tierra. De nuevo estudiamos el movimiento de proyectiles en
este SCL. Si permitimos que la anchura del vagén sea muy grande (a >> h) cuando colocamos
dos proyectiles en reposo separados una distancia fija observamos que despues de un tiempo
t, disminuye la distancia entre los proyectiles, asercandose al centro vagén. En ese momento
deducimos que no nos encontramos en un SCL.

Regresaremos a este experimento en la seccién 2.3 para explicar a la gravedad.

—_— - —
|

K .

superficie terrestre H

Figura 2.2: Representacién de una de las restricciones para un SCL en relatividad. El experimeto
consta en colocar al interior del vagén dos poyectiles en reposo, colocados cada uno en un extremo.

Después de un tiempo ¢, los proyectiles se muven hacia el centro del vagon.

Para hacer experimentos dentro de un campo gravitacional debemos escoger bien nuestro
sistema ya que éste no debe de tener una extencién infinita y tampoco debe de durar mucho
tiempo. Con estas dos constricciones un SCL es:

Una regién de espaciotiempo donde toda particula inicialmente en TEPOSO 0 en movimiento
rectilineo uniforme conserva la misma rapidez y direccién en que se mueve, con respecto a ese
sitema de referencia y hasta cierta presicion con la cual se miden las variables mecdnicas.

El evento es fundamental para medir el intervalo de espaciotiempo, un evento es algo que
ocurre en el espacio en un tiempo preciso en algin sistema de referencia (no todos los observadores
registran las mismas coordenadas). Es decir un evento es un suceso fisico independientemente

del sistema de referencia donde se mida. Estos eventos son los que tenemos como referencia para
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calcular el tiempo propio (lo cual lo explicaremos méas adelante).

El espaciotiempo, es un concepto extremadamente util en la Teoria de la Relatividad Especial,
la idea es muy simple: si queremos describir un evento que ocurre en cierto lugar y en cierto
momento, debemos especificar no solo las tres coordenadas espaciales sino también una cuarta
coordenada, el tiempo en que ocurrié el suceso. Cada punto en este espacio es un evento, si
un evento ocurre en un punto con coordenadas (z,y,z) en el tiempo ¢, tendrd coordenadas
(t,z,y,2) en el espaciotiempo. Notemos que estas coordenadas no es posible relacionarlas ya
que no se encuentran en las mismas unidades, por lo que la manera de poder relacionar unas
coordenadas con otras en el espaciotiempo es nesesario introducir unas nuevas unidades de tal
manera que todas las coordenadas tengan las mismas unidades, a éstas se le llaman unidades
geomeétricas. Para definir estas unidades utilizaremos una constante que contiene tanto unidades
de distancia como de tiempo y esta constante es la velocidad de la luz, ¢ = 2.99792458 x 108«?,
entonces si queremos que el tiempo tenga coordenadas de distancia entonces las coordenadas de
ese evento serd (ct,z,y, z), por esa razon introducimos la constante ¢ en las ecuaciones para la
energia y el momento definidas anteriormente.

Una cantidad fundamental en relatividad es el tiempo propio entre dos eventos, que se denota
cominmente por la letra griega 7. Este tiempo es méas 1til en nuestro estudio de movimiento
que la coordenada de tiempo, ¢, ya que es universal. Para definir At hagamos uso del siguiente
ejemplo: un observador en la tierra que quiere medir la distancia entre la tierra v la luna, entonces

manda un rayo de luz a la luna en donde observa los siguientes dos eventos:

x| 7 \l/

_ @
/ N\ 7 ]
Evento 1 Evento 2

Figura 2.3: Representacion de dos eventos (pulsos de luz) entre los cuales queremos medir dis-

tancia.

Evento 1: Sale el rayo de la tierra
Evento 2: Llega el rayo a la luna

En un sistema de referencia centrado en la tierra las coordenadas de los eventos son:

£y =(0,0,0,0)
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E2 = (tL:-'ELs YL, ZL)

Entonces con el rayo podemos calcular la distancia entre la tierra y la luna de dos maneras
d?ie*r'-ra—luna - (:’EL - 0)2 + (yL - 0)2 + (ZL = 0)2

d? = c(tz, - 0)?

tierra—luna

Ahora igualaremos las dos ecuaciones anteriores
ENE — A — NP - NP2 =0

Definiremos el lado izquierdo de esta ecuacién como el intervalo de espaciotiempo entre dos
eventos.

Ar? = AL — (Az? 4+ Ay + AP (2.1)

Si consideramos cambios muy pequehos y definios que ¢ = 1 podemos reescribir la definicién

anterior en unidades geométricas:
dr? = dt? — (dz? + dy? + dz?) (2.2)

Asi como en la geometria Euclideana, necesitamos una representacién grafica que nos permita
visualizar los cambios en el espaciotiempo, a dicha representacién se le llama diagramas de
espaciotiempo. Para el movimiento bidimensional y unidimensional, los diagramas representan
exactamente el movimiento, para el caso tridimensional es necesario hacer proyecciones de tal
manera que en los diagramas siempre aparezca un eje temporal y al menos un eje espacial.

Empecemos, por claridad, considerando el caso sencillo con dos coordenadas; la temporal
y una espacial: (¢,z). En el eje de las ordenadas representaremos el tiempo y en el eje de las
abscisas las posiciones.

Notemos que los eventos son los puntos en un diagrama y que al moverse, un objeto ocupa
diferentes puntos dibujando una trayectoria en el espaciotiempo misma que ahora llamaremos
linea mundo.

En la figura 2.4 mostramos lineas mundo para varios objetos.

En Mecénica Clésica aprendemos que podemos construir una variable dinamica, la accion,
v que el movimiento es tal que ésta es extrema. En relatividad hacemos uso de un principio
equivalente llamado “El principio de extremo envejecimiento”: El camino que una particula recorre
entre dos eventos en el espaciotiempo es tal que el lapso de tiempo entre éstos, medido por un

reloj que va con la particula, es un extremo.
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t

Figura 2.4: Eshozo de distintos diagramas de espaciotiempo, las lineas mundo representan las
trayectorias de la particula en el espaciotiempo. Las lineas mundo curvas representan que en algiin
momento del recorrido la particula tuvo una aceleracion, las lineas mundo rectas representan que
la particula escogié el camino més recto posible o en su caso sélo dejo transcurrir el tiempo,

permaneciendo en el mismo lugar.

2.2. Conservacion de la Energia y Momento

a relatividad define a la energia mecénica total y al momento lineal en su forma

relativista, de tal manera que ahora la energia mecénica total se define como:

m
A
l1—-w
Por otro lado el momento lineal se define como:
po_™_
V1-2

El momento, la masa y la energia al igual que el tiempo se deben modificar de la Mecanica
Clasica a la Reltividad Especial, para hacer estas modificaciones usaremos el principio de extremo
envejecimiento.

Pero tendremos que tener cuidado porque sabemos que enalquier objeto con masa no puede
moverse a la velocidad de la luz, cuando tal objeto se aproxima a la velocidad de la luz un

observador estacionario medira que la energia cinética del objeto y el momento tienden a infinito.
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Encontraremos las constantes de movimiento para la relatividad, considerando el siguiente
ejemplo:

Una particula se mueve en linea recta y emite tres pulsos de luz de los cuales el primero y
el ultimo son fijos separados a una distancia S. Consideremos que el pulso 1 sucede a un tiempo
cero y el pulso 3 un tiempo, T, posterior y permitamos que la emision del punto intermedio

ocurra en diferentes tiempos, ¢, pero en el mismo lugar, como se muestra en la figura 2.5:

tiempo

t=T

t=0
Espacio

Figura 2.5: En este diagrama tenemos la representacién de una particula que se mueve con
velocidad constante en linea recta por tres diferentes trayectorias posibles, en su trayecto emite
tres pulsos de luz donde el inicial y el final permancen fijos, dejando asi, libre el pulso numero
dos, ;Cudl es es camino que debe seguir la particula? la respuesta es que la particula sigue el

camino mas recto posible.

Calculando el intervalo de espaciotiempo el segmento A, entre los pulsos 1 y 2, al cual le

llamaremos d74 tenemos

dra = [(t - 0)* - (s — 0)4]*/2 (2.3)
De igual manera calcularemos el tiempo propio para segmento B, mismo que le llamaremos d7g.
drg = (T - 1)® - (S — 5)})*/? (2.4)

Entonces el tiempo propio total del evento inicial hasta el evento final es la suma de los tiempos

propios de los segmentos A v B

dr =d7a +d7p

De 2.3 y 2.4 podemos ver que la expresién para el tiempo propio a quedado como funcién del

tiempo intermedio #, el parametro que debemos variar para encontrar el méaximo tiempo propio
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posible. Procedemos en cada parte, primero en el segmento A:

(t—0) _ =0

5tTA = [(t = 0)2 = (s = 0)2]1/2 — d'rA (25}
Para el segmento B tenemos
(T —1¢) (T —1)
= — =— 2.
R ) R - T T w5

Para encontrar en que tiempo pasa la particula emitiendo el pulso 2 tal que el tiempo propio

total sea un extremo, calculamos:

13 P= T
= Ty it - St —_ 0
0T = 0T+ TR T &
y encontramos que
t T—
B 2.7)
dTA dTB

Reflexionando sobre las distintas cantidades en esta tltima ecuacién, permitamos que el cambio
en las coordenadas sea arbitrariamente pequeno, por lo que identificamos a ¢, el tiempo que tarda
en recorrer la particula el segmento A, con dt4. De igual manera el tiempo en el cual la particula

recorre el segmento B, (T'—t) lo identificamos con dtg por lo que la ecuacién 2.7 se puede escribir

como:
dit g _ dip (2.8)
dra d7g '
Ahora nos preguntamos: ;Qué pasa si a la linea que recorre la particula le aumenta un segmento
mas, llamemosle C? Ahora la particula emitird otro pulso méas y calcularemos su 7¢, entonces
tomariamos en cuenta sélo al segmento B y C de manera tal que llegariamos a una ecuacion similar
a la 2.8 pero con B y C en los tiempos. Podemos seguir afiadiendo segmentos (o considerando

pulsos), de esta manera la ecuacion 2.8 se aplicaria para todos los demas segmentos ya que cada

uno seria igual al anterior por lo que podriamos escribir:

dta dig dtc dip (2.9)
dTA o dTB — dTC S— dTD T ssrssrsassss -

Llegamos a la conclusién de que esta relacion entre el tiempo medido por distintos observadores

y el tiempo propio es una constante de movimiento para una particula libre moviéndose en el
espaciotiempo plano
dt

=

2] (2.10)
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Pero no sabemos cudl es esa constante de movimiento jcudnto vale?, para encontrar su valor

sustituiremos en 7 la métrica como la conocemos, la ecuacién 2.2, y tenemos

at dt dt 1 &

dr (@ - @272~ @ -FH - - m

Encontramos que el valor de la constante corresponde a la definicién de la energia en Relatividad

definida anteriormente:

& =i (2.11)
dr

Podemos repetir el analisis para el momento, ahora permitimos que el pulso numero 2 ocurra en

el mismo tiempo y variamos la distancia s, con este anélisis, la constante de movimiento queda:

ds ds o dsfdt v P (2.12)
dr  (d2-ds)V2 -dfnz (1-02)12 7 m o

Podemos usar las dos constantes encontradas para escribir la relacién entre el momento lineal y
la energd. Partimos del intervalo entre dos eventos, separados una distancia ds y que ocurren a
una diferencia de tiempos di:

dr? = dt? — ds?

multiplicamos la ecuacién anterior por ;“—ng
A ds\?
2
T = — ] = |m— 2.13

(m d’r) ( Ld’r) ( )
sustituyendo las ecuaciones 2.11 y 2.12

m? = &2 _ p?

Aqui vemos que energia, momento lineal y masa estan unidos en esta descripcién geométrica
del espaciotiempo. Por esta razon, siempre discutiremos a la energia por unidad de masa y al

momento por unidad de mésa.
2.3. Gravedad y Curvatura del Espaciotiempo

n Relatividad hablamos con frecuencia de observadores. Nos referimos a un ob-
servador por un sistema que registra las coordenadas (t,z,y, z) de un evento en algin
sistema de referencia inercial. Como consecuencia del Principio de Relatividad este observador

no puede registrar todos los eventos ocurridos en el espaciotiempo y slo podra registrar el evento
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que ha ocurrido en el mismo lugar donde se encuentra su origen. Para medir todos los eventos que
ocurren en el espaciotiempo debemos construir un arreglo ctubico distribuido por todo el espacio
tal que este arreglo tendra en cada esquina colocado un reloj en reposo, sincronizados todos ellos
con respecto al reloj de origen éstos registraran los eventos ocurridos sobre todo el espacio. La
separacion entre estos relojes es arbitraria, sin embargo entre més pequefia sea més precisos seran
los valores que se registren de cada evento. Los relojes asi colocados seran los observadores y el
hecho de que este arreglo sea cibico significa que el espaciotiempo es plano en la Relatividad
Especial. Sélo podra medir los eventos que ocurran localmente, todas las mediciones registradas
en el espaciotiempo pueden ser recogidas y analizadas por cualquier experimentador.

. Cémo podemos darnos cuenta de que estamos en un espacio curvo si no tenemos un aparato
que mida la presencia de gravedad o de curvatura?

Regresemos al ejemplo del vagon mencionado en la seccién 2.1. Cuantifiquemos el experimento
suponiendo que el observador que viaja en dentro del vagén coloca dos pelotitas separadas a 20m
y que el laboratorio se deja caer, del reposo, desde una altura de 315m sobre la superficie de
la tierra. Después de 8s el obrervador ve que la distancia de las pelotas se ha reducido 1073m
de modo que puede adjudicar el movimiento a la presencia de una fuerza gravitacional sobre su
laboratorio.

.Cémo explicamos este comportamiento sin recurrir a la definicién de fuerza? Analicemos la
siguiente parabola para encontrar una explicacién alternativa:

Un viajero, A, parado en el ecuador, listo para viajar al norte en una linea recta. Un com-
panero B, parado hombro con hombro, gira 90 grados y camina en linea recta hacia el este.
Despues de un tiempo corto. B est4 a 20km separado de A a lo largo del ecuador y gira 90
grados quedando de nuevo hacia el norte. Ahora los dos viajan 200km hacia el norte.

En el principio los dos comienzan estrictamente paralelos. Cada uno de ellos no se desvia ni a
la derecha ni a la izquierda, sin embargo al llegar a los 200Km miden su separacién y encuentran
que es menos de 20Km. Nosotros sabemos bien que la superficie de la Tierra es curva, entonces si
ellos continuan caminando se encontraran en un punto llamado el polo norte. Ahora uno acelera
con respecto a otro y vuelven a hacer el experimento y a pesar de esa aceleracion el resultado es
el mismo. Sin importar que trasnsporte escojan para su viaje, al medir la separacion entre ellos
en un punto, serd cada vez menor, los viajeros concluyen que ese acercamiento es parecido al
experimento del observador que se encuentra dentro del vagén, esto sugiere que podemos tratar

a la gravedad como curvatura y viceversa.
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Figura 2.6: Representacon de la parabola de los viajeros, en el cual estan parados en el ecuador,
listos para emprender un viaje hacia el norte sobre la linea mas recta posible. El viajero B se
encuantra separado del viajero A a una distacia de 20km, los dos viajan hacia el norte 200km,

al final de su trayecto miden de nuevo su separacién y reconocen que ésta es menor a la inicial.

Entonces nuestro espacio se puede curvar mediante la presencia de un objeto masivo, debemos
tener claro que curvatura y gravedad estan ligados, es decir la curvatura le dice al objeto masivo
como acomodarse y el objeto masivo le dice al espacio como curvarse, por lo tanto gravedad y
curvatura son uno mismo.

Reconocemos de inmediato que un arreglo ctbico funciona muy bien para espacios planos,
pero ;Qué pasa cuando nuestro espacio ya no es plano?.

Para eso el obsevador tendra que usar muchos sistemas de referencia, suficientemente peque-
nos de tal manera que al hacer un experimento éste cumpla con la primera ley de Newton, y todos
estos sistemas pequenitos de alguna manera se tienen que conectar, la manera de conectarlos es
con Relatividad General.

En presencia de objetos masivos que curven nuestro espaciotiempo plano el observador debe
cambiar el arreglo ctbico de relojes sincronizados a un arreglo esférico imaginario, que estara a
una distancia r. No podemos medir el radio directamente, ya que es en la direccién radial donde
actiia la gravedad. Colocamos alrededor de estos objetos masivos un cascarén esférico, todos los
puntos de éste seran igualmente afectados por la graved de tal manera que podemos medir sin
problema el perimetro de ese cascarén esférico, la circunferencia de una esfera. Dividimos esta

circunferencia por 27 y obtenemos asi la distancia radial hacia el centro de atraccion gravitacional.
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Figura 2.7: En este diagrama de espaciotiempo representamos la trayectoria de una particula que
se encuantra bajo la presencia de un centro atractor. Si vemos toda la trayectoria, la particula
no se encuentra en un Sistema de Caida Libre, sin embargo si escogemos sistemas de referencia

suficientemente pequetios, entonces nos encontraremos una secuancia de Sistemas de Caida Libre

donde es mas sencillo explicar el movimiento.

El radio del objeto esférico producido por este método de medicién recibe el nombre de “r-

coordenada”, en nuestro caso le llamaremos distancia radial y la denotaremos por 7:

circunferencia reducida = r

circunferencia
21

= r-coordenada

La r-coordenada es el radio calculado por la circunferencia de la esfera. Este valor de r es calculado
en todos los cascarones que pongamos alrededor del centro de atraccién gravitacional en donde
la separacién entre cascarones es un poco mas que la distancia radial entre ellos y en donde

abordaremos méas adelante la forma de medir estas distancias entre los cascarones esféricos.

2.4. Corrimiento al Rojo Gravitacional

| corrimiento al rojo gravitacional es diferente al efecto Doppler, el primero, como

su nombre lo dice, es debido a la presencia de un campo gravitacional, producido por

un objeto masivo alrededor del cual el espaciotiempo es curvo. Supongamos un objeto masivo
en el cual ponemos a un observador a una distancia r del centro de atraccion gravitacional y

ponemos otro observador a una distancia remota r; del centro de atraccién gravitacional donde



2.4. Corrimiento al Rojo Gravitacional 29

r1 > r en donde cada observador pondra un cascarén esférico alrededor del objeto masivo. El
observador que se encuentra parado en el cascarén esférico de radio r manda un pulso de luz cada
segundo, el observador lejano mide el periodo entre los pulsos de luz y éstos son més largos. Esto
es porque a medida que nos vamos acercando al centro de atraccion gravitacional el periodo de
luz incrementa cada vez mas. Todo lo que tenga un periodo se vera afectado por la gravedad, el
observador lejano vera todo mas lento, comparado con lo que ve un observador cercano al centro
de atraccién gravitacional.

Para cuantificar este efecto, realicemos el siguiente experimento pensado: Una torre de altura
h esta construida sobre la superficie de la tierra, colocamos una particula en reposo de masa m
en un extremo de la torre y dejamos caer la particula con una aceleracién g. En la base de la
torre se coloca un aparato capaz de convertir toda la masa en un pulso de luz, en el aparato la
particula llega con una energia mecénica total & = —\/% Después de hacer un desarrollo de
(1—2?)71/2, tenemos que la energia mecanica total es & = m + mv? + O(v?), sustituyendo a su

vez la velocidad (de la conservacion de la energfa, v = 1/2gh) se tiene que & = m +mgh + O(v?).

&’
|
/&hi
I

Figura 2.8: Una particula de masa m en reposo, se deja caer desde una torre de altura h. En la
superficie de la tierra se coloca una caja que convierte toda la masa a un pulso de luz, el cual es

dirigdo nuevamente hacia arriba.

Toda la energfa de la particula se convierte en el pulso, el cual es dirigido hacia arriba. A
su llegada a la cima de la torre éste llega con una energia total & y es transformado de nuevo
a una particula en reposo de masa m’ = &”. Para que la particula de masa m’ permanesca en
reposo entonces se debe cumplir que m’ = m, de no ser asi podriamos generar masa con este
mecanismo, lo cual no es posible, asi que &’ = m. Analizando ahora las energias

& m
F m +mgh + O(v)

;<1
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Esta ecuacion nos confirma que hay corrimiento, debido a que el cociente de energias resulto
menor que uno, pero para saber hacia donde es el corrimiento, es nesesario analizar la ecuacién

en términos de sus frecuencias, recordando que hacia el azul la frecuencia es cada vez mayor.

sl
— 1
v

’
[ 7o 7

Esto es que la frecuencia que es observada es menor que la frecuencia emitida, por lo que existe un
corrimiento al rojo y en nuestro caso es gravitacional: debido a la presencia de un cuerpo masivo.
Asi, el observador lejano siempre medira las frecuancias de alguna variable oscilatoria mayores a

las emitidas por el observador en un cascarén cercano al centro de atraccién gravitacional.
2.5. Ecuacién de Einstein

¢ 5 odo lo estudiado hasta ahora nos lleva a concluir, que la Relatividad Especial describe

espacios vacios de masa, con una geometria plana cuya métrica esta dada por la ecuacién

2.2. La Teoria de Relatividad General incluye el efecto de la gravedad, la cual es generada por
la masa al curvar el espaciotiempo.

La ecuacién fundamental de la Relatividad General es la ecuacién de Einstein[6]
GV = 8aT™ (2.14)

que resume la naturaleza geométrica de la interaccién gravitacional. En su lado izquierdo, aparece
el tensor de curvatura:
1

G — R _ §guvR

define la forma del espaciotiempo a través del tensor de Ricci, R™, y el escalar de Ricci, R, los
cuales a su vez, son definidos por la métrica, g*¥, por lo tanto en este término se resumen el
efecto que tiene la masa sobre una regién de espaciotiempo.

El lado derecho de la ecuacién para el campo gravitacional corresponde al tensor de esfuerzo
y energia, T, éste es un objeto que resume el contenido energético en una region del espacio-
tiempo. Como en Relatividad la masa es s6lo una forma mas de energia, el campo gravitacional se
verd afectado por la distribucion tanto de energia como de materia en una regién. Cada elemento

del tensor esta definido de la siguiente manera:

— Flujo de la a-ésima componente de momento

a través de una superficie con X? constante.
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Con esta definicion, 7%, es la densidad de energfa; mientras que, T, es el flujo de la i-ésima
componente de momento a través de la superficie con coordenada X7 constante.

La solucién a la ecuacion 2.14 estd mas alld de los alcances de este trabajo; por lo pronto sélo
mencionaremos que al resolverla podremos conocer la métrica g, del espaciotiempo curvo por
contener una regién material.

En este trabajo consideramos que la curvatura es producto de la presencia de un objeto
esfericamente simétrico, que no posee carga y cuyo giro es despreciable. La condicién de simetria
esférica se debe a que el efecto de gravedad es radial e igual en todas direcciones; por otra parte,
la naturaleza de todos los cuerpos celestes es neutra (macroscopicamente no existen cuerpos
cargados) v la condicién sobre la velocidad de giro nos limita al estudio de centros atractores
que giran con una velocidad mucho menor que la velocidad de la luz, como el Sol. Nos interesa
imponer estas condiciones pues los sistemas que estudiamos son estrellas alrededor de las cuales
giran planetas y en particular aplicaremos nuestros resultados a una aproximacion del sistema

Sol-Mercurio.



Capitulo 3
Problema de Campo

Central en Relatividad

General

En el capitulo anterior estndiamos algunos conceptos de Relatividad para encontrar, al igual
que en la Mecanica Clasica, constantes de movimiento: la energia mecanica total y el momen-
to lineal. Hicimos lo anterior para espaciotiempos planos, pero la manera de encontrar estas
constantes de movimiento nos servira para buscar constantes similares, ahora en espaciotiempos
curvos. Como mencionamos en el capitulo anterior, debemaos aplicar la métrica para espacio-
tiempos curvos generados por un centro atractor. A continuacién empezamos por describir esta

métrica.

3.1. Meétrica de Schwarzschild

ecordemos que en el capitulo anterior presentamos la métrica en coordenadas car-
tesianas para espaciotiempos planos dada por la ecuacién 2.2, ya que en coordenadas

esféricas estd dada por

d7? = dt? — (dr® + r*dé? + r? sen? 6de?)

Como ya mencionamos para obtener la métrica que describa el movimiento en espaciotiempos
curvos, es necesario resolver la ecuacién de Einstein. En nuestro caso nos concentraremos en des-
cribir aguellos espaciotiempos curvoes generados por una masa sin carga, sin girar y esféricamente

simétrica, en tal situacién la solucion a la ecuacién de Einstein provee la siguiente métrica[6}:

M 2
dr? = (1 - ?——) dt” — o — 72d6?% — r? sen? fd?

. 2M
T

Justificaremos mds adelante que, con esta eleccién, de igual manera se conserva la energia me-

canica total y el momento angular por lo que, como lo hicimos en el estudio clasico, podemos

32
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escoger el plano 6 = 7/2 y la métrica queda

2M 2 dr? 2, 9
2 S —— 3.1
dir= = (1 )dt ( 2M) @ ( )

Recordemos que r es ahora la circunferencia reducida, t es llamado el tiempo del observador
lejano y rdy es la distancia medida tangencialmente a lo largo de cascarones concéntricos a la
masa atractora. Para distancias muy lejanas al centro de atraccién la métrica se reduce a la
forma de medir los espaciotiempos planos. Los términos que aparecen en dt y dr son el factor
de curvatura, observemos que éstos sélo dependen de la circunferencia reducida, no del dngulo
w. Para el caso en que 7 toma el valor 2M el término que contiene a di¢ se anula y observemos
que se indefine la parte radial. Por otra parte si 7 < 2M cambia el signo de la métrica en los
términos que contienen al factor de curvatura intercambiando los sectores como el espacio y
como el tiempo es esta region (r < 2M). Notemos que r = 2M sirve de horizonte para dividir
el espaciotiempo en dos regiones, una exterior (r > 2M) donde la métrica se comporta de la
manera que hemos estudiado en la relatividad especial y una interior (r < 2M) en donde el
comportamiento no corresponde a la experiencia cotidiana. Regresaremos a esta discusién una
vez que hayamos discutido mas propiedades de la métrica, en la seccién 3.4.

Calcularemos el tiempo propio de dos flachazos de luz, para eso considermos una varilla rigida
que mide la distancia radial entre dos cascarones, en donde en cada extremo se emite un flachazo
de luz al mismo tiempo, dt = 0, y en donde los 2 pulsos ocurren en igual coordenada azimutal,
de = 0. Entonces al tiempo propio le llamaremos ahora distancia propia al sobrevivir sélo la

parte que contiene dr, la métrica queda:

dr
W

T

drspen = d7 = (3.2)

Aqui dr es la diferencia entre los dos cascarones dadas por la circunferencia reducida, mientras
que drspey es la distancia medida directamente entre los cascarones por algin instrumento que
apunte en la direccion radial.

Ahora pondremos un ejemplo para analizar el término de la métrica (3.1) que contiene d¢?, en
donde también se encuentra el factor de curvatura. Pensemos en un reloj anclado en un cascaron
de radio r. Escojemos dos eventos tales que se emite un pulso de luz por el reloj separados por un
intervalo de tiempo dr, medidos por el reloj. Entre estos dos eventos del reloj los términos que
contienen a dr y de en la métrica son cero, pues recordemos que estd anclado a la superficie de

un cascardén particular, llamemos dte al tiempo entre cada evento, medido por el observador
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que acompaia al reloj, asi la métrica queda
aM 2
dr = dpenn = (l - —r—) dt

donde di corresponde al lapso de tiempo lejano y digpen < df, lo cual es congruente con el
corrimiento al rojo gravitacional, la relacién de distintos observadores es similar al caso del
espaciotiempo plano, donde colocamos un arreglo cibico de relojes sincronizados, ahora en es-
pacios curvos, no podemos poner ese arreglo ya que se veria afectado por el centro de atraccién

gravitacional, de ahi la necesidad de poner cascarones esféricos para observar los eventos.
3.2. Energia en la Geometria de Schwarzschild

ara calcular la energia en esta geometria es necessario usar el principio de extrema

envejecimiento, solo que ahora asumimos que el espaciotiempo es curvo, debido a la

presencia de un objeto masivo, central. En este caso la particula escoge la linea mas recta posible

que corresponde ahora a una geodésica. Consideremos una particula que cae radialmente un
centro de atraccién gravitacional descrito por la métrica de Schwarzschild.

Pensemos en una particula cayendo radialmente hacia el centro de atraccion, en este caso
tendra siempre la misma coordenada azimutal por lo que dyg = 0. Consideremos que, al caer, la
particula emite tres pulsos de luz, donde el inicial, =0, y el final, en £ = T, son fijos.

En el siguiente anilisis examinaremos el tiempo propio de los segmentos A y B usando la
métrica de Schwarzschild. El primer pulso de luz ocurre a un tiempo ¢ = 0 y el dltimo a un
tiempo T', dejando el segundo pulso a un tiempo ¢ arbitrario. Vamos a considerar variaciones en
la linea mundo al variar sélo el tiempo por lo que podemos escribir la métrica de la siguiente
manera:

2M
dr? = (l - T) dt® + f(r)

Procedemos a calcular el tiempo propio total de la particula
dr =dra +d7g

por lo que primero calcularemos por separado los segmentos A v B usando el principio de extremo

envejecimiento.

Sedr = 8y(dra + drg) = 0 (3.3)
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Figura 3.1: Simulacién de la caida radial de una particula hacia el centro atractor, la cual emite
tres pulsos de luz a diferentes tiempos. El inicial y el final son fijos, mientras que el segundo
es emitido a un tiempo arbitrario ¢, corresondiente a diferentes caminos posibles. La particula

siempre tendra la misma. coordenada azimutal

calculamos el tiempo propio del segmento A y su variacién en el tiempo. El tiempo propio del

segmento A estd dado de la siguiente manera

Donde hay que tener en cuenta que usamos la notacién dt = (¢ — 0), ya que los pulsos ocurren a
intervalos infinitesimalmente pequefios de tiempo y separados por distancias pequefias. Por esta
tiltima razén hemos escrito r4 para la coordenada radial durante el segmento A, por considerarlo

como el radio promedio del segmento.

5thA =

2M

( - H) dt oMY\ t
2\ s o2\ Ta) I

[(1 - H) di2 + f(r)}

Guardemos este calculo por un momento y procedemos a calcular el tiempo propio del segmento

By de igual manera su variacién en el tiempo. El tiempo propio del segmento B esta dado de la

y 1/2
(1 - E{) dt? + f(r)]

B

siguiente manera:

drg =
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Donde ahora para el segmento B tendremos que dt = (T = )

at,dTB =

- o B =5
(1-2) e+ s0] ™ (%)

Sustituimos ahora dyd7y ¥ §id7g en la ecuacién 3.3 tenemos
(1_Eﬂ)_':.,_ (1_ E‘E) =t _,
Ta rE drg

Llamaremos también t = dtq y (T —t) = dip

EM) di 4 ( EM) dig
l-— | —=|1-—]—
TAa ., dra re J drgm

En la expresion anterior del lado izquierdo depende solo de los parametros del primer segmento,
A; mientras que la del lado derecho depende solo de los parametros del segmento, B. Esta
ecuacién indica una cantidad que no cambia de un segmento a otro. El valor de la constante
es independiente de cudl segmento escojamos. Hemos encontradoe una constante de movimiento
que es la misma para todos los segmentos. De la misma manera que en relatividad especial le
llamaremos a esa constante Energia mecanica, sélo que ahora tendra un factor de curvatura.

E=E=(1_?ﬂ)§£
dr

m r
Analizando un poco la ecuacién anterior observemos que cuando r — oo recuperamos la expresion
para la energia en relatividad especial, E = dt/dr. Esta es la energia mecéanica total de una
particula que se mueve alrededor del centro de atraccién gravitacional, esféericamente simétrico,
sin girar y sin carga.

Encontramos que el factor F es una constante de movimiento, supongamos ahora que se deja
caer desde el infinito a una particula que se encuentra inicialinente en reposo, entonces su energia

mecanica total es E = 1 y como es una constante de movimiento entonces podemos escribir

E=(1_%)ﬂ1=1
dr

-
Elevamos al cuadrado la ecuacién anterior y multiplicamos ambos lados por dr?

M2
(1 - 2—-) dt? = d+?

=
Identificamos el lade derecho con la métrica de Schwarzschild dada por la ecuacién 3.1, no hay

que olvidar que estamos suponiendo caida radial entonces dg = 0.

2M 2 2 E.M 0 de
r
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Dividimos todo por dt? y resolveremos para f}}

dr (1 QM) (g@)“z
dt r r

Escogemos el signo negativo para indicar que la particula esta cayendo hacia el centro atractor.
Esta es la velocidad del observador lejano dada en términos de la circunferencia reducida y el
tiempo del observador lejane, cuando r = 2M la velocidad es cero, esto es que el observador
lejano ve que la particula nunca cruza el horizonte.

Ahora analizaremos como es la velocidad vista por un observador que se encuentra a una
distancia r del centro del atractor, es decir en un cascardn esférico (imaginario), recordemos

como es la distancia y el tiempo en éste:

~1/2
drshen = (1 = z—ﬁ—f) dr

r

M
dispen = (1—'?—“) dit

P
Con estas dog ecuaciones obtenemaos la velocidad del observador en el cascarén:

drsh-eﬁ = (1 = grﬂ)—lflz El_i
dishent = 1&)”3 dt

Observemos que - es la velocidad del observador lejano calculada anteriormente por lo que la

sustituimos en la ecuacion anterior,

d?"shc!l { __.?_L__} (Eﬁ{r)lfﬁ—_(gﬂi)lf?
A7 =

dfshcfl {1 — "'—} T

Cuando el ohservador estd parado en un cascarén esférico donde r = 2M, observa que la velocidad

Yghell =

de la particula es igual a la velocidad de la luz, lo que concuerda con el corrimieto al rojo
gravitacional, mientras que el observador lejano percibe que la particula nunca llega al horizonte,
el observador del cascarén no solo ve que llega, sino que pasa a una velocidad igual a la de la
luz. Encontraremos ahora la energia en el cascarén usando la ecuacién 2.11 encontrada con la

relatividad especial y susituyendo en ella vg.q.

B 1 1
shell = 172 = 172
(1 B T"'.Ehc!.i) ) (1 ¥ %“}

Esta energia es una cantidad local medida por el observador en el cascarén, no es una constante
de movimiento, usamos relatividad especial porque en el instante que pasa la particula por el
cascaron su sistema de referencia es inercial, en donde incluye a la energfa en reposo y la energia

cinética.
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3.3. Conservaciéon del Momento Angular en Relatividad General

uando estudiamos a la energia ¥ al momento lineal en relatividad especial, encon-

tramos que estas cantidades fisicas son constantes de movimiento. Por su parte, en el

capitulo 1, encontramos que en presencia de un campo gravitacional, la energia mecanica total

v el momento angular se conservan; ahora esperamos que suceda algo similar en Relatividad
General.

Para analizar el momento angular consideremos el siguiente ejemplo: Una particula se mueve
alrededor de un centro atractor, el cual emite tres pulsos de luz, tales que el pulso 1 y 3 son fijos,
mientras permitimos que el pulso 2 pueda variar. Para caleular las coordenadas con las que ocurre
el siguiente pulso sabemos que éste se debe emitir a un tiempo que el total entre los dos pulsos
fijos serd extremo, Calcularemos el tiempo propio partiendo de la métrica de Schwarzschild, pero

hay que tener en cuenta que la particula estd girando por lo que la variable ¢ estd cambiando.

t |

Figura 3.2: En esta figura estamos considerando a una particula que se mueve alrededor del centro
atractor, esto implica no hay cambios en la direccién radial, por lo que la variable cambiante es
la azimutal, Esta particula emite tres pulsos de luz donde el inicial y el final son fijos, el segundo

se emite arbitrariamente a una

dr = [-r%d¢? + f(r,8)]"?

Calcularemos el tiempo propio del segmento A y su variacion con respecto a la variable ¢ (dode
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usamos dpg = © —0)

[—ridcpz + f(r,t)] A2

1 -1/2
bpdra = 3 [-rAdel+ /()] Y2 (—2r%dya)

dra

2
_radea (3.4)

bpdry = ar

Calcularemos lo misme ahora para el tiempo propio para el semento B (con dgg = ¢ — )

drg = [-rhded + f(r0)]"?
1 3
Spdrg = = [—rhdel+ f(r,0] 7 (2rhdes)

2
redys
§.d = o BEE 3.5
ldTH drg ( }
Aplicando de nuevo el principio de extremo envejecimiento sobre el tiempo propio total para la
particula:

Gpdr = 6 (dra + drg) =0
Sustituimos en la ecuacion anterior las ecuaciones 3.4 v 3.5 para obtener:

ridea  rhdes

dra drg

El lado derecho depende solo del segmento A, el lado izquierds depende solo del semento B
entonces podemos generalizar ya que no depende del segmento que escojamos, simpre serd igual
a una constante. Igual que en mecanica clasica, excepto por el tiempo propio dr que aparece en

el denominador nombramos a esta cantidad constante "momento angular”

el
hz_f, —
1 g cle
L= { - rzc—if
m dr

Esta es una nueva forma de medir el momento angular en donde dr no es el tiempo universal de
Newton. Notemos que el momento angular constante, no implica que su velocidad sea constanste

va que ésta depende explicitamente de la coordenada r,

dp _L (3.6)

Notemos que estas constantes de movimiento estan ligadas a la métrica. Si en la métrica variamos

@ ésta permanece constante, lo cual esta ligado a una constante de movimiento que lamamos
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momento angular; podemos escribir las primeras dos ecuaciones que describen al movimiento

cComo:
dt = — s @37
de = %d?‘ {3.8)
T

Y obtenemos la tercera de la métrica de Schwarzschild, sustituyendo en ella las dos ecuaciones

drz:i:{EE— (1—2%) (1+f—:=)}uzd'r (3.9)

3.4. Potencial Efectivo en el Espaciotiempo de Schwarzschild

anteriores.

1 igual que en mecdnica clsica, el potencial efectivo relativista es construido con
la ayuda de las constantes de movimiento. En este caso partimos de la métrica de
Schwarzschild y sustituyendo los valores para dt y di de las constantes de movimiento 3.7 y 3.8:

2M E? dr? I?
2 - = L = 9
= (1 r ) (1= ayjzd" 12 " & dr

Despejamos el término con la dependencia en r y reacomodamos para escribir

dr\® 2M L
) =20 el

Recordando la expresién de la mecénica clasica cuando obtuvimos el potencial efectivo, po-
demos observar que lo definimos como el término que es restado a la energia. En este caso hemos
llegado a una expresion cuadratica, por lo que nuestro potencial efective estard al cuadrado, El
argumento anterior nos permite escribir al potencial efectivo relativista como:

; 2 :
- (’”""’ ) . (1 . 2_“1) [1 e (3.10)

m r

Esta funcién depende sélo de la coordenada r, es decir, de la circunferencia reducida. Observemos
que cuando r tiende a valores muy grandes el potencial es igual a la energia en reposo, m, que
es el caso donde el espaciotiempo es plane y donde se aplica relatividad especial.

Cuando graficamos el potencial efectivo clasico, una parte de él es negativo, ahora para
poder comparalo con el relativista debemos subir en una unidad al potencial efectivo clasico,

anadiendo el término de energia de reposo. Observemos en la grifica 3.3, que en el potencial
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Figura 3.3: En esta grifica comparamos el potencial relativista con el clasico en donde la diferencia

mas notable es la existencia de un méximo en el potencial relativista.

efectivo relativista existen dos puntos criticos, maximo y minimo. Como antes, en el minimo se
encnentra una orbita circular estable; en el maximo tenemos una orbita circular inestable. La
existencia de este méximo define valores de energia tales que, si una particula se encuentra con
energia mayor, su Orbita ya no tendrd un punto de retorno, que en el caso clasico llamamos 7y,
Los objetos con estas energias caeran directamente hacia el centro de atraccién gravitacional.

Recordando gue, desde el inicio de este capitulo, hemos limitado nuestra discusion al estudio
del espaciotiempo alrededor de objetos esféricamente simétricos, las propiedades que acabamos
de mencionar para el potencial nos permiten estar en condiciones de discutir ¢l horizonte de
eventos mencionado en la seccion 3.1.

Nos preguntamos ahora por el destino de particulas que llegan a ocupar radios menores
al horizonte: ;Cial serd su destino? Para empezar a contestar esta pregunta empecemos por
calcular la velocidad de escape de un ohjeto de masa m, a una distancia r del centro de atraccion

gravitacional de masa M. La solucion clasica a este problema, usando el potencial en unidades
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geomeétricas,
Vir)=—-—

se basa en imponer la condicién de que el objeto llegue a una distancia muy lejana del cen-
tro atractor y permanezca ahi en reposo. El problema se resuelve reconociendo que su energia

mecianica total es

E=U=Ev?’—£
2 T

por lo que la velocidad para que el objeto pueda salir del centro de atraccién gravitacional es de

ap\ /2
v= ()
T

Esta ecuacion es correcta también para la relatividad general, solo que como ya calculamos, aqui

la signiente manera

la velocidad es interpetada como la velocidad de un objeto cayendo medida por un observador del
cascaron. Cuando nos encontramos a una distancia r = 2M la velocidad de escape es vese = 1,
lo cual quiere decir que s6lo la luz podrd salir a esa distancia, misma que habiamos llamado
horizonte, porizonte = 2M. Una vez cruzando el horizonte, para r < 2M, ni la luz podra escapar.

En nuestro estudio del campo gravitacional, hemos llegado a la conclusién de que los centros
de atraccion gravitacional curvan el espacio. A una distancia r = 2M de este centro se encuentra
el horizonte, una vez cruzandolo va nada puede salir, incluso la luz ya no puede escapar. Cuando
el horizonte se encuentra dentro de la superficie del objeto masivo, entonces tenemos una estrella
como el Sol, si pudieramos comprimir la masa del atractor gravitacional a un volumen menor
que su horizonte entonces éste no podria emitir luz y nos encontrariamos con un “agujero negro”.
La realidad fisica de estos objetos se ha podido demostrar indirectamente, lo cual se considera
una corroboracién de la Relatividad General. [9]

Por el momento calculemos los puntos criticos,r,, de la ecuacion 3.10 de la manera tradicional,

donde €] lado derecho de la ecuacién es una funcién que depende solo de r, llamémosle f{r):
ivrﬂ o f{fj

derivamos la ecuacién anterior y nos preguntamos cuando la derivada es igual a cero para obtener

los puntos criticos:

d:v? - f;{?‘} -
de |, — 2w

Para saber cuando la ecuacién anterior es igual a cero, basta con saber que el potencial

V' # 0 para toda r # 2M, puesto que este es el valor minimo que consideraremos para r,
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entonces 'V’ > 0 en la regién de interes, por lo que basta con encontrar, r., tal que f'(r.) =0
Fre) = 25 [r2 ~ DPre+-317]
<

Para que esta derivada sea cero solo basta que, lo que estd entre corchetes sea cero, resolvemos
para r.

12— LPro+3L2 =0 (3.11)

2 12M2
r¢=§%4,¢[11:1/1-—L—:r-' (3.12)

Analizando el término que contiene la raiz, éste debe ser mayor que cero para tener soluciones

y obtenemos

reales entonces para que eso suceda se debe cumplir que
B s 12M*

Este limite lo discutiremos mas adelante.
Para demostrar la caracteristica de méximo o minimo de los puntos criticos, r,, aplicaremos

la condicion de la segunda derivada. Recordemos que si:

d2v >0 es minimo

dr2

e < {1 esmaximo

Calculamos la derivada necesaria de manera implicita
d*v _d (fr)
dr? | T odr \ 2V

f(r)
o' i
la condicién para punto critico garantiza que el segundo término de esta expresion se anule:

) V"
(Wﬁ dr )

ahora bien, como el potencial valuado en ambos puntos criticos es positivo, tenemos que la

Te

ooty

2?V72 dr

Fe

=0

Ta

condicién para maximo o minimo se puede reescribir asegurando que si

>0 r.es minimo
f‘;(rc) =

<0 r;es maximo
Ahora bien, calculando la segunda derivada encontramos:

1 sM 2 3 Te 2 2M 12
el =——|rs = L°"—+3L Al STl
Filre == [t - L3y 32 + ™ [2“: M
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el primer término de esta expresién se anula ya que corresponde a la condicion para el punto

critico, contemplada en la ecuacién 3.11, asi que podemos escribir:
2
7 =2 [ore- 3]
por tltimo el signo de la segunda derivada proviene directamente del término entre corchetes, de
tal manera que la condicién para miximo o minimo se convierte en:
re > % si 1. es minimo

7 :
Te < 4%  sir, es maximo

Por lo tanto, la solucién con el signo positivo

corresponde al minimo del potencial, mientras que la solucién con signo negativo

. _ L 1_12M2
= aM L2

corresponde al méximo del potencial.

Regresamos al resultado obtenido para la cota del momento angular:
L> vizM

Si consideramos a los puntos criticos como funciones de L y evaluamos en este valor del momento
angular, maximo y minimo coinciden r._ = r._ = 6M.

Para el minimo del potencial, r., , que corresponde a la érbita circular estable, este es el valor
mas pequenio que puede tener; ya que, si consideramos el limite de momento angular muy grande,
entonces la 6rbita circular estable més alejada al centre atractor corresponde al resultado clasico
¥ no estd acotada:

Te, = 6M Ll—'ﬂf“’* =19

Como ya vimos la 6rbita circular inestable (correspondiente al méximo del potencial) esta
limitada por el valor més pequefio que puede tomar el momento angular y ahi la 6rbita es de
radio 6. Ahora bien, analizando el mismo limite que en el caso anterior (momento angular
muy grande), encontramos que el valor més pequefio que puede tomar la orbita inestable es
re. = 3M. Notemos que este valor es mayor a 2M, que es el horizonte, lo cunal quiere decir que

siempre tendremos Grbitas inestables sin importar que tan grande sea el momento angular. Es
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importante remarcar que la existencia de la 6rbita inestable en el potencial gravitacional no esta
predicha por la mecénica clasica.

En la Figura 3.4 hemos graficado el potencial efectivo relativista para tres valores diferentes
de momento angular, empezando por el valor mis pequeno gue puede tomar esta variable. Ahi

podemos apreciar el comportamiento de v._ y 1., como funciones del momento angular.

14 T T T T T T T ¥ p—— T T —— |
L=5% M !
L=4 M ——
L=+12 M
1.2 =
L
oy
1t ; 1
I
L i g 2} e —————
1 e _______-———"
h S ——
i
I
¥
1
I
- I
o8 [ |! i
1
" 4
i
M TS | T i 1 It i R | , R S ¢
a 10 20 0 40

Figura 3.4: Potenciales relativistas con diferentes valores del momento angular, donde el maximo

se encuentra en diferentes energfas, en estos potenciales, se encuentran todas las 6rbitas posibles

La aparicion de la orbita circular inestable, genera dos casos: 'V(r.) <1y 'V(r.) > 1.
Cuando el méximo del potencial se ecuentra por debajo de la energia de reposo ("V(r.)’ < 1),

como mostramos en la Figura 3.5, las orbitas posibles para un objeto en drbita alrededor de un
centro atractor son:
= S5i la particula tiene una energia, E = E,, que corresponde al minimo del potencial,

tendremos una orbita circular estable.

= Ahora si tenemos una energia mayor que la energia minima, pero menor que la energia

correspondiente al maximo del potencial (Epar), Fmin < E < Epar. tendremos orbitas

ligadas, haciendo una analogia con el potencial clasico, supondremos que la particula tie-
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ne una trayectoria eliptica. Mas adelante podremos obtener una aproximacion para esta

trayectoria.
= En el maximo del potencial se encuentra una orbita inestable con energia, E = Eqar.

= Para todas las particulas que tengan una energia mayor que el méximo de potencial, E >
Ernar, la travectoria de éstas, no tendrin punto de retorno y caerdn directamente hacia el

horizonte.

Notemos que para este caso del potencial efectivo, 'V (r.)" < 1, no existen orbitas abiertas
q

. B
088 =T F & =i b R
g J
i E-E o
Horizonte o TR
L
086 EeB - ——- 5
r._l
D = e e e e e e e
092 r .
LS ,.‘._’ S = 2=
0e AT SR CRy [N ¥ Sy oy (| | ) (O | | PO
o 0 20 0 40

Figura 3.5: Potenciales efectivo relativista, tal que el méximo se encuentra en 'V(r.)' <1

. hemos graficado también distintos valores de energia.

Analicemos ahora el caso, cuando el maximo del potencial se encuentra por arriba de la
energia en reposo, 'V (r.) > 1, tal como se muestra en la Figura 3.6. En este caso las trayectorias

tle un objeto en drbita alrededor del centro de atraceién son:

= Al igual que antes, las particulas que tengan una energia, E = E,,, tendran una trayec-

toria circular estable.
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s Para el caso en el cual las particulas tienen una energia que se encuentran entre, E, <
E < 1, las trayectorias son ligadas y se encuentran acotadas por dos puntos de retorno,
por analogia con la solucién clisica, estas 6rbitas corresponden a trayectorias elipticas con

sus correspondientes radios rperi ¥ Tapo-

= Para particulas que tengan una energia, 1 < E < E,,,,, aparecen de nuevo 6rbitas abiertas.
Haciendo una analogia con el potencial clasico, llamaremos parabélica a la trayectoria con

E =1, mientras que lamaremos hiperbalicas a las trayectorias con 1 < F < B

s Como es de esperarse, la particula con una energia, £ = En,., e encuentra en una orbita

circular inestable.

= También tenemos la region en donde las particulas tienen energias gue se encuentran por
encima del miximo, £ > E,,.. todas caen directamente hacia el horizonte sin tener un

punto de retorno.

W.E
1.4 - - - ; - - ———— - ——
: myr ELE‘
"Horizonte" E=Ey E=E;
BoBo. —-- EeB ‘
]
13 - = - - ]
L] T
B e e e e e e i e T
12 N
1. 5
1 =
.
ng i L i 1 M i i | iy i ]
L] 20 40 B0

Figura 3.6: Potencial relativista con energias, tal que, existen todas las orbitas posibles.



3.5. Aproximacién a la 6rbita de Mercurio. 48

3.5. Aproximaciéon a la 6rbita de Mercurio.

omo ya mencionamos, los planetas giran alrededor del Sol en travectorias elipticas.

Para la descripcion con relatividad general de estas drbitas es necesario que los planetas

se encuentren con un valor de energia entre En, < E < 1, en el potencial gravitacional generado

por el Sol. En particular esperamos que, al resolver con las correcciones estudiadas en este
capitulo, podamos predecir el avance del perihelio de Mereurio.

Procedemos a resolver las ecuaciones 3.6 y 3.9 para encontrar, de nuevo como en el caso

clasico, el cambio de  en funcién de ¢ de tal manera que:

L
F)

(dr)g_Ez_{ -2 (14 4)

%) = (3.13)

Como antes, hacemos el cambio de variable u = 1

r

du 2 E—1+2fl-’fﬂ- 3 ‘_ q
(Er.‘_:l) —-———12——-‘?1. + 2Mw

Consideramos orbitas cercanas a la érbita circular clasica 4 = ug = ;1‘; = fin v nos preguntamos
por pequenas desviaciones a esta érbita, y = u — ug, tenemos entonces:

dy \ 2 M 2
(ﬁ) = A2 4y ('ET — 2uq + ﬁMuE,) +y*(~1 + 6Mug) + 2My* (3.14)

con Af = E=li2Mug _ 42 4 oppd
Ahora si analizamos el término —1 + 6Mug. Como ug = M/L? entonces 6Mup = 6M/L?,
ademas, de manera independiente, encontramos que L? > 12M? por lo que S < 1 y entonces

este término es negativo por lo que podemos definir:
k* = (1 = 6Mug)

si despreciamos términos ciibicos en y (y << 1) en la ecuacion 3.14, podemos hacer de nuevo un

cambio de variable = = ky, para obtener:

1 fdx\? 2 (M
E(E@) =ﬁf+E(E§—uﬂ+3ﬂfhﬁ)m-mz

hacemos xp = §(M/L? —ug+3Mu2), completamos el trinomio cuadrado perfecto v factorizamos

la ecuacioén, para tener:

1/d
E(E&) =Af-—{:ﬂ—ﬂ:u}2+ﬂ$3
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1 fdz 2
o] el WESSE e SR
k (dw) :

con A% = E=L2Mua _ 42 4 9Mu + 22 y resolviendo proponiendo como solucién a

cambiamos ahoraa z =3 — @

z = Acos[k(p — )]

Donde g es una constante arbitraria, definida por las condiciones iniciales.

Regresandonos a la variable original u tenemos:

2\ A osllie— o)

UEMTE TR

El hecho de que aparecid la constante 3¢ significa que la solucién oscila alrededor de uf, = up + 52

¥ 1O en y4g como suponiamos entonces:

=g+ 5 coulhl = o)l = g 1+ 7 conlk( — )|
Si definimos una excentricidad e = %, entonces las soluciones son:
u = ug [1 + ecos{k(p — wo)])
y regresandonos a la variable r

= o
1 + ecos[k(e — o))

Reconocemos la ecuacion anterior como secciones conicas, s6lo que en un ciclo de 27 para

(3.15)

T no regresa al mismo punto. Con esto vemos, incluso en la aproximacién de érbitas cercanas a
la circular estable, tal como es el ejemplo del avance del perihelio de mercurio.
Si, en particular nos preguntamos por el incremento angular necesario para empezar en el

perhielio y regresar a él, entonces el cambio en i, es decir el periodo de una 6rhita completa, es:

g, =12
ﬂw:%: ﬂ(l—E&)

-1/2
Consideremos que la drbita de Mercurio es casi circular v haciendo un desarrollo de (1 - ﬁﬁi)

quedandonos con la aproximacién a primer orden, tenemos:

Ay ~ 21 (1 +3_?;) =27 + Apae
Donde 2m es la 6rbita podemos aproximar el avance del perihelio entre una 6rbita v la siguiente
por;
By &HME

bil
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En esta expresion el avance del perihelio se reporta en radianes por érbita, sin embargo, en la
literatura encontramos esta cantidad medida en segundos de arco por siglo. Considerando que
Mercurio tarda .241 afios terrestres en dar una vuelta al Sol, podemos escribir la ecuacion para

el avance del perihelio (o el afelio) de este planeta de la siguiente manera:

MZ "

Apyy = 16132?3{]{}8.3?%

Calcularemos el mometo angular de la manera clsica, por lo que tomaremos rpe; = 46 108km

y su velocidad en ese punto vmq. = 58,9852 (8]:
L =2713.2 x m“k—"’:j
cambiamos las unidades del momento angular a masas solares de tal manera que”:
L = 6124.9M

Asi avance del perihelio de Mercurio es:

MZ  43.004"

Apay = 161 } = —
SRR 3[6124.9M@]2 siglo

Cabe destacar que para este calculo consideramos s6lo la interacei6n entre Mercurio-Sol y que
hicimos la aproximacién de Grbita cireular para Mercurio.

A pesar de las aproximaciones hechas en este trabajo, nuestro resultade se encuentra dentro
del error para las mediciones del avance del perihelio que consultamos. Por ejemplo, en la refe-
rencia [5], el valor es Ay, = 43.11 + 0.45 segundos de arco por siglo. Para la referencia [7], la
mas antigua que consultamos, el valor reportado es Aw,, = 43.03 + 8.847, de nuevo en segundos

de arco por siglo.

r@fs =

"1Mp=1.47Tkm, c= 2.99792458 x 10°%km/s



| Conclusiones

n este trabajo estudiamos el problema de campo central generado por un objeto

de masa M con la teoria clasica y la teoria relativista, para hacer un analisis de las

orbitas de particulas de masa m en estos potenciales. Reconocemos en este problema que hay
tres grados de libertad para la descripcién del movimiento, por lo que introdujimos coordenadas
esféricas para aprovechar la simetria del problema. Nuestro estudio nos llevé a establecer las
dos constantes de movimiento, energia mecénica total, & y momento angular %), que aparecen
debido a la naturaleza del campo central (mismo que sélo afecta la direccién radial). Para la
descripcion de las ¢rbitas escogemos a la cooredenada radial 7 y al desplazamiento angular ®.

Encontramos que las ecuaciones para describir al movimiento son:

2
L = — — T‘Q(P
m
& 1 I? M
Be = 2~ =7
m 2" i 2r2  r
Fue de gran utilidad definir el siguiente potencial efectivo clasico:
= L_2 e E
2r2 ¢

ya que éste nos permitio estudiar las distintas érbitas permitidas para diferentes niveles de ener-
gla. Una carcteristica importante del potencial es la existencia de un minimo para el radio en
g = %’fg Este minimo define las energfas donde es permitido el movimiento y la forma particular
de las orbitas para diferentes energias. En el problema clasico, encontramos que una particu-
la orbita alrededor de un cuerpo masivo y puede moverse en trayectorias circulares, elipticas,
parabélicas e hiperbélicas cerradas y regulares, definidas por la ecuacion:

A0
T =
1+ ecos(yp — o)

i 2 ; ;
con excentricidad, €2 = 1 + 2%5’— =1- E% Observemos que las trayectorias cerradas de esta

solucién tienen periodo Ay = 27.

Revisamos el caso particular de Mercurio, en el cual la 6rbita presenta precesién, un fenémeno
que no puede ser descrito completamente por el tratamiento clasico v para ello fue necesario

estudiar algunos conceptos de relatividad para describir mejor el movimiento.

51
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Recordemos que la mecdnica relativista exige que tengamos més cuidado con los sistemas
de referencia y que especifiquemos por quien son medidas las variables que describen nuestro
problema. Para el estudio de este trabajo fue necesario introducir el concepto de tiempo propio, 7,
que es el tiempo medido por un observado cuando los eventos ocurren en el mismo lugar. También
fue necesario introducir la circunferencia reducida, r, que corresponde al radio equivalente de una
circunferencia dada alrededor del centro atractor. De nuevo el movimiento angular se describié
usando la coordenada . Debemos recalcar que r, ¢ v 1, en el contexto relativista son medidas
por un observador lejano al centro atractor.

El estudio de la relatividad general nos lleva a sustituir la fuerza gravitacional por curvatura,
la cual se describe mediante la métrica del espaciotiempo. Como en este trabajo nos interesaba
estudiar el movimiento de planetas alrededor del Sol (en particular Mercurio), escogimos como
métrica aquella que es vilida para un objeto esféricamente simétrico sin carga y sin girar, la
métrica de Schwarzschild:

2
dr? = (1 - 2—1{‘-{) e — 7 fi_rgy_ - r?de,aﬂ —re &cn?ﬂd-:pz

Con esta métrica encontramos de nuevo dos constantes de movimiento v pudimos establecer el

plano X — Y como el plano de la érbita.

Aplicando las mismas técnicas que en el caso clasico obtuvimos las ecuaciones para describir

el movimienta:

_ adp
L—rdT

E = (1—2—‘“2:)-‘:E

e s L o
dr? . 2M 2
&) - #-(0-2) (%)

En el caso relativista también fue posible eserbir un potencial efectivo:

2
’V’“ = (1 — 2—‘“{) l'l <= E‘f]
T r

En éste, resalta la aparicion del primer término, al que definimos como factor de curvatura y es

I

nesesario porque nos dice como el objeto masivo curva al espacio. Pudimos graficar los potenciales

efectivos cldsico y relativista para compararlos. Esto lo logramos una vez que anadimos el término
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de masa en reposo al potencial clisico. En la sigiente figura reproducimos esta grafica y podemos
resaltar de inmediato la existencia de un méaximo para el caso relativista.

Como antes existen drbitas circulares en el minimo, orbitas ligadas y orbitas abiertas. La
presencia del maximo en el potencial predice una érbita circular inestable, ésta no existe en el
caso clasico. Ademas, en el potencial efectivo cldsico las orbitas son abiertas para particulas con
energia, £ > Ey, en el potencail efectivo relativista todas las particulas que tengan una energia,
E > Eyaz, caen hacia el horizonte.

En la regitn donde es posible encontrar érbitas cerradas y particularmente para casos sercanos
al minimo, pudimos encontrar una ecuacion que describe la trayectoria en el caso relativista:

N The cos{k(i — o))

En la ecuacién anterior observamos que la drbita no regresa al mismo punto r, sino que tiene un
desplazamiento en ¢ de tal manera que el periodo es Ag = %_,5, este desplazamiento no existe en
el caso clasico. Con esta expresion aplicada a drbitas elipticas, pudimos calcular el corrimiento
en el perihelio.

Aplicamos nuestro resultado en particular, para el caso de la orbita de Mercurio y encontramos

gue el avance es de diﬁf, a pesar de las aproximaciones hechas en este trabajo, el resultado se

asemeja mucho a los observados [1][5]]6][7].
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