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Introducción 

CP n este trabajo calculamos el avance del perihelio de Mercurio usando Relatividad 

0General. 

En Mecánica Clásica aprendemos que si consideramos solamente la interacción entre un pla 

neta y el Sol, el tiempo necesario para una oscilación radial hacia adentro y hacia afuera en una 

órbita elíptica corresponde exactamente a un múltiplo entero de 21r. Es decir, las órbitas son ce 

rradas, por lo tanto el punto orbital más cercano al Sol, llamado perihelio, regresa al mismo lugar 

en cada órbita. En este trabajo comenzaremos por verificar la forma de las órbitas predichas por 

la Mecánica Clásica. 

En el caso particular de la órbita de Mercurio el perihelio no regresa al mismo lugar después 

de una órbita. El eje mayor de la elipse rota a una razón de 57411 cada siglo. En la Mecánica 

Clásica se le atribuyen 531" por el hecho de considerar la pertubación de los otros planetas. Esta 

discrepancia fue calculada por observaciones de LeVerrier de 1859[1]. 

En la Relatividad General, se explica a la gravedad con una curvatura del espaciotiempo. 

Particularmente el Sol hace que se curve el espacio y a medida que nos alejamos de él, esta 

curvatura va desapareciendo. Así, cuando nos encontremos muy cerca de una estrella más grande 

que el Sol, el espacio a su alrededor será cada vez más curvo, al grado de ser tan grande que al 

caer jamás podríamos salir. Tal es el caso de un agujero negro de donde ni la luz puede escapar. 

Cada objeto masivo establece un potencial que nos dice como serán las órbitas para diferentes 

energías Por eso, en este trabajo analizaremos primero al potencial en la Mécanica Clásica y 

después en Relatividad General para usarlo en la descripción de las órbitas alrededor de objetos 
masivos. 

Para describir el movimiento esperado en un campo central partiremos de las expresiones 

para las constantes de movimiento, lo cual nos permitirá definir un potencial efectivo y esta 

técnica se puede traducir de manera inmediata para el problema relativista. 

Con una aproximación sencilla podremos predecir el avance en el perihelio de Mercurio con 

una precisión suficiente como para justificar las observaciones de este fenómeno. 

En el capítulo 1 resolvemos el problema clásico y encontramos sus órbitas exactamente, 
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Introducción 2 

mientras que en el capítulo 2 desarrollamos los conceptos mínimos necesarios para construir 

nuestra solución relativista y por último, en el capítulo 3 presentamos la aproximación a la órbita 

y el cálculo del avance del perihelio, mismo que comparamos con algunos datos observados. 
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Capítulo 1 
Solución Clásica al 

Problema de Campo 

Central 

( Úa, descripción de la interacción entre dos cuerpos donde la fuerza que actúa sobre 

�ellos está en la línea más corta que los une y pasa por su centro se conoce como el 

problema de campo central. Ésto tiene como consecuencia que la fuerza tiene simetría esférica, 

es decir apunta en todas direcciones y depende sólo de la distancia al centro de fuerzas. 

En particular, estudiaremos la interacción responsable del movimiento de los cuerpos celestes: 

la fuerza gravitacional, 

(1.1) 

donde Ges la constante gravitacional, JI,,[ y m son las masas de los cuerpos que interactúan, res la 

distancia entre los cuerpos y f es el vector unitario en la dirección radial. Como la interacción sólo 

es en la dirección radial, conviene elegir coordenadas que aprovechen la simetría del problema, en 

este caso, coordenadas esféricas; las cuales definimos, en términos de las coordenadas cartesianas 

como: 

( 2 + 2) 1/2 0 = Are tan x 
22 

y , <p = Arctan'!!.. 
X 

(1.2) 

En estas coordenadas también es posible definir vectores unitarios en las distintas direcciones: f, 

0 y cj,; ésto lo haremos con precisión en la sección 1.2. 

Dos características importantes para describir los movimientos de una partícula bajo la in 

fluencia del campo central son la conservación de la energía y la conservación del momento 

angular. En las siguientes dos secciones, estudiamos brevemente estas cantidades dinámicas para 

poder describir el movimiento esperado. 
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1.1. Conservación de la Energía 

1.1. Conservación de la Energía 
4 

l Ouando en un sistema mecánico sólo actúan fuerzas conservativas la energía mecánica 

b total es una constante de movimiento; de lo contrario, por ejemplo en la presencia 

de fricción, se pierde esta constante de movimiento. Podemos asociar una función de energía 

potencial con cada fuerza conservativa. 

Para describir la energía cinética partiremos de las componentes, en en coordenadas carte 

sianas, de la ecuación de movimiento. Multiplicamos a cada lado por su velocidad respectiva y 

obtenemos: 

(1.3) 

como Vx, Vy y v, dependen de t podemos escribir en general la siguiente igualdad 
1 d 2 d2x; 
-m-v- = mv·-- 
2 dt ' ' dt2 

(1.4) Xi=X,y,z 

Ahora podemos sustituir la ecuación (1.4) en (1.3) y agrupar todo en una sola expresión: 

d 1 2 - 
dt(2mv) = F v 

En esta expresión reconocemos a la energía cinética, T = ½mv2. Si integramos desde un tiempo 

inicial, t1, hasta un tiempo posterior, t2 y reconociendo ar como función de t, por lo que vdt = df, 

podemos escribir 

J..,., T2 -T¡ = F' · df 
r, 

(1.5) 

A esta ecuación se le conoce como el "Teorema de 'Trabajo y la Energía", donde el lado derecho 

es el trabajo realizado por la partícula al viajar desde una posición, r1, hasta otra r2 y el lado 

izquierdo es el cambio de energía cinética. Esta expresión también describe el movimiento de un 

cuerpo. 

Si calculamos el trabajo hecho sobre una partícula por una fuerza F que es función sólo de la 

posición f = (x, fj, z) entonces el trabajo hecho cuando la partícula se mueve de un punto inicial 

r-1 a uno final r2 es dada por la integral de linea: 

1,., f. df 
r, 

Para calcular este trabajo ahora definimos la energía potencial "t'(x) como el trabajo hecho por 

una fuerza cuando la partícula va de un punto cualquiera, r, al origen del potencial, r,. 

1r, 1r "t'(f) = F(f) · df= - F(f) · df 
r r, 

(1.6) 



l. l. Conservación de la Energía 5 

Entonces de la ecuación anterior nos fijamos en el cambio de la energía potencial cuando la 

partícula se mueve de r a r + dr. 

d·r(r) =-f. dr (1.7) 

Desarrollando un poco el lado izquierdo de la ecuación, sabiendo que el potencial depende sola 

mente de la variable r = (x, y, z) 

( sr sr f)"f/) - d"f/(r) = (dx, dy, dz) · fJx, fJy, f)z = dr · v'"f/ 

Usando el resultado anterior en (1.7) tenemos 

dr· v'"f/ =-f. dr 

De tal manera que nos queda 

f = -v'"f/ (1.8) 

Ahora buscamos una condición en la cual el trabajo no dependa de la trayectoria. Recordemos 

que una de las propiedades de los vectores es que el producto cruz de un vector con sigo mismo 

siempre es cero de tal manera que: 

v' X F = -v' X v'"f/ = Ü 

La condición anterior es nesesaria y suficiente para la existencia de un potencial, donde el trabajo 

realizado por éste es independiente de la trayectoria. Esta condición se cumple para campo cen 

tral, entonces existe una constante de movimiento, la energía mecánica total, eff, que escribiremos 

en general para el movimiento de una párticula: 

(1.9) 

Podemos encontrar el potencial gravitacional directamemte de la fuerza. Para ello definimos: 

F(r) = -v'"f/(r) 

Al desarrollar el lado derecho tenemos que: 

F(r)f = - (f!!_·r(r) + �!!_"f/(r) + _±_!!_"f/(r)) 
fJr r 80 r sen 0 fJ<p 

Como el potencial sólo es función de r entonces las derivadas con respecto a 0 y <p desaparecen 

por lo que nos queda sólo la derivada del potencial con respecto a la distancia radial, hemos 

reducido a un problema en una sola dimensión: 

d 
F(r) = --'i'(r) 

dr 



1.2. Momento Angular 6 

Nos preguntamos por el trabajo necesario para traer una partícula desde el infinito hasta una 

distanciar 

r F(r')dr' = 1"" -;-r(r')dr' 
Joo r dr 

La fuerza corresponde a la atracción gravitacional, dada por la ecuación (1.1), tomamos el origen 

del potencial al infinito del centro actractor y obtenemos: 

F(r) = _ GMm 
r 

Éste es el potencial gravitacional clásico generado por una partícula central de masa M sobre 

un objeto de masa m. 

1.2. Momento Angular 

�4como existe una medida para la cantidad de movimiento en una línea recta y que 

�efinimos como momento lineal 

P=mv , (1.10) 

el momento angular se define como el análogo de momento lineal pero ahora el sistema está en 

rotación: La cantidad de movimiento que adquiere un cuerpo cuando está en rotación: 

� 
.!E=mfxv (1.ll) 

Recordemos que por la simetría de nuestro problema, conviene usar coordenadas esféricas, por 

lo que la velocidad depende de r, 0 y ip. Analicemos esta velocidad, empezando por el vector 

posición: 

f = xi + yj + zk = rf 

como los vectores unitarios en coordenadas esféricas estan dados por: 

f = sen 0 cos epi+ sen 0 sen epj + cos 0k 

() = cos 0 cos epi+ cos 0 sen epj - sen 0k 

rj, = - sen epi+ cos epj 

si escribimos la velocidad en estas coordenadas: 

_ df d ( ') dr , df v = - = - rr = -r + r- dt dt dt dt' (1.12) 



1.2. Momento Angular 

y usamos la definición de f, podemos calcular el segundo término de la ecuación 1.12: 

df d0( 0 ' 0 ' 0k ') ed<p( ' ') - = - cos cos <pi + cos sen <pJ - sen - sen - d - sen '{YI, + cos <pJ ili ili t 

7 

en esta ecuación identificamos a los vectores unitarios 0 y <p. Definiremos también la velocidad 

angular polar como 0 = �� y la velocidad angular azimutal: <p = %'f para poder escribir: 

df .. 
dt = 00 + sen 0,p<j> 

Así, el vector velocidad tiene una componente radial y dos angulares 

iJ = 
:: 

f + r00 + r sen 0,p<j> = Vrf + v00 + V,¡,<p (1.13) 

con esta forma de escribir la velocidad podemos calcular el momento angular por unidad de 

masa, sustituyendo en (1.11) 

(1.14) 

Como el cambio del momento angular corresponde a la torca 

d � - 
dt !é'=fxF 

si sustituimos la forma especifica de la fuerza para nuestro problema, encontramos que no exis 

te torca actuando sobre la partícula y el momento angular es constante. Esto significa que el 

movimiento de una partícula bajo la acción de una fuerza central está confinada a un plano y, 

sin pérdida de generalidad, podemos escoger el plano xy (0 = w/2). Así, de la ecuación (1.14) 
tenemos: 

rL> , 
.x 2-k - =r <p 
m 

Como esperabamos, el momento angular quedó como un vector perpendicular al plano de movi 

miento por lo que podemos considerar solo su magnitud en esta dirección. 

(1.15) 

Como el movimiento será en un plano entonces, sólo requerimos dos ecuaciones para describirlo. 

La primera de éstas es la conservación de momento angular, en su versión escrita en la ecuación 

(1.15) y la segunda, la conservación de la energía: 

1 s = 2mv2 + P-(r) 



1.3. Potencial Efectivo en la Mecánica Clásica 

Escribimos la magnitud de la velocidad en coordenadas esféricas 

v2 = ,;-2 + r2iJ2 + r2 sen 0cj, 

8 

Recordando nuestra elección para el plano de movimiento, la conservación de la energía se escribe 

o bien, usando la conservación del momento angular Z 

1 _z2 
,C = -mr2 + --2 + 1'(r) 2 2mr 

1.3. Potencial Efectivo en la Mecánica Clásica 

V)Á escribir el movimiento de una partícula es responderse a la pregunta ¿Cómo se 

;:;:z/moverá? En nuestro caso, debido a que el movimiento está confinado a un plano, 

significa encontar los valores de r y <p para distintos tiempos. En la Mecánica Clásica, es común 

partir de las ecuaciones de movimiento para hacer esta descripción, sin embargo, podemos apro 

vechar la existencia de las constantes apenas encontradas, ya que representan la primera integral 

de estas ecuaciones. Además, como veremos en el capítulo 3, este tratamiento se puede aplicar 

de manera directa al considerar las correcciones relativistas del problema. 

Partimos entonces de las ecuaciones obtenidas para la conservación del momento y la energía, 

mismas que escribimos ahora en términos del momento y la energía por unidad de masa: 

L=z = r2,¡, (1.16) 
m 
e 1 .2 L2 M 

(1.17) E=- -r +--- m 2 2r2 r 

Hemos elegido escribir estas constantes por unidad de masa para tener una similitud completa 

con la discusión que haremos al introducir las correcciones relativistas. La justificación completa 

para hacer ésto la abordaremos en las secciones 2.1 y 2.2; por lo pronto, notemos que en estas 

expresiones hemos usado la forma explícita del potencial gravitacional y hemos tomado unidades 

tales que G = 1, lo cual también justificaremos en el capítulo 2. 

De la ecuación de la energía mecánica total, definiremos al potencial efectivo como: 

11'1 L2 M 
'V'=-=--- 

m 2r2 r 
(1.18) 
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En la Figura 1.1 hemos graficado este potencial efectivo, para valores diferentes del momento 

angular. Notemos que existe un pozo más pronunciado para los objetos que se encuentren con 

menor momento angular. 

Identificando a cada uno de los términos del potencial efectivo dado por la ecuación anterior 

podemos asociar al primer término con una fuerza repulsiva y al segundo con una fuerza atractiva. 

La parte atractiva es de la forma -1/r mientras que la repulsiva corno 1/r2 por lo que esta última 

es menos importante para radios grandes, mientras que a radios pequeños es la que domina. 

� 1 
, T l , 

0.04 L.,,10 M - 
L:a6 M 

' L,,,.Fz M 

' ' 
0.02 1- ' - 

' ' ' . 

' ' ·v· o� ' - 
' ' ' ' ... ______ 

-0.02 

✓ 

/ 
-0.04 � . 

' ' ' . 
o 20 40 60 60 100 

c/M 

Figura 1.1: Esta gráfica muestra el potencial efectivo clásico, para diferentes valores del momento 

angular. Podemos apreciar que para valores más pequeños de esta constante, existe un pozo más 

pronunciado. 

Aunque se observa mejor la existencia del mínimo para potenciales efectivos con menor mo 

mento angular, éste siempre existe. Procedemos a calcular el mínimo de la forma usual, sabiendo 

que en este valor la derivada del potencial se anula: 

d'V' 
1 

= _ L: + M = O 
dr ro ro r5 

por lo tanto resulta que el potencial tiene un mínimo en: 
L2 

ro= - 
M 



1.3. Potencial Efectivo en la Mecánica Clásica 

Encontramos que el potencial tiene el mínimo en ro con un valor de la energía: 

1M2 
Eo= --� 

2 L2 

10 

Esta es la energía mínima a partir de la cual está permitido el movimiento en el potencial 

gravitacional. 

Hacemos como ejemplo, en la Figura 1.2, el análisis del potencial efectivo con L = /i2M. 

En esta figura aparecen distintos valores de energía que definen el tipo de movimiento esperado. 

'V' 

0.04 

0.02 

E=-E.,/2 
Ea:O - 

E=E.,/2 
E=E0 - - 

'V'o E:Ü --�-------------------------- 
\ 
1 

-0.02 �- 

-0.04 

�rpon 

o 10 20 
c/M 

30 40 50 

Figura 1.2: Potencial efectivo con distintos valores de la energía, en la cual hemos partido <le la 

energía mínima Eo hacia valores más grandes. 

Anteriormente encontrarnos la expresión <le la energía mínima E0, que puede tener una partí 

cula con momento angular L, para moverse bajo la infíuencia de un campo central; para cualquier 

objeto que tenga una energía menor a ésta, E < E0, el movimiento no es permitido ya que se 

encuentra en una región donde el potencial es mayor que la energía y corno resultado se tendría 

un número negativo para el cuadrado <le la velocidad radial. 

Cuando la partícula tenga una energía E = Eo, el movimiento está restringido por el mínimo 

del potencial efectivo, ahí adquiere un valor radial constante r = ro, entonces lo identificamos 

con una trayectoria circular. 
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Para las energías que se encuentran entre el valor mínimo y cero, E0 < E< O, el movimiento 

es restringido por dos puntos de retorno, rperi y rapo donde la distancia de ro a rapo, es mayor 

que la distancia de ro a Tperi- En este rango de valores parar las energías son mayores que el 

potencial y el movimiento es permitido. Por estar acotada por dos radios, uno mayor que el otro, 

identificamos la trayectoria con una elipse. 

Para la energía E = O el movimiento está restringido por un punto de retorno, por lo que 

una partícula con esta energía describe una trayectoria abierta. 

Para las energías E> O tenemos también un punto de retorno que llamamos Tmin, este punto 

es cada vez más cercano al centro atractor conforme aumentamos la energía, el movimiento 

siempre está restringido por este punto de retorno y lo asociamos también con una trayectoria 

abierta. 

Como ya mencionamos, las ecuaciones (1.16) y (1.17) describen el movimiento de la partícula, 

por lo que es posible encontrar, a partir de ellas, su trayectoria. Resolvamos estas ecuaciones para 

verificar el tipo de órbitas existentes. 

Como r y <p son funciones de t, y la ecuación de la órbita es r = r(<p) la regla de la cadena 

garantiza que: 
dr dr d<p 
clt d<p dt 

Para hacer más sencillos los cálculos involucrados es usual cambiar a la variable u(<p) = ,-(�)- 
De tal manera qne la razón ele cambio ele la coordenada radial con respecto al tiempo queda: 

dr _2 du _2 clu cl<p du 
-=-u -=-u --=-L- 
dt dt cl<p dt d<p 

hemos usado (1.16) para eliminar <p. Sustituimos esta derivada con respecto al tiempo en la 

ecuación (1.17) y después de acomodar términos obtenemos: 

(du)2 = 2E -u2+ 2Mu 
d<p L2 L2 (1.19) 

En la ecuación anterior completamos el binomio cuadrado perfecto, agrupamos términos seme 

jantes y resolvemos para tener: 

u= uo[l + éCOS(<p - 'Po)] 

Regresamos a la variable original, r, y escribimos finalmente: 

ro r = ----"----,- 
1 + ecos(<p - <po)' (1.20) 



1.3. Potencial Efectivo en la Mecánica Clásica 

donde definimos a la excentricidad, ,, 

2EL2 E ,2=1+--=l-- 
M2 Eo 

y usamos la expresiones para el radio de la órbita circular, 

L2 
ro= !VI' 

y la energía de esta órbita, 
1 Jy[2 

Eo= ---. 2L2 

12 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

La ecuación 1.20 es la expresión general para una sección cónica, que describe órbitas circulares, 

elípticas, parabólicas e hiperbólicas, dependiendo del valor que tome la excentricidad de la órbita. 

Tomando los casos para la energía, analicemos las trayectorias generadas de la ecuacíon (1.20): 

• Para la energía E= Eo, la mínima que podemos escoger, tenemos e » O. Con este valor de 

excentricidad, la trayectoria se reduce a: 

r = ro 

corroborando el análisis cualitativo anterior. En la Figura 1.3 hemos graficado el potencial 

efectivo con el correspondiente valor de energía y su trayectoria. 

• Ahora analicemos energías tales que Eo < E < O por lo que , es tal que O < , < l. 

En este caso la órbita queda acotada entre dos valores para el radio: r1 > ro y r2 < ro. 

Identificamos con estos radios a ra¡w > ro y rperi < ro por lo que ele nuevo se confirma el 

análisis cualitativo inicial. 

Para graficar, escojamos como ejemplo E = ½Eo; sustituyendo este valor ele la energía en 

la ecuación (1.21) tenemos , = ,/f/2 entonces la trayectoria queda ele la siguiente manera 

ro r = ----'---- 
1 + /½ cos(,p - 'Po) 

Ésta es la ecuación de una elipse descrita por un objeto con energía E = ½E0. Hemos 

graficaclo esta trayectoria y su correspondiente valor de energía en la Figura 1.4 

• Si tomamos la energía E = O entonces , = 1 y la ecuación para la trayectoria toma la forma 

ro r=---'--- 
1 + cos(,p - 'Po) 

que es la ecuación de una parábola. En la gráfica 1.5 ilustramos esta trayectoria. 
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Figura. 1.3: En esta gráfica, del lado izquierdo, mostramos el potencial efectivo clásico para un 

campo gravitacional y el nivel de energía que corresponde al mínimo que puede tomar una 

partícula. En el lado derecho, mostrarnos la trayectoria de la partícula correspondiente a esta 

energía mínima E01 el punto representa el centro de atracción gravitacional, 

"' o 
?- 

0.02 

o 

4 
'V' 

E=EJ2 
2 

o ... o • '- >. 

r erl r - ---- 
-2 -0.02 

0.04 

-0.04 

o 10 20 
r/M 

30 40 50 
-4 

-4 -2 
x/r0 

o 2 

Figura 1.4: En la gráfica mostramos, en el lado izquierdo, al potencial efectivo clásico así como 

el nivel <le energía correspondiente a E= ½Eo, con sus dos puntos de retorno, rperi y rapo· Eu el 

lado derecho graficamos la órbita que describe una partícula con esta energía, el punto representa 

el centro de atracción gravitacional. 
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Figura 1.5: En esta gráfica, del lado izquierdo, tenemos al potencial efectivo clásico en ahora para 

una partícula. cou energía E = O. Del lado derecho hemos graficado su órbita correspondiente. 

• Para las energías que son mayores que cero, E > O, e toma valores mayores a u110, e > l. 

Para este valor de la excentricidad, el radio de la trayectoria está acotado a un máximo 

acercamiento, mismo que, en nuestro análisis cualitativo ilamamos rmin, la órbita es ahora 

una hipérbola. 

Corno ejemplo escojamos el valor de la energía: E = -½Eo sustituyendo este valor en la 

ecuación (1.21) queda , = ./3fi y la trayectoria es: 

r = r.:: o _ 
1 + v'3f2 cos( cp - 'Po) 

Ésta es la ecuación de una hipérbola descrita por una partícula con E= -½Eo, graficarnos 

de nuevo la pareja de potencial y trayectoria en la Figura 1.6. 

1.4. Órbitas de los Planetas del Sistema Solar 

C?Jn el sistema. solar los planetas giran alrededor del Sol sobre trayectorias que forman 

0 órbitas elípticas, con él en uno de los focos de estas trayectorias. Describirnos este hecho 

natural reconocienso al Sol como el centro de atracción gravitacional. 

Uno de los logros más importantes de la Mecánica. Clásica. es que, considerando que existe una 

fuerza gra.vita.cional corno la definida en (1.1), podernos describir el movimiento de los planetas, 
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Figura 1.6: Aquí, del lado izquierdo, graficamos al potencial efectivo clásico y al nivel <le energía 

E = -½Eo. Del lado derecho graficarnos las trayectorias, éstas serán mas abiertas que en el caso 

E = O, formando así órbitas hiperbólicas 

de hecho, el movimiento de los cuerpos celestes se describe con sorprendente precisión usando esta 

forma de proceder. Reconocemos a la Mecánica Celeste corno uno de los logros más importantes 
<le la Mecánica. 

En el análisis de las secciones anteriores hemos considerado solo la interacción entre dos 

cuerpos, para una descripción completa <le sistemas reales (por ejemplo para describir las tra 

yectorias de los planetas <le! Sistema Solar) es necesario incorporar la interacción <le todos los 

cuerpos que pertenecen al sistema. En este caso el problema deja ele ser analítico por lo que ya 

no podernos escribir una ecuación como (1.20), sin embargo, empleando técnicas numéricas, es 

posible describir las trayectorias reales. 

Aún cuando se hiciera el cálculo completo, tornando en cuenta el efecto <le los otros cuerpos 

en el sistema solar, existen una discrepancias entre las órbitas calculadas y las observadas que no 

es posible eliminar usando solo Mecánica Clásica. Uno <le estos efectos es que las órbitas ya no 

son exacamente cerradas por lo que los planetas no regresan a su posición radial original en u11 

período completo. A este fenómeno de le conoce corno avance en el perihelio, <le hecho, a medida; 

que los planetas se encuentran más cerca <le su centro gravitacional, existe mayor avance. En 

particular este efecto es más evidente en el caso <le la órbita ele Mercurio, la cual tiene un avance 

en el perihelio de 4311 / siglo. 



1.4. Órbitas de los Planetas del Sistema Solar 16 

El cálculo de este avance se considera como uno de los grades logros de la Relatividad Ge 

neral, junto con la predicción de la desviación de la luz por su interacción gravitacional con los 

cuerpos; sin duda estas dos prediciones fueron las causantes de que la teoría fuera adoptada por 
la comunidad científica. 

Resulta que, para predecir el avance en el perihelio, es suficiente aplicar una primera apro 

ximación de la Relatividad General en la que tomamos en cuenta sólo la interacción entre dos 

cuerpos. En este trabajo usaremos esta aproximación pata calcular el avance en el perihelio de 

Mercurio, considerando sólo la interacción Planeta-Sol. Después compararemos nuestro resultado 

con las mediciones que aparecen en [7] y [8]. Antes de hacer esto empecemos por revisar algunos 
conceptos indispensables de Relatividad. 



Capítulo 2 
Conceptos de Relatividad 

En el capítulo anterior vimos que la Mecánica Clásica describe muy bien a cuerpos en movi 

miento bajo la acción de un campo central considerando sólo la interacción gravitacional entre 

dos cuerpos. Pudimos observar que el potencial efectivo es una herramienta muy poderosa para 

describir las órbitas alrededor del centro de atracción. Para poder describir el movimiento con 

mayor precisión, por ejemplo las correcciones a la precesión de Mercurio, como acabamos de 

mencionar en el capítulo anterior es necesario introducir Relatividad General, la cual describe 

el movimiento producido por la interaccion gravitacional. Antes de describir los movimientos 

celestes de esta manera, revisaremos algunos conceptos de Relatividad. 

2.1. Espaciotiempo Plano 

( Óa Teoría de la Relatividad Especial es necesaria para describir el movimeinto de 

�partículas que viajan a velocidades cercanas a la de la luz, sin importar el sistema de 

referencia de donde se observe, esta teoría descansa sobre la aplicación rigurosa del Principio de 

Relatividad: 

Todas las leyes físicas se cumplen de la misma manera, conservando el valor de sus constantes 

y su forma funcional, en cualquier sistema de referencia inercial. 

Esta teoría también descansa en el hecho experimental de que la velocidad de la luz tiene el 

mismo valor constante en cualquier sistema de referencia. 

En cualquier lugar del espacio podemos fijar un sistema de referencia y estos sistemas pueden 

moverse uno respecto al otro. Desde ahí, observamos y medimos los eventos, éste es nuestro 

laboratorio. 

La motivación principal para este trabajo es explicar con mayor precisión la órbita de Mercu 

rio, para lo cual debemos describir sistemas de referencia en presencia de un campo gravitacional. 

Para estudiar la gravedad escogemos Sistemas de Referencia Inerciales donde se cumpla la Pri 

mera Ley de Newton por un periodo de tiempo determinado. Llamemos a éstos, Sistemas de 

Caída Libre (SCL). 

17 
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En la Figura 2.1 ejemplificamos un SCL con el siguiente experimento pensado: en el interior de 

un elevador sin ventanas se encuentra un observador haciendo experimentos sobre el movimiento 

de un proyectil. Primeramente hace el experimento sobre la superficie de la tierra y después 

cuando el elevador se encuantra en caída libre. Notemos que en este experimento existen dos 

límites. 

□[J 
0 

Figura 2.1: Representación de un Sistema de Caída Libre. Cuando el elevador se deja caer, y en 

ese momento lanzamos un proyectil, observamos que éste sigue en una línea recta, obedeciendo 

a la Primera Ley de Newton. En algún momento el elevador llegará a la superficie y perderá su 

característica de Sistema de Caída Libre. 

En el caso del elevador cayendo, mientras realiza el experimento, el observador no sabe en que 

sistema de referencia se encuentra, pero puede verificar que se cumple la Primera Ley y asegurar 

que se encuentra en un SCL. Notemos que ésto es posible, debido a que todos los objetos caen a la 

tierra con la misma aceleración. De hecho, éste es un resultado general: Todos los objetos que caen 

en un campo gravitacional uniforme, lo hacen con la misma aceleración, independientemente de 

su composición. A este hecho, famosamente observado por primera vez por Galileo en la torre de 

Pisa, se le conoce como Principio débil de Equivalencia[2[. Este principio nos permite considerar 

a las cantidades dinámicas por unidad de masa, como se introdujo en el capitulo l. 

Notemos que este experimento, del elevador cayendo, no puede durar un tiempo infinito 

ya que, tarde o temprano, el elevador llegará a tocar tierra y en este momento cambiará, con 
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consecuencias catastróficas para sus ocupantes, la naturaleza del sistema de referencia. 

En la Figura 2.1 ilustramos otro experimento en donde se muestra que el sistema de referencia 

no puede ser muy extenso. En este caso transformamos al elevador en un "vagón sin ventanas" 

de anchura a y altura h. Volvemos a dejar caer el sistema de referencia desde una altura H 

muy superior a la superficie de la tierra. De nuevo estudiamos el movimiento de proyectiles en 

este SCL. Si permitimos que la anchura del vagón sea muy grande (a>> h) cuando colocamos 

dos proyectiles en reposo separados una distancia fija observamos que despues de un tiempo 

t, disminuye la distancia entre los proyectiles, asercandose al centro vagón. En ese momento 

deducimos que no nos encontramos en un SCL. 

Regresaremos a este experimento en la sección 2.3 para explicar a la gravedad. 

l 

Figura 2.2: Representación de una de las restricciones para un SCL en relatividad. El experimeto 

consta en colocar al interior del vagón dos poyectiles en reposo, colocados cada uno en un extremo. 

Después de un tiempo t, los proyectiles se muven hacia el centro del vagón. 

Para hacer experimentos dentro de un campo gravitacional debemos escoger bien nuestro 

sistema ya que éste no debe de tener una extención infinita y tampoco debe de durar mucho 

tiempo. Con estas dos constricciones un SCL es: 

Una región de espaciotiempo donde toda partícula inicialmente en reposo o en movimiento 

rectilineo uniforme conserva la misma rapidez y dirección en que se mueve, con respecto a ese 

sitema de referencia y hasta cierta presición con la cual se miden las variables mecánicas. 

El evento es fundamental para medir el intervalo de espaciotiempo, un evento es algo que 

ocurre en el espacio en un tiempo preciso en algún sistema de referencia (no todos los observadores 

registran las mismas coordenadas). Es decir un evento es un suceso físico independientemente 

del sistema de referencia donde se mida. Estos eventos son los que tenemos como referencia para 
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calcular el tiempo propio (lo cual lo explicaremos más adelante). 

El espaciotiempo, es un concepto extremadamente útil en la Teoría de la Relatividad Especial, 

la idea es muy simple: si queremos describir un evento que ocurre en cierto lugar y en cierto 

momento, debemos especificar no sólo las tres coordenadas espaciales sino también una cuarta 

coordenada, el tiempo en que ocurrió el suceso. Cada punto en este espacio es un evento, si 

un evento ocurre en un punto con coordenadas (x, y, z) en el tiempo t, tendrá coordenadas 

(t, x, y, z) en el espaciotiempo. Notemos que estas coordenadas no es posible relacionarlas ya 

que no se encuentran en las mismas unidades, por lo que la manera de poder relacionar unas 

coordenadas con otras en el espaciotiempo es nesesario introducir unas nuevas unidades de tal 

manera que todas las coordenadas tengan las mismas unidades, a éstas se le llaman unidades 

geométricas. Para definir estas unidades utilizaremos una constante que contiene tanto unidades 

de distancia como de tiempo y esta constante es la velocidad de la luz, e= 2.99792458 x 1087, 
entonces si queremos que el tiempo tenga coordenadas de distancia entonces las coordenadas de 

ese evento será (et, x, y, z), por esa razón introducimos la constante e en las ecuaciones para la 

energía y el momento definidas anteriormente. 

Una cantidad fundamental en relatividad es el tiempo propio entre dos eventos, que se denota 

comúnmente por la letra griega T. Este tiempo es más útil en nuestro estudio de movimiento 

que la coordenada de tiempo, t, ya que es universal. Para definir 6T hagamos uso del siguiente 

ejemplo: un observador en la tierra que quiere medir la distancia entre la tierra y la luna, entonces 

manda un rayo de luz a la luna en donde observa los siguientes dos eventos: 

Evento 1 Evento 2 

Figura 2.3: Representación de dos eventos (pulsos de luz) entre los cuales queremos medir dis 

tancia. 

Evento l: Sale el rayo de la tierra 

Evento 2: Llega el rayo a la luna 

En un sistema de referencia centrado en la tierra las coordenadas de los eventos son: 

E¡ = (O, O, O, O) 
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E2 = (t1,,x1,,y1,,z1,) 

Entonces con el rayo podemos calcular la distancia entre la tierra y la luna de dos maneras 

dlie,·,·a-luna = (x¡, - 0)2 + (y¡, - 0)2 + (z1, - 0)2 

dfierra-luna = c2(tL - 0)2 

Ahora igualaremos las dos ecuaciones anteriores 

c26t2 - 6x2 - 6y2 - 6z2 = O 

21 

Definiremos el lado izquierdo de esta ecuación cómo el intervalo de espaciotiempo entre dos 

eventos. 

(2.1) 

Si consideramos cambios muy pequeños y definios que e = 1 podemos reescribir la definición 

anterior en unidades geométricas: 

dT2 = dt2 - (dx2 + dy2 + dz2) (2.2) 

Así como en la geometría Euclideana, necesitamos una representación gráfica que nos permita 

visualizar los cambios en el espaciotiempo, a dicha representación se le llama diagramas de 

espaciotiempo. Para el movimiento bidimensional y unidimensional, los diagramas representan 

exactamente el movimiento, para el caso tridimensional es necesario hacer proyecciones de tal 

manera que en los diagramas siempre aparezca un eje temporal y al menos un eje espacial. 

Empecemos, por claridad, considerando el caso sencillo con dos coordenadas; la temporal 

y una espacial: (t,x). En el eje de las ordenadas representaremos el tiempo y en el eje de las 

abscisas las posiciones. 

Notemos que los eventos son los puntos en un diagrama y que al moverse, un objeto ocupa 

diferentes puntos dibujando una trayectoria en el espaciotiempo misma que ahora llamaremos 

línea mundo. 

En la figura 2.4 mostrarnos líneas mundo para varios objetos. 

En Mecánica Clásica aprendemos que podemos construir una variable dinámica, la acción, 

y que el movimiento es tal que ésta es extrema. En relatividad hacemos uso de un principio 

equivalente llamado "El principio de extremo envejecimiento": El camino que una partícula recorre 

entre dos eventos en el espaciotiempo es tal que el lapso de tiempo entre éstos, medido por un 

reloJ que va con la partícula, es un extremo. 
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X X 
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Figura 2.4: Esbozo de distintos diagramas de espaciotiempo, las líneas mundo representan las 

trayectorias de la partícula en el espaciotiempo. Las líneas mundo curvas representan que en algún 

momento del recorrido la partícula tuvo una aceleración, las líneas mundo rectas representan que 

la partícula escogió el camino más recto posible o en su caso sólo dejó transcurrir el tiempo, 

permaneciendo en el mismo lugar. 

2.2. Conservación de la Energía y Momento 

( Óa relatividad define a la energía mecánica total y al momento lineal en su forma 

�relativista, de tal manera que ahora la energía mecánica total se define como: 

g = m 
JI -v2 

Por otro lado el momento lineal se define como: 

P= mv 
� 

El momento, la masa y la energía al igual que el tiempo se deben modificar de la Mecánica 

Clásica a la Reltividad Especial, para hacer estas modificaciones usaremos el principio de extremo 

envejecimiento. 

Pero tendremos que tener cuidado porque sabemos que cualquier objeto con masa no puede 

moverse a la velocidad de la luz, cuando tal objeto se aproxima a la velocidad de la luz un 

observador estacionario medirá que la energía cinética del objeto y el momento tienden a infinito. 
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Encontraremos las constantes de movimiento para la relatividad, considerando el siguiente 

ejemplo: 

Una partícula se mueve en línea recta y emite tres pulsos de luz de los cuales el primero y 

el último son fijos separados a una distancia S. Consideremos que el pulso 1 sucede a un tiempo 

cero y el pulso 3 un tiempo, T, posterior y permitamos que la emisión del punto intermedio 

ocurra en diferentes tiempos, t, pero en el mismo lugar, como se muestra en la figura 2.5: 

tiempo 

l=T 

1=0 o 
A B 

s 
Espacio 

Figura 2.5: En este diagrama tenemos la representación de una partícula que se mueve con 

velocidad constante en línea recta por tres diferentes trayectorias posibles, en su trayecto emite 

tres pulsos de luz donde el inicial y el final permancen fijos, dejando así, libre el pulso numero 

dos, ¿Cuál es es camino que debe seguir la partícula? la respuesta es que la partícula sigue el 

camino más recto posible. 

Calculando el intervalo de espaciotiempo el segmento A, entre los pulsos 1 y 2, al cual le 

llamaremos dr A tenemos 

d-rA = [(t - 0)2 - (s - 0)2]112 (2.3) 

De igual manera calcularemos el tiempo propio para segmento B, mismo que le llamaremos d-r8. 

d-rs = [(T - l)2 - (S - s)2]112 (2.4) 

Entonces el tiempo propio total del evento inicial hasta el evento final es la suma de los tiempos 

propios de los segmentos A y B 

dr = d-rA +d-rs 

De 2.3 y 2.4 podemos ver que la expresión para el tiempo propio a quedado como función del 

tiempo intermedio t, el parámetro que debemos variar para encontrar el máximo tiempo propio 
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posible. Procedemos en cada parte, primero en el segmento A: 

dTA 
(t-0) (t-0) ÓtTA =�--e'----'--=�= 

[(t - 0)2 - (s - 0)2] 1/2 (2.5) 

Para el segmento B tenemos 

Scre = (T- t) 
[(T - t)2 - (S - s)2]1/2 

(T- t) 
dra 

(2.6) 

Para encontrar en que tiempo pasa la partícula emitiendo el pulso 2 tal que el tiempo propio 

total sea un extremo, calculamos: 

t T- t 
ótT = ótTA + Scre = - - -d-- = o 

dTA TB 

y encontramos que 

(2.7) 
t T- t 

dTA dra 

Reflexionando sobre las distintas cantidades en esta última ecuación, permitamos que el cambio 

en las coordenadas sea arbitrariamente pequeño, por lo que identificamos a t, el tiempo que tarda 

en recorrer la partícula el segmento A, con dtA. De igual manera el tiempo en el cual la partícula 

recorre el segmento B, (T-t) lo identificamos con dt8 por lo que la ecuación 2.7 se puede escribir 

como: 

(2.8) = dtA dta 
drA dra 

Ahora nos preguntamos: ¿Qué pasa si a la línea que recorre la partícula le aumenta un segmento 

más, llamemosle C? Ahora la partícula emitirá otro pulso más y calcularemos su re, entonces 

tomaríamos en cuenta sólo al segmento By C de manera tal que llegaríamos a una ecuación similar 

a la 2.8 pero con B y C en los tiempos. Podemos seguir añadiendo segmentos ( o considerando 

pulsos), de esta manera la ecuación 2.8 se aplicaría para todos los demás segmentos ya que cada 

uno sería igual al anterior por lo que podríamos escribir: 

dtA dta dtc = = drA drs drc 
dtv 

= ······"·•" drv 
(2.9) 

Llegamos a la conclusión de que esta relación entre el tiempo medido por distintos observadores 

y el tiempo propio es una constante de movimiento para una partícula libre moviéndose en el 

espaciotiempo plano 
dt 
-=C 
dr (2.10) 
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Pero no sabemos cuál es esa constante de movimiento ¿cuánto vale?', para encontrar su valor 

sustituiremos en r la métrica como la conocemos, la ecuación 2.2, y tenemos 

g 
m 

1 --��= 
(l _ v2)1/2 

dt dt -------=----�-- ((dt)2 - (ds)2)1/2 (dt)(l - ('.\:)2)1/2 
dt 
dr 

Encontramos que el valor de la constante corresponde a la definición de la energía en Relatividad 

definida anteriormente: 
dt g = m 
dr (2.11) 

Podemos repetir el análisis para el momento, ahora permitimos que el pulso numero 2 ocurra en 

el mismo tiempo y variamos la distancia s, con este análisis, la constante de movimiento queda: 

ds ds ds/dt v = ------ = ---'---e-- = ---� = 
d r (dt2 _ ds2)1/2 [l _ �]1/2 (1 _ v2)1/2 

p 
m 

(2.12) 

Podemos usar las dos constantes encontradas para escribir la relación entre el momento lineal y 

la energá. Partimos del intervalo entre dos eventos, separados una distancia ds y que ocurren a 

una diferencia de tiempos dt: 

dr2 = dt2 - ds2 

multiplicamos la ecuación anterior por � 

(2.13) 

sustituyendo las ecuaciones 2.11 y 2.12 

m2 = g2 _ p2 

Aquí vemos que energía, momento lineal y masa estan unidos en esta descripción geométrica 

del espaciotiempo. Por esta razón, siempre discutiremos a la energía por unidad de masa y al 

momento por unidad de mása. 

2.3. Gravedad y Curvatura del Espaciotiempo 

cP n Relatividad hablamos con frecuencia de observadores. Nos referimos a un ob- 

0 servador por un sistema que registra las coordenadas (t, x, y, z) de un evento en algún 

sistema de referencia inercial. Como consecuencia del Principio de Relatividad este observador 

no puede registrar todos los eventos ocurridos en el espaciotiempo y sólo podrá registrar el evento 
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que ha ocurrido en el mismo lugar donde se encuentra su origen. Para medir todos los eventos que 

ocurren en el espaciotiempo debemos construir un arreglo cúbico distribuido por todo el espacio 

tal que este arreglo tendrá en cada esquina colocado un reloj en reposo, sincronizados todos ellos 

con respecto al reloj de origen éstos registrarán los eventos ocurridos sobre todo el espacio. La 

separación entre estos relojes es arbitraria, sin embargo entre más pequeña sea más precisos serán 

los valores que se registren de cada evento. Los relojes así colocados serán los observadores y el 

hecho de que este arreglo sea cúbico significa que el espaciotiempo es plano en la Relatividad 

Especial. Sólo podrá medir los eventos que ocurran localmente, todas las mediciones registradas 

en el espaciotiempo pueden ser recogidas y analizadas por cualquier experimentador. 

¿ Cómo podemos darnos cuenta de que estamos en un espacio curvo si no tenemos un aparato 

que mida la presencia de gravedad o de curvatura? 

Regresemos al ejemplo del vagón mencionado en la sección 2.1. Cuantifiquemos el experimento 

suponiendo que el observador que viaja en dentro del vagón coloca dos pelotitas separadas a 20m 

y que el laboratorio se deja caer, del reposo, desde una altura de 315m sobre la superficie de 

la tierra. Después de 8s el obrervador ve que la distancia de las pelotas se ha reducido 10-3m 

de modo que puede adjudicar el movimiento a la presencia de una fuerza gravitacional sobre su 

laboratorio. 

¿ Cómo explicamos este comportamiento sin recurrir a la definición de fuerza? Analicemos la 

siguiente parábola para encontrar una explicación alternativa: 

Un viajero, A, parado en el ecuador, listo para viajar al norte en una línea recta. Un com 

pañero B, parado hombro con hombro, gira 90 grados y camina en línea recta hacia el este. 

Despues de un tiempo corto. B está a 20km separado de A a lo largo del ecuador y gira 90 

grados quedando de nuevo hacia el norte. Ahora los dos viajan 200km hacia el norte. 

En el principio los dos comienzan estrictamente paralelos. Cada uno de ellos no se desvía ni a 

la derecha ni a la izquierda, sin embargo al llegar a los 200Km miden su separación y encuentran 

que es menos de 20Km. Nosotros sabemos bien que la superficie de la Tierra es curva, entonces si 

ellos continuan caminando se encontrarán en un punto llamado el polo norte. Ahora uno acelera 

con respecto a otro y vuelven a hacer el experimento y a pesar de esa aceleración el resultado es 

el mismo. Sin importar que trasnsporte escojan para su viaje, al medir la separación entre ellos 

en un punto, será cada vez menor, los viajeros concluyen que ese acercamiento es parecido al 

experimento del observador que se encuentra dentro del vagón, esto sugiere que podemos tratar 

a la gravedad como curvatura y viceversa. 
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Figura 2.6: Representacón de la parábola de los viajeros, en el cual están parados en el ecuador, 

listos para emprender un viaje hacia el norte sobre la línea más recta posible. El viajero E se 

encuantra separado del viajero A a una distacia de 20km, los dos viajan hacia el norte 200km, 

al final de su trayecto miden de nuevo su separación y reconocen que ésta es menor a la inicial. 

Entonces nuestro espacio se puede curvar mediante la presencia de un objeto masivo, debemos 

tener claro que curvatura y gravedad están ligados, es decir la curvatura le dice al objeto masivo 

como acomodarse y el objeto masivo le dice al espacio como curvarse, por lo tanto gravedad y 

curvatura son uno mismo. 

Reconocemos de inmediato que un arreglo cúbico funciona muy bien para espacios planos, 

pero ¿ Qué pasa cuando nuestro espacio ya no es plano". 

Para eso el obsevador tendrá que usar muchos sistemas de referencia, suficientemente peque 

ños de tal manera que al hacer un experimento éste cumpla con la primera ley de Newton, y todos 

estos sistemas pequeñitos de alguna manera se tienen que conectar, la manera de conectarlos es 

con Relatividad General. 

En presencia de objetos masivos que curven nuestro espaciotiempo plano el observador debe 

cambiar el arreglo cúbico de relojes sincronizados a un arreglo esférico imaginario, que estará a 

una distanciar. No podemos medir el radio directamente, ya que es en la dirección radial donde 

actúa la gravedad. Colocamos alrededor de estos objetos masivos un cascarón esférico, todos los 

puntos de éste serán igualmente afectados por la graved de tal manera que podemos medir sin 

problema el perímetro de ese cascarón esférico, la circunferencia de una esfera. Dividimos esta 

circunferencia por Zrr y obtenemos así la distancia radial hacia el centro de atracción gravitacíonal. 
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Figura 2.7: En este diagrama de espaciotiempo representamos la trayectoria de una partícula que 

se encuantra bajo la presencia de un centro atractor. Si vemos toda la trayectoria, la partícula 

no se encuentra en un Sistema de Caída Libre, sin embargo si escogemos sistemas de referencia 

suficientemente pequeños, entonces nos encontraremos una secuancia de Sistemas de Caída Libre 

donde es más sencillo explicar el movimiento. 

El radio del objeto esférico producido por este método de medición recibe el nombre de "r 

coordenada'', en nuestro caso le llamaremos distancia radial y la denotaremos por r: 

circunferencia reducida = r 
circunferencia 

= 2,r 
r-coordenada 

Lar-coordenada es el radio calculado por la circunferencia de la esfera. Este valor de r es calculado 

en todos los cascarones que pongamos alrededor del centro de atracción gravitacional en donde 

la separación entre cascarones es un poco más que la distancia radial entre ellos y en donde 

abordaremos más adelante la forma de medir estas distancias entre los cascarones esféricos. 

2.4. Corrimiento al Rojo Gravitacional 

C?J1 corrimiento al rojo gravitacional es diferente al efecto Doppler, el primero, como 

0 su nombre lo dice, es debido a la presencia de un campo gravitacional, producido por 

un objeto masivo alrededor del cual el espaciotiempo es curvo. Supongamos un objeto masivo 

en el cual ponemos a un observador a una distancia r del centro de atracción gravitacional y 

ponemos otro observador a una distancia remota r1 del centro de atracción gravitacional donde 
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r1 > r en donde cada observador pondrá un cascarón esférico alrededor del objeto masivo. El 

observador que se encuentra parado en el cascarón esférico de radio r manda un pulso de luz cada 

segundo, el observador lejano mide el periodo entre los pulsos de luz y éstos son más largos. Esto 

es porque a medida que nos vamos acercando al centro de atracción gravitacional el periodo de 

luz incrementa cada vez más. Todo lo que tenga un periodo se verá afectado por la gravedad, el 

observador lejano verá todo más lento, comparado con lo que ve un observador cercano al centro 

de atracción gravitacional. 

Para cuantificar este efecto, realicemos el siguiente experimento pensado: Una torre de altura 

h está construida sobre la superficie de la tierra, colocamos una partícula en reposo de masa m 

en un extremo de la torre y dejamos caer la partícula con una aceleración g. En la base de la 

torre se coloca un aparato capaz de convertir toda la masa en un pulso de luz, en el aparato la 

partícula llega con una energía mecánica total cf = v' m ., . Después de hacer un desarrollo de 
l-v" 

(1 - v2)-1l2, tenemos que la energía mecánica total es g = m + ½mv2 + O( v4), sustituyendo a su 

vez la velocidad (de la conservación de la energía, v = ,j'[gn,) se tiene que g = m+mgh+O(v4). 

T 
h 

1 
Figura 2.8: Una partícula de masa m en reposo, se deja caer desde una torre de altura h. En la 

superficie de la tierra se coloca una caja que convierte toda la masa a un pulso de luz, el cual es 

dirigdo nuevamente hacia arriba. 

Toda la energía de la partícula se convierte en el pulso, el cual es dirigido hacia arriba. A 

su llegada a la cima de la torre éste llega con una energía total /:1 y es transformado de nuevo 

a una partícula en reposo de masa m' = f:1. Para que la partícula de masa m' permanesca en 

reposo entonces se debe cumplir que m' = m, de no ser así podríamos generar masa con este 

mecanismo, lo cual no es posible, así que cf' = m. Analizando ahora las energías 

f:' h111 m 
-=-=------<! 
f: h11 m+mgh+O(v)4 
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Esta ecuación nos confirma que hay corrimiento, debido a que el cociente de energías resultó 

menor que uno, pero para saber hacia donde es el corrimiento, es nesesario analizar la ecuación 

en términos de sus frecuencias, recordando que hacia el azul la frecuencia es cada vez mayor. 

v' 
- < 1 
V 

V1 < V 

Esto es que la frecuencia que es observada es menor que la frecuencia emitida, por lo que existe un 

corrimiento al rojo y en nuestro caso es gravitacional: debido a la presencia de un cuerpo masivo. 

Así, el observador lejano siempre medirá las frecuancias de alguna variable oscilatoria mayores a 

las emitidas por el observador en un cascarón cercano al centro de atracción gravitacional. 

2.5. Ecuación de Einstein 

6 fado ;o estudiado hasta ahora nos lleva a concluir, que la Relatividad Especial describe 

J espacios vacíos de masa, con una geometría plana cuya métrica está dada por la ecuación 

2.2. La Teoría de Relatividad General incluye el efecto de la gravedad, la cual es generada por 

la masa al curvar el espaciotiempo. 

La ecuación fundamental de la Relatividad General es la ecuación de Einstein[6] 

G1'" = 81rT1'" (2.14) 

que resume la naturaleza geométrica de la interacción gravitacional. En su lado izquierdo, aparece 
el tensor de curvatura: 

GI'" = R1'" - �gl'" R 
2 

define la forma del espacio tiempo a través del tensor de Ricci, R1'", y el escalar de Ricci, R, los 

cuales a su vez, son definidos por la métrica, g1w, por lo tanto en este término se resumen el 

efecto que tiene la masa sobre una región de espaciotiempo. 

El lado derecho de la ecuación para el campo gravitacional corresponde al tensor de esfuerzo 

y energía, Tr", éste es un objeto que resume el contenido energético en una región del espacio 

tiempo. Como en Relatividad la masa es sólo una forma más de energía, el campo gravitacional se 

verá afectado por la distribución tanto de energía como de materia en una región. Cada elemento 

del tensor está definido de la siguiente manera: 
Flujo de la o-ésima componente de momento 

a través de una superficie con x/3 constante. 
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Con esta definición, yoo, es la densidad de energía; mientras que, t», es el flujo de la i-ésima 

componente de momento a través de la superficie con coordenada X1 constante. 

La solución a la ecuación 2.14 está más allá de los alcances de este trabajo; por lo pronto sólo 

mencionaremos que al resolverla podremos conocer la métrica gµv, del espaciotiempo curvo por 

contener una región material. 

En este trabajo consideramos que la curvatura es producto de la presencia de un objeto 

esfericamente simétrico, que no posee carga y cuyo giro es despreciable. La condición de simetría 

esférica se debe a que el efecto de gravedad es radial e igual en todas direcciones; por otra parte, 

la naturaleza de todos los cuerpos celestes es neutra (macroscópicamente no existen cuerpos 

cargados) y la condición sobre la velocidad de giro nos limita al estudio de centros atractores 

que giran con una velocidad mucho menor que la velocidad de la luz, como el Sol. Nos interesa 

imponer estas condiciones pues los sistemas que estudiamos son estrellas alrededor de las cuales 

giran planetas y en particular aplicaremos nuestros resultados a una aproximación del sistema 

Sol-Mercurio. 



Capítulo 3 
Problema de Campo 

Central en Relatividad 

General 

En el capítulo anterior estudiamos algunos conceptos de Relatividad para encontrar, al igual 

que en la Mecánica Clásica, constantes de movimiento: la energía mecánica total y el momen 

to lineal. Hicimos lo anterior para espaciotiempos planos, pero la manera de encontrar estas 

constantes de movimiento nos servirá para buscar constantes similares, ahora en espaciotiempos 

curvos. Como mencionamos en el capítulo anterior, debemos aplicar la métrica para espacio 

tiempos curvos generados por un centro atractor. A continuación empezamos por describir esta 

métrica. 

3.1. Métrica de Schwarzschild 

� ecordemos que en el capítulo anterior presentamos la métrica en coordenadas car 

�esianas para espaciotiempos planos dada por la ecuación 2.2, ya que en coordenadas 

esféricas está dada por 

dr2 = dt2 - ( dr2 + r2d02 + r2 scn2 0d,p2) 

Corno ya mencionamos para obtener la métrica que describa el movimiento en espaciotiempos 

curvos, es necesario resolver la ecuación de Einstein. En nuestro caso nos concentraremos en des 

cribir aquellos espaciotiempos curvos generados por una masa sin carga, sin girar y esféricamente 

simétrica, en tal situación la solución a la ecuación de Einstein provee la siguiente métrica[6]: 

2 ( 2M) 2 dr2 2 d r = 1 - - dt - --� - r cl02 - r2 sen2 0d,p2 ,- 1- 2M 
r 

Justificaremos más adelante que, con esta elección, de igual manera se conserva la energía me 

cánica total y el momento angular por lo que, como lo hicimos en el estudio clásico, podemos 

32 
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escoger el plano 0 = 1r /2 y la métrica queda 

2 ( 2M) 2 dr2 

d r = 1 - ---;:- dt - (l - �) - 
r2dcp2 
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(3.1) 

Recordemos que r es ahora la circunferencia reducida, t es llamado el tiempo del observador 

lejano y rdcp es la distancia medida tangencialmente a lo largo de cascarones concéntricos a la 

masa atractora. Para distancias muy lejanas al centro de atracción la métrica se reduce a la 

forma de medir los espaciotiempos planos. Los términos que aparecen en dt y dr son el factor 

de curvatura, observemos que éstos sólo dependen de la circunferencia reducida, no del ángulo 

ip, Para el caso en que r toma el valor 2M el término que contiene a dt se anula y observemos 

que se indefine la parte radial. Por otra parte si r < 2M cambia el signo de la métrica en los 

términos que contienen al factor de curvatura intercambiando los sectores como el espacio y 

como el tiempo es esta región (r < 2M). Notemos que r = 2M sirve de horizonte para dividir 

el espaciotiempo en dos regiones, una exterior ( r > 2M) donde la métrica se comporta de la 

manera que hemos estudiado en la relatividad especial y una interior ( r < 2M) en donde el 

comportamiento no corresponde a la experiencia cotidiana. Regresaremos a esta discusión una 

vez que hayamos discutido más propiedades de la métrica, en la sección 3.4. 

Calcularemos el tiempo propio de dos flachazos de luz, para eso considermos una varilla rígida 

que mide la distancia radial entre dos cascarones, en donde en cada extremo se emite un f!achazo 

de luz al mismo tiempo, dt = O, y en donde los 2 pulsos ocurren en igual coordenada azimutal, 

dcp = O. Entonces al tiempo propio le llamaremos ahora distancia propia al sobrevivir sólo la 

parte que contiene dr, la métrica queda: 

dr 
drshell = d r = -----1� 2 (1- 2�)¡ 

(3.2) 

Aquí clr es la diferencia entre los dos cascarones dadas por la circunferencia reducida, mientras 

que clr shell es la distancia medida directamente entre los cascarones por algún instrumento que 

apunte en la dirección radial. 

Ahora pondremos un ejemplo para analizar el término de la métrica (3.1) que contiene dt2, en 

donde también se encuentra el factor de curvatura. Pensemos en un reloj anclado en un cascaron 

de radio r. Escojemos dos eventos tales que se emite un pulso de luz por el reloj separados por un 

intervalo de tiempo d+, medidos por el reloj. Entre estos dos eventos del reloj los términos que 

contienen a dr y dcp en la métrica son cero, pues recordemos que está anclado a la superficie ele 

un cascarón particular, llamemos clt,hell al tiempo entre cada evento, medido por el observador 
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que acompaña al reloj, así la métrica queda 
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( 2M)l/2 
dr = dtshell = 1 - -;¡:-- dt 

donde dt corresponde al lapso de tiempo lejano y dtshell < dt, lo cual es congruente con el 

corrimiento al rojo gravitacional, la relación de distintos observadores es similar al caso del 

espaciotiempo plano, donde colocamos un arreglo cúbico de relojes sincronizados, ahora en es 

pacios curvos, no podemos poner ese arreglo ya que se vería afectado por el centro de atracción 

gravitacional, de ahí la necesidad de poner cascarones esféricos para observar los eventos. 

3.2. Energía en la Geometría de Schwarzschild 

(1/)Aara calcular la energía en esta geometría es necessario usar el principio de extremo 

'-.J:nvejecimiento, solo que ahora asumimos que el espaciotiempo es curvo, debido a la 

presencia de un objeto masivo, central. En este caso la partícula escoge la línea mas recta posible 

que corresponde ahora a una geodésica. Consideremos una partícula que cae radialmente un 

centro de atracción gravitacional descrito por la métrica de Schwarzschild. 

Pensemos en una partícula cayendo radialmente hacia el centro de atracción, en este caso 

tendrá siempre la misma coordenada azimutal por lo que d<p = O. Consideremos que, al caer, la 

partícula emite tres pulsos de luz, donde el inicial, t = O, y el final, en t = T, son fijos. 

En el siguiente análisis examinaremos el tiempo propio de los segmentos A y B usando la 

métrica de Schwarzschild. El primer pulso de luz ocurre a un tiempo t = O y el último a un 

tiempo T, dejando el segundo pulso a un tiempo t arbitrario. Vamos a considerar variaciones en 

la línea mundo al variar sólo el tiempo por lo que podemos escribir la métrica de la siguiente 

manera: 

dr2 = ( 1 - 
2�) dt2 + J(r) 

Procedemos a calcular el tiempo propio total de la partícula 

dr = drA + dra 

por lo que primero calcularemos por separado los segmentos A y B usando el principio de extremo 

envejecimiento. 

8,dr = 8,(drA + dra) = O (3.3) 
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t=T 

t 

t=O 
r 

B A 

Figura 3.1: Simulación de la caída radial de una partícula hacia el centro atractor, la cual emite 

tres pulsos de luz a diferentes tiempos. El inicial y el final son fijos, mientras que el segundo 

es emitido a un tiempo arbitrario t, corresondiente a diferentes caminos posibles. La partícula 

siempre tendra la misma. coordenada azimutal 

calculamos el tiempo propio del segmento A y su variación en el tiempo. El tiempo propio del 

segmento A está dado de la siguiente manera 

[( 2M) ]1/2 

dr A = 1 - r A 
dt2 + f(r) 

Donde hay que tener en cuenta que usamos la notación dt = ( t - O), ya que los pulsos ocurren a 

intervalos infinitesimalmente pequeños de tiempo y separados por distancias pequeñas. Por esta 

última razón hemos escrito r A para la coordenada radial durante el segmento A, por considerarlo 

como el radio promedio del segmento. 

Guardemos este cálculo por un momento y procedemos a calcular el tiempo propio del segmento 

B y de igual manera su variación en el tiempo. El tiempo propio del segmento B esta dado de la 

siguiente manera: 

[( 2M) l 1/
2 

dra = 1 - 
78 

dt2 + J(r) 
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Donde ahora para el segmento B tendremos que dt = (T - t) 

-(1-�)dt 
( 2M)(T-t) 

Ótdrs= [(1-��)dt2+/(r)r/2 =- 1- rs drs 

Sustituimos ahora ÓtdrA y Ótdrs en la ecuación 3.3 tenemos 

(l _ 2M) _t __ (l _ 2M) (T- t) _ O 
rA drA rs drs - 

Llamaremos también t = dtA y (T - t) = dts 

(l _ 2M) dtA _ (l _ 2M) dt8 

rA drA - rs drs 

En la expresión anterior del lado izquierdo depende solo de los parámetros del primer segmento, 

A; mientras que la del lado derecho depende solo de los parámetros del segmento, B. Esta 

ecuación indica una cantidad que no cambia de un segmento a otro. El valor de la constante 

es independiente de cuál segmento escojamos. Hemos encontrado una constante de movimiento 

que es la misma para todos los segmentos. De la misma manera que en relatividad especial le 

llamaremos a esa constante Energía mecánica, sólo que ahora tendrá un factor de curvatura. 

E= g = (l _ 2M) dt 
m r d r 

Analizando un poco la ecuación anterior observemos que cuando r --> oo recuperamos la expresión 

para la energía en relatividad especial, E = dt/dr. Esta es la energía mecánica total de una 

partícula que se mueve alrededor del centro de atracción gravitacional, esféericamente simétrico, 

sin girar y sin carga. 

Encontramos que el factor E es una constante de movimiento, supongamos ahora que se deja 

caer desde el infinito a una partícula que se encuentra inicialmente en reposo, entonces su energía 

mecanica total es E = l y como es una constante de movimiento entonces podemos escribir 

E= (1- 2M) � = 1 r dr 

Elevamos al cuadrado la ecuación anterior y multiplicamos ambos lados por dr2 

( 2M)2 

1---:¡:- dt2 = dr2 

Identificamos el lado derecho con la métrica de Schwarzschild dada por la ecuación 3.1, no hay 

que olvidar que estamos suponiendo caida radial entonces dcp = O. 

( 2M) 
2 

2 ( 2M ) 2 dr2 
1 - - dt = 1 - - dt - ��� r r 1- 2M 

r 
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Dividimos todo por dt2 y resolveremos para f, 
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Escogemos el signo negativo para indicar que la partícula esta cayendo hacia el centro atractor. 

Esta es la velocidad del observador lejano dada en términos de la circunferencia reducida y el 

tiempo del observador lejano, cuando r = 2M la velocidad es cero, esto es que el observador 

lejano ve que la partícula nunca cruza el horizonte. 

Ahora analizaremos como es la velocidad vista por un observador que se encuentra a una 

distancia r del centro del atractor, es decir en un cascarón esférico (imaginario), recordemos 

como es la distancia y el tiempo en éste: 

drshell = 

dtshell 

( 2M)-1/2 
1-- dr 

r 

( 2M) t/2 
1-- dt 

r 

Con estas dos ecuaciónes obtenemos la velocidad del observador en el cascarón: 

dr shell 
dtshell 

(1 - �f112 dr = 
(l _ 2�1)1/2 dt 

Observemos que �� es la velocidad del observador lejano calculada anteriormente por lo que la 

sustituimos en la ecuación anterior. 

dr shell 
Vshell = --- = 

dtshell 

Cuando el observador está parado en un cascarón esférico donde r = 2NI, observa que la velocidad 

de la partícula es igual a la velocidad de la luz, lo que concuerda con el corrimieto al rojo 

gravitacional, mientras que el observador lejano percibe que la partícula nunca llega al horizonte, 

el observador del cascarón no sólo ve que llega, sino que pasa a una velocidad igual a la de la 

luz. Encontraremos ahora la energía en el cascarón usando la ecuación 2 .11 encontrada con la 

relatividad especial y susituyendo en ella Vshell· 

1 
E,hell = 2 1/2 = (1 - v,,..u) 

1 

(1- 2�)1/2 

Esta energía es una cantidad local medida por el observador en el cascarón, no es una constante 

de movimiento, usamos relatividad especial porque en el instante que pasa la partícula por el 

cascarón su sistema de referencia es inercial, en donde incluye a la energía en reposo y la energía 

cinética. 
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3.3. Conservación del Momento Angular en Relatividad General 

( .Ouando estudiamos a la energía y al momento lineal en relatividad especial, encon 

D tramos que estas cantidades físicas son constantes de movimiento. Por su parte, en el 

capitulo 1, encontramos que en presencia de un campo gravitacional, la energía mecánica total 

y el momento angular se conservan; ahora esperamos que suceda algo similar en Relatividad 

General. 

Para analizar el momento angular consideremos el siguiente ejemplo: Una partícula se mueve 

alrededor de un centro atractor, el cual emite tres pulsos de luz, tales que el pulso 1 y 3 son fijos, 

mientras permitimos que el pulso 2 pueda variar. Para calcular las coordenadas con las que ocurre 

el siguiente pulso sabemos que éste se debe emitir a un tiempo que el total entre los dos pulsos 

fijos será extremo. Calcularemos el tiempo propio partiendo de la métrica de Schwarzschild, pero 

hay que tener en cuenta que la partícula está girando por lo que la variable <p está cambiando. 

t 

B 

A 

<p=Ü cp=<P 
<p 

Figura 3.2: En esta figura estamos considerando a una partícula que se mueve alrededor del centro 

atractor, esto implica no hay cambios en la dirección radial, por lo que la variable cambiante es 

la azimutal. Esta partícula emite tres pulsos de luz donde el inicial y el final son fijos, el segundo 

se emite arbitrariamente a una <p 

dr = [-r2d<p2 + f(r, t)] 112 

Calcularemos el tiempo propio del segmento A y su variación con respecto a la variable <p ( dode 
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usamos dcp A = cp - O) 

Calcularemos lo mismo ahora para el tiempo propio para el semento E (con dcpB = </> - cp) 

39 

(3.4) 

drB [ 2 2 ( l l 112 = -r8dcp8 + f r, t 

8,,,drB 1 [ 2 2 rl/2 2 = 2 -rBd'PB + f(r, t) (2r8dcpB) 

8,,,drB = r1d'PB (3.5) drB 

Aplicando de nuevo el principio de extremo envejecimiento sobre el tiempo propio total para la 

partícula: 

Sustituimos en la ecuación anterior las ecuaciones 3.4 y 3.5 para obtener: 

r�d'PA _ r1d'PB 
drA - drB 

El lado derecho depende solo del segmento A, el lado izquierdo depende solo del semento E 

entonces podemos generalizar ya que no depende del segmento que escojamos, simpre será igual 

a una constante. Igual que en mecánica clásica, excepto por el tiempo propio dr que aparece en 

el denominador nombramos a esta cantidad constante "momento angular" 

r2dcp = cte 
dr 

L =_e¿= r2dcp 
m dr 

Esta es una nueva forma de medir el momento angular en donde dr no es el tiempo universal de 

Newton. Notemos que el momento angular constante, no implica que su velocidad sea constanste 

ya que ésta depende explícitamente de la coordenada r. 

dcp L = dr r2 (3.6) 

Notemos que estas constantes de movimiento están ligadas a la métrica. Si en la métrica variamos 

cp ésta permanece constante, lo cual está ligado a una constante de movimiento que llamamos 
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momento angular; podemos escribir las primeras dos ecuaciones que describen al movimiento 

como: 

E (3.7) dt = 2Mdr 
1-- r 
L (3.8) dcp = -dr ,.2 

Y obtenemos la tercera de la métrica de Schwarzschild, sustituyendo en ella las dos ecuaciones 

anteriores. 

{ ( 2M) ( L2)}1/2 dr = ± E2 - 1 - ---;:- 1 + r2 dr (3.9) 

3.4. Potencial Efectivo en el Espaciotiempo de Schwarzschild 

("'\#!igual 
que en mecánica clásica, el potencial efectivo relativista es construido con 

�a ayuda de las constantes de movimiento. En este caso partimos de la métrica de 

Schwarzschild y sustituyendo los valores para dt y dcp de las constantes de movimiento 3. 7 y 3.8: 

2 ( 2M) E2 2 dr2 2L2 2 dr = 1 - - 2 dr - 2M - r 4dr 
r (1-2�) 1--;:- r 

Despejamos el término con la dependencia en r y reacomodamos para escribir 

(dr)2 ( 2M) [ L2] 

dr = E2 - 1 - ---¡:- 1 + � 

Recordando la expresión de la mecánica clásica cuando obtuvimos el potencial efectivo, po 

demos observar que lo definimos como el término que es restado a la energía. En este caso hemos 

llegado a una expresión cuadrática, por lo que nuestro potencial efectivo estará al cuadrado. El 

argumento anterior nos permite escribir al potencial efectivo relativista como: 

(3.10) 

Esta función depende sólo de la coordenada r, es decir, de la circunferencia reducida. Observemos 

que cuando r tiende a valores muy grandes el potencial es igual a la energía en reposo, m, que 

es el caso donde el espaciotiempo es plano y donde se aplica relatividad especial. 

Cuando graficamos el potencial efectivo clásico, una parte de él es negativo, ahora para 

poder comparalo con el relativista debemos subir en una unidad al potencial efectivo clásico, 

añadiendo el término de energía de reposo. Observemos en la gráfica 3.3, que en el potencial 
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1 
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Figura 3.3: En esta gráfica comparamos el potencial relativista con el clásico en donde la diferencia 

mas notable es la existencia de un máximo en el potencial relativista. 

efectivo relativista existen dos puntos críticos, máximo y mínimo. Como antes, en el mínimo se 

encuentra una órbita circular estable; en el máximo tenemos una órbita circular inestable. La 

existencia de este máximo define valores de energía tales que, si una partícula se encuentra con 

energía mayor, su órbita ya 110 tendrá un punto de retorno, que en el caso clásico llamamos rm,in· 

Los objetos con estas energías caerán directamente hacia el centro de atracción gravitacional. 

Recordando que, desde el inicio ele este capitulo, hemos limitado nuestra discusión al estudio 

del espaciotiempo alrededor de objetos esféricarncnte simétricos, las propiedades que acabamos 

ele mencionar para el potencial nos permiten estar en condiciones de discutir el horizonte ele 

eventos mencionado en la sección 3.1. 

Nos preguntamos ahora por el destino de partículas que llegan a ocupar radios menores 

al horizonte: ¡,Cúal será su destino? Para empezar a contestar esta pregunta empecemos por 

calcular la velocidad de escape <le uu objeto de masa m, a una distancia r del centro ele atracción 

gravitacional ele masa M. La solución clásica a este problema, usando el potencial en unidades 
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geométricas, 

M 
V(r) = -- r 

se basa en imponer la condición de que el objeto llegue a una distancia muy lejana del cen 

tro atractor y permanezca ahí en reposo. El problema se resuelve reconociendo que su energía 

mecánica total es 

E= O= �v2 
- M 2 r 

por lo que la velocidad para que el objeto pueda salir del centro de atracción gravitacional es de 

la siguiente manera 

Esta ecuación es correcta también para la relatividad general, solo que como ya calculamos, aquí 

la velocidad es interpetada como la velocidad de un objeto cayendo medida por un observador del 

cascarón. Cuando nos encontramos a una distancia r = 2M la velocidad de escape es Vese = 1, 

lo cual quiere decir que sólo la luz podrá salir a esa distancia, misma que habíamos llamado 

horizonte, rhorizonte = 2M. Una vez cruzando el horizonte, parar < 2A1, ni la luz podrá escapar. 

En nuestro estudio del campo gravitacional, hemos llegado a la conclusión de que los centros 

de atracción gravitacional curvan el espacio. A una distanciar = 2M de este centro se encuentra 

el horizonte, una vez cruzándolo ya nada puede salir, incluso la luz ya no puede escapar. Cuando 

el horizonte se encuentra dentro de la superficie del objeto masivo, entonces tenemos una estrella 

como el Sol, si pudieramos comprimir la masa del atractor gravitacional a un volumen menor 

que su horizonte entonces éste no podría emitir luz y nos encontraríamos con un "agujero negro". 

La realidad física de estos objetos se ha podido demostrar indirectamente, lo cual se considera 

una corroboración de la Relatividad General. [9] 

Por el momento calculemos los puntos criticos.r., de la ecuación 3.10 de la manera tradicional, 

donde el lado derecho de la ecuación es una función que depende solo de r, Ilamémosle J(r): 

'V'2 = f(r) 

derivamos la ecuación anterior y nos preguntamos cuando la derivada es igual a cero para obtener 

los puntos críticos: 
d'V' 

1 
= f'(r) 

1 
= 

dr 2'V' O 
Te T,: 

Para saber cuando la ecuación anterior es igual a cero, basta con saber que el potencial 

'V' # O para toda r # 2M, puesto que este es el valor mínimo que consideraremos para r, 
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entonces 'V'> O en la región de interes, por lo que basta con encontrar, Te, tal que j'(Te) = O 

Para que esta derivada sea cero solo basta que, lo que está entre corchetes sea cero, resolvemos 

para Te 

y obtenemos 

L2[ .� 
Te = 2/\1[ 1 ± y 1 - ----¡:;z J 

(3.11) 

(3.12) 

Analizando el término que contiene la raiz, éste debe ser mayor que cero para tener soluciones 

reales entonces para que eso suceda se debe cumplir que 

L2 > 121\12 

Este límite lo discutiremos mas adelante. 

Para demostrar la característica de máximo o mínimo de los puntos criticos, Te, aplicaremos 

la condición de la segunda derivada. Recordemos que si: 

d2V 1 
{ 

> O es mínimo 
dr2 r, < O es máximo 

Calculamos la derivada necesaria de manera implícita 

d2V 
1 = 

dr2 r, 
� (l'(r)) 1 

dr 2'V' rt! 

(J"(r))I _ (J'(r)d'V')I 2'V' 2'V'2 dr f'c re 

la condición para punto crítico garantiza que el segundo término de esta expresión se anule: 

( f'(r) d'V') 1 = 
2'V'2 dr O r, 

ahora bien, como el potencial valuado en ambos puntos críticos es positivo, tenemos que la 

condición para máximo o mínimo se puede reescribir asegurando que si 

11 

{ 
> O re es mínimo J (re) 
< O re es máximo 

Ahora bien, calculando la segunda derivada encontramos: 

!"( ) 8M [ 2 2 Te 2] 2Nf [ L2] 
Te = -- T - L - + 3L + - 2Tc - - 

r5c M r4 M e e 
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el primer término de esta expresión se anula ya que corresponde a la condición para el punto 

critico, contemplada en la ecuación 3.11, así que podemos escribir: 

"( ) 2M [ L2] 
f re = ri 2re - M 

por último el signo de la segunda derivada proviene directamente del término entre corchetes, de 

tal manera que la condición para máximo o mínimo se convierte en: 

L2 . re > 2M si re es mínnno 
L2 . re< 2u si re es máximo 

Por lo tanto, la solución con el signo positivo 

L2 [ .� 
re+= 2M 1 + V 1- �j 

corresponde al mínimo del potencial, mientras que la solución con signo negativo 

r = L2 
[1-J1_ 12M2] 

e- 2M L2 

corresponde al máximo del potencial. 

Regresamos al resultado obtenido para la cota del momento angular: 

L :C: Ji2M 

Si consideramos a los puntos críticos como funciones de L y evaluamos en este valor del momento 

angular, máximo y mínimo coinciden "c., = re+ = 6M. 

Para el mínimo del potencial, re+, que corresponde a la órbita circular estable, este es el valor 

mas pequeño que puede tener; ya que, si consideramos el límite de momento angular muy grande, 

entonces la órbita circular estable más alejada al centro atractor corresponde al resultado clásico 

y no está acotada: 

Te+ 2'. 6M lím re+ = ro 
L-oo 

Como ya vimos la órbita circular inestable (correspondiente al máximo del potencial) está 

limitada por el valor más pequeño que puede tomar el momento angular y ahí la órbita es de 

radio 6M. Ahora bien, analizando el mismo límite que en el caso anterior (momento angular 

muy grande), encontramos que el valor más pequeño que puede tomar la órbita inestable es 

re_ = 3M. Notemos que este valor es mayor a 2M, que es el horizonte, lo cual quiere decir que 

siempre tendremos órbitas inestables sin importar que tan grande sea el momento angular. Es 
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importante remarcar que la existencia de la órbita inestable ea el potencial gravitacional no está 

predicha por la mecánica clásica. 

En la Figura 3.4 hemos graficado el potencial efectivo relativista para tres valores diferentes 

de momento angular, empezando por el valor más pequeño que puede tornar esta variable. Ahí 

podemos apreciar el comportamiento de re: y re+ como funciones del momento angular. 

1.4 ' ' 

,'\ 
1 
1 

12 \ 
1 
1 

' 1 \ ·v· 
,, 

' ' ' ' ' ' -- - - --- - 
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L=VJ2M 
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- 
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o 
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Figura 3.4: Potenciales relativistas con diferentes valores del momento angular, donde el máximo 

se encuentra en diferentes energías, en estos potenciales, se encuentran todas las órbitas posibles 

La aparición de la orbita circular inestable, genera dos casos: 'V(rc)' � 1 y 'V(rc)' > l. 
Cuando el máximo del potencial se ecuentra por debajo de la energía de reposo ('V(rc)' � 1), 

como mostramos en la Figura 3.5, las órbitas posibles para un objeto en órbita alrededor de un 

centro atractor son: 

• Si la partícula tiene una energía, E = Emin, que corresponde al mínimo del potencial, 

tendremos una órbita circular estable. 

• Ahora si tenemos una energía mayor que la energía mínima, pero menor que la energía 

correspondiente al máximo del potencial (Emax), Emin < E < Emax, tendremos órbitas 

ligadas, haciendo una analogía coa el potencial clásico, supondremos que la partícula tie- 
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ne una trayectoria elíptica. Mas adelante podremos obtener una aproximación para esta 

trayectoria. 

■ En el máximo del potencial se encuentra una órbita inestable con energía, E= Emax· 

■ Para todas las partículas que tengan una energía mayor que el máximo de potencial, E > 
Emax, la trayectoria de éstas, no tendrán punto <le retorno y caerán directamente hacia el 

horizonte, 

Notemos que para este caso del potencial efectivo, 'V(rc)' :S 1, no existen órbitas abiertas 

'V', E 
0,98 ������ .����� .�����.����� 

'V' 

0.96 1- 

"Horizonte" 
E=E, 

E•E_, 

E:E1 

E=E .... 

. 

- 

0.94 1- - 
,, --·------------------------- - 

/ 

0.92 1- 

\ 
\ - -r- -- - -�,._ - - ----- - -- ---- 

. 

- / 

Figura 3.5: Potenciales efectivo relativista, tal que el máximo se encuentra en 'V(rc)' :S 1 

, hemos grafica<lo también distintos valores de energía. 

Analicemos ahora el caso, cuando el máximo del potencial se encuentra por arriba de la 

energía en reposo, 'V(rc)' > 1, tal como se muestra en la Figura 3.6. En este caso las trayectorias 

<le un objeto en órbita alrededor del centro de atracción son: 

• Al igual que antes, las partículas que tengan una energía, E = Emin, tendrán una trayec 

toria circular estable. 
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• Para el caso en el cual las partículas tienen una energía que se encuentran entre, Emin < 
E < 1, las trayectorias son ligadas y se encuentran acotadas por dos puntos de retorno, 

por analogía con la solución clásica, estas órbitas corresponden a trayectorias elípticas con 

sus correspondientes radios rpe,·i y Tapo- 

• Para partículas que tengan una energía, 1 :<::; E < Emax, aparecen de nuevo órbitas abiertas. 

Haciendo una analogía con el potencial clásico, llamaremos parabólica a la trayectoria con 

E= 1, mientras que llamaremos hiperbólicas a las trayectorias COIJ 1 < E < Emax· 

• Como es de esperarse, la partícula con una energía, E = Emax, se encuentra en una órbita 

circular inestable. 

• También tenernos la región en donde las partículas tienen energías que se encuentran por 

encima del máximo, E > Emax, todas caen directamente hacia el horizonte sin tener un 

punto de retorno. 

'V', E 
1.4 ��-�--� ,-�-��-� ,�-�--�,--.�� 
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Figura 3.6: Potencial relativista con energías, tal que, existen todas las órbitas posibles. 
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l .Oomo ya mencionamos, los planetas giran alrededor del Sol en trayectorias elípticas. 

b Para la descripción con relatividad general de estas órbitas es necesario que los planetas 

se encuentren con un valor de energía entre Emin < E < 1, en el potencial gravitacional generado 

por el Sol. En particular esperamos que, al resolver con las correcciones estudiadas en este 

capítulo, podamos predecir el avance del perihelio de Mercurio. 

Procedemos a resolver las ecuaciones 3.6 y 3.0 para encontrar, de nuevo como en el caso 

clásico, el cambio de r en función de <p de tal manera que: 

(3.13) 

Como antes, hacemos el cambio de variable u = �. 
(du)2 = E- 1 + 2Mu _ u2 + 2Mu3 

cl<p L2 

Consideramos órbitas cercanas a la órbita circular clásica u = u0 = ,10 = �, y nos preguntamos 

por pequeñas desviaciones a esta órbita, y = u - u0, tenemos entonces: 

(cly)2 (2M ) 
cl<p = Af + y L2 - 2uo + 6Mu5 + y2(-l + 6Mu0) + 2My3 (3.14) 

con A2 - E•-1+2Mun - u2 + 2Mu3 l - U O O· 

Ahora si analizamos el término -1 + 6M u0. Como u0 = M / L2 entonces 6M u0 = 6M / L2, 

además, de manera independiente, encontramos que L2 > 12M2 por lo que o/J < ½ y entonces 

este término es negativo por lo que podemos definir: 

k2 = (1 - 61\1uo) 

si despreciamos términos cúbicos en y (y<< 1) en la ecuacion 3.14, podemos hacer ele nuevo un 

cambio ele variable x = ky, para obtener: 

1 ( dx) 
2 2 2 ( M 2) 2 - - = A1 + - - - uo + 3Mu0 x - x 

k2 d<p k L2 

hacemos xo = t(l\1/ L2 - uo + 3Mu5), completamos el trinomio cuadrado perfecto y factorizamos 

la ecuación, para tener: 

¡ ( 1;) = Af - (x - xo)2 + x5 
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cambiamos ahora a z = x - x0 � ( dz) = A2 _ z2 
k d<p 

con A2 = E' 1+2Muo - u2 + 2Mu3 + x2 y resolviendo proponiendo como solución a L2 O O O 

z = Acos[k(<p - 'Po)] 

Donde <po es una constante arbitraria, definida por las condiciones iniciales. 

Regresandonos a la variable original u tenemos: 

Xo A 
u= uo + k + ¡cos[k(<p - 'Po)] 
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El hecho de que apareció la constante 'f significa que la solución oscila alrededor de u0 = u0 + íf 
y no en u0 como suponíamos entonces: 

u= u0 + 1 cos[k(<p - <po)] = u0 [ 1 + �k cos[k(<p - 
<po)l) 

Sí definimos una excentricidad E = -1-r;, entonces las soluciones son: 
o 

u= u0 [l + ECos[k(<p - <po)]] 

y regresandonos a la variable r 
ro r = ----,-:'-,----,-e 

1 + Ecos[k(<p - <po)] (3.15) 

Reconocemos la ecuacion anterior como secciones canicas, sólo que en un ciclo de 2,r para <p 

r no regresa al mismo punto. Con esto vemos, incluso en la aproximación de órbitas cercanas a 

la circular estable, tal como es el ejemplo del avance del perihelio de mercurio. 

Si, en particular nos preguntamos por el incremento angular necesario para empezar en el 

perhielio y regresar a él, entonces el cambio en <p, es decir el periodo de una órbita completa, es: 

2,r ( 6!vf2 )-1/2 
6.<p = - = 2,r 1 - -- 

k L2 

Consideremos que la órbita de Mercurio es casi circular y haciendo un desarrollo de ( 1 - 6r,2 )-l/2 

quedandonos con la aproximación a primer orden, tenemos: 

( 3M2) 
6.<p ~ 2,r 1 + V = 2,r + 6.<,?av 

Donde 2,r es la órbita podemos aproximar el avance del perihelio entre una órbita y la siguiente 
por: 
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En esta expresión el avance del perihelio se reporta en radianes por órbita, sin embargo, en la 

literatura encontrarnos esta cantidad medida en segundos de arco por siglo. Considerando que 

Mercurio tarda .241 años terrestres en dar una vuelta al Sol, podernos escribir la ecuación para 

el avance del perihelio ( o el afelio) de este planeta ele la siguiente manera: 

NJ2 11 

Ó<f)av = 1613278008.3 LZ -.-1- sig o 

Calcularemos el rnorneto angular de la manera clásica, por lo que tornaremos r peri = 46 x 106 km 

y su velocidad en ese punto Vmax = 58. 98 k:;" [8]: 

km2 
L = 2713.2 x 106- 

s 

cambiarnos las unidades del momento angular a masas solares de tal manera que': 

L = 6124.9M0 

Así avance del perihelio de Mercurio es: 

A 6 8 Ml 
w.<{)av = 1 1327 008.3 (Gl24_9M0)2 

43.004" 
siglo 

Cabe destacar que para este cálculo considerarnos sólo la interacción entre Mercurio-Sol y que 

hicimos la aproximación de órbita circular para Mercurio. 

A pesar de las aproximaciones hechas en este traba.jo, nuestro resulta.do se encuentra dentro 

del error para las mediciones del avance del perihelio que consultarnos. Por ejemplo, en la refe 

rencia [5[, el valor es Ó<f)av = 43.11 ± 0.45 segundos de arco por siglo. Para la referencia [7[, la 

más antigua que consultamos, el valor reportado es Ó'Pav = 43.03 ± 8.847, de nuevo en segundos 

de arco por siglo. 

0

IM0=!.477km, e= 2.99792458 x 105km/s 



Conclusiones 

CPn este trabajo estudiamos el problema de campo central generado por un objeto 

0 de masa M con la teoría clásica y la teoría relativista, para hacer un análisis de las 

órbitas de partículas de masa m en estos potenciales. Reconocemos en este problema que hay 

tres grados de libertad para la descripción del movimiento, por lo que introdujimos coordenadas 

esféricas para aprovechar la simetría del problema. Nuestro estudio nos llevó a establecer las 

dos constantes de movimiento, energía mecánica total, ,C y momento angular 2'), que aparecen 

debido a la naturaleza del campo central (mismo que sólo afecta la dirección radial). Para la 

descripción de las órbitas escogemos a la cooredenada radial r y al desplazamiento angular <p. 

Encontramos que las ecuaciones para describir al movimiento son: 

E=g 
m 

1 .2 L2 M = -r +--- 
2 2r2 r 

Fue de gran utilidad definir el siguiente potencial efectivo clásico: 

'V'= L2 
_ NI 

2r2 r 

ya que éste nos permitió estudiar las distintas órbitas permitidas para diferentes niveles de ener 

gía. Una carcterística importante del potencial es la existencia de un mínimo para el radio en 

ro = 5. Este mínimo define las energías donde es permitido el movimiento y la forma particular 

de las órbitas para diferentes energías. En el problema clásico, encontramos que una partícu 

la orbita alrededor de un cuerpo masivo y puede moverse en trayectorias circulares, elípticas, 

parabólicas e hiperbólicas cerradas y regulares, definidas por la ecuación: 

ro r = -------'---- 
1 + ECOS(<p - <po) 

con excentricidad, E2 = 1 + 2�%2 
= 1 - /fo. Observemos que las trayectorias cerradas de esta 

solución tienen período í:,.<p = 271'. 

Revisamos el caso particular de Mercurio, en el cual la órbita presenta precesión, un fenómeno 

que no puede ser descrito completamente por el tratamiento clásico y para ello fue necesario 

estudiar algunos conceptos de relatividad para describir mejor el movimiento. 
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Recordemos que la mecánica relativista exige que tengamos más cuidado con los sistemas 

de referencia y que especifiquemos por quien son medidas las variables que describen nuestro 

problema. Para el estudio de este trabajo fue necesario introducir el concepto de tiempo propio, -r, 

que es el tiempo medido por un observado cuando los eventos ocurren en el mismo lugar. También 

fue necesario introducir la circunferencia reducida, r, que corresponde al radio equivalente de una 

circunferencia dada alrededor del centro atractor. De nuevo el movimiento angular se describió 

usando la coordenada cp. Debemos recalcar que r, cp y t, en el contexto relativista son medidas 

por un observador lejano al centro atractor. 

El estudio de la relatividad general nos lleva a sustituir la fuerza gravitacional por curvatura, 

la cual se describe mediante la métrica del espaciotiempo. Como en este trabajo nos interesaba 

estudiar el movimiento de planetas alrededor del Sol (en particular Mercurio), escogimos como 

métrica aquella que es válida para un objeto esféricamente simétrico sin carga y sin girar, la 

métrica de Schwarzschild: 

d-r2 = ( 2M) dr2 
1 - - dt2 - -�� - r2dcp2 - r2 scn2 0dcp2 

r 1- 2M r 

Con esta métrica encontramos de nuevo dos constantes de movimiento y pudimos establecer el 

plano X - Y como el plano de la órbita. 

Aplicando las mismas técnicas que en el caso clásico obtuvimos las ecuaciones para describir 

el movimiento: 

2 dcp L = r - 
dr 

E = (l - 2M) dt 
r dr 

En el caso relativista también fue posible escrbir un potencial efectivo: 

, 12 ( 2M) [ L2] 
V= 1--7- . 1+� 

En éste, resalta la aparición del primer término, al que definimos como factor de curvatura y es 

nesesario porque nos dice como el objeto masivo curva al espacio. Pudimos graficar los potenciales 

efectivos clásico y relativista para compararlos. Ésto lo logramos una vez que añadimos el término 
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<le masa en reposo al potencial clásico. En la sigicnte figura reproducimos esta gráfica y podemos 

resaltar de inmediato la existencia <le un máximo para el caso relativista. 

Como antes existen órbitas circulares en el mínimo, orbitas ligadas y órbitas abiertas. La 

presencia <le! máximo en el potencial predice una órbita circular inestable, ésta 110 existe en el 

caso clásico. Además, en el potencial efectivo clásico las órbitas son abiertas para partículas con 

energía, E > Eo, en el potencail efectivo relativista todas las partículas que tengan una energía, 

E > Emax, caen hacia el horizonte. 

En la región donde es posible encontrar órbitas cerradas y particularmente para casos sercanos 

al mínimo, pudimos encontrar una ecuación que describe la trayectoria en el caso relativista: 

ro r=---�---� 
1 + f cos[k(cp - 'Po)) 

En la ecuación anterior observamos que la órbita no regresa al mismo punto r, sino que tiene un 

desplazamiento en ip de tal manera que el período es !::,cp = '1[-, este desplazamiento no existe en 

el caso clásico. Con esta expresión aplicada a órbitas elípticas, pudimos calcular el corrimiento 

en el perihelio. 

Aplicamos nuestro resultado en particular, para el caso de la órbita de Mercurio y encontramos 

que el avance es ele 4�,��!", a pesar ele las aproximaciones hechas en este trabajo, el resultado se 

asemeja mucho a los observados [1[[5](6[[7]. 

20 
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