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INTRODUCCION

Todas las “ewmostraciones del llamasdo Teorenma Fundanen
tal del Algebra, tienen car&bter trascendente en el sentidce
de que emplean conceptos y métodos gue caen fuera del flge~-
bra y son dei domknio del andlisis matemdtico real o comple-
Jo.

E' presente trabajo estd basado en el articulo del
Dr. Bers Zassenhauss: "On The Fundamental Theorem of Alge-
bra®™ sublicado en The American Mathematiecal Monthly de mayo
de 967 y tiene por objeto dar una demostracién lo mas alge-
briica posible del teorema fundamental y tratar ademds algu-
»08 topicos relacionados con é1. _

En el Cap. I y con el objeto de redondear este traba-
Jo se dan otras demostraciones del teorema fundamental, una
basada en el teorema de Liocuville Yy que es posiblemente la
mds sencilla de todas.

En el Cap. II se mencionan algunas propiedades del -
carpo real y que motivan laz definicién de campe realmente
cerrado. En la teoria de los campos formalmente reales de
Artin y Schreier se definen los campos realss cerrados (aqui
"cerrados" no se refiere a cerradura algebraica) y se demues
tra que la definicidn de carpo real cerrado implica la de
campo realmente cerrado ( cf l:#-]Capo VI ). Seria interesante
determinar si estas definiciones Son equivalentes o en caso

contrario dar un contraejemplo.

En el Cap. III se da.la definieidn de anillo ordenado.



En el Cap. IV se tratan los anillos con divisidén or-
denados y se incluye una condicidén necesaria y suficiente pa
ra la ordemabilidad de um subanillo de un anillo con divi-
sién distinta de las generalmente tratadas, Ademds se inclu-
ye un Teorema de existencia para campos realmente cerrados,

En el Cap. V se tratan las extensiones anulares alge-
braicas simples y el equivalente del grupo de Galois asocia-
do 2 un polinomio, para anillos.

En el Cap. VI se da una demostracion del teorema fun-
damental, sugerida por el FProf. Enrique Valle Flores, en el
seminario de exposicidén de ésta tesis.

No se incluye la demostracion publicada en el articu-
lo de Zassenhauss ya que en mi opinidn, estd un poco obscura.

Por Giltimo en el Cap. VII se amplia un algoritmoc con
el gque se obtengan raices reales de polinomios con coeficien
tes reales, para que nos dé un.algoritmo y obtener también
las raices complejas de estos polinomios.

Una dificultad de este capitulo es caleular el polino
mio S,(f) (x) & partir de los coeficientes de f(x).

Seria interesante calcular Sp,(f) para polinomios f£(x)
de grado mayor que 3, posiblemente con ayuda de una calcula-
dora electronica.

Agradezco al Prof. Lnrique Valle Flores su estimulo y
consejos sin los cuales este trabajo no habria sido posible.
¥l agradecimiento también para el Ing., Alejandro Duefias por

su ayuda y apoyo durante toda mi ecarrera.

Mayo 1960,



CAPITULO I

Demostraciones del Teorema Fundamental del Algebra.

Daremos primero una demostracidén del teorema fundamen

tal basada en el Teorema de Liouville (cf[lj]o Cap. 6, Cape. 9/

ILlamareros funciones enteras a funciones de la forma
i o » .
f(z}:iba,n z con a{ en C (campo complejo).
ns
I.I. TEOREMA., Una funcidén entera no constante toma va
lores arbitrariamente grandes.

DEVOCSTRACION. Demostraremos una forma equivalcnbe de

este teorema: Una funcidn entera acotada (es decir, tal que
I£(2)j<¥ para algin ¥ positivo, para todo z en C) se reduce a
una constante.

En efecto, si existe una constante ¥ tal que | £(z)|¥
para toda z, entonces, de la desigualdad de Canchy]adgw/r? =
deducimos que 8= Oparan =1; 2,..., y2 que r puede tomar
valores arbitrariamente grandes. Entonces f(z) = 8, e

1.2, TEORTKMA., Si f(z) es un polinomio de srado m 21 y
G es un real positivo arbitrario, entonces puede encontrarse

R tal que |[f(z)3G para toda z tal que |z| > R.

DEVOSTRACION. Sea f(z) = a_+ 8,2 + ... + aﬂ‘z”’

- f(Z) = Zm(a,m-!- am.j'i' sea <+ ao )
z e

S1 tormaros z tal que|z|= r.

1.3.|f(z)|; r'm( ja. ;- fanl- ooo = !aﬂl)
r z™
y como ( jaJdt .. + lag| ) se puede hacer menor gue %lal, 1a
z i

expresidén 1.3 se puede hacer mayor que % |amdr”” y por lo -



tanto mayor que G para r suficientemente grande,

1.4. Teorewma fundamental del dlgebra.

Si f(z) es un polinomio de grado m > 1 con coeficien~
tes complejos, entonces tiene al menos una raiz compleja.

DEVOSTRACION. Si f(z) # O para toda z, entonces

: | = g(z) es una funcidn entera. Como g(z) estd acotada -

Tis)

(ya que f(z) £ 0 y si z se hace muy grande g(z) tiende a ce-
ro) debe ser constante y lo mismo f(z), lo cual es una contra
diccidn. Entonces existe z,en C tal que f(z) = O,

Dareros otra demostracion del teorema 1.4 (cf[:é]Cape
5, Teorema 5).

Sea g(z) = z"+ clz”f «s + ¢, ¥ consideremos dos pla-
nos complejos, el plano 2 y el plano W. g es entoneces unz -
funcidén que asocia a cada punto z en el plano Z, el punto
w = g(z) en el plano W . Si z describe una curva continuz en
el -~lanoc 7, entoness q(z) describe también una curva continuz
en el plano W.

Para eada r>0 figa, la funcidn w = q{r (cosf+ i seng) )
define una curva cerrada O% en el plano W, imagen de la cir
cunferencia Cr:lzl= r de radio r y centro O en el plano Z.

Para cada r fija cgnsidérese la in%tegral

&

# (r,8) 4 d(arg w) =\ udv - vdu
ué + vZ
o o
con w = g(r (cos 9+ i sen®)) = u + iv y definida para toda

?
Cr gue no pasa por el origen w = 0., {Si Cr pasa por w = O,

entonces q(z) tiene una raiz).
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Es fdeil ver gque @ (r, 21 ) = 2Tin(r) donde n(r) es
el numero de veces que Ck rodea al origen.

Como q es una funcidn continua, n(r) varia continua=-
mente con r, excepto cuando Cr pasa por el origen.

Aderds q(0) = ¢ # O ( a menos que c,= O en cuyo caso
z = 0 es una raiz ) y entonces n(0) = Q.

Derostraremos que si r es suficientemente grande, n(r)
es igual al grado m de q(z).

™ mo .
q(z) = 2"+ climf co + C T + Co= 2 (1 +3cx 2 )

arq g(z) = arg z + arg (1 +§gc=§5 e

Si z describe la circunferencia 1 Zi= r en sentido po-
sitivo, el cambic de arg q(z) es m veces el cambio de arg z(
( o sea ms2N ) més el cambio en arg (1 +§;cx ix).

Pero silzl= r es suficientemente grande[Sc, Zi<h ¥y
1+§gc*<z'x= u estd dentro del circuloju - 1|<% y no reodea al
origen.

Tenemos que: Si r es bastante grande n(r) = m, es de~
cir, el cambio total de arg q(z) es 2 m. Pero al variar r,
Cé se deforma continuamente ya que q(z) es continva. Es evi
dente geométricamente que una curva, si rodea él origen
n £ O veces, no puede ser deformada en un punto sin pasar
por el origen en alguna etapa de la deformacidn.

Entonces para alguna r, Cr debe pasar por el origen,

cuando esto sucede q(z) = 0 y gueda demostrado el teorema 1.4.



CAPITULO IX
Algunas Propiedades del Campo Real.

El carpo real R tiene las siguientes propiedades:

2.1. E1l simétrico de un elemento de R que no &8s cua-
drado {de un elemento de R) es cuadrado.

2.2. La suma de cuadrados de-elementos de R es cero
si y sblo si cada sumando es cero.

2.3. Todo polinomio de grado impar con coeficientes
en R tiene al menos una raiz en R.

Ia segunda propiedad es consecuencia de que existe un
orden algebraico para el campo real, Ia primera se debe a
que todo real positivo tieme raiz cuadrada real (Cf [S]Teow
rema 1.37). Ia Gltima se deriva de la aplicacidn del teore-
ma del valor intermedio para funciocmes continuas (Cf [3] Teo
rema 4.23) a la siguiente desigualdad:

si £(x) = x"™+ a,x™* ... +a,. n impar.

2.4, £(1 4i§lag|§>0>f( (1 é];a.-.\ 3.

Y por el teorema mencionado, existe ¢ en el intervalo
Z1¢! +§1a£g) . 1 +3 lagl) tal que £(¢) = O,

L=y

Derosfraremos la desigualdad 2.4 por divisidn sintéti

C8 .
v
1 a, a N a,, {1+ 2 1%l
1+| al‘+¢ '+l a"n; l+\az‘T+t n“"\ aﬁ'jo v e 1+ iaﬁ-‘ﬁﬁ"\‘ 1 -+ ia.nl
- ; Ai LU * A;-'? + At‘ﬂ—-,}
1 1+!a;_!+”+‘a“, l+!a3‘+”+\a“i,” 1 +’am| 7 - ”;“’5"%1

+ A.l -+ Az‘ -+ A’ﬂ-.‘



Donde A es no negativo y los demas A son positivos.
Entonces f(lg%la;_\))O.

Para d;mostrar la otra desigualdad es conveniente to-
mar en cuenta el sigro de los coeficientes, de tal manera gque
- considerareros las a; reales no negativas.

Sea entonces f(x) = x”_-a; a, x"';r; o + 85

Para el polinomio f(x) definimos el "peor" polinomio
f4(x), relativo a £(x) como el polinomio que tiene los mis-
mos coeficientes de f(x) excepto tal vez los signos, y tal
que Ia(c) es mayor que f(g) para toda ¢ negativa.

E1l peor polinomio es entoncgs:

-4 m-2 1+ .
f'l (X) = x"“i‘ alx“"“ a. X + oo + (""1) a: Xﬂ{l- ce + 8_o

& 3 N
i £, (x) es cualquier polinomioc con los mismos coe-
ficientes de f(x) excepto signos tenemos por ejerplo, para i

yar, j irmpar.

§ .
" n-4 me 2 "=t n-d

L (X) =2+ 8,X =~ 8,X+ oo =8, X + o0 + X = .0 + 8,
" mel net n-i "3

fa(x) = x '+ a,x™ B X4 e 4BIX 4+ 40 - BIX = o4 4+ 8,

n-i i
£(x) - £{x) = -~ 2 a;x + 2 asx“".
fe) - £{e) = - 2 3;c"F 23, S 0.

{,(c))>fa(c) y £, (¢) es efectivamente el "peor" polinomic.

Calculemos £, (- (1 +£l|a;|)), laid= a; .
; i=
1 a, -8, see -8y, a.1~1 -%a;,
""1 - a-l O a‘“ 1+az +eoo+8m *saea l+‘a1;-|+a,h ""l"’aq‘
+ A + A - A
1 N-2 Mm=4
T ST 148, +..48, 1 1+a -
Z ﬁ 3 " ol m ﬂ"‘j
+ Ai +.&M_z
FRQTEMCHTA AT BE2TCMIZTIN
P!L.i s IAMIN LY D s:mz?mhsés



Donde los A] son positivos.

Entonces ya que f,es el "peor" @olinomio:

0> £, (~(1 3l ) > £ (=(1 +3 tad)).

2.5. DEFINICION. 4 los campos que satisfacen 2.1, 2.2,

2.3, los llamaremos carpos realmente cerrados.

Puede pensarse que las tres condiciones anteriores
determinan el campo real o campos isomorfos a él. Derostra-
remos gque no es asi, ya que el campo de los nimeros algebrai
cos reales (subcarpo propio de R) es otro ejemplo de campo
realmente cerrado como se hace ver enseguida.

Sea A el conjunto de los nUmeros alsebraicos sobre -
los racionales, es decir, el conjunto de las raices de todas
las ecuaciones de la forma a_+ 8 X + .o + a“qu O con 3;en Q.

2.6. El1 conjunto A de los nimeros algebraicos forma

un campo.

DEFOSTRACION. Sean u,; v€ A. Entonces u + v, u=v, u,v.,

uw/v (si v £ 0) estén en G(u,v).

Como u, v son raices de polinomios con coeficientes en
Qs Q(u,v) es una extension finitamente generada por elemen-
tos algebraicos sobre Q. Entonces Q(ugv)_es finita sobre (.,
de donde todo elemento de Q(u,v) es algebraico sobre Gy su
mas, productos, diferencias, cocientes de elementos de 4 es
tén en A y éste es campo.

2.7. E1 campo A de los nlmeros algebraicos es alge-
braicamente cerrado.

o -4

Sea un polinomio f(x) = LX +UX+ o, +Ucon coefi-

eientes u;en A,



K = Q (u,,+-,u00) €8 una extensidn finitamente genera
da por elementos algebraicos, entonces K es finita sobre §.

Toda raiz r de f(x) es algebraica sobre K. Entonces
K(r) es finita sobre K y K(r) = Q(u,,.+, ug,r) s finita so
bre G, de donde r es algebraico sobre (. Entonces r es ele=-
mento de A v éste es algebraicamente cerrado.

Sea H = A(\R, el campo de los numeros algebraicos
reales.

2.8. AFIRMACION. E1 campo H de los numeros algebrai-

cos reales es realmente cerrado.

H satisface 2.1, ya que toda raiz de x* - a = 0 con
acH, a >0 es alsebraica y ademis es real,

H satisface 2.2 ya gque es un subcarpo de Re.

H satisface 2.3 ya que todo polinomioc de gradc impar
con coeficientes en H. tiene a3l menos una raiz r en R. Como
r es raiz de una ecuacidn con coeficientes en 4 y este es
algebraicamente cerrado, r estd en A y entonces r estd en H.

Ahora bien H no es isomorfo del campo real pu=sto gue
no contiene a los trascendentes reales., Otra demostraciédn
de que H no es isomorfo a R, que no envuelva la existencia
de reales trascendentes consiste en observar gue mientras
R es no-numerable (infinito), H es numerable puesto que A -

lo es (ya que la coleccidn de todos los polinomios sobre B

es numerable).



CAPITULC III

Anillos Ordenados.

3.1, DEFINICION. Un anillo ordenado es un anillo A

eon unitaric 1 y un subconjunto no vacio P de A tales que
3. 3.2, O0€P

3.3. 51 a€ A, entonces agP, a = 0 &6 - a¢P.,

3.4, P es cerrado bajo adicidn y multiplicacidn.

De esta forma tenemos que 4 = PU{O} U(-p)."

Adends, de 3.2, PN} =0 , (-P) Y {0} = 8 7 P(\(-P)-g
ya que si ag P(}(-P}, entonces a + (~a) = O¢ P, contrario a
3.2,

Tenemos entonces que un anillo ordenado puzde defi-
nirse de manera equivalente:

3.1. Un anillo ordenado A es una pareja (4,F) forma-
da por un anillo A con unitario 1 y un subconjunto I de A
no vacio al cual llamaremos el conjunto de los elementos -
positivos y tales gue: |

3.2. E1 simétrico de cualquier elemento distinto de
cerc no positivo es positivo.

A = PU{O}U(-“P) (Unidn Ajena)

3.3. La suma v el producto de dos elementos positi-
vOosS son positivos.

P + PCP P PCP

* Se utilizan las definiciones ususles para el cdlculo de

subcon;ijuntos de un anillo:

A+ B ={a + blaea, beB}9 - A ={-— a\at—A} ¢AB=a.



Dado el anterior concepto de positividad definimos
un orden algebraico en A diciendo que:

25 a>b (b<a) si a - b€ P,

Esta definiciodon satisface las reglas generalmente pe
didas en una relacion de orden algebraico.

3.6, Tricotomia. Para cualesquiera dos elementos a,
b en A, vale una y s6lo una de las relaciones

a>b , a=b , b>a,

Efectivamente, por 3.3, (a=b)€F, a = b = 0 0 =(a=b)e
T y como B, (-P), {O} son ajenos dos a dos, tenemos solo
una de las relaciones anteriores.

3.7. Transitividad. S1 a>b y b>c¢, entonces a>e¢.

(& - b)EP, (b - ¢c)eP y ya que P es cerrado bajo la su
ma (& - ¢c)¢€ P.

3.8, 51 a>by ¢>4d entonces a + ¢>b + 4 ¥y
ac+bd>ad + b c.
(a ~b)eP, (¢ - d)e€ P irplican (& = b) + (¢ = ) =
(a +e¢) =(b+3d)§P y(a~Db)la(c~4d) =(ac+Ddd)
- (ad+be)ep,

Reciprocamente, un anillo en 1 cual esté definida
una relacidén de orden total , define un concepto de posi-

tividad, con P =gae A |a>o} el conjunto de los positivos y
gque satisface 3.2, 3.3, 3.4.

OBSTRVACIONTS:

3.9. L€ P. ya que si (~-1)€EP, para aec P

(~-1) a = -a€P, Contradiccién,



3.10. Ia caracteristica de cualquier anillo ordenadc
es O, ya que como P es cerrado, no puede ser

ne 1 =1+1+ .00 +1 =0 para alguna n.

3.11, Un anillo ordenado no tiene divisores de cero,
ya que si a, b en A, distintos de cero y a*b = 0

a éd(-a)eP ,bod (-b)ePy

2 b= (-a) (-b) = (-a) b =a (=b) = 0y un producto

es de elementos en P.
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Anillos con Division Ordenados.

Los elementos positivos de un anillo con divisidén ordenado
D, forman un semianillo * H con las sigulentes propiedades:

4.1. El semianillo H contiene el cuadrado de todo
elemento distinto de cero del subanillo econ divisién q‘geng
radb por H.

4.2. El1 semianillo H es un sub-semianillo maximal de
D que no contiene el cero de D.

En efecto, sea D, =[H el anillo con divisién generado
por H, H“C Hy, ya que si heH ¥y EJfHQ h(-li"l) = -1 €H contra-
rio a 3.9. Entonces D,= HU{O}U(-H).

Sea O £ u €D, .5i ue H, u'cH.

Si u £ H, - ueH, ns (=u) (~u)€ H,

Sea K un sub-semianillo de D que contenga propiamen
te a H. Existe x en K tal-que x no estid en H,

Si x* = 0, OE€K.

S1 x £ 0, x-(0H), ~x cHCEK YyX+ (=x) = 0¢K-

4.3. Proposicién: Reciprocamente, a cada serianillo
H de D que satisfaga 4.1, 4.2 lo poderos asociar con un con
cepto de positividad de Dy poniendo H=P y que cumple 32, 3:35

4.4, Proposicién., uH = Hu para toda u€ R, u £ 0.

Sean u, v€D u, v distintas de cero.

u vyl v'1= (uv)a (vdﬁ“v)a (V—J§€ H. Si h €H,

uh = h(iun W € Hu. ul € Hu,

Similarmente HuCuH vy entonces uf = Hue

* Un sermianillo (H, +30.) €8 un subconjunto no vacio de un

anillo, cerrado bajo las operaciones de adicidn y multi-

plicacién,
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4.5, Proposicion. Si heH, entonces i'e He

H«IHa=hhBCH 8. b= i lekln.

B'H + PHC 5'H ya que h'h,+ K h = Vil R

h H.

Por 1la proposicion 4.4.

(h“‘H) E s h"j(H h‘"’) B B0 B He

n'h'BE C He hoMH.

h H es entoﬁces un semianillo de Dy que contiene a
H pero no contiene a cero. Como D, = D, h 'H contiene el
cuadrado de todos los elementos distintos de cero de q,.:"y
se sigue de la propiedad maximal de H que W*H = H y enton
ces hle H,

4,6. Proposicion. Si el elemento distinto de cero ¢
de Dy no estd en H, entonces -c pertenece a H.

Sea H = HUcHU(H + ¢cH)
H contiene propiamente 2 H ya que ¢ = c,lae cHCH

(H+c¢H) +« {H + cH)CCH + cH.

H ¢H = (cH)HC ¢H.

¢H.cH = ¢(He) H = ¢(e¢H) H = ¢ H-HC H.

(H+cH) (H+cH)CHEH + HecH + eH I +
cH-cHC H + cH. |

Entonces 1a suma y el producto de elementos de -ﬁ@ es
tédn en H, de donde éste es un semianillo de DH que contiene
propiamente a H.

Debido a la propiedad maximal de H, O€T. Como O H,

0¢c H, entonces O€ (H + cH). Existen h.; 5 hze H tales qgue

0 =h+c hyde donde -c = hyh}'€ HECH,

Poderos sintetizar los resultados anteriores en el
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siguiente

4.7. TEOREMA. Un subanillo con divisién D, de un -
anillo con division D &s ordenable si y sdélo si D contie-
ne un semianillo H con 4.1 y 4.2. E1L orden se da mediante
H="DP

Necesitaremos el siguiente lema:

LEMA 4.8. Sea Hy semianillo de D gue no contiene a
cero, entonces Hoasté contenido en un semianillo maximal
H que no contiene a cero.

DEYOSTRACION. Sea H = {H:} con ie I el conjunto de

semianillos de D que no contienen a cero. Sea un orden par
cial en H dado por

HeS By si H & He

Sea{H,% (k€X) una cadena en H |, entonceslhK (kek)
es una cota superior de{HK}(k K). Efectivamentd He(k X)
'es un semianillo, ya que si =x, mﬂjH, » entonces xel, y €Hg .
y como H,_, Hsson elementos de la cadena, estdn relaciona-
dos entre si. Suponsamos

H.,% H, , entonces x + y, X.y€ HSC'.UHK (k€K ).

Ademds | JH no contiene a cero.

Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal H
en H respecto a la inclusién.

4.9, TEOREMA. Un anillo con divisidén D puede ser -
ordenado algebraicamente &i y sdélo si la guma finita de
productos finitos de cuadrados de elementos de D es e2ro

80lo si todos los sumandos son cero.
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DEMOSTRACION. La condicidén es necesaria, ya gue co

mo los cuadrados de elementos de D distintos de cero estan
en H, sumas finitas de productos finitos de cuadrados es-
tén en H y éste no contiene cero.

Supongamos que vale la condicidén. Sea Hyel conjunto
de todas las sumas finitas de productos finitos de cuadra
dos de elementos distintos de cero de D. Entonces H, es
un semianillo y no contiene a cero. Por el Lema 4.7, H es
ta contenido en un semianillo maximel H que no contiene a
cero.

bowTs Pe 1% fenga 2 4o,

Como todo elementoc u en D se puede poner como

U = %[(u + 1)2-— (u - l}] . entonces u€ D, , tenemos
que D, = D v D tiene el orden a>b si y sélo si a - b€ H.

4.10. TEOREMA. Si el campo F es ordenadoc algebrai-
camente y F estd contenido en una campo extensién algebrai
camente cerrada §! , entonces existe un subcampo @? de {1,
realmente cerrado tal que

4.11. Cada elemento positivo de F es el cuadrado
de un elemento de d;a o

4.12. {1 es algebraico sobre ¢ .

DENOSTRACION. Sea Hgoel conjunto de los elementos -

positivos de F. Por el lema 4.7 existe un semianillo maxi

mal H de {2 que no contiene a cero y que contiene a Hoa
Sea(@ el campo generado por HH contiene los elemen

tos positivos de F y los cuadrados de todos los elementos

de é distintos de cero, pero no contiene a cerc.
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Entonces podemos eirtender el orden de F a un orden
algebraico de @ , tal que H es el sermianillo de los po-
sitivos de ciﬁ o

.32 1 es algebraico sobre ¢

DEMOSTRACION. Supongamos queé'eﬂ no es algebraico

sobre 4) .

M yNEVTS N
4

Qe(£)
por todas las sumas finitas de productos finitos de cuadra
dos de elementos distintos de cero de q) (f) con coeficien
tes en QH' es un semianillo que contiene propiamente & H.

Debido a la propiedad maximal de H, cero esté en H-

o - & n(Es y & h‘(_ﬁ%—r

N(x), P, (x)Q,,,,Pm(x) gson polinomios distintos de cero daﬂx}.
Sea m el grado médximo de los polinomios PJ_(::).,),.E.@g
Pm(x) y sea a; el coeficiente de X" en P;(x),

Entonces ya que la extension es trascendente

0=§hip,;(§5z=§'hi1= (x)* |
¥ el coeficiente de " debe ser igval a cero ya que el uni
co polinomiog(x)€ cj)[x] que satisfacecr({-’) - O-es el trijrialf,
De donde O agh,y afeH lo gue es falso.

Entonces f1 es algehraico sobre @ :

Todo elemento de H es el cuadrado de un elemento de@-

Si ue H , entonces ya que §! es algebraicamente ce-
rrado existe 56 N tal que §2= Ve

Si fg’l‘-‘l entonces H =ja + bf l a20,b2>0, a + b>0,

&, L€ @gf orma un subanillo que contiene propilamente a H.
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BCHC HHy H § es también ur semianillo.
Ademis'ﬁ'ﬁﬂ%ontiene el cuadrado de todo elemento
ddi(éT} distinto de cero.
Efectivamente, sea a + bf;é 0 con 220, b0, en-
tonces fa + bf)a= a4+ 2a b+ ﬁfi a®+ B u + 2ablel,
Sia + bE4 0 con a 6 b<0.
(a + bf)za c + dfccn ¢csatsBu , 4 = 2a0<0,
e? -du = (az-b2 u)2>09 ya que s8i a -b% 4 = O entonces

u = %iygs %;- den + cé’éH s L& # d,f) (-4 u + cg) & (c"-dzu)g

e _—/‘

Hyc + €H H ,

El cuadrado de todo elemento de@(f) estd enton-
ces en O 'ﬁ'ly ya que ader4s es un semianillo que contiene
propiamente a H, debido a la propiedad maximal de éste,
H 'ﬁ-ldebe contener a cero, lo que s una contradiceiédn.

Cada elemento de H es el cuadrado de un elemento
ded y ya que H contiene los elementos positivos de F te-

-

neros 4.11.
Todo polinomio de grado impar con coeficientes en
¢} tiene una raiz en ¢ .

Supongamos que f(x) es de grado impar y que la ecua

ciodn

. & 2
4.13. -1 E,fi(’” (£(x))
puede ser resuelta por polinomios £,(x), :tz(}:),....fS (x)
con coeficientes en 43 - POdemos encontrar un polinomio

f(x) de grado minimo 2 n + 1 que satisfaga 4.13 y tomando

los residuos de £ (x), f.a_(:x), - fs(x) al dividirlos por
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f(x) obtenemos una congruencia 4.13 con el grado maximo k
de los polinomios f,(x),..fg(x) no mayor que 2n.

1 +§i :B‘(x)2= f(x) g(x) es de grado 2 k © sea no
magor que 4 n, y como f (x) es de grado 2 n + 1, g(x) es
de grado impar y menor que 2 n + 1.

Pero ya que

- 1 gmxf (g(x) )

y el grade de f(x) es minimo, llegamos a una contradic-
cion. Entonces para un polinomio de grado impar con coe-
ficientes en C_@ nunca vale una relacidn de la forma 4.13.

Por otra parte, debe haber un polinomio de grado

impar g(x) entre los factorés de f(x) irreducibles en
@[x}. Ya que S! es algebraicamente cerrado, hay una raiz
E de g(x) en §1 -

Sea el campo extension algebraica simple cj_; (f ¥
entonces: por lo demostrado anteriormente, ninguna suma
finita de cuadrados de elementos de la extensidn puede -~
ser igual a - 1.

Esto implica que las sumas finitas de cuadrados de
elementos distintos de cero de @(:f ) forman un semiani-
1lo H que contiene a H pero sin contener a cero.

Supongamos gque H contiene a cero.

0 = gt P; (f)a Supongamos que P,(x) £ O

Ya que todo elemento de la campo extensiénci) (E)

se puede poner como un polinomio, Pl(f)‘ = G (cf)

S 2
- L ;_(f) Q (f 8 lo cual es una contradiccidn.
t=
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Débido a la propiedad maximal de H tenemos que
H = Hy sus carpos generados son iguales, entonces@(f) ,@
y todeo polinomio de grado impar con coeficientes en 43
tiene una raiz en CP o

gp Es entonces realmente cerrado.



CAPITUILO V
Extensiones Anulares Asociadas a una Ecuacidn.

Sean V un anillo conmutativo con unitario A y un poli

"! .- .
x“+ sse + a_ con coeficientes en V.

; "
nomio f(x) = x + a, -

Construiremrmos formalmente una extensidén anular conmu-
tativa y con unitario de V en la cual f(x) tenga al menos
una raiz.

m-4

Sea V[u;ﬂ el V-. médulo con base 1, Ugeeey, U SObre V.

5.1. 1a regla u, definida por:

uc(l) = u

u (') = ottt (0<i<n - 1)

u (8 = - aiu'"-i- a, e au -3-,..-3," 1
uc( :% b, u‘.’) = JZD b, u_ (u) (be v, 0< 3<n)

es un endomorfismo de V [h

[%au)+(2bu]= [}:a-pq)ﬁ]
i(a+b-) ua(u) an u,(ut )+Ebu(u)=u[§a u‘]+u

U, &b u-ly Uy €S un homomorfismo de V ]:u ﬂ en si mismo,

Definimos una multiplicacion en V[ﬁ f]por.
L |
el o (Eo k,,u )ew = hgu khuz(w) weV [u;f]
5.3. Proposicion: VW?;f]con la multiplicacién ante-
rior forma un anillo conmutativo con unitario, que contiene

a Vy tal que f(u) =

DEVOSTRACION. Como u_es un homomorfismo, la multipli-
cacidn esta determinada por el efecto de u_en los elementos
de 1la baseq y va que u (u ) = u (u Yo 0L, cn, (21 4350

entonces uc(u ) = utut:(u ) = uc(ﬁs ), es fécil demostrar
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que la multiplicacién es asociativa, conmutativa y distri-

butiva con respecto a la suma.

Demostraremos como ejemplo, la conmutatividad de 1la

multiplicacion.
(:Z:au)(z pd ) =% a,u (gbu)

. ggla;_biu‘(u*‘) - $ ¥ ()

;:ouo

ya que a; by = bja,y ul(uw') = ut(u ¥

B -1

Zbu(ﬁa-u) (:Edbu)(zau)

SleV bl+Ou+“,+Ou€V[uij

V estd contenido en V[u;f].

—

El unitario de V es también el de V[ﬁ;f}, ademés

n-| = Sl
f{u) = v+ a v+ .. 4+ ap= va + a,u"+ .. + a,

h !
n-t

ﬂu( )‘i‘ae+a=(-a-lu".o“a)+au+.e+ah

=Oo

5.4 utsafisface la ecuacién f(u,) = 0.

Veamos el efecto de f(U.) en los elementos de la base.
0. (1) = (0% & 0% .. » a,¢1) (1) = u"+ a!u“$ ok 4

§
an) = 0.

. _Q o ﬁj
£ ) () = (u:+ aiuﬁ+ se & gﬁl) (u') = u (u + aju”+

e o +am) =Oa .
De donde f(u,.) (w) = O para todo w en V[ﬁ;f].

o |
Sea f(x) = x"+ a, X b wu & 8,un polinomio con coefi-

cientes a,= 1, &y oo 5 2,en el anillo conmutativo con uni-

tario A, y supongamos que f(x) tiene la raiz u en A, enton-

ces:

£(x) = £(x) - £(u) = §:aﬂﬁ(x -u)
hzo
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= (a -2,) + (x - u) By gt (qu uz) 8 4+ oo # (x" ﬁ”)

= (X - u)[aﬂ-1+ (x + 11) a;ﬂ.z+ seoa + (X + f%l +eco+t u‘h—ﬂ

(x - u) g%Li Y ’]

(x = u) f R L donde

55 f (x) =Z Eﬁlﬂ_‘,mu] x®

Tenemos entonces que f es un polinomio de grado
X-u

n-~1 con coeficientes en A y que toda raiz de ¢ es una
X~=u

raiz de f(x). Si ademas A es un dominio de inte~-ridad, toda

raiz de f(x) distinta de u es raiz de f..
X=-u

Podemos extender la construceidn anterior y definir
la extensiodn anular conmutativa con unitario V[é“ Uygeos gﬁf]

k

de V de la sigriente manera:

5.6, V[u-‘, Vs sessg u,n,f]a (V[ 1&‘])]}12,...\3 ug i‘ ]

Entonces la base de V[?],.., u%;fj sobre V son los n! ele-
mentos:
v Vo

v} T -
o 0 u, LSRR

(O<‘131<:n * J3d-= 1, - 2565m)
Ademas en V[ua,”.g u“;f] vale la factorizacién f£(x) -
(x - v (x - ) oeo (X = u,) de £(x) en n factores lineales.
5.8. TEORENA. Ias n! permutaciones de las n raiges
distintas u, , U,5 oo 5 u,de f(x) determinan automorfismos ce
V[Eu19 os W, 3 fjtales que el automorfismoc inducido por la
pPermutacidén T mapea la expresién polinomial P(u, see, u,) so-

bre P Cﬂ'gg - Tu,) para cada polinomio P(a‘c.lqa con Xp)e



- ')J

Estos n! automorfismos forwran un grupo’%hial que bLo-
do elemento de V estd fijo para cada miembro de 7, . ILos
elementos de V son los Unicos elementos de V[gﬁ e ;.ﬂ
que quedan fijos porjﬁ‘e

DEOSTRACION . Por iniuecidn sobre el grado de f(x)

derostraremos la ultima afirracidén ya que las anteriores -
son inmediatas.
Para n = 1. f(x) = x - u, , entonces u,estd en V
Viu, 3 f]= V y vale la afirmacién.

Su-ongamos que vale la afirmacién para n-1.

mmoV@“ ”1¥ﬂ=(VP£:ﬂ)PﬂamM; xil]y
=0,

4 es de grado n~l, tenemos que los elementos fijos por
tzd:s las permutaciones de U, ; -« U,y deben ser, por la
hipdtesis de induccidn, las del anillo base V fq,; f],

Si V es el conjunto de elemento fijos por ’yw s en-
tonces Vo V¥ [ul] ;
Supongamos que existe un elemento de V que no estéd en

Vs
Aplicéandole a éste elemento un automorfismo resultado

de una permutacidn que intercambie W,y 4, obtenemos un ele

mento de V[ql] [uJ que no eatd contenido en V[ s Tenemos en-

e

tonces que V = V.
Reciprocamente:
2.9 TEOREMA. Cualquier autororfismo de ¥ [@i, °eo uhzé]

que deja fijo a V, es resultado de una permutacidn de ui,.eqﬁ
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DENOSTRACION. Sea T un automorfismo que deje fijo a V

T (f (wg)) =1 (uf‘+ aiufi ce + 8) = T(u;)M+ a,T(u;jwi,, £ a,,
= F (T (ug)) = 0.

El autormorfismo T mapea raices de f(x) sobre raices v
raices distintas en raices distintas, o sea Gnicamente per-
muta Wy eeo R, -

5.10. COROLARIO: Si #(x,,.., X,) es un polinomio con
coeficientes en V, fijo para todas las permutaciones de lasg
variables (polinomio simétrico en X5 s X,) entonces el
elemento v = g (u,, -.. , u_) de V[?x* »e o Ulestd en el -
anillo base V.

DEVMOSTRACION. Si T es el automorfismo resultado de 1la

permutacion T T(v) = T(g(W 000, ) =g (T UyeeailTR,) =
8 (u;s¢0, uy) = v como esto vale para todo automorfismoe
que deja fija a V, por el teorema 5.8, v estd en V.
5+11. COROLARIO: Teorema de las funciones simétricas.
Sea R = VEglga.xJel anillo de polinomiocs en n inde-
terminadas sobre V. Sean
S = Xy+ Xyt 00 + X, S, = xxxz-a» x‘xs-r vee ¥ X Xysnn,

i m-y
8 =XX, ... X,
las n funciones sirétricas basicas. Entonces cualquir poli-
nomio simétrico en Xy s o« X, 80bre V, es igual a un polino-
mio en 8, 8,5 +» S, sobre V.

DENOSTRACION. Si f(x) = (x - X;) (( x = Xp)ee(x = X, )

-1 3
entonces f{x) = xﬁw s*x“+ azx“iza., + (—1)Msﬂa

Sea K = V[s.i § sJel anillo generado por B eeey 8 s
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sobre V. Entonces R se puede poner como R = KE%; X, 300 o %3{5
ya que los coeficientes de f estdn en K.

Sea g(x19,009 xh) un polinomio simétrico en Xygeoes X o
Ya que g queda fijo para las permutaciones de X, 9 oo X9
entonces g queda fijo para todos los automorfismos de N so-
bre K. Del corolario 5.10 se sigue que g estd en el anillo
base K, es decir g(x, .. x,) se puede poner como pelinomio

n B e & 5
en B s Sm

y
Del corolario anterior se sigue que si f(x) es un po
linomio cpm cpeficientes en el anillo V, cualquier funcién
simétrica g de las raices de f(x), puede ser expresada en
términos de los coeficientes de f£(x).
Suvonearos f(x) = (x - u, ) (x - uz)..(x-uﬂ). Enton-
ces el polinomic
'Sz(f) (x) = (x=(u,+ u,)) (x = (u,+ us))...(x-(u%J A R
cuyas raices son las sumas de dos raices de f(x) para to-
das las combinaciones de éstas tomadas de dos en dos, es
siméérico eén u,, .. u,. Svs coeficientes se pueden poner en
términos de los coeficientes de f(x) y estén por lo tanto
en Vo
PROPOSICION 5.12. Sean V un campo y f£(x) polinomio
¢on coeficientes en V. Surongamos que Sa(f) tiene la raiz
u en V. Entonces d(x), el midximo comiin divisor de los poli

nomios f(x) y f(u-x) con coeficiente inicial l, no es cons

tante.,
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DEMOSTRACION., Sea d(x) =m ¢ 4(f (x), f{(u-x)) con -

coeficiente inicial 1. Entonces wale una ecuacidn:
d(x) = A(x) f(x) + B(x) f(u-x) con A(x), B(x) en V
En V[u“ - ym'gf]tenemos:
d(x) = A(x) £(x) + B(x) Hlu,+ v, - x) + (u - u -, ))
= A(x) £(x) + B(x) £ (u,+ uz-x) ¥ (u - u, - ua) g(x) u, +

donde g(x) es un polinomio en dos variables x, y sobre V.

Sustituyendo u,tenemos d(u,) = (u - u - %9 g (u29 u, + g;
Si d(x) es constante distinta de cero, entonces d(x)
= 1 = d(uz) - B u,es invertible en V[g,e. un;f] s For
el mismo razonamiento u - W - U, (1€i< j< n) es también
invertible y lo mismo el producto. Pero el producto es
Sa(f) (u) el cual es cero y llegamos a una contradiceidn.

Entonces d(x) no es constante.



CAPITULC VI

Teorema Fundamental del Algebrea.

Sea F un campo realmente cerrado. La campo extension
E = F(i) donde i es una raiz de ¥+1=0 y que formalmen-
te se construye como el campo complejo a partir del campo
real, es algebraicamente cerrada.

Para cada elemento 2 =2a + b i1 de E, definimos el
conjugado de Z , 2 =a - b i . Ademds todo elemento de E
tiene raiz cuadrada en E.

Necesitaremos el siguiente lema.

LEMA 6.2. Todo polinomio f(x) de grado n2>1 con coe-
ficientes en F, tiene al menos una raiz en E.

m- 4

DEVOSTRACION. Sea f(x) = x + 2,X + .. + &, COn 8;€n

F, polinomio de grado n, donde n = émq y con g impar.

Demostraremos el lema por induccidn sobre m.

Para m = O, n es impar y ya que F es realmente cerra
do, f(x) tiene una raiz en F y por lo tanto en E.

Supongamos que vale la hipbétesis para todo entero me
nor que m, eg decir, que para cualquier polinomio de gra-
do n’= 2nfq’ con coeficientes en F podemos encontrar una
raiz si m'<r.

Sea l’*'[a1 g mier Ty a”;ﬂ un campo de descomrposicidn de f.

Para cada patural k, sean los polinomios T, (f), Ta(f)ﬁ
T, (f) definidos de la siguiente manera:

Te(£(x)) ;T_rfx - (a;+ ay+ kaias))

Ki<iKn
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T, (£(x)) es simétrico en las a ¥y por lo tanto tiene sus

coeficientes en F. Aderds el grado de Tt(f} es (3) =
-1
n{n-1l) = 2 ™q én-l} = 2“ q'donde q’es impar.

Por la hipotesis de induceidn cada T (£(x)) tiene
2] menos una raiz ® en E.

Sean b, y by'las raices correspondientes a la combi
nacion de a;, a;. (Es clare que para encontrar estas rai-

ces no se necesitan mas de (3) + 1 polinomios T e

Entonces

/
b, = a;+ a; + ka; a; be= a,+ a;+ ka;aé

¥ resolviendo este sistema
4.

&a* &j = kb’: EP_‘E: ¥ Q@in %’: b

Resolviendo la ecuacion de segundo grado con coefi-

cientes en E:
x%- (ag+ a;) x + a;ay=0

Obtenemos las raices a:, a; de f{x) en E y queda demostra-
do el lema.

Demostracion del Teorema Fundamental.

Dermostraremos la existencia en E de una raiz del po-
linomio:

6.3. £f(x) = x"+ a‘xf: ce + B

con coeficientes 1, a;, az, » 8 en E.
f;(x) = f(x) ?(x) tiene coeficientes en ¥, por 1o tanto tie

ne la raiz ¢ en E.
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fl(c) T (ay £ (e) = 0. 5i f(c) = O estd demostrado el
teorema. Si f(e¢) = O, entonces f (¢) = O y todo polinormio

con coeficientes en E tiene una raiz en E.



CAPITULO VII

Ampliacidén de un slgoritmo

Suponiendo que existe un algoritmo para encontrar
las raices reales de un polinomio f(x) con coeficientes
reales, lo ampliareros a un algoritmo que nos dé todas -~
las raices de f(x).

7.1. Procedimiento para descomponer un polinomio en
polinorios separables primos entre si.

Si med (f(x), df /dx ) = d(x) no constante, sea
(£/8) (x) = ey(x), mcd(eo(x),df / dx ) = el(x) no constan
te, (ey/e;) (x) = £,(x), med(e,(x), as/ a x?) - € 5(%)y ey
med (%_‘i(x)g djf/d.x%) - ej(x) no constante, (e;. ei) (x) =
il £ RCH T

xsf't—i

fi(x), med (el,

2 J 14
Entonces f(x) = fl(x) £o(x) oee fé(x) gﬂ(x) donde
fi(x)9 fe(x),o.,qﬂgx) son polinomios primos entre si y se

parables.

DEVMOSTRACION. Sean a, b, ... 1, las rafces distin-
tas de un polinomio £(x) ¥ seanha,ﬁ y &5 ,)\, sus res-
pectivas multiplicidades.

£(x) = (x - a Pyl (x = 1)

Como una raiz de multiplicidad k de f(x) es una raiz
de multiplicidad k-1 de su derivada £‘(x) es claro que
£f(x) y £/(x) son divisibles por (xwa)ftx—b :{ (x=1 %ﬂi

El maximo com"n divisor d(x) de fi(x) v f’(x) es en-

tonces d(x) = (x-agb?o (x-1 )-lg )
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si g(x) no es constante, tiene un factor (x- m), don
de m es una raiz de f(x) digamos a., Entonces a es una raiz
de multiplicidad L de f (x), lo cuval es una contradiccion,
ya que a es raiz de multiplicidad Q-1 de f’(x)a
g(x) es entonces constante y
a-1 -4 AL
7.2, med (£ (x), £7(x)) = (x-a ) (x-b) ... (x-1)
Agrupando los factores de multiplicidad 1, 2, <.
2 3
de f£(x) teneros que f(x) = f (x) £,(x) gsx) I | si no
bay factores de multiplicidad k, fyx(x) = 1). Donde los
fy (x) son polinomios separables, mutusmente primos.
¢ 2 3
£ {x) =g, (x) £,(x) £,(x) £(x) «.o
# 2
f (x) = gz(x) fa(x) £,(x) o0
i
£ (x)

iy

gs(x} L£ulx) oo
donde cada g;(x) no tiene factores en comin con f(x).
Por 7.2, mcd(f(x% ffx)) = d(x) = fa(x) fs(xi f&(stoao
f§§; = e (x) = f(x) £,(x) Fa(x) £4(x) <eo
8(x) = (g(x), £(x)) = £,(x) £ (x) £,(x) .., 2f%§}=fi(x)

%§x} =_(g£x), f”kx)) = fg(x)'f?(x) wnle g;§§;=fz(x)

2 o L2 =™ & o

Jri )]
e (X) - (e ¥ 8 Fy1 e i(x)=F (X)
" s dx ; emé X ;
8i f(x) es cualquier polinorio con coeficientes res-
les, por el procedimiento anterior lo podemos descomponer

en polinomios separables,
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Sea g(x) un polinomio separable con coeficientes en
R. Mediante el algoritmo que teneros podewmos encontrar las
raices reales de g(x), a;, 85, «»s 2,. Entonces
g(x) = (x-8) (x maa)ea(x-a;) h(x), donde h(x) es un poli-
nomio separable con raices complejas unicamente.

Nuestro problema es entonces encontrar las raices
de estos polinomios.

3 ¥étodo para encontrar las raices complejas de
un polinomio con coeficientes reales.

Sea f(x) peclinomio separable con coeficientes rea-
les y sin raices reales.

l.~ Formese S,(f(x)) y encuéntrense todas sus raices
reales., Suponeamos que éstas son simples, digamos by, bQQ.aal
Entonces med(f(x), £(bj~ x)) = (x—b3/25l+ cg donde c;es
positivo.

En este caso las raices de f(x) son los n=2r nime-
ros complejos bi/ 2 + 1 ¢; (1LIKr).

DEVOSTRACION. Sean b,/2 + ic,, b,ht 1,400 br/2 + ic,

las 2r raices de f(x) con todas las ¢ distintas. Enton-
ces S,(f(x)) no tiene raices reales repetidas y tiene uni
camente r raices reales.
7¢4s E1 maximo comin divisor de f(x) y £(b; - x) es
» ) 2 .
(x =b/2) + /= (x =(b3/2 + i ¢)) (x ~(bj/2 - ig))o
Seaﬁ-zlz b3/ 2 + 1 ¢ Ej= b; /2 = % ¢
(x - by/2) + c?= (x-z,) (x-2y). z;,'Ej son raices de f(x)

entonces (x-z| ) (x—zs)!f(x)0
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Dewvostraremos que (x—;i) (xﬂﬁk)lf(bj— %Y

Como b= z;+ E", £(by- x) = £ (zj+ 2, = X)o.

Dividamos f(z + 2 = x) por (x - z) (X -~ ®)

£(zy+ 2,~ X) = q(x)Ex - Zj)-(xAEjj + r(x) con gr{r)<2
Sustituyendo zj tenemos

f(zj+ 23~ %) = q(zj5) [(z:,- Z, ) (zs—_z'_‘)]+ r (z)

£ (z) =0=04+ r(g).

r(x) tiene como factor (x-z; ). Similarmente r(x) tiene
como factor (x-z,) de donde gr(r) es al menos 2 lo cual
es una contradiccidén. Entonces (x- zj) (X-Ej)lf(bs - X).

El mdximo comin Aivisor de f(x), f(b =x) es
(x - z;) (x - 2y).

Suponzamos que med(f (x), f(by- x)) = bh(x) {x—;Q(xQEJ)
Entonces h(x) tiene como factor a (x-zi) donde zies algu-
na raiz de f(x), zy, 2, # 3
£(b;- x) = f(z_i-:- 'z';';m x) =[h(x) (x - z;) (x =~ Ej)] g8 (%)

Sustituyendo z|tenemos

£(zy+ 2, ~ z) = h(z;) (2¢- Z,) (3.~ 2) s (zy) =0

Entonces z;+ 2, - zges alguna raiz de f(x), digamos gz,
Zy+ Ty~ Zi= B, Zi+ Z,= Zi+ %, by = 2;+ 2y

Contradiccion, ya que entonces Seﬁf(x)) tendria al
menos la raiz b j repetida.

II. 'Si las raices de Seﬁf(x)) no son simples, se

debe obtener un algoritmo un poco mds elaborado.

7.5. Sea Bgel conjunto de todas las raices by de S

4P

S}(f(x)) y sea u(b;) la multiplicidad de la rafz b;de
50 ()}
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Denotemos por A,el conjunto de todos los elementos
de Boque no son medios aritméticos de elementos de By
Tenemos que med (f (x), £(b-x) = gp(x) = gy (b=x) es no =
constante para toda b de A, . Entonces 8pl{x) = hy( (xﬁgf!)

donde gp(x) tiene grado 2 uy{(b) y hpes un polinomio de grs
do la mitad de el grado de gp(x) tal que todas las raices

de hp son negativas, digamos son de la forms - c%‘(lg kS ucgb)}
donde c,es positivo. Enton-es las raices de g(x) son las |

2 ug(b) nimeros complejos b/2 + icy, (1gkLu (b))

DEB{OSTRACIONu Al formar el conjunto Al’ eliminamos
las raices de S,(f(x)) que provienen de raices de f(x) con
parte imaginaria iegual.

Supongaros que f(x) tiene las siguientes raices re-

petidas con parte real B igual, con b en Al’

2z, =

zZ,=b + 1 Cis 2 =D ~ 1€ .00 2= % < - = ‘% -1e,

2
O sea que u,(b) = k
(x - zl)-(x —'El) p— (x-E;)If (x).
Aderds como f(x) = (x-2,) (x-2) .. (x=3) * g(x).
£(b = x) = (b -x=24) (b=-x-72) o0 (b=x=Z, )+ h(x)
= (Z,- x) (z,~ %) ¢oo (2¢= %)@ (%) y entonces
(x - 2y) (x-7,) .. (x=FJ| £ -x)
8i med (£(x), f(b-x)) = (x-z,) .. (x=%,) p (x) en-

tonces p(x) tiene como factor a x-z donde z es uns raiz

de f(x) distinta de z;, ce Zyo
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[(x - Z;) eoe (X-Z,) p(x)] s(x) = f(b = x)

(z-2)e. (z-F0p (z) s (2) = £(b - 2) = O,

Contradiceion, ya que b - z seria rafz de f(x) y
las Ginicas raicew con esta caracteristica son Zys soe Zyo

Entonces med(f(x), £(b-x)}) = (x=2,) ooo (x=2,) = g, (x)
= g,(b-x)
8p(x) = hy((x - b/2)a Do
Bu(x) = (x = 2) (2 ~F)) .. (x-2) (x -7

= (x =(b/2 + icy)) (x =(v/2 ~ icy ). (x - (b/2 = ic, ))

=[(x - b/2)2+ cga.¢ [Ex - ‘l:u,/2)z + c;’;]m

gu(x) = he((x - b/2)*) si (x - b Y y

2

Be(x) = hy(y) = (7 + 1) +ou (7 + )

De donde las k raices de hpy((x - b/2)b) son negati-
vas y f(x) tiene como raices los 2k nitimeros complejos
b/2 + icyy.. b/2 + ACy s

7.6. Efectuamos el procedimiento anterior para todos
los elementos tjde A , Si se obtienen n raices, nuestro
problema estd resuelto. Si no es asi, procedemos de la
siguiente manera,

Fara cada elemento d de Byque no estd en A, , deter
minamos el nimero de veces, dizamos v(d) que d@ = % (b+bv’ ).
para b, b’ en A y b’ .

Entonces tenemos que ul(d) =u,(d) - 2 v{(d)20 don-

de q{d) asi definida no siempre es cero. Formemos el con-

Junto %P de todas las 4 para las cuales ui(d) es positi-

vo. De esta manera eliminamos las veces que una raiz de



Sa(f) es wedia aritmética de la parte real de compleios
con la parte imaginaria igual,

Procediendo de la manera anterior ¥y sustituyendo BJ
por B , U, por u,y A?. por A.l s, donde Azes el subconjunto
de todos los miembros de B { que no son medios aritméticos
de miemhros de B , encontramos algunas otras raices de i)

Si no se obtienen todas las raices, se procede como
antes hasta encontrar las n raices.

En la practica la dificultad estriba en calcular
Segf) (x) a partir de los coeficientes de £,

Por ejerplo para n = 3. Si

f (x) = 4 aixz+ a,Xx + a,, entonces

Sa(f) (x) = x° + 2a, x4 (ai+ 8,) X + (a,a, -~ aq).
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