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INTRODULCETIGN X
! t
!
La importancia que han adquirido algunos teore-
Y
nas de punto fijo en diversas &reas de Matemdtica, como

son: Topologia, Andlisis, C&4lculo Numérico, Ecuaciones Di

ferenciales, etc., es debido a que diversas demostracio--

nes y cédlculos pueden plantearse de tal manera que se re-

ducen a determinar la existenciza de un punto fijo.

Los Teoremas de Punto Fijo son aguellos que da-
JO ciertas condiciones a satisfacerse, garantizan la exis
tenclia oe algin punto fijo de una aplicacién T, definido
de un conjunto A en s{ mismo. Lo anterior hace importante

*

consicderar la existencia de un punto fijo para una fun---

e

ciérn T, as{ como el mecanismo a seguir para hallarlo.

En este material se utilizaridan los Tecremas de
Punto Fijo de Contraccién de Banach, asi como el Teorema
de Punto Fijo de Scnauder. Dichos Teoremas se aplicaran a

ecuacicnrnes diferenciales ordinarias.

Se tiene, como objetivo hacer énfasis sobre la u
tllidaa de los diferentes teoremas de punto fijo, al apli
carlos en la denostracién de teoremas ée existencia y uni

cidad o existencia de soluciones de ecuaciones diforencis



les ordinarias con condiciones iniciales o condiciones

de frontera.

El contenido de esta Tesis se desarrollari en

tres partes principales:

PARTE A.

PARTE B.

En esta parte se probard el Teorema de Punto Fi

jo de Contraccién de Banachk, asi como el Teore-

ma de Dependencia Continua y Diferenciable, en

espacios euclidianos R"™, y la aplicacién del
primero a la demosiracién del Teorema de Picard,

que prueba la existencia y unicidad de solucidén
de una ecuacidén diferencial ordinaria en espa-~-
cios de Banach con condicidn inicial en cierio

intervalo:
H-te]s LcRa >0

Se nard mencién del Teorema de Punto Fijo de

Schauder en espacios de Banach (espacios eucli-

diands),'y la aplicacién de éste a la demostfa—
cibén del Teorema de Peano, el cual prueba la: e-
xistencia de solucibén de una ecuacién dlferen--
cial ordinaria en espacios de Banach con condi-
cién inicial en cierto intervalo: l{-{n‘_{- ACR .

AdemAs se aplicara el_Téorema_de_Punto Fijo a

ecuaciones aiferenciales ordinarias en espa---

cios de Banach con condiciones -de frontera, €n

donde es necesario introducir la funcidn de



PARTE C.

Green por construccién Para encontrar una so-

lucidén a dicho problema, bosguejando con ejem

plos,

Se enunciard un Teorema de Existencia de Solu

cién pPeribdica de una ecuacién diferencial en

€5pacios de Banach (espacio euclidiano R% ),

el cual se aplicarid a la demostracién de otro
teorema de existencia de soluciones periddi--
¢as, el cual tiene como hipétiesis la equiva--
lencia asintética de ecuaciones diferenciales
Orainarias. Por Gltimo se combinarin el Teore
ma de Existencia de Soluciones Periédicas con

el Teorema de Punto Fijo de Schauder para so-

luciorar un problema de condicién de frontera
es decir, se busca una solucién de una ecua--
cién diferencial ordinaria en espacios de Ba-
nach (espacios euclidianos R" ) gue sees perid
dica y satisfaga.]as condiciones de frontera,
en cierto intervalo:

[4.8] cr, real.



PARTE A.

En esta parte se presentard material bibliogrifico a
desarrollar con ciertas variantes con respecto a la forma
usual de presentarlo en clases. |

Se empezard por definir el concepto de punto fijo de
una aplicaci6én T definida de un conjunto A en si mismo,-
presentando algunos e jemplos elementales,donde se obser-
vard que una aplicacién T definida de ﬁn conjunto A en -
s{ mismo puede poseer uno o més puntos fijos sobre A,asi
como no poseer punto fijo en A,ademds una aplicacién ele
mental de transformacién de un problema fisico a un pro-
blema de punto fijo.

Se definird también el concepto de aplicacién contra
fda de una aplicacién T definida de un conjunto A en sf—-—
mismo,la cual se aplicard a la demostracibén del Teorema—-
de Punto PFijo de Contracciédn de Banach,donde,por la nece-
sidad de la misma demostracién se hace necesaria la defi-
nicién de la Sucesién de Cauchy. i

Como una consecuencig del teorema de punto fijo de
contraccién de Banach,8e hace necesario definir el’ Teore-
ma de Dependencia Continua“y Diferenciable de un operador
Ty~
| Se aplicari el fedreﬁa de punto fijo de contraccidn-
de Banach a la demostraciédn de un teorema de eiistencia v
unicidad de'solucién de una ecuacidn diferencial ordina—-—
ria con condicibén inicial (Teorema de Picard),en un inter

valo dado,ademds se presentarg una conclusién con respec-

£ e



2.a.- TEOREMA DE PUNTO FIJO DE CONTRACCION DE BANACH.

2.a.1l.- Definicién de funto Fijo.
~2.a.2.- Definicidén de Aplicacién Contrafda.
2.a.3,-. Definicién de Sucesién de Cauchy.
213-4.— Demostracidn del Teorema de Punto Fijo

de Ccontraccidén de Banach.

258.3,~ DEFINiCION DE PUNTO FIJO.

Sea ¥x un- - LonpTunto . y T unzavLE aplicacién
definida T: x—x entonces un punto x € x €3 un punto
fijo de T si se satisface TX=X, es decir, T deja fito a X.

- Ejemplos:
a).— Sea X = Ry T: R—»> R, donde 7(x) = x+1

Se concluye que no existe un x € R tal que
f(x)= x es decir, T no posee un punto fijo

en R, calculando se tiene que T(x)-= x+1; pa-
ra que existlera un punto fijo debe cumplirse
que T(x)= x, por iguaiacién Se tiene que: | ]
Xzx+1l = 1=0, por'lo tanto no cualquier

- aplicacidn posee punto fijo .en un conjunto-dg

terminado. L :

b).- sea x=[0,1] , o; [0,1]———44b,1} donde T(x)= x°

R

se satisface que T(x)= x para x=20,1I , 1o

que indica es que x= 0 6 x=1 son los puntos



fijos de la aplicacién T scbre x :Ib,i] y B€
pueden encontrar si reemplazamos .T{(x)= x B8e
convierte en x= x*, es decir, x*~ x=0 se cum
ple x=0 ¢ x=1, obsérvese que pueden exis
tir m4s de un punto fijo de la aplicacién T
sobreiel conjunto x :[b,l].

c).-Sea x :ib,l}, T:[b.i}“r*[pvij' T(X):{g 2% i.é ?

El Gnico punto fijo de la aplicacién T(x) SoO-

bre el conjunto x :[b,l] es x =0, dado que

T(0) = 0. A
1 h—-;#/
Graficando la |
funcién T(x): S > X
ol i

d).-Una aplicacién préctica de la definicién de
punto fijo:
Ssea x=R y T:R—= R, donde T sea la ecua=-=-
cidn definida T:—%—C4ﬂ32, la cual transforma
una lectura'de grados centigrados a grados Fa
renheit:
oA que temperatura las dos escalas termomeéetri
cas marcan la misma lectura?
Si T:R——>R ¥ T(C):—;-CJ'BZ, la pregunta

la podemos transformar a otra equivalente:



& T tiene un punto fijo, es decir, T(C)=C ?

C:—%— O #3532 =05 i por lo tanto
T(-40) = -40 , 1o que indica que T(C) posee
un punto fijo en R, entonces la temperatura
que marca la misma lectura en ambos terméme--

tros es =-40.

2{a.2. DEFINICION DE APLICACION CONTRAIDA
Sea F un subconjunto cexrrado de un'aspacic de
Banach X y T una aplicacidn definida de T:F—=F
entonces T serd una aplicacién contraida, si e-
Xiste un valor KGE[O,l) tal que:
T, - TU| £ K [Ui- U] VU, U, €F

- Al valor K se le llama constante de contraccién,

- En particular la aplicacidn serd contraida si la
funcibén tiene en el conjunto F una derivada T'(x)

4El Qus: ,T'(x)l A TE P

2.a.3. DEFINICION DE SUCESICN DE CAUCHY.
Una sucesién {xs} en X es una sucesién de Cauchy
siV €30, IN(E)>0, tal que ]xm‘- x.nl(E ., si
nw > N(E). |

2.a. 4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE

CONTRACCION DE BANACH.
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TEGREMA DE PUNTO FIJO DE CONTRACCION DE BANACH.

Sea F un subconjunto cerrado de un espacio é&s

Banach X y T una aplicacién contrafda T:F —» F entonces

—

T tiene un unico punto fijo X, X €F tal que TX-=X.
Ademas, 81 X, €F es un punto arbitrario del conjuntolF,

entonces la sucesidn {xh*ﬁszh donde VF=0i1929---}

n
& K ;

convergé al punto fijo X cuando n*#+°°7}i‘ xn.ﬂ‘jtﬁwxl- xol

donde X € ﬁhlf)es la constante de contraccién de T sobre F.

PRUEBA ;
Existencié:

Sea X, € F un punto arbitrario de F, y si defini
mos una sucesién de aproximaciones sucesivas Xy, 31Xy don-
de n::0,1,2,...,lde tal manera que caca uno de l1los Xny€F,
esto es por hipétesis, dado que T es una contraccidédn defi

nida 1 p —¥E, tenemos también que:

1) IXWH- x“]:lTxh- TXdeiK!xn‘ xwﬂF:Kthh#“ Tx“*}fi

= 'KoKIxh'_-i‘ xh-zl‘:K:ixh-l_ Xh-zi
Y asi sucesivamente, de tal manera que:

1) | - xnng“]x,- Xo| 4 donde w=0,1,2,...
Probaremos que la sucesidn {x“}es de Cauchy,
sea M >W entonces:

2) lxm - xnlﬁ K“th¢; xgl por 1)

‘th‘ xwlf K" -

< K" [K“"“"

. . ]
Xu-n~ XmoniF Xy ™ Lpgoyghe o o+ Xy = xo\":

Xy~ x°¥+K

R T



| A

& K- xo| e = 5 | ximxal

Entonces tenemcs que:

2j lxm— x“|§-§;K— il l
. °
Ahora dado a que KE(b,l) se tiene que pasawn muy
grande, es decir, cuando n__»;cn,el miembro del lado de-
recho se puede hacer tan pequefio como se quiera, es decir,
se satisface que:\xw;xnkqéjlo cual indica que la sucesidn
{xn} es de Cauchy en F, y si es de Cauchy implica que exis-
te un elemento X en F al cual converge, es decir,
3) lim_xn% X, por ser F un conjunto cerrado.
n—pFoo |

-Dado a que definimos:
TXn=Xn4 tenemos que calculando limites:

4) lim TXH - 11m er'l 1
N ——$4-00 N —Poo
-por la ecuacidén 3) se tiene que:
5) . 1im - Xyai=X
N —»too

Ahora, puesto gque T es una aplicacién continua:

6] 1im %, = T (1im xn): %

usando 5) y 6) en 4) se tiene que:
4) Tx=X
-LO0 que indica es que existe un punto fijo X

en ¥, de la aplicacidén T sobre F.



Lo que falta probar es 1la convergencia, es decir,
que:
n
l?( - Xhl‘_‘_'}i{:—K" 'xl" xo}

-Calculando el limite a la ecuacibn 2) se tiene:

W — oe
- ¥ n
7.) 11m1xwl— xhlf lim %—K lx.- Xeo
W ——bk oo w —ptoo
Por la continuidad de T se tiene que:
. n
lim (xw\-'- x“) f"%:ﬁ“x, * XQ‘

Wm —pitoo K
lim x3~ lim xﬂr<—r—~
w—b +® m—b ool 17K
o "
X - xg| €T

X, - xo}

X.|"‘" x«:!

Por lo tanto, tenemos gue existe un puntc £i30
X ‘de la aplicacién T sobre F, el cual lo encon-

tramos a partir de cualquier punto Xo dado.

UNICIDAD:

Sea Ke[b,l)la constante de contraccidn

de T sobre F, y si X, y son dos puntos fijos de

la aplicacién T, es decir, Tx =X, Ty =7 donde
X, ¥y €F supbéngase que i%?-

Entonces: |%-3| = lnx - 73] k|3 - 7|
- puesto que suponemos gque EJ#§ entonces XZz1 y
€510 no puede ser porque K es la constante de

contraccién de T sobre F, lo que indica que

X =y, por lo tanto, existe un dnico punto fijo

»l

de la aplicacién T sobre F.

/0



2.6).- TEOREMA DE DEPENDENCIA CONTINUA Y DIFERENCIABLE.

DEFIN1ICION DE CONTRACCION UNIFORME:-

Sea F un subconjunto de un espacio de Banach *, G es

un subconjunto de un espacio de Banach Y y sea:

A= {Ty:y(EG} una familia de operadores definido Ty:F—- .

El operador Ty se define ccwo contraccién uniforume S0

bre F, si Ty:¥ —>F y existe un valor ke[b,i) tal que:

lTvx.—Tyi[f k\x-il Uy€e, x,xeF.
TEOREMA :
Si F es un subconjunto cerrado de un espacio de
Banach *, G es un subco-njunto abierto de un espacio de Banach Y,
Iy:F—=F y€G es una contracciédn uniforme sobre Pe ¥ Tyx
es continuo en y para todo x fijo .en B, entonces el dnico
punto fijo g(v) de Ty, y€G es continuo en y.
| Ademis si F,G son las cerraduras de los conjuntos
abiertos F°, G° y Tyx tiene primeras derivadas continuas
A(X,y¥), B(x,y) con respecto a'j,_x'resbectivamente.
Entonces g(y) tiene primera derivada continua con respecto
a y'EGé
PRUEBA: 1la. PARTE tLa continuidad de g(y))
Puesto gque Ty:F —>F e€c wuna contraccidn urniforme, in-

dica que existe K € [O,l') tal que:

oy

TYX"TY;(‘E K‘X-Rl Vy€G, x,XeF , sea g(y) el uni
co punto fijo del operador Ty en F, el cual existe por el

teorema anterior,

11



12

~ Sea hey, arbitraria, entonces se tieme que:
1). _Tyg(y)=g(y) _
2). Tysh 8(y+h)=g(y+h) |
Calculando la.diferencia de 2)- 1) entonces tenemos:
3). &(yth)-g(y)=T¥, g(y+h)-Tygly)
3). 9‘(y'+h)-9(7)=T7+h9(7+h)47‘yj(¥)
=Tyh §O*h)-Tyn 400+ Tysn 4(%)- Ty 9 ()
Calculando la norma 3):

' | 30+0)-90)]=| Ty 300 Tysn §0)+Tyam §()- Ty 500) ]f

&

f] Ty+h 9(r#h) - Ty ﬂ(Y)]*‘iTM 9 0’)"779(”)

Bl S

g (¥+h)- 3(>')f+l Trin §(v)-Ty g (V)l

Entonces:

..-+ _-—- (
. lﬂ(wﬂﬂ—a(ﬂ}f ,u»qﬂ?ﬂ;yj‘ﬁ'z

s (1*k)-l !TH-H j()’)—T)’ﬂ(h)‘

Por lo tarto:

Tyth g (Y) ~Tyq(y)

Puesto que Tyx es continuo en Y para cada x fijo en

)0 [0+ 50) |2 p-wy!

F, entonces la funcién g(y) es continua en y.



En ecuaciones diferenciales ordinarias, es muy
caracteristico presentarlas sujetas a un conjunto de res
tricciones, las cuales todas ellas pueden estar sujetas
‘a unicamente un solo punto & mis puntos dependiendo de
la finalidad que se persiga al analizar determinado fené

meno.,

Si una ecuacibén diferencial ordinaria esti su-
Jeta a un conjunto de restricciones y éstas Unicamente
8N un solic puntc A, se le llama problema de condicidn ini
cial, donde se busca una solucidn. al problema dado, sSi es
que existe, 6 existe y es tnica en cierto intervalo de de
finicién de la misma solucidén, la cual debe de verificar

la ecuacidn diferencial ordinaria y 8atisfacer al conjun-

to de restricciones, en dicho intervalo.

Un teorema de ecuacién diferencial ordinaria 1lo
es el teorema de existencia Y unicidad de solucién de una

ecuacién diferencial ordinaria (Teorema de Picard), el

cual se demostrard haciendo uso del teorema de punto fijo
|

de contraccién de Banach.

Se iniciard por la transformacién del problemsa
de condiciones I*a una ecuacién integral equivalente don-
de todas las aoluéiones de la ecuacién integral en un in-
tervalo dado, son también las soluciones del problema de

condicidn inicial en el mismc intervalo.

I*¥ = iniciales

/8



Se hace necesério definir el espacio completo
de funciones vectoriales continuas:w;;[i,Rﬂ con cierta - °
norma, especifica, en el cual definimos el operador T para -—

,cada ,_funcién_vectorial‘continua¢e?[i,§CRn|] de tal manera
qué el problema.dé condicién inicial es equivalente a pro
bar 1la exiétencia de un punto fijo del operador T gn

E[i,BCR%I es decir, probar qué existe una funcidn vectorial

continua ¢€§[i,§CR§] tal que satisface T¢=¢ en un intervalo

dado.

.

Entonces decimos que el problema de condicidn i
nicial tiene solucién en el intervalo, donde se utilizari

el teorema de punto fijo de contraccién de Banach.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Aplicacién del teorema de punto fijo de contrac

cién de Banach, a la demostracién de existencia y unici--

dad de ‘soluciones de las ecuaciones diferenciales ordina-

rias en un -espacio de Banach.

n : i
Sea UCR™ un conjunto abierto Yy conexo, y T es un inter-

valo_real abierto T=(T1,T2)CR,'U puede ser todo R" y T puede

ser todo R, es decir, T=R, U=R" sea U* un conjunto abierto y

conexo definido en Rn+1 por U*=TXU, donde U*CRn+1



Consideremos una ecuacidn diferencial ordinaria:
1= X2f{t,=) :

con condicién inicial.

2).- x(ta):xo teT , donde f(t,x)
satisface las siguientes condiciones:
a) £(t,x) estd definida y continda en U*
3)e= Db) f(t,x) satisface la condicién de Lipschitz,es

decir, existe un valor L >0 tal que:

\F(t,x.)~f(t.xz)[£L]x,-xll Uxi, %2 €U, GteT

El problema de condicidén inicial se puede trans
formar a la siguiente ecuacidén integral equivalente,
es declr, las ecuaciones 1) v 2) se transforman a
la ecuaciébn 4), |

: R
4) .~ x(’c).—_x\o'.+£ F(s, x(s)ds ’ceI!{—to]{iE}CT

°

Londe todas las soluciones x(t) de la ecuacién 4)

en el 1nterv310,t—tof§§ son también soluciones del

problema de condicién inicial, es decir, satisfacen
la ecuacién 1) y verifica la-ecuacién 2) en el in--

tervalo ;t-tolﬁ S .

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD
(Teorema de Picard)
Dada una ecuacién diferencial ordinaria 1) con

condicién 2), donde f(t,x) satisface las condiciones 3),



y dado cualquier punto Po=(t.,x,)eU¥*, es decir, Xo€U,
to€T; probamos que existe en un intervalo'|tftol<§ don-.
de S>0 una finica solucidn x(t)= ¢(t) definida en

|t-to |&S, con valores en U, que satisface la ecuacidn

1) y verifica la ecuacidn 2).

PRUEBA:
Sea E(§,B,t°,xo)=B(§,B,l)={(t,x):|t—to|£§, |x—xo|§§CU*
el punto Po(to,xo)eB(S,B) por la continuidad de la fun

cion f(t,x) existe un valor M>0 tal que:
|[£(t,x)|]< M H(t,x)eB (S,B).

Escojamos un valor S>0 de tal manera que se satis

fagan las siguientes condiciones: SM<B SL<1

Seaﬁ[lt“tplég, Rn:] el espacio vectorial normado de
todas las funciones vectoriales continuas ¢, con norma
||Q|[=2AX IQ(t)],definidas del intervalo cerrado y aco-
tado It-toié §, sobre el espacio Run. Si el conjunto -
B(S,B) definimos por ﬁ[]t—to|$ S,| x-x.]< Bt] el subcon
juﬁto cerrado de funciones ¢ , definidas del intervalo -

lt—tOIS S sobre |x-x,|<B tal que |d(t)-x,|<B.

L]

.
A L e % R b



Se define para cada funcidn vectorial continua
¢eg[|t-t.]s S, |x=x0]<B la transformacidén T¢, por la re

‘lacion:
t ) ’ —
5) To(t)= xo + J £(S,0(s))ds te| t-to|< S
: -
De tal manera que resolver el problema de condicidn

inicial es equivalente a probar la existencia de un punto

fijo de 1la transformacidén T sobre el conjunto cerrado

E[It—tols §,|x-xolé B ],

es decir, si en el conjunto

f[| t-to|S§, |x-xo|$B ] existe una funcidn
vectorial continua ¢ tal que satisfaga To=¢, para
t€|t—t°|£§, entonces decimos que existe una {nica solucidn

x(t) de la ecuacidon 4) en el intervalo 1t—to|6§ s

Probaremos la existencia de un unico punto fijo de la

transformacion T sobre
%[lt‘to|$§;|x—xo|$B] aplicando el Teorema

de Punto Fijo de Contraccidon de Banach.

Condiciones a probar:

6) T: E—r?
7) T es una contraccidn sobre ?
PRUEBA:

6) T:€ > ¢

Sea ¢5‘E definida en |t-t.,|,s§ calculemos:



[To)- %o | ]j (s, 0() ds < ]j |p(s Pe)|ds

<MU c]s!
= Ml{-tul‘i MS <B

Entonces: IT(p(Q—Xb|§B s, lo que .indica es que:

T(E)cg , es decir, T¢peg donde se observa que T trans-

forma funciones vectoriales continuasde§ funciones vecto-

riales continuas de ¥ , por lo tanto se cumple que T-% > €

B

7).T 8 una contraccién sobre P

| _ |
) sean ¢, ‘Pz(‘l‘g s calculemos: |

‘T P, (t)_.T P, () ‘ o +J: F(s, 9. (S)) ds - xo -j{:} (s, P, (5)) ds I :

f: {90 s [ (59209 ds] ® =

-]

|

11

i

[[[Fe.0.0)- (5. 7.6 Js

5 E'; w7
Y =

t - E ey N
| [*] F ) £ o) ] 95 >

e | . =

| PR -
f\_ J L max kP..""P'z AS&LB NGX\('PI-_(P'L\ e

2 € - .

Entonces: [T(p,-T‘?zliLéqulﬁp.nlpz , Ppuesto que IS41 , !

: i
entonces T es una aplicacién contraida sobre F '

Dado a que T satisface las condiciones del teo-

rema de punto fijo de contraccién de Banach, entonces exis

e, T una_“l_l_{llca func1<5n vegtff_;g_l continua cpeﬁ que satisfa--

ce - » Tq):(p sobre el intervalo It-to

<S, esto im
plica que el problema de condicién inicial 4) posee una 4

nica solucién x(t) sobtre el intervalo lt-t4i .



CONCLUSION DE LA PARTE A.

Por 1o general,las demostraciones de los teoremas de
existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales ordinarias con condicién inicial,nos dan in
formacién sobre la existencia y unicidad de solucién de -
una ecuacibén diferencial ordinaria con condicién inicial-
en un intervalo dado,mis no un método para encontrar di--
cha solucibén.A diferencia, se riene que el Teorema de Pun
to fijo de contraccién de Banach aplicado a la demostra =
cidén de un teorema de existencia y unicidad de solucién--
de las ecuaciones diferenciales ordinarias con condicién-
inicial en un intervalo dado (Teorema de Picard),el cual,
aparte de garantizar la existencia y unicidad de solucién
de las ecuaciones diferenciales ordinarias con condicidn-
inicial en un intervalo dado,aporta el método de apreoxima

ciones sucesivas mediante el cual a veces se puefie encon-'

trar 1a solucibén al problema de condicidn inicial,en un -
interwalo dado,digo a veces porgue en ocasiones la inte—-
gral a resolver es realmente compleja e irresoluble me——-
diante los métodos tradicionales.

OBSERVACION:

La funcidn f se condiciona a que sea continua y Lips
chitziagna,dichas condiciones son suficientes mis no nece-
sariasjhay funciones que no satisfacen ninguna condiciébn-
0 a 1o més una y posee soluciébén dinica.Si f es funcién con
tinua y lipschitziana,entonces el problema de condicidén--
inicial tiene solucién dnicajen caso de que f sea tnica- -
mente una funcién continua,entonces a lo m4s se puede ase
gurar la existencia de solucién para el problema de condi
cibn inicial.Para detallar esta dltima idea,pasaremos a -
demostrar un teorema de existencia de solucién (Teorema—-
de Peano),donde en su demostracién es necesario hacer men
cibén del Teorema de Punto Fijo de Schauder.



PARTE B.

Empezaremos por mencionar el Teorema de Punto Fijo-
de Schauder,asi como dar referencia de su demostracién.
Se continuard con la aplicacién del teorema de punto figje
de Schauder a la demostradién de un teorema de existen--
cia de solucién de una ecuaciédn diferencial ordimaria con
condiciones iniciales en un intervalo dado (Teorema de-=
Peano),donde se hace necesario introducir el teorema de =
Arzela-Ascoli [8}.Ademés,se aplicard el teorema de punto-
fijo de schauder a la demostracidén de existencia de solu-
cién de una ecuacibn diferencial ordinaria de 2do. orden-
con condiciones de frontera en un interwvalo dado,donde se
observard que en el problema de condicidén de frontera es-
necesario introducir la funciédn de Green por construccidn

ver [f]i?},para su demostracién,aparte del teorema de Ar-

zela—Ascoli.

Se ilustrari mediante algunos ejemplos la construc-—-
cién de la funcidn de Green para el problema de condicién
de frontera (usando 2 formas) y obtendremos la ecuacibn--
de la curva intégral que satisfaga a la ecuacién diferen-
cial ordinaria de 2do. orden y verifigue las condiciones-

frontera en un intervalo dado.Ademids,se dari una conclu--

sién de l1la parte B.

2 BIBLIOTECA
=/ Dt CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES '

s 3ABER DI MIS HLIOS
-84 MEGRANDEZA



3. MENCION DEL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE SCHAUDER.

Sea ¥ un espacio de Banach y sea CCx un conjunto ce
rrado y convexo,y suponer que T es una aplicacibn conti--
nua y definida de C en s{f mismo,T:C —C,tal que T(C) es -
relativamente compacto,entonces existe un punto x€C tal -

que Tx = Xx.

Para su demostracidén ver [41 pag. 10 y [If] pag; 415.
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gi una ‘ecuacién diferencizl ordinaria ests suje 27
ta a un conjunto de restrlcciones y éstas unicamente en
un solo punto A, se le llama problema de condlclén 1n101al
donde se busca una solucién al problema dado, si es que e-
xiste, o existe y €8 dnica en cierto intervalo de defini---
cién de la misma solucién, la cual debe de verificar la e-
cuacién.diferenciai ordinaria y satisfacer al conjunto de
restricciones, en dicho intervalo.

uUn teorema de ecuacidén diferencial ordinaria 1lo
es el teorema de existencia de solucién de una ecuacién di
ferencial ordinaria (Teorema de Peano), el cual se demos--

trard haciendo uso del teorema de punto fijo de Schauder ..

Se iniciard por la transformacién del problema de
condicibnes iniciales a_una ecuacién integral equivalente,
donde todas las soluciones de la ecuacién integral en un in
tervalo dado, son también las soluciones del pfoblema de .

condicidén inicial en el mismo intervalo.

Se hace necesario definir el espacio completo de
funciones vectoriales continuas ?Géf[i,Rﬁ} con cierta
norma especifica, en el cual definimos el operador T para
cada . funciébn vectorial continua Cf&;:’[l,A(R“] , de tal mane-

ra que el problema de condicidén inicial es equivalenté a
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probar la existencia de un punto fijo del operador T en
3 [i.ACR#J,_tal que se satisface
dado.

Té=¢ en un intervalo

Entonces decimos que el problema de condicidn i-
nicial tiene solucidén en el intervalo, donde se utilizaré

el teorema de punto fijo de Schauder.

—_—

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Aplicacién del teorema de punto fijo de Scha:
a la demostracidén de existencisz de soluciones de ecuaciones

diferenclales ordinarias en un espacio de Banach.

TEOREMA DE EXISTENCIA (TEOREMA DE PEANO)

- =

- — e e

Sea UCR"™ un conjunto abierto y conexo, y T es un -

intervalo real y abierto:

T:(T,, T{)CR, U puede ser todo R" ¥y T puede ser todo R,
U=R" y T=R 7 Sea U*¥ un conjunto abierto Y conexo definido

en R™' por U*=TXU, , U*CR"*!

consideremos una ecuacidn diferencial ordinaria:

1) x=£($x)
con condicién inicial
2) x(to)=x, para te€ T , donde f(t,x) satisface la

siguiente condicién:



3) f(t,x) estd definida y continua en U¥,
E1l problema de condicién inicial se puede trans-
fcrmar en una expresién equivalente, es decir, a la siguien

te ecuacién integral que contiene a la ecuacién 1) y 2):
e t
H xW=x 4] Flaxs)ds
1o

ie{l{~to £)cT, teT..

Donde todas las soluciones x(t) de la ecuacidn

4) sobre un intervalo ‘t-tofig, son también soluciones del

problema de condicidén inicial, es decir, satisfacen las e-

cuaciones 1) y 2) en el intervalo ]t-tolg 5.

TEOREMA DE EXISTENCIA (TEOREMA DE PEANO) .

Dada una ecuacién diferencial ordinaria 1) con
condiciones 2) y donde f(t,x) satisface la condicién 3) y
dado cualguier punto Po=(te, Xo)€ U* , es decir, Xo€U, to€&T
probaremos que al menos existe en un intervaio lt-t4§_§ y
donde S >0, una solucién x(t) definida en lt-tokié y con
valores en U, que satisface la ecuacién 1) y verifica la

ecuacién 2).

PRUEBA:
Sean 5,B valores positivos de tal manera que de-

finimos el rectédngulo cerrado;:

J (5.8, Lo, %)= I (5. 8)={(t.9): [t-te|£5, | x-xe| £ B} c U¥,

el punto Po=(toe,xe)€ J(S,B), por la continuidad de la fun-



cion f(t,x) existe un valor M>0, tal que:

|£(t,x)|sM V(t,x)eJ(S,B).

Sean §, B valores positivos, donde-O<§$S,'O<§€B; S B~
y definimos el rectangulo cerrado y acotado:

A(S,B,to,x0)= A(S,B)={(t,x):|t-t,]|<S, |x- xo|<B:}CJ(s B).

SeaF[It—to|$§,Rn] el espacio de todas las funciones vec

toriales continuas ¢, definidas en el intervalo |t—to|$S,

' . n
sobre el espacio R

Sea Eut‘to|$§slx-xo|$§ ], el subconjunto de todas

las funciones ¢, definidas en It—t°|$§, y con valores

en |x-x,|<B, es decir

si ¢E£[Jt—to|$§, Ix—x0|$§t]+ |¢(t)~x°|£ B.

F €s un conjunto cerrado,- acotado y convexo, ya
que si ¢;,4,e ¥+ (1-t)é, + to,e ¥.
Se define para <cada funcidén vectorial continua

¢€‘E[ |t*to|$§,_|x—xo|5§:] s, la transformaciodn T¢ por la

relacion:
t s
3) Té(t)=x, + [ f£(S,¢(s))ds te|t-t,]|<S
. t o

L

De tal manera que el problema de probar la existencia

%

de un punto fijo de la transformacidn T¢ (relacidén 5),

es equivalente a resolver el problema de condiciones

iniciales, es decir, si en?[ It-tol.f S,|x~xo|6B] existe

536



una funcidn vectorial continua &, tal que satisfaga i
T¢=¢ para: tElt—tolé S entonces decimos decimos que existe

una  solucidén x(t) de la ecuacidén 4) en el intervalo

|t=te €8,

Probaremos 1la existencia de un punto fijo de 1la
transformacién T sobre $L [t-to]< S, Ix-—xn]éﬁ ] aplicando

al teorema de punto fijo de Schauder.

Condiciones a probar:

L) T:g+ ?

2) T(?) es relativamente compacto.

1). T:?4 ﬁ
Sea 65?, To(to)=Xo, tE]t—tolsg, calculemos,
t | ' { t
ITo(t)-xo|=] f  £(S,0(S))ds|sf |F(S,6(8))]| dssM J ds|s
[ to

to
<M|t-t,|<MS<B

Entonces: ]Td)(t)-—xol:i_ﬁ, lo que indica es que 'T(;ﬁ)Cﬁ,
es decir T ¢€ﬁz donde se observa que T transforma el

conjunto ﬁ en si mismo, por lo tanto T:?—*Yg.

2) T(¥) es relativamente compacto.

—

Sea ¢€FT arbitrario, S,te|t-t°|$S, calculemos:

3\

- Rl W AAS BT FB. S me =

W ——



i - R
ITCPM-TCP(S‘)I:!"Q +)'_F(5,‘P(S))cls—x._-'-j F(ST‘P(S))JS]=

-_-Ut;(s,tp (s)) ds +[{°f (Sf‘P(S))d_S,. : |

:! E,,F (s.9(s))ds ifilt ] F(s 9 09) lds

1
< MU Aslf: M|t-5
S» -

Entonces lep({) -T(p(Sle.‘E Mli“sr‘-l para t, S~ EI{-‘[o]’.{‘S

lo cual indica qge‘T(E) es una familia equicontinua eﬁ‘f
y ademas equiacotada ya que |TQ(t) |<||xd| +B,v6y V&t y por

T de Ascoli-Arsela véase apéndice Q T($) es relativamente

compacto.
Dado a que T satisface las condiciones de exis-

tencia de un punt6 fijé del teorema de Schauder® ., enton-
ces eiiste una fu@cién vectorial continua: |
‘PEE[Ii-iolfg,lx-xols 'B} que satisface la relacién TQ= ¢
en el intervalo ‘t—tJf S , esto implica que el problema
de condicidén inicial 4) posee una soclucién x(t) en el in-
tervalo ’t-t4ﬁ =, .

Nota:

ES esencial la dimensién finita-del espacio pa-

ra establecer que T(F) es relativamente compac-

to.

34
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La continuidad de f(t,x), no garantiza la exis-
tencia de soluciones en espacios de dimensidn -

infinita véase (3).

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

S1 la ecuacibén diferencial ordinaria estg suje-
ta a un conjunto de restricciones y éstas a dos puntos
A,B, se le llama problema de condicién de frontera, donde
se busca una solucién al problema dado, si es que existe,
© si existe y es unica, de tal manera que la solucidn que
buscamos esta limitada al intervalo [A,B], es decir, don-
ﬁe se va a definir la solucién, asi{ como verificar la e--
cuacién diferencial ordinaria y satisfacer el conjunto de

restricciones preasignadas.

El siguiente problema de condiciones de fronte-
ra, se va a resolver utilizando e} Teorema de_Punto Fijo
de Schauder , para probar 1la exisfencia de solucién, y
donde en su desarrollo es necesario introducir la funcién

de Green, la cual se definiri en dos formas distintas, pe

ro dando el mismo resultado. En una de las formas es nece
5ario introducir el concepto de funcién escalén unidad pa
Ta obtener el resultado, y en la otra es necesario el ma-
nejo del wronskiano de las soluciones linealmente indepen

diente.

Se daran algunos ejemplos, a 108 cuales se les

P e — =i g



calcula la funcién de Green por las dos formas, para visua

lizar cual de los métodos es mis ficil de obtener 1a fun--

cién de Green.

| Un p:oblema'dp.conﬂicién de frontera se puede

_franéfofmaf a'una-ecuacién integral equivalente, de tal ma
nera que las sclubiones de iz ecuacién integral en un in--
tervalo[A;j], son.también soluciones éel problema de condi

cién de frontera en el intervalo [A,B]-

Se hace necesario definir el espacio de

funciones vectoriales éontinuas-tpezs[T,Rn].; con cierta

nﬂormd especifica, en el cual definimos el operador T pa-
ra cada . funcién vectorial continua @Y€ ¥ [T,BCR"] "y de
tal manera que el problema de condicién de frontera es e--

quivalente a probar la existencia de un punto fijo del ope’

o

rador T en el espacio de funcidn vectorial continua
PER [T.BCR"] , es decir, probar que existe una-funecién
vectorial continua q)(;E_[T,BCRn] sy tal que si se satisface

. T ¢=0¢ s, €en un intervalo dado, entonces decimos

que el problema de condicién de frontera tiene solucidén en
el intervalo donde se utilizar4 el teorema de punto fijo

de Schauder ..

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

!

Aplicacién del Teorema de Punto Fijo de Schau--

-

der , a la demostracién de existencia de soluciones de

et 4
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las ecuaciones diferenciales ordinarias.

- Problema de condicién de frontera -

El problema de condicién de frontera, a diferen

cia del problema de condicién inicial, es que la soluciénl.

‘ |
general esti sujeta a mis de un punto; cuando son dos pun

tos, por lo general son los puntos extremos del intervalo
en definicibn, y es de esperarse que el numero de condi-- ,
ciones a dicho problema sean mis de una., Seiresolveréiel 5
problema de condicién de frontera haciendo uso de la fun-

cién de Green, construida de acuerdo a las condiciones de

[i]y [?] y del Teorema de Punto Fijo de Schauder .

- - —_— e - =

Sea UCR" un conjunto abierto y conexo, y Ttres un inter-

valo real cerrado y acotado:

T e
-

T=[O,P CRi,?sea U*CR"' definido por U*=TXU.

' consideremos una ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden: ; _ |
1), y(x)=f(x,y(x))
| con condiciones de frontera
2). ¥(0)=0 s Y(P)=0 'JétO,Pj =T donde f(x,y) sa-
tisface la siguiente condiciéﬁ:
3). f(x,y) esti definida y continua en U*.

El problema de condicién de frontera se puede trans

formar a la siguiente ecuacién integral equivalente, es



decir, las ecuéciones 1), 2) se transforman a la ecuacién:
4) V(X):J ¢ (x.t) F(1,y(1))d1 x € [0, P
Q = ) . .

Donde G(x,t) es una funcidn de-Green.que cumple
con las propiedades que se mencionan en el apén-

dice Ag

Obtencién de la ecuacién 4):

Dado que:

1) §(x)=f(x,y(x))  x¢ [0,p]
con condiciones de frontera
2) y(0)=y(P)=0 , suponiendo que se satisface 3)

Integrando dos veces la ecuacién 1):
» . .
j Jf:[ f(t,y(’c))cii

3 (s) -_-Lsf (Ly(®)dt+c,

[‘J’:[:LS*(*ﬂ’(’d)JtJHc.LIS

4) y(x)=[[ F(ty®) dtds + Cx Ca

Anora; utilizando las condiciones de fronte
ra izquierda y(0)=0 en x=0 , y condicién de frontera dere

cha y(P)=0 en x=P , en la ecuacién 4), para obtener C,, C,.

J6
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Calculemos:

6) )’(0 j f i Y(*))d'[c]s+( (0)+C2=0 =220

7) a y (P) J

o]

J (i\/(’t))chls-}'ClF'i'O 0 =C=- —-Jffi)’{) cHJS
Llevando 6) 'y 7) a 45:

4‘>_y(x)=fff(t,ym)clus-._;;.LT f_(t.ym)clt ds  xe[o

Definiendo la funcién escalén unitario:

9 )= 49 3§38

y se tiene. i i -

3 a £
) wtesrf 3 1858

Aplicandov9) a la ecuacién 45 se transforma en:

dh v () = j Us (x- S)J ty(t))cius____j f F(y () dtds
L [0 9 2] plrtyatds  xeford]

De la misma manera

-1t <
10) Uo(s-t)-_-{(l) . i

Aplicando 10) a la ecuacién J) se transforma en:
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_ 4|) . :ij? U,(s-t)[uo(x-s)-l;_]f (t,y(i))d’ccls

" f: ( Lru..(.s-t_)[u;'(x;s)_%]cjs)f(t,y(n)!t ~xelo, Ff] |

. - \ ) ) -
Por lo tanto; la ecuacién .4) queda definida:

4 V(X)f:Jr,G(X.*) FQLy (2) & xe [o/7]

Q :

F

Donde 5) G(X,t)-:-J; Uo(s-i)[k;o(x-s)_%]ds es la

funcidén de Green descrita,

Para obtener la funcidn de Green en forma expli-

cita se usarada la ecuacidn 5):

5) G-(x,i) =JP

®

Us (s-1) {Uo(X-S) - —’f-}} ds
Puesto que la funcibn de Green esta definida:

G(x,t)z[O,P] x[O.P] —> R , entonces fijando un valor tE[{},PJ

Calculemos la funcién de Green:

al. %%t us dosir. ye [o,t] condicién de frontera

izquierda.
b) x2% €s decir xe[f, ] condicién de frontera
derecha, . -
_. - -
s-1>0
Desarrollando a): ds
— . [—\ 1
Sea x5t , t fijo fig. a) o S M
L —
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5) 6 (x,t) :[ Us (s-t)[Uc. (X—S)-%J Js

Q

i (s-{)[Ua(x-s)——;—] ds +L

Analicemos a la funcién escaldn unidad en los inter

valos:

[O-t] ’ [t,B] puesto que Uo (S=1) = [? e - -

c+ >+
A

U n

N

0D
!

i
i

{2

i). En el intervalo [0,ft] ; ver fig. a)
S-t<0 == Uy (S-1)=0 |

ii). En el intervalo [t,F] , ver fig. a)
S-t>0 = Us(S-t)=1

De acuerdo a i),ii) =3 5) se transforma en:
P

5) G(x,i)=j [Uo % =5)= X

t (x-s) > | ds
Por ii) sextiene que S>t, y dado que t=x entonces
S>Xx por lo tanto x-S<0 = U,(x-S)=0

Llevado a 5)

5) e(x,{)

I
—~— ’
|
[ x
S——
a_.

n

i

~x (p-)= LBX it

P

Desarrollando b)

Sea x>t , t fijo S

fig. b) 0
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5) @(x,{):ft U (s-1) [Uo(X-S)"-—E-] ds +

- Lxua(s-t) [Uo(x-s)—%}cjs-}- :Uo (s—-t)[Uo(x-S)--—’;-]Js

Analicemos a la funcién escalén unidad en los interva-

<0
>0

los:{b,t} ; ﬁ,x] ) x,é] puesto que UO(S-t)={$§§ gi

i) En el intervalo [O,t] , ver fig. b)
SE4t =H5-1t<0 =>U,(S~t)=0

ii) En el intervalo_[},%] ver fig. b)
53 % :>s-t>o-? ¥ U (S~t =1

iii) En el intervalo [%,ﬁ] ver fig. b)
S>t =>S5-t>0 = Us(S-t)=1

De acuerdo a i), ii), iii), 5) se transforma en:

5) G-_(x,{) = LTUO (x-s)—_;.]cls +LP[U° (x-5) - Z‘F;.J Jds

Analicemos 1la funcién escalén unidad en los intervalos:

'[t.x:‘ J [x,P:l puesto que Uo(x—S)z{g :i ;:gig

iv) En el intervalo | x,t| ver fig. b),
X>8 = %x-5>90 =—>Us(x~S)=1
v) En el intervalo |[x,P| ver fig b) ,

148 ==X~ E0 =P [x=8)=0

De acuerdo a iv) y v), 5) se transforma en:

— - .
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; Px (X, x [ Js=
5) G(x;f.)' [|-§_]a|5+ (-l)cls.._____[ dys= 2 s =
P P P P
'£ X ' { X
Yo
OF P-X
LS = o8 tai)-2 P-x:-——-——[x*t"‘
SSe X (3 )- 2 ()= I
SIS
NV
\43 :P"x Et]:l[x-?} S1 X-?’L
_ R
é& : g
Finalmente, se obtiene que:
r—%—-(t-P) gi O0%xs+t condicién de

frontera izquierda

+ (x-P) si t<x<P  condicién de

frontera derecha
3

Nota: Para mayor detalle véase fz]

Otra forma de obtener la funcidn de Green es la siguiente:

Sea G(x,t) : TxT + R, definida por:
: le: (t)y;(x) 0%x<t condic. de frontera izq.
5)'G(%, t)=d

Co(t)y, (x) t<x<?P condic, de frontera der.
alks : : ¢

5' forma B

Este tipo de funciones estan asociadas a la ecuacidn
diferencial lineal de segundo orden §+a(x)y'+b(x)y=f(x) con
condiciones de frontera y(a)=y(b)=0.

Dicha construccidon de 1a funcidon de Green esti defi-

nida en (1), se bosquejara la obtencidn 5)'" (forma B) al pro-

blema que se esta tratando, de acuerdo a (1).

Construccion:



6)

1)"

g8) ¢

92°

10)°

2
C,(t) es una funcién que depende de t, y se calcula

mediante la expresidn:

C,(t): yz@ﬁ)
w(t)P(t)

C,(t) es una funcidén que depende de tg y se calcula

mediante la expresidn:

Colt)m yi (t)
w(t)P(t)

v (x) , y,(x) son las soluciones de la ecuacién @i?
ferencial ordinaria de 20. orden homogénea, donde
y, (x) es lé solucién de la condicién de frontera iz
quierda, y;Gx) es la solucién de la condicidén de
frontera a la derecha,'entodces y,(t);, y.(t) son
las soluciones evaluadas en x=t dado que y, (x) ,

¥y, (x) son éolucipnes linealmente independientes, su

cede que:

¥1(0)4y.(0) vy ¥ (P)fy,(P).

Dado a que y, (x) , y,(x) son linealmente indepen--

tes, entonces su wronskiano estd definido por:

y, (x) ¥y, (x)
w(x):: 740
oy (x) L (x)

™

Entonces w(t) es el wronskiano evaluado x=t.

P(t) es 1la funcion de la mayor derivada eva-
luada x=t.

De acuerdo a lo anterior, la funcidon de Green a tra

g2
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bajar queda definida por:

~

V2 (t) ¥ (x) i o< 2ttt condiocibn de

w(it) P(t). front. 1zq.

5)'. _-G('x’_t)?

COndiciGn de

Y. (t) Y2 (x) Bi-t sy-j\,fP’
w(t) P(t) |

"

front. derecha

Nota: véase con mayor detalle en [1] s

— Problema a resolver utilizando 1la forma B)-

Dada la ecuacién diferencial ordinaria de 20. orden:

1) yaf(x,y) » COn condiciones de frontera
2)'  y,(0)=0 , y (P)=0 x€T=[0,p] ,
) f(x,y) estd definida y continua en U*

Se construye la funcign de Green para la ecuacign

i ) i y=0 de acuerdo al método anterior

ponde las soluciones de la ecuacidn 1)'', que satisfacen

las condiciones de frontera, son:

6)' yi(x)=x verifica la condicién de frontera izquier-
da, es decir, ¥y, (0)=0

L)

)" y,(x)=x-P  vérifica 1a condicién de frontera dere-
cha, es decir, Y. (P)=0



8)'  y, (t)=t
gj! y,(t)=t-P

10)" P(t)=1

ll)' W(x)z " =S X—(X*P)rP%O ::ﬁ-W(t)=P

o t-P t-P

12)¢ @ (t)= = -
P(t)w(t) (1)(P) P

13)| Cz(t)ﬂ let)z t - t
P(t)w(t) (1)(p) P

Reemplazando las ecuaciones 6)', 7)', 12)°', 13)' en

5)'» obtenemos que la funcién de Green queda defini

da por:
[h%-(t-P) Ocxest cond. de front. izq.
5)'  G(x,t)= < |
-%-(x_p) t£2x2 P cond. de front. der.

Se puede observar gue la funcién de Green es la misma,
Todas 1as soluciones y(x) de la ecuacidén 4§) en. el inter-
valo T=[O,P] » son también soluciones del problema de con
dicioneé a la frontera, en el intervalo Tn[O,Iﬂ , es de

cir, se satisface la ecuacién 1), y verifica la ecuacidn 2),.

--Problema de condiciones a la frontera--

Dada una ecuacidn diferencial ordinaria de 2o.

orden 1), con condicién 2), y donde f(x,y) satisface la

44



condicién 3), y dada la pareja de puntos (0,0), (P,0) U+,
es decir O, P€T=[p.ﬁ] » O€U , probaremos que existe en el
~intervalo Ta[b.f]g, al menos una solucidén y (x) definida en
'el‘intervalo_Tz[p;P] » ¥ con valores en U, que satisféce

la ecuacién 1) y verifica la ecuacién 2).

PRUEBA:
Sean P,r valores positivos, que definen al rec-

téngulo cerrado y acotado:

B(P,r)= {(x,y): xE[O,P]E’I", ly—Olﬁ r} Cu*
los puntos;

(0,0), (P,0) €B(P,r) , por la continuidad de la funcién

£(x,y) existe un valor N>0 tal que M<8L. ta1 que:

lf(x,.y)lﬁ_ M Y (x,y) E-B(P"p_r_)-

: n
LISea g [[OoP] nR] el espacio de todas las

funciones vectoriales continuas ¢, definidas del in

tervalo T= L[0,P] sobre el espacio R":

- p—

« En. el conjunto B(P,r) definimos por:

——

E [[O'P] ’ ,Y[ﬁ rlJ el subconjunto-dé-funciones

vectoriales continuas ¢ » definidas en el intervalo:

T= KO’P]Ksobre ]y|$ ¥



= et ke

Por 1la forma en que esté definido el conjunto
B(P,r), es un conaunto cerrado, acOtado Yy convexo, S€ defi

ne para cada i‘unclén vectorlal continua <p6,§'[fo PJ ]y]4 ]

la transformacién Tq) por la relaclén- ) B -L s 7T (-
o | |
1

14)r To()- J' e _'(X."i')' t(4, () dt  xer- [o 3

De tal manera que el problema de ex1sten01a de

un punto fijo de la transformaciéh g . ecuac16n 14)‘

equivalente resolver el problema de condicion de frontera,
ecuacidn 4), es decir, si en E[ID,E], IylS:], existe una
funcidn vectorial continua ¢, tal que satisfaga T¢=¢ =
para t€T=[0,P] entonces decimos que existe una solucidn

y(x) de la ecuacidn 4) en el intervalo T=[O,P].

i
i)
fl
]

Probaremos 1a_existencia de un punto fijo de 1la

transformacién T %oﬁre =5 ﬁkbﬂ lYP‘t] aplicando ei teo

rema de punto fijb de Schauder ., ?

-
1
4

D m e SR

Condiciones & probar: | | j

1), Ing———o pr
2} T(£) es relativamente compacto.

i}s 81 8; xef, tal gus 0< ¥<:S< % vy usando la condi-

cidén de frontera izquierda de la funcién de Green se tie-
v ! 4
‘ne que: : g i

!

FRt e e § .

98
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2. | 6 lit)- o ls)|- 272 (t- A2 (el ot x5

id)« 8Bi S,' x&T, tal que t<S<x<p |, y usando la con-

dici6én de frontera derecha de la funcién de Green se tie-~

ne que:
o). o) 6(s.)]=| £ (e-r) ﬂ%(s-r)l'—")%[x“f’-5+?}\= HESIE
:—;—,l__'x.—-s |

iii). Probar que:

c)-}f?e(x,{)clilf-—gi

ﬂx}f 6 (x,t)dt = [

o

i
o (x.4)dt +f % t)cltrjg-x—f;ﬁﬁﬁﬂf[(?({_p)cji:

UL SN L
2P 2P T2 Top PR T 5= A (x-F)
B 1S
Por lo tanto: X)= 2

S1 graficamos la funcidén Y(x) en el intervalo

{b,P] » donde su minimo relativo se obtiene en el punto

critico x=“§'.
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% BIBLIOTECA

/1 DE CIENCIAS EXACTAS
7T A - Y NATURALES
AN GRANDEZA
-
e 1 & X
P
pe "
e L P
: P o)
Por lo tanto si X e [0, P] Iy(x)\ﬁ ._%i , es decir,
[.J i
6= F 1 @ (x,{)clt] g =
o 8

1). T EMPE

Sea (PGE, donde "fCP(O)=O . T@(P):O y X€T , usando c):

Calculemos:

& o(- ” xt Ft, 9 (1) CHI (Lo H]:e(x,t)dtli

f (x.1)

Por lo tanto: ,-T-<p(x)’é. r

o<,
-~ M

2.
PZ
____4,__._8 -
MB S sz-\"

gntonces:

,T LP(X},i & 1o que indica es que T(E)CPE , es decir,



TPer donde se observa que T transforma funciones vec-
toriales continuas en funciones vectoriales continuas,

P 'T({)GB(P,I‘) ; poi' lo tanto T:f— P.

2). T(E) es relativamente compacto

Sea 9¢ g , xE[O,I"‘] =T

calculemos:

[

00)-To)] | [ et 00) - )t ple) ] -

1

IL"’[@(x,{) - @{s-t\] [F(t,cp(t))] Jtl <

1A

[ rl ) o (s.)| | F1.9(0)] o1

©

L

<M

P .
J [G(X't)"@(s-ﬂlétl'é Mlx—sl% |

Entonces:

l'T'CP(X)ﬂ;ﬂP(ﬁ)Iﬁﬂ;-lx‘sl , donde S, x¢€ T—_-[O,P] , Be

llega al mismo resultado si en 2) usamos i) & ii).
Lo gue indica es que T(Eﬁ es una familia equi--

continua en el E[Flﬂrlyrikj y por el teorema de AScCO

i3 [8] , T(E) es relativamente compacto.

Dado a que T satisface las condiciones de exis-



tencia de un punto fijo del teorema Schauder'ﬂ, entonces
existe una funcién vectorial continua Ge E[[o,p]’]ylf r]

que satisface la relacién T@=¢ en el intervalo Tx[O.P];
esto implica que el problema de condicién de frontera 4)

posee una solucidn y(x) en el intervalo Tz(O.P].

Nota:
ES esencial la dimensién finita de=l €s3pscio, pa
ra establecer que T(E} es relativémente compacto.
La continuidad de f(«x,y) no garantiza la exis--
tencia de soluciones en espaclos de dimensidon infinita.
Véase [3] .
Kjemplos:
1.- Resolucién del problema : 1), 2), ~  considerando 3)
f(xsy)=x , la cual es una funcién continua y defini-

da en U*. Ahora, puesto que la solucién particular

al problema, esti determinada por la ecuacién 4).

4) y(x):JrG (x,{) f(t,)’({))di X € o,f’]

o

Donde G(x,t) en la funcién de Green propuesta en 5),

la cual estd definida por:

-%—(t-P) 8i 0<x<t cond. de frontera
izquierda

5)s G(x,t)= {

%"(X'P) si t< x<P cond. de frontera
derecha

Desarrollando 4):



-

). ,(x){“e () £ (1, y () dt +fc.,(x.{) f(t,y(1)) d1

X

Substitucién de 3) en 4):

K
4). y(x):J e(x,i).tclt+}?@(x,i).tdt

X

Aplicanao la ecuacién 5) en 4):

X P
s 7(x):j —;—-(X-P)HHj + (t-r) tdt

X

X
*{sﬁ[ %H+_>ij (i‘ pt) dt

s K P {3!K+.__ . Ptil ]
e P B P X

e N B
. X-P 5j+x[F’_?3ﬂ_§i+sz
P "3« PL? a3 T-5-
=X 2% RFF xd
P 3 6 3P 2
o R S T _pa2
ks ek o

POYr lo tanto:

4.yl =X (xepd)

Verificacién de 1), 2) en [b,PJ , evaluando 4) en x=0,P

5i



4)  y(0)=-& (0-P*)=0
4) y(P)= ¢ (P*-P*)=0 ze cumple 2)

perivando dos veces 4):

3 kS
e - 2
% ¢ A

| X

y'(x)=F - &

¥ x)=x , Se cumple 1).
Ejemplo 2;:

Dada la siguiente ecuacién diferencial ordinaria de
20. orden:
)5 §(x)= -y+x , con condiciones de frontera
2). y(0)=0 , y(1)=0 XE[O,I]
3). Sea f(x,y)= x-y 1la cual es una funcién continua.

- Encontrar su funcidn de Green, asi como la solucidén
particular que satisfaga a 1) y verifique a 2) en el
intervalo [p,ll, usando la forma B).

Desarrollando 1):
1) §+y=x , donde la ecuacidén homogénea de 1l) es
1) yty=0 », entonces las soluciones de frontera de
1) son:
a) Yx(x)g Sew x para x=0 condicién de frontera izq.
b)  y,(x)= Sen (x~1) para x=1 cond. de frontera derecha

5z



Por la forma en que estdn definidos y;(x) , yy(x)
se puede verificar que son soluciones linealmente indepen-

dientes de 1)', y dohde su wronskiano e€s el siguiente:

Sen X Sen (x“ﬁ |
w(x) = = Sen X Cos (x=1)~ Cos X Sew (x-1) =
Cos X Cos (X*l)

= Sew(ﬂ)#()

i

) w(t) = Seu 1

d] " pilt) =1

e) v,(%) =Seut

£)  Yao(t) = Seu (2-1)

\ t - Sev (t"j)
R ( ) Sevw (1)

h) C?_ (1_): Sew t
Seu(!)

Puesto que la funcién de Green estid definida por:

lc,(t) y,(x) i 0%x<t cond. de Iront.
lzqulerda
5)' G(x,t)= 4 .

Colt) yolx) 8i x42£tZ21 cond., de front.
[ ™ - derecha

Llevando a), b), g), h) a 5)' se tiene que:

S -1
g —f-i-—t—-——)—- Seu X 81 0<x<t cond. de front.
Sew (1) - izquierda

5)' G(x,t)=

ST
M Seu(%-1) si t<x<1 cond. front.
Sew (1) derecha
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Utilizando la funcibén de Green, 5)' en la ecuacidn 4)

se tiene que:

4. y(x):jle(x,t)f(t,y(ﬂ) It xeloi]

41 )’(X):jxc-,(x,t)tcit+(6(X.i)‘wlt
5 /x :

%
:] Sew X-I -J(ScnthjC‘f‘J'—é‘-a-“x + Sew (t-1) 4t

Sg\,‘(g) " S(.VA(I)
: r K 1

2 Sen() | g, gt 4 Senx {t&zw({“')‘“
Stq(l) Je 'Seu(l) X

S () e 4 st
Sew (1) I

Jessi e tcat]

M[SM ¥~ Cos XJ+ éfl‘_’i_{wi—-'bew(x—t)'f X Cos (x-l)]

Sewv (l Sewy (')

= Sew (x-1) Sew X~ X Sew (x-1) Cos X - Sew X - Sem X Sew (x-l)+x5euxCos(x-t)

Sew” (I)
= R Sew (X“') Cos X — Seu X + X Seu X Cos (x-t)
Sey (l)
% LSQH X Cos (_Xﬂ) ~ Sey (X*l) Cos ﬂ—- Seu X
4 Sewn (I)
X Sau (1) - Sew X

» POr lo tanto:
Saey (I)

y(x)g X—M



Verificacién de 1), 2) en [b,i] s evaluando 4) en x=0,1

)

4) Y(O v Y Sl\d(o) - &
Sewu (1

| =L & entonces se cumple 2)

y (1) = I-"Eiiill-z() |
Sen (l)

#

Derivando dos veces 4):

}f(X): X ~ 2%u fx)

Sew (I) .
';’(X)-"-' j - Cos (X’
Szw(l)
v (x) = Seu x
Y() Sew (l)
Sumando Y4y = x ~ SeuX + Seu X _

Sew (l) Sew (I) = x

por lo tanto se verifica 1), es decir:

yty=x



CONCLUSION DE LA PARTE B.

El Teoremas de Punto Fijo de Schauder aplicado a la--
demostracién de existencia de solucién de una ecuacibn di
ferencial ordinaria con condicién inicial 6 condicién de-
fronterg,solamente nos garantiza la existencia de solu-—-
cibén,mds no la unicidad,debido a que la funcién f se con-

diciona Ynicamente a que sea una funcién continua y defi-
nida en U%,

Se tlene qlen €1 problema de condicibén de frontera es
venta josa 1a construccién de 1l=a fun016n de Green debido a
gue a que se facilita en ocasiones la ontencién de la fun
cién solucibén que a la ecuacidn diferencial ordinaria de-

2do. orden y verifique las condiciones de frontera en un-

intervalo dado.

Se puede observar que existe ung diferencia entre el
teorema de punto fijo de contraccibn de Banach y el teore
mg de punto fijo de Schauder,debido a gque el primero ga--
rantiza la existencia y unicidad de solucién y el segundo

garantiza la existencia de solucidn de una ecuacidn dife-
rencial ordinaria. |

W e s A F o ma s o



PARTE C.

Se empezari por demostrar un Teorema de Existencia—-—
de Soluciones Peribdicas de las ecuaciones diferenciales-
ordinarias en un intervalo dado,donde la funcidén f estd--
sujeta a ciertas condiciohes éspecificas.Ademés se relg-—-
ciona el teorema de existencia de soluciones peribdicas—-—

de una ecuacibdn diferencial ordinarig con la existencig—--

de solucién de un problema de condicién de frontera de s=:

una ecuacién diferencial ordinaria en un intervalo dado.

Por Wltimo,utilizando el teorema de existencia de —-
soluciones perifdicas se demuestra que éste es equivalen-
te a la hipbtesis de equivalencia asintética de una ecua-
cibén diferencial orﬂinaria que posee una solucién y(t),1la

cual es p-peribdica 6 1lim y(t) existe.
t—2+wo

Ry

.....

e



UN CRITERIO DE EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE UNA
ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA.

Sea UCR® un conjunto abierto y conexo,T un intervelo
real,es decir T = (a,+=), sea U“'%E conjunto abierto y co-
nexo definido por U= T x U C R T,

Consideremos una ecuacién diferencial ordinaria por:
I)e- % = £(t,x) teIcd
donde f(t,x) satisface las siguientes condiciones:

I).~- f(t,x) es una funcidn continua y estd defini
2). da en U*,
ii).= f(t,x) es una funcibédn p-peribdica,es decir,
existe un valor P> 0 tal que:
% ' f(t,x) = f(t+p,x) ¥(t,x)eUu¥,

A
~

4. TEORENA DE EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERICDICAS.

Dada una ecuacibdn diferencial I),donde f(t,x) satis~
face 2),entonces existe una funcibén continua y(t) solu---
cidn de I) en ICT,la cual es p-peribdica si y sblo si e--
xiste una funcibn solucibén x(t) que satisface las siguien
tes condiciones:

i).~ X(1) es compacte y estd& contenido en U.
ii).-Existe una sucesién (nk) de enteros positivos
N k
tendiendo a +w ,tal que: -

lim (x(a+(n, +1)P) - x(asn P)| = 0

k +4+m

PRUEBA ¢ -

La ecuacién I) 1la podemos transformar en la siguien
te ecuacidn integral equivalente:

t
3).= x(t) = x(a) +(a f(s,x(8)).ds tex grT ,

donde todas las soluciones de la ecuacidén 3) en un
intervalo I C T son también soluciones de la ecua-
cibn I) en el intervalo I &T .



Sea P,R valores positivos donde PM<R que definen un

rectangulo.

B.(F;,R‘)5{(1.3()-3tﬁ[c_l,.cHP]:.ICT, -{'[x(i)-X(a]lf'R‘-};-Acu}cu*,
| pPor la continuidad de lé funcién f, se tiene que
existe un valor M >0, tal que If(t,x)]f M \‘/(.t,x)EB(P,_'R) ._“
- Necesidad: '
Si x(t) es una solucién p-periddica en el inter
— [,a+P]CT’ es decir, x(I)=x((a,at?]), donde
%) x(t)= x(a) + j-f(s x(S))ds t(EI, puesto que x(I) es
la imagen continua de un conjunto compacto I= [? a+P]

entonces x(I) es un conjunto compacto, y por consiguiente
x(I)= x(I).

- Probemos que x(I)C.U
Sean t, ael , usando 3% calculemos

[xt)-x(@)]-| [ f (sx@)ds]<] [ |¢( sx(s)lclsl“MHcls

lo que implica. es que:

x(t)€U UtGI. es decir, x(I)s_U » Por lo tanto se
cumplé i). | :
-- '

Si x(t) es una solucién P-periédica de la ecuacién 1)

en 31 intervalo I, entonces tenemoa que:
(Q-i— (VIKH P) X(OnLYlK ) ’ lo que implica es que:

.,l_'."lol (@+ (Mt 1) P) - x (a+¥igP | 0, por 1o tanto s cun-

ple ii). =

59

-Q|<MP<R
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EL SARER Dl‘. ms HUOS
HARA MI GRANDEZA

— Suficiencia: Supongamos que existe una solucidon x(t) que satis-

+ -
face i), ii), Tenemos que para KeZ , definimos una sucesion de

n
funciones continuas Xk:I + R donde:

4). Xx(t)=x(tmyP) Nk >4

~ - ETN g - : .- S
B - oy - -
M

Dado que f es una funcién p-peribddica, se tiene que: XK(t)

es una solucién de 1a ecuacién 1), es decir:

5)« Me(l)= Xk(a)+J [ (s, Xx(s))clg 1el

Donde cada una de las fun01onesixh toman sus va

lores en el conJunto compacto X(I), entonces se satisface

que existe un valor M>O0, tai gque:

|F(Exe@[em 9(txxl))  es(rr))
La sucesién de funciones Xx es equiconﬁinua

Ya que:ST t;, t&I , calculamos ;

Xk () - XK(L)I IXK(Q) J [-(s Xr-(s))c]s Xk(a)f F SXk(S))ASI
;(s @) [ Hs,xx(ﬁ))és,:J [q.f(s.xm)aﬁf o xe6)ds] -
1

Lli{'(S,XK(S))\Jslf

Ahora, puestq que XK(t) toma sus valores en el conjun

"

\.._

<M

I P{‘F(S,xk(s))ds H.l) V kez”

1
ds
i,

to compacto X(I),;aplicando el teorema de Ascoli, llegamos
a que existe una subsucesidén de funciones continuas (Xg)f

de (Xg)» que converge uniformemente sobre I, a una funcién

continua y, es decir:



6).

[pr

8).

i
him Xk = Y%

Aplicando elfteoréma de convergencia de Lebosgue'a

5)s se tiene que:.

t |
YRy @ [ Flsvi)ds e

Calculemos:
‘Y(Q??)'Y(ﬂ)’-ﬂl y (at8)-Xii (#9) 4 Xii (@ B)-X s (a) # X1 (a)- )’(Q)! -

- l y (atp)~Xxi (a+P) l +l Xki (@ 48)- Xy; (ﬁ)!*l Xk; (a)-y(q)’
Aplicando: %

Liw

a 8),
Ki—#% + oo

b

é2



Gz

:
) (atp) - yla) | £ him wla+p)~ X
8 ' ;lf:lﬁ J J k:—am l A P/ ™ (a+,o)/+

+ lim {Xf'\i (atp) - Xk;la) li- [im !Xm {aJ JCaJ/

Ki-boo-

Poi o zow‘fmﬂldad dﬂ (6 funcibn 4 $¢ 4ient DIUI
ID(O+P}“3(0 ]-— [im !XKE(G+P)“XK; {a)/

Ki —p'fm

o °|”‘ el -1“‘35 tHrmimos funden a (ero, debncloaq/uc

L) him Xgg 3 PR ey B

R

Lalcolemes-, :
4)- lim {Xg, a+p]—-x,< (aj/ﬂ 4

K{'—-)(D

Usundo 4) tongmol f‘ue'

C0) Xk larp) =R (wwp AP o

). Xx. (o) _,;((a—i- Nei P)

talwlando o diftlinca de o) 4 u)  feaemos:
12) Xﬁl {a-f'(’)—*x,m(aj—X(a"i'F—FHK;P)-— X(ﬂ"l‘ng,

a la. normo- . IZ—)

P)

Entonces aphicor do [,i:“.o g

tinemos 0ue :

'2-)' [im lfo (0+P)"‘Xg, (QJ}"" | M l
Ki—> @ Ki = -

Esto ¢J pof it) , entonces :

. ‘i)'. .L'"_’.'}m I_"_(Ff.(a_’_’__?)__:-_?(g',[a) /':9/, o qut indieca ¢4 qoL;
{

5)|- 13(0+P.)’5(0)]f_0 wmion ey Yy (CH-p)-'::jCaJ

PBY’ ) +(1n--f0 ‘ j,q 'FUHO{J’A 3 (5 unq fun CAOV: p—‘omddua

$0 bie ol ntervalo Icr, vy 1) Und solvcign dr ld gwaadn 1),
m Ll ntervalo .ICT) @ cwal la podnmai defmie tambidn

(oemo VUna ‘{:Uﬂ(.léﬂ P2 T —p RrRY c{onde
z({):b({_mgp> ) nkzmax{neﬁj:a*‘ﬂp .é{'}.m

X (a+p +n,<,P) x(amg,/J/
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EJENMFPLO:
Si reemplazamos en la ecuacién diferencial ordi-
naria 1), 1la flin’cién f(t,x); por f(t,x):Zﬁﬁ
1) se transforma en:
1)r x=24x-3 te[4-\5, '4+B] =ICT
| Po? la fornalen que esta definida la funciodon f(t,x),

, . [}
ésta satisface 2), entonces por el teorema anterior, 1)

posee una solucidon p-periddica en el intervalo I=[§—/§, 4+/§:]CT

de periodo P= 2/3. | g B
se tiene que la solucién x(t) de la ecuacién 1) en el

intervalo: I= [4-13, 4+{3] CT, estd determinada por la si-
guiente expresién: |

5},  xCty=(t~4)" =3 tETCT

La cual es p-periédica en el intervalo I, siendo P=23
evaluando 3) en t=4-{3, t=4+{3 se tiene que:

4) x(4-J§)=O

4) x(44{3)=0

perivando la ecuacién 3) se tiene que:
LX-2(t-4)=2{x+3
1)'  x=2x+3 te€ICT

Graficéndo la ecuacién 3):

X ({) A

= x(t)

r

' Se pueden deducir las condi--

ciones del Teorema de existen
cla de soluciones periddicas
de la ecuacién 1).
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4.I. APLICACION DEL TEOREMA DE EXISTENCIA A LA EXISTENCIA
DE SOLUCIONES PERIODICAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS.

Sea U C'R" un conjunto cerrado y conexo,y T un inter-
valo real,es decirs

T = [a,-rco) C R,.sex.t_;;1 tlr'*un conjunto abiergg y conexo-
definido en el espacio R ' donde U« T x U C R ~ .

Consideremos una ecuaciédn diferencial ordinaria por:

' donde f(t,x) satisface las siguientes condiciones:

£)s £06,%) es una funcién continua y estd defini-
2)._ da en U

ii). f(t,x) es una funcibén p-peribdica,es decir,
- existe un valor P >0 tal ques "
f(t,x) = f{t+P,x) ¥(t,x) e T

DEFINICION DE EQUIVALENCIA ASINTOTICA.

Dadas dos ecuaciones diferenciales ordinariass,son —-
equivalentemente asintéticas si para cada solucibén x(t) -
de una ecuaciébdn diferencial ordinaria existe una solucidn
y(t) de 1la otra ecuacién diferencial ordinarias,tal que:

3).- lim |x(t) - y(¢)]
t 4+

TEOREMA DE EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS.

Dada una ecuacidn diferencial ordinaria I),donde —-—-
f(t,x) satisface 2),entonces existe una funcién continua-
x{t) la cual es soluciédn de la ecuacién I),en cierto in--

tervald I C T,y es p-peribdica si {y sélo si) es equiva—-

lentemente asintética a una ecuaciébdn diferencisl ordina—-
rig '

4).- ¥ = g(t,y) texcrT
la cual posee una solucidn y(t) que es p-perlédlca

6 1lim y(t) existe en R",
—* +to



PRUEBA:

La ecuacién I) se puede transformar a la siguiente-

ecuacién integral equivalente:

t |
5)e= x(t) = x{a) + Ja f(s,x(s)) ds t eia,a-rP‘) =ICT

donde todas las soluchones de la ecuacidn 5) en un -

intervalo I C T,son también soluciones de la ecuacién I) -

en el intervalo I C T.

Sean P,R valores positivos que definen un recténgu-—

1o cerrado y conexo,donde PM£R :

B(P,R)= {(t ,x):'beﬂ‘a,a-&ﬂ =ICT,x(t)E\x(t )—x(a)\ = R=ACU'} cU*

Por la continuided de la funcién f(t,x) se tiene —-
que existe una constante positiva M 20 tal que:

|2 (t,x)|en V(t,x) e B(P,R) .

Sea y(t) una solucién de la ecuacién diferencial --

ordinaria:

4).- y(t) = g(t,y) teI C T
donde y(t) es una solucibn con las siguientes ca—--

racteristicas:

a). y(t) es una solucién p-peribdica de 4) en el--

intervalo I, 6 :

b). 1lim y(t) existe en B
t =+

Ahorsa,por definicién de equivalencia asintética se-
tiene que existe una solucidbn x(t) de la ecuacién diferen-
cial ordinaria:

I).- x = f(t,x) teIC T jtal que :
3).-  1im |x(8) - y(£)| = 0

t 2+



e e —— ——— . —— = e ——— —_—

Probemos que dadas las suposiciones anterlores bbb
x(t) es una solucldn p- perlédlca de la ecuacién diferencial o

ordinaria 1) en e} 1ntervalo ICY, donde para ello se usaré

el teorema anterior, T. 4

Tenemos que Y, ¢ez*
4)" lX(q+(n+:)r)—x(o.+nP),=Ix(a+(h+:)P-y(tu(w)P)+
+Y(Q+("+')P)“Y(°-+“P)+)’(°~+“P)“X(Q+“P)lé

<|x(as (n+)P)-y (at (s} +}7(a+(ﬁ+;) P)=¥(a+ne) |+

+y (a+up)- x (a4np)

Calculando hW\ “a la ecuacién 4)* .
N—s oo

) lm lx(fn“(w) P)--><(0L+\M’)l£ lim IK‘(M(MI) P) -
-y(q+(n+:) P} ‘ + liwm ,7(&1‘-(11“) P)"')’(CH-!\P)’ -

# 1y I 7(Q+hP)"X(Q+HP)l

!
Revisando los términos que componen el miembro del lado

lado derecho, Y puesto que el



x(t)-y(t)’ =0 , entonces el lo. y tercer términos

5) liwm

n—2 o
tienden a cero, es decir,

6), Liva ,X(Q+(h+0fﬂ-:Y(a+(n¥1)P)|=0

N—p oo

T lw )-(M'np)*x(chh?)‘.:o
W—op o0 : s

. En 1o que reSpecta;al 20. término tenemos que:

a). 8i y(t) es una soiucién p-periddica, entonces:

o |y (0t (n41) P) - y(asur) | <0

N—p oo
b). Si y(t) tiene un hhmi y(t) existe en R entonces:’
t— o0
4)!! ]IMIY(Q-'L(“']”)P)“Y(Q-"-“P) =0 Por 1o tanto:
N—o Oe '
L [X(at (r41)P)-x (atup)| =0
Wt o

Donde se puede observar que se comprueba la parte ii)
del teorema 1,

- Probemos i), usando la misma hipbtesis:

fSéa-fﬁ;}cx(li_entonces“existe {tn} cI tal que

tnsl, donde

| _ e % S _
8). x({“\:U“;—x(Q)‘f-J' f(s,x(s))cls ln€el
q y
51 la sucesidén t, estd acotada, por consiguiente estd
contenida en un conjunto compacto, entonces, la continuidad
de la funcién x implica que existe un compacto que contiene

a la sucesién(UQﬂ » 1o que indica es que cualquier subsuce-

sidén de 6“!“ es convergente.

b
+



Si la sucesién t, no esta acotada, entonces por 5),
implica 1la existencia de una subsucesién (tnk), tal que:

9 llW\\X(tV\K)“Y(tWK)‘:O

L
Ahora, si y(t) es una solucién p-periddica, entonces

y(I) es un conjunto compacto y alli existe una subsucesién

convergente yhmk), por consiguiente th) por 9).

Si y(t) tiene 1imite al infinito, entonces el Imqy(thﬁ)

3 1 2 oA ~\ / k——-p'oo
existe, y pPOr consiguiente, por 9j., el ]wn:<ﬁmg)

'!l,'ql(h-»p o0
exlste también.

Por lo anterior tenemos que UUJQH en x(I) tiene una
subsucesién convergente, lo cual implica que x(I) es un
conjuhto compacto, y por consiguiente la parte i) del teo-
rema 1 se cumple, entonces por el teorema 1 la ecuacidén di
ferencial ordinaria x=f(t,x) te€I posee una solucién con

tinua x(t), la cual es p-periddica en el intervalo I.

G 8



——— e S - i s =T G

-~ Relacidén de existencia de solucionés periddicas con la
A
existencia de soluciones al problema de condicién de fron

‘tera de una ecuacién diferencial 6rdinaria.-f

n ; i
Sea UcR" un conjunto abierto y conexo, T es un intervalo
) /

real T=[h+m)CR, sea U* un conjunto abierto y conexo definido

por U*=Txucr"*!,

Consideramos una ecuacién diferencial ordinaria
|

por: I

1). x=f(t,x) “ €I , con condicién de frontera

(. L e e

2).  x(0)=x(P)=0 0, P€I=(0,pcT

ponde f(t,x)}satisface las siguientes proposiciones:

s ar

N

09
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' i) £(t,x) res una funcién continua y definida en U*

3).Jii) f£(t,x) es una funcién p-periédica, es decir, e-

-

xiste un valor P» 0 tal que f(t,x)=f(t+P,x) y(t,x)eu*

-= Usando el teorema de exlstencia de zolu01ones perid-
dlcas.--_

Dada una ecuacién diferencial ordinaria 1), que
esté sujeta g 2J%y que satisfaga a 3), decimos que existe
una funcién continua ¥(t) solucién de 1) en ICT, la cual
éS p-periddica f satisfac;-ﬁ é), s%.y solo si existe una fun—
cidon solucidn x(t) que satisface las siguientes condiciones:

—

-4 X(I) es compacto y esti contenida en U
ii). Existe una sucesién (HK)K de enteros positi--

vos tendiendo a too , tales que:

il X (v P) - X@e-1)p)[= 0, nzy

Nk ——» oo |
La ecuacién 1) 1la podemos transformar en la siguieg

~te ecuacién inteéral equivalente:
| i . ,
9. x() =x@)+[ Flx)ds 0 tefo,)-1cT
: .
Donde todas las soluciones x(t) de la ecuacién 4),

en un intervalo IST, son también soluciones de la ecua--

cién 1) en el intervalo I<T, y satisfacen 2).

PRUEBA:

Sea P,R valores positivos donde PM<R que definen un rec-

tangulo:

8 (P, R)f{(i,x)i‘tE[O, p]=IcT, x'e,x(t)-x(O)lf-R =Acu}cu"”



Por la continuidad de la funcién f(t,x), tenemos:que
existe un valor M >0, tal que [f({.x(t)),fm v(tx)en(p, R)
- Necesidad:

Si x(t) es una solucién p;periédica de i) en el inter

valo I= [O.P]CT, es decir, x(I)=x([o,P]) , donde:

jf (s (5).‘-)45 y ter=[o,p)cT,

2 x(;)zx(on[

; puesto que x(I) es la imagen continua de un conjunto compacto
I= [0,P] , entonces x(I) es un conjunto compacto, y por consi-

- .-guiente x(Il=xE§).

Probemos que x(I)< U

sea x(t) e x(I), teI , entonces calculemos:
t t
elx6)|={ [ Teloxta)ds| <] [} (s, x)ds] < ] [145] -
:Mlt\s_mpé"g lo que implica es gue:

x(8)SU0 , Ytel |, entonces, x(I)&U vale i).

Si x(t) es uﬂa solucién p-peribédica-de 1la écuacién 17

en IR[O,P] » entonces x(th)-: X(('Vlk-l)P) Nk 2|

y esto implica que liw [X(WKB-XCCWK-Q P),:O

Por lo tanto vale ii\BK.__Ethnces 8i x(t) es una soluciéﬁ

p-peribédica de 1) en I, tenemos que x(t) satisface la e

cuacidén 2) en I, es decir, x(0)=x(P) para Ng=1

- Suficiencia: Supongamos que existe una solucion x(t) que satis

- face 1), 41), Tenemos que para cada K€Z+, definimos una suce-

8ion de funciones continuas X, , tal que Xk:I+Rn, y Xk(t)=x(t+nkP),

nk>1,
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Xk €8 una sucesién de funciones continuas que toma sus
valores en el conjunto compacto x(I), ahora, dado que {

€S una funcién p-periédica, Be tiene que Xx es una solu

cién de la ecuacibn 1), es decir:
a) ¥ (1) = xK(o)+j flsxeG)ds el

Ahora, dado que cada una de las Xk toma sus ‘va-

lores en x(1) , tenemos que existe un valor M>0 tal

que:

|F(t X ¢ M o gx)e 8(p R )

k
1!

Probemos que XK €s una su09316n equicontinua:

Sean t, t, €1 ;; calculemos

| % () - X (8 = )xk(owj o, 5) ds - Xk (0)- f(sxk(s»as):

.{

1' (ska)mj £ (sxk (5)ds|-

,J F(sxe(9)ds|< M J ds =M’i b Vgkezt

Dado que Xk(t)‘ toma gus valores en el conjunto compac

[ .

o —

to x(I) ¥y es una sucesidén equicontinua en [b,é}~—~bR“,

pbr el teorema de Ascoli tenemos que es relativamente

compacto en eseéespacio de Banach, dado que JKK:I—*PR“.
Por lo anterior, tenemos que existe una sub--

sucesibén (Xy); de (Xk) 1la cual converge uniformemente

sobre el intervalo I , a una funcidén continua 4y, donde

H{.- (S,XK(S))AS <

72



# estd formado por las restricciones de la sucesién Xj
y esta definidé y:I —> R", usando el T.4. llegamos a
que y es una solucién'p-periﬁdicé de'1l) en el intervalo

I, y que satisface 2),'porque fénémos.qde:

.y(P)¥ limxk§0)= ¥(0)s -

3



APENDICE A,

Una famtilia & de funciones ¢, definidas sobre un

segmento, se llama equiacotada, cuando existe un nimero

K tal que:
lo(x) [« X

para todo xe [a,b] y toda ¢ed .

Una familia &={¢} se 1llama equicontinua, cuando

para cada e>0 hay un &§>otal que:
lo(x)-0(x,) | <e

para todas las funciones ¢e€® y para todo par x de

[a,b] tal que f(xl,x2)<6.

TEOREMA 4 | (ARZELA). Para que una familia ¢ de funciones continuas
definidas sobre el segmento [ a,b], sea relativamente compaéta. en

C[a b,] €S necesario y suficiente que esta familia sea equiacotada
? ?

Y equicontinua.



APENDICE A,
DEFINICION DE LA FUNCION DE GREEN

Se llama funcidén de Green del problema de condicidn
de frontera 1), 2) a la funcidén G(x,t), construida para
cualquier punto t, a<t<b, y que posee las cuatro propieda-

des siguientes:

lera. G(x,t) es continua y tiene derivadas continuas
con respecto a x hasta de ordenm n—-2, inclusive
para a<x<b.

2da. Su derivada de orden n-1 con respecto a x tiene

una discontinuidad ' en el punto x=t, siendo

el salto igual a ¥, (x)® es decir:
" el ) | el ) ] e T
axn—l axn—l Pa(t)
x=t+0 x=t—0

3era. En cada intervalo [a,t) y (t,b] , la funcidn
G(x,t) considerada como funcion de -x, es una

solucidn de la ecuacidn 1).

Lta. G(x,t) satisface a las condiciones de frontera

2.
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