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PRESENTACION

ﬂpaul Painlevé (x5 de Diciembre de 1863, 129 de Octubre de 1933) fue un

matematico y politico Francés' que dedicé gran parte de su tiempo y trabajo académico
a la clasificacion y andlisis de un tipo especial de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales en el plano complejo, las cuales son objeto de estudio del presente trabajo
de tesis, sirviendo como base para una alternativa en la busqueda de soluciones de

cierto tipo de ecuaciones diferenciales parciales no lineales que surgen en la aplicacion.

Es bien sabido que algunas ecuaciones diferenciales pueden resolverse mediante métodos
elementales de calculo y que sus soluciones involucran funciones cominmente llamadas
elementales, como por ejemplo trigonométricas, exponenciales, entre otras. Ademas,
también es conocido que muchas de las llamadas funciones especiales surgen como solu-
ciones de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden, formando una
teoria bien establecida. El caso no lineal, en general, es més complicado, ya que cada
tipo de ecuacion implica un tratamiento diferente. En el presente trabajo intentaremos
tener un primer acercamiento con las ecuaciones diferenciales no lineales mediante un

enfoque particular.

A finales del Siglo XIX y principios del Siglo XX, P. Painlevé y sus estudiantes
mostraron que existe una clase de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
no lineales que poseen una propiedad particular distintiva, originalmente propuesta por
Emile Picard (1856-1941) y referida posteriormente como la “Propiedad de Painlevé”,
las cuales pueden ser siempre transformadas en una de las cincuenta formas candnicas
posibles, determinadas por ellos mismos. Seis de éstas 50 ecuaciones requieren nuevas

funciones trascendentales para expresar su solucién.

'Fue primer ministro de su pais en dos ocasiones, 1917 y 1925, realizando una importante actividad

politica en Francia.



Las nuevas funciones especiales no lineales, que resuelven las seis ecuaciones referidas,
son llamadas las “Trascendentes de Painlevé”; las cuales han encontrado hoy en dia un
amplio rango de aplicaciéon, razén por la cual es importante su estudio y comprension
para fortalecer con éstas la caja propia de herramientas matematicas de todo estudiante

de ciencias.

Las Trascendentes de Painlevé son soluciones de cierto tipo de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales de segundo orden en el plano complejo que poseen la propiedad de
Painlevé (“las tinicas singularidades moviles son polos”, esto es, la localizacién de posi-
bles puntos rama y singularidades esenciales depende tinicamente de la ecuacién bajo
estudio y no de las condiciones iniciales del problema en cuestién), las cuales en general
no son solubles en términos de funciones elementales o especiales clasicas. Sin embargo,
las Trascendentes de Painlevé tienen su origen en el estudio de las funciones especiales
y en el analisis de la monodromia de ecuaciones diferenciales lineales. De hecho, una de
las clases mas importantes y utiles de funciones especiales son las funciones elipticas,
las cuales son definidas por cierto tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
y segundo orden que tienen la propiedad de Painlevé. Esta propiedad distintiva es
compartida por todas las ecuaciones diferenciales lineales, pero es muy rara en las

ecuaciones no lineales, lo cual reitera la importancia de su anélisis.

Henri Poincaré (1854-1912) y Lazarus Fuchs (1833-1902) mostraron que cualquier
ecuacion diferencial de primer orden con la propiedad de Painlevé puede ser trans-
formada en la Ecuacion de Weierstrass o en la Fcuacion de Riccati, las cuales pueden
resolverse explicitamente en términos integrales o funciones especiales tradicionales.
Por su parte, E. Picard precisé que para 6rdenes mayores que 1, existe la posibilidad
de tener singularidades esenciales moviles, pero intenté y fallé en encontrar nuevos
ejemplos con la propiedad de Painlevé. Para 6rdenes mas grandes que 2, en general,

la situacién se complica demasiado, y por lo mismo, no se aborda en el presente trabajo.



En el Capitulo 1 se introducen algunos conceptos y resultados béasicos necesarios de la
Teoria de Ecuaciones Diferenciales y del Analisis Complejo. En ésta parte introductoria
se enfatiza el tema de las funciones elipticas, en particular lo bésico de la Teoria de
Weierstrass. En el Capitulo 2 se abordan las ecuaciones diferenciales ordinarias de
una forma diferente a la comtinmente acostumbrada. Esto es, a partir de este punto
se inicia el estudio de ecuaciones diferenciales en el plano complejo, concluyendo ésta
parte con un breve analisis de las soluciones de las Ecuaciones Tipo Painlevé. En el
Capitulo 3 se describen algunos ejemplos clasicos de ecuaciones diferenciales parciales
no lineales y su relacién con las Ecuaciones de Painlevé. Para finalizar, se concluye el
trabajo y se plantean algunas preguntas relevantes que constituyen el punto de partida
de una posible linea de investigacion que permita la formacién de una tesis de posgrado

con un enfoque aplicado hacia una direccion especifica.

Hermosillo, Sonora, México Jorge Alberto Valencia Yanez

Enero de 2009
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Capitulo 1

Elementos Basicos

El primer punto al iniciar el estudio o la buisqueda de un “nuevo panorama”, en cualquier
area elegida, es establecer la plataforma desde la cual se quiere partir. En particular,
para el presente trabajo es importante recordar algunos aspectos basicos de la teoria
de ecuaciones diferenciales tanto ordinarias como parciales y discutir la conveniencia
de establecer un cambio de enfoque, ya que en especifico, el interés se centra en el
analisis de cierto tipo de ecuaciones diferenciales en el plano complejo y sus aplica-
ciones, lo cual a su vez implica la necesidad de un repaso general de la Teoria de las
Funciones de Variable Compleja, que en el presente trabajo se introduce mediante el
resumen de algunos conceptos y resultados importantes, ademés de otros topicos nece-
sarios que por lo regular no se cubren en los cursos curriculares de variable compleja a

nivel licenciatura.



1.1 Ecuaciones Diferenciales

Sin lugar a dudas, pocas areas de la Matematica son tan ampliamente aplicables
como las ecuaciones diferenciales, razéon por la cual merecen una atencién especial.
Es claro que cuando se intenta obtener informacién sobre algin proceso fisico la mayor
parte de las veces el modelo matematico involucra de una u otra forma por lo menos
una ecuacion diferencial y, por supuesto, lo mas importante es tener un camino que per-
mita obtener solucién explicita o exacta. Desafortunadamente, tal camino no siempre
esta disponible: algunos son faciles y otros relativamente dificiles, pero de cierta forma
estos ya hayan han sido recorridos; otros son realmente complicados y posiblemente ni
siquiera han sido del todo explorados. Es sabido que en el contexto real frecuentemente
la maquinaria matematica encuentra obstaculos dificiles de sobrepasar por lo que es
necesario un cambio de enfoque. También es cierto que, al menos en algin aspecto,
en la bisqueda de solucién de alguna ecuacién diferencial se ha tenido la necesidad de
utilizar algin tema de la Teoria de las Funciones de Variables Compleja. Sin embargo,
en los cursos basicos sobre la materia, las ecuaciones diferenciales casi nunca se anali-
zan completamente en el plano complejo, desde donde evidentemente se tiene mayor

posibilidad de obtener informacién de los procesos involucrados.

1.1.1 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

En ésta parte se introducen algunas notaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias
en el contexto real vy solo se hace referencia al Teorema de Ewxistencia y Unicidad',
un resultado local de gran importancia tedrica y practica, cuya demostracion es extensa,
mostrando que el enfoque real es complicado y limitado, incluso desde etapas muy

tempranas.

IEste resultado se conoce como Teorema de Picard, debido al trabajo del matematico Francés

Charles Emile Picard (1856-1941) en este campo.



Las FEcuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO’s) relacionan el (los) cambio(s) de
una (o varias) variable(s) dependiente(s) respecto de una variable independiente, en com-
binaciéon con constantes, parametros y funciones especificas. Esto es, una ecuacion

diferencial ordinaria de orden n es una relacion de la forma

dy d*y d™y
Flz,y — —,---,— ] =0. 1.1.1
(:v Y da da? dxn ( )
dn
Con restricciones adecuadas sobre F' se puede despejar explicitamente d—y = y™
:C’I'L

para obtener y™ = f(z,y,9/,- -,y V). Las EDO’s se clasifican de acuerdo a
su orden, linealidad y complejidad, lo cual permite establecer distintos métodos de
solucién. Ademads, mediante un proceso recursivo o una transformacién candnica,
la ecuacién (1.1.1) es equivalente a un Sistema de Ecuaciones Diferenciales de primer

orden.

Un problema importante en la Teoria de las Ecuaciones Diferenciales, es el llamado

Problema de Valor Inicial (PVI o Problema de Cauchy)? de la forma

z=f(tx), t>0 (1.1.2)

w’t:to = 'Z‘O’
dondexz € IR" y f:IR" x IR" — IR".

Una de las cuestiones principales en el andlisis del sistema dindmico (1.1.2) es sobre
la existencia y unicidad de la solucion, la cual se garantiza bajo algunas restricciones
impuestas por la naturaleza de f. Precisamente, el Teorema de Ezistencia y Unicidad

establece las condiciones para la existencia de la solucién (locales y globales)?.

2Este problema usualmente se conoce como Sistema Dindmico, el cual puede ser simple —como

en el caso lineal, en dimensiones menores— o muy complicado.
3Referirse a cualquier texto de Teoria de Ecuaciones Diferenciales o Sistemas Dindmicos.



1.1.2 Ecuaciones Diferenciales Parciales

Las Fcuaciones Diferenciales Parciales (EDP’s) principalmente surgen en problemas
fisicos y geométricos cuando las funciones involucradas en un proceso determinado
dependen de dos o mas variables independientes, considerando sus variaciones parciales
hasta algin orden especifico. Asi, es usual encontrar EDP’s en problemas de vibracién
y dispersién, difusién y conduccion de calor, dindmica de fluidos y mecanica de sélidos,
teoria electromagnética, elasticidad, mecanica cudntica, entre otras areas fisicas y de
otras ciencias. Cabe senalar que las EDP’s por supuesto son de gran interés tedrico en

Matemaéticas.

Cuando se estudian las EDP’s desde el punto de vista fisico o aplicado es comin que
las variables independientes sean el tiempo y una o mas variables espaciales. Asi,

en general, una EDP tiene la forma

F<t7 LyYy 2y ooy Uy Uy Ugy Uyyy Uy = o5 Uty Uy Uyyy Uzzy Uty - - ) = 07 (113)

donde F es una relacién (o funcién) dada de las variables independientes ¢, z, vy, z, . . .,

la funcion desconocida u y un nuimero finito de sus derivadas parciales.

Una funcién u(t, z,y, z, - - - ) es solucion de la ecuacién (1.1.3) si al sustituir esta y todas
sus derivadas parciales involucradas, reducen a la ecuacién (1.1.3) en una identidad en

alguna region €2 del espacio de las variables independientes.

El orden de una EDP lo determina el orden mas grande de las derivadas parciales que
aparecen en la ecuacion considerada. Una EDP se dice que es lineal si es lineal en la
funcién desconocida y sus derivadas, con coeficientes dependiendo tinicamente de las
variables independientes. Una EDP de orden n es llamada cuasi-lineal si es lineal en
la derivada de orden n y sus coeficientes dependen de las vairiables independientes, la
funcién desconocida y derivadas parciales de érdenes menores o iguales que (n — 1).

En otro caso, la EDP es no lineal.



Las EDP’s lineales y cuasi-lineales usualmente se estudian en los primeros cursos de
Ecuaciones Diferenciales Parciales: se clasifican en varios tipos (primer y segundo orden
y subclasifican como parabdlicas, elipticas, hiperbdlicas, etc.), para los cuales existe
una gran variedad de métodos de solucién (separaciéon de variables, caracteristicas,
transformaciones integrales, funciones de Green, enfoque débil, etc.) dependiendo del
problema considerado (Cauchy, Dirichlet, Neumann, mixto, etc.), estableciendo una
teoria ampliamente desarrollada. Sin embargo, para las EDP’s no lineales unicamente
existen unos cuantos métodos de un nivel matematico elevado para un primer curso.

En el Capitulo 3 se abordaran algunas EDP’s no lineales de interés particular.



1.2 Analisis Complejo

El Anélisis Complejo en teoria es extenso, pero mucho mé&s extensos, poderosos y
de gran alcance son sus métodos, los cuales son aplicables en distintas areas de la ciencia
y la tecnologia. En esta parte se introducen varios conceptos relacionados con las
funciones analiticas, elipticas y trascendentales, y solo se enuncian, con un bosquejo
o referencia sobre su demostracion, aquellos resultados que se utilizan posteriormente.
Esto es, la Teoria de las Funciones de Variable Compleja, ademés de ser una area basica
de las Matematicas, es de gran aplicacion practica con métodos propios muy elegantes y
poderosos. Un aspecto importante e incluso sorprendente es el hecho que para obtener
solucién de muchos problemas cuyos modelos provienen directamente de fendémenos
reales sea necesario utilizar el “Plano Complejo” como plataforma. Precisamente esto
representa una motivacion ad-hoc para disfrutar del estudio del Anadlisis Complejo
desde el principio hasta donde cada interés especifico lo permita. En particular, en el
presente trabajo se abordan dos tépicos muy importantes: aspectos fundamentales
sobre funciones elipticas y trascendentales, asi como el anélisis de su comportamiento,
con el fin de establecer una alternativa mas de solucién de cierto tipo de ecuaciones

diferenciales aplicadas.

Atn cuando René Descartes (1596-1650) hablara de “soluciones imaginarias” de cierto
tipo de ecuaciones algebraicas, que Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) mane-
jara nuimeros complejos en sus célculos, que Leonhard Euler (1707-1783) estableciera
la unidad imaginaria — i — (con la propiedad distintiva > = —1) y que Johann Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) trabajara arduamente con funciones de variable compleja,
fue hasta 1825 la fecha del nacimiento formal de la Teoria de las Funciones Analiticas
con la publicacién de los trabajos de Augustin Louis Cauchy (1789-1857) y posterior-
mente con las grandes contribuciones de Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866),

Sir Willian Rowan Hamilton (1805-1865), Karl Weierstrass (1815-1897), entre otros.



1.2.1 Fundamentos y Métodos de la Teoria de las Funciones Analiticas

v" Como predambulo a la introduccién de las Funciones de Variable Compleja, es nece-
sario establecer propiedades adicionales de C, por lo menos en lo que respecta a lo
basico de la topologia euclideana estdndar obtenida del médulo y su identificacion
con IR?. La circunferencia con centro en 2y y radio r estd dada por |z — 2| = 7,
mientras que una vencindad de z, se define por D,(z) = {z € C | |z — 2| < €},
con € un valor positivo pequeno y una vecindad reducida (o “agujerada’”) cuando
el centro es removido, esto es D’ (z)) = {z € C | 0 < |z — 2| < €}. Por su parte,
un anillo centrado en zy con radio interior y exterior r; y ro, respectivamente,
se describe por r; < |z — 29| < re. Por otro lado, zy € S se llama punto interior
de un conjunto S si existe una vencindad de zp totalmente contenida en S.
Si todos los puntos de S son interiores, entonces S se dice ser un conjunto abierto.
Esta definicion implica que el conjunto vacio es abierto, C es abierto, la union
de cualquier coleccién de subconjutos abiertos en C es abierta y la interseccion
de cualquier coleccién finita de subconjuntos abiertos en C es abierta. Esto es,
se tiene una topologia para el plano complejo. Por otra parte, un punto z; es un
punto frontera de S, si toda vecindad de zy contiene al menos un punto en S y al
menos un punto que no estd en S. Intuitivamente, un conjunto es abierto si no
contiene a ninguno de sus puntos frontera u “orilla”. Un conjunto que consiste
de todos los puntos de un conjunto abierto y ninguno, algunos o todos sus puntos
frontera, es referido como una region. Una region abierta D es acotada si existe
una constante M > 0 tal que |z] < M Vz € D. i.e., D puede ser encerrada
por una circunferencia. Una region es cerrada si contiene a todos sus puntos
frontera. Una regién que es cerrada y acotada se llama compacta. Por ejemplo,
una regién circular |z| < a es compacta. El semi-plano superior, Zm{z} > 0

es abierto y no acotado. Para zy,29,---,2, € C, los n — 1 segmentos de recta

2129, 2223, * * , Zn_12n tomados en sucesién forman una poligonal o linea quebrada.



Una regién abierta se dice estar conectada si cualquiera dos de sus puntos pueden
unirse por una poligonal totalmente contenida en la regién. A groso modo, un
conjunto conexo estd formado por una sola pieza. Una regién abierta y conexa

es llamada dominio.

Definicién 1.2.1: Sea f : 2 — C, donde €2 C C es un conjunto abierto no vacio.

Entonces, f es diferenciable en zy € € si

lim f(z) = f(=) (1.2.1)
=20 |z — 2|
: , df
existe, el cual se denota por f'(z9) o =
z z=20

Teorema 1.2.1. (Diferenciacién de Cauchy-Riemann): Sea f : Q@ — C,
) C C un abierto. Entonces, f'(z) existe si y solo si f es diferenciable en
el sentido de las variables reales x,y en (zo,40) = 20 v u(z,y) = Re{f},

v(z,y) = Im{f} satisfacen las Condiciones de Cauchy-Riemann,

ou Ov ou ov
ov_ 7 = 1.2.2
oxr Oy Y oy ox’ ( )
bajo la suposicion de continuidad de las derivadas parciales involucradas.
[
En este caso,
ou v v ou
f'(20) = a—x(%,yo) + Z%(xoayo) = a—y(xoayo) - lﬁ_y(xo"%)' (1.2.3)

Definicién 1.2.2: Una funcién f(z) es analitica en un punto zy si es diferenciable
en una vecindad de z5. La funcién f(z) es analitica en una regién si es analitica

en todo punto de la region.



Un sinénimo de analitica que frecuentemente se utiliza en la literatura es el
término holomorfa, que siginifca de “de forma entera” o regular. Usualmente,
el conjunto de las funciones analiticas en 2 se denota por H(f2), mientras que
H(C) representa al conjunto de las “funciones enteras” (por ejemplo, las fun-

ciones polinomiales, la funcién exponencial, entre otras).

Un punto singular zy es donde f deja de ser analitica. Los puntos singulares
se clasifican en varios tipos, lo cual se hace mediante la representancién de la

funcion en Serie de Laurent, que se discute méas adelante.

Proposicién 1.2.1. Una funcién f(z) analitica en un punto z, admite una
expansion en serie de potencias

f(2) =ag+ay(z — 2) +as(z — 2)* +--- = Z an(z — 20)", (1.2.4)

convergente por lo menos en |z — z5| < € para algin € > 0. Dependiendo de
la funcidn, el radio de convergencia® de la serie (1.2.4), llamada Serie de Taylor
alrededor del punto zy, puede tener como valor maximo R < d(zo,ps), donde R
es el radio de convergencia y p; es la singularidad de f(z) més préxima al punto

de expansién zg. En tal caso, los coeficientes de la serie (1.2.4) pueden calcularse
1d*f

Hﬁ Z=20
obtenerse mediante algin procedimiento mas conveniente).

mediante la derivada: a; = , k=0,1,2,--- (ya que pueden también

Una funcién de dos variables f(z,w) es analitica si se cumplen ambas condiciones

0 0
de Cauchy-Riemann, —J_C =0y 9f = 0. Si f(z,w) es analitica en el polidisco

0z ow

|z| <7, |w| < p, entonces admite expansién en una serie doble convergente

flz,w) = Z am 2w, (1.2.5)

k>0

4Formalmente, el radio de convergencia se determina a partir de los coeficientes de la serie ya sea

con el criterio del cociente o con el de la raiz.
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En general, se considera el espacio complejo n-dimensional C" equipado con la
topologfa euclideana estandar obtenida al identificarlo con IR*", donde un punto
(21,22, , 2n) € Q C C" se denota por z; = ;1 +ixjo, j=1,2,--- ,n. En este

caso, una funcién f: Q — C es H(Q) si

n

_ 0 )
of = Z 8—!(6[3@-,1 —idz;2) =0 (1.2.6)
j=1
y se tiene la representaciéon
flz1, 20, 2n) = Z ey o Jon (21 — B (2 — B, (1.2.7)
k1o kn=0

convergente uniformemente en subconjuntos compactos de un polidisco

D(B? I_:) = HDTJ- (B])

v' Sin lugar a dudas, uno de los procesos mas importantesby con un alcance muy
amplio es la integracion de contorno®, / f(2) dz = / F(y(®)3(t) dt (donde
el signo maés significa orientacién positivawy v(t) es una Sarametrizaeién de CT)S,
ya que en base a las nuevas propiedades que posee (al introducir el ingrediente de
analiticidad) se desprenden la mayor parte de los resultados fuertes del Anélisis
Complejo, algunos de los cuales se enuncian a continuacién (la demostracion

respectiva puede encontrarse casi en cualquier texto sobre la materia).

Teorema 1.2.2. (Cauchy-Goursat): Si una funcién f(z) es analitica en un
abierto U y C es un contorno cerrrado simple tal que C C U y ademds f(z) es

analitica en todos los puntos interiores y sobre C, entonces

f f(z) dz=0. (1.2.8)
c

5Un contorno es un arco suave por piezas, esto es, consiste de un niimero finito de arcos suaves

(diferenciables) conectados, el cual frecuentemente es cerrado.
6En realidad la integracién de contorno se reduce a la integracién de linea en R? y todas las

propiedades usuales de la integracién (linealidad, aditividad, etc.) siguen siendo vélidas.
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Nota: La versiéon mas simple, al imponer restricciones adicionales sobre la funcién y el
contorno de integracién se conoce simplemente como Teorema de Cauchy. En general,
la importancia de este resultado consiste en la posibilidad de efectuar una deformacién

homotopica de la trayectoria de integracion que deja invariante el valor de la integral.

Teorema 1.2.3. (Férmula Integral de Cauchy y sus Derivadas): Sea f(z)
una funcién analitica en un abierto U sea C un contorno cerrado simple tal que
C C U. Entonces, en cualquier punto interior z

() = if 1O e (1.2.9)

2w Jo (=2

Nota: La Férmula Integral de Cauchy muestra que los valores de una funcién analitica
f sobre la frontera de un dominio encerrado por un contorno cerrado C' determinan el

valor de f en cualquier punto interior del dominio considerado.

Como corolario de este resultado, se tiene que todas las derivadas de todos los or-
denes de f(z), f*)(z), existen a cualquier orden en el dominio interior encerrado

por C y

F0(z) = 2’“_7;}{ % dc. (1.2.10)

Esto es, la analiticidad de f implica la analiticidad de las derivadas de cualquier

orden.

Teorema 1.2.4. (Liouville): Si f es entera y acotada en el plano z, entonces

f es constante.
[

Teorema 1.2.5. de Morera (Reciproco de Liouville): Si f es continua en
un dominio D y si % f(z) dz = 0 para todo contorno cerrado simple C en D,
c

entonces f(z) es analitica en D.
]
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Como corolario del Teorema de Liouville se llega al Teorema Fundamental del
Algebm, el cual dice que para cualquier polinomio P(z) de grado n > 1 existe
un punto zg € C tal que P(z) = 0 y de aqui que P(z) tiene exactamente
n raices (contando multiplicidad), asi como la posibilidad de su factorizacién.

Otro resultado importante es

Teorema 1.2.6. (Principio del Médulo Maximo): Si f(z) es analitica sobre
y en el interior a un contorno cerrado simple C, entonces el valor maximo de

| f(2)| ocurre sobre C a menos que f sea constante.

Nota: Si f(z) no se anula en ningiin punto dentro y sobre el contorno, considerando
g(z) = 1/f(z) se tiene que |g(z)| alcanza su maximo sobre C y por consiguiente |f(2)]

también alcanza su minimo en C.

Frecuentemente, una funcién de variable compleja requiere una representacion en
serie en algin dominio apropiado. La mas conocida es la representacion en Serie
de Taylor, la cual se establece en (1.2.4). La representacién en Serie de Taylor
se interrumpe en puntos, curvas o regiones donde las funciones dejan de ser
analiticas. Tales puntos suelen llamarse singulares o simplemente singularidades
de la funcién y su estudio es de vital importancia para muchas aplicaciones.
Cuando una funcién f(z) no es analitica en algin punto 2y (o regién) del plano
complejo la Serie de Taylor no puede aplicarse en la vecindad de tal punto.
Sin embargo, puede determinarse otra representacion en potencias positivas y
negativas de (z — zp), llamada expansion en Serie de Laurent, valida en regiones

anulares p; < |z — 2| < p2, la cual resulta de gran utilidad.
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Teorema 1.2.7. (Series de Laurent): Una funcién analitica f(z) en un anillo

p1 < |z — 20| < p2 se puede representar mediante la expansion

e}

f2) =) ealz—20)", (1.2.11)

n=—0oo

donde
1
Cp = —7{ (L dz, n€Z, (1.2.12)
c

2mi z — zp)"H1

con C cualquier contorno cerrado simple en la regién de analiticidad encerrando
la frontera interior |z — 29| = p;. La serie (1.2.11) converge uniformemente en

Ry < |z — 29| < Ry, donde p; < Ry y pa > Rs.

Para su demostracion referirse por ejemplo a [1].

Observacién: i) El coeficiente del término 1/(z — 2p), el cual es c_; en (1.2.11),

proporciona el residuo de f(z) debido a la singularidad zy.

i7) La suma de las potencias negativas de la Serie de Laurent (1.2.11) se le conoce como

la parte singular de f(z).

ii1) En la préactica, la Serie de Laurent frecuentemente se obtiene a partir de la Serie
de Taylor de una funcién mediante sustituciones apropiadas (cierta clase de “trucos”),
ya que obtener los coeficientes (1.2.12) directamente es una tarea muy complicada. Para
muchas funciones (racionales sobretodo) la serie que més se utiliza es una adaptacién

de la serie geométrica.

iv) El resultado importante y de gran utilidad es que en el dominio de convergencia
(uniforme) es posible diferenciar e integrar término a término. También, es posible

aplicar las operaciones algebraicas elementales de adiciéon, multiplicacion, etc.



14

v La expansiéon de Laurent alrededor de una singularidad proporciona informacion
sobre la naturaleza de dicho punto singular, lo cual implica una clasificacion de

las singularidades aisladas como sigue:

>> Si la parte singular de f(z) en la expansién de Laurent (1.2.11) se anula
(esto es ¢, = 0 para n < 0, lo cual implica que f(z) es acotada o que
lim f(z) existe), pero ¢y # f(z), entonces zq es una singularidad removible.
Z—20

En este caso, lim (z — zp)f(z) = 0.
Z—20

> Si zp es una singularidad aislada de f y si todos los ¢,, n < —1, excepto un
nimero finito en (1.2.11) son cero, entonces z se llama polo de f. Sim es el
mayor entero tal que c_,, # 0, zy es llamado un polo de orden m. Sim =1,

el polo es de primer orden, llamado también polo simple. Esto es equivalente
¢(2)
a f(2) = —22
(2) =)
®(z0) # 0. En este caso, lim (z — z9)™ f(z) existe y
zZ—r20

con ¢ una funciéon analitica en una vecindad de zy y

9D ()
R

= Res{/f(2); 20}

es el residuo de f en z.

> Si se tiene un numero infinito de c_,’s distintos de cero en la expansiéon de
Laurent (1.2.11), entonces zy es llamado singularidad esencial (esto es, para
una singularidad esencial la Serie de Laurent tiene un desarrollo completo).
Un resultado importante relacionado con las sigularidades esenciales es el
Teorema de Picard’, cuya versiéon més simple se conoce como Teorema de

Casorati- Weierstrass.

"Este teorema, debido a C.E.Picard establece que en cualquier vecindad de una singularidad esen-
cial de una funcién f(z), ésta asume todos los valores, excepto posiblemente uno de ellos, un nidmero

infinito de veces.
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Las funciones racionales se denotan por
(R _p(2) -
Clz]={R: Q= C| R(z) = )’ con p y ¢ polinomios}, (1.2.13)
q(z
donde Qy = {z € C | ¢(z) # 0} es el dominio natural de cada R(z). Esto es, C[z]
es H(C\ P), donde P es el conjunto de polos de R(z) (ceros del denominador
q(z)). Una funcién se denomina meromorfa en 2 —“de forma racional”’— si su

conjunto singular estd formado inicamente por polos, i.e., es H(Q2\ P).

v' La representacion en Serie de Taylor de una funcién analitica (por lo menos en
alguna vecidad de un punto dado) permite establecer la nocién de continuacion
analitica®, la cual se establece partiendo de uno de los resultados mds bonitos y
potentes del Analisis Complejo, que literalmente dice: si dos funciones analiticas
coinciden en cualquier parte de una region £ (por muy pequena que sea), entonces
estas coinciden en todo ) y por tanto representan a la misma funcion. Esta

propiedad se establece por el siguiente resultado.

Teorema 1.2.8. (Principio de Identidad): Sean f(z) y g(z) analiticas en
un dominio comun Q. Si f(z) coincide con g(z) en pedazo D C Q (pudiera ser
una curva I contenida en €2 o inclusive una sucesion convergente de puntos en

), entonces f(z) = g(z) en Q.

Demostracion. Un bosquejo de la demostracién es como sigue.

8De forma muy general, se dice que la continuacién analitica es el procedimiento de extensién del
dominio de analiticidad de una funcién al méas grande posible, lo cual puede hacerse por medio de series,
a lo largo de trayectorias, mediante continuidad, entre lo mas cominmente conocido. En esta parte,
se introduce el proceso utilizando series y muy brevemente por medio de curvas. El procedimiento
mediante series se debe a Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm Weierstra§ (1815 - 1897), matemético

Alemén que suele citarse como el “padre del andlisis moderno”.



16

Correspondiendo a cualquier 2y € §2 (o sobre I') consideremos la circunferencia
més grande C totalmente contenida en 2. Tanto f(z) como g(z) pueden represen-
tarse por una Serie de Taylor en el interior de C y por la unicidad de las Series de
Taylor, f(z) = g(z) en el interior a C. Ahora, tomando un nuevo punto interior a
C, cercano a su frontera y repitiendo el argumento anterior para las nuevas Series
de Taylor, se tiene que f(z) = g(z) en el dominio extendido. EIl procedimiento
puede repetirse tantas veces como sea necesario para rellenar por completo el

dominio comun 2 hasta que finalmente f = g en €.

Teorema 1.2.9. (Continuacién Analitica): Sean f : D; - C y g: Dy — C

funciones analiticas. Supongamos que f =g en Dy NDy # . Entonces,

w | f(2) si z € Dy
g(2) si z € Dy

es analitica en D = D1 UDy y es la unica funcion analitica en D que es igual

af en Dy (0agenDy). Sedice que h es una continuacion analitica de

f (o de g).

Demostracién. Consideremos un conjunto cerrado C en D. Si C no intersecta
a I', entonces j{ h(z) dz = 0, porque C estd completamente ya sea en D; o en

c
D,. Si C intersecta a I', entonces

fé h(z) dz = A (2) dz + /:w) f(z) dz + /F(ﬁ) g(z) dz + /C2 g(z) dz =0,

(a) (@)

yaque f(z)=g(z) sobre I'. El Teorema de Morera implica que h(z) es analitica

en D =D;UI'UD,y. La unicidad de h la establece el Teorema de Identidad.



17

La continuacién analitica es importante porque proporciona un método para
hacer el dominio de analiticidad de una funciéon dada tan grande como sea posible.
La forma més comin es ir expandiendo mediante Series de Taylor (pero no es
muy conveniente). Otra forma es hacerlo mediante trayectorias: la idea general

se puede introducir como sigue.

Definicion 1.2.1. Continuacién Analitica a lo Largo de una Curva: Consider-
emos una curva v : [0,1] — C. Sea f analitica en Dy(r). Una continuacién
analitica del par (f,Dy) a lo largo de v es una coleccién de pares (f, D;) para
0 <t<1tal que
i) fo=1F
i1) Para cada t € [0, 1] existe € > 0 tal que para todo t' € [0,1] con [t —t'| <€
se tiene que (') € D;. Esto es, D; y Dy no son ajenos y las funciones

ft 'y fv coinciden en D, N Dy.

La continuacién analitica a lo largo de una curva es tnica, ya que si (f;, D)
y (g¢, V) son dos continuaciones analiticas de (f,Dy) a lo largo de ~, entonces
f1 v g1 necesariamente concidiran en Dy N V;. Asi, dos continuaciones analiticas
terminan con los mismos valores en una vecindad de (1). El problema es cuando

la curva es cerrada y la funcién es multivaluada. El resultado mas importante es

Teorema 1.2.10. (Principio de Monodromia): Sean D un dominio simple-
mente conexo y f(z) analitica en algin disco Dy C D. Si f puede ser continuada
analiticamente a un punto en D a lo largo de dos contornos suaves diferentes y
arbitrarios C; y Cy y si no hay puntos singulares® encerrados por C; y Cs, entonces

el resultado de cada continuacién analitica es el mismo y la funcién es univaluada.

9De hecho, el teorema puede extenderse para cubrir el caso cuando la regién encerrada por C; y Ca
contiene a lo mds puntos singulares aislados, donde f(z) tiene expansiones de Laurent en la vecindad

de cualquier punto. Esto es, la regién encerrada puede contener polos y singularidades esenciales.
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Cabe aclarar que existen funciones (o representaciones para estas) que evitan

una continuacién analitica (debido a singularidades no aisladas), las cuales se

(o]
. . n
denominan fronteras o barreras naturales. Por ejemplo, f(z) = E 2*" | la cual
n=0

converge para |z| < 1, pero una continuacién analitica a |z| > 1 es imposible,
implicando que |z| = 1 forma una barrera natural para f(z)"Y Ademés de las
barreras naturales, existen otros tipos de singularidades exdticas que aparecen
frecuentemente en la solucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales No Lineales,
como por ejemplo puntos cluster (aglutinamientos). Un cluster es un punto z
en el que una infinidad de puntos singulares de una funcién univaluada f(z)
se aglutinan alrededor, de tal forma que hay una infinidad de puntos aislados
dentro de cualquier disco pequernio alrededor de z. Por ejemplo, f(z) = tan %

Cuando z — 0 alo largo del eje real f(z) tiene polosen z, = 1/(7/24nn), n € Z,
los cuales se amontonan estrepitosamente alrededor del origen, ya que cualquier
vecindad del origen, por muy pequena que esta sea, contiene una infinidad de
tales puntos. Cabe senalar que no es posible determinar expansiéon de Laurent
valida en una vecindad de un cluster. Otra singularidad no comin que surge
en la aplicacion es la llamada discontinuidad de salto en la frontera, la cual esté
asociada al caso cuando dos funciones analiticas estan separadas por una curva

cerrada o una curva infinita en C. Por ejemplo,

fT(2) para z dentro de C (contorno cerrado)

f~(2)  para z fuera de C,

donde f; v f, son analiticas en sus dominios respectivos de definicién y tienen

limites que no son iguales cuando se acercan a C desde el lado correspondiente.

10 Ahlfors, Lars Valerian Ahlfors, matemdtico Finlandés (1907 - 1996), primero en recibir la medalla

Fields, refiere a este tipo de funciones como Lacunary functions.
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Mas concretamente, por ejemplo,

_ LA
f(z)_Zm' j{ (—2

(La funcion caracteristica en D, donde C = 9D). La discontinuidad depende

z dentro de C

fi(z) =1
fo(z) =0 z fuera de C.

por completo de la posicién de C, la cual es proporcionada en la definicion de la

funcién f(z) mediante la representacion integral respectiva.

Una extension del Teorema de Cauchy para integrandos que no son funciones
analiticas (en el caso cuando tienen singularidades aisladas) se llama Teorema de
los Residuos de Cauchy, en el que cada punto singular contribuye al valor de la
integral con un término proporcional a lo que es llamado su residuo (de ahi el

nombre del teorema).

Teorema 1.2.11. (Residuos): Sea f(z) una funcién analitica dentro y sobre
un contorno cerrado simple C, excepto por un niimero finito de puntos singulares
aislados 21, 29, - - - , 2y localizados dentro de la regién encerrada por el contorno C.
Entonces,

?i f(z) dz = 27m'z Res{f(2); 2} (1.2.14)

Nota: El calculo de los residuos depende del tipo de singularidad de la que se trate:
en el caso de una singularidad removible el residuo es cero y para los polos existen
técnicas practicas, pero para el caso de singularidades esenciales la tinica opcién viable

es la expansién de Laurent alrededor de la singularidad.

El Teorema de los Residuos es uno de los grandes pilares del Anélisis Complejo, ya que
gracias a este es posible evaluar una gran cantidad de integrales reales (imposibles
de evaluar por métodos tradicionales de cdlculo), determinar el valor al que conver-
gen ciertas series numéricas, manipular transformaciones integrales (Fourier, Hankel,
Mellin, etc.), establecer otros resultados importantes (como por ejemplo, el Principio

del Argumento y Teorema de Rouché), entre otras aplicaciones de una larga lista.
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Funciones Enteras y Meromorfas: Recordemos que una funcién se dice ser entera
si es analitica en todo el plano complejo C y se dice que una funcion es meromorfa
si es analitica excepto por singularidades aisladas, las cuales son polos. Al igual que
las funciones racionales, las funciones enteras tienen dos representaciones estandar
(como expansion en fracciones parciales o factorizacién del numerador y denominador)
y también se pueden representar mediante productos infinitos (tipo Weierstrass o
canonicos, los cuales son fundamentales, pero no se incluyen aqui por no requerirse
posteriormente, para informacién consultar por ejemplo [1]). Por otra parte, las fun-
ciones meromorfas se pueden representar por expansiones de Mittag-Leffler, lo cual es
muy importante para el manejo de las funciones elipticas introducidas mas adelante.
Supongamos que f tiene un polo de orden m en zy y consideremos la expansion de
Laurent correspondiente

f(z):(Z(i—;r;)m—I—---+(za_—lz())+a0+a1(z—zo)—|—---an(z—zo)”+---.

Denotando y denominando parte singular de f en zy por

PS(f,ZO):a_—m_|_..._|_a;1):P( 1 )’

(z — 2z9)™ (z — 2o z— zo

con P un polinomio, se establece el siguiente resultado, el cual es una factorizacion

para las funciones meromorfas similar a las fracciones parciales.

Teorema 1.2.12. (Mittag—Leffler)!'!: Sea {z,} una sucesién de ntimeros complejos
distintos tales que |z,| — co. Sea {P,} polinomios sin el término constante. Entonces,
existe una funcién meromorfa f cuyos tnicos polos estén en {z,} con parte singular

P,(1/(# — 2z,)). La funcién mas general de este tipo puede escribirse en la forma

Z— Zp

10=% | () -]+t (1215

n

1E] Teorema de Mittag-Leffler es llamado asf en honor al mateméatico sueco Magnus Gustaf (Gésta)

Mittag-Leffler (1846-1927).
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donde (), es algin polinomio y ¢ es una funcién entera. La serie converge absoluta y

uiniformemente sobre cualquier conjunto compacto que no contiene polos de la funcién.

Demostracién. La demostracién detallada se encuentra en [8].

Definicién 1.2.3 (Funciones Periddicas): Una funcién f(z) se dice ser periddica

con periodo w # 0 si f(z +w) = f(z2) para todo z € C.

Nota: Si w es un periodo para f(z), entonces también lo es cualquier multiplo entero, nw.
En particular, es irrelevante si w es multiplo de otro periodo, lo cual permite también llamar

a f(z) funcion simple periodica.

Afirmacién: Cualquier funcién con periodo w puede expresarse en términos de la
funcién exponencial, la cual es el prototipo de funciéon simple peridédica, cuyo periodo

es 271.

Demostracién. En efecto, la funciéon méas simple con periodo w es la funcién expo-

nencial 2=/«

. Sea {2 una region con la propiedad que z € @ = z+w € )y sea
QY la region en el ¢-plano, imagen de Q bajo el mapeo ( = e?™*/% (por ejemplo, si
Q2 es la banda paralela definida por @ < Zm{27z/w} < b, entonces ' es la regién
anular e™® < || < e7®). Ahora, f(z) es meromorfa en €, con periodo w si y solo si
existe una tnica funcién meromorfa F en € tal que f(z) = F(e*™*/*). Observemos

que z es Unico salvo un multiplo aditivo de w, el cual no tiene influencia sobre el valor

de f(z). Suponiendo que €' contiene un anillo r; < [(| < 79 en el que F' no tiene

polos, entonces F' tiene el desarrollo de Laurent F'(() = Z (", el cual implica

n=—oo
[e.9]

que f(z) = Z cne?™™#/“ un desarrollo de Fourier complejo para f(z) vélido en la

banda paralela correspondiente al anillo dado, donde los coeficientes estan dados por
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L FQ
n 278 Cl=r Cn-‘rl
1 at+w )

_ _/ f(Z)e—QTrznz/w dz.

W

d¢, (r1 <r <ry)

En la dltima integral, a es un punto arbitrario en la banda paralela considerada y la
integracion es a lo largo de cualquier contorno que conecta a a con a + w en la banda.
Por otra parte, si f(z) es entera, entonces el mismo desarrollo de Fourier es véalido en

todas partes. [ ]

Nota: Cuando £ es todo el plano complejo, F'({) tiene singularidades aisladas en ¢ = 0, co.
Si ambas no son esenciales (pudieran ser removibles o polos), entonces F' es una funcién
racional y en este caso f tiene orden finito, igual al orden de F'. Asi, las funciones simple

periddicas de orden finito tienen un compartamiento parecido al de las funciones racionales.

1.2.2 Funciones Elipticas y Teoria de Weierstrass

Funciones Doble Periédicas: A grandes rasgos, las funciones elipticas son funciones
univaluadas definidas en el plano complejo, periddicas en dos direcciones, razén por la
cual también son llamadas doble peridodicas. Historicamente, las funciones elipticas se
definieron en un principio como funciones inversas de integrales elipticas'? y posterior-
mente se establecieron como una clase especial de funciones con propiedades tedricas
muy interesantes y aplicaciones importantes. Formalmente, una funcion eliptica es
una funciéon meromorfa f definida en C para la que existen dos nimeros comple-
jos, llamados periodos fundamentales, w; (periodo 1) y wy (periodo 2), tales que
flz4+w) = f(2) = f(z+wy) ¥V z € Cy tal que wy/wy no es real. Para el desar-
rollo formal de las funciones elipticas se utiliza la funcion p-Weierstrass, solucion de
una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden no lineal, la cual se analiza en la

ultima parte de ésta secciéon y tiene una amplia aplicacion.

12Tipo especial de integrales, cuyos integrandos poseen puntos de ramificacién especificos.
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Definicién 1.2.4: Sean w; y ws € C linealmente independientes sobre IR (esto es, no
es posible tener aw; + bws = 0 para a,b € IR ambos no cero). Entonces, la reticula

(malla o red) generada por wy y wy se define por

R={2€C|z=mw +nwy, con mmne€”Z}= Cwy,ws . (1.2.16)

Esquematicamente, R se representa en la Figura 1.1,

w1

Fig.1.1 Reticula en C

Nota: Si w,w’ € R, entonces w +w’ y nw € R, Vn € Z. Esto es, R es cerrada bajo adicién
y multiplicacién por enteros. Matemdaticamente significa que R es un subgrupo de C o mejor
dicho es un Mddulo, el médulo del periodo de f, el cual es discreto, ya que si f(w) = f(0)
para todo w € R la existencia de un punto de acumulacién implica que f(z) tiene que ser
constante. Ademds, como C es 2-dimensional, entonces wy y we forman una base para C

sobre IR.

Sean z,w € C. Se define z = w modR cuando z — w € R, la cual resulta ser una
relacion de equivalencia, llamada congruencia modulo R. El conjunto de clases de
equivalencia modR se denota por C/R y se dice C médulo R. Observemos que si
z = w modR y n es un entero, entonces nz = nw modR. Ademas, las clases de
equivalencia se pueden sumar. No es cierto que AR C R para A ¢ Z(mucho menos que
AR = R), pero si es cierto que si z = w modR, entonces AR es también una reticula

y Az = Aw mod\R.
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Definicién 1.2.5: Si R = Cwy,wed v a € C, entonces

Pr={z€C|z=a+tiw +tawy, con0<t¢t <1, i=1,2} (1.2.17)

se llama paralelogramo fundamental para la reticula R (con respecto a la base dada).

o+ Wy + wo
a + wo

o+ wp
Q

Fig.1.2 Un Paralelogramo Fundamental para la Reticula R

Proposicion 1.2.2. Dado z € C, existe un tnico zy € Pr tal que z = 2y modR.

Demostracién. Primero, sea a = 0 y escribir z = aw; + bws, con a,b € IR. Sea
m el mayor entero menor o igual que a y sea n el mayor entero menor o igual que b.
Escribiendo t{ = a—m y to = b—n, se tiene que 2z = mwy +nws + tiwy + tows = tiwy +
towo, modR. Para 0 < t; < 1 la clase congruente de z modR tiene un representante el
paralelogramo fundamental Pr. Por otra parte, suponiendo que tiw; + tows = s1w1 +
Sows, con 0 < s; < 1, se tiene que |s; —t;| < 1, pero (s1 —t1)w; + ($2 — ta)ws = 0 modR,
asi que s; = t; para ¢ = 1,2. Por lo tanto, zg = tyw; + tawsy es el tinico elemento de Pp
el cual es = z modR. Si a # 0, entonces se aplica el mismo argumento anterior a z — «
para obtener existencia y unicidad de un elemento z, en el paralelogramo fundamental

que sea = z modR. .

Como w; y wy son L.I. sobre IR (no son multiplo uno del otro), entonces w;/ws ©
wo/wy tiene parte imaginaria positiva. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

Im{wy/wi} > 0 (i.e. wy/wy estd sobre el semi-plano superior ST = {z = x+iy, y > 0}.

Definicién 1.2.5: Una funcidn eliptica f (respecto a R) es una funcién R-periddica

y meromorfa en C. Esto es, f(z +w) = f(z) paratodo z€ C y w € R.
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Por el Teorema de Liouville, una funcién eliptica no puede ser entera (i.e. sin polos)
a menos que sea constante, ya que de serlo es continua y acotada sobre el paralelogramo
fundamental, y por la periodicidad seria acotada en todo C. Por lo tanto, no hay
funciones enteras doble periddicas y todo paralelogramo fundamental tiene un niimero

finito (con al menos uno) de polos.

Teorema 1.2.13. Sea Pr un paralelogramo fundamental para la reticula R y supéngase
que la funcién eliptica f no tiene polos sobre la frontera 0Pr. Entonces, la suma de

los residuos de f en Pr es cero.

Demostracién. Tenemos que 27i Z Res{f} = / f(z) dz = 0, donde la tltima
oP

igualdad se debe a la periodicidad de f de tal forma qlfe las integrales a lo largo de los

lados opuestos de Pr se cancelan mutuamente (ver Fig.1.2), lo cual prueba el Teorema.

Corolario 1.2.14. Una funcién eliptica tiene al menos dos polos (contando multipli-

cidad) en C/R.
]

Asi, ninguna funcion eliptica puede tener orden 1. Las funciones elipticas son mero-
morfas al menos de orden 2. Ademads, una funcién analitica no constante tiene igual

numero de polos que de ceros, lo cual se demuestra en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.15. Sea Pr un paralelogramo fundamental y supongamos que la funcién
eliptica f no tiene ceros ni polos en dPr. Sean {a;} los puntos singulares (ceros y polos)

de f dentro de Pr y sea m; el orden de f en a;. Entonces,

i) Y mi=0.

i1) Z m;a; =0 (mod R).
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Demostracién. i) Como f eliptica implica que f' y f’/f son elipticas, entonces se

tiene que

f'(2)
0= o P2 27@2 Res{ }—271'22 mi,

lo cual prueba la primera parte del teorema.

i1) En este punto, tomamos la integral

f/ z ) f/ '

/8PF z f((z)) dz = 27722 ReS{T} = 27?22 m;a;,

['(z)

ya que Res {z )

de OPr se realiza considerando al mismo tiempo los lados opuestos, obteniendo para

;ai} = mya;, y por otro lado la evaluacion de la integral a lo largo

uno de los casos

a+wi f/(Z) a+wi+ws f/(z) _ atwi f/<u> _ ‘
/a Zf(z) dz_/aerQ Zf(z) dz = —wg/a ) du = 2mikws,

donde en la tultima integral se toma el cambio de variable © = z — wy, para alguna

constante k. La integral sobre el otro par de lados se determina de la misma forma,

probando con esto la segunda parte del resultado.
[

Nota: Del resultado anterior se desprende que una funcién eliptica tiene tantos ceros como
polos y es un buen ejercicio mostrar que la derivada de una funcién eliptica es a su vez
otra funcidn eliptica con los mismos periddos. En este contexto, el conjunto de las funciones

elipticas con la misma red de periédos forman un campo.

Teoria de Weierstrass: Las funciones elipticas més simples son las de orden 2,
las cuales tienen un polo doble con residuo cero o bien dos polos simples con residuos
opuestos. El ejemplo clasico es el de la funcién eliptica de Weierstrass, llamada funcion
p-Weierstrass,

:i2+z {Z_w _i} (1.2.18)

WER*
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donde la suma se toma sobre el conjunto de todos los peridédos diferentes de cero,
denotado por R*. Por definicién, @ es meromorfa con un polo doble en cada punto
de la reticula R y ningun otro polo adicional. Ademas, p es una funcién par, esto es
p(2) = p(—=2), lo cual se observa directamente de (?7) o claramente del desarrollo de

Laurent alrededor del origen para @(z), obtenido por medio de fuerza bruta,

o) — L+ Y [§(1+5+<5>2+...)2_%]

X wer® L L = (1.2.19)
Z\™ m
Tt R R e G) G e

1
donde ¢, = Z m

wmt2 '
wER*

Nota: i) Si m es impar, se tiene que ¢, = 0, ya que p es una funcién par.

i7) La parte singular en w es (z — w)*Q y se sustrae w2 para producir convergencia.

Proposicién 1.2.3. La serie que define a p(z) converge uniformemente sobre conjuntos

compactos que no contienen puntos de la reticula R.

1 1|

(w2 w|

Por lo tanto, la serie converge uniformemente sobre todo conjunto compacto si se tiene

2(2w — 1)

Demostracién. Si |w| > 2|z|, entonces ‘ 5
w?(z — w)

1
que Z W < 00. Pero asi es, ya que wy/w; no es real y entonces existe k > 0
w
wER*
tal que |njw; 4+ nows| > k(|n1| + |n2|) para todo par de ntmeros reales (nq,ns).

Si se consideran unicamente enteros, hay 4n pares tal que |ni| + |n2| = n, lo cual

o0
da como resultado Z w7 < 4]@_32 n~? < oo. Ahora, solo falta verificar que
n=1

weER* =
(1.2.19) tiene periodos wy y wo. Hacerlo directamente es muy tedioso, en su lugar mejor

calcularemos su derivada término a término, obteniendo

o(z) =2 ﬁ (1.2.20)
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donde la suma ahora se toma para todo w € R. La tultima suma es obviamente doble
periodica (ademds se observa que es impar, ¢'(z) = —g/(—z)) y por consiguiente,
p(z +wi) — p(2) y p(z + w2) — p(z) son una misma constante. Como (z) es par,
tomando z = —w;/2 y 2z = wy/2 concluimos que la constante es cero. Asi, con lo

anterior hemos probado que p(z) es doble periddica.

Teorema 1.2.16. i) Sea f una funcién eliptica, respecto a la reticula R. Entonces,
f puede expresarse como una funcién racional de p y ¢'.
i1) Si u = —u (mod R), entonces la afirmacién anterior es valida en el sentido fuerte,

esto es f tiene un cero (o polo) de orden par en w.

Demostracién i) Si f es eliptica, se puede expresar como la suma de una funcién par
f()+ f(=2)  f(z) = f(=2)
+
2 2
f¢' es par. Asi que es suficiente probar que si f es par, entonces f es una funcién

y una funcién impar, f(z) = . Si f es impar, entonces
racional de p. Supongamos que f es una funcién par y tiene un cero de orden m en
algin punto u. Entonces, claramente f también tiene un cero del mismo orden en —u,

ya que f®(u) = (=1)* f®)(—u) y similarmente para los polos.

i1) Primero, notemos que u = —u (mod R) es equivalente a 2u = 0 (mod R).
Wi Wy Wit ws
2 2 Y T

en un paralelogramo fundamental. Si f es par, entonces f’ es impar. Esto es, f/'(u) =

En C/R hay exactamente cuatro puntos con esta propiedad: 0,

—f'(—u). Como u = —u (mod R) y f" es periddica, entonces f'(u) = 0, asi que f
tiene un cero de orden al menos 2 en u. Si u = 0 (mod R), entonces el argumento
anterior muestra que la funcién g(z) = p(z) — p(u) tiene un cero de orden al menos 2
(de hecho exactamente 2, por la primera parte del Teorema 1.2.5 y el hecho que p tiene
unicamente un polo de orden 2 en C mod R. Entonces, f/g es par, eliptica y holomorfa
en u. Si f(u)/g(u) # 0, entonces ord, f = 2. Si f(u)/g(u) = 0, entonces f/g de nuevo

tiene orden al menos 2 en u y podemos repetir el argumento. Si v = 0 (mod R),
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utilizamos g = 1/p(2) y argumentamos similarmente, probando asi que f tiene un cero

de orden par en u. -

La caracteristica determinante que posee la funcién p-Weierstrass es que ésta es solucion

de la ecuacién diferencial de primer orden no lineal,

dw \ 2
— ) =4w’ — — 1.2.21
( dz) w 92w — g3, 1 ( )
donde g = 60s4 y g3 = 140s6, con s, = $,,(R) = Z —. En efecto, con ésta
wER*
- 1
notacién tenemos que p(z) = o) + Z (2n+1 32n+222” =+ 35422 + Bsgzt + - - - y
n=1 <
—2
diferenciando término a término ¢'(z) = — + 6542420562 +- - . Asi, utilizando éstas
z

expansiones en la funcién auxiliar ¢(z) = ¢/(2)* — 4p(2)® + g2p(2) + g3, se observa que
existe cancelacion suficiente de la parte principal y términos constantes, de tal forma
que entonces ¢(z) es una funcién eliptica sin polos y con un cero en el origen, lo cual
puede ocurrir unicamente si ¢(z) = 0, probando asi que p(z) satisface la ecuacién (77).
Equivalentemente, al derivar la expresion (?7), se tiene que @ es solucién de la ecuacién

diferencial de segundo orden
d2
= 6w? — 2. 1.2.22
dz2 92/ ( )
Otros ejemplos importantes de funciones elipticas que estan relacionadas con las funcién
©-Weierstrass son las funciones Zeta ((z) y Sigma o(z) de Weierstrass, las funciones

de Jacobi, entre otras.



30



Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

en el Plano Complejo

El objetivo de esta parte es bosquejar algunas ideas fundamentales y describir las
propiedades mas importantes asociadas con las soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias en el plano complejo. En especifico, se analiza un tipo especial de EDO’s
no lineales de primer y segundo orden que comparten una caracteristica distintiva,
las FEcuaciones de Painlevé y se aborda de forma muy breve la naturaleza de sus

soluciones, las Trascendentes de Painlevé.

2.1 Existencia y Unicidad de la Solucién

En principio, es muy importante e interesante analizar la existencia y unicidad de la
solucién de una ecuacién diferencial ordinaria definida en el plano complejo, el cual
es un topico de aplicacién del Analisis Complejo que tiene un gran impacto. Ademas,
se incluye de forma directa una respuesta parcial a la pregunta originalmente propuesta
por E. Picard sobre el problema de clasificar un tipo especial de EDO’s que comparten

una propiedad especifica, la cual es conocida ahora como la “Propiedad de Painlevé”.

31
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Para ecuaciones de primer y segundo orden, este trabajo de clasificacién fue realizado
por P. Painlevé y su escuela, el cual se introduce de forma resumida. El caso general,

es un problema abierto.

En general, una ecuacion diferencial no lineal de n-ésimo orden definida sobre un

dominio D del plano complejo C se describe por la expresion
d"w dw d"tw
= = f (z;w,a,--- ’—d,z”_l) 7 (2.1.1)

con f una funcién localmente analitica de todos sus argumentos. Esto es, f posee

posiblemente singularidades aisladas o puntos de ramificaciéon en D. Por su parte,
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en el plano complejo es de la
forma
dwj
dz

donde de nuevo f; son funciones determinadas, locamente analiticas de sus argumentos.

:fj(z;w17"‘;wn)7 j:17”'7n7 (212)

Al igual que en el caso real, la ecuacién (2.1.1) es equivalente a un sistema de primer

orden, el cual se obtiene mediante el procedimiento recursivo:

djwl .
wj-i-lzga j:]-av(n_l)7
d"wl F dw1 d"_lwl
= AN e con wp = w.
dzn y W1, dZ ) y dZnil ) 1

o mediante algtin otro tipo de transformacién apropiada.

Una pregunta natural que surge inmediatamente después de establecer la ecuacion
objeto de estudio es acerca de si existe solucion analitica, dados valores iniciales acota-
dos, y si ésta es tnica. En el caso de la ecuacién (2.1.2), por ejemplo, las condiciones
iniciales en z = zy estan dadas por

w;i(z0) = wjo < o0, j=1,---,n. (2.1.3)
La respuesta a esta pregunta fundamental es afirmativa, la cual se establece inicialmente
de forma local en el siguiente resultado clasico, debido a Cauchy, y posteriormente

se extiende analiticamente a un dominio especifico mas grande.
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Teorema 2.1.1. (Cauchy): El sistema (2.1.2) con valores iniciales (2.1.3) y con
fi(z;wy, -+ ,w,) funciones localmente analiticas de cada uno de sus argumentos en un

dominio D que contiene a z = z; tiene solucién analitica tinica en una vecindad de z.

Demostracion. La demostracién de este resultado se basa en un método que utiliza
maximizadores acotados, llamados “Mayorantes de Cauchy”, para la representacién en
serie de la solucién. Esto es, se trata de determinar (de ser posible) una serie abso-
lutamente convergente que domine en médulo, término a término, a la representacién
original de la posible solucion. La idea bésica se adquiere a partir del problema simple

de Cauchy de la ecuacién escalar no lineal de primer orden

d_w
dz

El problema para otros valores iniciales w(zp) = wy se reduce a este caso mediante un

= f(z,w), w(0)=0. (2.1.4)

cambio de variable simple. La funcién f(z,w) se supone que es analitica y por tanto
acotada cuando z y w estan dentro de los circulos |z| < a y |w| < b, con |f| < M
para a,b y M constantes predeterminadas. La expansién en serie de la solucion del
problema (2.1.4), en caso de existir, se determina tomando derivadas sucesivas:

Fu_of ofde dw 9 0 de 3 (do)? of du
dz2 0z Owdz' dz® 022 020w dz  Ow? \ dz ow dz?’

d
lo cual permite calcular (COI] la relacion (_w) = f(0,0) como punto de partida)
0

dz
dw d*w\ 22 dBw\ 23
=— — | = — ) =+ 2.1.5
v (dz)oz+(cl22)02!jL(aLz?’)O?)!Jr ( )
La técnica es considerar una ecuacion de comparacion con la misma condicion inicial
aw
z

en la cual cada término de la representacién en serie de F'(z, W) domine (en mddulo)
al término respectivo de la serie correspondiente a f(z, w),

— : 1 [ o7tk

j=0 k=0
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(e 9] o0

En z=a y w=2> lafuncién f es acotada, |f(z,w)| < ZZ |Cji| a?b® = M
j=0 k=0

y como cada término de esta serie es acotado por M, entonces |Cjx| < Ma™7b7*. Asf,

una expansién F' dominante para f, lo cual se denota por f(z,w) < F(z, W), puede

ser de la forma x =
F(z,W)=> Y szwk. (2.1.8)

=0 k=0

Claramente la solucién expandida para W(z), expresion (2.1.5) con w reemplazada
por W, domina a la expansién para w. Ahora, es facil mostrar que la ecuacién (2.1.6)
para W (z) tiene una solucién en una vecindad de z = 0. En efecto, sumando la

serie (2.1.8) da como resultado

F(z,W) = M

(-00-7)

la cual, al sustituirla en la ecuacién (2.1.6), implica

(1)

b ) dz 1-27
a
de donde, por integracién directa, se obtiene
2alM 1/2
W(2) :b—b[1+aT log (1—2)} . (2.1.9)

En la expresién (2.1.9) se toma el valor positivo para la raiz y el valor principal para
la funcién logaritmo para que W(0) = 0. La serie para W(z) converge absolutamente
para |z| < R, es decir, hasta alcanzar la singularidad mds cercana: z = R, ya que
R =a(l—e?M) < q (esto es, donde []'? = 0). Por lo tanto, el criterio de
comparacién para series implica que la serie solucién (2.1.5) para la ecuacion (2.1.4)
converge para |z| < R. Por lo tanto, la solucién w(z) existe por lo menos en una
vecindad de la condicién inicial dada. Ademds, como se esta trabajando exclusivamente
sobre la clase de funciones analiticas, cualquier representacién en serie obtenida de
esta forma es tnica, ya que la serie de Taylor representa de forma tnica a una funcién

analitica, lo cual garantiza la unicidad de la solucién w(z).
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Este método se puede extender sin mayor complicacién al sistema de ecuaciones (2.1.2).
Sin pérdida de generalidad, tomando valores iniciales w; = O paraj =1,--- ,nenz =0
y funciones analiticas dentro del polidisco |z| < a, |w;| < b, se puede tomar |f;| < M

en este dominio, y entonces para las funciones dominantes se tiene que

M
v _dW, AW (2.1.10)

T

donde W;(0) =0 para j=1,--- n.

dW; dW;
Resolviendo dz] = d;l’ con W;(0) = W;41(0) =0 para j=1,---,n—1,
implica que Wy =Wy = --. = W,, = W, lo cual reduce a la ecuacién (2.1.10) en
aw M
_ = 2.1.11
(%
a b
cuya solucién es de la forma
B (n+1)aM NE:
W—b—b{lJrT log (1—5) , (2.1.12)

con un radio de convergencia dado por |z| < R, donde
R=a(1—eMinthall) (2.1.13)

Por lo tanto, la serie solucién del sistema (2.1.2), con w;(0) = 0, converge absoluta y

uniformemente dentro del circulo de radio R. -

Asi, el Teorema 2.1.1 establece el hecho que para f;(z; wy, - -+ ,w,), en la ecuacién (2.1.2),
analitica de todos sus argumentos, existe una solucién analitica tinica en una vecindad
(ain por muy pequena que pudiera ser) para el problema de valor inicial en z = z.
Afortunadamente es posible dar una continuacion analitica hasta encontrar una nueva
singularidad, lo cual es posible en base al principio de continuacion, establecido por el

siguiente resultado.
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Teorema 2.1.2. (Principio de Continuacién Analitica): La funcién obtenida
por continuacién analitica de la solucién del sistema (2.1.2), a lo largo de cualquier
trayectoria en el plano complejo, es una solucién de la continuacién analitica de las

ecuaciones diferenciales que conforman al sistema.

Demostracién. Como g;(z) = wj — fi(z;w1,--- ,w,), j = 1,...,n, es cero dentro
del dominio donde se ha establecido la existencia de la solucién, entonces cualquier
continuacién analitica de g;(z) necesariamente tiene que ser cero. Dado que la solucién
w;(z) satisface g;(z) = 0 dentro del dominio de existencia y dado que las operaciones en
gj(z) mantienen la analiticidad, entonces extendiendo analiticamente w;(z) proporciona

la extensién analitica de g;(2), la cual es idénticamente a cero. -

Nota: El dominio de analiticidad y el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales analiticas se determina por sus singularidades, las cuales pueden ser de dos
tipos distintos como se especifica a continuacién. De hecho, el estudio sobre la posicién de las
singularidades y sus propiedades es una de las principales tareas de la Teoria Analitica de las
ecuaciones diferenciales en el plano complejo. Por consiguiente, al tratar la ecuacién (2.1.2),
la pregunta inmediata es sobre dénde y c6mo se localiza la “nueva” (siguiente) singularidad y
de que tipo puede ser. La posibilidad es que se puede tener una singularidad fija (SF) o una
singularidad mdvil (SM). Una singularidad fija es la que se determina por las singularidades
explicitas de las funciones f;(z;-). Por ejemplo, cc%) = % tiene una singularidad fija en el
origen. La solucién refleja este hecho: w = Ae~!/# tiene una singularidad esencial en z = 0.
Por otro lado, un punto singular mévil depende de la condicién inicial impuesta. Por ejemplo,
la ecuacién Cc%] = w? no tiene SF’s, pero la solucién w = —1/(z—2"), con z* arbitrario tiene
un polo simple mévil, ya que z* depende de la condicién inicial (para w(0) = wyg, z* = 1/wy).
Otro ejemplo simple donde es posible observar esta situacién es CCZTZ = w? + 1, cuya solucién

general es w(z) = tan(z — zp), con zp una constante arbitraria. Esta tiene singularidades

méviles (toda una sucesién de polos) cuando z = zg + (n + 3)m, n € Z.
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Dependiendo de la ecuacion considerada, es posible tener diferentes tipos de singularidades

d
moéviles. Por ejemplo, para p > 2, d—w = wP, cuya solucién es w = [(p — 1)(z* — z)]l/(l_p),
z

tiene un punto de ramificaciéon mévil en z = z*. Incluso, como se puede observar desde ejem-

plos muy sencillos, es posible encontrar puntos de ramificaciéon y singularidades logaritmicas

W 1
combinadas como en el caso de la ecuacién de primer orden T w cuya solucion es
z Zw
w = y/logz/C, donde C # 0 es una constante arbitraria de integracién o el caso de la
d>w  dw
ecuacion WS T, + 1 =0, cuya solucién general es w(z) = (z — zp)[In(z — 20) + K], con
z z

K una constante arbitraria.

Las singularidades fijas pueden determinarse directamente de los coeficientes de la ecuacién
diferencial dada, pero la localizacién de las singularidades méviles es un poco més complicada.

La situacion es méas simple para las ecuaciones diferenciales lineales.

El Caso de las Ecuaciones Lineales: El caso lineal general tiene la estructura

dw _
dz

donde w es un vector columna n x 1 con entradas complejas y A(z) es una matriz

A(z)w, w(zy) = wy, (2.1.14)

n X n cuyos elementos son funciones de la variable compleja z. El problema escalar

lineal homogéneo tiene la expresion

Y )T ()T Y o (2.1.15)
el cual es un caso particular de la ecuacién (2.1.14), con
0 1 0 e 0 0 |
0 0 1 e 0 0
A(z) = : : : - : : (2.1.16)
0 0 0 e 0 1
| Pa(2) Pae1(2) paa(z) - p2(2) pi(2)
_ dwn dw,_y
Y WIEW, Wy = s, e, Wy =
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Teorema 2.1.3. Si A(z) es analitica en un dominio simplemente conexo D conteniendo

a zp, entonces el problema de valor inicial (2.1.14) tiene solucién analitica tnica en D.

Demostracion. La demostracién es directa, ya que al buscar la serie solucién del
[o.¢]

problema lineal, digamos alrededor de z = 0, w(z) = chzk , es posible determinar

k=0
explicitamente los coeficientes ¢, y mostrar que la serie converge hasta la singularidad

méas cercana posible de A(z). -

Una consecuencia que se deriva de este teorema es que la ecuacién lineal general (2.1.14)
tiene unicamente puntos singulares fijos, determinados por las singularidades de la

matriz de coeficientes A(z). Por ejemplo, la ecuacion escalar de primer orden

dw
- = p(2)w, wo(zp) = wo (2.1.17)
2z
tiene la solucién explicita w(z) = wgexp [ / p(§) d{}, la cual es analitica si p(z) es
20

analitica.

Por otra parte, una clase especial de ecuaciones lineales que surge frecuentemente en
la aplicacién consiste de aquellas ecuaciones que poseen puntos singulares requlares:
la ecuacién (2.1.14) tiene un punto singular regular en z* € D si la matriz A(z) tiene

un polo simple en z = z*. Esto es,
Az) =) Ap(z— 2", (2.1.18)
k=0

donde A, es una matriz no nula. Equivalentemente, la ecuacién escalar (2.1.15) tiene
un punto singular regular en z = z* si pg(z) tiene un polo de orden k en ese punto.
En otro caso, el punto se dice ser singular irreqular. Ademas, utilizando las relaciones
Q;(z) = —(z — 2*)7p,(2), las cuales son analiticas en z = z* para j = 1,---,n,
la ecuacién (2.1.15) se puede reescribir en la forma

d™w
dzn

n - dn—jw
+ 1 Qi(2)(z = )" —— = = 0. (2.1.19)

(z = 2"

j=
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Frobenius! mostré que la solucién siempre contiene puntos de ramificacién en z = z*.
En efecto, expandiendo Q;(z) alrededor de z*, Q;(z) = Z cjk(z — 2%), se tiene que
k=0

la solucién de la ecuacién (2.1.19) tiene la forma

w(z) = ap(z — ), (2.1.20)
k=0

donde r satisface la ecuacion indicial

n—1
r(r—1)(r—2)--- (r—n—i—l)—l—z cjor(r—=1)(r—=2)---(r—n+j+1)+cy =0. (2.1.21)

j=1

Si las raices de (2.1.21) no son multiples o difieren entre si por un entero, entonces
se tienen n soluciones (2.1.20) linealmente independientes. De otra forma, la solucién
se complementa con términos apropiados que contienen potencias de log(z — z*).
Si Qj(2) =cjo, j=1,--- ,n, entonces (2.1.21) lleva a raices asociadas con soluciones
de la Ecuacion de Fuler. El caso estandar de este ultimo tipo de ecuaciones es la
ecuacion de segundo orden, de la cual algunas ecuaciones bien conocidas que contienen

puntos singulares regulares son

d*w dw
207W AW 2 2y, >
¥ +Zdz + (z* —=p*)w =0 (Ecuacion de Bessel),
d? d
(1-— zQ)d—;;) - sz—l; +p(p+1)w=0 (FEcuacion de Legendre),

2

d d
z(1— z)d—z;) +lc—(a+b+ 1)z]d—w —abw =0 (FEcuacion Hipergeométrica),
z 2

(entre otras de gran interés).

con a, b, c,p constantes, cuyas soluciones estan dadas en términos de las respectivas

funciones especiales, de gran importancia para la teoria lineal correspondiente.

Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), matematico Aleman que realizé grandes contribuciones

a la matematica en diferentes dreas.
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2.2 Ecuaciones Tipo Painlevé

Las FEcuaciones de Painlevé (EP) o Ecuaciones Tipo-P  fueron establecidas entre
1895-1910 por P. Painlevé y su discipulo principal B. Gambier para dar respuesta
al problema propuesto por E. Picard sobre “establecer un tipo especial de ecuaciones
diferenciales no lineales que se caracterizen por poseer la propiedad de que sus unicas
singularidades moviles sean polos”. Esta propiedad particular que aparentemente es
muy simple es determinante, ya que permite linealizacion y obtencion de la solucién
exacta de la ecuacion bajo estudio, entre otra propiedades y conexiones importantes.
Matemédticamente hablando estas ecuaciones diferenciales no lineales son de las mas
simples posibles, pues las soluciones ademés de sus singularidades fijas, las cuales se
conocen a priori, inicamente tienen polos, es decir son de naturaleza casi meromorfa.
Este tipo de ecuaciones surgen frecuentemente en problemas aplicados en diferentes
contextos, como por ejemplo en Fisica en las areas de dinamica de fluidos, mecanica

cuantica, relatividad, por mencionar algunas.

Por su propia naturaleza, todas las ecuaciones diferenciales lineales comparten la
propiedad de Painlevé. Sin embargo, esta propiedad es muy rara en las ecuaciones
no lineales. El caso mas simple ocurre por supuesto para las ecuaciones de primer
orden, las cuales de acuerdo L. Fuchs (1884) son las que se pueden expresar en la

forma
dw B p(z,w)
E - f(Z,’UJ) - q(z,w)’

donde p y ¢ son polinomios en w con coeficientes localmente analiticos de z. Tiempo

(2.2.1)

después, se demostro formalmente que la tnicas ecuaciones de primer orden del Tipo-P

son las reducibles a la Ecuacion de Riccati,

Ccil_f = Az(2)w® + Ai(2)w + Ag(2), (2.2.2)

con As(z), A1(z) y Ao(z) funciones racionales.



41

dip
Si Ag(z) # 0, entonces la transformacion w(z) = «(z) (%), con az) = —1/A5(2)

lleva a la ecuacion lineal de segundo orden

T8~ L) + A5(2)/ A% — () Aol (223)

Nota: Como las soluciones 1(z) de (2.2.3) no tienen singularidades adicionales a los polos
definidos por sus coeficientes racionales (singularidades fijas), entonces las tnicas singulari-
dades moviles de w(z) son polos (en los ceros de 1(z)). Otro tipo de singularidad mévil que

no es polo se denomina singularidad critica.

Lo anterior demuestra una de las implicaciones del teorema que a continuacion se
establece. La implicacién reciproca se demuestra utilizando el siguiente lema (1itil por si
mismo) que describe la estructura local de las soluciones de las ecuaciones diferenciales

analiticas de primer orden, w’ = f(z,w), cerca de los polos del lado derecho.

Lema 2.2.1. Supongamos que el lado derecho f(z,w) de la ecuacién diferencial

w' = f(z,w) tiene un polo en el punto (2o, wp). Es decir, la funcién 1/f(z,w) es

analitica cerca de (zp,wp) y lim = 0. Entonces, la ecuacién diferencial tiene

1
=z f(z,w)

una solucién en serie de la forma de Puiseaux

U):w()+CL1(Z—Zo)l/k+a2<Z—ZO)2/k+"' (224)
para algin entero k > 1y convergente para |z — zg| < r, para algin niimero positivo 7.
.. . ., . dz 1
Demostracion. Reescribiendo la ecuacion para la funcion inversa, — = ———,
dw f(z,w)

z(wy) = zp y aplicando el Teorema de Cauchy, se obtiene la solucién en la forma

ZZZo+b1(w—w0)+b2(w—w0)2+"'

Observando que b; = ﬁ — 0 y denotando por k = min{i|b; # 0} se tiene
que z — 29 = bp(w — wp)* :i- bkﬁ(évj})())— wo)**1 + -+ se puede escribir como

2 — 29 = b(w — wo)*[1 + ¢ (w — wp) + co(w — wp)? + - -+ ¥,
donde 1+¢; (w—wp)+ea(w—wg)?+- - - = [1 + bk—:(w — wp) + bz—j(w —wp)?+ - "
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Ahora, aplicando la version compleja del Teorema de la Funcién Implicita a la ecuacion
(= gl(w —wo)[1 + 1 (w — wp) + ca(w — wp)? + -+ -], El = bi/k, se obtiene una funcién
analitica w = w(() para |(| lo suficientemente pequena. Esto es,

w:w0+a1C+a2C2—|—~--, alzl/gl.

Por tltimo, la sustitucion ¢ = (z — 2z)'/* da como resultado la solucién requerida.

Teorema 2.2.1. (Primer Teorema de Painlevé): Una ecuacion diferencial de

la forma w’ = f(z,w) con lado derecho racional

(2w (2w 4 a(2) | Pu(z,w)
flz,w) = Bo(2)w™ + Br(2)w™ L+ - Bn(2)  Qu(z, w) (2.2.5)

no tiene singularidades criticas maéviles si y solo si es una Ecuacién de Riccati.

Demostracion. Supongamos que el grado del denominador m > 1. Entonces, para
cualquier zg € C tal que fy(20) # 0 existe un punto (zg, wo) para el cual @,, (2o, wo) = 0.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que P, (zp,wo) # 0 (P, y @, desde un
principio se supone que no tienen factores en comin) y que 0yQm (2, w)|zuwe) 7# 0.
Esta ultima condiciéon asegura dependencia analitica sobre 2y de la raiz w = wqy de la
ecuacién polinomial @, (29, w) = 0. Asi, de acuerdo al Lemma 2.1.1 existe una solucién
de la ecuacion diferencial con una singularidad critica en z = z,. La posibilidad de
pequenas variaciones de 2, implica que esta singularidad es mévil. Por lo tanto, m =0
y entonces la ecuacién diferencial debe tener la forma

w = ap(2)w" + ay (2)w" T+ - (2).

ap(z) + ar(2)w + - - ap (2)w™

{En72

Ahora, sea w = 1/w, lo cual lleva a 0’ = — . Sin—2>0,
entonces esta ecuacion tiene singularidades criticas moviles. Por lo tanto, n = 2,

obteniéndose de esta forma la Ecuacion de Riccati.
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Analizar el problema de clasificacién para ecuaciones de orden grande es una tarea
dificil y de hecho como ya se mencioné para ecuaciones de orden mayor que tres es
un problema abierto; actualmente, para el caso de tercer orden solo existen resultados

parciales especificos.

En los tdltimos anos del Siglo XIX, el trio de matematicos Franceses, Painlevé, Picard
y Gambier, centraron su atencion en la clasificacion de la estructura de las singulari-
dades de las ecuaciones diferenciales de segundo orden, con coeficientes polinomiales.
Esto es, para R(z;w,w’) racional en w,w’ y localmente analitica en z, el problema era
determinar la EDO de segundo orden de la forma

d*w dw
YR zw & 2.2,
72 R (z, w, dz) : (2.2.6)

con la propiedad que las singularidades adicionales a los polos de cualquier solucion de
la ecuacién dependan tnicamente de la ecuacion considerada y no de las constantes de

integracién o condiciones iniciales dadas.

El método usado por Painlevé y su escuela para resolver el problema de clasificacién
propuesto por Picard descanza sobre una aplicacion del Método Clasico de Poincaré
acerca de la expansion de la solucion en una serie de potencias de parametros pequenos,
llamado a-Método (aproximaciones sucesivas). Como un logro sobresaliente, Painlevé y
colegas encontraron que, salvo la necesidad de transformacion, tales ecuaciones pueden
ponerse en una de las cincuenta formas candnicas posibles que existen: a) ecuaciones
lineales, b) ecuaciones de Riccati, ¢) ecuaciones que tienen por soluciones funciones
elipticas y d) las “seis nuevas” ecuaciones de Painlevé, mejor conocidas como P;_g,

las cuales se enlistan a continuacion.



44

Las “Seis Nuevas” Ecuaciones de Painlevé P,_g:

d?w

(P1> W:6w2+z,

2
(Py) % = 2w’ + 2w + a,

Pw 1 dw\® ldw (ow?+j) )
= - -—4+— 4 —
(Fs) dz? w(dz) 2dz t 2 Tt

d? 1 (dw\?
(P): =2 = (w) +§w3+4zw2+2(22—a)w+5

dz2 2w\ dz 2 w’

d*w 1 1 dw\® 1ldw (w—1)>2 B qyw  dw(w+1)
P N _— = _— _— _— _——— —_ _— _—
(F5) dz? (2w+w—1><dz) z dz 22 ((MH—1L1)+,Z+ w—1 "

e 8- () (8- (ot
e e ey

con «, 3,7y 0 constantes complejas arbitrarias.

Afirmacidn: i) La ecuacién Py contiene en principio a las otras cinco, lo cual se puede

verificar tomando un proceso de limite apropiado en cada caso.

i1) Las soluciones de las seis nuevas ecuaciones diferenciales encontradas por Painlevé,
las cuales en general no estan dadas en términos de funciones elementales o especiales,
tradicionalmente son conocidas como las Trascendentes de Painlevé. Para resolver
este tipo de ecuaciones se requiere utilizar topicos del Analisis Complejo de un nivel
avanzado, como por ejemplo la Transformacion Conforme de “poligonos panzones o
circulares” sobre regiones simples del plano complejo o métodos atin mas sofisticados
utilizados para resolver problemas de Riemann-Hilbert, los cuales transforman a los

problemas originales en Ecuaciones Integrales Lineales.
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Es un hecho probado que las soluciones de 11 de las 44 ecuaciones del Tipo-P restantes
pueden expresarse en términos de las soluciones de las EP, mientras que las otras 33
son solubles en términos de soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de segundo
y tercer orden o en términos de funciones elipticas. La mayoria de las soluciones de las

EP son de naturaleza meromorfa en el plano complejo.

iii) Respecto a la aplicacién de las EP, es importante mencionar que la Teoria de Ondas
en Medios No Lineales y la Teoria Analitica de Ecuaciones Diferenciales se desarro-
llaron simultdaneamente de forma considerable bajo influencia mutua, en funcién de la
necesidad fisica. De hecho, las ecuaciones del Tipo-P tienen una amplia aplicacién en el
campo de las Fcuaciones Diferenciales Parciales que gobiernan problemas no lineales
de Hidrodinamica, Fisica de Plasmas, ()ptica No Lineal, Fisica del Estado Sdlido,
Relatividad, entre otros. Ejemplos especificos de EDP’s no lineales relacionadas con
las EP son la Fcuacion de Burgers, la Ecuacion KdV, la Ecuacion Seno-Gordon, etc,

los cuales se abordaran en el dltimo capitulo del presente trabajo.

La demostracién de la Afirmacién i) se trabaja a continuacién, mientras que los puntos
i1) y #i1) conforman precisamente el objetivo de este trabajo, el cual se desarrolla

parcialmente a lo largo de las Seccién 2.2 y Capitulo 3, respectivamente.

Demostracién de la Afirmacién i) (Coalescencia de las EP): La sexta ecuacién
de Painlevé Py es la més general en el sentido que las otras cinco EP, P, — Ps5, pueden
obtenerse mediante un proceso suscesivo de limite (tal como se establece en [7]) de la

siguiente forma :

4] 4]
¢ Reemplazando z — 1+¢2, § = —, v — . — en Fs y tomando el limite
€ e €
cuando € — 0, se tiene que Py — Ps.
: g a B
¢ Ahora, si en P5 se reemplaza w — 1+ew, = -, a—=> -+, 7 =27 ¥y
€ e €

0 — de, entonces en el limite cuando ¢ — 0, P5; — Ps.
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1
2et’

1 1 )
v———y 0 > —| — + — |, entonces en el limite cuando ¢ — 0, P5; — Pj.
€ 2et g2

o Similarmente, si en P5 se reemplaza z — 1 4+ V2 ez, w — V2 sw, a —

1

1
w — 22/35111, a — ——  y

¢ Ahora, si en P, se reemplaza z — 526
€

b —

~o entonces Py — P,, cuando € — 0.
€

1
o Similarmente, si en P; se reemplaza z — 1 +¢%2z, w — 1 + 2ew, v — —

46’
1 1 2 1
a——y [f— —6 + 55 entonces P; — P, cuando € — 0.
€ €

5o ——
46’ 2e6

4

1
W — ew+ -y o — —,
&b c15

¢ Finalmente, si en P, se reempaza z — e2z — —o
€

entonces P, — P;, cuando € — 0.

2.3 Las Trascendentes de Painlevé

Se ha mostrado que en general no es posible resolver las EP en términos de soluciones
de ecuaciones diferenciales lineales, y por consiguiente, las Trascendentes de Painlevé
definen, en un sentido genérico, nuevas funciones trascendentales, las cuales, de hecho,
pueden considerarse como una clase de funciones especiales no lineales. Sin embargo,
para valores especificos de los parametros las EP admiten familias de soluciones en
términos de funciones especiales, tales como funciones de Bessel, funciones de Airy,
la funcion error, funciones hipergeométricas, etc., o en términos de otras funciones
elipticas y trascendentales clasicas, las cuales se construyen mediante relaciones de

recurrencia especificas, usualmente llamadas Transformaciones de Bécklund®.

2Una Transformacién de Bicklund es una relacién de recurrencia no lineal entre una solucién
y otra de la misma ecuacién diferencial (o posiblemente de otra ecuacién), al cambiar los valores de

los parametros involucrados, una técnica muy interesante, pero fuera del alcance a este nivel.
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El objetivo de esta parte en primer término es analizar de forma muy compacta y
en segundo ilustrar las Trascendentes de Painlevé, por lo menos lo que respecta a
algunas de las soluciones de P; y P», ya que los otros casos son mas complicados.
Esto es, de forma muy rudimentaria se incluyen algunos resultados directos, bosquejos
de demostracion o se proporciona la referencia correspondiente para estos casos que son
relativamente méas simples. Se concluye comentando acerca de la naturaleza meromorfa
de las soluciones de P; y P, y se proporcionan algunos ejemplos simples de familias de

solucion de la Ps.

2.3.1 Primera, Segunda y Cuarta Ecuacion de Painlevé

A partir de la naturaleza de las EP respecto a las posibles singularidades, se demuestra
que las soluciones de P;, P, y P, son meromorfas en el plano complejo. La ecuacién Py
es Unica en el sentido que no incluye ningun parametro tal como en el caso de P, a Fg.
Sin embargo, P, al contener Unicamente un pardametro puede considerarse como el
caso piloto para varios fenémenos fisicos que tienen tal dependencia, lo cual implica
la existencia de soluciones tanto racionales como de otros tipos especiales que satis-
facen ecuaciones diferenciales algebraicas de primer orden, que se determinan mediante
Transformaciones de Backlund. Respecto a la ecuacién Py, debido a los dos pardmetros
que contiene, el caso es méas complicado que para P,. Sin embargo, también tiene solu-
ciones racionales y otras relacionadas con la funcién error, que se obtienen mediante

Transformaciones de Backlund.

La Primera Ecuacién de Painlevé: Sea w(z) una solucién local arbitraria del
problema de Cauchy para P;:
w’' =6w?+z, z¢€D.(x
(20) (2.3.1)
w(zp) = wo # 00, W'(z) = wy # 0.
El Teorema 2.1.1 (existencia y unicidad de la solucién) implica que w(z) es una funcién

univaluada localmente analitica alrededor de z.
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Teorema 2.3.1. Toda solucion local de P, puede ser analiticamente continuada a una

solucién univaluada, meromorfa en C.

Demostracién. Sea w(z) una solucién local de (2.3.1) y sea Dg(2) el disco més grande
al cual w(z) puede ser continuada como una funcién meromorfa. Por la unicidad de
las funciones meromorfas, la funcién extendida obviamente satisface a P, en Dg(z).
Si R = 00, no resta nada mas que probar. Asi, supongamos que R < co. Si para cada
21 € Sp(z) = 9Dg(20) existe d; > 0 tal que w(z) puede ser continuada como una
funcién meromorfa al dominio Dg(z) U Ds, (z1), entonces es posible cubrir Sg(zy) por
un numero suficiente de tales discos (es cuestion de ajustar los radios adecuadamente),
donde cada uno intersecta exactamente a otros dos y tal que la unién de Dg(zy) con
estos discos cubra a un disco Dg«(29) para algin R* > R. Sidos discos Dy, (21) y Ds,(22)
se traslapan, entonces las extensiones de w(z) a Dg(z0) UDs,(21) v Dr(20) U Ds,(22)
coinciden en Dg(z0)NDs, (21) N Ds,(22) # 0, asi que éstas coinciden en Dy, (z1) N Dy, (22).
Por lo tanto, w(z) puede ser meromorficamente continuada sin ninguna restricciéon en
Dr+(29) y como éste es simplemente conexo, el Principio de Monodromia establece que
w(z) puede ser definida como una funcién meromorfa en Dg-(2y), lo cual contradice la
definicién de R. Asi, existe un punto a € Sg(zp) para el que no existe § > 0 tal que

w(z) pueda ser continuada como una funcién meromorfa de Dg(zo) a Dgr(20) U Ds(a).

Vamos entonces a buscar un par de funciones analiticas u, v definidas en una vecindad
de un posible polo z; de w(z), las cuales se utilizardn como herramienta auxilar en el
resto de la demostracion. La seleccién de u,v se hace en base a que en Dg(zy) debe
haber tinicamente polos dobles, asi que sustituyendo en P; la expansion de Laurent de

w(z), alrededor de z = z1, denotando ( & 2 — 21, se obtiene al igualar coeficientes

1 21,9 14 4 Z% 6 2P - k
== e Loy S 2.3.2
w(z) = 10¢ ¢ TaC 5508 T ¢ +k§:8 arC”, (2.3.2)

donde el coeficiente ¢ depende de las condiciones iniciales.
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Ademas,

£}
150

21

1, 3 Z% 5
SC - S g

wi(z) = =207 - 150

D kagt (2.3.3)
k=8
Asi, aproximadamente

_2_Fe_ LYo a4
w(z) = ¢ 0° 1534 +qC* + (234

o) = 93 _ 2 22 L qgcd ...
w'(2) A T
Como todos los polos de w(z) son dobles, es natural proponer a v de tal forma que
w(z) = [v(2)]72, al menos localmente cerca de algin polo (digamos z;). Tomando una

rama apropiada de v(z), tenemos que

1
(=wv(2)|1- %0(2)4 — %v(z)‘r’ + %v(z)G +--- . (2.3.5)
' 1 1
w'(z) = —2v(2) 7 — ézv(z) — §U(2)2 +Tqu(2)* + - . (2.3.6)
Esto lleva a proponer a u,v como
1 1
w=v? w=-207- 57V~ 5112 + uv®. (2.3.7)
De la ecuacién P; se tiene que
1 3 1 5) 3
u = =2v4 =20 4 | = — 2w ) 0P — Swet + SuP®
8 8 4 4 2 (2.3.8)
vV =1+ -zt 4 Z0° — 1uv6
4 4 2

Lo que resta por probar es que si u, v son funciones meromorfas que satisfacen (2.3.8),

2

entonces w = v~ es una solucién de P;, pero antes de hacerlo consideremos la siguiente

funcion auxiliar
/
B(2) = (w')? + Y - 22w, (2.3.9)
w

la cual después de sustituir (2.3.7), se transforma en

D(2) = ——5 + —— 4+ — — — —4u. (2.3.10)
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Ahora, observemos que al multiplicar a P; por 2w’ se tiene que

d;dz [CI)(Z) B Z/((;)} _ _Qw(z). (2.3.11)

Utilizando P; una vez més, podemos verificar inmediatamente que ®(z) satisface la

EDO lineal de primer orden no homogénea

(2) + —— (2.3.12)

Consideremos ahora el segmento de recta I' que une a 2, con a, suponiendo que éste
evita ceros de w(z) (en caso de haberlos) mediante pequenas semi-circunferencias
alrededor de tales ceros, con radios adecuados de tal forma que la trayectoria mod-
ificada permanezca rectificable. Denotando por ['(z,t) al primer pedazo de I' que va

de zg a t y resolviendo (2.3.12) a lo largo de éste, tenemos

(=) = B(zg,2)"! [@W—E(’ZO’ZH L /F ( BGo.t) iyt —1) at] |

2w(z)?  2w(zp)? ) 2w(t)*
(2.3.13)
donde FE(zg,t) = exp (/ w(r) 2 dT) es el factor integrante.
F(Zo,t)
De (2.3.13) se concluye que
Lema 2.3.1. Si |w(2)|™! es acotada sobre T, entonces ®(z) es acotada en T.
O

Para probar la afirmacién del Teorema 2.1.1 denotemos por A < l%m inf |w(z)|, anal-
Sz—a

izando los tres posibles casos.
Caso I: 0 < A < +o0.

Por el Lema 2.3.1, ®(2) es acotada en I cerca de z = a, ya que ahf |w(z)| > 4 > 0.

Tomar entonces una sucecién {z,} sobre ', tal que 2, — a y que w(z,), w(z,) "

permanezcan acotadas cuando n — oo. Considerando (2.3.9) con z = z,, como una
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ecuacion cuadrética para w’(z) observamos que w'(z,) es acotada cuando n — oco. Por

el Teorema Estandar de Cauchy 2.1.1 se concluye que el sistema

w' =g
g =6w*+z
tiene solucion analitica alrededor de z = a, lo cual es una contradiccion.

Caso II: A = +o0.

En este caso, Flim w(z) = oo y asi por el Lema 2.3.1, ®(z) es acotada en I' cerca de
Sz—a

z = a. Recordando que w = v2, (2.3.10) se puede escribir en la forma

1 1
O(2) = _ZU4 + 12202 —u (vt 4+ 4 —w), (2.3.14)

de donde se desprende que u (2%v* + 4 — uv®) es acotada en T cercade z = a. Siu(z,) es
acotada cerca de z = a para una sucesion z, — a, el Método de Estimacion de Cauchy
(Teorema 2.1.1) aplicado a (2.3.8) implica que w(z) tiene un polo en z = a, lo cual es

una contradiccién. Por consiguiente, lim w(z) = oo, implicando que lim wv® = 4.

I'sz—a I'sz—a
z 4
Escribiendo u(zv" 4 4 — uv®) = uv® (—2 + = - u) observamos que
v v
def 4 <

permanece acotada sobre I' cuando z — a. Diferenciando ésta expresion, tenemos

, o, 24 1 22
g =u - —-

(2.3.16)

o7 w2 3
En la segunda ecuacién de (2.3.8), se puede expresar a u en términos de g y v utilizando

(2.3.15), lo cual da como resultado

1 1 1
v = —1— -2 + =05 — — g0

1 "3 (2.3.17)

Sustituyendo (2.3.17) en (2.3.15)
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La Segunda Ecuacién de Painlevé (P,): Ahora, sea w(z) una solucién local arbi-
traria del problema de Cauchy para Ps:

w” =2wd + 2w+, z€D(zn), acC,

w(zp) = wy # 00, (2.3.18)

w'(z0) = w # oo.

Teorema 2.3.2. Toda solucion local de Py puede ser analiticamente continuada a una

solucion univaluada, meromorfa en C.

La Teoria de Nevanlinna (Apéndice A.3) proporciona la razén de crecimiento y las
propiedades basicas de la distribucién de las Trascendentes de Painlevé, lo cual practicamente
se omite en el presente trabajo debido a la necesidad de una mayor fundamentacion

sobre este tépico.

2.3.2 Comentario sobre el Resto de las Ecuaciones de Painlevé

En lo que concierne a P3; y Ps, las cuales estan relacionadas en muchos aspectos,
son mas complicadas en el sentido que no admiten soluciones meromorfas. Sin embargo,
la transformacién z = €9, las lleva a las ecuaciones modificadas correspondientes 153 y
P;, de tal forma que sus soluciones si tienen naturaleza meromorfa. La (Ps) tiene tres
puntos singulares fijos, z = 0,1, 00 y debido a la existencia de estas tres SF’s, ninguna
transformacion de la forma z = ¢(£), con ¢ entera, puede aplicarse para producir
una forma modificada de la Py que tenga solo soluciones meromorfas. Sin embargo, el
comportamiento local alrededor de las singularidades puede ser muy variado, lo cual
es imposible de incluir en este trabajo. La ecuacion Py fue olvidada en los escritos de
Painlevé, pero fue redescubierta en 1905 por R. Fuchs®, quien realizé la mayor parte

del trabajo para determinar su solucién.

3Richard Fuchs, hijo de Lazarus Fuchs.



Capitulo 3

Ejemplos Clasicos de Ecuaciones
Diferenciales Parciales Relacionadas

con las Trascendentes de Painlevé

En esta parte se establece de una forma muy general la relaciéon que algunas ecuaciones
diferenciales parciales no lineales clésicas de la Fisica-Matematica tienen con las Ecua-
ciones de Painlevé. Respecto a las soluciones, debido al nivel y objetivo del trabajo,

solo es posible analizar casos muy simples.

3.1 Motivacion

La mayor parte de los modelos matematicos derivados de problemas reales de la Fisica,
asi como también de otras areas de la ciencia y la tecnologia, son no lineales, propiedad
que implica dificultad en el andlisis y determinacion de soluciones. Sin embargo, muchos
de estos problemas poseen por naturaleza la propiedad de integrabilidad, lo cual hace
atractivo el estudio, la apertura y fortalecimiento de lineas de investigacién especificas

de métodos matematicos eficientes para determinar soluciones analiticas.

23
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Bajo la primicia que ningin método es universal ni definitivo, un camino que parece
ser prometedor es la aplicacion de las Trascendentes de Painlevé en la determinacién
de soluciones de cierto tipo de EDP’s no lineales. De hecho, se puede asegurar que
“las Trascendentes de Painlevé poseen para la Fisica Matemdtica No Lineal un papel
similar al que tienen las funciones especiales, tales como las funciones de Bessel, Airy,

entre otras, en la teoria lineal correspondiente”.

Un método efectivo para determinar soluciones de cierto tipo de EDP’s no lineales es el
llamado M¢étodo de Transformacion Dispersiva Inverso, referenciado como Método IST!
por sus siglas en Inglés (Inverse Scattering Transformation), entre otros para analizar
la “propiedad de integrabilidad” y una conjetura interesante es que “las EDP’s NL con

la propiedad de integrabilidad estan estrechamente relacionadas con las EP”.

En esta parte se exponen de forma muy general algunos ejemplos clasicos de EDP’s NL
(“integrables”) y su correspondiente relacién con las EP. En particular, se analizan
algunos tipos de la Ecuacion KdV, Ecuaciéon Seno-Gordon y Ecuacién de Schrodinger,
se tiene un primer acercamiento con la Ecuacién de Boussinesq y se verifica para éstos
casos la conjetura citada. Finalmente, se plantean algunos problemas relacionados,
estableciendo la base para una perspectiva importante de trabajo futuro a un nivel

mas profundo.

1ste método fue desarrollado en los 1960’s por V.E. Zakharov, A.B. Shabat, et al, para probar la

propiedad de integrabilidad de problemas fisicos especificos.
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3.2 Ecuaciones Tipo Korteweg-de Vries

Las ecuaciones tipo Korteweg-de Vries* (Ecuaciones KdV) son un modelo matemético
que aparece principalmente en la Dinamica de Fluidos para describir cierta clase de
ondas no lineales en medios someros (de poca profundidad). Este es el prototipo de
problemas integrables, es decir, EDP’s no lineales cuyas soluciones se pueden especificar
de forma exacta y precisa (por ejemplo, utilizando el Método IST o cualquier otro).
Algunas de las ecuaciones que caen dentro de esta categoria son la Fcuacion de Burgers,
la Ecuacién KdV Clasica, las ecuaciones KdV modificada, cilindrica y de orden grande,

las cuales se consideran de forma breve en ésta seccién.

Ecuacién de Burgers: quizas es el modelo no lineal més simple para describir ondas
que exhiben difusiéon en un medio de poca profundidad. Son tres las ecuaciones de

Burgers bésicas: la Fcuacion General de Burgers,

0
up + ua(log 0) + auu, + Pug, =0, (3.2.1)

donde o y B son constantes y ] surge de un cambio de coordenadas. La ma&s simple
de las Ecuaciones de Burgers es la Fcuacion de Burgers No Viscosa, la cual se obtiene

de (3.2.1) cuando o = 1, 0 = 1, removiendo la difusién con 5 = 0,

up + uu, = 0. (3.2.2)

Sia, 6=1 y B = —v, entonces se tiene la ecuacion que tipicamente se conoce como la
Ecuacion de Burgers,

Up + Uy = Vilgy, (3.2.3)

donde u(t,x) es una funcién que representa, por ejemplo, una velocidad y v es la
viscosidad cinemdtica (o un coeficiente de difusividad). Esta ecuacién fue introducida

a principios del Siglo XX, pero gan6 popularidad después de los 1940’s cuando fue asi

2Reciben este nombre en honor a Diederik J. Korteweg (1848-1941) y Gustav de Vries (1866-1934)

quienes fueron los primeros en estudiarla.
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llamada por Johannes Martinus Burgers (1895-1981), quien acentud su valor por su
combinacion de efectos difusivos y no lineales. Sin embargo, ésta ecuacién fue atin mas
famosa una vez que Cole y Hopf? mostraron que la solucién general podia obtenerse
de forma explicita. Burgers utilizé ésta ecuacion como una forma simplificada de la
Ecuacion Navier-Stokes como un modelo 1-dimensional de turbulencia para describir la
formacion y desaparicion de choques en un fluido compresible y también como ecuacién
de difusién no lineal en muchos medios fisicos, como por ejemplo, en dinamica de gases

radiactivos, propagacién de ondas en medios no homogéneos y flujo de transporte.

Nota: Para algunos casos de la Ecuacién de Burgers Generalizada se han determinado
soluciones, pero se ha mostrado que no es posible obtener una transformacién similar para el

caso general, asi que no trataremos aqui este caso.

La solucion de la Ecuacién de Burgers No Viscosa, la cual es una EDP cuasilineal,
se determina usando el cldsico Método de las Caracteristicas (regularmente como un
ejemplo ilustrativo en un primer curso de Ecuaciones Diferenciales Parciales). Para la
condicién inicial u(0,z) = ug(z) la solucién es de la forma

u=uo(§), x=ue(é)t+¢< (3.2.4)

Esta solucion forma choques y se vuelve multivaluada en un tiempo muy corto, lo cual
se puede en cierta medida prevenir sumando convenientemente un término dispersivo
o difusivo. En el primer caso aparece la Ecuacién KdV si se incorpora un término
dispersivo (v, ), mientras que el segundo da origen a la Ecuacién de Burgers, cuya
solucién se determina via la Transformacion de Cole-Hopf que la transforma en la

Ecuacion de Difusion clasica, también conocida como la Ecuacion de Calor.

3Frank Nelson Cole (1861-1926) y Heinz Hopf (1894-1971).
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Para ver el proceso de solucion de la ecuacién de Burgers, consideremos el problema
de valor inicial
Ut + Uy = Vg,

u(0, ) = up(x).

(3.2.5)

La ecuacién anterior puede escribirse en la forma u; — (vu, — %uQ)x =0, que a su vez

puede considerarse como una “condiciéon de compatibilidad” para una funcién ¥ en la

formau =V, vu, — %uQ = ¥, produciendo la ecuacién ¥, + %\Ifi = vV¥,,. Aplicando

a ésta tultima ecuacion la Transformacién de Cole-Hopf, ¥ = —2vlog®, se obtiene
AN P .
U, =200, /P UV, =20 |(— | ——|, ¥ = —2V—t, lo cual lleva a la Ecuacién
P P P
de Difusion
O, = vd,,. (3.2.6)
D)
La condicién inicial se transforma de una forma similar; u(0,x) = ug(z) = —21/( <I>0 ) ,
0
X 1 xX
lo cual da como resultado/ up(§)dé = —2vlog Pg y asi Po(x) = exp (—2—/ uo(f)df),
0 vJo

para t = 0.

La transformacion nos da un problema de valor inicial para la Ecuacién de Difusién,
el cual podemos resolver usando la Transformada de Fourier, obteniendo

@:VZ;T_W /Z Do (s) exp [—(:’34_”:)2} ds, (3.2.7)

la cual a su vez lleva a la elegante solucién

/ (ZL‘ B S) efG/QV ds

s )2
u(t,z) = —= t , donde G(t, z;s) :/ uo(0) do + (x —s) '
0

o0
/ e—G/QV ds 2t

Equivalentemente, (3.2.8) se puede escribir de forma més compacta como

ult, ) = 20— 1n{4mt [— @;4—;)2 — 2%/0 u(0, s") ds'l ds}. (3.2.9)

(3.2.8)
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Nota: Es obvio que u es univaluada. Esta es la solucién explicita que incrementd el in-
terés por la Ecuacion de Burgers. Sin embargo, para fines practicos es muy complicada de
manipular. Pero, por lo menos establece la propiedad de integrabilidad para esta ecuacién

particular.

Ahora, si para la ecuacién (3.2.5) se buscan soluciones del tipo u(t,z) = w(z + vt),
dw
entonces se obtiene la ecuacién vw' + ww' = vw”, donde w' = —, € = x + vt, la cual

dg

al integrarla lleva a la ecuacion diferencial de primer orden

1
"= —w?+ K 3.2.10
w' =w+ 5, + K, ( )

donde K es una constante arbitraria.

Nota: En este ejemplo se muestra de forma muy elemental la relacién que existe entre
la EDP no lineal (3.2.5) y la méas simple de las ecuaciones tipo Painlevé, la Ecuacidén de
Riccati (2.2.2), la cual se describe de forma general en la Seccién 2.1.2. Por lo tanto, es

posible obtener solucién a partir de un problema previamente conocido.

De acuerdo a (1.2.2) de la Seccién A.2, con la sustitucién w = —2vi /1, donde
Y = di/dz, la ecuacién (3.2.10) se reduce a la ecuacion lineal de segundo orden con

coeficientes constantes

d?u du+K _0
dz?2 dz QVU—’

cuya solucion se obtiene facilmente con técnicas elementales de calculo. En la Fig.3.2

se ilustra una solucién particular correspondiente a K = 0.

4

Fig.3.2 Una Solucién Particular de la Ecuacién de Burgers
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Ecuacién KdV Clasica: es utilizada en hidrodindamica para describir la evoluciéon de
ondas en aguas someras (poco profundas), en particular “solitones”, ya que también se
utiliza para describir ondas de plasma en medios dispersivos, entre otras. Esta ecuacién
describe el balance entre la evolucion, la no linealidad y la dispersion, mediante la
expresion

Uy — 6Uly + Ugpy = 0. (3.2.11)
La relacion directa que tiene ésta ecuacion con las EP se desprende del hecho que la
KdV admite soluciones progresivas (“ondas viajeras”), u(t,z) = U(xz — ct), con U(z)
solucién de la EDO de segundo orden no lineal U"” — 3U 2 _¢U = K, con K; una
constante arbitraria de integracién. Si se multiplica por 2U’ a ésta tltima ecuacién y
luego se integra se obtiene (U')* —2U? — cU? = 2K,U + K>, cuya solucién se expresa en
términos de las funciones p-Weierstrass (estudiadas en la Seccién 1.2.2), lo cual lleva
a que la solucién progresiva de la KdV (3.2.11) tiene la forma

2 1 3
u(t,z) = —% + 20 (ac — ¢t — wy, % — Ky, —ZKQ + 1—02K1 — <E> ) ) (3.2.12)

En particular, si K7 = Ky = 0, se obtiene

u(t,z) = —g sech? (\ﬁ(aj —d- %)) . (3.2.13)

2

En la Fig.3.3 se muestra la solucién (3.2.13) para valores especificos de las constantes.

Fig.3.3 Solucién Particular u(t, z) de la Ecuacién KdV Clasica
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Por otra parte, si sustituimos u(t,z) = —w(z) + M, z = x + 3A\t? en la KdV (3.2.11),
obtenemos w"” — 6ww’ + A, la cual al integrarla lleva a la Primera Ecuacion de Painlevé
Py w' = 3w’ + \z + K. (3.2.14)
Ahora, escribiendo la KdV en la forma

2us + 2Utly + Ugpe = 0, (3.2.15)

y utilizando la transformacion

U= % + (3at+5)_2/3f(7'),
7= (3at +6)7/3 (x—f—oi%-%—%) ,

se obtiene, por calculo directo, la EDO de tercer orden no lineal

"+ 2ff" —2arf —4daf =0, (3.2.16)
misma que a su vez, mediante la transformacién f = 3ar — 6023F, z = —a'/3T,
adquiere la forma

FF' = (F')?/2 4+ 4F3 + 22F* + K, (3.2.17)

donde K es una constante arbitraria de integracién. Sustituyendo F = (w? —w' — 2)/2

en (3.2.17), se obtiene
w" = 2w’ — 22w + a, (3.2.18)

donde v = (—8K)'/2—1. La ecuacién (3.2.18) es una ligera modificacién de la Segunda
Ecuacién de Painlevé P,. Sin embargo, para K = 0, utilizando la sustitucién F' = w?,

se obtiene P, en su forma estandar con v = 0.

Como hemos visto, para diferentes tipos de solucién es posible encontrar la conexiéon
con las Trascendentes de Painlevé. El mismo trabajo se puede hacer para otras EDP’s,
solo que el problema de determinar la transformacién apropiada es frecuentemente el

problema mas complicado.
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Ecuacién KdV Modificada: ligera variacion de la KdV, establecida por
vy — 6020, + Vg = 0, (3.2.19)

al introducir la transformacién de Miura v = v, + v2. En efecto, introduciendo ésta

transformacion en la KdV (3.2.11), se obtiene

200 + Vpp — 6(112 + 02) (200 + Ugy) + 6ULVz + 20V000 + Vigar = 0,

la cual a su vez se puede escribir en la forma

0 B 0 2 _
(27)4— 3_x> Muv = (2?)+ a—x) (vy — 6V Vg + Vage) = 0.

Observemos que si v satisface la KAVM, entonces u es solucion de la KdV. La relacion

de la KAVM con las EP se debe a M.J. Ablowitz [1], asumiendo que su solucién puede

escribirse en la forma v(t,z) = (3t)"3w(z), donde z = z(3t)"/%, lo cual lleva a la
2.,/

ecuacion w” — 6w*w’ — (zw)’ = 0, que al integrarla resulta en una Segunda Ecuacién

de Painlevé P5.

Ecuacion KdV Cilindrica: la ecuacion

1
2uy + Tu + 2utly + Upgr = 0, (3.2.20)

se reduce a la Primera Ecuacion de Painlevé P,
f'+ f2=o1/(27) = K, (3.2.21)
cuando se introduce la transformacién
T =at V2 (6 4 28tY2) ) (27t),

(3.2.22)
ult, @) = a/(2) + 6t /(29) + B/(27t) + f(7)/t.

Por su parte, una transformacién que lleva la Segunda Ecuacién de Painlevé P; es
2= at + 291323,
7= (z+5/a+2v(5/a® — B/(ay)t"/?) 2713, (3.2.23)
u(t,x) = (yr + (36 — 278 /a)t/?(32) 7 4 2723 f (1),

cuando se acompaiia de la transformacién w? = —6-13a72/3f, € = (a/6)'/37.
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KdV de Orden Grande: las ecuaciones de Korteweg-de Vries de orden grande,
denotadas por ,,KdV, estan relacionadas con las andlogas de orden grande de la P,
lo cual no es posible de abordar en este punto porque sobrepasa el limite de dificultad

del presente trabajo.

Observacion: Muchas de las transformaciones aqui presentadas, asi como otras que se han
omitido, fueron determinadas por investigadores Japoneses, cuyos trabajos hasta hace muy
pocos anos no habia salido de su pais. Afortunadamente, ahora existe méas publicacién al
respecto, lo cual permite formar una base sélida para una alternativa viable de solucion de

problemas de EDP’s no lineales aplicadas.

3.3 Ecuaciones Tipo Seno-Gordon

Las ecuaciones tipo Seno-Gordon (Ecuaciones SG) fueron utilizadas primeramente en la
Geometria Diferencial para analizar ciertas consideraciones de la teoria de superficies
de curvatura constante negativa. De hecho, esto llevo a desarrollar la idea de las
Transformaciones de Backlund, método que relaciona de forma especial EDP’s y sus
soluciones, muy importante por ejemplo en la teoria de solitones y sistemas integrables.
Aun cuando las ecuaciones SG provienen de una base puramente matematica, en la
practica admiten un gran nimero de aplicaciones fisicas, como por ejemplo en éptica

no lineal, fisica del estado sélido, fisica de particulas elementales, entre otras.
Ecuacién de Liouville: es el prototipo mateméatico para la Ecuaciéon Seno-Gordon,
Uy = €, (3.3.1)

la cual aparece en varios procesos fisicos, estableciendo distintos problemas segin la

geometria involucrada.
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La ecuacién (3.3.1) tiene solucién exacta, que se obtiene introduciendo la transfor-

macién v = Inw(z), z = tx, donde w(z) satisface la EDO no lineal de segundo orden

2 1 1
w" = W)y _ —w' + —w?, (3.3.2)
w 2 z

la cual es la Tercera Ecuacion de Painlevé Ps, con parametros a =1, =v =9 = 0,

para la cual se tiene solucion en términos de funciones elementales.

La Ecuacién Seno-Gordon: es la ecuacién original

1
Uge = —5lUoo = SENU, (3.3.3)

la cual puede expresarse, mediante la transformacién z = 1(¢ — co),t = (£ + co),

en la forma

Uy = SEN U. (3.3.4)

No estd demds observar que la ecuacion (3.3.4) es invariante bajo u — u+2nm. Ademds,
aplicando la transformacién ¢(1,n) = u(x,t), 2x = 7+n, 2t = 7—n, la ecuacion (3.3.4)

puede representarse en la forma

Urr — Upy = SEN . (3.3.5)

La transicién de (3.3.4) a (3.3.5) se puede interpretar como un cambio del “cono” (¢, x)
a las coordenadas de “laboratorio” (7,7). Por cédlculo directo se muestra que

u(t,z) = —ilogw(z), z =tz
es solucién de (3.3.4), donde w(z) es solucién de la Tercera Ecuacién de Painlevé P,

N2 1 1
W' = (U;U) _ ;w/ + Z(wz — 1)7 (336)

con parametros o« = —3 =1/2,7 =60 = 0.
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La Ecuacién Seno-Gordon Hiperbdlica: es de la forma
Uty = senh u. (3.3.7)

Similarmente, la ecuacién (3.3.7) también estd relacionada con la ecuacién Pj, solo que

en este caso se tiene a u(t,r) = lnw(z), z = txr como solucién.

La Ecuaciéon Seno-Gordon Modificada:
Uz = vsenu + utx sen 2u, (3.3.8)

con v, u parametros arbitrarios. Si v =1y pu = 0, tenemos la Ecuacién Seno-Gordon
original (3.3.4). Mientras que si v = 0y p # 0, digamos que p = 2 sin pérdida
de generalidad, entonces denotando z = tx y considerando una solucién arbitraria

iu(2)

u = u(z) de (3.3.8), es facil checar que la funcién w(z) = e~ es solucién de la

ecuaciéon P, con parametros 2o = =20 = v,y = — = 1.

Ecuacion Seno-Gordon 2-Dimensional:
uy — Au+vsenu + pf(t, x,y) sen 2u, (3.3.9)

con v, u parametros arbitrarios y f(¢,z,y) # 0 una funcién adicional tal que se tengan
soluciones auto-similares (i.e., soluciones que dependen de la variable & = f(¢,z,y)).
En este caso, se ha probado que las soluciones auto-similares son u(§) = i Inw(§), donde
w(&) es solucion de la Py con pardmetros « = —f8 = —v/8,v = —0 = —u/8, para el caso

especial £ = ¢; —¢2/h, donde ¢ =t —2® — 32, ¢ = Ct— Bx — Ay, h = C*— A? - B2

Observacion: Para las ecuaciones tipo Seno-Gordon la exposicién de la relacion que tienen
con las Trascendentes de Painlevé se hace de forma muy compacta, ya que el objetivo
Unicamente es mostrar que es posible para este caso particular de ecuaciones integrables

afirmar la conjetura con la que iniciamos nuestro analisis.
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3.4 Ecuaciones Tipo Schrodinger

La forma bésica de la Ecuacion de Schrodinger No Lineal (NLS) es

iUy + Ugy + yulu = 0, (3.4.1)

donde u es la conjungada compleja de u e ¢ es la unidad imaginaria. El parametro -,
fisicamente representa a una constantre de acoplamiento de las soluciones, diferente de
acuerdo al signo. Matematicamente, el parametro v tiene que ver con que el problema
sea 0 no sea adjunto. La ecuacién NLS es una de las ecuaciones fundamentales de la
Fisica-Matematica, teniendo aplicacion en la descripcién de la evolucion de ondas en
hidrodinamica para aguas profundas, asi como ondas superficiales en aguas someras.
La NLS también aparece en la propagacién de ondas épticas en medios no lineales

como cristales, fibra de vidrio y plasma, asi como ondas térmicas en solidos.

La NLS fue una de las ecuaciones en las que se aplicé por primera vez el Método IST,
probando para ésta la propiedad de integrabilidad. En el presente trabajo tinicamente
describiremos brevemente la conexién de la NLS con la TP al buscar soluciones en la

forma de Boiti-Pempinelli
- 1
u(t,x) = (2t)"V20(r)e @, 1= §xt*1/2, (3.4.2)
con v(t) y Q(7) funciones reales, lo cual lleva a las ecuaciones

Q"v+20'Q — 210 — 20 =0,
v — (Q')?v 4 27Q"v + 2713 = 0.
Ahora, la sustitucién Q'(7) =t + g/g,, v? = 2g, e integraciéon da como resultado la
ecuacion para g
(9")? +4(rg' — 9)* +8(9)° + 29y’ = 0,
donde p es un parametro arbitrario de integracién. Sin pérdida de generalidad, fijando

v = —1 y sustituyendo g = w(w — 7)?/2 + (w2 — 2w, + 1 — p?)/(8w).
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Finalmente, la NLS es transformada en una P, de la forma
ww” = (w')?/2 — 6w* + 87w® — 27%w? — (u — 1)?/2. (3.4.3)
Por otro lado, la ecuacién de Schrodinger modificada

iy + Uy + (—20 + 2|ul?)u =0 (3.4.4)
ikt

se puede reducir mediante la transformacién u(t,z) = f(x)e

de la P:

en una ligera variante

"= Qaz + k) f +2|f°f=0. (3.4.5)

3.5 Ecuaciones Tipo Boussinesq

La Ecuacién de Boussinesq®

3 [ u? 1

la cual tiene una base hidrodinamica similar a la Ecuaciéon KdV, es utilizada para

describir la propagacién de ondas de gran longitud (con velocidad ¢) en aguas someras

(de profundidad finita h).

Una ecuacién estrechamente relacionada con la Ecuacion de Boussinesq, considerada
como una generalizacion 2-dimensional de la Ecuacion KdV, es la llamada Ecuacion

de Kadomtsev-Petviashvili (Ecuacién KP),

(up — 6UUy + Uggy), + 3u2uyy =0, p*=1, (3.5.2)
la cual aparece en la descripcién de ondas no lineales de variacion lenta en medios

dispersivos.

4Joseph Boussinesq (1842 - 1929), Fisico-Matematico Francés, cuyos trabajos abarcaron campos
muy diversos de la fisica, la matematica y la filosofia. Son especialmente interesantes sus estudios
estadisticos sobre hidrodindamica, donde surgié ésta interesante EDP no lineal que describe verdaderos

efectos de dispersividad.
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Mediante normalizacién simple (adimensionando el problema), la Ecuacién KP puede
escribirse como
Vi + (02 + vm)m + vy, = 0. (3.5.3)

La transformacién  — x — 3y — 0t, t =y + 2t, v = u lleva a (3.5.3) en

=0, =1 (3.5.4)

Ut — Ugy + 8(U2 + Umc)mm

con ¢ = 1, mientras que para ¢ = —1, la ecuacion (3.5.4) simple y sencillamente es la

Ecuacién de Boussinesq (3.5.1) con reescalamiento.

La relacion que tiene la ecuacion (3.5.4) con las EP se sigue de sustituir z = = — ¢t
en (3.5.4). Esto es,

(@ =Nu+e(u+u") =Kiz+ K. (3.5.5)
La solucion de ésta ecuacion o bien esta dada en términos de las funciones p-Weierstrass
o por las Primeras Trascendentes de Painlevé, dependiendo de las constantes de ingegra—
cion Ky, Ky. Por otro lado, mediante la sustitucion ( = z — (%) 2 f= 5<g) +2u

en (3.5.5) e integrando una vez, obtenemos

" / ! 5 5 2
I+ —er —6(5>f—2(5> ¢ = K, (3.5.6)

la cual después de aplicarle la transformaciéon

s\ ? 9 0
1/ 6\
F__E(25>

3
(f—25 (g) C—2€—K15§>

se reduce a la ecuacién (3.2.17), y por consiguiente a la Segunda Ecuacién de Painlevé.

(3.5.7)

Nota: La Ecuacion de Boussinesq tiene varias generalizaciones, dependiendo del problema
fisico en el que aparece, y se asegura que segun sea el caso la generalizacion respectiva se
relaciona de forma cercana con la Segunda, Tercera, Cuarta y Quinta Ecuaciéon de Painlevé.
Probar ésta afirmacién no es un problema trivial y se deja para trabajo futuro por su impor-

tancia tanto tedrica como aplicada.
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Observacion: En resumen, las ODE’s reducciones de la Ecuacién KdV son P; y P», de la

Seno-Gordon es la Ps, de la Schrodinger es la Py, la Boussinesq es mas variada, etc.

Nota: Ademads de las ecuaciones abordadas en ésta seccién es posible analizar otros tipos de
EDP’s no lineales “tipicas” (con la propiedad de integrabilidad, por supuesto) estrechamente
relacionadas con las Trascendentes de Painlevé. Por ejemplo, las ecuaciones tipo Einstein,
ecuaciones tipo Toda, Ecuacion de Ernst, entre otras. También, mediante las trascendentes de
Painlevé, es posible analizar EDP’s lineales en el plano complejo. Por ejemplo, un problema

muy interesante es el andlisis de la Ecuacion de Helmholtz Complejificada.

La Ecuacién de Helmholtz:®, es la EDP lineal eliptica de segundo orden

(A% k*u =0, (3.5.8)

donde A es el operador Laplaciano (en las coordenadas correspondientes), que se
obtiene como caso estacionario (después de una transformacién en el tiempo) de la
Ecuacion de Onda clasica. Cuando k es real, el problema es bien conocido y la solucién
se obtiene por los métodos tradicionales de Separacion de Variables o Transformacién
Integral. Sin embargo, cuando k es una constante (o funcién compleja) y la funcién
desconocida u = u(£), & € Q C C", tales métodos tradicionales son muy limitados.
Las Trascendentes de Painlevé ayudan en la bisqueda de su solucién. Desafortunada-
mente, por razones de tiempo, espacio y objetivo del presente trabajo no es posible
por el momento entrar en detalle sobre los diferentes tipos de solucion que poseen
estos problemas, pero bien podrian desarrollarse como un nuevo trabajo de tesis de

licenciatura.

°Es llamada de ésta forma debido al Fisico y Médico Alemdn Hermann von Helmholtz (1821-1894).
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CONCLUSION:

A partir de los conceptos y resultados discutidos en este trabajo queda plenamente de
manifiesto la importancia que tienen las Trascendentes de Painlevé per se, asi como
herramienta auxiliar analitica en el proceso de solucion de muchos problemas reales,

cuyos modelos de descripcién involucran ecuaciones diferenciales no lineales.

Las TP (funciones especiales no lineales) juegan un papel fundamental en la Teoria
No Lineal de las Ecuaciones Diferenciales, proporcionan soluciones exactas para cierto
tipo de ecuaciones diferenciales parciales aplicadas, estan estrechamente relacionadas
con las Transformaciones de Bécklund (relaciones de recurrencia no lineales) y los
sistemas Hamiltonianos, asi como también con el Método IST, el cual expresa a las EP
como condiciones de compatibilidad de sistemas lineales que pueden utilizarse como
férmulas asintoticas o de conexién. Es decir, las TP estan estrechamente relacionadas

con las reducciones de las EDP’s no lineales integrables.

En especifico, una ecuacién de interés particular, relacionada de forma cercana con el
complejo Problema de Tsunami, es la Ecuacion de Boussinesq. Esta ecuacion describe
el tipo de dispersién que exhiben las ondas tsunami en eventos reales, tal como fue
observado por ejemplo en el catastrofico acontencimiento sucedido en Asia el 2004
mediante satelites y GPS. El estudio analitico como enfoque principal y numérico
como herramienta auxiliar para ésta importante EDP no lineal forma parte del tema
de tesis de maestria que estaré trabajando durante mis estudios de posgrado, mediante
el estableciendo formal del Problema de Conexion para las Trascendentes de Painlevé
con técnicas modernas del Anélisis Complejo utilizando el Método de Riemann-Hilbert.
Por consiguiente, el presente material establece el punto de partida de un trabajo que

promete resultados relevantes para el siguiente nivel de estudios y trabajo futuro.
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Apéndice A

Topicos de Utilidad

En esta parte se introducen algunos conceptos y resultados auxiliares, con independecia
relativa, los cuales son necesarios como apoyo en el establecimiento de algunos de los

resultados particulares del trabajo elaborado.

A.1 Simbolos de Orden

Las siguientes notaciones y propiedades de las relaciones asintéticas son ttiles en varios

contextos.

e Sea 2 C Ctal que 0 € Q y sean f(2) y g(2) funciones definidas en Q \ {0}.

Entonces, la relacién asintética
f(z) = 0(g(2)), z€Q (L.1.1)

significa que existe una constante positiva C' tal que |f(z)| < C|g(z)| V z € Q.

71
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e Sea ), f(2)y g(z) como en el punto anterior. Entonces, la relacién asintética

f(z) =0(9(2)), z— z0, 2,20 € Q (1.1.2)

significa que existen constantes positivas C'y p tal que |f(z)| < Clg(z)| Vz € Q,

0 < |z— 2z <p.

En este caso, se dice que “f es O grande de g cuando z — z” o que “f y g son

del mismo orden cuando z — zy”.

e Sea (), f(z)y g(z) como en el punto anterior. Entonces, la relacién asintética

f(z) =0(9(%)), z— 20, 2,20 € (1.1.3)

significa que para todo € > 0 existe p >0 tal que |f(2)] < ¢€lg(z)] Vze€Q,

0<|z— 2 <p.

En este caso, se dice que “f es o pequena de g cuando z — zy”.

Los simbolos de orden O y o, llamados también simbolos de Landau, se pueden definir

también de la siguiente forma: supongamos que g(z) # 0 en |z — z,| < x, para algin

x
x, > 0y consideremos el limite lim L; Entonces, por ejemplo, se dice que “f es
T—T0 g €T

si el limite existe y es finito. La relacion entre las dos

Y

O grande de g cuando x — z(’

definiciones mencionadas se establece en el siguiente resultado.

Teorema A.1.1.

1. St lim f(@) existe y es finito, entonces f = O(g) cuando = — .
=0 g(x)
2. Si lim M = 0, entonces f = o(g) cuando z — xo.

=0 g(x)
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Demostracion:

)

1. Supongamos que lim = M. De la definicién de limite

—M‘ < € para

a0 g(x g(x)
toda € > 0. Entonces, m‘ — M| < ‘M — M’ < €, de donde se sigue que
g(x) 9(x)
% — M’ < e+ |M|. Como € y M son positivos, haciendo k = € + M se tiene
que @) o
9(x)
2. Si lim @ = 0, entonces existe 6 > 0 tal que f(z) < k para |z — zo| < 0.
z—zo () g(z
Sustituyendo 1 = § se concluye que f = o(g).
[
Propiedades de los Simbolos de orden:
i) 0(0(f)) = O(f), v) O(f) +O(f) = O(f),
it) o(o(f)) = o(f), vi) o(f) +o(f) = o(f),
i) O(fg) = O(f)O(9), vii) o( f) + O(f) = O(f),
w) O(f)olg) = o(f9)O(y), viii) O(o(f)) = o(O(f)) = o(f)

Nota: Estas propiedades se deducen directamente de la definicién.

Derivadas e Integrales: Si se tiene una relaciéon de orden entre dos funciones f y g,
una pregunta natural es si se hereda o no la misma propiedad para una derivada o una

integral. La respuesta se describe después de la siguiente observacion.

Observacion: En el contexto real si f = O(g) no necesariamente se sigue que f' = O(g’).
Por ejemplo, sean f(z) = z + sin(e®) y g(x) = x + 1. Si x >> 1 se observa que f = O(x),
pero la derivada de f no es acotada (es decir, f’ no es O(1)). Sin embargo, desde el punto
de vista complejo es posible establecer cierto tipo de relacién para los simbolos de orden en

referencia a la diferenciaciéon de funciones. Respecto a la integral la situacién es diferente.
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Teorema A.1.2. Si f(z)y g(x) satisfacen f = O(g) cuando © — x, para toda zy € IR,

[ ] =o([awiar). o

Demostracién. Sea k una constante tal que |f(¢)| < k|g(t)| con t suficientemente

entonces

cercana a o, entonces existe una 6 > 0 tal que [t — x| < y
—klg(t)| < f(t) < klg(t)], para [t —xo| <.

Aplicando la propiedad de monotonia de la integral se obtiene la conclusion.
A continuacién se establece el resultado en el contexto complejo para las derivadas.

Teorema A.1.3. Sea f : C — C una funcion holomorfa en una regién que contiene
al sector anular cerrado S = {z: a < arg(z — 29) < B,|z — 20| > R > 0} y supéngase
que f(z) = O(z") (respectivamente, f(z) = o(z")) cuando z — oo en el sector, para
v real y fijo. Entonces f™(z) = O(2™") cuando z — 0o en cualquier sector anular

cerrado contenido en S con vértice comun zj.
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A.2 Solucion de la Ecuacion de Riccati

La soluciéon de la Fcuacion de Riccatu,

dy

e + P(z)y + Q(2)y* = R(x), (1.2.1)
se obtiene mediante transformacion simple, ya sea reduciéndola a la ecuacion lineal de
segundo orden 2 N d

u U

- P =) =_ = 1.2.2
dx2+( Q)dx RQu =0, (12.2)
con la sustitucién y = u'/(Qu), donde v’ = du/dz, o a la ecuacién lineal de primer
orden
dv
= (P4 2Qu)e = Q. (1.2:3)

con la sustitucién y = y; + 1/v, donde y;(x) es cualquier solucién particular conocida

de la ecuacion original. Por ejemplo, la solucién general de la ecuacion de Riccati mas

popular,

d

22 +ay+atyi=1
dx
r? — k2
es y = —————, con k una constante arbitraria, cuya grafica se ilustra en la Fig. A1
x(x? + k?)
¥ ¥
40 100 +

=504

-40 - -100 -

Fig.A1 Solucién de una Ecuacién de Riccati Especifica

Noétese que en este caso y; = 1/x.
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A.3 Nociones Elementales sobre la Teoria de Nevanlinna

El objetivo de introducir esta importante, pero no muy conocida, parte del Analisis
Complejo es para describir de forma muy general algunos aspectos bésicos de la Teoria
de Nevanlinna', los cuales en especifico son necesarios para el analisis del compor-
tamiento de las Trascendentes de Painlevé. Ademads, se establecen algunas notaciones

que se utilizan posteriormente.
Para ®, ¥ : [rg, +00) — IR", se denota por ®(r) < ¥(r) siempre que para algin
ro > 0, ®(r) = O(¥(r)) cuando r — +ooy ®(r) < U(r)si ®(r) K ¥(r)y ¥(r) < ®(r)

se cumplen simultaneamente.

Sea f(z) una funcién meromorfa arbitraria. Parar > 0, se denota por n(r, f) el numero
de polos de f(z) en el disco |z| < r (contando multiplicidad). Entonces, la funcion de

conteo de polos de f(z) se define por
N )™ [ 2 (e s) = n(0. ) g+ (0. 1) ogr (13.)

la cual también es llamada N—Funcion y se utiliza para medir la frecuencia promedio
de polos en el disco |z| < r. Para contar los polos multiples en tal disco se escribe
N (1, f) = 321 <-(1(1) — 1), donde p(7) denota la multiplicidad del polo 7y >° .

denota la suma sobre todos los polos en el disco |z| < r. Entonces,
o [T1
N )2 [ % 6 1) = 0, )+ a0, f)logr (132)
0

mide la frecuencia de los polos multiples.

'Rolf Herman Nevanlinna (1895-1980), matemético Finlandés reconocido particularmente por su

trabajo en la Teorfa de Funciones Analiticas.
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Para z > 0, se escribe como log™ z = max{logz,0} y con ésta se define la segunda

funcional de Nevanlinna, la funcion de proximidad de f(z),

27
m(r, f) = %/0 log™ | f(re)| db), (1.3.3)

para medir la magnitud promedio sobre la circunferencia |z| = r. Entonces, se define

la expresion

T(r, f) < m(r, f) + N(r, f), (1.3.4)
llamada Funcion Caracteristica de Nevanlinna de f(z), para medir la complejidad del

comportamiento, esto es, la trascendencia de f(z).

Observacién: Para funciones meromorfas f(z) y ¢(z) se cumple

m(r,af +Bg) <m(r, f) + m(r,g) + O(1), m(r, fg) <m(r, f) +m(r,g),
T(r,af+Bg) <T(r, f)+T(r,9) +O1), T(r,fg) <T(r,f)+T(r9g),

para «, 8 € C.
Ahora, sean a; y by los ceros y los polos, respectivamente, de g(z) en el disco |z] < r

repitiéndose de acuerdo a sus multiplicidades. La Férmula de Poisson-Jensen (?7)

implica que para todo z en el disco |z| < r se tiene

L[ i0 — |2
log|g(z)] = o /. loglg(fe )| - —W RE do
Z—bk) (1.3.5)
lo 1
P Y e[ rem ] 5 et
laj|<r [bg|<r

Sustituyendo ¢(z) = 277f(2) = ¢, + O(z), con ¢, # 0, p € Z y z=0en (1.3.5)
se tiene

m(r, f)+ N(r, f) =m(r,1/f) + N(r,1/f) + log |c,|. (1.3.6)

Reemplazando f(z) por f(z) —a, a € C, obtenemos el primer teorema principal de

Nevanlinna.
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Teorema A.3.1. Para una funcién meromorfa arbitraria f(z) y a € C una constante

arbitraria,
T(r,1/(f—a)=T(r,f)+0(Q). (1.3.7)

Nota: Por ejemplo, T'(r,e*) <r y T(r, eZQ) = r2.

Proposicién A.3.1. Una funcién meromorfa f(z) satisface T'(r, f) = O(logr) siy solo si

f(2) es una funcién racional.

|
El orden analitico de f(z) se define por
of 1. log T'(r,
p(f) = limsup og—(rf). (1.3.8)
r—00 10g7‘

Por ejemplo, p(e*) =1, p <ez2> =2 y p(g) = 0 para cualquier funcién racional ¢(z).
De una identidad debida a Cartan?
1 [ A
1) =5 [ N1/(F =) a0+ 1og" 50), (139
0
se obtiene

dT(r, f) 1

2 .
dlogr %/0 n(r,1/(f —e")) do, (1.3.10)

siempre que |f(0)| # oco. En otro caso, f(0) = oo, combinando (1.3.9) con la relacién

T(t, f)=T(r,1/f) +log|c,| se establecen los siguientes resultados.

Proposiciéon A.3.2. T(r, f) es creciente y convexa con respecto a logr.

Ademas, se tiene que

Proposicién A.3.3. Una funcién meromorfa f(z) es trascendente siy solo si

logr/T(r, f) = o(1), cuando r — oo.

2Henri Cartan (1904-2008).
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Demostracién. Suponer que f(z) es trascendente y considerar que T'(r, f) = Ti(r)
es una funcién que depende de logr. Si dT.(r)/dlogr < 8 para algin § > 0, entonces
T.(r) < Blogr + O(1) < logr, lo cual contradice la suposicién. Como dT%(r)/dlogr
es creciente con respecto a r, entonces por la Proposicién A.3.3 dT,(r)/dlogr — oo
cuando 7 — oo. Para cualquier € > 0, existe r. > 0 tal que dT%(r)/dlogr > 1/e, r > r,
y por lo tanto, T,(r) > e tlogr + O(1), 7 > r., lo cual implica que logr/T(r, f) — 0

cuando r — oo. m

Sea ¢(r) una funcién definida en un intervalo [rg, +00), con 79 > 1. Entonces, se escribe
o(r) = S(r, f) st ¢(r) = o(T(r, f)) cuando r — +oo. Aplicando el operador barra
(0/0x —i0/0y) a (1.3.5) (con g = f), se tiene que

f/(Z) B 1 2 ; Tei@
o ;/ log| f(re")] - ¢ g—y5 ¥

0 _
1 a; 1 b,
+Z(z—aj+r2—ajz) Z(z—bk+r2—5kz)

laj|<r [bg|<r

para |z| < r, de donde se obtiene un estimado bésico para las derivadas logaritmicas.

Proposiciéon A.3.4. Para una funcién meromorfa arbitraria f(z) y para un k& € N
arbitrario, m(r, f*)/f) = S(r, f). En particular, si p(f) < oo, entonces m(r, f*) / f) =
O(logr). ]

Corolario A.3.2. i) Para cada k € N, T(r, f®) < (k+1)T(r, f) + S(r, f).

i) Para p, q enteros arbitrarios con p < ¢, se cumple m(r, f@/f®)) = S(r, f).

Demostracién. i) Si zy es un polo de f(z) con multiplicidad g, entonces 2y es
un polo de f*)(z) con multiplicidad p + k. Por lo tanto, N(r, f*) < (k+ 1)N(r, f).
Por la Proposicién A.3.4, m(r, f®) < m(r, f) + m(r, f®/f) = m(r, f) + S(r, f),
de donde T(r, f*) < (k+ 1)T(r, f) + S(r, f).

q—1

ii) Por el punto 7), observando que m(r, f@/f®) < Z m(r, f&HD / £9)) se obtiene el
Jj=p

resultado. u
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A continuacién se establece el segundo teorema principal de la Teoria de Nevanlinna.

Teorema A.3.3. Para un funcién meromorfa arbitraria f(z) y para un nimero arbi-

trario de puntos distintos a;,---a, € C, ¢ € N, se tiene que

m(r, f) + Zm(r, 1/(f—aj)+N(r,1/f)+ Np(r, f) <2T(r, f) + S(r, f). (1.3.11)

Por 1ltimo, cerraremos esta parte enunciando uno de los principales resultados de la
Teoria de Nevanlinna, el cual se conoce como Teorema de Valiron-Mohon’ko, cuya

demostracién se encuentra en [9].

Teorema A.3.4. Sea f una funcién meromorfa y sea

Cap(z) Far(2)f 4+ ap(z) fP
R(z, f) = bo(2) + bi(2)f + -+ by(2) f1

una funcién racional e irreducible en f con coeficientes meromorfos a;(z), by(z) y de

crecimiento lento S(r, f). Entonces,

T (r,R(z, f(2))) = max{p, ¢} T(r, f(2)) + S(r, f). (1.3.12)
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